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Introduccion

La semilla de esta tesis (es decir, la motivacion y la fuente de preguntas que se
resuelven aqui) es el articulo de HruSak, Simon y Zindulka “Weak Partition Pro-
perties on Trees”, [4]. En dicho articulo, los autores introducen una nocién com-
binatoria que surge de manera natural al probar una generalizacion del siguiente
famoso teorema de Hurewicz (el cual se puede consultar en [5] o [7]):

Teorema 1. Sea X un espacio analitico. Entonces es cierto uno y solo uno de los
siguientes enunciados:

= X es o-compacto,

» X tiene un subconjunto cerrado homeomorfo al conjunto de los irraciona-
les.

La generalizacion de este teorema no tiene mayor trascendencia para el trabajo

que aqui se desarrollard, pero dada su belleza citémoslo:

Teorema 2. Sea X un espacio Cech-analitico. Entonces es cierto uno y solo uno
de los siguientes enunciados:

» X es o-localmente compacto,
» X tiene un subconjunto cerrado homeomorfo al conjunto de los irraciona-

les.

Lo que si es relevante para este trabajo, y ademds constituye nuestro punto
de partida, es precisamente la nocidon combinatoria subyacente a la prueba de la
generalizacion citada. De hecho, al indagar en la prueba de dicha generalizacion,
la propiedad de la que extraeremos nuestra materia prima es esta:

VII



VIII INTRODUCCION

Proposicioén 3. Dada cualquier funcion ¢ : w;® — (0, o) existe un drbol T C wi*
w-ramificado’' tal que para toda n € w:

infle(p) : p€T,|pl=n} >0

El que tal infimo sea mayor a 0 nos dice que los elementos del enésimo nivel de
T no van a dar bajo la funcion ¢ a una sucesion convergente a 0. En otras palabras,
para cualquier funcién del drbol w;* en el intervalo (0, co) hay un subérbol de w7
tal que en cada piso esquiva a las sucesiones que convergen a (0. Observemos la
proposicion desde otro dngulo: dada una funcioén ¢ : w7 — (0, o0) consideremos
la coloracién ¢’ : wi” — w tal que para toda p € w;¥

¢'(p) =nsiysolosin=min{m € w: c(p) > L}.

Asi, la proposicion anterior se puede replantear de la siguiente manera: para
cualquier funcién ¢ : w7 — w hay un drbol w-ramificado T C w;* tal que cada
uno de sus pisos estd coloreado por ¢ con tan s6lo una cantidad finita de colores.
Esto lo denotaremos —siguiendo la clésica notacién de la teoria de Ramsey’—
con esta peculiar flecha:

wy w (W)°.

(Para qué cardinales se da la relacion ~»? En términos generales, la nocién
que estudiaremos es una propiedad de tipo Ramsey definida sobre cualquer cardi-
nal x que busca entender qué estructuras se preservan al colorear (o partir) a placer
—aunque con la cantidad de colores restringida— los nodos del arbol «*“. Esto es,
nos preguntaremos qué tipo de subarboles de 7 = «=“ es posible hallar pigmenta-
dos de manera homogénea, después de que 7" ha sido coloreado arbitrariamente.
Por supuesto, tendremos una de estas propiedades por cada tipo de subarbol ho-
mogéneo que pretendamos encontrar. Inicialmente’ centraremos nuestra atencién

ICada nodo tiene w sucesores.

2Cuya pregunta principal es: ;cudntos elementos debe tener una estructura para la existencia
de una propiedad particular?

3Lo que en nuestro caso quiere decir: a partir del segundo capitulo, pues el primer capitulo
estard dedicado a la revision de las nociones bésicas que utilizaremos a lo largo del texto.
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en el caso en el que dicho subdrbol es un 1-arbol (esto nos da la relacién ya men-
cionada ~w»).

Mientras que en el segundo capitulo estudiaremos las caracteristicas bdsicas
de la flecha ~», en el tercero examinaremos un par de flechas méas débiles y estre-
chamente relacionadas: la flecha débil (valga la redundancia) y la flecha escoba,
denotadas respectivamente por w»; y ~»,. Este par de flechas estdn asociadas a
una propiedad combinatoria mas: la propiedad de la acotacion, protagonista del
principal resultado de este trabajo. Decimos que « tiene dicha propiedad si cada
vez que tomamos una sucesion de longitud « de funciones de w en w hay « de ellas
puntualmente acotadas. La propiedad de la acotacién es también analizada a lo lar-
go del tercer capitulo. Dicho andlisis nos lleva a concluir que para los cardinales
k que estan por arriba de d y para aquellos por debajo de b, « tiene la propiedad
de la acotacion si y sélo si también la tiene su cofinalidad. Este descubrimiento
motiva la pregunta fundamental que se plantea abajo.

Por supuesto, al trabajar con combinatoria infinita es inevitable arribar al reino
de los resultados de consistencia. Asi, en el cuarto capitulo se dan con detalle
varios de los resultados de consistencia que se presentan en [4] y se resuelven un
par de preguntas emanadas de los andlisis llevados a cabo en los capitulos previos.
Por dltimo, en el quinto capitulo se da respuesta a una pregunta planteada en [4]:

Pregunta Fundamental. ; Es consistente la existencia de un cardinal « tal
que su cofinalidad tiene la propiedad de la acotacién, pero « no la tiene?

Mientras que en los capitulos anteriores las herramientas utilizadas se presen-
tan de forma sucinta en el capitulo inicial, el capitulo final asume una comprensiéon
mucho mayor del forcing, en particular del forcing iterado.

A tono personal, agradezco profundamente la ayuda incondicional que siem-
pre me ofrecieron Michael Hrusak y Osvado Guzman, fue junto a ellos que poco a
poco fui develando lo que aqui presento, ademds de que indirectamente me mos-
traron valiosos aspectos de la vida mas alla de los correspondientes a la parte
académica.
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Capitulo 1

Preliminares: Un mundo repleto de
arboles

THERE 1S NO GOD. OUR
EXISTENCE 1S WITHOUT PURPOSE.

OH, DEFINITELY,

EXACTLY! IN THE END, A =~ N\
NOTHING WE DO MATTERS. BECAUSE THE FUTURE 15 '

WHY ARE YOU SQUIRRELS!

CLIMBING
THAT TREE?

Este capitulo tiene dos propositos: introducir las herramientas y nociones basi-
cas que utilizaremos a lo largo del trabajo y convenir la notacion correspondiente.
Por supuesto no pretendemos hacer aqui un estudio exhaustivo de dichas herra-
mientas, al contrario, la idea es darles apenas un vistazo, que si bien puede ser un
tanto superficial, pretende hacer de la tesis un material autocontenido (hasta donde
se pueda'). Haremos énfasis en la definicién de forcing y en la de los invariantes
cardinales del continuo b, d y p. La mayor parte del contenido de este capitulo se

!Este trabajo presupone conocimiento basico de teorfa de conjuntos y de teoria de modelos. Si
el lector conoce los conceptos de cardinal, cofinalidad, modelo y submodelo elemental, entonces
no tendrd ningln problema con la lectura de este escrito (lo cual no implica que no se requiera de
esfuerzo para entenderlo a cabalidad).



2 CAPITULO 1. UN MUNDO REPLETO...

puede consultar con mds detalle en alguno de estos tres excelentes libros: [3], [0],
[2]. Aquel para el que estos temas sean viejos conocidos puede saltar al siguiente
capitulo sin mayor remordimiento. Comencemos.

Como bien lo sugiere el titulo de este capitulo, los drboles serdn la estructu-
ra fundamental a estudiar a lo largo de la tesis. Nuestro interés estard centrado
en investigar ciertas propiedades de tipo Ramsey en ellos. Asimismo, los arboles
nos serdn de ayuda para plasmar de forma breve y axiomdtica el método de for-
cing, un método descubierto por Paul Cohen a través del cual podemos construir
extensiones de un modelo V de ZFC’. Entendemos por extension, claro estd, un
modelo también de ZFC que contiene a V, posee nuevos conjuntos y esta cerrado
bajo las operaciones conjuntistas. La importancia de este método radica en que
nos permite dar pruebas de consistencia.

Antes que nada dejemos claro qué entendemos formalmente por arbol (y ob-
servemos que salvo la ausencia de follaje, raices, corteza y otras cosas acceso-
rias, los arboles conjuntistas se parecen en gran medida a los del mundo que ha-
bitamos). Un drbol es un orden parcial (T, <)* con elemento minimo (llamado
raiz) tal que para todo elemento (o nodo) ¢ € T el conjunto de sus antecesores
{s € T : s < t} estd bien ordenado por la relacién <. Si vemos a los elementos
del arbol como nodos de una gréfica cuyas aristas estan definidas por la relacion,
entonces un ejemplo de arbol es este:

Por cuestiones précticas (0 quizd sea mds sensato decir por costumbre) ve-
remos a los arboles boca abajo, es decir los pensaremos con el orden invertido
((T,>)) y la raiz serd el nodo maximo. He aqui un arbol desde nuestra concep-
cion:

’El sistema axiomdtico cldsico de la teorfa de conjuntos en el que estaremos trabajando:
Zermelo-Fraenkel junto con el axioma de eleccién.

3Siempre que no cause confusién omitiremos el orden y denotaremos al orden parcial simple-
mente por el conjunto subyacente.



A continuacién definimos algunos elementos arboéreos:

Definicion 4. e Dado un nodo t € T, definimos la altura de t como el tipo de
orden del conjunto de sus antecesores.

e Dado un ordinal a, el nivel a-ésimo de T, denotado por T, es el conjunto
de todos los nodos de altura a.

e Laaltura de T, denotada por ht(T), es el minimo ordinal « tal que T,, = 0.

e Unnodo s es sucesor inmediato de un nodo t sit < sy la altura de s supera
por uno a la altura de t. Al conjunto de los sucesores de t lo denotamos por
sucr(t).

Un ejemplo clésico de arbol es el siguiente. Dado un conjunto x, definimos
x=“ como el conjunto de todas las funciones cuyo dominio es un nimero natural
y cuya imagen es un subconjunto de x. A este conjunto lo podemos ver como un
arbol al darle el orden de la contencidn.

La gran cualidad de los arboles es que nos codifican informacién de una forma
eficaz y singular, lo que los hace herramientas combinatorias de suma relevancia
para la teoria de conjuntos. Por ejemplo, el axioma de buena fundacioén nos permi-
te asociarle a todo conjunto —via la relacién > — un arbol bien fundado, es decir,
un arbol sin ramas infinitas. Asi, el conjunto 3 = {0, {0}, {0, {0}}} tiene asociado el
arbol:

0 {0} /\(0,{0}}
o o [0
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Por otro lado, a todo arbol bien fundado se le puede asociar un conjunto: eti-
quetamos con el conjunto vacio los nodos terminales y nodo a nodo vamos aso-
ciando el conjunto de etiquetas de los nodos anteriores. Este proceso termina en
la raiz y la etiqueta que a esta le corresponde es el conjunto buscado. Asi, el
conjunto asociado al drbol inaugural es el 7. La idea fundamental del forcing es
cambiar ligeramente este proceso de manera que a cada nodo le corresponda no
s6lo un conjunto, sino también una probabilidad de tornarse en dicho conjunto.
Esto se hace a través de un orden parcial (P, <) con elemento maximo 1, al que
llamaremos nocion de forcing. A los elementos de IP les llamaremos condiciones
y fungirdn como las probabilidades que le asignamos a cada nodo, siendo el 1 la
probabilidad més alta.

Dadas dos condiciones p,q € P, diremos que g extiende a p si g < p;y
diremos que p y g son incompatibles, en simbolos p L ¢, si no existe r € P
que extienda tanto a p como a g. A los arboles de probabilidades les llamaremos
P-nombres, pues se encargaran de designar objetos en el nuevo modelo. Asi, los
arboles con probabilidad 1 en cada uno de sus nodos codificaran a los conjuntos ya
existentes, mientras que aquellos que tengan distintos elementos del orden parcial
en sus nodos cifraran en algunos casos a nuevos conjuntos. Pero, ;como decidir
qué posibilidades se tornardn reales y cudles no? El ingrediente para lograr esto
serd un subconjunto no vacio G del orden parcial IP que no pertenece al modelo V
y al que llamaremos filtro P-genérico sobre V. Este conjunto tiene las siguientes
caracteristicas:

(1) Sipe Gy p<q,entonces q € G,
(i1) para cualesquiera p,q € Gexiste r € Gtalque p > r < g,

(iii) G intersecta a todo subconjunto denso de P perteneciente al modelo V.

Donde D C P es denso si para cualquier p € P existe un elemento g € D tal
que g < p. Las dos primeras condiciones nos dicen que G es un filtro, mientras
que la ultima es la que alude a su genericidad. A veces nos resultard mas util ver la
tercer condicion de una manera equivalente. Decimos que un subconjunto A C P
es una anticadena si cualesquiera dos de sus elementos son incompatibles. Una
anticadena es maximal si no estd contenida propiamente en ninguna anticadena,
o en otras palabras, si todo p € IP es compatible con algtin a € A. Asi un filtro G
cumple (iii) siy sélo si G intersecta a toda anticadena maximal que pertenece a V.



Al asignarle un conjunto a los P-nombres segun el criterio de G (esto es, de-
jando vivos dnicamente a aquellos nodos con probabilidad en G) obtenemos un
nuevo modelo de ZFC que extiende a V, denotado por V[G]. Lo que hemos hecho
con este procedimiento es agregar G al universo.* Esto tltimo es fécil de ver, ya
que el arbol que corresponde a P y que le asigna probabilidad p tanto al nodo
correspondiente al elemento p € IP como a todos los nodos por debajo de él se
transmuta en G. Diremos que este nuevo modelo es una extension genérica de
V. Dicha extensién cumple ademas que cualquier otra extension de V que tiene a
G como elemento extiende a V[G].

Dado un conjunto x € V[G] deno-
taremos por X al P-nombre que descri-

be como ha sido construido tal objeto. P
Gracias a los IP-nombres disponemos
de un lenguaje similar al de primer or- D q r

V[G] desde el modelo base, cuyo dis-

tintivo es que sus parametros son pre-

cisamente los P-nombres. A este len-

guaje le llamaremos el lenguaje de for-  Figura 1.1: P-nombre para el filtro G, G.
cing. Resulta asombroso que, pese a

que los habitantes de V no conocen a G y por lo tanto aparentemente poco pue-
den decir acerca de V[G], lo cierto es que les basta conocer a los elementos de P
para determinar la verdad o falsedad en la extension genérica de cualquier enun-
ciado en el lenguaje de forcing. Para aclarar esto definiremos una relacion I+ entre
elementos de IP y enunciados en el lenguaje en cuestion. Dados p € Py ¢ un
enunciado en el lenguaje de forcing, escribiremos

den con el que podemos hablar sobre A ﬂ A

2

para indicar que para todo filtro IP-genérico sobre V, si p € G, entonces
VIG] E ¢’. En este caso diremos que p fuerza a ¢. La relacién I cumple ademads

4Una buena analogfa (o quiz4 una metéfora) es el campo de los niimeros racionales (un modelo
para los axiomas de campo), al que le podemos agregar el nimero V2 obteniendo asi un nuevo
campo que extiende a Q. Continuando con la analogfa, un nombre para V2 en el campo de los
racionales es la cortadura de Dedekind determinada por V2.

Evidentemente en esta férmula los pardmetros dejan de ser P-nombres y son sustituidos por
sus respectivas transmutaciones.
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que si V[G] E ¢, entonces existe p € P tal que p I ¢. He aqui una descripcién
del comportamiento de esta relacion:

1. Sip¢yq< p,entonces g I ¢.
2. Ninguna condicién fuerza tanto a ¢ como a —.

3. Toda condicién p € P tiene una extension g que decide ¢, es decir, g I ¢ 0
q I+ —g.

4. Sipr @y plr @ — Y, entonces p I Y.

5. p Ik =g sty sOlo si ninguna condicion que extiende a p fuerza a ¢.
6. plroAyYsiysOlosiplFeoypl-i.

7. proVysiysolosihayg< ptalqueg - ¢ 0o g IF .

8. p Ik Yxgp siy sblo si para todo IP-nombre x p I ¢(xX).

9. p I+ dxp siy sélo si para todo g < p existe r < g y existe X, un P-nombre,
tal que 7 IF @(X).

10. Si p I+ dx¢p, entonces hay x, un P-nombre, tal que p I ¢(X)

Una consecuencia inmediata de esto es que 1 I ¢ si y s6lo si para todo p € P
existe ¢ < p de manera que g I ¢. En este caso escribiremos tan solo I ¢. He
ahi todo lo que necesitamos para empezar a forzar, ;no es maravilloso?

A lo largo de esta introduccién veremos tres ejemplos del método recién des-
crito que nos seran de utilidad méas adelante y que esperamos tengan la propiedad
de asentarlo y disipar todo aspecto que, por la naturaleza de la introduccién, haya
quedado nebuloso. Por ahora, detengdmonos muy brevemente (y con el mismo
espiritu resumido) en la nocién con la que empez6 todo, el forcing de Cohen, al
que denotaremos por la letra C. Cohen desarroll6 la técnica de forcing para —de
la mano con el trabajo de Godel— establecer el estatus ontologico de la famosa
hipétesis del continuo (de aqui en adelante denotada como CH por sus siglas en
inglés), la afirmacién de que no hay un conjunto cuya cardinalidad sea estricta-
mente mayor a la del conjunto de los nlimeros naturales y estrictamente menor



a la del conjunto de los nimeros reales®. Tan conocida hipGtesis resulta ser un
excelente ejemplo de un enunciado independiente de ZFC.’

Por lo general, los elementos de las nociones de forcing son aproximaciones
al objeto que buscamos introducir al universo. En el caso del forcing de Cohen lo
que se desea es agregar un real nuevo, es decir, un nuevo subconjunto de los nime-
ros naturales. Una buena manera de aproximar un conjunto de esta naturaleza es
a través de funciones cuyo dominio es un subconjunto finito de w y que toman
valores en 2. Al conjunto de todas estas funciones lo denotaremos por Fn(w,2).
Asi C = (Fn(w,2),2). No es dificil ver (a través de un simple argumento de den-
sidad) que si G es un filtro C-genérico, entonces | J G es una funcién con dominio
w que no pertenece a V. Decimos que una funcién (o un subconjunto de w) obte-
nida de esta manera es un real de Cohen sobre V. Asi, si ¢ es un real de Cohen,
entonces {c [,: n € w} es un filtro C-genérico sobre V. Cuando sea conveniente es-
cribiremos V[c] (en lugar de V[G]) para denotar a la extension genérica obtenida
al agregar el real de Cohen c.

En general, dados dos conjuntos cualquiera x y y, Fn(x,y) denotard al conjun-
to de las funciones parciales de x en y, es decir, las funciones cuyo dominio es un
subconjunto finito de x y su contradominio es y. Habiendo aclarado esto, notemos
que, dado cualquier cardinal «, la nocién de forcing C, = (Fn(k X w,2), 2) se en-
carga de introducir « nuevos reales®. Un hecho importante que usaremos bastante
y que constituird el primer lema de esta tesis es que introducir un real de Cohen
es equivalente a introducir w reales de Cohen en el sentido de que producen las
mismas extensiones genéricas, esto es, para todo G filtro C-genérico sobre V hay
H un filtro C,-genérico de manera que V[G] = V[H].

Lema 5. Dado cualquier ordinal numberable a, C y C, producen las mismas
extensiones genéricas.

Demostracion. Para verificar el lema necesitamos una pequeiia definicion. Sean
P y Q dos nociones de forcing y sea i : P — Q una funcién. Decimos que / es un
encaje denso si cumple estas dos condiciones:

Bajo el axioma de eleccién CH es equivalente a la afirmacion 2% = N;. La generalizacién de
la hipétesis del continuo, GCH, afirma que para todo ordinal «, 2Me = Nypi.

"Tanto CH como ~CH son consistentes con ZFC.

8El mismo efecto tienen las nociones de forcing Fn(k,?2), Fn(k, w), etc. por lo que a lo largo
del trabajo nos tomaremos la libertad de usar sin previo aviso como C, la nocién que resulte mas
conveniente.
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e h preserva el orden, es decir, para cualesquiera p,q € P, p <p ¢ si y s6lo si
h(p) <q h(q),

e Para todo g € Q existe p € PP tal que h(p) <q g.

Se sabe que dos nociones de forcing IP y Q producen las mismas extensiones
genéricas si existe un encaje denso & : P — Q. Asi, consideremos nuestra biyec-
cion favorita f : wXa > wyseah : Fn(wxa,2) — Fn(w,2) de manera que para
todo p € Fn(w X a,2), el dominio de h(p) es fldom(p)] y h(p)(n) = p(f~'(n)). Al
ser h un encaje denso (de hecho, un isomorfismo), tenemos el resultado. O

Tras este raudo repaso de forcing, veamos un ejemplo que de arboles trata y
que mas adelante nos serd de utilidad. Para ello requerimos de un par de definicio-
nes. Un arbol de Suslin es un arbol 7' de altura w; tal que todas sus anticadenas
y todas sus ramas tienen tamafio a lo sumo numerable. Por razones de eficiencia
afladiremos tres condiciones a esta definicion’:

1) Cadanodo de T tiene por lo menos dos sucesores inmediatos.

i1) Para todo ¢ € T hay un elemento s € T en cada nivel superior de manera
quet < s.

iii) El arbol T es extensional, es decir, si dos nodos en un nivel limite tienen los
mismos antecesores, entonces son iguales.

Decimos que un arbol es bien podado si cumple la condicién (ii), mientras
que un arbol que cumple las condiciones (i)-(iii) es llamado normal. Notemos
que si un arbol normal carece de anticadenas no numerables, entonces sus ramas
son a lo sumo numerables, pues de lo contrario tendriamos la siguiente situacion:

“Estas condiciones son inofensivas, pues se puede demostrar que si hay un 4rbol de Suslin en
el sentido original, entonces hay un arbol que las satisface. Lo ventajoso de dichas condiciones es
que vuelven a los drboles sumamente operables.



Asi, de aqui en adelante entenderemos por drbol de Suslin a un arbol normal
sin anticadenas no numerables. Atn nos espera la segunda de las dos definiciones
anunciadas: un orden parcial es o-cerrado si toda sucesion decreciente tiene cota
inferior. La importancia de este tipo de 6rdenes radica en que al forzar con ellos
cualquier funcién en la extension genérica cuyo dominio es w yace en el modelo
base. En particular los 6rdenes o-cerrados no agregan nuevos reales al universo
y no colapsan a w;. Un orden con esta propiedad irrumpird en la empresa que
aqui nos atafie, a saber, afadir un arbol de Suslin al universo V.

Teorema 6. Hay una extension genérica del universo en la cual existe un drbol
de Suslin.

Demostracion. Trabajaremos con un conjunto parcialmente ordenado P cuyos e-
lementos son aproximaciones al arbol que buscamos incorporar. Asi T € P si
y s6lo si existe @ < w tal que T € w=* es normal numerable. El orden en P
estd dado como sigue: T’ extiende a T siy s6lo si T C T’ y en los niveles de T
coinciden los nodos de ambos drboles (esto lo denotamos por 77 E T)).

Sea G un filtro IP-genérico sobre V. Observemos primero que en efecto P es una
nocién de forcing o-cerrada, pues dada una cadena de arboles en P, su unién
pertenece a IP. Asi, el ordinal w, de V[G] coincide con el del modelo base. Vere-
mos que S = |JG es un arbol de Suslin. Para empezar, S es un arbol normal ya
que los elementos de G son drboles comparables entre si. Ademds S tiene altura
w;. Esto lo podemos verificar rdpidamente al considerar para cada o < w; el
conjunto D, = {T € P : ht(T) > «}. La densidad de dicho conjunto esté clara.
Asi G intersecta a cada D,, es decir, G tiene elementos de cualquier altura menor
a wy, lo que establece la propiedad deseada. Por ultimo, veamos que S no tiene
anticadenas maximales no numerables'’. Sea A € V[G] una anticadena maximal
de S ysea Ty € P tal que

Ty - A es anticadena maximal.

Mostraremos que hay 7’ E T, tal que fuerza a la anticadena A a ser numerable,
con lo que habremos acabado. Para empezar construiremos una extension 7y & T
tal que para cualquier ¢ € T hay a, € T} N A que extiende a t. Como T fuerza
a A a ser una anticadena maximal en S, dado ¢ € Ty, hay una extensién 7, C T
y hay a, € T, de modo que ¢y a, son comparables y T, - a, € A. Como T es

10Esto es suficiente, pues toda anticadena puede ser extendida a una anticadena maximal.
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numerable y P es o-cerrado, tras repetir este proceso una cantidad numerable de
veces obtenemos un arbol 7 de manera que para cada r € T existe a, € T tal que
T, + a, € A. Si ademds pedimos que para cada arbol T, y para cada a € Ty N A,
T, +a€ TyNnA,entonces T) I a € TyNA, es decir, T; conoce a Ty N A. Repetimos
el procedimiento para cada n € w, generando asi en cada paso un drbol 7,,,; C T,
que conoce a T,, N A 'y que cumple ademds que paracadat € T, haya, € T,;,; NA
talque a, <t. Sea T’ = Unew Tn-

Observemos que 7’ conoce a T’ N A y ademds T’ N A es anticadena maximal
numerable en 7”, puesto que paratodot € T" hay n € wtal que t € T, y por lo
tanto hay a, € T,,,; N A C T’ N A que extiende a t.

Para terminar extenderemos a 7" por un nivel. Supongamos que 7" tiene altura
limite . Dado ¢t € T’ seleccionamos una rama de longitud @ que pase por a; y
en el nivel @-ésimo colocamos un nodo b, que extiende a todos los elementos de
dicha rama. Asi, definimos T =T" U {b,: t € T’}

Claramente T es una condicién, pues sélo le agregamos w nodos y T sigue
siendo normal. Ademds 7 tiene la cualidad de que A = T N A, ya que de lo
contrario habria a € A\T y t € T tales que a < b, < a,;, una contradiccion. Asi,
hemos obtenido una condicion T que extiende a T, y que fuerza a la anticadena A
a ser numerable.

O
Toca la hora de definir el primer invariante cardinal. No esta de mas mencionar

antes que un invariante cardinal es un cardinal no numerable menor o igual al
continuo ¢ (la cardinalidad de los ndmeros reales) que describe una propiedad
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combinatoria. Para empezar, un poco de notacién. Si x es un conjunto cualquiera
y k es un cardinal, [x]“ denotard al conjunto de todos los subconjuntos de x de
tamafo «. Asimismo la notacién [x]=“ hard referencia al conjunto de todos los
subconjuntos de x de tamafio estrictamente menor a k. Dados dos conjuntos x,y C
w decimos que x estd casi contenido en y, en simbolos x C* y, si x\y es finito.
Por otro lado, definimos una pseudointerseccion para una familia . C [w]”
como un conjunto infinito que esta casi contenido en todos los miembros de .%.
También, llamaremos a una familia .%# C [w]“ centrada si cualquier interseccion
de una cantidad finita de sus miembros es infinita. Asi, el cardinal p, o namero de
pseudointerseccion es el tamafio mas pequefio de una familia . C [w]“ centrada
sin pseudointerseccion, es decir,

p={Z|:.F Cw]” es centrada y no tiene pseudointerseccion}.

Como todo ultrafiltro'' no principal en [w]® es centrado y carece de pseudo-
interseccion, p estd obligado a ser menor o igual que ¢. Por otro lado, el siguien-
te dibujo nos deja ver que p necesariamente es mayor a w, donde el conjunto
{a, : n € w} es una pseudointerseccion:

El invariante p tiene una caracterizacion tipo Martin que nos serd de ayuda.
Decimos que un subconjunto x de un orden parcial P es centrado si para cuales-
quiera p,q € x hay r € x tal que r < p, g. Asi, un orden parcial es o-centrado si es
unién numerable de subconjuntos centrados. Dado un cardinal x, MA(K)s—centrado
abrevia el siguiente enunciado: para cualquier orden parcial o-centrado P y cual-
quier familia & de subconjuntos densos de P, con |Z| < «, hay un filtro que
intersecta a todos los elementos de &. Por un teorema de M. G. Bell [ /] tenemos
que p es igual al minimo cardinal « para el cual no se satisface la proposicion
MA(K) —cenirado- Usaremos las dos definiciones de p indistintamente.

Veamos como segundo ejemplo de forcing lo que sucede con p al agregar un
real de Cohen.

"'Un ultrafiltro es un filtro maximal con respecto a la contencién.
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Teorema (Roitman, 1979). Al agregar un real de Cohen, el invariante p de la
extension genérica es mayor o igual al del modelo original.

Demostracion. Tomemos un cardinal « < py sea {X, : @ € «} un C-nombre para
una familia centrada. La idea serd encontrar una pseudointerseccion para dicha
familia. Para lograrlo nos valdremos del orden parcial P cuyos elementos son
parejas (f, A) tales que:

i) Hay n € w tal que dom(f) = 2%,
ii) ran(f) C [w]<,

i) A e [«]<¢,

Asi, las funciones f toman como valores a todas las condiciones de C que estdn
por debajo de algiin nimero natural y les asignan a su vez el conjunto vacio o un
conjunto con un nimero natural como tnico elemento'”. El orden en IP est4 defini-
dopor (f,A) < (f’,A’)siysblosi f' C f,A” C Ayparatodo p € dom(f)\dom(f")

prf(p)C () %o

acA’

Nuestra pretension es que las imagenes de cada f sean aproximaciones de la
pseudointerseccion buscada, he ahi la razén de la promesa que constituye este tlti-
mo requisito. Notemos que para cada f, el conjunto P, = {(f,A) € P : A € [«]*}
es centrado, pues si (f,A),(f,B) € P, entonces (f,A U B) es una extension
comun. Como fruto de esto P = J{IP; : fsatisface las condiciones (i) y (ii)} es
o-centrado. Al ser p = My_cenrrado, para cualquier familia de « densos de P hay un
filtro que los intersecta. Con esto en mente, consideremos un par de familias. Para
empezar, para cada @ € k sea D, = {{f,A) € P : @ € A}. Claramente cada uno de
estos conjuntos es denso. La situacion no es tan evidente en el caso de la siguiente
familia. Para cada n € w consideremos el conjunto E,, donde (f, A) € E,, siy sélo
si

a) existe m > n tal que dom(f) =2"y

12En la discusién subsecuente asociaremos a dicho conjunto con el niimero natural que tiene
como elemento, es decir, si f(p) = {n}, por facilidad escribiremos f(p) = n.
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b) para todo p € 2¥" existe una extension p’ € 2™ tal que f(p’ |,) > n.

Veamos que para cada n € w el conjunto E, es denso. Sea (f,A) € P tal que
para algin k < n, dom(f) = 2<¢.'* Extenderemos f a una funcién f’, mientras
que dejaremos intacto al conjunto A. Por un lado, a todas las condiciones entre el
nivel k y el nivel n les asociamos el conjunto vacio. En cuanto a las condiciones
del n-ésimo nivel, sabemos lo siguiente: para cada s € 2"

st %l = w.

acA

Asi, hay s’ 2 sy hay i; > n tales que " IF iy € (\oea Xo. Le asignamos a f”(s)
el valor i;. Sea m = max{|s’| : s € 2"}. Definimos f” como la funcién con dominio
25" que extiende a f y que a cada condicién s € 2" la manda a su correspondiente
is. El resto de los elementos del dominio los mandamos al conjunto vacio. Un
dibujo puede ser ilustrador.

Es asi que (f’,A) < (f,A) y en concecuencia E, es denso. Ahora, sea G filtro
que intersecta a cada uno de los densos definidos anteriormente. Definimos la
funcion

F=Ulf - JA(S.A) € G)}).

13E1 lector notard que no tiene mayor dificultad trasladar el argumento para los casos en los que
k> n.
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Por construccién, F' es una funcién cuyo dominio es C y posee la siguiente
caracteristica: dados @ € ky (f,A) € G, con @ € A, para cada p € C \ dom(f)
tenemos que

p - F(p) C X,.

Esto ultimo se debe a que G intersecta a todos los densos de la forma D,,. Asi,
si ¢ es un real de Cohen sobre V, entonces

Vel EVa e k(| Fe 1) € xa).

new

Ademads, como G intersecta a todos los conjuntos E,, V(c] E |Unew F(c T
)| = w. Asi hemos encontrado una pseudointerseccion para la familia centrada
que tomamos arbitrariamente en un principio.

A continuacién definiremos dos invariantes cardinales mas: b y d. Dadas un
par de funciones f, g € w* decimos que f domina a g, en simbolos g <* f, si para
casi todo n € w, f(n) < g(n), donde casi quiere decir salvo una cantidad finita.
Una familia B C w” es acotada si existe f € w“ tal que paratoda g € B, g <* f.
Una familia D C w*“ es dominante si para toda g € w® hay f € D tal que g <* f.
Asi, podemos definir el nimero de acotacion b y el nimero de dominancia d
como sigue:

b =min{|B| : B C w* es una familia no acotada}
D =min{|D| : D C w* es una familia dominante}.

Ambos nimeros estan acotados por ¢ ya que |w®| = ¢. Por otro lado, como toda
familia dominante es no acotada, b < d. Por dltimo, dada una familia B = {f, €
w” : n € w}, lafuncién g € w® definida por g(n) = fo(n) + ... + f,(n) + 1 es cota
superior de By por lo tanto w; < b. Asi w; < b < d < ¢. Cabe agregarque p< by
que bajo el axioma de Martinp =b =0 =c.



15

El tercer ejemplo de forcing serd esencial para el resultado principal del quinto
capitulo. Sea .# C w® una familia de funciones. Definimos el mini forcing de
Hechler H ~ cuyos elementos son pares odenados (s, F'), donde s € w=“ pretende
aproximar a una funcién que domine a .#, mientras que F € [.#]<“. El orden
estd dado de la siguiente manera: (s, F’) < (s,F)siysblosis C s, F C F'y
para todo n € dom(s")\dom(s) y para todo f € F, f(n) < s’(n). Asi, F constituye
la promesa de que cualquier extension de s le ganara a los elementos de F en los
nuevos miembros del dominio. Las anticadenas de esta nocioén de forcing son a lo
sumo numerables, pues cualesquiera dos condiciones de H# con idéntica primer
entrada son compatibles y s6lo hay una cantidad numerable de sucesiones finitas
de naturales. Llamamos a esta propiedad condicion de la anticadena numerable,
abreviada ccc por sus siglas en inglés '*. Dejemos registro de este hecho y de que
en verdad este forcing introduce al universo una cota para .%.

Proposicion 7. H s es una nocion de forcing ccc.

Proposicion 8. Si G es un filtro H z-genérico sobre V, entonces V|G| E # es
una familia acotada.

Demostracion. Sea h = |Jisrec 5. Veamos que h € w®. Para ello consideremos
para cada n € w el conjunto D, = {(s, F) € Hz : n € dom(s)}. Dicho conjunto es
denso, pues dada una condicion cualquiera (s, F'), con F' = {fj, ..., fu}, la funcién
s” definida por

S(0) = { s(i) si i € dom(s)

X0 fi() st dom(s) <i<n

extiende a s y claramente (s, F') € D,, es una condiciéon mads fuerte que (s, F').
Como G intersecta a cada D,,, dom(h) = w. Un argumento similar prueba que la
imagen de i también es w. Veamos ahora que & es cota para la familia .%, con lo
que habremos acabado. Para cada f € .% consideramos el conjunto Dy = {(s, F) €
Hgz : f € F}. De nuevo, el conjunto Dy es trivialmente denso pues para cualquier
(s,F) € Hz, la condicién (s, F U {f}) es una extensién en Dy. Asi GN Dy # 0
y por lo tanto & s6lo puede ser més chica que f en el dominio de s, es decir, h
domina a f paratoda f € .%.

O

14Pese a que esta condicion habla de anticadenas, en inglés se le llama countable chain condi-
tion.
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En el caso en el que .% = w®, llamamos a H » forcing de Hechler. Al forzar
con dicha nocién tenemos que en la extension genérica b es igual a w; (esto se
puede consultar en [2]).

Un buen ejercicio para el lector que apenas se inicia en la técnica de forcing
es este hecho fundamental:

Lema (Rasiowa — Sikorski). Dados un orden parcial P, un elemento p del orden
y una familia numerable D de subconjuntos densos de P, existe un filtro F al que
pertenece p y que intersecta a todos los miembros de D.

Dado un cardinal k > N, ;serd cierto el lema para familias de x densos? La
respuesta afirmativa para todos aquellos cardinales menores a ¢ en el caso particu-
lar de 6rdenes parciales ccc es conocida como el Axioma de Martin (MA por sus
siglas en inglés) y como su nombre lo indica se trata de una afirmacién indepen-
diente de ZFC. Para obtener un modelo de MA es necesario iterar la técnica de
forcing, pero ese ya es otro tema que bien podria abarcar muchas més hojas de las
que aqui se prentende. Para nuestros propdsitos (capitulo 4) basta saber que tales
modelos existen.

Tras nuestros valiosos ejemplos de forcing retornemos a las cuestiones arboreas.

A lo largo de este trabajo estaremos estudiando propiedades de homoegeneidad en
subarboles de <%, con « un cardinal. Esto es, nuestro interés estara centrado en
aquellos 6rdenes 7' C k=“ para los cuales sucede que si s C ¢ € T, entonces s € 7.
En este contexto, el nivel enésimo de T es el conjunto 7,, = {t € T : |t| = n}
y la altura de T corresponde a ht(T) = min{n : T, = 0 }. Si para todo n € w,
T, # 0, entonces ht(T) = w. Dado s € T, sucy(s) ={teT :sCtylt]| =|s|+ 1}
y dgr(s) = |sucy(s)|. Un arbol T es A-ramificado si todo nodo ¢t € T tal que
|t| < ht(T) — 1 tiene por lo menos A sucesores. Diremos que 7 es un A-arbol si es
A-ramificado y tiene altura w. Por tltimo, la notacién ¢~ hard referencia al nodo
sucesor de 7 que al natural |¢| + 1 le asigna el valor 8.1

Hemos visto que a través de la nocién de drbol podemos dar una visién in-
tuitiva y breve del forcing. Por otro lado los subarboles de x=“ seran los objetos
centrales de esta tesis. Es asi que los arboles tienen un papel protagénico, al tiem-
po que se mantienen tras bambalinas como un hilo conductor.

P. S. Una nocién més que se puede expresar en términos de arboles es la de
juego, aunque aqui no lo haremos asi, pues no hace falta. Para nuestros propdsitos

SEs importante notar que dado ¢ € T puede ocurrir que £ 8 ¢ T



17

definiremos un juego de la siguiente manera. En €l participaran dos jugadores y
habré un conjunto de posibles tiros para cada uno, ademés de una regla para deter-
minar quién es el ganador tras una cantidad numerable de turnos. Una estrategia
para alguno de los jugadores es una regla que le indica al jugador qué tirar en cada
turno, es decir, una funcién que a cada turno le asigna un posible tiro. Una estate-
gia es ganadora si lleva al jugador que la emplea a ganar independientemente de
como juegue el contrincante. Decimos que un juego es determinado si en cual-
quier instancia del juego uno de los jugadores posee una estrategia ganadora. Por
ultimo, un juego es cerrado si siempre que el segundo jugador pierde es porque
tras una cantidad finita de turnos ya no tenia oportunidad de ganar. En la tesis
haremos uso del siguiente teorema, cuya demostracion es parte de otra historia:

Teorema (Gale — Stewart). Todo juego cerrado estd determinado.
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CAPITULO 1. UN MUNDO REPLETO...



Capitulo 2

De arboles coloreados y flechas
onduladas

MY CLENT COULDN'T HAVE
KILLED ANYONE. WITH THIS
ARROW, RND T CAN PROVE IT!

T'D LIKE TO ERAMINE
YOUR PROOF, ZENO. YOU
MHYHWMBWM

—BUT NEVER REACH IT/ \

i

La idea es muy simple, se trata de tomar un drbol de un tamano dado y pintarlo
con cierta cantidad de colores, para luego estudiar qué tan homogénea es la colo-
racion obtenida. Pero, ;a qué nos referimos con una coloraciéon homogénea? De
forma general, lo que queremos es encontrar una parte del arbol lo suficientemente
grande e interesante (un subdrbol con ciertas caracteristicas) tal que en cada nivel
dicha parte quede coloreada con una cantidad diminuta de colores (donde diminu-
to dependerd del contexto). Estudiaremos para qué cardinales se da esta relacion
de homogeneidad, denotada por la flecha ~».

19
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Definicion 9. Sean «, A, u cardinales.

1. Dados un conjunto x y una coloracion del drbol x=“ con u colores, c :
X~¢ — u, diremos que un subdrbol T C x=“ es c-homogéneo si tiene una
cantidad finita de colores en cada nivel.

2. La notacion k ~» (). querrd decir que para cualquier coloracion c :
“ — u, hay un A-drbol T C k= que es c-homogéneo.

A la definicion anterior se le pueden hacer algunas modificaciones para ob-
tener distintas nociones de homogeneidad. Por ejemplo, una funcién g € w“ o
un cardinal v pueden determinar qué tan laxa o rigida serd la homogeneidad. Es
asi que si @ denota a g 0 a v, escribiremos kK ~» (/l)<“’ para indicar que cualquier
coloracidn ¢ : k*“ — u tiene un A-subérbol (¢, @)- homogeneo donde esto dltimo
significa que la cantidad de colores con la que tefiimos cada nivel estd acotada
por @'. También le podemos exigir distintas condiciones al subarbol homogéneo,
cambiando la nocién de grande que entrafia un A-arbol por aquellas de A-arbol de
Laver o de Miller, o pidiendo que el arbol sea bien podado y tenga cardinalidad
A. A la relacion que pide esto tltimo le llamaremos flecha débil, en simbolos v,
y serd estudiada, con detalle en el siguiente capitulo. Veamos un primer ejemplo
que no requiere mayor tecnologia.

'Donde el que g acote a un 4rbol coloreado T quiere decir que g(n) acota los colores del nivel
T,. Por ejemplo, si c[T,] = {3,5,7, 11}, un posible valor para g(n) es 11. Evidentemente un arbol
T es c-homogéneo si y solo si hay g € w® tal que T es (c, g)-homogéneo.
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Teorema 10. b > (b)5”.

Demostracion. Supongamos que b ~» (b)5”. Sea B = {b, € w” : @ < b} una
familia no acotada creciente. Daremos una coloracion ¢ para el arbol b=¢ con w
colores. A los elementos del primer nivel les asignamos el color 0. Ahora, al nodo
(aq,...,a,) € D¢, conn > 1, le asignamos el color b,, (n — 2). Esto no es mds que
pintar a todos los sucesores de un nodo dado con un mismo color, determinado
por el nodo del primer nivel.

Para la coloracién ¢ hay un b-drbol 7 C b=“ y hay una funcién g € w® tal que
paratodon € w, c[T,] C g(n). Sea A = {bs : & € T1}. Notemos que A es subfamilia
no acotada de B. Por otro lado, para todo n € w\2, bs(n—2) < g(n). Asi la funcién
h € w*, definida por h(n) = g(n + 2), acota a A. Esto es una contradiccion.

Tras este pequefio ejemplo dediquémonos a estudiar las propiedades de la fle-
cha ~» que nos serdn de utilidad mas adelante. Para ello caracterizaremos a la
relacién unoaria k ~» (k)5“ con un juego. Sean « y u un par de cardinales y sea
G C Z(u)”. Nuestro juego involucra a dos jugadores, una heroina y un villano,
y sus reglas son las siguientes: en su primer turno el villano le dard una colora-
cioén ¢ con u colores al arbol k=, a lo que la heroina responderd con una funcién
G € G. En los pasos subsecuentes el villano elegird un conjunto J, € [«]™ y la
heroina contestara con un ordinal e, ¢ J,. La heroina ganard el juego si para cada
n € w, c(ap, ...,a,—1) € G(n). En otro caso el villano es quien gana. A este juego
lo denotaremos por I'g y se ve asi:
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Villano || ¢: k™ — pu | | Jo | | /1| |

I -l
Heroina H ‘ Geg ‘ ‘ ag ¢ Jo ‘ ‘ a ¢ J; ‘ H c(ag, ...,an_1) € G(n)

En otras palabras, el villano colorea el arbol ¢ y la heroina elige por cada
nivel un conjunto de colores, sus favoritos. Al arbol lo podemos pensar como una
serie de posibles caminos por los que la heroina transitard, aunque s6lo lo hara si
en cada nivel del camino se encuentra con uno de los colores que eligié desde un
principio. El trabajo del villano serd cerrarle los caminos a la heroina, asi en cada
tiro elegird menos de k ordinales por los que estard prohibido pasar. Si a pesar de
los caminos restringidos, en cada nivel la heroina encuentra cémo proseguir su
camino a través de los colores de su eleccion, entonces habra ganado.

Visto de esta forma, es claro que el juego es cerrado, es decir, si la heroina
pierde, es porque tras una cantidad finita de pasos fue incapaz de proseguir su
travesia. En consecuencia, por el teorema de Gale-Stewart, I'g es un juego de-
terminado: alguno de los dos jugadores tiene estrategia ganadora. Veamos bajo
qué condiciones la heroina tiene estrategia ganadora. Una lectura somera del jue-
go nos arroja el siguiente resultado, que no encierra mayor profundidad: para que
la heroina gane debe tener una amplia variedad de opciones para caminar, es decir,
un k-arbol debidamente coloreado.

Teorema 11. La heroina tiene estrategia ganadora en el juego I'g si'y sélo si

Ye: k™ - u AG € G AT C ™ k-drbol Yn € w (c[T,] € G(n)). 2.1

Demostracion. Supongamos que la heroina tiene estrategia ganadora en I'g y su-
pongamos también que han sido tiradas tanto la coloracién ¢ : ¥ — u como la
funcién G € G.” Consideremos E el conjunto de todos los juegos que comienzan
con ¢ y G en los que la heroina sigui6 su estrategia ganadora. Dado un elemento
feE, f={Jy,aylti,ai,...), llamaremos f a los tiros de la heroina {(ay, a1, .. .).
El arbol que buscamos no es otro si no el que tiene que ser:

T:{frn:fEE,new}.

2G es la funcién tirada por la heroina de acuerdo a su estrategia ganadora.
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Por definicién T cumple que para toda n € w, c[T,] € G(n). Ademéas T es un
k-arbol, pues para toda J € [k]™ hay 8 € k tal que 8 ¢ J, por lo que dado p € T,
el conjunto {p~B : B € k} N T no puede tener tamaifio menor a «, es decir, p tiene «
sucesores.

Ahora supongamos cierta la condicion 2.1. En este caso es claro cudl es la estra-
tegia a seguir, pues una vez dada la coloracién, la heroina no hace mds que tirar
la sucesion G € G que la condicién 2.1 le indica; y ante cualquier J,, ella res-
ponde con un a ¢ J, tal que {«y, ...,a,) € T, lo cual siempre es factible ya que
{ay, ..., @,_1) tiene Kk sucesores. ]

Esta caracterizacion con arboles nos conduce a otra caracterizacion destacable:

Teorema 12. Si G = w” (o para tener mayor apego a la definicion original del
juego, si G = {{gn)+ 1 :n€w): g e w®}) entonces la heroina tiene estrategia
ganadora para Ug siy solo si k ~> (k).

La demostracion es sencilla y no consiste mas que en traducir el teorema 11 al
caso particularen el que G = w“ y 4 = w. Este teorema y el siguiente lema arrojan
una gran cantidad de resultados de homogeneidad; sin embargo en este capitulo
nos centraremos sélo en unos cuantos de ellos, pues no es la idea alejarse dema-
siado del propésito principal del trabajo, a saber, entender bien la propiedad de la
acotacion y resolver una de las preguntas que surge tras su buen entendimiento.
El lector interesado en profundizar en estos resultados puede consultar [4].

Lema 13. Sean k, u cardinales. Si G C P (u)* cumple que:

e FParatoda g € u* hay G € G tal que para toda n € w, g(n) € G(n), y
* |Gl <cf(x),

Entonces la heroina tiene estrategia ganadora para el juego I'g.

Demostracion. Ya sabemos que el juego en cuestion es determinado, por lo que
si la heroina carece de estrategia ganadora, entonces es el villano quien la tie-
ne. Supongamos que este es el caso, lo cual quiere decir que hay una coloracion
¢ : k*“ — ptal que para cada G € G el villano puede seguir una estrategia 7
que lo llevard al éxito. Pese a ello, la condiciéon que alude a la cardinalidad de
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G es lo suficientemente fuerte como para garantizarnos que para cada n los sub-
conjuntos de k que cada estrategia T propone como enésimo tiro no cubren a «;
como consecuencia la heroina puede elegir tranquilamente un y, € k que evite
a cualquier tiro del villano. Sea f. € u“ una funcion definida en cada natural n
por f.(n) = c(yo,....,¥n-1)- Por hipdtesis, hay G € G tal que para todo n € w,
f-(n) € G(n). Claramente si la heroina tira en su primer turno a G y en los sub-
secuentes va tirando los correspondientes ordinales v,, al final habra ganado sin
importar si el villano jug6 segun la estrategia 7, lo que nos lleva a una contradic-
cion.

Observemos que en el lema anterior las condiciones que se piden son tan fuer-
tes que la estrategia ganadora de la heorina es totalmente independiente de lo que
tire el villano.

Sin mayor dilacién, pasemos a los primeros resultados de homogeneidad. Para
ello recordemos que es posible obtener una familia A C [w,]* de tamafio w,
y cofinal en [w,]“. A grosso modo esto se hace recursivamente como sigue: el
caso inicial, w;, no presenta ninguna dificultad; en lo que respecta a w,, cada
a < w; es numerable o de cardinalidad w;, por lo que para cada uno de estos
elementos es posible encontrar A, C [a]“ de tamafio w; y cofinal en [a]“; asi,
la familia A = Uz<n A, tiene tamafio w, y es cofinal en [w,]*, pues cualquier
conjunto numerable estd contenido en algin (A,. El caso general queda claro.
Demos comienzo a la sucesion de resultados.

Lema 14. Sik ~ (k) y cf(k) > w,, entonces k ~ (/()Z‘n".3

Demostracion. Consideremos una familia A del tipo descrito en el parrafo ante-
rior, es decir, A C [w,]’, |A|l = w, y A es cofinal en [w,]”. Sea G = {g4 : A €
A} € P(w,)”, donde ga(n) = A para toda n € w. Claramente |G| = w, < cf(k).
Por otro lado, G cumple la primer condicién del lema 13, ya que si tomamos
g € WY,y puesto que A es cofinal en [w,]”, hay A € A tal que Im(g) C A, lo que
se traduce en que existe g4 € G tal que paratodan € w, g(n) € ga(n) = A. Ya que
G satisface las hipétesis del lema 13, la heroina posee estrategia ganadora para el
juego I'g, esto es, dada una coloracién ¢ : K~ — w, hay A € Ay hay un «-arbol
T C k=“ tal que para toda n € w, c[T,] C A. Asi, T estd pintado con w colores,

3 Aqui estamos suponiendo que n > 0, pues wy = w.
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y como k ~» (k)5”, hay T € T «k-arbol tal que para cada natural n, c[7,] es un
conjunto finito, es decir, k ~» (K)Z:).

Teorema 15. Si c¢f(x) > b, entonces k ~> (k)"

Demostracion. Por el lema anterior, basta probar que k ~» (k). Bajo esta pers-
pectiva, consideremos x = {g, : @ < d} una familia dominante y sea G = {G,, :
a < b}, donde G,(n) = g,(n) + 1 para toda n € w. Una vez mas veremos que
G cumple las condiciones del lema 13. Sin embargo esto no representa mayor
desafio, pues por ser x dominante, para toda f € w®, existe G, € G tal que para
todan € w, f(n) € G,(n); ademds es inmediato que |G| = d < cf(k). Es asi que la
heroina tiene estrategia ganadora para el juego I'g y por lo tanto k ~» (k).

Lema 16. Si x ~» (K);f‘v’, entonces cf(k) ~» (c f(K));fj,‘.
Demostracion. Sea(k, : @ € cf(x)) una sucesion de cardinales que convergen a «.
Para todo 3 < « defino 8 = min{a : B € k,}. A su vez, dado p = (By, ..., 8,) € k<
defino su gorro p = <,30, Bn> Esto no es mas que aplastar segun la funcion *
cada nivel del arbol «=“, para asi obtener un 4rbol c f(«)-ramificado. Por dltimo,
dada la coloracién ¢ : cf(k)=“ — u, le asignamos el correspondiente gorro ¢ :
k=¥ — u, definido por ¢(p) = c(p). Por hipétesis hay un k-arbol T C «=“ (¢, v)-
homogéneo. Sea T = {p : p € T} C cf(x)<“. Claramente T es un cf(x)-arbol y es
(¢, v)-homogéneo.

O

El resultado que a continuacién presentamos es asombroso, pues una de sus
consecuencias es que si k es un cardinal regular mayor a ¢, entonces se satisface
Kk ~> (K)o, es decir, para cualquier coloracion de k™ en w colores es factible
encontrar un x-subdrbol tal que cada uno de sus niveles es monocromatico.

Teorema 17. Si cf(k) > ¢y u® < k, entonces k ~» (k);.
Demostracion. Supongamos que u® < k. Si a cada g € u“ le asociamos una

funcion g € Z(u)* definida por g(n) = {g(n)}, y ademads, consideramos el conjun-
to G = {g : g € u“}, entonces estamos ante la situacion planteada en el lema 13.
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Asf la heroina tiene estrategia ganadora para el juego I'g, lo que por el Teorema 11
se traduce en que k ~» (K);j‘.

Para culminar este capitulo veamos cudl es la situacién de p en todo este em-
brollo. Para la demostracion del siguiente teorema haremos uso de la caracteriza-
cién de p como nimero de Martin, es decir, M, _centrado-

Teorema 18. Si k < p es regular no numerable, entonces k ~» (k)"

Demostracion. Iniciemos con una coloracion ¢ : k*“ — w. Trabajaremos con un
orden parcial P definido de la siguiente manera. Los elementos de P serdn pares
(W, s) con las siguientes caracteristicas:

i) W C k*“ es un arbol finito,

i) s € w“yls| > W,

iii) existe un arbol k-ramificado § 2 W de altura |s| tal que para todo p € §,
c(p) < s(lph.

Como es de esperarse, el orden de P serd el siguiente: (W, s) < (W’,s") siy
s6losti W 2 Wy s 2 s'. Al arbol S lo llamaremos el controlador de W'y nos
dard suficientes elementos para poder extender a W de forma adecuada. Los arbo-
les finitos fungirdn como aproximaciones al subarbol homogéneo que buscamos,
mientras que las funciones s se encargaran de aproximar a la funcién que sera tes-
tigo de la homogeneidad del arbol final.

Convenientemente P es un orden parcial o-centrado no vacio. Veamos esto. La
no vacuidad de P se debe a que (0,0) € P. Aunado a esto, si para cada t € w=*

consideramos el conjunto P, = {(W, s) € P : s = ¢}, entonces P = (J;ep<w P;. Cada
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P, es centrado: sean (W, ), (W;,t) € P, con controladores Sy y S respectiva-
mente, entonces S JS; es controlador de W, |J Wy, con lo que (Wy, 1), (W, t) >
(WoU Wy, 1).

Consideremos el siguiente par de familias:

a)

b)

para toda @ < «k, R, = {(W,s) € P : para todo p € W con |p| <
htW, hay y > « tal que y € sucy(p)},

paratodan € w, A, = {(W,s) € P: ht(W) = |s| > n}.

De ser densos cada uno de estos conjuntos, y puesto que Kk < M _centrado, t€N-
dremos un P-genérico que nos arrojara un arbol k-ramificado (por (a)) y de altura
w (por (b)). Aboquémonos a la tarea de establecer la densidad.

a)

b)

Sea @ < kysea(W,s) € P. Si § es el controlador de W, entonces exten-
demos recursivamente a W partiendo desde la raiz del arbol y afiadiendo a
cada habitante de cada piso (salvo el ultimo) un sucesor en S mayor a a.
Esto nos genera un arbol finito W’ 2 W tal que (W', 5) < (W, s).

Este caso es mds engorroso. Es suficiente demostrar que si (W, s) € P, enton-
ces es posible extender a s un nivel, obteniendo una funcién s’, |s’| = [s| + 1,
y un controlador S’ de (W, s”). Asi, s puede extenderse recursivamente n
niveles al tiempo que le agregamos a W una cantidad finita de ramas del
nuevo controlador para llevarlo a la altura precisa.

Supongamos que |s| = my sea S el controlador de W. Definimos el arbol

A

S=SUlpa:ackApeS,_1}

que no es mas que extender a S de todas las maneras posibles. Lo siguiente
serd definir recursivamente una funcién  : § — w que, basandose en los
colores que se repiten « veces, nos indique posibles sucesores de cada ele-
mento de §, para asi refinar S al controlador S’. Formalmente, si p € S
entonces h(p) = c(p). En el caso de que p € §; con j < m, consideramos
0, € wtal que [{g € succg(p) : h(g) < 6,}| = k (lo cual es posible ya que
cf(k) > w). Sea h(p) = 6, + max h[W;,].

Llegada la hora, definamos la funcion y el controlador tras los cuales an-
damos. La funcién estd dada por s’ [, = s y s’(m) = h(0). En cuanto al
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controlador, O € S’ y succs/(p) = {q € succg(p) : h(g) < h(p)}. Veamos
que S’ es en efecto un controlador. Por construccién S’ es k-ramificado, ya
que succs/(p) 2 {q € succg(p) : h(g) < 6(p)}. Un simple argumento nos
deja ver que W C S': sea p € Wy g € succy(p), entonces h(q) < h(p),
pues h(p) < max h[W,.]; asi g € §’. Por ultimo, si p € S’, entonces
c(p) < s’(Ip]): los p’s de altura menor a m cumplen esto por hipétesis, en
tanto que para los de altura m se da la desigualdad c(p) < k(D).

Para terminar, sea G P-genérico. Definimos el arbol T = (J{W : (W, s) € G} y
g=Uls: (W, s) € G}

O
El resultado inicial y el dltimo conllevan a un par de preguntas interesantes

planteadas en [“]: ;es consistente que p w> (p)5“?, (es b = min{k : k es regular A
Kk 9~ (k)5}? Hasta aqui lo que nos interesa por el momento de w».



Capitulo 3

Sigue esa flecha y te toparas con una
propiedad interesante

BRING ME THE YoU CAN HAVE THE

BROOMSTICK OF THE | | SUPPERS (F Y8V LET ME
WICKED WITH OF | | BORROW YOUR BROOH.

THE WEBT AND TiL

TAKE YOU HO'TE. OB
./ arm < AW
< {\‘ 4

Exploremos ahora un par de flechas distintas que estin estrechamente vincula-
das, la flecha escoba y la flecha débil. Esta dltima ya fue mencionada en el capitulo
anterior, pero tendremos el cuidado de recordar la definicién. En cuanto a la flecha
escoba, su nombre puede parecer ligeramente disparatado, pero la siguiente defi-
nicion, de la mano con un dibujo, pueden resultar esclarecedores. Diremos que un
arbol es k-escoba si tinicamente uno de sus nodos posee k sucesores, mientras que
los restantes poseen exactamente un sucesor. Un drbol de este tipo se ve asi:

29
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Definicion 19. Escribiremos k ~»,; ()5* para indicar que para cualquier co-
loracion ¢ : k™ — w existe un subdrbol de k= bien podado, de cardinalidad
Ay c-homogéneo. Asimismo, la notacion k ~», ()" nos dird que el subdrbol
c-homogéneo es A-escoba.

Por supuesto la flecha estudiada en el capitulo anterior implica a la flecha
escoba, que a su vez implica a la flecha débil. A partir de ahora nuestro interés
estard centrado en las relaciones k ~wyy; (k)5 y kK », (k)5“, que para nuestros
propésitos serdn casi intercambiables. ;A qué nos referimos con casi? Es posible
demostrar en ZFC que estas relaciones no son equivalentes, sin embargo, en el
caso de cardinales de cofinalidad mayor a w, ambas nociones coinciden.

Lema 20. Si cf(k) > w, entonces k ~s4 (k)5 siy s6lo si k ~, (K)5°.

La prueba de este lema no amerita mas que unas cuantas palabras: un arbol
bien podado de cardinalidad « y altura w esta obligado a k-ramificarse en algin
momento y un drbol x-escoba es bien podado y tiene tamafo «. El siguiente lema
es un primer paso para ver que en general las flechas difieren.

Lema 21. Sea k = min{d : cf(1) = w A A > c}. Entonces k ~»>; (k).

Demostracion. Sea c¢ : k*“ — w una coloracién. Construiremos un subdrbol de
k= al cual le podremos extraer a su vez un arbol bien podado, de tamafio k y
c-homogéneo. El punto clave estd en notar que « es la union de los primeros w
cardinales sucesores de ¢ y por el teorema 17 cada uno de estos cumple la relacién
~». Asi pues, manos a la obra. Tomemos un nodo del primer nivel y consideremos
un par de sus sucesores, digamos p y g. Como bajo' p hay un drbol isomorfo a

! Aqui usamos la palabra bajo de manera grifica, es decir, pensando en la visién de los drboles
invertidos con la que hemos venido trabajando.
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k=¢, podemos restringirnos al arbol (¢*)<“ y colgarlo de p. Repetimos el proceso
para g con una ligera diferencia: consideramos un par de sus sucesores y a uno de
ellos le colgamos el subarbol de <, (¢**)<“. Asi sucesivamente. Llamemos 7" al
arbol que obtenemos.

D q
/TN
(c+><w ‘\
(c+H)<w

Como ¢ > (¢")54 (teorema 17), hay un ¢*-arbol T} C (¢*)=“ c-homogéneo.
De igual manera nos es posible hallar un ¢**-arbol 7, C (¢**)<“ c-homogéneo.
Continuando con este proceso obtenemos un arbol c-homogéneo para cada uno
de los w sucesores de ¢, cuya unién nos da un subdrbol de T —y por lo tanto de

k~“— que es c-homogéneo y que evidentemente es bien podado y de tamafio «.

O

Muy pronto probaremos que para el cardinal « definido en el lema anterior no
se da la relaciéon ~»,. De hecho, dicha relacion no se da para ningtn cardinal de
cofinalidad w. Por otro lado como consecuencia del lema tenemos que si ¢ < N,
(en particular bajo CH), entonces N, ~; (N,)5”. De manera natural surge la
siguiente pregunta:

(es consistente que N, $», (N,)57? (P1)

La respuesta es positiva, pero la demostracion de este hecho habra de esperar
al siguiente capitulo. Por ahora veamos una buena forma de caracterizar tanto a la
flecha débil como a la flecha escoba via la siguiente propiedad.
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Definicion 22. Sea k un cardinal. Decimos que « tiene la propiedad de acotacion
si y solo si para toda sucesion de longitud k de funciones de w*”, (f, : @ < k),
existe g € w” tal que [{a@ : f, < g}l = k es decir, si hay un conjunto A de
cardinalidad « tal que para toda a € A, g domina puntualmente a f,. El simbolo
BP(k) denotard que « tiene la propiedad de acotacion’.

Teorema 23. Sea k cardinal de cofinalidad mayor a w. Entonces k ~», (k)5” si y
solo si BP(k).

Demostracion. Supongamos que k ~, (k)5 y veamos que BP(k). Esta prueba
serd una generalizacion de la demostracion del teorema 10. Dada (f, : @ € k) C
w® fabricaremos una coloracién similar a la que dimos en la prueba mencionada.
La diferencia en este caso radica en que al obtener el drbol homogéneo no sa-
bemos en qué momento se ramifica en k nodos. Para solucionar esto, cada nodo
tendrd que ir cargando con la informacion de los nodos anteriores. Es asi que dado
s € k=, definimos la coloracién ¢ como c(s) = max{f,;(j) : i <|s| A j <|sl}.

fa(0)

maz{fa(0), fa(1), f5(0), f3(1)}

Por hipétesis hay un arbol k-escoba T que es c-homogéneo via alguna funcién
g € w*” (Lema 20). Supongamos que 7" se ramifica en « nodos hasta el nivel n. Sea
h € w® dada por h(m) = g(m+n). Entonces, para cada s € T con dominio n y para
cadam € w,

Sso-1(m) < g(m + n) = h(m).

2En inglés esta propiedad se llama Boundedness Property.
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Quiza un dibujo sea més explicito (casi siempre lo es):

+ 9(0)

+9(1)

Es asi que el conjunto A = {s(n — 1) : s € T A |s| = n} cumple que para toda
a €A, f, < h. Ademas |A| = «. Por lo tanto BP(k).
Para probar la otra direccidon, tomemos una coloracién ¢ : k*“ — . Para cada
s € k~“ elijamos § € «“ tal que § extiende a s. Esta elecciéon nos provee de la
k-sucesion (f; : s € k*“) C w® definida para cada n € w por fi(n) = ¢(5T,). Como
BP(k), hay A € [«*“]“y hay g € w* tal que paratoda s € A, f; < g. Esto se traduce
enqueel arbol 7 = {§],: s € AAn € w} es bien podado y tiene tamafio k. Ademas
T es (c, g)-homogéneo, pues si p = §I,€ T, entonces

c(p) = cTn) = fs(n) < g(n) = g(IpD.

Esto concluye la demostracion.

Notemos que en la demostracion de la ida realmente lo que hicimos fue probar
que para cualquier cardinal «, si k ~, (k)5”, entonces BP(k).

Recordemos que si « estd en la relacion ~», entonces su cofinalidad también
(lema 16). Algo similar sucede’ con las flechas recién definidas, aunque claro,
bajo las circunstancias pertinentes: si « tiene la propiedad de acotacion, entonces
cf (k) también. Por otro lado, para los cardinales « por encima de d y para aquellos
por debajo de b, se da la equivalencia

3Todas las afirmaciones de este parrafo serdn probadas mds adelante.
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BP(k) siy s6lo si BP(cf(k)).

Esto da pie a preguntarse qué es lo que ocurre entre b y d, cuestion que cons-
tituye el motivo principal de este trabajo. Desglosemos todo lo que se ha dicho.

Lema 24. Si BP(k), entonces BP(cf(k)).

Demostracion. Tomemos una cf(k)-sucesion (f, : @ € cf(x)) € w* arbitraria.
Ahora, partimos a k en cf(k) pedazos, K = Ugecf) Bqe, ¥ consideramos la -
sucesion <g7 iy € K>, donde f, coincide con g, para todo y € B,. Como BP(x),
existe A € [«]“y existe g € w® tal que para toda y € A, g, < g. Evidentemente A
intersecta a la particidn en ¢ f (k) elementos, por lo que si para cada B,, intersectado
tomamos ¢, = min{y : v € AN B,}, entonces la ¢ f(k)-sucesion <g4«a :ANB, # 0>
estd acotada por g, lo que conlcuye la demostracion.

O

Este resultado nos permite aventurarnos a explorar qué cardinales no tienen
la propiedad de acotacidon. El caso mds sencillo es el de aquellos cardinales cuya
cofinalidad es w, pues w mismo no tiene la propiedad. Quien testifica esto es la
sucesion que para cada n € w toma la funcién constante n. Una consecuencia in-
mediata es que si « es un cardinal de cofinalidad w, entonces k %, (k)5°, lo que
junto con el lema 21 establece la diferencia entre las flechas ~»; y ~»,. Continue-
mos con el andlisis de qué cardinales no cumplen la propiedad de acotacion:

Lema 25. En los siguientes casos —~BP(k):

i) cf(k) =D,
ii) cf(k) =cf(d).

Demostracion. i) Basta ver que —=BP(b). En este caso nos sirve cualquier fa-
milia de funciones {b, € w“ : a € b} no acotada creciente. Notemos
que cualquier conjunto B € [b]® es cofinal en b, por lo que el conjunto
{b, : @ € B} es no acotado.

i1) De nuevo, mostraremos que =BP(cf(d)). Para ello supondremos lo contra-
rio. Sea D = {d, € w” : a € d} una familia dominante y supongamos



35

que D = Jgecr) . Para cada & < cf(d) se tiene que {d, : ¥ < a,} no es
dominante y, por ende, existe f; € w® de tal modo que f; £ d,, para toda
y < @ Asi, para la cf(d)-sucesion (f; : & € cf(d)), hay A € [cf()]/® y
hay g € w® tal que paratodag € A, fz < g. Como D es dominante, hay 7y tal
que g < d,, sin embargo para alguna 8 € cf(x), fz £ d,, lo que constituye
un disparate.

O

Lo anterior nos lleva a que d no tiene la propiedad de acotacién. Por supues-
to, como la cofinalidad de d es no numerable, lo anterior es sinénimo de que
D oy (0)5“. Una lectura de este hecho es que la cota impuesta en el teorema 15
es la mejor posible. Asi hemos resuelto el problema para b y para d. Ahora nos
dedicaremos a ver qué sucede por debajo de b y por arriba de d.

Lema 26. Si k > b, entonces BP(k) si y solo si BP(cf(k)).

Demostracion. Laida ya fue demostrada, por lo que basta checar el regreso. Para
ello probaremos que si k¥ > d, entonces BP(k) si y s6lo si

cf(k) >do (cf(k) < cy BP(cf(x))).

De este resultado se sigue inmediatamente lo que queremos.* La ida es sen-
cilla, pues si BP(k) y cf(k) < b, entonces trivialmente cf(k) < ¢y por el le-
ma 24, BP(cf(k)). En lo que respecta al regreso, tenemos dos casos. Por un lado,
si cf(k) > b, entonces el teorema 15 nos dice que k ~» (k). y por lo tanto
Kk ~4 (K)5¢, que en este caso equivale a decir que « tiene la propiedad de acota-
cion.

En cuanto al caso en el que cf(x) < ¢y BP(cf(k)), tomemos {k, : @ < cf(k)) una
sucesion creciente de cardinales regulares que convergen a x y supongamos que
Ko > D. Probaremos que k ~; (k). y para ello no haremos mds que parafra-
sear la prueba del lema 21. Como de costumbre, comencemos considerando una
coloracién ¢ : k*“ — w. Haciendo uso del teorema 15, para cada @ < cf(k)
existen una funcién g, € w® y un arbol «,-ramificado T C «=“ que es (c, g,)-
homogéneo. Asi tenemos una c f(«)-sucesion (g, : @ € cf(«)) para la cual es po-
sible encontrar un conjunto A C cf(x) de tamafio cf(«x) y una funcién g € w®

4Por hipétesis BP(cf(x)). Ademds cf(«) tiene de dos sopas: cf(x) > ¢ (en cuyo caso c¢f(k) > d)
0 cf(k) < ¢. Cada uno de estos casos corresponde a cada disyunto en la equivalencia.
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que acota puntualmente a cada g, cuyo indice pertenezca a A. Consideremos al
arbol bien podado 7' = gea To- Notemos que |T| = supgealTs| = k. Ain més, T
es (c, g)-homogéneo: si p € T, entonces hay « € A tal que p € T,, por lo tanto
c(p) < go(Ipl) < g(|pl). Esto concluye la prueba.

O
Este resultado, aunado a los teoremas 15 y 23, tiene como consecuencia inme-
diata el siguiente lema:
Lema 27. Si cf(x) > b, entonces BP(k).
Lema 28. Si k < b tiene cofinalidad no numerable, entonces BP(«).
Demostracion. Tomemos un subconjunto x de w® de tamafo x < b. Como x es
<*-acotado, lo podemos ver como unién numerable de conjuntos <-acotados. Para

finalizar, como cf(k) > w, necesariamente uno de los conjuntos que conforman la
unién debe de tener cardinalidad «.

|

En conclusion, si k es un cardinal regular no numerable que estd por debajo

de b o por encima de b, entonces BP(k), o equivalentemente, k w»,; (k)5”. Esto
redondea el estudio de la propiedad de acotacion y deja abierta la pregunta acerca
de la suerte que podria correr la propiedad entre los invariantes b y d. El siguiente

corolario no es més que una traduccion literal del desarrollo anterior en términos
de la flecha débil.

Corolario 29. i) Sik <D, entonces k ~g (K)= siy solo si cf(k) > w.”
ii) Sicf(k) >, entonces k ~>, (k).
iii) Sicf(k) =bocf(k) = cf(d), entonces k ¥4 (k).
v) b g (D)5 y D porg (D)0

Antes de dar paso al siguiente capitulo, mencionemos una generalizacién de
la propiedad de acotacion.

>Esta equivalencia es concecuencia del lema 28 y del hecho de que los cardinales de cofinalidad
numerable no cumplen la propiedad de la acotacién.
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Definicion 30. Decimos que dos cardinales k y A forman una buena pareja, de-
notado por BP(k, A), si para toda k-sucesion (f, : « € k) C w® existen A € [k]*y
g € w” tales que para toda a € A, f, < g.

Si A < k y existe un cardinal u entre A y « tal que tiene la propiedad de
acotacion, entonces se da la relacion BP(k, 1). La razon de esto es que dada cual-
quier k-sucesion de funciones, esta tiene una u-subsucesion a la que le podemos
encontrar u funciones acotadas puntualmente, por lo que cualesquiera A de ellas
atestiguan que BP(k, ).

Proposicion 31. Si existe u tal que A < u < k' y BP(u), entonces BP(k, A).

Es natural preguntarse si lo anterior da una caracterizacion para la relacion
de buena pareja, es decir, si el regreso es verdadero. Por otro lado, notemos que
BP(k,k) = BP(k), por lo que b y d no forman buenas parejas consigo mismos.
Pero

(podran b y d formar una buena pareja? (P2)

De ser afirmativa la respuesta, tendriamos que no es posible caracterizar la
relacion BP(k, A) como pretendemos. Dejemos esto en suspenso por un momento.
Por lo pronto quedémonos con la siguiente caracterizacién cuya demostracion es
completamente andloga a la del teorema 23:

Teorema 32. Sea k un cardinal de cofinalidad no numerable. Entonces

K~ ()2 siy solo si BP(k, A).

Lo anterior nos serd de ayuda para entender qué sucede con la flecha débil en
el caso de cardinales de cofinalidad w.

Teorema 33. Si cf(k) = w, entonces k ~, (k). si 'y solo si para toda A < k hay

A< pu <ktal que pt ~q ()72

Demostracion. Para la ida supongamos que el consecuente es falso. Esto quiere
decir que hay A < « tal que para cualquier A < u < &, y 4 ()5, lo que a su vez
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implica que u %, (1);”, o equivalentemente =BP(u, A). Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que A es regular, pues de no serlo, también A* cumple que
- BP(u, A*) para toda A* < u < k. Consideremos A = {u, : n € w} un conjunto de
cardinales mayores a A cofinal en «. Asi, para cada n € w existe una ,,-sucesion
de funciones (f7 : @ € y,) C w” tal que cualesquiera A de ellas no estan puntual-
mente acotadas. Como A es cofinal en «, la sucesion que resulta de concatenar
cada una de las u,,-sucesiones es de longitud x. Llamémosle (f,, : @ < «). Esto nos
permite dar una coloracién ¢ al arbol k¢ similar a la expuesta en el teorema 23:
para todo s € k=, c(s) = max{f,;(j) : i < |s| A j < |s[}. Por hipétesis existe un
subarbol T C k=“ de tamafio « que es c-homogéneo via una funcién g € w®.
Tenemos dos casos. Veamos que ninguno es factible. Para el primer caso supon-
gamos que cada nodo en 7 tiene menos de k sucesores. Probaremos de hecho que
cada nodo esta obligado a tener menos de A sucesores. Para ello, dados n € w y
s € T, consideremos el arbol escoba T';. Al igual que en el teorema 23 definimos
hy € w® como hym) = g(m + n). De esta manera para todo p € suc(s) y para
todo m € w, fym(m) < gim + n) = hy(m). En otras palabras A, acota al conjunto
X = {fpm : P € suc(s)}. De tener s A 0 mas sucesores —y como A es regular—
habria un n € w tal que A4 0 mas funciones en x son de la forma f7, lo cual es impo-
sible, pues contradice que —~BP(u,, 4). Esto demuestra que s se ramifica en menos
de A nodos, lo que implica que |T| < A, que evidentemente es una contradiccion.
En otro caso, T se ramifica en k nodos en algin momento, por lo que podemos
extraer un subdarbol k-escoba y con un procedimiento completamente analogo al
del teorema 23 tenemos « funciones acotadas puntualmente, de las cuales x deben
ser de la forma f7 para algin n € w, lo que es imposible, pues u, y 4 no forman
una buena pareja. Asi, para cada A < k existe 4 < u < k tal que p >, (1)5°.
Avoquémonos ahora a demostrar el regreso del teorema. En este caso la prueba
seguird el mismo patrén que aquella dada en el lema 21, por lo que la desarro-
llaremos sin mayor detalle. Sea ¢ : kK“ — w una coloracién y sea {4, : n € w}
un conjunto de cardinales cofinal en «. Por hipédtesis, para cada A, hay u, < «
tal que u, ~; (4,)5°. Construimos un subdrbol 7' c-homogéneo como sigue:
para cada n > 1 elejimos un par de vértices pg, pi € (), de manera que
perl, pitl e suc(ph) y pj es laraiz de un subérbol T" C k= u,-ramificado. Ahora,
dado n € w, como p, ~, (4,5, existe un subarbol 7" C T" de tamaiio A, que es
c-homogéneo. Sea T el subarbol de «=“ cuyos nodos son

{pl:i€e2AnewyU{p: peT" paraalginn € w}.
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Es fécil ver que T es c-homogéneo, con lo que hemos terminado la prueba.

O

Con esto tenemos el material necesario para dar respuesta a el par de preguntas
que dejamos sin contestar, P1 y P2 , sin embargo esto estd mas alla del reino de
ZFC. A partir de ahora dejaremos atrds el estudio de todo aquello que es demos-
trable desde ZFC para internarnos en el mundo de las pruebas de consistencia.
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Capitulo 4

El reino de las pruebas de
consistencia
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A modo de calentamiento, presentamos en este capitulo una miscelanea de
resultados de consistencia que son sencillos en espiritu. Daremos por hecho la
existencia de modelos de CH y M A, cuyas construcciones son estandar y abundan
en la literatura, por ejemplo, se pueden consultar en [3]. Por supuesto daremos
comienzo con el par de preguntas que dejamos pendientes en el capitulo anterior,
Pl y P2.Recordemos que si ¢ < N, entonces 8, w; (X,)5”. Veamos que también
es consistente lo contrario, es decir, 8, %, (K,)5".

Usaremos con frecuencia este sencillo lema:

Lema 34. Sea « un cardinal regular y sea C, la nocion de forcing que introdu-
ce k reales de Cohen {c, : a € «}y sea G un Cy-genérico. Entonces (w®)"16! =
Ueec(@®)V. Es decir, toda funcion de (w*)"1°! aparece en una extension inter-
media.

41
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Teorema 35. Con(ZFC + N, $»q (R,)50).

Demostracion. Sea V modelo de ZFC. Consideremos el forcing Cx, = Fn(N,,, w)
que agrega N, reales de Cohen, digamos {c, : @ € 8§,}. La idea serd ver que dado
un filtro Cy -genérico G, para todo n € w,

VIG] & =BP(w,, w). 4.1

De lograr nuestro objetivo, por el teorema 33 tendremos que la extension
genérica V[G] es modelo de N, 4 (X,,)5¢. De hecho, es muy sencillo ver que se
cumple 4.1, pues cada funcién en w® aparece en una extension intermedia resul-
tado de meter tan s6lo w reales de Cohen (o equivalentemente, de meter un real
de Cohen). Es decir, dado f € w® existe @ € N, y f un nombre para una funcién
tales que

Vica] E flea] = f-

Esto nos garantiza que la funcién en cuestion no puede acotar a mas de w
reales, pues el forcing de Cohen no afiade reales dominantes. Asi, dada una w,-
sucesion < fivE w,,>, {y : f; < f}l < w. Esto es cierto para cualquier funcion
f € w®, por lo que “BP(w,, w).

El segundo pendiente, P2, es una cuestion que al finalizar el capitulo anterior
en suspenso se quedo: ;serd cierto que si BP(k, A), entonces hay 4 < u < « tal que
BP(u)? O replanteando la pregunta, ;es acaso posible que d y b formen una buena
pareja? La respuesta se condensa en las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 36. Con(ZFC +b = w; + d = w, + BP(d, b)).

Demostracion. Partimos de un modelo V E MA + ¢ = w,. Claramente en este
modelo p = b = d = ¢ = w,. Esta vez introducimos w; reales de Cohen {c, : a €
w} a través de la nocién de forcing C,,. Sea G un filtro C,,-genérico sobre V.
Haremos la demostracion en tres pasos:
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e Por un lado, la extension genérica es modelo de b = wy, pues dada f €
(w®)V1" hay @ € w, tal que f € V[c,] (lema 34) y por lo tanto f no acota a
co- Asi, en V[G], {c, : @ € w;} es una familia no acotada.

e También V[G] E d = w,. Para convencernos de esto basta probar que
VIG] E d > d", o en otras palabras, que cada familia dominante en V[G]
tiene asociada una familia dominante en V del mismo tamano. Para esto lo
que haremos es demostrar que para cualquier funcién f € (w®)"%! hay una
funcién g; € (w*)" tal que paratoda i € (w®)¥, si h <* f, entonces h <* g;.
Sea f un C,,-nombre para f de manera que I~ f € w*. Para cada condicién
p € C,, definimos una funcién f, € (w*)" tal que a cada n € w le asocia el
menor valor posible por debajo de p para f(n):

fo(n) =minfi € w:3g < p (g f(n) =)

Como |C,,| = w1y V E b > wy, la familia {f, : p € C,,} es acotada via
una funcion g, que claramente estd en el modelo base. De esta manera, si
he ) yprh<* f, entonces h <* f, <* g;.

e Porultimo, V[G] E BP(b,b). Para corroborar esto tomemos una w,-sucesion
x = < Hiy< w2> C w®. Notemos que, por el lema 34, hay una extension
intermedia en la que se introducen w, funciones pertenecientes a x, pero
en la cual s6lo han aparecido w reales de Cohen, o equivalentemente, un
real de Cohen. Supongamos que dicha extension es V[c,] y que x’ C x es
el conjunto de las w, funciones introducidas en V[c,]. Restrinjamos nues-
tra atencién a V[c,]. Por el teorema de Roitman, en V[c,] p es igual a ¢
y por lo tanto V[c,] E b = c¢. Asi, toda familia de funciones de cardina-
lidad w, estd acotada. Consideremos y = {g, : @ € w;} un conjunto de
funciones pertenecientes a x" y sea h tal que g, <" h para toda o € w;.
Sélo hace falta arreglar la sutil desviacién provocada por la relaciéon <,
para asi obtener w; sucesiones acotadas puntualmente. Para lograr esto de-
finimos F : y — [w]™ la funcién que a cada g, le asocia el conjunto de
naturales en los que /2 no le gana a g,:

F(go) = {n € w: h(n) < go(m)}.

Como [y| = w;, hay A C [w]*" tal que para cualesquiera 8,0 € A, F(gp) =
F(gs). Asi, modificando a & de manera que para cada @« € A le gane a
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cada g, en F(g,), obtenemos una funcién 4’ que junto con A atestigua que
BP(w,, wy), o en los términos que nos interesan, que BP(d, b).

O

De manera sencilla podemos forzar un modelo en el que de nuevo b = w; y
D = w,, y sin embargo no forman una buena pareja. Curiosamente esto lo logra-
mos introduciendo w, reales de Cohen a un modelo en el que d = w, (puede ser el
mismo modelo con el que trabajamos en la proposicion anterior), pues si conside-
ramos la w,-sucesion de los reales de Cohen, cualquier funcién en w® aparece en
una extension intermedia y por lo tanto sélo le gana a w de ellos. Una consecuen-
cia de esto es que no nos es posible dar un buen teorema que relacione invariantes
cardinales a través de la propiedad de ser buena pareja. Idealmente hubiera sido
magnifico demostrar que entre dos invariantes siempre uno flecha al otro, pero ese
no es el caso. Por otro lado, observemos que en realidad el argumento anterior
mostré que w; y w, no forman buena pareja, sin importar los valores de b y d.
Exactamente el mismo argumento funciona en el caso de w; y cualquier cardinal
mayor o igual a w,, por lo que podemos separar a b y a d tanto como queramos sin
que formen una buena pareja. Lo mismo ocurre en el caso de la proposicion 36,
es decir, hay modelos en los que b y d estdn terriblemente lejos, pero pese a ello
forman una buena pareja. Dejemos constancia del pequefio resultado cuya prueba
se ha bosquejado en este parrafo.

Proposicion 37. Es consistente con ZFC y d > w, arbitrariamente grande que

b =w; y-BP(®,b).

Los siguientes resultados estdn tomados de [*] y aqui se desarrollan con mayor
detalle. El primer teorema no es mds que producto de situar los resultados de los
capitulos anteriores en el modelo adecuado.

Teorema 38. Las tres afirmaciones siguientes son consistentes con ZFC y con ¢
arbitrariamente grande:

i) Para todo k, cf(k) > w; siy solo si k ~> (k)“.

ii) ¢ > (0)5” y para todo k # ¢ regular no numerable, k ~» (K)5“.

iii) Para todo k < ¢ infinito, k > (k).
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Demostracion. (1) Sea V modelo de d = w;. La ida es trivial, pues recordemos

(ii)

(1)

que el teorema 15 afirma que si c¢f(k) > b, entonces k v (x);*. La otra
direccién no es menos sencilla: si k ~w» («);*, evidentemente cf(k) > w.
Asi, cf(k) > wq, pues de lo contrario cf(k) = w; = d = cf(d) y por el
corolario 29 (iii) k 4 (k)5”, por lo que k #» (k);“.

En este caso tomaremos V un modelo de MA. Como en V ¢ es igual a d
y en general d no satisface la flecha débil, ¢ »» (¢)5”. Por otro lado, invo-
cando una vez mas al teorema 15 tenemos que para todo cardinal regular «
mayor a ¢, Kk ~ («);*, lo que nos da el resultado en este caso. Para aque-
llos cardinales xk no numerables regulares por debajo de ¢ basta recurrir al
teorema 18.

Ahora partiremos de V un modelo de CH. Dado un cardinal regular no
numerable A tal que 4“ = A, consideremos el orden parcial C, = Fn(Ad X
w, w). Sea G un filtro C,-genérico sobre V. Claro estd que V[G] E 4 = «.
Ademas, bien podemos pensar a la funcion YG : 4 X w — w como un
conjunto de A funciones A = {f, € w®” : y < 4}, donde f,(n) = JG(y,n).
Probaremos que en V[G], —~BP(k) para todo « < ¢, con lo que habremos
acabado, pues en ese caso kK #, (k)=¢ !y por lo tanto k #» (k). Dicho
esto, tomemos k < ¢y consideremos A, = {f, € A : y € «}. De nuevo, dada
una funcioén g € V[G], esta aparece en una extension intermedia en la que
s6lo se han introducido w reales de Cohen y por lo tanto cualquier funcién
fy € A, que no estd en la extension intermendia no es dominada por g. Asi

VIGIEVYg e w”({f € Fc: f < gl <w).

Esto nos dice que no hay un conjunto A C F, de tamafio x acotado puntual-
mente, por lo que =BP(k). Queda concluida la demostracion.

O

Vale la pena hacer unos comentarios sobre el teorema anterior. Una consecuen-
cia de (i) es que es consistente que w; sea el Unico cardinal regular no numerable
para el cual no se da la flecha ~». Por otro lado, la prueba del inciso (iii) se pue-
de expresar de una manera ligeramente distinta que nos conviene analizar, pues
serd la manera en la que abordaremos el teorema principal del trabajo.

! Aqui estamos haciendo uso de la observacién que mencionamos tras la prueba del teorema 23.
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Teorema 39. Es consistente con ZFC que b = wy, d = w3 y wy w (w1))°.

Por un lado sabemos que los cardinales regulares por debajo de p satisfacen la
flecha ~», pero no sabemos qué ocurre en el caso de p. Por otro lado, recordemos

que b s (b)5°.

Teorema 40. Con(ZFC +p = w; +b = w3 + wy »» (w2)5Y).

Demostracion. Partimos de un modelo V en el que p = b = w3 y ademds hay T
un arbol de Suslin. Un modelo de esta naturaleza es factible gracias al teorema 6.
Esta vez forzaremos poniendo de cabeza al arbol de Suslin T (es decir, con (T, >))
y considerando G un filtro T-genérico sobre V. De nuevo haremos la prueba en
tres pasos que, pese a su longitud, no dejan de ser sencillos:

e Para empezar, en V[G], p = w,. Para verificar esto construiremos un arbol
de Suslin T’ isomorfo a T cuyos nodos seran conjuntos infinitos de w or-
denados por C* y tal que cada nivel formard una familia casi disjunta. Una
vez hecho esto veremos que la rama genérica G vista en T’ no puede tener
pseudointerseccion, con lo que habremos acabado, pues G es una C*-cadena
decresciente de tamafio w;. Construyamos al arbol T’ de forma recursiva.
Para empezar, definimos T{, = {w}. Ahora, dado o < w;, supongamos que
hemos definido para cada ¢ € T, el subconjunto de w x;, € T,,. Para definir
T/,,, simplemente partimos a cada x; en |suc(?)| cachos y los colocamos co-
mo sus sucesores. En el caso en el que @ es un ordinal limite —y han sido
construidos los niveles Tj con 8 < a— consideremos para cada t € T, el
conjunto x; = {x; : s < t}. Como |x]| = w, x tiene una pseudointerseccion
a la que tomamos como el elemento x, € T,,. Con esto hemos acabado la
construccion del arbol T’, que claramente es isomorfo a T y cumple que
cada nivel forma una familia casi disjunta.

Sea G’ = {x, : t € G}. Afirmamos que G’ no tiene pseudointerseccion.
En caso contrario, si llamamos p a la pseudointerseccion de G’, entonces
G’ ={x,: p C" x;} estd en el modelo base, una contradiccion.

e Veamos ahora que V[G] E b = bY. Primero, el argumento de que V[G]
b > bY recae en la existencia de las funciones g, postuladas en la prueba
de la proposicién 36, es decir, para cada funcion f en la extension genéri-
ca existe una funcién g, en el modelo base de tal modo que para toda
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h e (w®),sih<* f,entonces h <* gr- En este caso, dichas funciones exis-
ten pues |T| = w; < b”. Tomemos una familia B en V no acotada y supon-
gamos que hay f € (w*)"1°! tal que f es cota para B. Entonces g; € (w®”)”
también lo es, una contradiccion que deja establecida la primer desigualdad.
En cuanto a la segunda, tomemos y € w* de cardinalidad menor a b" y vea-
mos que es un conjunto acotado. Para cada ¢ € T consideramos el conjunto
x, ={f €w” : tF f €y}, que pertenece a V. En consecuencia el conjunto
x = Urer X, también pertenece a V. Evidentemente, para todat € T, |x;,| < b¥
y por lo tanto |x| < w; - b” = b. Asf x es un conjunto acotado y con mayor
razoén y loes (y € x y T no agrega reales).

e Para ver que V[G] E w; w (wy)” primero observemos que V | w; w»
(wy)”. Esto se tiene yaque V = p > w, y por lo tanto w, ~» (w,); (teore-
ma 18), lo que a su vez implica que wy ~» (w,); (lema 14). Apoyandonos
en este hecho, para cualquier coloracion ¢ en V[G] con w colores cons-
truiremos una coloracién ¢’ en V con w; colores que nos arrojard un arbol
c-homogéneo.

Sea ¢ un T-nombre de manera que

¢ w® - w.

Al ser T un drbol de Suslin, para cada p € w5 hay un nivel de T en el que
se decide el color de p*. Esto es, hay a, < w; y f, : T,, — w tal que para
todaz e T,,

L Ep) = (1),

Ahora, en V definimos la coloracién ¢’ : w;¥ — w; como c¢’'(p) = «,.
Como ya vimos, V = wy v (w)” y por lo tanto hay un w,-arbol T C w5
que es ¢’-homogéneo, lo cual implica que T es pintado con una cantidad
numerable de colores permitiéndonos asi considerar @ = sup{a, : p € T}.
Esto nos garantiza que en el nivel @-€simo de T ya se ha decidido el destino
de ¢, es decir, paratodo p € T, hay g, : T, — w tal que para todo ¢ € T,

ti-c(p) = gy(1).

2Dada una anticadena maximal, esta es numerable y como el arbol es de tamafio w;, hay un
nivel en el que cada miembro de la anticadena tiene una extension. Esta propiedad de los arboles
de Suslin es la que los hace uno de los ejemplos mas sencillos de un forcing no trivial.
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Para terminar, condensemos la informacién que cada t € T, nos da defi-
niendo en V la coloracion ¢; : T — w como ¢,(p) = g,(t). Asi, para cada
t € T, hay un subarbol 7; C T w,-ramificado y ¢,-homogéneo, lo que se
traduce en que

t - T, es c-homogéneo.

Como T, es una anticadena maximal en el arbol de Suslin T,
- hay un subdrbol de w3® que es w,-ramificado y ¢-homogéneo.
O

Una breve observacion. El argumento esgrimido en el segundo punto de la
demostracion se puede poner en términos mucho mds generales. Dada una rela-
ciéon — entre los elementos de un conjunto A y los elementos de un conjunto B,
decimos que la terna (A, B, —) es un invariante si todo elemento de A flecha a
uno de By ninguno de B es flechado por todos los elementos de A. Definimos la
evaluacion del invariante (A, B, —) por

(A, B, —) = min{|B’| : B C B es dominante},

donde B’ € B es dominante si para toda a € A existe b € B’ tal que a — b.
Asib = (w”, w*, 2") y d = (w*, w”, <*). Muchos otros invariantes cardinales del
continuo pueden ser descritos de esta forma. Ahora, si modificamos superficial-
mente el segundo punto de la demostracion precedente tenemos que al forzar con
un arbol de Suslin se preserva la evaluacién de cualquier invariante. Esto nos dice
que no es posible ver a p como evaluacion de algun invariante.

Para el siguiente resultado haremos una prueba con el mismo espiritu que la
anterior, pero con las modificaciones adecuadas al contexto. La idea es anéloga,
hacemos a b chico, a d grande y en medio encontramos alguien que cumple la
flecha.

Teorema 41. Es consistente con ZFC que b = wy, d = w3y wy v (wy)5".

Demostracion. En este caso el modelo base serd V E MA + ¢ = ws. Al igual
que en el teorema precedente, V | wy w» (wy);!. Sea G un filtro C,, -genérico



49

sobre V. La demostracién de que V[G] = b = w; A d = w; ya fue presentada con
detalle en la proposicién 36. Asi, s6lo hace falta ver que en la extension genérica
wy v (wy)”. Sea ¢ : w3 — w un C,, -nombre para una coloracién. Siguiendo
el mismo esquema de la demostracion anterior construiremos una coloracién en
V con w;-colores. Dados p € w5“ y una anticadena A que decide el valor de ¢(p),
hay @, < w; tal que A C C,,, pues A es numerable’. Definimos ¢’ : w3* — w;
como ¢’(p) = «a,. Esta coloracién estd en V'y como V [ w; ~ (wy)5", hay
un subdrbol 7 € w5“, wy-ramificado y ¢’-homogéneo. Si @ = sup{a, : s € T},
entonces en C, aparecen todas las anticadenas que deciden el color asignado por
c a los elementos de T, o en otras palabras, c[r € V[G,]. Sin embargo, por el
teorema de Roitman, V[G,] E p = w3 y por lo tanto V[G,] E w, ~ (w,)”, esto
es, T tiene un subdrbol w,-ramificado c-homogéneo.

O

Esto nos regresa a una de las vertientes de este rio, el problema de la propiedad
de acotacion entre b y b. La respuesta nos aguarda en el siguiente capitulo.

30bservemos que no hay forma de conocer a la coloracién completa en un paso intermedio,
pero perfectamente podemos conocer el color que le da a p.
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Capitulo 5

La prueba final

THIS IS THE Bosg‘ WHAT HAPPENED?] WELL, WE DIDN'TCOUNT ON THIS
WHERE ARE YOU? YOU KNOW HOW WHEN GW. I MIGHT BE A WHILE..
YOU HAVEN TBEENTIU SOMEONE DIES, THEY IADDTHE gy, _1'55()51' HES
THE or.r;cE IN DAYS! (AN CHALLENGE ME PALADIN TO GETTING OUT
TVE BEEN O A GAME FOR MY PARTY.  ANOTHER |

| _HELOLR THER SouL? T )

SURE, STANDARD
PROCEDURE.

Este capitulo estara dedicado completamente a la demostracion del siguiente

teorema:

Teorema 42. Es consistente con ZFC la existencia de un cardinal « tal que
BP(cf(k)), pero =BP(k).

En comparacion con los capitulos anteriores, la demostracion de tal afirmacion
exige mayor dominio del forcing por parte del lector, pues esta requiere de forcing
iterado (con soporte finito) y hace uso de un par de resultados que se enuncian en

el Apéndice.

Demostracion. Partiremos de un modelo V = GCH vy lo extenderemos a un nuevo
modelo en el que deambule un cardinal k con las caracteristicas que indica el

51
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teorema 42. Evidentemente un cardinal de esa naturaleza debe encontrarse entre b
y d'. Asi, buscaremos (guiados por la eficiencia) que b > Ny, D =N, 1 y k = N, .

T N1 =2

w1

<+ b

Con esto en mente definiremos una iteracion con soporte finito:

P = CNwl*'l * <]P(,, Qa ;@€ Nw1+1> s

de manera que si G es un filtro IP-genérico sobre V, entonces V[G] | b >
No ADd =N, 41 A BP(N,,). Recordemos que Cxw,ﬂ es la nocion de forcing que
introduce N, reales de cohen al universo, digamos {c, : @ < N,,+}. En cuanto
a la segunda parte de la iteracién lo que buscamos es que cada Q, corresponda
a algiin Hz,” donde .# C (w®)"1%! es una familia de tamafio w,. Para asegurar-
nos de que la iteracién abarque todos los subconjuntos de (w®)"1! de tamafio w,
consideremos una funcién suprayectiva g : N, +1 = Nu,+1 X 8, 41 en V que se
comporte de manera tal que para todo y € 8,11, si g(y) = (v, 1), entonces v < .’
Observemos que si g(y) = (v, 1), entonces V[G [,] € V[G [,]y por lo tanto, cual-
quier . C (w*)V1M de tamafio w; también pertenece a V[G [,]. Enumeremos

los subcojuntos de (w®”)"1¢™ de tamafio wy, {#; : { € N, +1}. Entonces, usando

De no resultar tan evidente esta afirmacién, basta con retornar al corolario 29.

2Esta nocién de forcing ha sido definida y estudiada brevemente en la parte final del primer
capitulo.

3He aqui una funcién con tal caracteristica:

Nw1+l

(v,m)

Nu}1+l
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recursion transfinita, definimos para cada g(y) = (v, n) al y-€simo elemento Qy de
la iteracién como sigue:

N — 4
Fp, Q, = Hz,.

Como g es suprayectiva, tenemos por seguro que al final abarcaremos todos
los subconjuntos requeridos. El procedimiento que acabamos de describir es un
procedimiento estandar cuyo nombre en inglés es bookkeeping.

Por razones técnicas trabajaremos con un subconjunto denso de la nocion de
forcing P, a saber, consideraremos Unicamente las condiciones (p,a) € P tales
que para todo @ € 8, 1,

F a(@) € Q,.

En general no tiene por que ser cierto que tal subconjunto es denso, sin em-
bargo en nuestro caso nos podemos permitir trabajar con dicho suborden ya que:

Lema 43. Si E = <]Pa, Quia < ,8> es una iteracion con soporte finito de ordenes
ccc, entonces el conjunto de todas las condiciones p € E tales que para todo
a <, F p(a) € Q,, es denso en la iteracion.

Una vez hecha esta acotacion, verifiquemos que en el modelo obtenido los
objetos se comportan como buscamos que lo hagan. Para empezar, V[G] posiciona
a los invariantes b y d en donde queremos:

e V[G] E b > w,, pues por construccion, en V[G] toda familia de reales de
tamafio w; es acotada’.

e V[G] E d = N,,+1. En realidad podremos aseverar esto hasta que hayamos
probado que —~BP(N,, ), pues de ser cierta esta ultima afirmacién y como
BP(N,), por el lema 26, X, < d. Ademds, dado que =BP(cf(d)), el lema-
27 nos asegura que N, < d. Por otro lado, en V[G], d estd acotado por
No+1 = cyporlotanto d = N, ..

4Como parte de la recursion, estamos suponiendo que para 7y la iteracién <]P(,, Quia < y> ya
fue definida.
Ver proposicién 8.
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De esta manera, lo Ginico que nos resta es mostrar que en efecto N,, no tiene
la propiedad de la acotacién. Preparemos los ingredientes para ello. Para empezar
partiremos a N, 1 en 8, ;1 pedazos cada uno de tamafio w, N, +1 = U{x, : @ €
No,+1}. Mostraremos que si ¢ es un nombre para un real (una funcién en (w®)"19!),
entonces

F{a:c, < gl < wy,

donde c, hace referencia al real anadido por la nocién de forcing Fn(x,,2). Ob-
servemos que lo que estamos por probar es bastante fuerte, a saber, que ningtin
cardinal entre N5 y N, posee la propiedad de la acotacién. Sea 6 un cardinal lo
suficientemente grande como para que podamos considerar un submodelo ele-
mental M < H(0)° de manera que {x, : @ € N, 11}, P,& € M, M“' C M (es decir,
M es cerrado bajo sucesiones de longitud w;) y |M| = w,. Fijemos un ordinal
& € Ny, +1\M. Demostraremos que I ¢ £ £, con lo que habremos acabado.

Para el analisis subsecuente llamaremos C a la nocion de forcing Fn(xg, 2). Por
otro lado llamaremos Py, a P N M. Consideremos la funcién iz : C X Py, — P que
manda al par (p, (g, @) a (pUg, a). Observemos que i; es una funcion bien definida,
pues si ¢ € Cy, ,, N M, entonces su dominio pertenece a M y en cosecuencia
dom(q) N x; = 0.” De ser i; un encaje completo tendremos que:

VIG] = VIHol[H,],*

donde Hj es un filtro C x Py,-genérico que puede ser separado a su vez de la
siguiente manera:

VIG] = VIKollcel[H,].

donde K es un filtro IPy,-genérico y c; es el real de Cohen correspondiente a C.
Esto ultimo nos dice que c; es un real de Cohen sobre una extension en la que vive

%H(6) es el conjunto de todos aquellos conjuntos cuya cerradura transitiva es de tamafio menor
a 6. Siempre podemos encontrar un cardinal 6 lo suficientemente grande como para que se cumpla
lo que a continuacidn se pide.

"De lo contrario & serfa definible en M como el tnico elemento de N, +1 para el cual xg N
dom(q) # 0.

8Esta afirmacion y la subsecuente se derivan del par de resultados enunciados en el apéndice A.



55

g y por lo tanto I~ ¢ £ g. Asi, nuestra tarea final serd demostrar que de verdad i,
es un encaje completo. Veamoslo.

@

(ii)

(iii)

g preserva el orden: sean (p, (g, @)), (1, (s, b)) € CxPy, tales que (p, (g, a)) <
(r,(s,b)). Entonces pU g < rU sy como g I @ < b, con mayor razén
pUgqira<b.

i preserva incompatibilidad: sean (p, (¢, a)), (r, (s, b)) € C x Py, tales que
(p,(q,a)) L (r,(s,b)). En los casos en los que p L rogq L s, las imagenes
también son incompatibles. En otro caso pU g IF a L b.

Demostraremos que todo elemento de P tiene una reduccion. Asi, sea (s, @) €
IP. La idea serd quedarnos con aquellos elementos de la condicién en cues-
tion que pertenecen a M. Eso lo haremos a través de la siguiente funcion:

M.oyP 5 P
a—s aM

donde & est4 definido recursivamente como & = {(pNM, bM) : (p,b) € a}.

Lema 44. Liamemos H a la iteracion (P,,Q,;a € 8y, +1). Si kp a@ € H,
entonces a¥ € M.

Para probar esto requerimos de dos lemas:

Lema 45. Si + |a| < w,, entonces hay b tal que b = w, yIFa= b.

Demostracion. Esto se tiene ya que para cada elemento de a s6lo hay w
posibles opciones, dado que C es un forcing ccc. Asi, como I |a| < wq, para
describir a a nos es suficiente con disponer de w{ = w, objetos.

Lema 46. Si - a € H, entonces hay b tal que |b| = w, y v a = b.

Demostracion. El trasfondo de esta afirmacion es que si identificamos a a
con su soporte, cada uno de los elementos de este tiene una cantidad nu-
merable de opciones (una vez mds, esto se debe a que C es una nocion de
forcing ccc). A su vez, cada una de las opciones tiene asociado un nombre



56

CAPITULO 3. LA PRUEBA FINAL

para un real de Hechler, el cual, por el lema anterior, podemos considerar
de tamafo w;.

O

Demostracion del Lema 44. La prueba serd inductiva. Para empezar, por el
lema 46, podemos suponer sin pérdida de generalidad que |a| = w;. Dado
(q,b) € a, evidentemente ¢ N M € M y por hipétesis inductiva b¥ € M.
Asi(gNM,b") € My como a tiene w; de estos elementos y M es cerrado
bajo w;-sucesiones, entonces " € M.

Con todo esto podemos definir la reduccién para (s, @) como
y=(s Iy (s N M, a™)).
Por el lema 44 y € C x IPy;. Veamos que y de verdad es una reduccion. Para

ello consideremos una extension (p, (¢, b)) < y y tratemos de encontrar una
extension comun (r,d) de (s,a) y (p U g, b).

CxPy

ig

Ya tenemos lo necesario para definir la extension comuin. Dado r = pUgUr's,
definimos d de modo que:

Siae M, rir“d I« da)=b),
Sia ¢ M, rir“d . da)=al)”.

Una cuidadosa inspeccion de r nos deja ver que pertenece a Cy Como

w+1°
a 'y b tienen soporte finito, entonces d también lo tiene. Similarmente r I
“d T+ d(a@) € Q,”. Claramente (r,d) es extension de (p U g, b). Para ver

que (r, d) es extension de (s, @) requerimos del siguiente lema:
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Lemad7. Sia € My a € Q,, entonces hay b € M tal que v a = b y
M = b.

Demostracion. Supongamos (S.P.G.) una vez mas que |a| = w;. La prueba
serd por induccién. Asf, dado (f,¢) € ahay f, € Mtalque r ¢ = f, y
fM = f,. Como M es cerrado bajo w,;-sucesiones, el nombre b = {(t, f,) |
(t,é) € a} pertenece a M.

O
Con esto tenemos que a y a¥ coinciden dentro de M, y como b coincide

a su vez con @™ (en M), tenemos el resultado: (r, d) es extensioén de (s, &).
Esto finaliza la prueba y pone punto final a este trabajo.

Esperemos que este viaje a través de flechas haya sido tan emocionante pa-
ra el lector como lo fue para el autor de este texto. Por supuesto este trabajo s6lo
devela un pequeiisimo fragmento de las flechas onduladas y las propiedades com-
binatorias asociadas a ellas. Quedan abiertas muchas preguntas, la enorme y bella
estructura matemdtica que la humanidad ha construido navega por un infinito mar
de interrogantes.
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Apéndice A
Un par de resultados técnicos

El par de resultados que aqui se enuncian resultan necesarios para el desarrollo
de la prueba del ultimo capitulo. Estos resultados sobre encajes completos son
estdndar y se pueden consultar en [£].

Teorema 48. Dados dos ordenes paciales P, Q y un encaje completoi : Q — P,
todos pertenecientes a M, se cumple que:

1. Si G es un filtro P-genérico sobre M, entonces i~'(G) es un filtro Q-genérico
sobre M y M[i"'(G)] c M[G].

2. Si Hy es un filtro Q-genérico sobre M, entonces hay G un filtro IP-genérico
sobre M tal que Hy = i"'(G). Ademds, existen R € M[H,] un orden parcial
vy Hy un filtro R-genérico sobre M[Hy] tal que M[G] = M[H,|[H,].

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente lema:

Lema 49. Si Py, P, € M son un par de érdenes parciales, G es un filtro Py X IP-
genérico sobre M y las funciones iy : Py — Py X Py e iy : Py — Py X Py son
los encajes completos obvios, entonces iy (G) es un filtro Py-genérico sobre M,
iT (G) es un filtro P-genérico sobre M y G = i;'(G) X i (G).

59
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