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Introduccion

El presente trabajo se basa en el anlisis de nucleos, seminucleos y (k,[)- nicleos
en dos digraficas Dy y D,y y la relacion que mantienen al hacer el producto directo,
el producto cartesiano, el producto fuerte y el producto lexicografico de Dy y Dy y
viceversa, ademas de ver la relacion de una digrafica D con su digrafica de lineas con

respecto a que D tenga nicleos, semintucleos y (k,[)- nicleos.

En el primer capitulo se proporcionan los conceptos basicos que resultan nece-
sarios para el desarrollo de la presente tesis, y se presenta al lector la notaciéon y
lenguaje mateméatico de que se hara uso. Cabe mencionar que en este capitulo estan
las definiciones de los productos cartesiano, directo, fuerte y lexicografico ademas de

la digréafica de lineas.

En el segundo capitulo se presenta el concepto de nicleo y el de seminiticleo.
Inmediatamente son probadas afirmaciones relacionadas con semintcleos que nos
ayudardn a encontrar niicleos. Ademéas en este capitulo estudiamos los siguientes

problemas:

1. Si D; y D5 tienen niicleo entonces el producto directo, el producto cartesiano,
el producto fuerte y el producto lexicografico de Dy y D, tendréan ntcleos y

viceversa.

2. Si D tiene nicleo entonces su digrafica de lineas tendra nicleo y viceversa.

En el tercer capitulo estudiamos los siguientes problemas:
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1. Si Dy y D, tienen seminticleo entonces el producto directo, el producto car-
tesiano, el producto fuerte y el producto lexicografico de Dy y D, tendran

semintcleos y viceversa.

2. Si D tienen semintcleo, entonces su digrafica de lineas tendra semintcleo y

viceversa.

En el cuarto capitulo se presenta la definicion de (k,[)-nticleo y estudiamos los

siguientes problemas:

1. Si Dy y Dy tienen (k,l)-nicleo entonces el producto directo, el producto car-
tesiano, el producto fuerte y el producto lexicografico de D; y D, tendran

(k,1)-nticleos y viceversa.

2. Si D tienen (k,l)-nucleo, entonces su digrafica de lineas tendra (k,!)-nicleo y

viceversa.

En el ultimo capitulo se define la digrafica parcial de lineas y vemos que si a
D le pedimos ciertas condiciones podemos demostrar que si D tiene (k,[)-nicleo
entonces su digrafica parcial de lineas va a tener un (k,l)-nacleo. También damos
una generalizacion del producto cartesiano y del producto lexicogréafico y vemos qué

relacion tienen con respecto al (k,[)-nicleo de las digraficas que vamos a operar.



Capitulo 1

Definiciones basicas

Vamos a introducir ahora los conceptos basicos que resultan necesarios para el
desarrollo de la presente tesis, y se presenta al lector la notacién y lenguaje mate-

matico de que se hara uso. [2] [3]

Definicién 1.1 Una digrafica D consiste de un conjunto no vacio de objetos lla-
mados vértices, el cual denotamos por V (D), junto con una coleccion de pares or-

denados de distintos vértices llamadas flechas a las cuales denotamos por F(D).

En esta tesis trabajaremos con digréaficas finitas, esto es |V(D)| < oo.

Definicién 1.2 Si f = wt € F(D), diremos que f incide desde u € V(D) e
incide hacia v € V(D). En esta tesis también ocuparemos la notacion uv-flecha si
ut € F(D). Ademds si S C V(D) yv e V(D), S nos dice que eziste una vs-flecha

para algun vértice s € S.

Definiciéon 1.3 Sea D una digrdfica y u € V(D). El exgrado de un vértice u de
la digrdfica D es el nimero de flechas de D que inciden desde u el cual denotamos
por 65. El ingrado de u es el numero de flechas de D que inciden hacia u el cual

denotamos por 0.
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Definiciéon 1.4 Sea D una digrdfica y xo,x, € V(D). Un camino dirigido de z,
a x, en D, el cual denotamos por xox,-camino dirigido, es una sucesion de vértices

C = (xo, 1, ..., ) tal que T;x; 1 € F(D) para cada 0 <i<n — 1.

Definicién 1.5 Un camino cerrado dirigido, es un camino dirigido que empieza

y termina en el mismo vértice, es decir, To = .

Definiciéon 1.6 Sea D una digrdfica y xo, x, € V(D). Una trayectoria dirigida de
To 6 x, en D, la cudl denotamos por xox,-trayectoria dirigida, es un camino dirigido

en el cual no se repiten vértices.

Definiciéon 1.7 Un ciclo dirigido es una sucesion de vértices C = (xg, x1, ..., Tp_1,
xg) donde x; # x; siempre que i # j, T;x;41 € F(D) con 0 <i<n—2yx, 120 €
F(D).

Definicion 1.8 Sea D una digrdfica, = € V(D) y S C D. Existe una zS-trayectoria
dirigida si para alguna s € S existe una zs-trayectoria dirigida. Una trayectoria
dirigida de xq a x, en una digrifica D, la cudl denotamos por xox,-trayectoria

dirigida, es un camino dirigido en el cual no se repiten vértices.

Definicién 1.9 La longitud de un camino dirigido W, la trayectoria dirigide T, el
ciclo dirigido C, es el nimero de flechas que lo forman denotado porlong(W),long(T),

long(C), respectivamente.

Definicién 1.10 Sea D una digrdfica y x,y € V(D). La distancia de x a y es la

longitud de una xy-trayectoria dirigida de longitud minima, la cual denotamos por

dp(z,y).

Notacion. Sea C' = (x4, ..., ,,) un camino dirigido en una digrafica D. Si o = cﬁ S
F(D) donde a € V(D), entonces a UC = (a, x1, ..., ZTy).

Definicién 1.11 Sea D una digrdfica y B C V(D). La subdigrafica B inducida
por B es la digrdfica con conjunto de vértices V(B) = B y ut € F(B) donde u,v € B
si y sdlo si wb € F(D).
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Notacién. Sean D, D, y D, digraficas tales que V(D) = V(D;) x V(D,). Una
columna ¢ se define como C; = {(«,7) € V(D)| a € V(Dy)} con i € V(D) .

Definiciéon 1.12 Dos digrificas Dy y Dy cualesquiera son isomorfas si y sdlo si
existe una funcion biyectiva f : V(Dy) - V(Dy) que preserve las adyacencias de sus
vértices, es decir, vy es adyacente a vy si y solo si f(v1) es adyacente a f(v3), y lo

denotaremos como D = Ds.

Definicién 1.13 Sea D una digrdfica.

1. Un congunto S C V(D) es independiente si para cualesquiera dos vértices

u,v € S, no existen flechas entre ellos.

2. Un conjunto S C V(D) es absorbente si para cada z € V(D)\S existe 25 e
F(D).

Definiciéon 1.14 Una digrifica D es bipartita si existe una particion de V(D) en

dos conjuntos independientes.

Definiciéon 1.15 Sea S C V, decimos que S es un nicleo de D si

1. S es independiente.

2. S es absorbente.

Definicién 1.16 Diremos que D es una digrafica nicleo perfecta si toda subdi-

grifica inducida de D posee un nicleo.

Es evidente que si D es nicleo perfecta y Dy es subdigrafica de D entonces Dy es

también nucleo perfecta.
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Definicién 1.17 Sean D, D, digrdficas. Se define el producto cartesiano de D,
con Dy denotado por Di0O0Dy como:
V(Di0Dy) = V(Dy) x V(D).

F(D1aDsy) = {(v1,ve) (v}, v} ;|U1U1 € F(Dy) yva =105 o0 UQUQ € F(Dq) y vy =vi}.

En la figura se da un ejemplo del producto cartesiano.

D,
Ol 2 03
1 1,1) (1,2) /)(1,3)
Dy ) oD Z2) (23)
3 3.1) (3,2) (3,3)
) i @2 Ou3)

Figura 1.1: Ejemplo del producto cartesiano Di0Ds.

Definiciéon 1.18 Sean D, D, digrificas. Se define el producto directo de D; y
Dy denotado por Dy x Dy como:

V(Dy x Dy) = V(Dy) x V(Ds).

F(Dy x D3) = (01, 02)(vf, v5)|oy0} € P(Dy) y vz0f € F(Dy)}.
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En la figura [I.2] se muestra un ejemplo del producto directo.

D,

(L,1)

1,2) (1,3)

D, p) (2,1)O

3 (3,1)C>

4 (4,1)O (4,2) O(4,3)

Figura 1.2: Ejemplo del producto directo Dy x Ds.

Definiciéon 1.19 Sean Dq, D, digrdficas. Se define el producto fuerte de D, con
Dy denotado por D1 XK Dy como:

V(D1 X Dy) = V(Dy) x V(Dy).

F(Dy 8 Dy) = {(v1,02)(v5, v8)[or0} € F(Dy) y vyvf € F(Dy) 0 vref € F(Dy) y

vy = vy 0 vavy € F(Dy) y vy = vj}.

En la figura [I.3] se muestra un ejemplo del producto fuerte.

Definicién 1.20 Sea H y D digrdficas. Se define el producto lexicografico de H
con D denotado por H[D] como:
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D,
oL 2 5
1 " V“w
D, ) 1) % (2,3)
3 5.1) : (3,3)
O C/( ) (4,2) Oa.3)

Figura 1.3: Ejemplo del producto fuerte D; X D,.

V(HID) = - -
F(H[D]) = {(v1,v2) (v}, v3)| si va = v} y vyv] € F(D) o vyuy € F(H)}.

En la figura se muestra un ejemplo del producto lexicografico.

Definicién 1.21 Sea H un producto (cartesiano, directo, fuerte o lexicogrdfico) de
dos digrdficas, D1 y Dy. Sea H' C H.

Definimos la proyeccion de H', Pi(H'), en Dy como la subdigrifica en Dy con:

V(P(H') = {x[(z,y) € H'}.

F(P(H")) = {ab|(a, ) (b,d) € F(H')}.
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D,
Ol 2 <>3
1 A (1,2) ~13)
Dy 2 (2,1) 2 (2,3)
3 3,1) s (3,3
<>4 (4,1) (4,2) (4,3)

Figura 1.4: Ejemplo del producto lexicografico Dy[D;].

Andlogamente, se define la proyeccion de H', Py(H'), en Ds.

Definiciéon 1.22 Sea D una digrifica. Se define la digrafica de lineas, denotada
por L(D), como:
V<L(D)) = {(vi, v; |UZUJ € F(D)}.

= {(v;,v;)( vk,vl”vj = i}
En la figura se muestra un ejemplo de la digrafica de lineas.

Nota: Una flecha de z a y en la digrafica D la denotamos por x?/, mientras que un

vértice en la digrafica de lineas lo denotamos por (z,y).
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o~ 2 3 ok
D O ‘
L(D) 82 (2,3) 0
6o (T)O(m)

Figura 1.5: Ejemplo de la digrafica de lineas.

A continuacién citaremos teoremas que nos ayudaran a lo largo de todo el trabajo.

Lema de Zorn.

Lema 1.1 (Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda
cadena (subcongunto totalmente ordenado) tiene una cota superior contiene al menos

un elemento mazimal.

Teorema 1.2 Sea D una digrdfica. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar

en D contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Teorema 1.3 Sea D una digrdfica y u,v € V(D). Todo uv-camino dirigido en D de

longitud n contiene una uv-trayectoria de longitud menor o igual a n.



Capitulo 2
Ntcleos

En este capitulo vamos a analizar si, sabiendo que las digraficas Dy y D5 tienen
nucleo, entonces los productos entre Dy y Dy tendran nicleo y viceversa. También
analizaremos que si D tiene niicleo entonces su digrafica de lineas también tendra

ntcleo y viceversa. Para los resultados relacionados con semintcleos nos basamos en

[4].
Definicion 2.1 Sea S C 'V, decimos que S es un niacleo de D si

1. S es independiente.

2. S es absorbente.

Observemos que no toda digrafica tiene niicleo. Como ejemplo tomemos el ciclo
dirigido de longitud 3, C3, con vértices 1,2,3. Véase figura 2.1} Tratemos de dar un
nucleo. Como los tres vértices tienen exgrado 1, sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que el vértice 1 estd en el nucleo y, como ﬁ € F(C3), 3 es absorbido por el
vértice 1. Como 21 ¢ F(C3), el vértice 2 no es absorbido por el vértice 1, por lo que el
vértice 2 tiene que estar en el nicleo. Esto no puede pasar, ya que como ﬁ € F(Cy)

no se satisface la independencia. Por lo tanto C5 no tiene ntcleo.

Primero daremos unos resultados que nos ayudaran a encontrar niicleos a partir

de un concepto mas débil.

11



12 Capitulo 2

=

Figura 2.1: Digrafica que no tiene nicleo.

Definicion 2.2 Sea D una digrdfica. Diremos que S CV es semintacleo de D si:

1. S es independiente.

2. Para cada flecha [ que va de S a x (en virtud de la condicidn anterior, x €

V —8), eziste una flecha f queva dex aS.

Claramente el conjunto {#} es un seminiicleo. También notemos que no toda
digréfica tiene seminicleo diferente del conjunto @), por ejemplo un ciclo dirigido de
longitud 3, el cual se muestra en la figura 2.2

/

O<~—
Figura 2.2: Digrafica que no tiene seminicleo.

Observacion: Sea D una digrafica, entonces todo nicleo N de la digrafica D es un
semintcleo de la digrafica D, ya que N es independiente y en particular para toda
toda ab-flecha con a € N, b € V(D)\N como b ¢ N es absorbido por N, es decir

existe be-flecha, donde ¢ € N. Por lo tanto /N es un semintcleo de la digrafica D.

Asi tenemos que los niicleos son semintcleos pero no reciprocamente. En la figu-
ra se muestra una digrafica D en la que el vértice 1 es un semintcleo de D pero no
es un nicleo. Ademas si queremos encontrar un nicleo, iniciamos con el vértice 1, el
cual es de exgrado 0, por lo que debe de estar en el niicleo. El vértice 2 es absorbido
por el vértice 1, asi que no lo metemos al nicleo. Si metemos al nicleo el vértice 3,
entonces 5 no esta en el nicleo y tiene que estar 4 que es vecino de 3, por lo tanto 3
no esté, asi que 5 debe estar en el niicleo y 4 no, ya que es vecino de 5, lo que implica

que el vértice 4 no es absorbido. Por lo tanto D no tiene ntcleo.
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D e

/

O

Figura 2.3: Digrafica con seminticleo que no tiene nicleo.

Teorema 2.1 Todo seminicleo estd incluido en un seminidcleo mdrimo.

Demostracion. Si D es finita, el teorema es obvio. Si D no es finita, es consecuencia

directa del siguiente lema y del lema

Lema 2.2 El conjunto de seminiicleos de D, ordenado por la inclusion, estd acotado

superiormente.

Demostracion. Sea T una cadena de semintucleos de D, es decir, una coleccion de
semintucleos tal que si S1,.95 € 7, se tiene S; C S5 0 Sy C 5. Sea U = U S
Ser
(a) U es independiente, ya que si existiera una flecha f = 0105 con sus dos termi-
nales en U, tendriamos v; € S7 € 7 para algtin S; y vy € S € 7 para algtin
Sy. Luego vy, v € méax{Si, So} € 7 lo que es imposible, ya que S; y Sy son

semintucleos por lo que son independientes.

(b) Si f = 5 es una flecha que va de U a z, existe S tal que s € S € 7. Como S

. . / . .
es semintcleo, existe una flecha f que va de x a S y por consiguiente a U.

Por lo tanto U es un semintcleo. Véase la figura [2.4 |

Lema 2.3 Sea S un seminiicleo de D y sean B = {v € V(D)\S | no existe flecha
dev a S} y S un seminiicleo de la subdigrdfica B. Entonces SUS’ es un seminiicleo
de D.

Demostracion. Por demostrar que S U S’ es independiente. Sea f una flecha de u a

v con u,v € SUS’. Entonces tenemos los siguientes casos:
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Figura 2.4: La figura de la izquierda ilustra el inciso (a) mientras la figura de la

derecha el inciso (b).

(a) ue Sywves.
(b) ue S'yvels'.
(c)ue S'yves.

(d) ueSyved.

(a) y (b) no pueden darse ya que S y S’ son independientes. (¢) es imposible por
como esta definido B, ya que S’ C B. Para terminar, si (d) se cumpliera, existiria
otra flecha de v a .S, por ser S semintcleo, lo cual no se cumple por la definicién de
B. Por lo tanto S U S’ es independiente.

Asi para demostrar que S U S’ es seminucleo sblo falta ver que para toda flecha

que sale de S U S" a un vértice v, entonces existe una flecha de v a SUS’.

Sea f una flecha de SUS" a z. Six € A =V(D)\(S U B), entonces existe una
flecha f" de x a S ya que x ¢ By por lo tanto hay una flecha de x a S U S’. Si
x & A, f necesariamente sale de S, ya que si f sale de Sy por ser S seminucleo de

D existiria una flecha de z a S, lo cual no es posible porque x € B. Ademés tenemos
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que f llega a B\S y por ser S’ seminiicleo de B, existe una flecha f’ de x a S’y por
lo tanto de z a S U S’. Asi que se cumple (b). Véase la figura [2.5]

Por lo tanto S U S’ es semintcleo de D. [ |

Figura 2.5: Aqui se muestra la condicion (b).

Gracias al lema anterior podemos tener el siguiente lema.

Lema 2.4 Si By, By, ..., By, Bpi1 y So, 51, ..., Sp son dos sucesiones de subconjuntos
de V(D) de una digrifica D tales que:

1. By=V(D),B, #0,B,1=10.
1. S; es seminticleo de la subdigrifica de D inducida por B; parai=0,...,n.
111. By = {z € B;| no existe flecha de x a S;},i =0, ..., k.
entonces U?:o S; es nicleo de D.

Demostracion. Iniciamos con By = V(D) y Sy un seminticleo de By, es decir de
D. Sea B el conjunto de vértices no absorbidos por Sy y sea S; un seminicleo de
B;. Por el lema tenemos que Sy U S; es un seminticleo de By.
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Ahora consideremos a los conjuntos By y SoU S] v sea Bs el conjunto de vértices
que no son absorbidos por Sy U Sy v sea S, un semintcleo de B, y por el lema

tenemos que (Sp U .S7) U Sy es un semintcleo de By.

Consideremos a los conjuntos By y A = (Sp U S; U Ss) y sea By el conjunto de
vértices que no son absorbidos por A y sea S; un semintcleo de Bs y por el lema

tenemos que A U S5 es un semintucleo de By.

Seguimos con este procedimiento hasta que exista n tal que B,.; = 0 y por el
lema , U?:o S; es un seminucleo de By.

Ahora demostraremos que U:‘L:o S; es un nucleo de By. Como U:‘L:o S; es un se-
minticleo de By entonces es independiente. Asi solo falta demostrar que |JI_,S; es
absorbente. Supongamos que |J;_,S; no es absorbente, es decir, existe un vértice
v tal que no existe una flecha de v a (J;_,S;. Entonces v € B, 1, lo cual es una

contradiccion, ya que B,y1 = 0. Por lo tanto |J]_, S; es absorbente.

Asi tenemos que J;_, S; es nucleo de D. [

Teorema 2.5 Sitoda subdigrdfica inducida de D tiene seminicleo, entonces D posee

al menos un nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica tal que toda subdigrafica inducida tenga se-
minticleo. Sea S un seminticleo méaximo por contencion de Dy B = {v € V(D)\S |

no existe flecha de v a S}.

Si B # (), existiria un seminucleo S; # () de la subdigrafica inducida por B. Asi
S U S; seria un seminticleo de D por el lema y contendria a S lo que contradice
la maximalidad de S. Por lo tanto B =) y S es ntcleo. |

Teorema 2.6 Si D es finita y no posee ciclos impares entonces D contiene un se-

mantcleo.

Demostracion. Definamos en V(D) las relaciones ~ y <:

(a) v* < v siy solo si existe en D un camino dirigido de v a v*
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(b) v ~v*siysolosivSv*yv* <o

Afirmamos que < es transitiva y reflexiva. Claramente es reflexiva ya que hay un
camino dirigido de z a x de longitud cero. Por demostrar < es transitiva, es decir, si
a<byb<c, entonces a < c. Como a < b, existe camino dirigido C' de b a a y como
b < ¢ existe un camino dirigido C de ¢ a b, asi tenemos que C; U C' es un camino
dirigido de c a a, es decir, a < c.

Afirmamos que ~ es relacion de equivalencia. Claramente es reflexiva, ya que
r < x. También ~ es simétrica, ya que si  ~ y entonces * < yyy < x vy esto
también nos dice que y ~ x. Por demostrar que ~ es transitiva, es decir, si x ~ ¥y
y y ~ z, entonces x ~ z. Como x ~ y, entonces r < yyy < &y comoy ~ z,
entonces y <zy 2 S y. Comox Syyy <z, entonces < 2 pues < es transitiva.

Anéalogamente tenemos x > z. Por lo tanto x ~ z.

Sea mgy € V(D) un elemento minimo con respecto a <, es decir, m < mg implica
que m ~ mg, y M ={m € Vim ~ mgy}. Si se toma S = {m € M| existe un camino
dirigido de longitud par de my a m} e I = {m € M| existe un camino dirigido de

longitud impar de mg a m}, entonces tenemos:

(a) mgy € S.

(b) SN I =0 pues si existiera s € SN I, habria un camino dirigido de mg a s de
longitud par, C1, otro de longitud impar, Cs, y ademés otro de s a mq, C3, por
ser m, ~ s (no sabemos si su longitud es par o impar). Luego existiria en D un
camino dirigido cerrado de longitud impar (ya que dependiendo de la longitud
de s a mg nos tomamos el camino de mg a s de longitud par o impar) y por

lo tanto, un ciclo impar y ésto es una contradicciéon con la hipotesis. Véase la

figura

Ahora obsérvese lo siguiente:

I. Todas las flechas de D que salen de elementos de S llegan a I, ya que si x € S

es porque existe un camino dirigido, C', de longitud par de mg a z y si existe



18 Capitulo 2

Figura 2.6: Muestra los caminos dirigidos en D, de donde se obtiene un ciclo impar.

una flecha de = a y, entonces hay un camino dirigido de mg a y de longitud

impar, por lo tanto y € I. Véase la figura[2.7] Por lo tanto S es independiente.

11. También tenemos que de cada vértice de [ sale alguna flecha hacia S. Sea z € I,
entonces existe un camino dirigido, (', de longitud impar de mg a x y como
x ~ my tenemos que existe un camino dirigido C' = (z,vy,...,mg) de x a myg
y como hay una flecha que sale de x a vy, entonces existe un camino dirigido

de longitud par de mq a vy, de aqui tenemos que v; € S. Por lo tanto tenemos
que S absorbe a I. Véase la figura 2.7

De aqui se sigue que S es semintcleo de D, pues ya vimos que S es independiente y

ademés que cada flecha que sale de S llega a [ y S absorbe a I. |

Corolario 2.7 (Teorema de Richardson). Si D es una digrdfica finita y no posee

ciclos impares entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion. Demostraremos que las digréaficas bipartitas son ntcleo perfectas. Co-

mo toda subdigrafica de una bipartita es bipartita, basta probar que cada digrafica
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Figura 2.7: La figura de la izquierda ejemplifica la observacion I y la de la derecha

ejemplifica la observacion II.

bipartita contiene al menos un semintcleo. Si existe algtin vértice v € V(D) del cual
no salen flechas, {v} es un semintcleo. Si no es ese el caso, sea (V1, V2) una descom-
posicion de V(D) en conjuntos independientes ajenos. Ahora demostremos que V; es
absorbente. Sea x ¢ V), entonces z € V5 y como de x sale una flecha y V5 es indepen-
diente, entonces esa flecha llega a V; por lo tanto x es absorbido por V;. Por lo que
V) es nicleo ya que Vi lo tomamos independiente y es absorbente, andlogamente se
muestra que V5 es nicleo. Asi Vi v V5 son nucleos de D, en particular semintcleos.
[ |

2.1.  Producto Directo

Ya teniendo los conocimientos sobre semintcleos demostraremos el siguiente teo-

remas:

Teorema 2.8 Sean D1 y D, digrificas con nicleo, entonces el producto directo de

Di con D, tiene nicleo.

Demostracion. Sean N1y Ny nticleos de Dy y Do, respectivamente. Sea S = Ny X Na.
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Afirmacion: S es un seminicleo de Dy x Ds.

Por demostrar que S es independiente. Sean (v, v9), (v}, v3) € S. Tenemos que
QTU% ¢ F(Dy)y 1?1}% ¢ F(Dy) ya que, vi,v; € Ny y vy,v5 € N,. Por lo tanto
(v, va)(v7, v;‘; ¢ F(Dy x D,), asi que S es independiente.

Sea © = (x1,25) € V(Dy x Dy)\S y supongamos que hay flecha de S a z. Por
demostrar que existe una flecha de x a S.

Sea (y1,y2) € S tal que f = (y1,1s)(x1,22) € F(Dy x Dy). Asi que fy = 123 €
F(Dy)y fo= yg—xg € F(Dy). Como y; € Ny, entonces x; ¢ N; ya que N; es ntcleo.
Por lo tanto existe una flecha f{ de z; a Ny, f' = T, € Dy, para algun ny; € Nj.

Analogamente existe f;, = xans € Dy, para algin ny € No. De f| y f} tenemos que

existe la flecha (z1,z2)(ny, ngj € Dy x Dy y ésta es la flecha que buscabamos ya que
(ny,n9) € S.

Por lo tanto S es semintcleo de Dy x Ds.

Sea B = (N; X Nj)U (N{ x Ny) con N{ = V(D1)\Ny y Nj =V (D3)\No.

Por demostrar que B es el conjunto de vértices que no son absorbidos por S.
Sea © = (u,v) € By supongamos que existe una flecha de (u,v) a y = (n1,ns) €
N1><N2:S.ComoxEB,entoncesxeNlxNéoxeNixNQ.

Si x € Ny x NJ, entonces u € Ny y v € Nj y como existe la zy-flecha, entonces
tenemos que existe unj € F(Dy) pero ésto no es posible ya que u,n; € N;. Anélo-
gamente si x € N{ X Ny
Ahora probaremos que todos los vértices que no son absorbidos por S estan en B.
Supongamos que existe (a,b) € V(D; x Ds) que no es absorbido por S y que no esta
en B. Observemos que para que pase ésto a € N{ y b € N), de otra manera (a,b)
estaria en S 0o en B. Como a ¢ Ny y N; es nicleo de Dy, entonces a es absorbido
por algiin ¢ € Ny y como b ¢ Ny y Nj es nucleo de Dy, entonces b es absorbido por
algiin d € N,. Por la definicion de producto directo existe (a,b)(c, d) € F(D; x Dy)
con (¢,d) € S, por lo tanto (a,b) es absorbido por S, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto no hay flechas de B a S.
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Por demostrar que B es bipartita. Basta con demostrar que (N1 x N3) y (N x Ns)

son independientes.

Figura 2.8: Muestra como se ve el conjunto B

Demostraremos que (N; x NJ) es independiente. Supongamos que (N7 x NJ}) no
es independiente, es decir, sean (u,v), (u*,v*) € Ny x N} y que existe (u,v)(u*,v*) €
F(D; x Ds). Como existe esta flecha, ﬁ € F(Dy) pero ésto no es posible ya que
u, u* € Nj.

Por lo tanto (N; x N,) es independiente.

Por demostrar que (N] x N3) es independiente. Es analogo al anterior.

Entonces B es bipartita por lo tanto tiene nticleo N, y como todo nicleo es
seminucleo, N es un semintcleo. Entonces por el lema 2.3 NUS es nicleo de Dy x Ds.
[ |

Si tenemos que el producto directo de dos digraficas D;, D, tiene niicleo, no
necesariamente cada digrafica tiene nucleo. Daremos un contraejemplo.

Sea D; un ciclo dirigido de longitud 3 y D, una trayectoria dirigida de longitud

2. Se puede ver en la figura [2.9 que el producto directo D; x Dy tiene como ntcleo
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O [ ]
D, ) O [ ] o
o) O [ o

Figura 2.9: Contraejemplo de dos digraficas tal que su producto directo tiene nucleo

pero al menos una no tiene nicleo.

al conjunto de vértices negros, pero D no tiene nicleo, véase figura [2.1]

2.2. Producto Fuerte.

Ahora analizaremos nuestro problema para el producto fuerte, es decir, si las
digraficas Dy y D, tienen nicleo, entonces el producto fuerte de Dy con D, tiene

ntlcleo y viceversa.

Teorema 2.9 Sean Dy y Dy digrdficas con nicleo, entonces el producto fuerte de

D1 y Dy tiene nicleo.

Demostracion. Sean Ny y Ny nticleos de Dy y Do, respectivamente.

Afirmacién: Np,xp, = {(n1,n2)|n1 € N1 y ny € Na} es un nicleo de Dy X Ds.
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Por demostrar que Np,xp, es absorbente. Sea (x,y) ¢ Np,xp,, es decir, z ¢ N;
oy € Ns.

I. Six ¢ N entonces es absorbido por Ny, es decir, existe T € F(D;) para algtn
n e Nl.

a) Siy € Na, entonces por la definicion del producto fuerte Dy X Dy existe
(z,y)(n,y) € F(D; X Ds), por lo tanto (z,y) es absorbido por (n,y) €
Np,&p,-

b) Siy ¢ Ns, entonces es absorbido por m € N, es decir, existe W € F(D,).
Y por la definicion de Dy X Ds, existe W € F(D;XDy). Y como

(n,m) € Np,xp,, entonces (z,y) es absorbido.

1. Siy ¢ Ny y o € Ni. Como y ¢ N, entonces existe ym € F(D,) para algin
m € Ny. Por la definicion de D; X D, existe (x,y)(x,m; € F(D; X D,), asi
(x,y) es absorbido.

Por demostrar que Np,mp, es independiente. Supongamos que Np,xp, no es in-
dependiente, es decir, sean (a,b),(c,d) € Np,mp,, 1o cual implica que a,c € Ny y
b,c € Ny, y supongamos que existe f = (a,b)(c,d) € F(D; K Ds). Como existe la

flecha f y por la definicién del producto fuerte D; X Dy tenemos 3 casos:
= . .
I at € F(D;) y bd € F(Dy), pero ésto es imposible ya que a,c € Ny y b,c € Ns.
1. at € F(D;y) y b=d, lo cual es una contradiccion, ya que a,c € N;.

%
1. bd € F(Ds) y a = c. Asi tenemos una contradiccion, ya que b, c € Ns.

Por lo tanto Np,xp, es independiente. Con lo que queda demostrado que Np,xp,
es un nucleo de D; X D,. [ |

Pero al analizar nuestro problema acerca de si la existencia de un ntcleo para
D1 X Dy implica la existencia de nucleos en Dy y D5 no logramos demostrarlo ni dar

un contraejemplo.
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2.3. Producto Cartesiano

Al estudiar nuestro problema para el producto cartesiano, es decir, encontrar un
nucleo en el producto cartesiano de las digraficas Dy y Dy, sabiendo que Dy yv Do

tienen nicleo y viceversa, llegamos a las siguientes conclusiones:

Si Dy y Dy tienen niicleo no necesariamente el producto cartesiano D;0D; va a
tener nicleo. En la figura tenemos dos digraficas Dy con V(D) = {1,2,3,4} y
F(D) = {H, ?ﬁ, ﬁ, 271} y D5 una trayectoria de longitud dos, las cuales tienen como
ntcleo al conjunto de vértices negros en cada digrafica. Ahora en Di0Dy vemos
que el vértice (1,3) por ser de exgrado cero debe de estar en el nicleo, entonces los
vértices (2,3), (3,3), (4,3) y (1,2) son absorbidos y por lo tanto no estan en el niicleo.
El vértice (1,1) ésta en el nicleo, ya que la tnica flecha que le sale es hacia el (1,2)
el cual ya es absorbido, por lo que al agregar dicho vértice éste absorbe a los vértices
(2,1), (3,1) y (4,1). Asi solo nos quedan los vértices (2,2), (3,2) y (4,2), pero estos
vértices nos inducen un ciclo de longitud tres, el cual no tiene nicleo. Por lo tanto

D,0D, no tiene nucleo.

También tenemos que si D;0Ds tiene niicleo no necesariamente las digraficas D,
y Dy tienen ntucleo. En la figura tenemos dos digraficas Dy y D,, ambas son
ciclos dirigidos de longitud tres. Los vértices negros en D;0D, forman un ntcleo
de Dy0Ds, ya que claramente son independientes y el vértice (1,1) absorbe a los
vértices (1,3) y (3,1), el vértice (2,2) absorbe a los vértices (2,1) y (1,2), el vértice
(3,3) absorbe a los vértices (3,2) v (2,3) por lo que absorben a todos los vértices

blancos. Pero D; no tiene ntcleo.

Cuando se tenga productos cartesianos no vamos a tener informaciéon sobre si el
nicleo se preserva al operar, de igual manera si conocemos que el producto tiene
ntucleo no podemos asegurar que las digraficas a las cuales les aplicamos el producto

van a tener nicleo.
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D,
° 2 P
1 1,1) (1,2) 1,3)
D, 2 (2,1) (2.2) (2,3)
(371) (372) (373)
3
04 <’(4,1) (4,2) Q(4,3)

Figura 2.10: Cada digréafica tiene nticleo pero el producto cartesiano no.
2.4. Producto Lexicografico
Ahora nos enfocaremos en el producto lexicografico.

Teorema 2.10 Sean H y D digrdficas. Entonces H y D tienen nicleo si y solo si
H|[D] tiene nicleo.

Demostracion. =] Sean Ny y Np el niicleo de H y D, respectivamente
Afirmacion: S = {(v,w) € V(H[D])|v € Np y w € Ny} es el nucleo de H[D].

Por demostrar que S es absorbente. Sea z = (a,b) ¢ S, es decir, a ¢ Np o
b¢ Ny.Sib¢ Ny entonces existe @ € F(H) para algin y € Ny, por lo tanto existe

(a, b)(v,y; € F(H[D]) para todo v € V(D), en particular para alguna n € Np.
Asi tenemos que (n,y) € S, de donde concluimos que (a,b) es absorbido por S. Si



26 Capitulo 2

1 1,1) (1,2) %,3)
/
2,2 2,3
Dy 2 (2,1) ® (2,2) (2,3)
3,1 3,2 3,3
o (3,1) (3,2) ® (3,3)

3 \_/

Figura 2.11: El producto cartesiano tiene niicleo pero sus factores no tienen.

a ¢ Np, implica que at e F(D) para algin z € Np. Si b € Ny, entonces existe la
flecha (a, b)(z, b) € F(H[D]) donde (z,b) € S, por lo tanto (a, b) es absorbido por S.

Y si b ¢ Ny, entonces estamos en el caso anterior.

Por demostrar que S es independiente. Supongamos que S no es independiente.
Sean (a,b), (c,d) € S, por lo que a,c € Np y b,d € Ny, y supongamos que existe

(a,b)(c,d) € F(H[D]). Asi que tenemos dos opciones para nuestros vértices:
L b=dyate F(D) lo cual no es posible, ya que a,c € Np.
0
%
d

1I. bd € F(H) que también es imposible, pues b, d € Ny.

Asi S es independiente. Por lo tanto S es nicleo de H[D].

<] Sea Npyp) el ntcleo de H[D]. Primero demostremos que H tiene nicleo.

Afirmacién: Ny = {b|(a,b) € Nyp}.
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Por demostrar que Ny es independiente. Sean z,y € Ny con x # vy, es decir,
existen (a, ), (b,y) € Nu[p), y supongamos que existe una flecha f = T € F(H). De
la definicion del producto lexicografico y la existencia de f se sigue que (a,z)(b,y) €
F(H[D]) lo cual es una contradiccion, ya que ambos vértices estan en el nicleo de
H[D].

Por demostrar que Ny es absorbente. Sea © ¢ Ny, como =z ¢ Ny tenemos que
(a,x) ¢ Nyp) para toda a € V(D) por lo que (a,x) es absorbido por Nypj, es decir,
existe una flecha f = (q, x)(nanE € F(H[D]) con (ni,n2) € Nyp), asi ny € Ny.

Como existe f y de la definicion del producto lexicografico tenemos dos casos:

.t =ngy an; € F (D). Este caso no es posible, ya que por un lado tenemos
que © ¢ Ny y ny € Ny y por otro lado tenemos que z = ns, lo cual es una

contradiccion.

1. 7nj € F(H). Esto nos dice que x es absorbido por Ny, ya que ny € Ng. Véase
figura 2.12

Por lo tanto Ny es niicleo de H.

Ahora demostremos que D tiene niicleo. Sea C; = {(a,i) € V(H[D)])|i € V(H)}
la columna ¢ tal que C; N Nyp) # 0. Sea C = H[D]C;. Sabemos que C' = D, asi
basta con encontrar un nicleo para C'y terminamos.

Afirmacion: A = Nyp) N C; es nicleo de C.

Por demostrar que A es independiente. Como A C Npp), entonces A es indepen-

diente.

Ahora demostraremos que A es absorbente. Sea (a,i) € V(C)\A. Como (a,i) ¢ A
tenemos que (a,i) ¢ Nyp) por lo que es absorbido por (ni,n2) € Nyp), es decir,
(a, i)(nl,nQ; € F(H[D]), y de la definicion de F(H[D]) tenemos dos casos:

I. ng = 4. Ya terminamos, ya que (ny,ne = i) € A. Por lo tanto (a, ) es absorbido
por A. Véase figura [2.13]
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Figura 2.12: Muestra que = es absorbido por Ny.

1. ny # i. Entonces tenemos que @—n_; € F(H) y como C; N Nyp) # 0 existe
(x,i) € A. Por la definicién de F(H[D]) existe (a:,i)(nl,ngi € F(H[D]) lo cual
es una contradiccion, ya que ambos vértices estan en el nicleo de H|[D]. Por lo

tanto este caso no puede pasar. Véase figura [2.13

Asi tenemos que A es absorbente. Por lo tanto A es ntcleo de C. [ |

2.5. Digraficas de Lineas

Por ultimo analizaremos la digrafica de lineas. Recordemos de la definicion [1.22]
que una flecha f, en D que va del vértice a al vértice b la denotamos por f = % €
F(D) y al vértice en L(D) inducido por f lo denotamos por (a,b) € V(L(D)).

Teorema 2.11 Sea D una digrifica, entonces D tiene nicleo si y sélo si su digrdfica

de lineas tiene nicleo.
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Figura 2.13: A la izquierda se ilustra el caso I y a la derecha el caso II. del teorema
2.10

Demostracion. =] Sea Np un niicleo de D. Afirmacion: Ny py = {(z,n) € V(L(D))|

n € Np} es un nicleo de L(D). Por demostrar que Np(p) es absorbente.

Sea (vi,v2) ¢ Nppy con DUy € F (D), es decir, v, ¢ Np entonces existe ol €

F(D) para algin n € Np. Por lo que existe (vl,vg)(vg,n; € F(L(D)) y como
(v2,m) € Np(py tenemos que (vi,vs) es absorbido por Npp). Véase la figura m

Ahora demostraremos que Npp) es independiente.

Supongamos que Np(p) no es independiente, es decir, sean (x,n), (y,m) € Nyp),
asi n,m € Np y supongamos que (:p,n)(y,m; € F(L(D)). De aqui tenemos que
ﬁ,yﬁ € F(D). Ademés tenemos que n = y, por lo tanto nm € F(D), lo cual es
una contradiccion, ya que n,m € Np que es independiente. Por lo tanto Np(py es
independiente.

Con lo que queda demostrado que Nppy es nicleo de L(D).

<] Sea Npp)y un nicleo en L(D).

Afirmacion: Np = {z € V(D)| para todo y € N*(z), (z,y) ¢ Nr(p)} es nucleo
de D.
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Figura 2.14: Ny (p) es absorbente.

Por demostrar que Np es independiente. Sean «,5 € Np. Asi que (a,z) €
V(L(D))\ Nipy para toda z € N*(a) y (8,y) € V(L(D))\Nr(p) para toda y €
N7(B). Supongamos que existe aff € F(D), por lo que existe (a,8) € V(L(D)).
Como (a, B) ¢ Ni(p), entonces es absorbido por algin (5, \) € Ny(py, lo cual es una
contradiccion, ya que como 3 € Np entonces (8, ) &€ Ny(p). Porlo tanto af ¢ F(D).

Asi tenemos que Np es independiente.

Por demostrar que Np es absorbente. Sea a ¢ Np, entonces existe (o, ) € Np(p).
Ademas para todo \; € V(D) tal que (z, ;) € V(L(D)) tenemos que (z,\;) ¢ Nr(p),
ya que si existiera (x,\) € Npp) tendriamos (o, z)(x,\) € F(L(D)) lo cual es una
contradiccion ya que ambos vértices estan en Np(p). Asi tenemos que x € Np, por
lo tanto a es absorbido por x € Np. Con lo que queda demostrado que Np es

absorbente.

Por lo tanto Np es ntcleo de D. [ |

Observemos que tanto el producto lexicografico como la digrafica de lineas se
comportan de una manera bonita, ya que si sabemos que las digraficas tienen nicleo

entonces en el producto lexicogréfico o en la digrafica de lineas podemos asegurar la
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existencia de nicleo y viceversa.
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Capitulo 3
Seminucleos

En este capitulo relajaremos las condiciones pidiendo hipdtesis méas débiles. Nues-
tro problema ahora consiste en encontrar semintcleos, es decir, nos vamos a preguntar
si siempre que tengamos que las digraficas tienen semintucleos, entonces los productos
o la digrafica de lineas tendran seminticleo. También analizaremos el reciproco, si el
producto o la digrafica de lineas tienen semintcleo, entonces las digraficas originales

tendran un semintcleo.

3.1. Producto Directo

Primero analizaremos nuestro problema para el producto directo.

Teorema 3.1 Sean D, y Dy digrdficas con seminicleo, entonces el producto directo

de Dy y Dy tiene seminiicleo.

Demostracion. Sean Sp, y Sp, seminicleos de Dy y D,, respectivamente.

Afirmacion: Sp, x Sp, = {(a,b) € V(D1 x Ds)|a € Sp, v b € Sp,} es seminticleo
de D1 X Dg.

33
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Por demostrar que Sp, x Sp, es independiente. Sean (a,b),(c,d) € Sp, X Sp,,
%
entonces, a,¢ € Sp, y b,d € Sp,. Asi que a¢ ¢ F(D,) y bd ¢ F(D,), por lo que
(a,b)(c, d) ¢ F(Dy x D,). Por lo tanto Sp, x Sp, es independiente.

Ahora supongamos que existe una flecha f = (s1,82)(n,m) donde (s1,s5) €
Sp, X Sp, v (n,m) ¢ Sp, x Sp,. Por demostrar que existe una flecha de (n,m) a
Sp, X Sp,. Como existe la flecha f, tenemos que 511 € F(D;) y 5am € F(D,), por lo
quen ¢ Sp, y m ¢ Sp, por la independencia de S;. Como s, s2 estan en semintcleos,
entonces existen las flechas 7%% € F(D;) con sf € Sp, vy 77?5) € F(D,) con s; € Sp,.
Y por la definicion de Dy x Dy existe (n,m)(s}, s5) € F(D; X Ds). Asi tenemos que

existe una flecha de (n,m) a Sp, x Sp,.

Por lo tanto D; x D, tiene seminucleo. [ |

Si el producto directo de las digraficas Dy y Dy tiene semintiicleo, entonces no
necesariamente tanto D; como D, van a tener semintcleo. Para dar un ejemplo de
esto veamos la figura donde la digrafica D; es un ciclo dirigido de longitud tres
y D, una trayectoria dirigida de longitud dos. Se puede ver que el producto directo
Dy x Dy tiene como niicleo al conjunto de vértices negros, el cual es un seminiicleo,

pero D; no tiene semintcleo.

3.2. Producto Fuerte

Ahora analicemos el producto fuerte.

Teorema 3.2 Sean D, y D, digrificas con seminicleo, entonces el producto fuerte

de D1 y Dy tiene seminticleo.

Demostracion. Sean Sp, y Sp, seminiicleos de Dy y Dy, respectivamente.

Afirmacion: Sp,xp, = {(a,b) € V(Dy X Dy)|a € Sp, y b € Sp,} es un semint-
cleo de D; X Ds,.
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Por demostrar que Sp,xp, es independiente. Sean (a,b), (¢,d) € Sp,xp,, es decir,
a,c € Sp, yb,de Sp,, entonces at ¢ F(D;)y b ¢ F(D,), por lo tanto (a,c)(b,d; ¢
F(D; X Dy). Asi tenemos que Sp,xp, es independiente.

Ahora supongamos que existe una flecha f = (s1,s2)(n,m) donde (s1,s9) €
Spyrp, ¥ (n,m) ¢ Sp,rp,. Por demostrar que existe una flecha de (n,m) a Sp,xp,-

De la existencia de f tenemos tres casos:

I 51 € F(Dy)y 51 € F(Dy). Este caso es inmediato, ya que DX Dy D Dy x Ds.
Notemos que nuestro seminticleo que proponemos para el producto fuerte y

directo es el mismo.

M. 517 € F(Dy) y ss = m. Como s; € Sp, y n ¢ Sp,, existe una flecha de n a
Spy, es decir, ns; € F(D;) con s € Sp,. Asi tendremos que (n,m)(s},s2) €
F (D1 X Dy), donde (s}, s2) € Sp, ¥ .Sp,.

1. 5917 € F(D,) y s1 = n. Este caso es anéalogo al anterior.

Por lo tanto existe una flecha de (n,m) a Sp,rp,- |

Al analizar nuestro problema cuando el producto fuerte de las digraficas D; con
Dy tiene seminticleo no logramos demostrar que D; y D, tuvieran semintcleo, ni

logramos dar un contraejemplo.

3.3. Producto Cartesiano

En el capitulo anterior habiamos visto que si Dy y D, tienen ntcleo no necesa-
riamente D;0D; tiene nicleo. Ahora demostraremos un resultado que nos asegura

la existencia de semintcleos en el producto cartesiano.

Teorema 3.3 Sean Dy y Dy digrificas. Si D1 y Dy tienen seminicleo, entonces el

producto cartesiano de Dy y Do tiene semintcleo.

Demostracion.
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Sean Sp, v Sp, seminticleos de Dy y D, respectivamente.
Afirmacion: S = {(a,b) € V(D;0Ds)|la € S1y b€ Sa}.

Primero demostraremos que S es independiente. Sean (a,b), (¢,d) € S, asi tene-

mos que a,c € Sp, y b,d € Sp,. Como Sp, y Sp, son semintcleos, son independientes,

—
lo cual implica que at- ¢ F(Dy) y be ¢ F(Ds). Asi que (a, b)(c, d) ¢ F(D,0D,). Por
lo tanto S es independiente.

Sea (m,n) € S, es decir, m € Sp, y n € Sp, y supongamos que existe f =

oy
(m,n)(x,y; € F(D,0D,) con (z,y) ¢ S. Por demostrar que existe (z,y)S € F(D;
aD,).

Como existe la flecha f y de la definicion de producto cartesiano tenemos dos

Casos:

. B
. m& € F(D;y) y n =y. Como m € Sp,, entonces existe zm’ € F(D;) donde
m’ € Sp, y como n =y tenemos que existe (x,y)(m/, n) € F(D,0Dy).

. —
1L nf) € F(Dy) y m = 2. Como n € Sp,, entonces existe yn’ € F(D;) donde

n' € Sp, y como m = x tenemos que existe (z,y)(m,n') € F(D,0D,).

Por lo tanto S es semintcleo. [ |

Ahora nos preguntamos si siempre que el producto cartesiano D;0D, tiene se-
mintcleo entonces Dy y D, van a tener semindicleo. Esto es falso y para ver un
contraejemplo veamos la figura [2.11] en la que tenemos dos digraficas Dy y Dy, am-
bas digréaficas ciclos dirigidos de longitud tres. Los vértices negros en D00, forman
un nicleo de D0OD, por lo que también forman un semintcleos, pero Dy no tiene

semintcleo.

3.4. Producto Lexicografico

Sigamos nuestro andlisis con el producto lexicografico.
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Teorema 3.4 Sean D y H digrdficas. Entonces D y H tienen seminicleo si y sdlo

si el producto lexicogrdfico H[D)] tiene seminicleo.

Demostracion. =] Sean Sp y Sy semintcleos de D y H, respectivamente.

Afirmacién: Syp) = {(z,y) € V(H[D])|x € Sp y y € Sy} es un seminticleo de
HI[D].

Por demostrar que Syp) es independiente. Sean (vq,vs), (vs,v4) € Suip) ésto nos
dice que vy,v3 € Sp ¥y vy, v4 € Sy, entonces v1v4 ¢ F(D) y vov; ¢ F(H). Asi que
(v1, va)(vs, v4; ¢ F(H[D)). Por lo tanto Syp) es independiente.

Sea (a,b) € Spypj, es decir, a € Sp, b € Sy y supongamos que existe f =
(a,b)(c,d) € F(H[D]) donde (c,d) ¢ Sup). Por demostrar que existe una flecha de

(c,d) a Spp). Por la existencia de f tenemos dos casos:

L b=dyat e F(D). Como at € F(D), ¢ ¢ Sp. Asi que ¢§ € F(D) para
alguna s € Sp, ya que a € Sp y Sp es semintdcleo. Asi tenemos que existe
(c,d)(s,d) € F(H[D]) de donde (s,d) € Syp) ya que d =b € Spy.

. bd € F(H). Como d ¢ Sy, yaque b € Sy y bd € F(H), entonces existe
%
ds € F(H) donde s € Sy, por lo tanto existe (c, d)(a, s) € F(H[D]) de donde
(a,s) € Sup)-

Por lo tanto Sy(p) es un semintcleo de H[D].

<] Sea Spyp un semintcleo de H[D].

Afirmacién: Sy = {b|(a,b) € Sup)} es un semintcleo de H.

Por demostrar que Sy es independiente. Sean z,y € Sy con x # y, es decir, existe
a,b € V(D) tal que (a,z), (b,y) € Sup)-Ya que Syp) es semintcleo (a,z)(b,y) ¢
F(HI[D)), entonces zfj ¢ F(H).

Ahora supongamos que existe una flecha de f = 5% € F(H), donde s € Sy y
x ¢ Sy. Por demostrar que existe una flecha de z a Spy.

Como s € Sy, entonces existe sq € V(D) tal que (sq,5) € Syp)- Ya que x ¢ Sy
para toda o € V(D), (a,x) ¢ Sup). Ademéas por la existencia de f y la definicion
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del producto lexicografico (sq,s)(c,x) € F(H[D]) para toda «. Por lo tanto existe
(o, x)(s},s*) € F(H[D]) con (s}, s*) € Suip), asi que s* € Sy. Por la definicion de
las flechas tenemos dos opciones a) © = s* y a—sfl € F(D)o b)a? € F(H). a) no es
posible, ya que como x = s se tendria que s,z € Sy. Asi tenemos que pasa b), por

lo que existe una flecha de xz a Sy. Por lo tanto Sy es un seminticleo de H.

Para encontrar un semintcleo de D hagamos lo siguiente: Sea C; una columna
de H[D] tal que tenga vértices del semintcleo de Syp). La digréafica inducida por C;
denotada por C es isomorfa a D. Si encontramos un semintcleo en C', tendriamos
un seminticleo para D. Por demostrar que Sc = {Sup) N C;} es seminiicleo de C.
Claramente Sc es independiente, ya que es un subconjunto de vértices de Spp).
Por demostrar que si existe f = (cuz')(b,z'; € F(C) donde (a,7) € Scy (b,i) ¢ Se,
entonces existe (l),i—)Sc>—ﬂecha. Como existe f, debe de existir f; = (b,i)(d,h) €
F(H[D]) donde (d,h) € Spip), por definicién de seminiicleo. (d,h) € Se, de lo
contrario tenemos i # h por lo que ih e F(H), asi existe (a,i)(d,h) € F(H[D]), lo
cual no es posible ya que ambos vértices estan en Sc. Por lo tanto (d, h) € S¢. Por

lo que queda demostrado que C' tiene semintcleo. |

3.5. Digrafica de Lineas
Para terminar el capitulo estudiaremos nuestro problema en las digréafica de lineas.

Teorema 3.5 Sea D una digrdfica, entonces D tiene seminicleo si y solo si la di-

grifica de lineas, L(D), tiene seminicleo.

Demostracion. =] Sea S un seminticleo de D.

Afirmacién: Sypy = {(z,y) € V(L(D))|y € S} es seminticleo de L(D).

Por demostrar que Sp(py es independiente. Sean (z, ), (y, 3) € Sip), es decir,

a, S € S. Supongamos que existe (x,«)(y, 3) € F(L(D)), entonces a = y, ésto no es
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posible ya que cﬁ = ﬁ ¢ F (D) porque son vértices del seminticleo S. Por lo tanto
St(p) es independiente.

Ahora supongamos que existe f = (x,a)(a,yi € FtL(D)) donde (z,a) € Spp)
y (o,y) ¢ Sppy- Por demostrar que existe (a,y)Spp)-flecha en F(L(D)). Como
aff € F(D) con o € S,y ¢ Sy sabiendo que S es un seminticleo, entonces
existe 7§ € F(D) donde s € S. Por lo tanto existe (a,y)(y,s) € F(L(D)) donde
(y,s) € Syp)-

<] Sea Sp(p) un semintcleo de L(D).

Afirmacién: Sp = {b|(a,b) € Sr(p)} es un semintcleo de D.

Por demostrar que Sp es independiente. Sean x,y € Sp, es decir, existe («, z),
(B,y) € Si(p) ¥ supongamos que j € F(D). Asi tenemos que (z,y) € V(L(D))
y (a,x)(:p,y; € F(L(D)). Podemos observar que (x,y) ¢ Sip), por lo que existe
(x,y)(y,d; € F(L(D)) donde (y,d) € Sipy. Pero (ﬁ,y)(y,d; € F(L(D)) lo cual
contradice que Sp(p) es independiente.

Ahora supongamos que existe (b,«) € F(D) con a ¢ Sp y b € Sp. Por demostrar
que existe oz—Sl;—ﬂecha. Como ba € F(D), (b,a) € V(L(D)). Como b € Sp tenemos
que existe (a,b) € Sppy, asi (a,b)(b,a) € F(L(D)) y como (a,b) € Sppy ¥ Si(p)
es seminticleo existe (b, «)(a, s) € Frpy donde (a,s) € Sypy, es decir, s € Sp, asi

tenemos que aé € F(D). Por lo tanto existe una flecha de « a Sp. |
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(k,1)-Nrcleos

En este capitulo centraremos nuestra atenciéon en una generalizacion del concepto
de nucleo el cual se llama (k,1)-nicleo. Nuestro problema sera encontar un (k,1)-
nicleo en el producto de Dy y Dy o en la digrafica de lineas L(D) sabiendo que
D1,Dy y D tienen (k,l)-nicleo. También analizaremos el reciproco, si el producto
de Dy y Ds o la digrafica de lineas L(D) tienen (k,()-niicleo, entonces Dy,Dy y D

tendran (k, [)-nacleo.
Definicién 4.1 Sea D una digrdfica.

1. Un conjunto S C V(D) es k-independiente, si para cualesquiera dos vértices

u,v € S, conu#v, dp(u,v) > k.

11. Un conjunto S C V(D) es l-absorbente, si para cada z € (V(D)\S) existe

una zS-trayectoria de longitud menor o igual que I, por lo que dp(z,S) <.
Definicion 4.2 Sea D una digrifica y S C V(D). S es un (k,l)-nacleo de D si
I. S es k-independiente.
1. S es l-absorbente.

Observacion: Un nicleo es un (2, 1)-nicleo.

41
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4.1. Producto Cartesiano

Con esta operacion vamos a tener que si las digraficas Dy y Dy tienen (k,l)-
niicleo no necesariamente el producto cartesiano de Dy con Dy tiene (k,[)-niicleo.
En la figura tenemos dos digraficas Dy con V(D) = {1,2,3,4} v F(D) =
{ZH, 37, ﬁ, ﬁ} y D5 una trayectoria de longitud dos, las cuales tienen como ntcleo,
es decir (2, 1)-ntcleo, al conjunto de vértices negros en cada digrafica. Ya habiamos

visto que D10Ds no tiene nucleo, es decir no tienen un (2, 1)-nucleo.

También tenemos que si D10D; tiene (k,[)-nicleo no necesariamente las digra-
ficas Dy y Dy tienen (k,[)-nucleo. En la figura tenemos dos digraficas Dy y D,
ambas son ciclos dirigidos de longitud tres. Un niicleo de D;0D, esté formado por
los vértices negros en Dy0Ds, pero recordemos que un nicleo es un (2, 1)-nticleo, asi
D,0D; tiene un (2, 1)-niicleo. Pero Dy no tiene nicleo, es decir, no tiene un (2, 1)-

nucleo.

4.2. Producto Directo

Al analizar nuestro problema para el producto directo, es decir, encontrar un
(k,l)-ntcleo en el producto de Dy y Dy sabiendo que Dy y Do tienen (k,[)-nicleo y
viceversa, vamos a tener que si el producto directo de Dy con Dy tiene (k, [)-ntcleo no
necesariamente las digraficas Dy y Ds tendran (k,[)-nucleo. Para dar un ejemplo de
esto veamos la figura donde la digrafica D; es un ciclo dirigido de longitud tres y
Dy una trayectoria dirigida de longitud dos. Se puede ver que el conjunto de vértices
negros en el producto directo Dy x Dy es un nicleo, por lo que es un (2, 1)-nticleo.

Pero Dy no tiene nicleo, es decir, Dy no tiene un (2, 1)-nicleo.

Pero si Dy y D, tienen (k,[)-ntcleo, no llegamos a una conclusion, ya que no se

logré demostrar que Dy x Dj tuviera (k,[)-niicleo, ni se logré dar un contraejemplo.
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4.3. Producto Fuerte

Nos preguntamos nuestro problema para el producto fuerte, es decir, si las digra-
ficas Dy y D, tienen (k,[)-nicleo, entonces el producto fuerte de Dy con Dy tiene

(k,l)-ntcleo y viceversa.

Teorema 4.1 Si las digrdficas Dy y Dy tienen (k,l)-nicleo, entonces el producto
fuerte de Dy con D tiene (k,1)-nicleo.

Demostracion. Sean Np, y Np, (k,l)-ntcleos de Dy y D,, respectivamente.

Afirmacion: Np,xp, = {(n;,n;)|ni € Np, y nj € Np,} es un (k,l)-ntcleo de
Dy X D,.

Por demostrar que Np,xp, es l-absorbente. Sea (a,b) ¢ Np,xp,, es decir, a ¢ Np,
6bé¢ Np,:

I. Si a ¢ Np,, entonces existe una trayectoria dirigida Tp, = (a, 1, ..., Ty_1,M11)
en Dy donde n; € Np, v de longitud m < [. Si ademéas b € Np,, entonces en
Dy X D existe una trayectoria dirigida Tp,xp, = ((a,b), (z1,0), ..., (Xym_1,b),
(n1,b)) en Dy X Dy donde (ny,b) € Np,xp, de longitud m < [. Por lo tan-
to (a,b) es l-absorbido por Np,xp,. Véase la figura Pero si b ¢ Np,,
entonces b es l-absorbido por Np,, es decir, existe una trayectoria dirigida
Tp, = (b,y1, ., Yn—1,n2) en Dy donde ny € Dy de longitud n < [. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que m < n, entonces por la definicion del produc-
to fuerte, existe una trayectoria dirigida Tp,rp, = ((a,b), (x1,41), -, (N1, Ym))-
Como (Ym, Yms1), -, (Yn_1,m2) € F(D3), entonces existe la trayectoria dirigi-
da Th gp, = ((a,0), (x1,y1), .., (N1, Ym), (N1, Y1), - (1, 12)) con (n1,mp) €

Np,xp, de longitud n < [. Por lo tanto (a,b) es [-absorbido por Np,xp,. Véase

la figura [4.2]

1II. Si a € Np, entonces b ¢ Np,. Asi que b es [-absorbido por Np,, es decir,
existe en Dy una trayectoria dirigida Tp, = (b, y1, ..., Yn_1, n2) donde ny € Np,

y de longitud n < [. Entonces por la definiciéon del producto fuerte, existe
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Figura 4.1: Ejemplifica la [-absorbencia en el caso de que a ¢ Np,y b € Np,.

una trayectoria dirigida Tp,xp, = ((a,b), (a,y1), ..., (@, yn—_1), (a,n2)) con (a, ns)

€ Np,up, de longitud n <. Por lo tanto (a,b) es [-absorbido por Np,xp,.

Asi queda demostrado que Np,xp, es [-absorbente.

Ahora demostraremos que Np,gp, es k-independiente. Sean (a,b), (¢,d) € Np,gp,,
es decir, a,c € Np, y b,d € Np,. Supongamos que existe una trayectoria dirigi-
da Tp,rp, = ((a,0), (X1, 1), vy (Tn—1,Yn-1), (¢,d)) en D1 B Dy de longitud n < k.
Sean P)(Tp,xp,) ¥ P2(Tp,xp,), las proyecciones de Tp,xp, sobre Dy y Dy respec-
tivamente, véase la definicion Ast P(Tp,mp,) = C1 = (a,71,...,Ty_1,¢) ¥
Py(Tp,wp,) = Cy = (b,y1,...,Yn_1,d). Notemos que C; y Cy son caminos dirigi-
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Figura 4.2: Ejemplifica la [-absorbencia en el caso de que a ¢ Np,y b ¢ Np,.

dos y ambos de longitud n < k y estos caminos contienen trayectorias dirigidas T,
y T, de longitud menor o igual a n. Lo cual es una contradiccion, ya que a,c € Np,,
b,d € Np, vy Np,, Np, son (k,l)-nucleos, por lo que son k-independientes. Por lo

tanto Np,xp, es k-independiente.

Por lo que Np,mp, es (k,l)-ntcleo de Dy X Ds.

Al analizar nuestro problema cuando el producto fuerte de Dy con Dy tiene (k,1)-
nicleo no logramos demostrar que Dy y Dy tenian (k,1)-nacleo, ni logramos dar un

contraejemplo.
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4.4. Producto Lexicografico

Ahora toca el turno de analizar el producto lexicografico. Sean H y D digraficas.
Si H y D tienen (k,[)-ntcleo no necesariamente el producto lexicografico H[D] tiene
(k,l)-ntcleo. En la figura tenenos dos digraficas D y H las cuales tienen un
(4,2)-nacleo, Np = {2,6} y Ny = {1, 5}, respectivamente. Demostraremos que en el
producto lexicografico de H con D no vamos a tener un (4,2)-nticleo. Supongamos
que existe un (4, 2)-ntcleo, Nyp), en H[D]. El vértice (6,1) tiene que estar en Nyp,
por ser de exgrado cero y éste 2-absorbe a los vértices (5, 1), (4,1), (¢,2), (i,3) con i =
1,2,3,4,5,6. El vértice (3,1) no puede estar en Ngp), ya que dgp)((3,1)(6,1)) = 3,
por lo que debe de ser 2-absorbido por algtin vértice en Ngp). Notemos que los tinicos
vértices que 2-absorben al vértice (3, 1) y que estan a distancia mayor o igual a 4 con
el vértice (6,1) son (2,1) y (1,1). Metemos a Ngp) el vértice (2,1). Este vértice 2-
absorbe a los vértices (3,1) y (1, 1). Observemos que los vértices de la forma (i,4) con
i=1,2,3,4,5,6 no pueden agregarse a Nyp), ya que dgp)((i,4),{(6,1),(2,1)}) = 3.
Por lo que tenemos que buscar un tercer vértice que los 2-absorba ya que tampoco
los absorbe el (2,1). Podemos elegir algtiin vértice de la forma (7,5) o de la forma
(4,6) coni = 1,2,3,4,5,6. Elijamos al vértice (2,5) para agregarlo a Ny p). El vértice
(2,5) 2-absorbe a los vértices (3,5), (1,5), (¢,4), (,6) con ¢ = 1,2,3,4,5,6. Asi solo
nos quedan los vértices (4,5),(5,5),(6,5), pero dgpi((¢,5)(2,5)) = 3 con i = 4,5,6,
por lo que no los podemos agregar al (4,2)-ntcleo pero no son 2-absorbidos. Notese
que algo anélogo pasa si incluimos (1,1) en vez del (2,1) o si incluimos (7,5) 6 (,6)

en lugar de (2,5). Por lo cual H[D] no tiene un (4, 2)-nucleo.

Teorema 4.2 Sean H y D digrdficas. Si el producto lexicografico H|D) tiene (k,1)-

nicleo, entonces H y D tienen (k,l)-nicleo.

Demostracion. Sea Nyjp) un niicleo en H[D]. Primero demostremos que H tiene
(k,1)-ntcleo.

Afirmacién: Ny = {b € V(H)|(a,b) € Nyp} es un (k,)-nicleo de H.
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Figura 4.3: H y D tienen un (4,2)-nicleo pero el producto lexicografico de H con D

no tiene. En H[D]| nos faltaron aristas por poner.
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Primero demostraremos que Ny es k-independiente. Supongamos que Ny no es
k-independiente. Sean a,b € Ny y Ty = (a,x1, ..., T,_1,b) una trayectoria dirigida
en H de longitud n < k. a,b € Ny implica que (c,a), (d,b) € Nyp). Por la definicion
de H[D] y la existencia Ty, existe Typ) = ((c,a), (Y1, 21), .-y (Yn—1,Tn-1), (d, b)) una
trayectoria dirigida en H[D] de longitud n < k. Esto es una contradiccion, ya que
(c,a),(d,b) € Nugp) y Nupp) es k-independiente.

Por lo tanto Ny es k-independiente.

Ahora demostraremos que Ny es [-absorbente. Sean b ¢ Ny. Por demostrar que
b es l-absorbido por Ng. Como b ¢ Ny implica que para toda x € V(D) se tiene que
(,b) &€ Nyp). Asi (z,b) es l-absorbido, es decir, existe Tyip) = ((2,0), (z1,91), ...
(Tp—1,Yn-1), (c,d)) con (c,d) € Npyp) una trayectoria dirigida en H[D] de longi-
tud n < I. Sea Py(Typ)) la proyeccion de Tyip) en H. Asi P(Typ) = C =
(b, Y1, -, Yn—1,d) es un camino dirigido de longitud n < I. Observemos que (¢, d) €
Npg(p) implica que d € Ng. Sabemos que C' contiene una bd-trayectoria dirigida Ty
de longitud m < n < [. Por lo tanto b es l-absorbido por Ny. Véase la figura

Por lo tanto Ny es [-absorbente.
Por lo que Ny es (k,[)-ntcleo de H.

Ahora demostremos que D tiene (k,l)-nicleo. Sea C; una columna tal que A # ()
donde A = {C; (| Nup}-

Afirmacién: Np = {a|(a,i) € A} es un (k,[)-ntcleo de D.

Demostracion. Primero veamos que Np es k-independiente. Sean a,b € Np y
supongamos que no es k-independiente, es decir, existe una trayectoria dirigida
Tp = (a,x1,...,2,_1,b) en D de longitud n < k. Asi existe una trayectoria diri-
gida Typ) = ((a,1), (21,1), ..., (xn-1,7) (b,7)) en H[D] de longitud n < k, lo cual
es una contradiccion ya que (a,i), (b,i) € Ay por ser A C Nyp) y Nupp) es un

conjuntok-independiente, entonces dypj((a, ), (b,7)) > k.
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Figura 4.4: Descripcion de la [-absorbencia de Ny.

Ahora demostraremos que Np es [-absorbente. Sea a ¢ Np lo que implica que
(a,7) ¢ Npgp) por lo que es [-absorbido por Nypj. Asi existe Typ) = ((a, %), (z1,41), .-,
(Tn—1 ,Yn-1),(c,d)) con (c,d) € Npgip) una trayectoria dirigida en H[D] de lon-
gitud n < [. Supongamos que (¢,d) ¢ A. Sea (n,i) € A, ya que (a,i)(x1,y;
€ F(HI[D]), existe una flecha f = (n,i)(z1,y1) € F(H[D]). Asi tenemos 7" =
((n,4), (1,91), -, (Tn—1,Yn-1), (¢,d)) una trayectoria dirigida en H[D] de longitud
n < [. Esto es una contradiccion ya que (n, i), (¢,d) € Ngp) y Nu(p) era un conjunto
k-independiente donde I < k. Por lo tanto (c,d) € A. Sea P,(Typ)) la proyeccion
de Tyip) en D. Asi P\(Typ)) = (@, 1, ..., Tr—1,¢) es un camino dirigido de longitud
n < [, el cual contiene una trayectoria dirigida de a a ¢ de longitud m <n <. Ob-
servemos que como (¢, d) € A implica que ¢ € Np. Asi tenemos que a es [-absorbido

por Np. Véase la figura 4.5 Por lo que Np es [-absorbente.
Por lo tanto Np es (k,[)-nacleo de D. |
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Figura 4.5: Descripcion de la [-absorbencia de Np.

4.5. Digrafica de Lineas

Para terminar con este capitulo estudiaremos nuestro problema para la digréafica

de lineas.

Teorema 4.3 Sea D una digrifica. Si D tiene (k,l)-nicleo, entonces la digrifica de
lineas L(D) tiene (k,l)-nicleo.

Demostracion. Sea Np nicleo de D.

Afirmacién: Nppy = {(z,y) € V(L(D))|y € Np} es un nicleo de L(D).

Demostremos que Nppy es l-absorbente. Sea o ¢ Np(py donde a = (a,b) con
a,b € V(D). Lo que implica que b ¢ Np. Por lo cual es l-absorbido por Np, es
decir, existe Tp = (b, x1,...,5_1,n) con n € Np, una trayectoria dirigida en D con

longitud s < I. Por lo tanto en L(D) existe Tppy = ((b, 1), (z1,%2), ..., (Ts—1,1)) una
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trayectoria dirigida en L(D) de longitud s — 1. Observemos que (2,_1,n) € Nppy,
ya que n € Np. Ademas sabemos que existe el vértice o = (a, b), por lo que podemos
formar una nueva trayectoria dirigida T}J( py = aU Tr(py y como solo le agregamos
una flecha tiene longitud s. Entonces a es [-absorbido por Np(p), ya que s < [. Por
lo tanto Np(p) es l-absorbente. Véase la figura

Figura 4.6: Descripcion de la [-absorbencia de Np,p).

Ahora demostraremos que Nppy es k-independiente.

Supongamos que Ny (py no es k-independiente. Sean (a,b), (¢,d) € Ny(py, lo cual
implica que b, d € Np, y supongamos que existe Ty, py = ((a,b), (b, 1), ..., (Tp—1,d) =
(¢,d)) una trayectoria dirigida en L(D) de longitud n < k. Por lo que en D existe
Tp = (a,b,xq,...,x,—1 = ¢,d) una trayectoria dirigida de longitud n + 1. De Tp
obtenemos una trayectoria dirigida T}, = (b,z1,...,2,_1 = ¢,d), la cual fue obte-
nida al quitar la primer flecha de Tp, por lo que T}, tiene longitud n < k. Por
lo tanto d(b,d) < n < k, lo cual es una contradiccon, ya que b,d € Np y Np es
k-independiente. Véase la figura . Entonces Np(p) es k-independiente.

Asi queda demostrado que Nppy es (k,[)-nicleo. [ |

Definicién 4.3 El cuello de una digrdfica D es la longitud del ciclo dirigido de

longitud minima en D.
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Figura 4.7: Descripcion de k-independencia de Ni,p).

Para obtener el reciproco del teorema [4.3| es necesario pedir algunas condiciones

a la digrafica. Para eso vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 4.4 Sea D una digrdfica con cuello g > | donde 1 < 1 < k y sea Np(p) un
(k,1)-niicleo de la digrdfica de lineas L(D). Si (u,v) € Nipy entonces (x,v) € Npp)
para toda T0 € F(D).

Demostracion. Sea (u,v) € Nyp) y supongamos que (x,v) ¢ Nppy, entonces es I-
absorbido por Ny (p), es decir, existe una trayectoria dirigida Tp,py = ((z,v), (v, 1),
coey (=1, ) con (on—1,y) € Nppy y longitud n < 1. Como (u,v), (v, 1) € V(L(D))
tenemos que existe f = (u,v)(v,a;) € F(L(D)). Cambiamos la primer flecha de
Trpy por f y tenemos una trayectoria dirigida Ti(D) = ((u,v), (v,1), ..., (n—1,Y))
de longitud n <1 < k. Si (u,v) # (a,_1,y), entonces es una contradiccion, ya que
como (u,v), (n-1,y) € Nppy sabemos que dr(p)((u,v), (an—1,y) > k. Por lo tanto
(z,v) € Np(p). Véase la figura

Si (an-1,y) = (u,v), entonces existirfa un ciclo dirigido C' = ((u, v)(v, 1), (a1, a2)
s ooy (1, y) = (u,v)) de longitud n < [. Lo cual contradice que el cuello sea al menos
g > 1. Por lo tanto (a,—1,y) # (u,v). Véase la figura [1.§ |
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Figura 4.8: La figura de la izquierda ilustra cuando (a,_1,y) = (u,v), mientras la

figura de la derecha (a,,_1,v) # (u,v).

Teorema 4.5 [ Sea D una digrifica con cuello g > 1, donde | < k y el ingrado

minimo en D es al menos 1. D tiene (k,l)-nicleo si y sélo si la digrifica de lineas
L(D) tiene (k,l)-nicleo.

Demostracion.on.

=] Es un caso particular del teorema

<=| Sea Npp) el ntcleo de L(D).

Afirmacién: Np = {y|(z,y) € N(p)} es ntcleo de D.

Por demostrar que Np es absorbente. Sea y ¢ Np. Por demostrar que y es
l-absorbido por Np. Como y ¢ Np implica que (z,y) ¢ Ny, por lo que es I-
absorbido, es decir, existe una trayectoria dirigida 77,(py = ((z,¥), (¥, a1), ..., (=1, 1))
con (as—1,n) € Npp) por lo que n € Np y de longitud s < [. Pero de la trayectoria
dirigida 7’,(p) obtenemos Tp = (x,¥, o, ..., as_1,n) una trayectoria dirigida en D de
longitud s + 1, por lo que podemos encontrar T}, = (y, aq,...,as_1,n) de longitud

s <l ycomon € Np entonces y es [-absorbido por Np. Véase la figura [4.9

Ahora demostremos que Np es k-independiente.
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Figura 4.9: Descripcion de la [-absorbencia de Np.

Supongamos que Np no es k-independiente. Sean a,b € Np y supongamos que
existe Tp = (a, z1, x9, ..., T,_1, b) una trayectoria dirigida de longitud n < k. Ademas
como b € Np, entonces existe (z,b) € Nypy para algin z € V(D) y por el lema
(rp—1,0) € Np(p). Asi tenemos que Typy = ((a, 1), (21, 22), ..., (Tp—1,D)) es una
trayectoria dirigida en L(D) de longitud n — 1. Como a € Np existe (w,a) € Np(p)
asi tenemos una trayectoria dirigida T}J(D) = (w,a) U Typy de longitud n < k, por
lo tanto drp)((w,a), (xn—1,b)) < n < k. Esto es una contradiccion, ya que como
(w,a), (tn-1,b) € Nr(p), entonces dr(p)((w,a), (zn—1,b)) > k. Véase la figura .10}
Por lo tanto Np es k-independiente. |

Definicién 4.4 Sea D una digrifica y S C V(D). S es un k-nicleo de D si

1. S es k-independiente.

1. S es (k— 1)-absorbente.

Corolario 4.6 Sea D una digrdfica con cuello g > k—1 dondel < k—1 y el ingrado
minimo en D es al menos uno. D tiene k-nicleo si y solo si la digrifica de lineas,
L(D), tiene k-nicleo.
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Figura 4.10: Descripcion de la k-independencia de Np.

El corolario anterior se puede mejorar quitando la condicién de que el ingrado

minimo en D es al menos uno y ain el resultado es cierto.

Teorema 4.7 Sea D una digrdfica con cuello g > k — 1 donde | < k — 1, entonces

D tiene k-nicleo si y sdlo si la digrdfica de lineas L(D) tiene k-nicleo.

Demostracion.

—| Caso particular del teorema [4.3]

<=]| Sea Np(p) un k-nicleo de L(D).

Afirmacién: Np = {n;|(z;,n;) € Ny} U{z|0p5(2:) = 0y drpy (@i, 25), N(py)
= k — 1 para toda z; exvecino de z; } es k-nicleo de D.

Denotaremos por A = {n;|(z;,n;) € Nypy} y por B = {z;|dp(x;)) = 0y
drpy((wi, ;) , Nypy) =k — 1},

Demostraremos que Np es (k — 1)-absorbente. Sea b ¢ Np, entonces b ¢ Ay

b ¢ B. Asi tendremos los siguientes casos:

. Sibg Ay d(b) # 0. Como 6~ (b) # 0, existe z; € V(D) tal que Eg € F(D).
Por lo que en L(D), (x;,b) € V(L(D))\Nry, por lo tanto (z;,b) es (k — 1)-
absorbido, es decir, existe una trayectoria dirigida Trpy = ((;,b), (b, 1), ...,

(an—1 ,y)) donde (on—1,y) € Np(p). De aqui tenemos que y € Np y ademés
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Tr(py tiene longitud n < k — 1. De Ty,py obtenemos Tp = (2, b, a1, ..., tp—1, )
una trayectoria dirigida en D de longitud n + 1. Pero si eliminamos el primer
vértice de Tp, obtenemos T}, = (b, vy, ..., 1, y) una trayectoria dirigida de
longitud n < k — 1. Por lo tanto, b es (k — 1)-absorbido. Véase la figura

1. b §é A, (57(b) =0y dL(D)((xi,xj),NL(D)) 7é k—1.

a) Sib¢ A, 07(b) =0y dppy((z5,25), Nypy) < k — 1. Como dppy((b, x;),
Nipy) < k — 1 existe (o, — 1,y) € Np(p) tal que hay una trayectoria
dirigida Tppy = ((b, ;), (x5, 1), ..., (n—1,¥)) de longitud n < k — 1, por
lo que en D existe una trayectoria dirigida Tp = (b, ;, a1, ..., p—1,y) de
longitud n+1 < k— 1. Por lo tanto b es (k — 1)-absorbido por Np, ya que
como (o, — 1,y) € Nppy implica que y € A C Np. Véase la figura m

Figura 4.11: Caso a) de la Demostracion.on del Teorema 4,7.

b) Sib ¢ A, 6 (b) =0y drpy((zi,2;), Nypy) > k — 1. Como dppy((b, x;)
,Nrpy) > k — 1, entonces (b, z;) no es (k — 1)-absorbido por Nppy. Asi
(b,x;) € Np(p)y, de donde x; € Np. Como (b, ;) € Nypy tenemos que
existe ZE; € F(D), es decir, b es 1-absorbido por Np y como 1 <k —1,b
es (k — 1)-absorbido.

Por lo tanto Np es (k — 1)-absorbente.
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Figura 4.12: Caso b) de la Demostracion.on del Teorema 4,7.

Ahora demostraremos que Np es k-independiente. Supongamos que Np no es

k-independiente, es decir, sean x,y € Np tales que existe una trayectoria dirigida

Tp = (z,04, ..., y_1,y) de longitud n < k. Asi tendremos los siguientes casos:

1.

IT.

III.

Si z,y € A. Como existe Tp, en L(D) existe una trayectoria dirigida Tp,py =
((z,0q) (0, a2), ..., (ap—1,y)). Sabemos que y € Np por lo que existe (z,y) €
Np(py para algan z € V(D), entonces por el lema [£.4] tenemos que (o1, y) €
Np(p). Ademés tenemos que la longitud de Tp(py es n — 1. También tenemos
que z € Np, por lo que existe (r,z) € Nppy para algin r € V(D). Ahora
construyamos una trayectoria dirigida (r,x) UTypy en L(D) de longitud n < k

lo cual es una contradiccion, ya que como (7, z), (-1, y) € Np(py tenemos que
drpy((r, x), (n-1,y)) > k. Véase la figura m

Siy € Ay x € B. Como existe Tp entonces en L(D) existe una trayectoria
dirigida Tr(py = ((x, a1)(on, @2), ..., (-1, %)) de longitud n — 1 < k — 1. Como
y € A tenemos que (a,y) € Np(p) para algiin a € V(D) y al aplicar el lema
anterior tenemos que (oy,-1,y) € Npp), ésto es una contradiccion, ya que
drpy((,0n), Nppy) = k — 1.

Si y € B. Este caso no es posible, ya que como existe la trayectoria dirigida Tp
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Figura 4.13: Descripcion del caso a) en la prueba de la k-independencia en el Teorema
4.7.
y por lo tanto la flecha o, 1 € D, lo cual implica que &, (y) # 0.

Por lo tanto Np es k-independiente.

Por lo tanto Np es k-nicleo. [ |



Capitulo 5

(k,1)-Ntcleos en generalizaciones de

operaciones en digraficas

En este capitulo analizaremos la existencia de (k,[)-nucleos en las generalizacio-
nes de la digrafica de lineas, del producto cartesiano y del producto lexicografico.

Para este capitulo tamamos como referencia [1] y [6].

5.1. Digrafica Parcial de Lineas

Sea D una digrafica y x € V(D) denotamos por w~(z) al conjunto de flechas
que tienen a x como terminal, es decir, w™(z) = {u# € F(D)}. Asi el ingrado de z
es 0~ (x) = |w(z)|. También si U C V, definimos w=(U) = {zj € F(D)ly € U y
x ¢ U}. Dado un conjunto de flechas Q C F'(D), las cabezas de (2 son los vértices en
el conjunto H () = {y|(x,y) € Q}.

Ahora definiremos una generalizacion de la digrafica de lineas, a la cual llamare-

mos digrafica parcial de lineas.

Sea D = (V, F') una digrafica y consideremos un subconjunto de flechas F’ C F

59
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y una funcién ¢ : F' — F’ tales que:

1. El conjunto de cabezas de ) # F' es H(F') = V.

1. La funcion ¢ fija los elementos de F'; asi que ¢|p = id, la funcion identidad,
y para cada vértice j € V, ¢(w™(j)) C w™(j) N F’, esto es que la funcion ¢

manda flechas con cabeza j a flechas de F’ con cabeza j.

Asi por L., |V| < |F'| < |F|. Notemos que la existencia de dicho subconjunto
F’ garantiza que 6 (i) > 1 para cada i € V. Entonces la digréfica parcial de lineas
de D, denotada por Lz 4D (pero como en el contexto es claro quien es (F', ¢), la
denotaremos solo por L£D), es la digrafica con el conjunto de vértices V(LD) = F' y
el conjunto de flechas es F(LD) = {(Z],¢(]k‘))|j¢ €Fy ﬁ € F'}.
Observacion. Si F' = F, entonces ¢ = id y la digrafica parcial de lineas es la

digrafica de lineas.

En la figura daremos un ejemplo de una digrafica G con 12 flechas y su
digrafica parcial de lineas con |F'| = 9 vértices. Las flechas que no estan en F’ son
; ; 12) = 33, ¢(34) = 54 y ¢(63) = 25

las que estan punteadas, ademés tenemos que ¢(12) = 42, ¢(34) = 54 y ¢(65) = 25.

En el capitulo anterior demostramos que la digrafica de lineas tiene (k, [)-nicleo si
y sblo si D tiene (k,l)-ntcleo y D cumple ciertas condiciones. Ahora demostraremos

un resultado analogo para la digrafica parcial de lineas.

Teorema 5.1 Sean k y | dos nimeros naturales tales que 1 <1 < k y sea D una
digrdfica, con ingrado minimo por lo menos uno y cuello por lo menos [+ 1. Entonces
D tiene (k,l)-nicleo si y solo si cualquier digrdfica parcial de lineas LD tiene un
(k,1)-nicleo.

Demostracion. Sea F' y ¢ que satisfagan los requerimientos de la digrafica parcial
de lineas, asi que L 4D = LD.

=—>| Supongamos que D tiene un (k,[)-ntcleo N.

Afirmacién: w=(N) N F’" es un (k,!)-nicleo de LD.
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Figura 5.1: A la izquierda se muestra la digrafica G y a la derecha la digrafica parcial

de lineas con respecto a F' y ¢

%

Demostraremos primero que w™ (N)NE" es k-independiente. Sean %, cd € wm(N)N
F' tal que dpp((a,b), (¢, d)) = t. Observemos que dp(b,d) > k porque b,d € N. Por
definicion de ¢, cualquier trayectoria dirigida de longitud minima de (a,b) a (¢, d) en

— s
LD es de la forma T = ((a, b), ¢p(bby), ¢(b1bs), ..., ¢(bi—1b;) = (¢, d)), donde b; € V(D)
= —

y bby, bbby € F(D), i =1,...,t — 1. Pero ¢(by_1b;) = (v, b;), entonces by = d. Asi
tenemos un camino C' = (b, by, ...,b, = d) de b a d de longitud ¢ en D. Esto significa
que t > dp(b,d) > k. Por lo tanto w™ (V) N F’ es k-independiente.

Ahora demostraremos que w™ (N)NF" es [-absorbente, es decir, dzp((u,v), w™ (N)
NF'") <[ para toda (u,v) € V(LD)\w™ (N) N F'". Sea (u,v) € V(LD)\w™(N) NF".
Notemos que v ¢ N, ya que siv € N tenemos que (u,v) € w™ (N) NF'. Entonces exis-
te z € N tal que dp(v, z) <[, porque N es (k,[)-nicleo de D. Sea dp(v, z) = d y con-
sideremos una trayectoria dirigida de longitud minima 7' = (v, vy, v, ..., Vg_1, Vg = 2)
en D de v a z. Por lo tanto C = ((u,v), p(v0}), ..., d(va_12)) es un camino dirigi-
do en LD de (u,v) a ¢(vs_1%) de longitud d. Véase la figura Observemos que
(vg_12) € w™(N) N F' porque z € N. Esto significa que dzp(uv,w™(N) N F') <
dep(uv, d(vg-12)) < d=dp(v,z) <. Con lo que queda demostrado que w™(N) N F’

es [-absorbente.
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Figura 5.2: La existencia de (u,v)¢(vvy) € C se debe a que vv; € F(D) C T C F(D)
y ¢(Uivi+1)¢(’0i+1’l)i+2) S C, Ya que, v;11V;42 € F(T) - F(D) para 1= 1, 2, ..d— 1, d.

<] Supongamos que K es un (k,[)-nicleo de LD.
Afirmacién: El conjunto de las cabezas, H(K), es un (k,[)-ntcleo de D.

Demostraremos primero que H(K) es k-independiente. Sea u,v € H(K) tal que
dp(u,v) = d . Por demostrar que d > k. Por la definicién de H(K) existen dos flechas
w1 t, 010 € F(D) tales que (uy, ), (v1,v) € K, por lo tanto dzp((uy, u), (v1,v)) > k,
ya que K es (k,l)-nticleo de £D. Ahora consideremos una trayectoria dirigida de
longitud minima (u, 1, ...,24-1,v) en D de u a v con longitud d y el correspondien-
te camino que genera ((uy, ), ¢(ux}), ..., d(T4_10)) en LD de longitud d. Vamos a

estudiar dos casos de acuerdo con que ¢(z4-10) ¢ K 0 ¢p(r4-10) € K.

1. Si¢(Za10) ¢ I, entonces existe una trayectoria (¢(Zg_10), p(093), ..., d(Ys—11s))
de longitud s < I de ¢(Zz_10) a algin vértice ¢(y,_1y.) € K. Véase la figu-
ra[5.3] Esto nos da una trayectoria ((vi,v), o(0y1), ... d(gs1e)) de (v1,0) € K
a qb(M) € K delongitud s. Observemos que (vy,v) # ¢(v_yl>), ya que, de otro
modo, y; = v y se tendria que vy € F (D), es decir, en D tendriamos un lazo
pero D no tiene lazos. Asi dyp((v1,v), ¢(Js_19s)) < s < | < k, ésto contradice la
k-independencia de K. Entonces (vy,v) = ¢(y;_1y,). Véase la figura .3 En este
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caso tenemos un ciclo dirigido ((vy,v), ¢(0y}), ..., d(Js—19.) = (v1,v)) de longi-
tud s en LD, entonces podemos encontrar un ciclo dirigido (vq, v, y1, ..., Ys—2, V1)
de longitud s < [ en D. Esto implica que D tiene cuello a lo més s < [, esto es

una contradiccion con la hipotesis, ya que, el cuello es por lo menos [ 4 1.

1L Si ¢(x4-1v) € K, tenemos que dep((ug,u), ¢(r4—10)) = d > k, ya que K es un

(k,l)-nucleo.

Asi queda demostrado que H(K) es k-independiente.

Figura 5.3: La figura de la izquierda ilustra el caso cuando (v, v1) # ¢(ys_1ys) mien-

tras la figura de la derecha el caso cuando (vy,v) = ¢(ys—1Ys)-

Ahora demostremos que H(K) es l-absorbente en D. Sea z € V(D)\H(K). Por
la definicién de F’, existe una flecha (u,z) € F’. Como z € V(D)\H(K) tenemos
que z ¢ H(K), entonces (u, z) ¢ K, por lo que es [-absorbido por K, es decir, existe
una trayectoria T = ((uz), ¢(221), ..., d(z_12.)) en LD de longitud s < I de (u,z) a
un vértice ¢(z,_12,) € K. Pero ¢(z,12,) = (@, z,) € K por lo que z, € H(K). Asi
hemos dado una trayectoria 7" = (z, z1, ..., 25) de z a 2z, € H(K) de longitud a lo
mas s <l en D. Véase la figurap.4] Por lo tanto H(K) es l-absorbente en D. W
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Figura 5.4: Descripcion de la absorbencia de H(K).

Corolario 5.2 Sea D una digrdfica con ingrado minimo por lo menos uno. Entonces

D tiene nicleo si y sdlo si cualquier digrdfica parcial de lineas LD tiene nicleo.

Demostracion. Recordemos que un nicleo es un (2, 1)-nacleo, ademés como en
D no hay lazos, tenemos que el cuello es por lo menos es 2 = [ + 1. Por lo que la

demostracion es un caso particular del teorema
[ |

5.2. Producto Cartesiano Generalizado

Definicién 5.1 Sea X una digrifica con un cojunto de vértices V(X)) = {xy, ..., xs}.
Sean Dy, D, ..., Dg digrificas de orden n con vértices V(D;) =V = {y1, ..., yn},
i=1,2 .5

El producto cartesiano generalizado de la digrdﬁca X y la secuencia de di-
grificas Dy, Do, ..., Dy es la dzgmﬁca X X (Dq, ..., Dy) tal que V(X x (D, ..., Dy)) =

V(X)xV y F(X x (D1,...,Dy)) = {(zi,y,)( x],yq;\ypyq € F(D;)) yao, = z; 0

725 € F(X) y yp =Yg}

Observemos que si ponemos D; = D, para toda ¢ =1, ..., s, obtenemos el produc-

to cartesiano de X y D.
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Para ver un ejemplo del producto cartesiano generalizado véase la figura [5.5

A continuacion demostraremos un lema, el cual es muy importante ya que nos va

a ayudar a encontrar un (k,[)-ntcleo para X x (Dy, ..., D;).

Lema 5.3 Sean (z;,y,), (z;,y,) dos vértices diferentes arbitrarios de V(X x (Dx, ...,
Dy)). Entonces o < dxx(p,....n.) (i, yp), (25,5)) < B, con

dx (i, x;) parai#jyp=q
o= dx(ziz5)+1 para i # j yp#q
m{n{dDz (ypa yq)7 dDo (y;m yq) + 2} para 1= ] yp 7"é q

B = dx (i, x;)+min{dp, (Yp; Yq), dDj (Yp>Yg) }»
donde Dqy denota la digrifica definida de la siguiente forma: V(Do) =V = {y1, ..., yn}
Y Yoo € F(Dy) siy solo si existe 1 < i < s tal que gy, € F(D;). Obsérvese que

F(Dy) es la union de las proyecciones de D;, para toda i.

Demostracion. Sean (z;,y,), (¢, y,) dos vértices arbitrarios en V(X x(Dy, ..., Dy)).
Por la definicion de X x (Dy,..., D;) es claro que dx(p,,...0,)(Zi, ¥p), (Tj,Y)) <
dx (z;.2;)+ min {dp,(Yp, Yq), dp; (Yp, Yq)} = B, ya que si observamos la figura , no-
tamos que hay al menos dos trayectorias de (z;,y,) a (z;,y,) v la longitud de dichas

trayectorias solo difieren en la longitud de las trayectoria de y, a y, en D; y D;.

Ahora para demostrar lo que nos falta del lema consideremos los tres casos:

Lt # jyp = q Sea dx(x;,z;) = n, es decir, existe una trayectoria 7' =
(i, 01, ..., Un—1, ;) en X de longitud n. De la trayectoria 7"y de la definicién de
X % (Dx, ..., Ds) obtenemos una trayectoria 7" = ((z4, Yp), (V1,Yp), -5 (Vn—1,Yp),
(2;,14)) de longitud n. Asi tenemos que dxx(p,... 0, ((Z:,yp)(2},Y)) = 1, ya
que si existiera una (z;,y,)(z;, y,)-trayectoria de longitud menor a n, al pro-
yectarla sobre X tendriamos una x;x;—trayectoria de longitud menor a n, lo

cual no es posible porque dx(z;, z;) = n.



66 Capitulo 5

Figura 5.5: Ejemplo del producto cartesiano generalizado de X con Dy, Dy, D3, Dy,.
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IT.

III.

Figura 5.6: Bosquejo de la demostracion del Lema 5,3.

i # JjypF#q Seadyx(x;,x;) = n, es decir, existe una trayectoria dirigida
T = (x;,v1, ..., Up—1,2;) en X de longitud n. Notemos que toda (x;, yp) (2, yq)-
trayectoria dirigida debe de contener una copia de la trayectoria dirigida 7.
ASt es claro que dx(py,..o0((T5, ) (27, 3,)) > dx (i, ;) ¥ la igualdad no se
da ya que y, # y,. Por lo tanto dx(p,,...n,)((Zi, Yp), (%5,¥4)) > dx (x5, ;) + 1.
Véase la figura 5.6

i =jvp+# q. Primero observemos que si tenemos una flecha iy, que pertenece

a una y,y,-trayectoria dirigida en Dy, entonces la (x, yi)(xk, ys -flecha perte-
nece a al menos a una (x;, y,)(2;, y,)-trayectoria dirigida en X x (Dy, ..., D;).

Sea 7 una y,y,-trayectoria dirigida de longitud minima en Dj. Tenemos las

siguientes opciones:

a) Si todas las preimagenes (bajo la proyeccion) de flechas de + estéan en D;
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tenemos que dxx(py,..,n,)((Zi: Yp)s (Ti:Yq)) = dpg(Yps Yg) = dp,(Yp, Yg) =
min {dp, (Y, Yq)> Do (Yp: Yq) + 2}. Véase la figura p.7]

b) Si existey;y,, € 7 tal que su preimagen y;y,, € Dy con k # i. Existe una
trayectoria dirigida T' = ((i, Yp), (Ti, Yps1); o (X6, Y ) (Tit1, Ye), s (T, i),

(xka ym)7 seey ($i+17 ym)a (xh ym)v (xia ym+1)7 tery (xiv yq)) de longitUd minima
en Xx (D, ..., Dy). Véase la figura 5.7

Tenemos que:

dx x(D,...0,) (@i, Yp) (24, Yq)) = long(T)

> dpy(Yp Yt) + Aoy (Y1 Ym) + dpo (Y, Yg) + 2
= dpy(Yp Yt) + Do (Ys, Yim) + dpy (Y, Yg) + 2
= dp, (Yp, Yq) + 2.

Observemos que la igualdad se da cuando y,y,, € Dy con k = i + 1. Notemos
que si hay méas de una flecha en v que no esté en D; se sigue manteniendo
la desigualdad, ya que por cada flecha que no esté puedo sumar dos, ésto es

porque tengo que cambiar de la copia de D; a la copia Djy.

Finalmente dXX(Dly--st)(<',L"L'7 yp)’ (:Uia yq)) zmin{dl)z‘ (yp7 yQ)7 dDo (yp7 yQ> + 2}‘

Con lo que queda demostrado el lema. |

Definicion 5.2 Sea A C V(X), A = {z1,....,x4}, para 1 <t < s. Por el producto
cartesiano de A y la secuencia de conjuntos By, ..., By nos referimos a un conjunto
de la forma A® (By, ..., B) de la forma A® (By, ..., Bs) = Ui_ {x;} x B;.

Teorema 5.4 Si J; es un (k;,l;)-nicleo de la digrifica D;, con k; > 2,1; > 1 para
i=1,....,s y Jo es un (ko,lo)-nicleo de la digrifica X con ko > 2,1y > 1, entonces
el conjunto J = Jy ® (Ji, ..., Js) es un (k,l)-nicleo de la digrifica X x (Dy, ..., Dy),
donde:

b min{ko,min{k;| existe x; € Jo}}, si para cada x; € Jo,|J;| = 1.
min{ko,t + 2,min{k;| existe x; € Jo}}, en otro caso.
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Figura 5.7: La figura de la izquierda ilustra el inciso IIl.a) de la demostracion del

lema 5,3, mientras la figura de la derecha el inciso IIL.b)

con t =min{dp,(Yp, Yg)|Yp # Yqr CON Yp, Yy € Ji y x; € Jo} y | = loy+mdz{l;| existe
X; € Jo}

Demostracion. Primero demostraremos la k-independencia del conjunto J. Sean
(Tm, yr), (xj,yr) € J dos vértices distintos. Por la definiciéon de J tenemos que

Tm,T; € Jo, Yr € Sy ¥ Y5 € J;. Consideremos los siguientes casos:

L. m#jyr=f Como z,,z; € Jy, dx(m,x;) > ko. Por el lematenemos
dXx(Dl,...,Dm)«xmayr)v ($j7yf)) > dx(l’m,xj) > ko > k.

II. m # jyr# f.Por el lemap.3 tenemos que dxx(p,,..p,)((Zm, yr), (x;,y5)) >
k‘o +1> k.
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I1I. m=jyr# f. Por la definicién de J se sigue que y,,ys € Jp, v dp,, (yr, ys) >
kp. Y del lema tenemos que:
dx x(Dr....00) (T Yr), (25, 95)) = min{dp,, (yr, Y5), dpo (Yr, y5) + 2}
> min{k,, dp, (yr, yf) + 2} (ya que y,, yr € Ji v Ji €8 ky-independiente)
> min{{min{k;|existe z; € Jo},dp,(yr,ys) + 2} (va que k,, >min{k;})
>min{min{k;|existe x; € Jo}, min {dp,(yp, Yq) + 2|yp # y, con Y, Yy, € Ji, x; €
Jo}} (va que dpy(yr, yr) = dpy(Yp, Yq) )
=min{min{k;|existe x; € Jo},t + 2} = k.

Notemos que del caso (a) y (b) obtenemos que dxx(p,,....p,)((Tm,Yr), (x;,y5)) >
ko > min {ko, min {k;| existe z; € Jo}}. Ademas, si para toda z; € Jo,|J;| = 1,
observemos que el tercer caso no se tendria, ya que, r # f implica y,. # yy, con

Yr, Y5 € Jm, por lo que |J,,| # 1. Asi vamos a tener que:

J— { min{ko,min{k;| existe z; € Jy}}, si para cada z; € Jy, |J;| = 1.

min{ko,t + 2, min {k;|existe z; € Jy}}, en otro caso.

Ahora demostraremos que J es [-absorbente en X X (Dy, ..., Dy). Sea (xm,y,) ¢ J.

Tenemos los siguientes casos:

I. Sixp, € Jo, se tiene que y, ¢ J,,. Tenemos que existe yr € Jo,, yr # Yy, tal que
dp,, (Yr,yr) < lp. Como (x,,,yf) € J, aplicando el lema tenemos que:

dXX(Dl,..-,Ds) ((xm’ y?‘)v ([L‘m, yf)) < dX(:Emv Im)_l_min{dDm (yT’v yf)’ dDm (yrv yf)} =
dp,, (Yr,yr) <l < max{l;|existe z; € Jo} < max{l;|existe x; € Jo} + lp = [.

IL. Ty, ¢ Jo. Porser Jy un (ko, lo)-nicleo de X, existe un z; € Jy tal que dx (xp,, z;) <
lo. Sabemos que D; tiene un (k;,(;)-nacleo, J;. Si y, ¢ J;, existe y; € J; tal
que dp, (y,,yg) < I, por lo tanto (z;,ys) € J. Al aplicar el lema [5.3] tenemos

que:

dXX(Dl,...,DI)((xma yr)a ($j7 yf)) S dX($ma xj)‘{'min{dDm (yra yf)a dDj (yra yf)}
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< lo+ min{dp,, (yr, ys), ;} (ya que dx(zm,z;) <loy dp,(yr yr) < 1)
<lo+1; (ya que min {dp, (¥, ys) l;} <1;)

< lp+ max {l;|existe x; € Jo} = .

Ahora supongamos que y, € J;. Esto implica que (zj,y,) € J. Atn mas,

dxx(Dy,..0) (Zms Yr ), (@5, 9r)) < dx(Tm, 75) <o <L

Por lo que el teorema fue demostrado.
[ |

En el capitulo anterior vimos que si las digraficas Dy y Dy tienen (k, [)-nticleo, no
necesariamente el producto cartesiano de Dy con D, tiene (k, [)-nicleo, pero gracias al
teorema anterior podremos encontrar un (k’, ")-nacleo para D10Ds, el cual depende
del (k,l)-nucleo de Dy y Ds.

Corolario 5.5 Sean Dy y Dy digrificas con (k,l)-nicleo, entonces el producto car-

tesiano de Dy con Doy tiene (k,l")-nicleo, donde ' = 2I.

Demostracion. Sean D; = Dy para todai=1,...;s,donde s = |V(X)| y X = D;.
Como las digraficas Dy y Ds tienen (k,l)-nucleo, al aplicar el teorema anterior vamos
a tener que el producto cartesiano de Dy con Dy, D10Dy, tiene un (k,!’)-nicleo
donde:

L { min{k, min{k| existe x; € Jy}} = k, si para cada x; € Jy,|J;| = 1.

min{k,t + 2, min{k|existe x; € Jo} = k}, en otro caso.

yl'=1l+méx{l} =1+1=2porloquel =2ly k' =k.
|

En la figura tenemos dos digraficas Dy con V(D) = {1,2,3,4} y F(D) =
{H, ?ﬁ, ﬁ, Q,_Zi} y D, una trayectoria de longitud dos, las cuales tienen como ntcleo,

es decir (2,1)-nicleo, al conjunto de vértices negros en cada digrafica. Entonces el
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producto cartesiano de D; con Dy, Dy X Dy, tiene un (k’, I')-ntcleo donde I = 2(1) = 2
y k' =2, el cual es {(1,1),(1,3)}.

5.3. Producto Lexicografico Generalizado

Definicién 5.3 Sea X una digrifica con un cojunto de vértices V(X) = {xy, ..., xs}.
Sean Dy, D, ..., Dy digrdficas de orden n con vértices V(D;) =V = {y1, ..., yn}, i =
1,2,...,s. Elproducto lexicografico generalizado de la digrafica X y la secuencia
de digrdficas D1, Dy, ..., Dy es la digrifica X[D;, ..., D] tal que V(X[Dl,...,D ) =

V x V(X)) y F(X[D1,..., Dg]) = {(yp, zi)( yq,x];]x, =y ypyq € F(D;) o acx]

Observemos que si D; = D para toda ¢ = 1, ..., s, obtenemos el producto lexicografico
de X y D, denotado X|[D].

Para ver un ejemplo del producto lexicografico generalizado véase la figura |5.8]

A continuaciéon demostraremos un lema, el cual es muy importante ya que nos va

a ayudar a encontrar un (k,[)-ntucleo para X[Dy, ..., D;.

Lema 5.6 Sean (y,, z;), (yq, x;) dos vértices diferentes arbitrarios de V(X [Dx, ..., D).

Entonces

dx (i, ;) para i # j

d » i), y Lj =
X1D1, D) (s %) (1, 25)) { min{dp, (Yp, Yq), dx(x;)} parai=j

donde dx(z;) denota la longitud del ciclo dirigido mds corto en X que incluye al

vértice x;.

Demostracion. Sean (y,, z;), (Y4, x;) dos vértices arbitrarios en V(X[Dy, ..., D))

y consideremos dos casos:
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(2,1)

O D,

(2:2)

(32)

4,2
O( )

R D,

> (4,4)

Figura 5.8: Se muestran las digraficas Dy, Do, D3, D4y X y un esquema del producto

lexicografico de X con Dy, Do, D3, Dy. Las flechas gordas indican que cada vértice

de la columna que sale es invecino a los vértices de la columna donde llega la flecha.

Por ejemplo los vértices (7, 1) son invecinos de los vértices (7,3) con i = j = 1,2,3,4.
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I. i # j. Sea dx(x;,x;) = n, entonces existe una trayectoria dirigida 7' =
(i, a1, az, ..., an_1,2;) de longitud n. Asi podemos construir en X|[Dy, ..., Dy
una trayectoria dirigida 7" = ((yp, %:), (Yp, @1), -, (Yp, Gn—1, ), (Yq, z;)) de longi-
tud n. La trayectoria dirigida 7" es de longitud minima, ya que si existe una
(Yp, i) (yq, x;)-trayectoria de longitud m < n en X[Dy,..., Dg] al proyectarla
sobre X encontrariamos un camino de longitud m, el cual contiene una trayec-
toria de longitud | < m < n. Esto no es posible porque dx(z;, z;) = n. Notemos
que si dx(z;, ;) = 0o, entonces no existe una (y,, x;)(y,, x,)-trayectoria. Por

lo que dx(p,,...n,]((Yp, Ti), (Yq, ;) = 00 = dx (@i, 7).

11. ¢ = j. Analicemos los siguientes casos:

a) Sidp,(Yp,yy) =n # 0o . Como dp,(Yp, Yg) = n,s€aT = (Yp, V1, ..., Un_1, Yyq)
una trayectoria dirigida de longitud minima. En este caso tenemos la tra-
yectoria dirigida 7" = ((yp, i), (v1, %), .., (Un—1, ;) (Yg, x;)) de longitud n

que se obtiene de T'.

1) Sidx(z;) = oo, quiere decir que no hay ciclos que contengan a x;, por
lo tanto 7" es de longitud minima. Véase la figura De otra mane-
ra, si existiera una (y,, z;)(y,, z;)-trayectoria dirigida 77 de longitud
m < n al proyectarla sobre D; obtendriamos una y,y,-trayectoria
de longitud menor o igual a m < n. Lo cual no es posible por que
dp, (Yp, Yq) = 1.

2) Sidx(z;) =n < 0o, entonces tenemos un ciclo C' = (z;, ay, as, ..., a,_1,
x;) de longitud minima que pasa por ;. Asi tenemos la trayectoria 7"
= ((yp, i), (w1,a1), ..., (Wp—1, ar_1), (Yg, ;) con w; € V. Obsérvese
que dx(p,,...n,)((Yps i), (Yg, ;) = min{long(T"),long(T")} = d. De
lo contrario, se tiene una y,y,-trayectoria de longitud menor a d o un

ciclo en x; de longitud menor a d.

Asi tenemos que dX[Dh...,Ds]((yp’ xi)a (yqa %)) = dDi(ypqu)-
b) Si dp,(Yp,yy) = 00y dx(z;) = r # oo. Como dx(x;) = r, sea C =

(i, u1, ..., up_1, ;) un ciclo dirigido de longitud minima que contiene a x;.
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Figura 5.9: Ilustra el caso a).

En este caso tenemos que la trayectoria dirigida C" = ((y,, z;), (21, u1), ...,
(zr—1,Ur—1), (Yq, z;)) en X[Dy, ..., D] de longitud r que se obtiene de C'
con z; € V, véase la figura[5.10] esta trayectoria dirigida C” es de longitud
minima, ya que, si existiera una (y,, z;)(y,, z;)-trayectoria dirigida, C}, de
longitud m < r al proyectarla sobre X obtendriamos un ciclo dirigido de
longitud menor o igual a m < r. Lo cual no es posible, ya que, dx(z;) = 7.

Asi tenemos que dxp,....p.((Yp, i), (Yg, i) = dx ().

¢) Sidp,(yp,yy) =00y dx(x;) = co. En este caso no tendriamos manera de

llegar de (y,, x;) a (g4, x;), asi que la distancia es oco.

Por lo tanto dxp,....0.((Yp, i), (Yg, i, ) = min{dp, (Yp, Yq), dx (Xi) }.
Con lo que queda demostrado el lema. |
Teorema 5.7 Si J; es un (k;,l;)-nicleo de la digrdfica D;, con k; > 2,1; > 1,

i=1,...,8 y Jo es un (ko,lo)-nicleo de la digrifica X con ko > 2,1y > 1, enton-
ces el congunto J = (J1, ..., J5) @ Jy es un (k,l)-nicleo de la digrifica X[Dy, ..., D],
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Figura 5.10: Ilustra el caso b).

donde:
k = min{ko, d.(Jo), min{k;| existe x; € Jo}}
I = mdx{ly, maz{l;| existe x; € Jy}}
donde d,(Jo) = min{d,(x;)| ezriste x; € Jo}.

Demostracion. Sean (y,, ), (yr, x;) € J dos vértices distintos, asi z,,,z; € Jo,

yr € J ¥y Y5 € J;. Por lo que tendremos dos casos:

I. m = j. Esto implica que y,, ys € J. Aplicando el lema tenemos:

dx(Dy,..0) ((Yr, Tm), Yy, Tm)) =min{dp,, (yr, ys), dx (Tm)}

> min{kp,, dx(zm)} (ya que y,,ys € Ji ¥ Jm €8 kp-independiente)
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IT.

> min{min{k;| existe z; € Jy}, min{dx(z;)| existe z; € Jo}} (va que k,, >
min{k;})

= min{min{k;| existe z; € Jo},dx(Jo)}

> min{ko, dx(Jo), min{k;| existe z; € Jo} = k, donde dx(Jy) = min{dx (z;)|existe

x; € Jo}

m # j. Evidentemente por el lema tenemos dx(p,,...0,((Yr, Tm), (yg, ;) =
dx(Tm,x;) > ko > k.

De los dos casos anteriores obtenemos que dx(p, ... p,|(4r: Tm), (yf,2;)) > min{ko,

dx(Jo), min {k;|existe z; € Jo} = k. Por lo tanto J es k-independiente.

Supongamos que (y,, T,,) ¢ J. Asi consideramos dos casos:

1.

IT.

Tm € Jo ¥ Yr & Jm. Como Jp, es un (ky,, ly,)-ntcleo de D, y v ¢ J,, existe
yr € Jp, tal que dp,, (Yr, Ym) < ly. Como z,, € Jo ¥ Yy € Ji, ésto nos implica
que (yf, Ty) € J. Por el lema [5.6| tenemos:

Tm ¢ Jo. Como Jy es (ko, lp)-ntcleo de la digrafica X, entonces existe x; € Jy
tal que dx(Tm,x;) < lo.

Supongamos que y, ¢ J;. Asi existe (ys,z;) € J donde yy € J;. Por el lema

tenemos que:

dxipy,...0,)(Yr, Tm), (Yr, ;) = dx(Tm, ;) < lop < 1. Ahora si y, € J;, entonces

(yr,z;) € J. Y por el lema dx(py,..00(Yr, Tm)s (Y, ;) = dx (T, x;) <
lp <.

Con ésto queda demostrado el teorema. |



78 Capitulo 5

Corolario 5.8 Sean H y D digrdficas con (k,l)-nicleos Np y Ny, respectivamente,

entonces el producto lezicogrdfico de D con H, tiene (K',1)-nicleo donde k' =min{k,
dy(Ny)}.

Demostracion. Sean D = D; para toda ¢ = 1,2, ..., s, donde s = |[V(X)|y X = H.
Aplicando el teorema anterior a las digraficas D y H, ya que ambas tienen (k,1)-

nucleo, tenemos que existe un (k’,!')-nicleo donde:

k' = min{k,dy(Ng), min{k| existe z; € Ny}} = min{k,dyg(Ng)} v

I' = max{l, max{l| existe z; € Ny}} = L.

Corolario 5.9 Sean H y D digrificas con (k,l)-nicleos Np y Ny, respectivamente,
tales que para todo vértice v € Ny se tiene que dy(v) > k entonces el producto

lezicogrdfico de D con H, tiene (k,l)-nicleo.

Demostracion. Del corolario anterior tenemos que existe un (£, l")-nticleo donde:

I'=1y kK = min{k,dyg(Ng)} = k (como dy(v) > k para todo vértice v € Ny)

Recordemos que en el capitulo anterior vimos que si H y D tienen (k,!)-nticleo
no necesariamente el producto lexicografico de D con H, tiene (k,[)-niicleo. Pero si
podemos demostrar algo analogo para k-nicleos con ayuda del teorema y de sus

corolarios.

Teorema 5.10 Sean H y D digrificas. St H y D tienen k-nicleo entonces el pro-

ducto lexicogrdafico de D con H, tiene k-nicleo.

Demostracion. Sean Np = {y1,....y.} v Ny = {x1,...,xs}, k-nicleos de H y

D, respectivamente. Como un k-niicleo es un (k, k — 1)-nucleo, si para todo vértice
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v € Ny se tiene que dg(v) > k, entonces por el corolario 5.9 queda demostrado.

Supongamos que existe un vértice v; € Ny tal que dg(v;) < k, de donde dy(v;) <
k — 1. Definamos los siguientes conjuntos:
A ={(a,b) € V(H[D])|a € Np, b€ Ny ydy(b) >k}y
B ={(y;,b) € V(H[D])|y; € Np, para algtn j fijo, b € Ny y dp(b) < k}.
Véase la figura p.11

Figura 5.11: El k-ntcleo de D esta formado por los vértices y; y y; mientras que
el k-nicleo de H esta formado por los vértices x,, z,, s, z,, donde dy(z,) < k'y
du(zy) < k. El conjunto A esta representado por los vértices en forma de estrella

mientras que el conjunto B esta representado por los vértices en forma de corazon.

Afirmacién: N }I[D] = AU B es un k-ntcleo del producto lexicografico de H con
D.

Notemos que si Nypj lo definimos como en el teorema tenemos que N}I[D} C
Npyp) y como Npgp) es k-independiente, entonces N}I[D} es k-independiente. Por lo

que so6lo basta con demostrar que N}I[D] es (k—1)-absorbente para ver que es k-ntcleo.
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Sea (a,b) & Ny p), demostraremos que es (k—1)-absorbido por Ny p,. Analicemos

dos casos:

L. Si (a,b) € Ngip), por el teorema anterior (a,b) es (kK — 1)-absorbido por Nyp,
(k— 1 =1= max {l,max{l| existe x; € Ny}}) , es decir:
dupy((a,b), (n1,n2)) < k — 1 para algin (n1,n2) € Niygpy.-

Asi tenemos dos casos:

a) Si (n1,n2) € Ny p, (a,b) es (k — 1)-absorbido por Ny p,.
b) Si (n1,n2) ¢ Nyp), existe un vértice (w,ns) € B C Ny Del lema

tenemos que:

dH(b: nz) para b # ny
min{dp(a,w),dg(ns)} para b= ny

dH[D]((aa b)7 (w7n2)) = {

1) Sib = ny tenemos que dyp((a,b), (w,n2)) =min{dp(a,w), dy(ns)} <
2) Sib # ny tenemos que dypi((a,b), (w,n2)) = dg (b, ny) (por lemals.6).
Entonces dg(b,n2) = dup((a,b), (n1,n2)) < k — 1. Aplicando nue-

) (

<
vamente el lema[5.6] dpp)((a,b), (w,n2)) = dy(b,ns) < k — 1.

1. Si (a,b) € Nuip)\Njypy» existe un vértice (¢,b) € B C Ny Del lema

tenemos que:

duip)((a,b),(c,b)) = min{dp(a,c),dy(b)} < du(b) <k —1.



Conclusiones

Como conclusiones podemos llenar la siguiente tabla:

DDy | Dy x Dy | D1 X Dy | HD] | L(D)
Ncleos =X =V =V =V | =V
&=X & X <=7 = | =V
Semintcleos =V =V =V =>v | =V
&=X &=X <=7 = | =Y/
(k,1)-Nucleos | =x =7 =V =X | =V
=X =X <t =V | = Vx
Donde:

v'Se demostro.

x Se dio contraejemplo.

tNo se logro decir nada.
= V% Se demostr6 pero bajo ciertas condiciones.

También en el producto lexicografico demostramos que si H y D tienen k-nicleo
entonces H[D] tiene k-nticleo y en la digrafica de lineas logramos quitar una hipotesis

y asegurar que D tiene k-ntcleo si y s6lo si su digrafica de lineas tiene k-ntcleo.

Ademés también concluimos que:

= En la digrafica parcial de lineas concluimos que si k£ y [ son dos niimeros na-

turales tales que 1 <1 < k y sea D una digrafica, con ingrado minimo por lo
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menos uno y cuello por lo menos [ + 1. Entonces D tiene (k,[)-nicleo si y sélo

si cualquier digrafica parcial de lineas £D tiene un (k,[)-ntcleo.

En el producto cartesiano generalizado concluimos que si J; es un (k;, [;)-nacleo
de la digrafica D;, con k; > 2,0; > 1 parai =1,....s y Jy es un (ko, ly)-nacleo
de la digrafica X con ko > 2,1y > 1, entonces el conjunto J = Jy ® (Jy, ..., J5)
es un (k,l)-nacleo de la digrafica X x (Dy, ..., Dy).

En el producto lexicografico generalizado concluimos que si J; es un (k;, 1;)-
nucleo de la digréafica D;, con k; > 2,1; > 1,1 =1,...,sy Jy es un (ko, lp)-nicleo
de la digrafica X con ko > 2,0y > 1, entonces el conjunto J = (Jy, ..., Js) ® Jy
es un (k,l)-nicleo de la digrafica X[Dy, ..., D).
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