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Análisis teórico y simulación computacional de las
vibraciones en una membrana circular.

Tesis

Resumen
Mauricio Garćıa Vergara
Facultad de Ciencias

Universidad Nacional Autónoma de México

En este trabajo se realizó un análisis teórico detallado e implementación
numérica de la solución de la ecuación de onda en coordenadas polares bajo
las siguientes condiciones de frontera: i) Dirichlet ii) Neumann y iii) Robin.
En cuanto al caso i), este es totalmente conocido y desarrollado en varias
referencias y libros de texto, v. gr. [7] y [11], siendo el caso de la membrana
vibrante con fronteras fijas; sin embargo las condiciones de frontera restantes
no han sido analizadas.

Una caracteŕıstica importante en relación a las condiciones de frontera
analizadas es que las funciones solución de la ecuación de onda son ortogona-
les, especialmente, las bases Bessel-Fourier. Lo anterior implica que cualquier
función f(r, θ), en este caso las condiciones iniciales, deben estar representadas
en el espacio solución Bessel Fourier, para ello es necesario calcular las normas
de estas funciones bajo cada una de las condiciones de frontera. Resolviendo
la ecuación de Helmholtz utilizando el método de separación de variables fue
posible calcular estas normas.

Mediante una representación compleja de la solución encontrada, pudi-
mos acotar el error de aproximar una función f(r, θ) haciendo uso de sumas
finitas. Esto nos llevó a probar la Desigualdad de Bessel y la Identidad de
Parseval en coordenadas polares. Esta demostración no se encuentra reportada
en la literatura sobre el tema v. gr. [6] y [13].

Analizando la solución a la ecuación de onda, encontramos que cada
uno de los modos normales de una membrana circular puede verse como la
superposición de dos ondas viajeras que se desplazan en dirección angular
en sentidos contrarios, las cuales giran cada vez más rápido conforme se
incrementa el número del armónico. Más aún, al emplear la aproximación
asintótica es posible observar un fenómeno mucho más complejo: Cuatro
ondas que se desplazaban en las direcciones radial y angular. El programa en
lenguaje C que elaboramos nos permitió obtener las gráficas de estas ondas que
muestran un patrón en espiral. La supersposición de estas ondas en espiral nos
muestra cuatro deflexiones de membranas que indican fenómenos de torsión,
los cuales reproducen cualitativamente el comportamiento de la membrana
circular a un menor costo computacional.
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Introducción

Una de las ecuaciones más estudiadas en la F́ısica es la ecuación de onda,
en particular el caso en una dimensión (cuerda vibrante) es el que se aborda
con mayor detalle llegando generalmente a las soluciones de D’Alambert y
en Series de Fourier. Posteriormente se generaliza el resultado a dos y tres
dimensiones en coordenadas cartesianas. En la naturaleza no es siempre
conveniente utilizar coordenadas cartesisnas y para fenómenos con geometŕıa
circular es preferible utilizar coordenadas polares, donde las soluciones están
dadas en términos de funciones de Bessel de primer tipo.

En coordenadas polares, el caso que se considera generalmente es el de
una membrana fija en sus bordes, es decir, la función que modela este
fenómeno es cero en la frontera, a esto se le llama condición de Dirichlet
homogénea. Sin embargo, existen distintos fenómenos que no pueden modelarse
aśı, como es el caso de las pequeñas perturbaciones en la superficie del agua
contenida en un vaso. Aqúı, no hay movimiento en la dirección radial para los
puntos que se encuentran en la frontera; ésta es una condición de Neumann
homogénea. La combinación lineal de las condiciones de Dirichlet y Neumann
recibe el nombre de condición de Robin.

Por otro lado, la simulación computacional es una poderosa herramienta
en la investigación actual, ya que al modificar distintos parámetros podemos
plantear diversos escenarios y probar ciertas hipótesis, que posteriormente
deben ser confirmadas experimentalmente. No obstante, al pasar de la
solución puramente matemática a la implementación numérica se tiene como
consecuencia que siempre hay un cierto error entre las soluciones. Calcular y
acotar el error es fundamental para poder simular el fenómeno eficazmente.

Los objetivos de este trabajo son: Resolver la ecuación de onda bidi-
mensional en coordenadas polares para las tres condiciones de frontera
Dirichlet, Neumann y Robin, aśı como encontrar una forma de estimar el error
cuando aproximamos una función f(r, θ) mediante sumas finitas y finalmente
elaborar un programa que nos permita visualizar las vibraciones bajo distintas
condiciones de frontera.

xvii



La estructura de la tesis es la siguiente: En el captulo 1 se deduce la
ecuación de onda en dos dimensiones, aśı como su representación en coorde-
nadas polares. Las herramientas matemáticas que se utilizarán, se encuentran
en el caṕıtulo 2. En el caṕıtulo 3 se resuelve la ecuación de onda mediante el
método de expansión en eigenfunciones. La forma de aproximar una función
en coordenadas polares viene en el caṕıtulo 4. El caṕıtulo 5 muestra los
resultados obtenidos mediante el programa de simulación y una nueva forma
de interpretar la solución a la ecuación de onda. Finalmente se presentan las
conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Deducción de la ecuación
de onda

En este caṕıtulo nos enfocaremos en el análisis de las fuerzas que actúan sobre
una membrana, aśı como su descripción matemática obteniendo la ecuación
que modela las vibraciones en la membrana.

Sea una membrana rectangular flexible, homogénea y restringida a des-
plazamientos verticales, sin ofrecer resistencia a doblarse. Denotemos u(x, y, t)
al desplazamiento vertical del punto (x, y) en la membrana a un tiempo t.
Ahora consideremos una porción ABCD muy pequeña de la membrana como
se muestra en la Figura 1.1. Como la tensión total a través del interior de la

Figura 1.1: Diagrama de fuerzas sobre una porción de la membrana,

membrana es nula, necesitamos considerar solamente las tensiones a lo largo
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Caṕıtulo 1

de sus cuatro lados. En cada uno de los lados, la tensión produce una fuerza
neta que apunta hacia el exterior de la membrana perpendicular a la frontera
y tangente a la membrana.

Ahora consideremos el lado AD. La fuerza neta en este lado tiene mag-
nitud τ∆y, donde τ es la constante de tensión por unidad de longitud.
Dado que sólo estamos considerando desplazamientos verticales, únicamente
debemos tomar en cuenta la componente vertical de la fuerza neta , esto nos
da

FAD ≈ τ∆y sinα1,

y considerando desplazamientos muy pequeños en esa dirección tenemos
sinα1 ≈ tanα1, entonces

FAD ≈ τ∆y tanα1,

además usando que la tangente es la derivada parcial en la dirección x y con-
siderando la orientación del ángulo α1 se tiene:

FAD ≈ −τ∆yux(x, y, t), (1.1)

y de la misma manera para el lado CB

FCB ≈ τ∆yux(x+ ∆x, y, t). (1.2)

Por tanto, la resultante vertical de las componentes de la tensión en AD y CB
es aproximadamente

FAD + FCB ≈ τuy(x+ ∆x, y, t)∆y − τuy(x, y, t)∆y; (1.3)

aśı también para AB y DC

FAB + FDC ≈ τuy(x, y + ∆y, t)∆x− τuy(x, y, t)∆x. (1.4)

Por otro lado, utilizando la Segunda Ley de Newton podemos escribir la com-
ponente vertical de la fuerza total que actúa en la membrana como

FT = ρ∆x∆yutt(x, y, t), (1.5)

donde ρ es la densidad de masa por unidad de área de la membrana, ∆x∆y la
unidad de área y utt(x, y, t) la aceleración.

Igualando la fuerza total dada por la ecuación (1.5) con (1.3) y (1.4) se
tiene

ρ∆x∆yutt(x, y, t) =τuy(x, y + ∆y, t)∆x− τuy(x, y, t)∆x

+ τux(x+ ∆x, y, t)∆y − τux(x, y, t)∆y.

4



Deducción de la ecuación de onda

Entonces

ρutt(x, y, t) = τ
uy(x, y + ∆y, t)− uy(x, y, t)

∆y

+ τ
ux(x+ ∆x, y, t)− ux(x, y, t)

∆x
,

Tomando el ĺımite cuando ∆x y ∆y tienden a 0 se tiene finalmente

∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
, (1.6)

donde c2 = τ
ρ , es la velocidad de propagación de la onda.

A la suma de las segundas derivadas parciales se le llama Laplaciano y
se denota por ∇2. Nosotros vamos a trabajar con una membrana circular, por
lo que es necesario realizar un cambio, de coordenadas cartesianas a polares;
aśı la ecuación de onda se escribe como [3]

∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2

)
. (1.7)
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Caṕıtulo 2

Solución de la ecuación de
Helmholtz

Para resolver la ecuación de onda dada por (1.7) generalmente se utiliza
directamente el método de separación de variables [7] [11], el cual consiste en
separar una ecuación diferencial parcial en ecuaciones diferenciales ordinarias
que dependen de una variable. Sin embargo, nosotros procederemos primero
resolviendo la ecuación de Helmholtz en coordenadas polares esta ecuación
modela únicamente el comportamiento espacial y posteriormente en el Caṕıtu-
lo 3 mostraremos cómo utilizar esta solución para, mediante el método de
expansión en eigenfunciones [3], resolver la ecuación de onda.

Consideremos la ecuación de Helmholtz en una región circular para Φ(r, θ)
dada por

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2
∂2Φ

∂θ2
= −λ2Φ, (2.1)

con 0 ≤ r ≤ a y 0 ≤ θ ≤ 2π, bajo alguna de las siguientes condiciones ho-
mogéneas a la frontera

Φ(a, θ) = 0 Cond. de Dirichlet, (2.2)

Φr(a, θ) = 0 Cond. de Neumann, (2.3)

µ
∂Φ

∂r

∣∣∣
r=a

+ ηΦ(a, θ) = 0 Cond. de Robin, (2.4)

donde µ y η son dos constantes reales.
Sabemos que es posible resolver (2.1) con alguna de estas condiciones de fron-
tera utilizando el método de separación de variables. Si consideramos a Φ(r, θ)
como

Φ(r, θ) = R(r)Θ(θ). (2.5)

7



Caṕıtulo 2

Sustituyendo (2.5) en (2.1) se tiene

ΘR′′ +
1

r
ΘR′ +

1

r2
Θ′′R = −λ2ΘR,

y dividiendo entre RΘ

R′′

R
+

1

r

R′

R
+

1

r2
Θ′′

Θ
= −λ2.

Reescribiendo la expresión anterior, es posible ver que

r2
R′′

R
+ r

R′

R
+ λ2r2 = −Θ′′

Θ
. (2.6)

Notemos que el miembro izquierdo de (2.6) depende únicamente de r, mientras
que el miembro derecho lo hace de θ. Para que esta igualdad se mantenga es
necesario que ambos miembros sean iguales a una constante que llamaremos
n2, es decir

r2
R′′

R
+ r

R′

R
+ λ2r2 = −Θ′′

Θ
= n2,

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

Θ′′ + n2Θ = 0, (2.7)

r2R′′ + rR′ +R(λ2r2 − n2) = 0. (2.8)

2.1. Solución de la Ecuación Angular

La ecuación (2.7) describe el comportamiento angular de la membrana, por
lo que ésta debe ser 2π periódica, es decir debe cumplir Θ(θ + 2π) = Θ(θ),
considerando esta propiedad, la ecuación (2.7) tiene como solución [5]

Θn = An cosnθ +Bn sinnθ, (2.9)

con n ∈ N, es decir n son los valores propios de las funciones sinnθ y cosnθ,
por lo que existe un número infinito de soluciones de la ecuación (2.7).

2.1.1. Ortogonalidad de la solución angular

Ahora, podemos analizar algunas caracteŕısticas de las soluciones obtenidas
en (2.9).

Sean Θn y Θm dadas por (2.9), con m 6= n, que satisfacen (2.7), enton-
ces

Θ′′n + n2Θn = 0, (2.10)

8



Solución de la ecuación de Helmholtz

Θ′′m +m2Θm = 0. (2.11)

Multiplicando (2.10) por −Θm y (2.11) por Θn

−ΘmΘ′′n − n2ΘmΘn = 0,

ΘnΘ′′m +m2ΘnΘm = 0,

y sumando ambas expresiones se tiene

ΘnΘ′′m −ΘmΘ′′n + (m2 − n2)ΘnΘm = 0. (2.12)

Notemos que

d

dθ
[ΘnΘ′m −ΘmΘ′n] = ΘnΘ′′m −ΘmΘ′′n. (2.13)

Sustituyendo (2.13) en (2.12) e integrando de 0 a 2π

(n2 −m2)

∫ 2π

0

ΘnΘm dθ =

∫ 2π

0

d

dθ
[ΘnΘ′m −ΘmΘ′n] dθ,

= (Θ′mΘn −ΘmΘ′n)
2π
0 ,

= 0.

como m 6= n se tiene∫ 2π

0

ΘnΘm dθ = 0,

es decir las soluciones forman una base ortogonal.

2.1.2. Norma cuadrada de la solución angular

Al multiplicar la ecuación (2.10) por Θn tenemos que

ΘnΘ′′n + n2Θ2
n = 0. (2.14)

y puesto que

n2Θ2
n = (Θ′n)2 − d

dθ
[ΘnΘ′n]. (2.15)

Integrando de 0 a 2π resulta

n2
∫ 2π

0

Θ2
n dθ = −

∫ 2π

0

d

dθ
[ΘnΘ′n] dθ +

∫ 2π

0

(Θ′n)2 dθ,

=

∫ 2π

0

(Θ′n)2 dθ − (ΘnΘ′n)
2π
0 ,

=

∫ 2π

0

(Θ′n)2 dθ. (2.16)

9



Caṕıtulo 2

Como Θ′n = n(Bn cosnθ −An sinnθ) entonces∫ 2π

0

(Θ′n)2 dθ = n2
∫ 2π

0

[B2
n cos2 nθ+A2

n sin2 nθ− 2AnBn sinnθ cosnθ] dθ,

(2.17)

por otro lado∫ 2π

0

Θ2
n dθ =

∫ 2π

0

[A2
n cos2 nθ+B2

n sin2 nθ+ 2AnBn sinnθ cosnθ] dθ. (2.18)

Entonces sumando n2
∫ 2π

0
Θ2
ndθ en ambos miembros de la ecuación (2.16) se

tiene

2n2
∫ 2π

0

Θ2
n dθ =

∫ 2π

0

[n2Θ2
n + (Θ‘n)2] dθ,

y sustituyendo (2.17) y (2.18) en la expresión anterior

2n2
∫ 2π

0

Θ2
ndθ =

∫ 2π

0

n2A2
n(sin2 nθ + cos2 nθ) dθ

+

∫ 2π

0

n2B2
n(sin2 nθ + cos2 nθ) dθ

=n2(A2
n +B2

n)

∫ 2π

0

dθ

(2.19)

es decir∫ 2π

0

Θ2
ndθ = (A2

n +B2
n)π. (2.20)

Por tanto∫ 2π

0

ΘnΘm dθ = (A2
n +B2

n)δnmπ. (2.21)

Para el caso de n = 0 se tiene que Θ0 = A0 y∫ 2π

0

Θ2
0 dθ = 2πA2

0. (2.22)

2.2. Solución de la Ecuación Radial

La ecuación (2.8) se conoce como la ecuación paramétrica de Bessel [10] cuya
solución

R(r) = Jn(λr), (2.23)

10



Solución de la ecuación de Helmholtz

es la función de Bessel de primer tipo de grado n dada por (Apéndice B)

Jn(λr) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
λr

2

)2k+n

. (2.24)

La función de Bessel es una función armónica, como se muestra la Figura
2.1 ;estas soluciones presentan un comportamiento oscilante cuya amplitud
va decayend a medida que r tiende a infinito (Apéndice D). Además, si
comparamos con la Figura 2.2 podemos advertir que a medida que aumenta el
ı́ndice n, el primer máximo de la función de Bessel se recorre hacia la derecha.
El parámetro λ depende directamente de las condiciones de frontera dadas

Figura 2.1: Funciones de Bessel J0(r), J1(r) y J2(r)
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Figura 2.2: Funciones de Bessel J8(r), J9(r) y J10(r)

por las ecuaciones (2.2)-(2.4).
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Caṕıtulo 2

i) Condición de Dirichlet

La condición de frontera de Dirichlet dada por (2.2) significa que la función
radial evaluada en r = a es cero, no hay movimiento en la membrana, es decir
R(a) = Jn(λa) = 0, por lo que λ = λnj =

αnj
a , donde αnj son las ráıces de

la función de Bessel de orden n. Podemos observar en la Figura 2.3 cómo al
tomar λnj =

αnj
a estamos escalando la función de Bessel con cada uno de sus

ceros.
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Figura 2.3: Funciones de Bessel sujetas a la condición de Dirichlet con a = 50.

ii) Condición de Neumann

Para la condición dada por (2.3) se tiene que R′(a) = λJ ′n(λa) = 0. Como

λ 6= 0 entonces J ′n(λa) = 0 y por tanto λ = λnj =
βnj
a , donde βnj son las

ráıces de la derivada de la función de Bessel de orden n. La figura 2.4 nos
muestra como en la frontera se encuentran los máximos y mı́nimos locales de
la función de Bessel en r = a.

iii) Condición de Robin

Para la condición de Robin dada por la ecuación (2.4) λnj =
γnj
a , donde γnj

son las ráıces de la ecuación trascendente

µ
γnj
a
J ′n(γnj) + ηJn(γnj) = 0.

En la Figura 2.5 se puede observar como la derivada de la función de Bessel
bajo la condición de Robin, toma un valor intermedio entre las condiciones de
Dirichlet y Neumann.
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Figura 2.4: Funciones de Bessel sujetas a la condición de Neumann con a = 50.
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Figura 2.5: Funciones de Bessel sujetas a la condición de Robin con a = 50.

Resumiendo, para las tres condiciones de frontera se tiene que el parámetro λnj
tiene la forma

λnj =



αnj
a Cond. Dirichlet,

βnj
a Cond. Neumann,

γnj
a Cond. Robin.

(2.25)

2.2.1. Ortogonalidad de la solución radial

Al igual que con la solución angular, es necesario mostrar la ortogonalidad
de nuestras soluciones radiales que en este caso son funciones de Bessel. Por

13
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Caṕıtulo 2

lo que podemos seguir un tratamiento análogo al que desarrollamos con las
soluciones angulares. Sin embargo en este caso es necesario considerar las tres
distintas condiciones de frontera.

Sea Rnj = Jn(λnjr) la solución de (2.8) con valor propio λnj , de

r2R′′nj + rR′nj +Rnj(λ
2
njr

2 − n2) = 0,

dividiendo entre r se tiene

rR′′nj +R′nj +Rnj(λ
2
njr − n2/r) = 0.

Podemos reescribir la expresión anterior como

[rR′nj ]
′ +Rnj(λ

2
njr − n2/r) = 0. (2.26)

Sea Rnk = Jn(λnkr) otra solución de (2.8) con valor propio λnk 6= λnj , por
(2.26) tenemos que

[rR′nk]′ +Rnk(λ2nkr
2 − n2/r) = 0. (2.27)

Multiplicando (2.26) por Rnk y (2.27) por −Rnj se tiene

Rnk[rR′nj ]
′ +RnkRnj(λ

2
njr − n2/r) = 0,

−Rnj [rR′nk]′ −RnkRnj(λ2nkr − n2/r) = 0.

Sumando ambas ecuaciones

Rnk[rR′nj ]
′ −Rnj [rR′nk]′ + (λ2nj − λ2nk)rRnkRnj = 0.

Notemos que

d

dr
[RnkrR

′
nj −RnjrR′nk] = Rnk[rR′nj ]

′ −Rnj [rR′nk]′,

por tanto

d

dr
[RnkrR

′
nj −RnjrR′nk] = (λ2nk − λ2nj)rRnkRnj .

Integrando de 0 a a

(λ2nk − λ2nj)
∫ a

0

RnkRnjr dr = r[RnkR
′
nj −RnjR′nk]|a0 ,

= a[Rnk(a)R′nj(a)−Rnj(a)R′nk(a)].

Ahora bien, para la condición de Dirichlet Rnj(a) = Rnk(a) = 0 y para la de
Neumann R′nj(a) = R′nk(a) = 0. Por otro lado, para la condición de Robin,

r[RnkR
′
nj −RnjR′nk]a0 = a[Rnk(a)R′nj(a)−Rnj(a)R′nk(a)],

= a

[
−Rnk(a)

η

µ
Rnj(a) +Rnj(a)

η

µ
Rnk(a)

]
,

= 0.

14



Solución de la ecuación de Helmholtz

Entonces

(λ2nk − λ2nj)
∫ a

0

RnkRnjr dr = 0,

como (λ2nk − λ2nj) 6= 0∫ a

0

RnkRnjr dr = 0, (2.28)

es decir, las funciones Jn(λnjr) y Jn(λnkr) son ortogonales bajo la función peso
r.

2.2.2. Norma cuadrada de la solución radial

Ahora, obtendremos la norma cuadrada de las funciones de Bessel para las tres
condiciones de frontera; para ello multiplicamos la ecuación (2.26) por rR′nj

rR′nj [rR
′
nj ]
′ +RnjR

′
nj(λ

2
njr

2 − n2) = 0.

Recordando que [f2(x)]′ = 2f(x)f ′(x), es posible reescribir la expresión ante-
rior como

[(rR′nj)
2]′ + [R2

nj ]
′(λ2njr

2 − n2) = 0.

Integrando de 0 a a

(rR′nj)
2|a0 + λ2nj

∫ a

0

[R2
nj ]
′r2 dr − n2R2

nj |a0 = 0, (2.29)

y como∫ a

0

[R2
nj ]
′r2dr = r2R2

nj |a0 − 2

∫ a

0

R2
njr dr,

podemos substituir en (2.29) para llegar a∫ a

0

R2
njr dr =

(rR′nj)
2 +R2

nj(λ
2
njr

2 − n2)

2λ2nj

∣∣∣a
0
.

Recordando que Rnj(r) = Jn(λnjr)∫ a

0

J2
n(λ2njr)r dr =

[rλnjJ
′
n(λnjr)]

2|a0 + J2
n(λnjr)(λ

2
njr

2 − n2)

2λ2nj

∣∣∣a
0
,

=
[aλnjJ

′
n(λnja)]2 + J2

n(λnja)(λ2nja
2 − n2)

2λ2nj
,

= N 2
DNR(n, j). (2.30)

15



Caṕıtulo 2

Utilizando (2.30) y la definición de λnj para las diferentes condiciones de fron-
tera dada por (2.25) se tiene.

N 2
DNR(n, j) =



a2

2 J
2
n+1(αnj) Cond. Dirichlet,

a2

2 J
2
n(βnj)

[
1− n2

β2
nj

]
Cond. Neumann,

a2

2 J
2
n(γnj)

[
1 + η2

µ2 − n2

γ2
nj

]
Cond. Robin.

(2.31)

Por tanto∫ a

0

Jn(λnjr)Jn(λnkr)r dr = δjkN 2
DNR(n, k). (2.32)

2.3. Solución de la ecuación de Helmholtz

Ahora que hemos obtenido las soluciones angular y radial, podemos tomar
Φnj(r, θ) = Θn(θ)Rnj(r) lo cual nos da dos familias de soluciones normalizadas
linealmente independientes para cada par n, j

ΦCnj(r, θ) =
Jn(λnjr) cos(nθ)

πNDNR(n, j)
y ΦSnj(r, θ) =

Jn(λnjr) sin(nθ)

πNDNR(n, j)
. (2.33)

Notemos que ambas soluciones tienen la propiedad

∇2Φ∗nj(r, θ) = −λ2njΦ(r, θ) ∗ = {C, S} (2.34)

Superponiendo múltiplos escalares de estas soluciones se tiene la solución a la
ecuación de Helmholtz como

Φ(r, θ) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

AnjΦCnj(r, θ) +BnjΦSnj(r, θ).

Las Figuras 2.6, 2.7 y 2.8 muestran soluciones a la ecuación de Helmholtz
considerando diferentes condiciones de frontera.
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Solución de la ecuación de Helmholtz

Figura 2.6: Φ(r, θ) bajo la condición de Dirichlet, sumando los primeros 400 términos.

Figura 2.7: Φ(r, θ) bajo la condición de Neumann, sumando los primeros 400 términos.
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Caṕıtulo 2

Figura 2.8: Φ(r, θ) bajo la condición de Robin, sumando los primeros 400 términos.
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Caṕıtulo 3

Solución de la ecuación de
onda

En este caṕıtulo mostraremos cómo resolver la ecuación de onda utilizando
la solución de la ecuación de Helmholtz obtenida en el caṕıtulo anterior.
Además, mostraremos cómo obtener una representación compleja de la
solución obtenida.

Como sabemos, las deflecciones de una membrana circular se pueden
describir mediante la ecuación de onda (1.7)

∂2u

∂t2
= c2

[
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2

]
(3.1)

con 0 < r < a, 0 < θ < 2π y las condiciones iniciales

u(r, θ, 0) = f(r, θ), (3.2)

∂tu(r, θ, 0) = g(r, θ), (3.3)

donde f(r, θ) y g(r, θ) son la posición y la velocidad inicial de la membrana
respectivamente.

Además la membrana se encuentra sujeta a alguna de las siguientes
condiciones a la frontera homogéneas

u(a, θ, t) = 0 Cond. de Dirichlet, (3.4)

ur(a, θ, t) = 0 Cond. de Neumann, (3.5)

µur(a, θ, t) + ηu(a, θ, t) = 0 Cond. de Robin. (3.6)
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Caṕıtulo 3

3.1. El Método de expansión en eigenfunciones

Considerando que la membrana se encuentra sujeta a alguna de las condiciones
de frontera dadas por las ecuaciones (3.4)-(3.6), podemos tomar las soluciones
de la ecuación de Helmholtz dadas por (2.33) y proponer que u(r, θ, t) sea de
la forma

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Anj(t)ΦCnj(r, θ) +Bnj(t)ΦSnj(r, θ), (3.7)

donde Anj(t) y Bnj(t) son funciones que dependen del tiempo.

Entonces

∂2u

∂t2
=

∞∑
n=0

∞∑
j=1

A′′nj(t)ΦCnj(r, θ) +B′′nj(t)ΦSnj(r, θ), (3.8)

por otro lado, empleando la linealidad del operador laplaciano y la expresión
(2.34)

c2∇2u =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Anj(t)[−c2λ2njΦCnj(r, θ)]+Bnj(t)[−c2λ2njΦSnj(r, θ)]. (3.9)

Finalmente al sustituir (3.8) y (3.9) en (3.1) y agrupando adecuadamente lle-
gamos a la siguiente expresión.

∞∑
n=0

∞∑
j=1

[A′′nj(t) + c2λ2njAnj(t)]ΦCnj(r, θ)+[B′′nj(t) + c2λ2njBnj(t)]ΦSnj(r, θ) = 0,

como ΦCnj(r, θ) y ΦSnj(r, θ) constituyen soluciones linealmente independientes
su combinación lineal igualada a cero implica que cada uno de los coeficientes
que las acompaña debe anularse

A′′nj(t) + c2λ2njAnj(t) =0,

B′′nj(t) + c2λ2njBnj(t) =0,

cuyas soluciones son de la forma

Anj(t) = Cnj cos(λnjct) + C∗nj sin(λnjct), (3.10)

Bnj(t) = Dnj cos(λnjct) +D∗nj sin(λnjct). (3.11)
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Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.7)

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

[Cnjcos(λnjct) + C∗njsin(λnjct)]ΦCnj(r, θ)

+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

[Dnjcos(λnjct) +D∗njsin(λnjct)]ΦSnj(r, θ),

y reagrupando los términos

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

[CnjΦCnj(r, θ) +DnjΦSnj(r, θ)]cos(λnjct)

+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

[C∗njΦCnj(r, θ) +D∗njΦSnj(r, θ)]sin(λnjct)

3.2. Obteniendo los coeficientes utilizando Or-
togonalidad

Para resolver por completo la ecuación es necesario determinar la forma de los
coeficientes Cnj ,Dnj , C

∗
nj y D∗nj por lo que utilizaremos la primera condición

inicial dada por (3.2)

f(r, θ) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

CnjΦCnj(r, θ) +DnjΦSnj(r, θ),

=

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Cnj
Jn(λnjr) cosnθ

NDNR(n, j)
+Dnj

Jn(λnjr) sinnθ

πNDNR(n, j)
,

y separando el término correspondiente a n = 0

f(r, θ) =

∞∑
j=1

C0j
Jn(λ0jr)

πNDNR(0, j)
+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Cnj
Jn(λnjr) cosnθ

πNDNR(n, j)

+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Dnj
Jn(λnjr) sinnθ

πNDNR(n, j)
, (3.12)

con NDNR(r, θ) la norma de las funciones de Bessel dada por (2.31)

Ahora para obtener el coficiente para n = 0 podemos usar ortogonali-
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dad con respecto a θ e integrar (3.12) de 0 a 2π:

∫ 2π

0

f(r, θ) dθ =

∞∑
j=1

C0j

J0(λ0jr)
∫ 2π

0
dθ

πNDNR(0, j)
+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Cnj
Jn(λnjr)

∫ 2π

0
cosnθdθ

πNDNR(n, j)

+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Dnj

Jn(λnjr)
∫ 2π

0
sinnθ dθ

πNDNR(n, j)
,

=2π

∞∑
j=1

C0j
J0(λ0jr)

πNDNR(0, j)
. (3.13)

Después multiplicamos (3.13) por J0(λ0kr)r e integramos de 0 a a

∫ a

0

∫ 2π

0

J0(λ0kr)f(r, θ)r dθ dr =2

∞∑
j=1

C0j

∫ a
0
J0(λ0jr)J0(λ0kr)r dr

NDNR(0, j)
,

=2

∞∑
j=1

C0j
δjkN 2

DNR(0, k)

NDNR(0, j)
,

=2NDNR(0, k)C0k.

Por tanto

C0k =

∫ a
0

∫ 2π

0
J0(λ0kr)f(r, θ)r dθ dr

2πNDNR(0, k)
. (3.14)

Lo siguiente, es multiplicar (3.12) por cosmθ e integrar de 0 a 2π

∫ 2π

0

f(r, θ) cosmθdθ =

∞∑
j=1

C0j

J0(λ0jr)
∫ 2π

0
cosmθ dθ

πNDNR(0,j)

+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Cnj
Jn(λnjr)

∫ 2π

0
cosnθ cosmθ dθ

πNDNR(n, j)

+

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Dnj

Jn(λnjr)
∫ 2π

0
sinnθ cosmθ dθ

πNDNR(n, j)
,

=

∞∑
n=1

∞∑
j=1

Cnj
Jn(λnjr)πδnm
πNDNR(n, j)

=

∞∑
j=1

Cmj
Jm(λmjr)

NDNR(m, j)
. (3.15)
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Posteriormente multiplicamos (3.15) por Jm(λmkr)r e integramos de 0 a a∫ a

0

∫ 2π

0

J0(λmkr)f(r, θ)r cosmθdθ dr =

∞∑
j=1

Cmj

∫ a
0
Jm(λmjr)Jm(λmkr)r dr

NDNR(m.j)
,

=

∞∑
j=1

Cmj
δjkN 2

DNR(m, k)

NDNR(m, j)
,

=NDNR(m, k)Cmk.

Entonces

Cmk =

∫ a
0

∫ 2π

0
Jm(λmkr)f(r, θ) cosmθr dθ dr

NDNR(m, k)
, (3.16)

y análogamente, pero con la difrencia de que esta vez multiplicamos por sinmθ,
se tiene

Dmk =

∫ a
0

∫ 2π

0
Jm(λmkr)f(r, θ) sinmθr dθ dr

NDNR(m, k)
. (3.17)

Usando ahora (3.3)

g(r, θ) =c

∞∑
j=1

λ0jC
∗
0j

Jn(λ0jr)

πNDNR(0, j)
+ c

∞∑
n=1

∞∑
j=1

λnjC
∗
nj

Jn(λnjr) cosnθ

πNDNR(n, j)

+ c

∞∑
n=1

∞∑
j=1

λnjD
∗
nj

Jn(λnjr) sinnθ

πNDNR(n, j)
, (3.18)

y mediante un procedimiento análogo al anterior llegamos a que

C∗0k =

∫ a
0

∫ 2π

0
J0(λ0kr)g(r, θ)r dθ dr

cλmk2NDNR(0, k)
. (3.19)

C∗mk =

∫ a
0

∫ 2π

0
Jm(λmkr)g(r, θ) cosmθr dθ dr

cλmkNDNR(m, k)
, (3.20)

D∗mk =

∫ a
0

∫ 2π

0
Jm(λmkr)g(r, θ) sinmθr dθ dr

cλmkNDNR(m, k)
. (3.21)

3.2.1. Ejemplo

Ahora consideremos el ejemplo en el que la posición inicial está dada por
f(r, θ) = (a2− r2)(cos θ+sin θ)r como se ilustra en la Figura 3.1 y la velocidad
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Figura 3.1: f(r, θ) = (a2 − r2)(cos θ + sin θ)r.

inicial es cero.

Entonces

C0k =

∫ a
0

∫ 2π

0
J0(λ0kr)(a

2 − r2)(cos θ + sin θ)rr dθ dr

2ND(0, k)
, (3.22)

=

∫ a
0
J0(λ0kr)(a

2 − r2)r2dr
∫ 2π

0
(cos θ + sin θ)dθ

2ND(0, k)
, (3.23)

=0. (3.24)

Este resultado se pod́ıa anticipar al observar que el volumen bajo la superficie
f(r, θ) se anulaba al integrar con respecto a θ.
Por otro lado

Cmk =

∫ a
0

∫ 2π

0
Jm(λmkr)f(r, θ) cosmθr dθ dr

πND(m, k)
,

=

∫ a
0
Jm(λmkr)(a

2 − r2)r2dr
∫ 2π

0
(cos θ + sin θ) cos(mθ) dθ

ND(m, k)
,

=

∫ a
0
Jm(λmkr)(a

2 − r2)r2drπδ1m

ND(m, k)
.

La última expresión nos indica que únicamente los términos con m = 1 son

26



Solución de la ecuación de onda

distintos de cero, por lo que

C1k =

∫ a
0
J1(λ1kr)(a

2 − r2)r2 dr

ND(1, k)
.

=
2a5J3(α1k)

α2
1kND(1, k)

,

y para D1k el resultado es análogo. Sin embargo, podemos también analizar el
comportamiento de los coeficientes como el volumen bajo la superficie h1k(r, θ)
dada por

h1k(r, θ) =
J1(λ1kr)f(r, θ) cos θr2

ND(m, k)
.

Como podemos apreciar en la Figura 3.2 , a medida que j se incrementa hay

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.2: Algunos ejemplos de coeficientes dados como el volumen bajo la
superficie (a) h1,0(r, θ), (b) h1,5(r, θ) (c) h1,10(r, θ) y (d) h1,20(r, θ)

un mayor número de oscilaciones en la parte radial, por lo que los volúmenes se
cancelan entre śı y la contribución más importante está dada por los máximos
centrales.
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Caṕıtulo 3

3.3. Representación compleja de la solución a
la ecuación de onda

La solución a la ecuación de onda puede representarse en forma compleja,
lo que tiene la ventaja de poder escribirla de una manera más compacta
y además, como veremos en el Caṕıtulo 4, nos permite realizar algunos
cálculos con una mayor sencillez que si trabajáramos con la solución en su
representación real.

Consideremos la solución a la ecuación de onda dada por

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Jn(λnjr)

πNDNR(n, j)
[Cnj cos(nθ) +Dnj sin(nθ)]cos(λnjct)

+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Jn(λnjr)

πNDNR(n, j)
[C∗nj cos(nθ) +D∗nj sin(nθ)]sin(λnjct).

Utilizando la igualdad de Euler, podemos expresar el seno y el coseno en forma
compleja [4]

cosnθ =
einθ + e−inθ

2
y sinnθ =

einθ − e−inθ

2i
,

se tiene

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Jn(λnjr)

πNDNR(n, j)
cos(λnjct)

[
einθ

Cnj − iDnj

2
+ e−inθ

Cnj + iDnj

2

]

+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

Jn(λnjr)

πNDNR(n, j)
sin(λnjct)

[
einθ

C∗nj − iD∗nj
2

+ e−inθ
C∗nj + iD∗nj

2

]
.

(3.25)

Ahora bien usando (3.16) y (3.17) y sustituyendo llegamos a

Cnj − iDnj

2
=

1

2NDNR(n, j)

[∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(λnjr)f(r, θ)cosnθr dθ dr

]
−i 1

2NDNR(n, j)

[∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(λnjr)f(r, θ)sinnθr dθ dr

]
,

=
1

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(λnjr)f(r, θ)(cosnθ − i sinnθ)r dθ dr,

=
1

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(λnjr)f(r, θ)e−inθr dθ dr,
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y similarmente

Cnj + iDnj

2
=

1

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

Jn(λnjr)f(r, θ)einθr dθ dr,

=
(−1)n

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

(−1)nJn(λnjr)f(r, θ)einθr dθ dr,

=
(−1)n

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

J−n(λnjr)f(r, θ)einθr dθ dr.

Definamos A±nj de la siguiente forma

A±nj =
1

2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

J±n(λnjr)f(r, θ)e∓inθr dθ dr, (3.26)

análogamente

A∗±nj =
1

cλnj2NDNR(n, j)

∫ a

0

∫ 2π

0

J±n(λnjr)g(r, θ)e∓inθr dθ dr. (3.27)

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.25)

u(r, θ, t) =

∞∑
n=0

∞∑
j=1

cos(λnjct)

NDNR(n, j)

[
einθAnjJn(λnjr) + e−inθA−nj(−1)nJn(λnjr)

]
+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

sin(λnjct)

NDNR(n, j)

[
einθA∗njJn(λnjr) + e−inθA∗−nj(−1)nJn(λnjr)

]
,

=

∞∑
n=0

∞∑
j=1

cos(λnjct)

NDNR(n, j)

[
einθAnjJn(λnjr) + e−inθA−njJ−n(λnjr)

]
+

∞∑
n=0

∞∑
j=1

sin(λnjct)

NDNR(n, j)

[
einθA∗njJn(λnjr) + e−inθA∗−njJ−n(λnjr)

]
,

y agrupando en una sola sumatoria sobre n que ahora va de menos infinito a
infinito

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

einθ
Jn(λnjr)

πNNDR(n, j)

[
Anj cos(λnjct) +A∗nj sin(λnjct)

]
.

(3.28)

Observemos que

Φnj(r, θ) = einθ
Jn(λnjr)

πNNDR(n, j)
, (3.29)
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representa la parte espacial de nuestra solución y presenta las siguientes pro-
piedades

∇2Φnj(r, θ) = −λ2njΦnj(r, θ), (3.30)∫ a

0

∫ 2π

0

Φnj(r, θ)Φml(r, θ)r dθ dr = 2δnmδjl, (3.31)

donde la barra denota el complejo conjugado de la función. En el siguiente
caṕıtulo utilizaremos estas propiedades.

Finalmente, podemos reescribir a nuestra solución (3.28) de una forma
muchos más compacta

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

Φnj(r, θ)
[
Anj cos(λnjct) +A∗nj sin(λnjct)

]
. (3.32)

La solución ya quedo separada en con el producto de dos funciones, una espacial
y la otra temporal.
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Caṕıtulo 4

Aproximación a la solución
de la ecuacion de onda
usando sumas finitas

Como hemos visto, podemos escribir la solución de la ecuación de onda me-
diante sumas infinitas y expresar esta solución en su forma compleja dada por
(3.32). Sin embargo, en la práctica es necesario encontrar hasta qué término
podemos truncar esas sumas [15] [17], ya que la computadora no nos permite
realizar sumas infinitas. En este caṕıtulo nosotros proponemos una forma para
truncar la suma utilizando la expresión asintótica de la función de Bessel dada
por (D.5).

4.1. Acotando el error

Consideremos la representación de u(r, θ, t) dada por (3.32) utilizando las fun-
ciones Φnj(r, θ) bajo la condición inicial (3.2); esto nos da

f(r, θ) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

AnjΦnj(r, θ), (4.1)

y cuya aproximación finita es

fNK(r, θ) =

N∑
n=−N

K∑
j=1

AnjΦnj(r, θ), (4.2)

donde los coeficientes Anj están dados por (3.26).
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Sea ∆f la diferencia entre f(r, θ) y su aproximación finita dada por

∆f =|f(r, θ)− fNK(r, θ)|

=
∣∣∣ ∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

einθ
Jn(λnjr)

NNDR(n, j)
Anj−

N∑
n=−N

K∑
j=1

einθ
Jn(λnjr)

NNDR(n, j)
Anj

∣∣∣,
=
∣∣∣ ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

einθ
Jn(λnjr)

NNDR(n, j)
Anj+

−(N−1)∑
n=−∞

∞∑
j=K+1

einθ
Jn(λnjr)

NNDR(n, j)
Anj

∣∣∣,
y utilizando la desigualdad del triángulo [12]

∆f ≤
∣∣∣ ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

Φnj(r, θ)Anj
∣∣∣+
∣∣∣−(N−1)∑
n=−∞

∞∑
j=K+1

Φnj(r, θ)Anj
∣∣∣. (4.3)

Para el primer término de (4.3) se tiene∣∣∣ ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

Φnj(r, θ)Anj
∣∣∣ ≤ ∞∑

n=N+1

∞∑
j=K+1

|einθ| |Jn(λnjr)|
π|NNDR(n, j)|

|Anj |

=

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

π|NNDR(n, j)|
|Anj |,

=

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

λ2nj |Anj |
πNDNR(n, j)λ2nj

.

Observemos que haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz [12] lle-
gamos a

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

λ2nj |Anj |
πNDNRλ2nj

≤

 ∞∑
n′=N+1

∞∑
j′=K+1

λ4n′j′ |An′j′ |2
1/2

×

 ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

π2λ4njN 2
DNR(n, j)

1/2

,

≤ 1

π

 ∞∑
n′=−∞

∞∑
j′=1

λ4n′j′ |An′j′ |2
1/2

×

 ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
DNR(n, j)

1/2

(4.4)
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Para poder acotar el primer factor de (4.4) vamos a aplicar el laplaciano a (4.1)

∇2f(r, θ) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

(−λ2nj)AnjΦnj(r, θ),

y dado que estamos trabajando con la representación compleja de la solución,
debemos tomar su conjugado

∇2f(r, θ) =

∞∑
m=−∞

∞∑
k=1

(−λ2mk)AmkΦml(r, θ).

Entonces al multiplicarlos se obtiene

|∇2f(r, θ)|2 =

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

∞∑
j=1

∞∑
k=1

λ2mkλ
2
njAnjAmkΦnj(r, θ)Φml(r, θ), (4.5)

y utilizando (3.31)∫ a

0

∫ 2π

0

|∇2f(r, θ)|2rdθdr =2

∞∑
n=−∞

∞∑
m=−∞

∞∑
j=1

∞∑
l=1

AnjAmkδnmδjl

=2

∞∑
m=−∞

∞∑
l=1

λ4ml|Amk|2.

Por tanto

∞∑
m=−∞

∞∑
k=1

λ4mk|Amk|2 =
1

2

∫ a

0

∫ 2π

0

|∇2f(r, θ)|2rdθdr.

Sea

B =

√
1

2

∫ a

0

∫ 2π

0

|∇2f(r, θ)|2rdθdr, (4.6)

entonces sustituyendo (4.6) en (4.4)

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

λ2nj |Anj |
NDNR(n, j)λ2nj

≤ B

π

 ∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
DNR(n, j)

1/2

. (4.7)

Notemos que la expresión anterior nos dice que la cota del error lineal depende
de la función que estemos aproximando y esa dependencia está dada por (4.6).
Por otro lado el segundo factor del miembro derecho de (4.7) depende de las
condiciones de frontera.

Ahora consideremos las diferentes normas que dependen de las condicio-
nes a la frontera.
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4.1.1. Cota para la condición de Dirichlet

Para esta condición se tiene

λ4njN 2
D(n, j) =

α4
nj

a4
a2

2
J2
n+1(αnj),

=
α4
nj

2a2
J2
n+1(αnj);

recordemos que estamos trabajando con n� 1, lo cual implica que las ráıces de
la función de Bessel se encuentran muy alejadas del cero, por lo que podemos
utilizar la representación asintótica de la función de Bessel (Apéndice D), lo
que nos lleva a que

λ4njN 2
D(n, j) ≈

α4
nj

2a2
2

παnj
cos2

(
αnj −

π

4
− (n+ 1)π

2

)
,

=
α3
nj

πa2
cos2

(
αnj −

π

4
− (n+ 1)π

2

)
,

Además, también podemos aproximar las ráıces de la función de Bessel para
r � 1 (véase D.7)

λ4njN 2
D(n, j) ≈ 1

πa2

[
(2j + n)π

2
− π

4

]3
cos2((j − 1)π),

=
π2

a2

[
(2j + n)

2
− 1

4

]3
,

=
π2

26a2
(4j + 2n− 1)3. (4.8)

Entonces

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
D(n, j)

≈ 26a2

π2

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

(4j + 2n− 1)3
.

Ahora, llevando las variables discretas n, k al cont’inuo n→ x, j → y se tiene

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

(4j + 2n− 1)3
≤
∫ ∞
N+1

∫ ∞
K+1

1

(4y + 2x− 1)3
dy dx.

Calculando la primera integral iterada resulta∫ ∞
K+1

1

(4y + 2x− 1)3
dy =

1

23
1

(4y + 2x− 1)2
|K+1
∞

=
1

23
1

(2x+ 4(K + 1)− 1)2
,
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y para la segunda∫ ∞
N+1

1

23
1

(2x+ 4(K + 1)− 1)2
dx =

1

24
1

(2x+ 4(K + 1)− 1)
|N+1
∞ ,

=
1

24
1

(2(N + 1) + 4(K + 1)− 1)
,

=
1

24
1

(2(N + 2K) + 5)
.

Esto nos da

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
D(n, j)

.
22a2

π2

1

(2(N + 2K) + 5)
,

y sustituyendo en (4.7)

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

|Anj |
ND(n, j)

< B
a

π2

2√
2(N + 2K) + 5

. (4.9)

Finalmente, para el segundo sumando de (4.3) el procedimiento es análogo y
se tiene

|f(r, θ)− fNK(r, θ)| ≤ 2B
a

π2

2√
2(N + 2K) + 5

. (4.10)

En la Figura 4.1 (pág 38) se puede observar la convergencia ∆f a cero para la
condición de Dirichlet a menisda que aumentan N y K.

4.1.2. Cota para la condición de Neumann

En este caso se tiene

λ4njN 2
N (n, j) =

β4
nj

a4
a2

2
J2
n(βnj)

[
1− n2

β2
nj

]
,

=
β4
nj

2a2
J2
n(βnj)

[
1− n2

β2
nj

]
.

Ahora utilizaremos la representación asintótica (Apéndice D)

λ4njN 2
D(n, j) ≈

β4
nj

2a2
2

πβnj
cos2

(
βnj −

π

4
− nπ

2

)[
1− n2

β2
nj

]
,

=
β3
nj

πa2
cos2

(
βnj −

π

4
− nπ

2

)[
1− n2

β2
nj

]
,

=
1

πa2
cos2

(
βnj −

π

4
− nπ

2

)
βnj [β

2
nj − n2],
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Caṕıtulo 4

Figura 4.1: Convergencia de ∆f para la Condición de Dirichlet.

y aproximando las ráıces de la derivada de la función de Bessel mediante (D.8)

λ4njN 2
D(n, j) ≈ 1

πa2
cos2(jπ)

(
(2j + n)π

2
+
π

4

)[(
(2j + n)π

2
+
π

4

)2

− n2
]
,

=
π2

a226
(4j + 2n+ 1)

[
(4j + 2n+ 1)2 − 42n2

π2

]
.

Entonces

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
N (n, j)

≈ 26a2

π2

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

(4j + 2n+ 1)
[
(4j + 2n+ 1)2 − 42n2

π2

] ,
y nuevamente llevando las variables discretas al continuo

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

(4j + 2n+ 1)
[
(4j + 2n+ 1)2 − 42n2

π2

]
≤
∫ ∞
N+1

∫ ∞
K+1

1

(4y + 2x+ 1)
[
(4y + 2x+ 1)2 − 42x2

π2

] dy dx.
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Para calcular la primera integral iterada hacemos el siguiente cambio de variable
u = 4y + 2x+ 1, D = 4(K + 1) + 2x+ 1 y ξ = 4x

π y aśı

1

4

∫ ∞
D

1

u[u2 − ξ2]
du = ĺım

ε→∞

1

4

∫ ε

D

1

u(u2 − ξ2)
du,

= ĺım
ε→∞

1

4ξ2

∫ ε

D

1

u+ ξ
+

1

u− ξ
− 1

u
du,

= ĺım
ε→∞

1

4ξ2

[
1

2
ln

(
1− ξ2

ε2

)
+ ln(D)− 1

2
ln(D − ξ)− 1

2
ln(D + ξ)

]
,

=
1

4ξ2

[
ln(D)− 1

2
ln(D − ξ)− 1

2
ln(D + ξ)

]
.

Entonces la segunda integral iterada queda como∫ ∞
N+1

π2

43x2

[
ln(2x+ 4(K + 1) + 1)− 1

2
ln

((
2 +

4

π

)
x+ 4(K + 1) + 1

)]
dx

−
∫ ∞
N+1

π2

43x2

[
1

2
ln

((
2− 4

π

)
x+ 4(K + 1) + 1

)]
dx.

Sean I2 la segunda integral iterada, G = 4(K + 1) + 1, R = 2 + 4
π y S = 2− 4

π ,
esto nos da

I2 =

∫ ∞
N+1

π2

43x2

[
ln(2x+G)− 1

2
ln(Rx+G)− 1

2
ln (Sx+G)

]
dx.

Para resolver la integral anterior basta recordar que∫ B
A

1

x2
ln(ax+ b)dx =

1

x
ln(ax+ b) +

a

b
ln(x)− a

b
ln(ax+ b)|BA.

Esto nos da∫ ∞
N+1

1

x2
ln(2x+G) dx =

1

x
ln(2x+G) +

2

G
ln(x)− 2

G
ln(2x+G)|∞N+1,

−1

2

∫ ∞
N+1

1

x2
ln(Rx+G) dx =

R

2G
ln(Rx+G)− 1

2x
ln(Rx+G)− R

2G
ln(x)|∞N+1,

−1

2

∫ ∞
N+1

1

x2
ln(Sx+G) dx =

S

2G
ln(Sx+G)− 1

2x
ln(Sx+G)− S

2G
ln(x)|∞N+1,

y aśı la integral resulta ser

I2 =
π2

43

[
1

2x
ln

(
4x2 + 4Gx+G2

RSx2 + (R+ S)Gx+G2

)
− 1

G
ln

(
4x2 + 4Gx+G2

RSx2 + (R+ S)Gx+G2

)]∞
N+1

+
π2

43

[
2

Gπ
ln

(
Rx+G

Sx+G

)]∞
N+1

.
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Ahora, lo único que resta es evaluar la integral en sus ĺımites

I2 =
π2

43
2

π(4K + 5)

[
ln

(
R

S

)
− ln

(
R(N + 1) + 4K + 5

S(N + 1) + 4K + 5

)]
− π2

43
1

4K + 5

[
ln

(
4

RS

)
− ln

(
4(N + 1)2 + 4(4K + 5)(N + 1) + (4K + 5)2

RS(N + 1)2 + 4(4K + 5)(N + 1) + (4K + 5)2

)]
− π2

43
1

2(N + 1)
ln

(
4(N + 1)2 + 4(4K + 5)(N + 1) + (4K + 5)2

RS(N + 1)2 + 4(4K + 5)(N + 1) + (4K + 5)2

)
Entonces

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
N (n, j)

.
23a

π

√
I2.

Por tanto, para la condición de Neumann se tiene

|f(r, θ)− fNK(r, θ)| ≤ 2B
23a

π2

√
I2. (4.11)

La convergencia para esta condición se ilustra en la Figura 4.2 . Notemos que
la convergencia es mucho más rápida que para la condición de Dirichlet.

4.1.3. Cota para la condición de Robin

En este caso debemos considerar la condición de Robin dada por (3.6) y ya que
estamos trabajando con la expansión asintótica (Apéndice D) nos es posible
obtener un resultado, dado por (D.9), cuando η = µ = 1,

λ4njN 2
R(n, j) =

γ4nj
a4

a2

2
J2
n(γnj)

[
2− n2

γ2nj

]
,

=
γ4nj
2a2

J2
n(γnj)

[
2− n2

γ2nj

]
.

Ahora utilizaremos la representación asintótica

λ4njN 2
R(n, j) ≈

γ4nj
2a2

2

πγnj
cos2

(
γnj −

π

4
− nπ

2

)[
2− n2

γ2nj

]
,

=
γ3nj
πa2

cos2
(
γnj −

π

4
− nπ

2

)[
2− n2

γ2nj

]
,

=
1

πa2
cos2

(
γnj −

π

4
− nπ

2

)
γnj [2γ

2
nj − n2].
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Figura 4.2: Convergencia de ∆f para la Condición de Neumann

Utilizando la representación asintótica de la función de Bessel y (D.9) llegamos
a que

λ4njN 2
R(n, j) ≈ 1

πa2
cos2

(
(j − 1)π +

π

4

)( (2j + n− 1)π

2

)[
2

(
(2j + n− 1)π

2

)2

− n2
]
,

=
1

πa2
1

2

(
(2j + n− 1)π

2

)[
2

(
(2j + n− 1)π

2

)2

− n2
]
,

=
1

πa2

(
(2j + n− 1)π

2

)[(
(2j + n− 1)π

2

)2

− n2

2

]
,

=
π2

a2

(
(2j + n− 1)

2

)[(
(2j + n− 1)

2

)2

− n2

2π2

]
,

=
π2

23a2
(2j + n− 1)

(2j + n− 1)2 −

(√
2n

π

)2
 ,
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y aśı

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

λ4njN 2
R(n, j)

≈ 23a2

π2

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

1

(2j + n− 1)
[
(2j + n− 1)2 − 2n2

π2

] .
Procediendo de forma análoga a como lo hicimos con la condición de Neumann,
se tiene

∞∑
n=N+1

∞∑
j=K+1

|Anj |
NR(n, j)

≤ B 23/2a

π

√
J2. (4.12)

donde

J2 =
π2

22

√
2

2π(2K + 1)

[
ln

(
P

Q

)
− ln

(
P (N + 1) + 2K + 1

Q(N + 1) + 2K + 1

)]
− π2

22
1

2K + 1

[
ln

(
1

PQ

)
− ln

(
(N + 1)2 + 2(2K + 1)(N + 1) + (2K + 1)2

PQ(N + 1)2 + 2(2K + 1)(N + 1) + (2K + 1)2

)]
− π2

22
1

2(N + 1)
ln

(
(N + 1)2 + 2(2K + 1)(N + 1) + (2K + 1)2

PQ(N + 1)2 + 2(2K + 1)(N + 1) + (2K + 1)2

)
,

con P = 1 +
√
2
π y Q = 1−

√
2
π .

Por tanto, la cota para la condición de Robin con µ = η = 1 está dada
por

|f(r, θ)− fNK(r, θ)| ≤ 2B
23/2a

π2

√
J2 (4.13)

Finalmente, nosotros podemos definir CDNR(N,K) como la cota para las
diferentes condiciones de frontera, dada por

CDNR(N,K) =



2B a
π2

2√
2(N+2K)+5

Cond. Dirichlet,

2B 23a
π2

√
I2 Cond. Neumann,

2B 23/2a
π2

√
J2 Cond. Robin.

(4.14)

4.2. Error cuadrático medio

En el estudio de la aproximación de funciones, es necesario definir el error
cuadrático medio como

ENK =

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)− fNK(r, θ)|2r dθ dr. (4.15)

Esta cantidad es el promedio de la función |f(r, θ) − fNK(r, θ)|2 en el ćırculo
de radio a.
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Figura 4.3: Convergencia de ∆f para la Condición de Robin.

4.2.1. Desigualdad de Bessel

Con el fin de expresar el error cuadrático medio en términos de los coeficientes
de nuestra suma [3], consideremos el error cuadrático medio y expandamos el
módulo al cuadrado,

ENK =

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)|2rdθdr +

∫ a

0

∫ 2π

0

|fNK(r, θ)|2r dθ dr

−
∫ a

0

∫ 2π

0

f(r, θ)fNK(r, θ)r dθ dr −
∫ a

0

∫ 2π

0

f(r, θ)fNK(r, θ)r dθ dr.

Ahora bien, usando (3.31)

∫ a

0

∫ 2π

0

|fNK(r, θ)|2r dθ dr = 2

N∑
n=−N

K∑
j=1

|Anj |2

43
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y ∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)fNK(r, θ)|2r dθ dr = 2

N∑
n=−N

K∑
j=1

|Anj |2

=

∫ a

0

∫ 2π

0

|fNK(r, θ)f(r, θ)|2rdθdr,

se tiene

ENK =

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)|2r dθ dr − 2

N∑
n=−N

K∑
j=1

|Anj |2.

Utilizando 0 ≤ ENK
N∑

n=−N

K∑
j=1

|Anj |2 ≤
1

2

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)|2r dθ dr,

y tomando el ĺımite cuando N y K tienden a infinito

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

|Anj |2 ≤
1

2

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)|2r dθ dr. (4.16)

A esta expresión se le llama Desigualdad de Bessel en coordenadas po-
lares

4.2.2. Identidad de Parseval

Ahora veamos que podemos obtener un resultado mucho más fuerte utilizando
las cotas para las tres condiciones dadas por (4.14). El error entonces está aco-
tado como sigue

ENK ≤
∫ a

0

∫ 2π

0

|CDNR(N,K)|2r dθ dr,

=|CDNR(N,K)|2
∫ a

0

∫ 2π

0

r dθ dr,

=|CDNR(N,K)|2πa2, (4.17)

y puesto que

0 ≤ ĺımN,K→∞ENK ≤ ĺım
N,K→∞

|CDNR|2πa2

0 ≤ ĺımN,K→∞ENK ≤ 0,

obtenemos como consecuencia que ENK = 0 en el ĺımite cuando N y K tienden
a infinito, por tanto

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

|Anj |2 =
1

2

∫ a

0

∫ 2π

0

|f(r, θ)|2r dθ dr. (4.18)
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Esta es la Identidad de Parseval en coordenadas polares.

Al trabajar con soluciones dadas por una suma infinita generalmente se
trunca hasta un número ”suficientemente grande”de sumandos. La ecuación
dada por (4.17) nos muestra cómo para cualquier error ENK nosotros podemos
obtener el número de sumando necesarios que nos permiten aproximar a la
función f(r, θ) considerando las diferentes condiciones de frontera.
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Caṕıtulo 5

Análisis de la solución a la
ecuación de onda

En el caṕıtulo 1 dedujimos la ecuación de onda y en el caṕıtulo 2 resolvimos la
ecuación de Helmholtz. Utilizando el método de expansión en eigenfunciones
pudimos resolver la ecuación de onda en el caṕıtulo 3, cuya solución está dada
como sumas infinitas. En el caṕıtulo 4 encontramos cómo truncar dichas sumas
para un cierto error de aproximación. Finalmente mostraremos los resultados
obtenidos al simular las oscilaciones en una membrana circular mediante un
programa que elaboramos en lenguaje C (Apéndice E).

5.1. Resultados de la simulación

La solución a la ecuación de onda está dada por (3.32)

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

Φnj(r, θ)
[
Anj cos(λnjct) +A∗nj sin(λnjct)

]
.

y ahora consideremos por simplicidad una velocidad inicial (3.3) dada por
g(rθ) = 0, esto nos permite reescribir la solución anterior como

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

Φnj(r, θ)Anj cos(λnjct). (5.1)

Con el programa que escribimos para simular la membrana circular (Apéndice
E) hemos logrado obtener las gráficas que ilustran la dinámica de una membra-
na bajo las tres condiciones homogéneas con las que hemos estado trabajando
(Dirichlet, Neumann y Robin) y la condición inicial dada por

f(r, θ) =

15∑
n=0

10∑
j=1

Jn(λnjr)[sinnθ + cosnθ]. (5.2)
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La Figura 5.1 muestra el comportamiento de la función bajo la condición de
Dirichlet (3.4). Como podemos observar la membrana permanece fija en la fron-
tera para todo tiempo t. Por otro lado, cuando el comportamiento está bajo la
condición de Neumann (3.5), podemos apreciar cómo la Figura 5.2 nos muestra
que aunque la condición inicial está dada por la misma función, la membra-
na presenta ondulaciones en la frontera que se van desplazando en dirección
angular; esto se debe a que los valores propios λnj cambian con cada una de
las condiciones de frontera. Finalmente para la condición de Robin (3.6) ,con
µ = η = 1, la Figura 5.3 muestra como este comportamiento sugiere ser una
combinación de los dos anteriores, ya que no presenta una frontera fija como
en el caso de Dirichlet, pero tampoco es tan pronunciado como en el caso para
la condición de Neumann. En las figuras 2.6, 2.7 y 2.8 de la página 17 se puede
observar este comportamiento con mayor detalle.

Figura 5.1: Membrana circular vibrante para la condición de Dirichlet.
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Figura 5.2: Membrana circular vibrante para la condición de Neumann.

5.2. La Solución como Ondas Viajeras

Para poder reescribir (5.1) como una suma de ondas viajeras, expresaremos
cos(λnjct) en su forma compleja y vamos a sustituirlo en (5.1) esto nos da

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

AnjΦnj(r, θ)
2

[ei(λnjct) + e−i(λnjct)], (5.3)

y recordando la definición de Φnj(r, θ) dada por (3.29)

u(r, θ, t) =

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

AnjJnj(λnjr)
π2NDNR

[ei(nθ+λnjct) + ei(nθ−λnjct)]. (5.4)

Sean

Ψ+
nj =

AnjJnj(λnjr)
π2NDNR

ei(nθ+λnjct) (5.5)

y

Ψ−nj =
AnjJnj(λnjr)
π2NDNR

ei(nθ−λnjct). (5.6)

Entonces para cada par (n, j) nosotros podemos interpretar a (5.5) como
una onda viajera (Apéndice F) que se desplaza alrededor de un ćırculo de
radio r, como se muestra en la Figura 5.4. De la misma manera, (5.6) puede
interpretarse como una onda viajera que se desplaza en sentido contrario
(levógiro), véase la Figura. La superposición de estas ondas que se desplazan
angularmente, nos permite obtener los modos normales de una membrana
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Figura 5.3: Membrana circular vibrante para la condición de Robin.

circular; lo anterior queda ilustrado en la Figura 5.6.

Ahora bien, dado que λnj < λnj+1, tenemos que la velocidad de fase es
mayor conforme van aumentando n y j, es decir, las ondas viajeras giran
cada vez más rápido. Lo anterior podemos observarlo si comparamos los
desplazamientos angulares que se ilustran en las Figuras 5.4, 5.7 y 5.8; entre
más grande es j la velocidad de giro aumenta.

5.2.1. Patrones en espiral

Tomando como punto de partida nuestra interpretación de dos onda viajeras
que se desplazan en dirección angular, podemos preguntarnos si también es
posible ver las oscilanciones en una membrana circular como ondas que se
desplacen también en la dirección radial.

Consideremos la expresión asintótica para las funciones de Bessel de pri-
mer tipo dada por (D.5) y utilicemos la representación compleja del coseno,

Jn(λnjr) ≈

√
2

πλnjr
cos
(
λnjr −

nπ

2
− π

4

)
=

√
2

πλnjr

ei(λnjr−
nπ
2 −

π
4 ) + e−i(λnjr−

nπ
2 −

π
4 )

2

=

√
2

πλnjr

ei(λnjr−
nπ
2 −

π
4 ) + ei(−λnjr+

nπ
2 +π

4 )

2
. (5.7)
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Figura 5.4: Onda viajera en dirección angular y sentido dexógiro para n y j fijos.

Figura 5.5: Onda viajera en dirección angular y sentido levógiro para n y j fijos.

Substituyendo (5.7) en (5.4) tenemos la siguiente expresión asintótica para la
solución a la ecuación de onda

u(r, θ, t) ≈
∞∑

n=−∞

∞∑
j=1

√
2

πλnjr

ei(λnj(ct+r)+n(θ−π2 )−π4 )

π4NDNR

+
∞∑

n=−∞

∞∑
j=1

√
2

πλnjr

ei(−λnj(r−ct)+n(θ+π
2 )+π

4 )

π4NDNR

+

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

√
2

πλnjr

ei(λnj(r−ct)+n(θ−π2 )−π4 )

π4NDNR

+

∞∑
n=−∞

∞∑
j=1

√
2

πλnjr

ei(−λnj(r+ct)+n(θ+π
2 )+π

4 )

π4NDNR
. (5.8)

51
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Figura 5.6: Modo normal con n = 1 j = 1.

Figura 5.7: Onda viajera con n = 1 j = 3.

Puede interpretarse esta solución como cuatro ondas que se desplazan en las
direcciones radial y angular, dando como resultado patrones en espiral como se
aprecia en la Figura 5.9. Notemos que estas espirales no cumplen por śı mismas
con la condición de frontera, la suma total de armónicos debe cumplirla. Por
otro lado, este comportamiento a distintos tiempos se representa como espirales
que giran, una ilustración de esto se ve en la Figura 5.10. Cabe mencionar que
esta forma de visualizar las deflecciones de una membrana como ondas viajeras
es válida únicamente para valores de j grandes donde se cumple la aproxima-
ción asintótica.

En la Figura 5.11 se ilustra la suma de las distintas ondas viajeras. En las
imágenes tituladas Onda 1 y Onda 4 podemos observar oscilaciones que pre-
sentan cierta torsión y que giran en sentido contrario la una de la otra. Para las
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Figura 5.8: Onda viajera con n = 1 j = 5.

Figura 5.9: Ondas viajeras con n = 1 j = 11 a t = 00.0s.

imagenes tituladas Onda 2 y Onda 3 podemos ver a los máximos y los mı́nimos
de la función que también se desplazan en la dirección angular y sentido contra-
rio.Finalmente podemos observar en las dos últimas imágenes la comparación
entre la Onda Original y la aproximacin que se obtiene al utilizar (5.8). En las
Figuras y 5.13 se ilustra este comportamiento para distintos tiempos.
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Figura 5.10: Ondas viajeras con n = 1 j = 11 a t = 30.0s.

Figura 5.11: Superposición de las ondas viajeras a t = 15.0s.

Figura 5.12: Superposición de las ondas viajeras a t = 30.0s.
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Figura 5.13: Superposición de las ondas viajeras a t = 45.0s.
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Apéndice A

La función Gama y el
factorial

Como sabemos, la función gama se define de la siguiente forma [AW05]

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt x > 0,

y una de sus propiedades básicas es [Asm05]

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (A.1)

Demostración: Integrando por partes,

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttxdt

= −txe−t|∞0 + x

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

= xΓ(x).

Lo anterior implica que para n ∈ N

Γ(n+ 1) = nΓ(n),

= n(n− 1)Γ(n− 2),

= n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 3),

...

= n(n− 1)(n− 2) . . . 2Γ(1),

pero Γ(1) =
∫∞
0
e−tdt = 1.

Por tanto

Γ(n+ 1) = n!. (A.2)
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Apéndice B

Solución de la ecuación de
Bessel

La ecuación (2.8) es conocida como la ecuación paramétrica de Bessel de orden
n [3] [11]. Para resolver esta ecuación, es necesario realizar el cambio de variable
s = λr, eso nos da

R′ = λS′ y R′′ = λ2S′′.

Sustituyendo en (2.8) tenemos

s2S′′ + sS′ + S(s2 − n2) = 0. (B.1)

Nosotros proponemos que S sea de la forma [5]

S(s) =

∞∑
m=0

ams
m+p, (B.2)

lo cual implica

S′(s) =

∞∑
m=0

am(m+ p)sm+p−1, (B.3)

S′′(s) =

∞∑
m=0

am(m+ p)(m+ p− 1)sm+p−2 (B.4)

Sustituyendo (B.2), (B.3) y (B.4) en (B.1)

∞∑
m=0

am(m+ p)(m+ p− 1)xm+p +

∞∑
m=0

am(m+ p)sm+p

+

∞∑
m=0

ams
m+p+2 − n2

∞∑
m=0

ams
m+p = 0,
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entonces

∞∑
m=0

ams
m+p[(m+ p)2 − n2] +

∞∑
m=0

ams
m+p+2 = 0.

Recorriendo el ı́ndice en la segunda suma se tiene

∞∑
m=0

ams
m+r[(m+ p)2 − n2] +

∞∑
m=0

am−2s
m+p = 0,

y expandiendo la primera suma y agrupando

a0s
p(p2−n2) + a1s

p+1[(1 + p)2−n2] +

∞∑
m=2

sm+p{am[(m+ p)2−n2]} = 0.

Igualando cada uno de los coeficientes a cero se tiene que debe satisfacerse

a0(p2 − n2) = 0, (B.5)

a1[(p+ 1)2 − n2] = 0, (B.6)

am[(p+m)2 − n2] + am−2 = 0. (B.7)

Como a0 6= 0 entonces de (B.5)

(p+ n)(p− n) = 0,

esto es r = n y r = −n. Tomando r = n y usando (B.7) llegamos a la siguiente
relación de recurrencia

am =
−am−2
m(m+ 2)

m ≥ 2.

Esta es una relación de recurrencia de dos pasos, por lo que los términos pares
y los impares se determinan de forma separada. Como r = n tenemos entonces
que para la ecuación indicial (B.6)

a1[(n+ 1)2 − n2] = 0,

por tanto a1 = 0 y a1 = a3 = · · · = 0. Esto quiere decir que únicamente
trabajaremos con los términos pares y es conveniente reescribir la relación de
recurrencia utilizando m = 2k

a2k =
−1

22k(k + n)
a2(k−1) k ≥ 1.
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Esto nos da

a2 =
−1

22(1 + n)
a0;

a4 =
−1

222(2 + n)
a2 =

(−1)2

242!(1 + n)(2 + n)
a0;

...

ak =
(−1)k

22kk!(1 + n)(2 + n) . . . (k + n)
.

Substituyendo estos coeficientes en (B.2) tenemos la solución a la ecuación de
Bessel (B.1)

S(s) = a0

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(1 + n)(2 + n) . . . (k + n)
s2k+n, (B.8)

donde a0 6= 0 es arbitrario. Esta solución se puede escribir en una forma más
elegante con la ayuda de la función gama (Γ(x)) si escribimos

a0 =
1

2nΓ(n+ 1)
. (B.9)

Entonces substituyendo (B.9) en (B.8) se tiene

S(s) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n) . . . (2 + n)(1 + n)Γ(n+ 1)

(s
2

)2k+n
,

y utilizando la propiedad dad por (A.1)

[(k + n) . . . (2 + n)(1 + n)]Γ(n+ 1) = [(k + n) . . . (2 + n)]Γ(2 + n)

= [(k + n) . . . (3 + n)]Γ(3 + n)

...

= Γ(k + n+ 1).

Mediante esta simplificación llegamos a la primera solución denotada por Jn y
se le llama la función de Bessel de orden n

Jn(s) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + n+ 1)

(s
2

)2k+n
, (B.10)

utilizando ahora (A.2, se tiene

Jn(s) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n
. (B.11)

Por tanto

R(r) = Jn(λr). (B.12)
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Apéndice C

Fórmulas de recurrencia
para la función de Bessel

Tomemos Jn(s) como en (B.11) (Apéndice B) y derivemos con respecto a s.

d

ds
Jn(s) =

d

ds

[ ∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n]

=

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
2k + n

2

)(s
2

)2k+n−1
=

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
k + n− n

2

)(s
2

)2k+n−1
.

Desarrollando el término de la suma

d

ds
Jn(s) =

∞∑
k=0

(−1)k(k + n)

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n−1
− n

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n (s
2

)−1
,

y utilizando las propiedades del factorial [3]

d

ds
Jn(s) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n− 1)!

(s
2

)2k+n−1
−n
s

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n
= Jn−1(s)− n

s
Jn(s). (C.1)
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La Figura C.1 ilustra esta relación de recurrencia.

Figura C.1: Derivada de J1(s) usando (C.1).

Por otro lado, también, podemos obtener otra identidad útil derivando

d

ds
Jn(s) =

d

ds

[ ∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n]

=

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(
2k + n

2

)(s
2

)2k+n−1
y desarrollando la suma

d

ds
Jn(s) =

n

2

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(s
2

)2k+n (s
2

)−1
+

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!
k
(s

2

)2k+n−1
.

Recorriendo el ı́ndice de la suma tenemos

d

ds
Jn(s) =

n

s
Jn(s) +

∞∑
k=0

(−1)k

(k − 1)!(k + n)!

(s
2

)2k+n−1
=

n

s
Jn(s) +

∞∑
k=0

(−1)k+1

k!((k + 1) + n)!

(s
2

)2(k+1)+n−1
,
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entonces

d

ds
Jn(s) =

n

s
Jn(s)−

∞∑
k=0

(−1)k

k!((k + n+ 1)!

(s
2

)2k+n+1

=
n

s
Jn(s)− Jn+1(s). (C.2)

Un ejemplo de esta relación se encuentra en la Figura C.2.

Figura C.2: Derivada de J1(s) usando (C.2).

Las otras dos relaciones de recurrencia se obtienen, primero sumando (C.1) y
(C.2), lo que nos da

J ′n(s) =
1

2
(Jn−1(s)− Jn+1(s)), (C.3)

esto se puede ver en la Figura C.3 y después sustrayendo (C.2) de (C.1), lo que
nos permite obtener la relación de recurrencia

2n

s
Jn(s) = Jn−1(s) + Jn+1(s), (C.4)

que está ilustrada en la Figura C.4.
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Figura C.3: Derivada de J1(s) usando (C.3).

Figura C.4: Derivada de J1(s) usando (C.4).
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Apéndice D

Expresión asintótica de la
función de Bessel

En ocasiones es conveniente trabajar con la expresión asintótica de la función
de Bessel para x suficientemente grande. Lo primer que debemos obtener es
un resultado que nos permite ver a la función de Bessel de orden n como una
integral.

Representación integral de la función de Bessel

Consideremos dos variables reales x y θ y tomemos ζ = eiθ. Para todo θ
tenemos que |ζ| = |eiθ| = 1. Entonces ζ se encuentra en el ćırculo unitario

complejo [4] [12]. Ahora bien, la función e−
x
2

1
ζ tiene una expansión en serie

alrededor del cero en −x2
1
ζ [4], eso nos da

e
x
2 (ζ− 1

ζ ) = e
x
2 ζe−

x
2ζ

= e
x
2 ζ
∞∑
k=0

1

k!

(
− x

2ζ

)k
= e

x
2 ζ
∞∑
k=0

(−1)k

k!

(x
2

)
ζ−k

=

∞∑
k=0

(−1)k

k!

(x
2

)
e
x
2 ζ

1

ζk
.

Tomando x fija se tiene que la serie es absolutamente convergente para toda θ
[4], por tanto, podemos multiplicar por ζ−n e integrar término a término.∫ 2π

0

e
x
2 (ζ− 1

ζ ) dθ =

∞∑
k=0

(−1)k

k!

(x
2

)∫ 2π

0

e
x
2 ζ

1

ζk+n
. (D.1)
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Por un lado tenemos∫ 2π

0

e
x
2 (ζ− 1

ζ ) dθ =

∫ 2π

0

e
x
2 (e

iθ−e−iθ)e−inθdθ

=

∫ 2π

0

ei(x sin θ−nθ) dθ

=

∫ 2π

0

cos(x sin θ − nθ) dθ + i

∫ 2π

0

sin(x sin θ − nθ) dθ,

pero ∫ 2π

0

sin(x sin θ − nθ) dθ =

∫ π

−π
sin(x sin θ − nθ)θ = 0

y ∫ 2π

0

e
x
2 (ζ− 1

ζ ) dθ =

∫ 2π

0

cos(x sin θ − nθ)dθ = 2

∫ π

0

cos(x sin θ − nθ)dθ.

Por otro lado∫ 2π

0

e
x
2 ζ

1

ζk+n
dθ =

∫ 2π

0

∞∑
l=0

1

l!

(x
2
ζ
)l
ζk+ndθ

=

∞∑
l=0

1

l!

(x
2

)l ∫ 2π

0

eilθe−i(n+k)θdθ

=

∞∑
l=0

1

l!

(x
2

)l
2πδl,n+k

= 2π
1

(n+ k)!

(x
2

)n+k
. (D.2)

Sustituyendo (??) y (D.2) en (D.1) se tiene

2

∫ π

0

cos(x sin θ − nθ) dθ = 2π

∞∑
k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(x
2

)2k+n
.

Finalmente

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sin θ − nθ) dθ. (D.3)
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El método de fase estacionaria

A continuación necesitamos demostrar el siguiente lema:

Supongamos que f(θ) es una función real con una serie de Taylor cen-
trada en θ0 en el intervalo [a, b], tal que f ′(θ0) = 0, f ′(θ0) 6= 0 para todo
t 6= θ0 y f ′′(θ0) 6= 0. Sea g(θ) una función suave arbitraria compleja en [a, b]
entonces, para x suficientemente grande∫ b

a

eixf(θ)g(θ) dθ ≈
√

2π

x
g(θ0)

ei(xf(θ0)±
π
4 )√

|f ′′(θ0)|

donde usamos el signo (+) si f ′′(θ0) > 0 y el signo (−) si f ′′(θ0) < 0 [3].
Supongamos que f ′′(θ0) > 0 y expandiendo la función f(θ) en su serie de Taylor
alrededor de θ0

f(θ) = f(θ0) + f ′(θ0)(θ − θ0) + f ′′(θ0)(θ − θ0)2 + . . .

Como f ′(θ0) = 0, podemos aproximar la función f(θ) como

f(θ) = f(θ0) + f ′′(θ0)
(θ − θ0)2

2!

y g(θ) como la constante g(θ0).

Entonces∫ b

a

eixf(θ)g(θ) dθ ≈
∫ b

a

e
ix
(
f(θ0)+f

′′(θ0)
(θ−θ0)2

2!

)
g(θ0) dθ

= eixf(θ0)g(θ0)

∫ b

a

eixf
′′(θ0)

(θ−θ0)2

2!

= g(θ0)eixf(θ0)
∫ b

a

e
i

(√
xf(θ0)

2 (θ−θ0)
)2

. (D.4)

Sea

u =

√
xf ′′(θ0)

2
(θ − θ0) → du =

√
xf ′′(θ0)

2
dt.

Lo anterior nos da∫ b

a

eixf(θ)g(θ) dθ ≈ g(θ0)eif(θ0)
√

2

x

1√
f ′′(θ0)

∫ B

A

eiu2du,
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Apéndice D

donde A =
√

xf ′′(θ0)
2 (a − θ0) y B =

√
xf ′′(θ0)

2 (b − θ0). Notemos que cuando

x→∞, A→ −∞ y B →∞, entonces la integral converge a∫ ∞
∞

eiu
2

du =
√
π
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)
=
√
πeiπ/4.

Por tanto∫ b

a

eixf(θ)g(θ)dθ ≈
√

2π

x
g(θ0)

ei(xf(θ0)±
π
4 )√

|f ′′(θ0)|

para x grande. La demostración para f ′′(θ0) < 0 es análoga.

Nosotros tenemos que

Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(nθ − x sin θ) dθ

=
1

π

∫ π

0

ei(nθ−x sin θ) + e−i(nθ−x sin θ)

2
dθ

=
1

2π

∫ π

0

ei(nθ−x sin θ)dθ +
1

2π

∫ π

0

e−i(nθ−x sin θ) dθ.

Para la primera integral tenemos que f(θ) = − sin θ y g(θ) = einθ. Ahora
notemos que f ′(θ) = 0 únicamente cuando θ = π

2 en el intervalo [0, π] y f ′′(π2 ) =
sin(π2 ) = 1. Del teorema que acabamos de demostrar se sigue que

1

2π

∫ π

0

ei(nθ−x sin θ) dθ ≈ 1

2π

√
2π

x
ein

π
2 ei(−x+

π
4 )

=
1

2

√
2

πx
e−i(x−

nπ
2 −

π
4 )

y análogamente

1

2π

∫ π

0

e−i(nθ−x sin θ) dθ ≈ 1

2

√
2

πx
ei(x−

nπ
2 −

π
4 ).

Por tanto

Jn(x) ≈
√

2

πx
cos
(
x− nπ

2
− π

4

)
. (D.5)

La Figura D.1 en la página 71 muestra el como el comportamiento de la
expresión asintótica se asemeja al de la función de Bessel.

Ahora bien, para obtener una expresión asintótica de la derivada de la
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Figura D.1: Expresión asintótica para Jn(x)

función de Bessel podemos hacer uso de la relación (C.3)

J ′n(x) ≈ 1

2

√
2

πx

[
cos

(
x− (n− 1)π

2
− π

4

)
− cos

(
x− (n+ 1)π

2
− π

4

)]
=

1

2

√
2

πx

[
cos
(
x− nπ

2
− π

4
+
π

2

)
− cos

(
x− nπ

2
− π

4
− π

2

)]
= −

√
2

πx
sin
(
x− nπ

2
− π

4

)
. (D.6)

La expresión asintótica se ilustra en la Figura D.2 de la página 72.
Ráıces aproximadas

Mediante las relaciones (D.5) y (D.6) (Apéndice C) podemos obtener ráıces
aproximadas para cada una de las condiciones a la frontera, cuando x es lo
suficientemente grande

Condición de Dirichlet

αnj ≈
(2j + n)π

2
− π

4
. (D.7)

Condición de Neumann

βnj ≈
(2j + n)π

2
+
π

4
. (D.8)
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Figura D.2: Expresión asintótica para J ′
n(x)

Condición de Robin

En este caso se tiene utilizando las expresiones asintóticas

η

√
2

πx
cos
(
x− nπ

2
− π

4

)
− µ

√
2

πx
sin
(
x− nπ

2
− π

4

)
= 0,

esto nos da

η

µ
= tan

(
x− nπ

2
− π

4

)
.

Esta es una ecuación trascendente que no puede obtener las ráıces expĺıcita-
mente. Sin embargo, para el caso en el que η = µ = 1 podemos llegar a una
solución

γnj ≈
(2j + n)π

2
− π

2
. (D.9)
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Código del programa en
lenguaje C

Para simular el comportamiento de las membranas vibrantes utilizamos el si-
guiente programa en C

/*

* DNR.c

*

*

* Created by Mauricio Garca Vergara on 19/07/11.

* Copyright 2011 Facultad de Ciencias UNAM. All rights reserved.

*

*/

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define pi 4*atan(1)

#define a 50.0 //Radio de la Membrana

#define TH 2*pi //Sector circular de la Membrana

#define T 20.0 //Duracion del fenomeno

#define c 1.0 //Velocidad de la onda

main(){

double J0(double r1);

double J1(double r2);

double J(int n3,double r3);

double K(int n4,double r4);

int pt=10; //numero de particiones del tiempo

int pr=1.0*250; //numero de particiones del radio

int pth=72; //numero de particiones del angulo

double t=30.0;; //variable temporal

double r; //variable radial

double th; //variable angular

double dt=(T/pt); //tamanio de paso para r

double dr=fabs(a/pr); //tamanio de paso para t

double dth=(TH/pth);//tamanio de paso para th

int i; //contador de t

int j; //contador de r

int k; //contador de th

int n; //contador de la suma

int N=14; //Limite de la suma

/**********************************************************************************************************************************************/

Esta parte del programa calcula las beta_np: los ceros de la derivada de la funcion de Bessel

double zb[50][200];

double px=2*500;

73
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double dx=(2*50/px);

double x;

int l,h;

double A;

double B;

double M;

double fM;

double tol=1/(1*1e3);

int p=0;

int q;

zb[n][p]=0;

double beta[50][200];

for(n=0;n<=N;n++)

{

//printf("%i \n",n);

for(l=10;l<=px;l++)

{

x=dx*l;

//printf("%i %f\n",l,x);

A=x-dx;

B=x+dx;

//printf("%f %f %f %f %f\n",A,B,K(n,A),K(n,B),K(n,A)*K(n,B));

if(K(n,A)*K(n,B)<0.0)

{

//printf("%f %f %f %f %f\n",A,B,K(n,A),K(n,B),K(n,A)*K(n,B));

M=(A+B)/2.0;

fM=K(n,M);

p=p+1;

//printf("K(%i,%f)=%f K(%i,%f)=%f K(%i,%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);

//for(i=1;i<=8;i++)

while(fabs(fM)>tol)

{

//printf("K(%i,A=%f)=%f K(%i,B=%f)=%f K(%i,M=%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);

if(K(n,A)*K(n,M)<0.0)

{

B=M;

M=(A+B)/2.0;

//printf("A*M K(%i,A=%f)=%f K(%i,B=%f)=%f K(%i,M=%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);

}

else

{

A=M;

M=(A+B)/2.0;

//printf("B*M K(%i,A=%f)=%f K(%i,B=%f)=%f K(%i,M=%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);

}

fM=K(n,M);

//printf("++K(%i,%f)=%f K(%i,%f)=%f K(%i,%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);

//printf("\n");

}

zb[n][p]=M;

//printf("%i %f %f %f\n",p,M,K(n,M),zb[n][p]);

if(n==0)

{

q=p;

}

}

}

p=0;

}

/*////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////*/

/*-----------------------de aqui se obtienen las beta_[n][k]----------- -*/

//printf("%i",q);

for(n=0;n<=N;n++)

{

for(h=1;h<=(q/2);h++)

{

beta[n][h]=zb[n][2*h];

//printf("beta[%i][%i]=%f\n",n,h,beta[n][h]);

}

}

//////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/*------------------------------------------------------------------*/

/*---------de aqui se obtienen las lambdas_[n][k]--------------------- --*/

double lam[50][200];

for(n=0;n<=N;n++)

{

for(h=1;h<=(q/2);h++)

{

lam[n][h]=beta[n][h]/a;

//printf("lam[%i][%i]=%f\n",n,h,lam[n][h]);

}

}

//////////////////////////////////////////////////////////////////////////
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/*----------------------------------------------------------------------*/

/*---------de aqui se obtienen las ND_[n][k]----------------------------*/

double ND[50][200];

for(n=0;n<=N;n++)

{

for(h=1;h<=(q/2);h++)

{

ND[n][h]=pow(a,2.0)/2.0*pow(J(n+1,beta[n][h]),2.0);

if(beta[n][h]==0.0)

{

ND[n][h]=1.0;

}

//printf("ND[%i][%i]=%f\n",n,h,ND[n][h]);

}

}

//////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/*----------------------------------------------------------------------*/

/*---------de aqui se obtienen las NN_[n][k]----------------------------

double NN[50][200];

for(n=0;n<=N;n++)

{

for(h=1;h<=(q/2);h++)

{

NN[n][h]=pow(a,2.0)/2.0*pow(J(n,beta[n][h]),2.0)*(1.0-(pow(n,2.0)/pow(beta[n][h],2.0)));

if(beta[n][h]==0.0)

{

NN[n][h]=1.0;

}

printf("NN[%i][%i]=%f\n",n,h,NN[n][h]);

}

}

//////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/*----------------------------------------------------------------------*/

/*---------de aqui se obtienen las NR_[n][k]----------------------------

double NR[50][200];

for(n=0;n<=N;n++)

{

for(h=1;h<=(q/2);h++)

{

NR[n][h]=pow(a,2.0)/2.0*pow(J(n,beta[n][h]),2.0)*(2.0-(pow(n,2.0)/pow(beta[n][h],2.0)));

if(beta[n][h]==0.0)

{

NR[n][h]=1.0;

}

printf("NR[%i][%i]=%f\n",n,h,NR[n][h]);

}

}

//////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/*----------------------------------------------------------------------*/

double Un1,Un2,Un3,Un4,Un5;

double Un;

//Un1=Un2=Un3=Un4=Un5=0.0;

double Unk;

for(j=0;j<=pr;j++)

{

r=j*dr;

//printf("%f\n",r);//<<-----para vector r

for(k=0;k<=pth;k++)

{

th=k*dth;

Un=0.0;

for(n=0;n<=N;n++)

{

Un1=Un2=Un3=Un4=Un5=0.0;

Unk=0.0;

for(h=1;h<=24;h++)

{

Unk=Unk+J(n,lam[n][h]*r)*(cos(n*th)+sin(n*th))*exp(-lam[n][h]*c*t)/(pi*ND[n][h]);

/*Un1=Un1+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0));

if(r*lam[n][h]<=5.0)

{

Un1=0.0;

}

Un2=Un2+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0));

if(r*lam[n][h]<=5.0)

{

Un2=0.0;

}

Un3=Un3+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(-lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0));
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if(r*lam[n][h]<=5.0)

{

Un3=0.0;

}

Un4=Un4+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(-lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0));

if(r*lam[n][h]<=5.0)

{

Un4=0.0;

}

Un5=Un5+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0))

+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0))

+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(-lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n][h]*(r-c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0))

+1/(4.0*pi*ND[n][h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n][h]*r))*(cos(-lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n][h]*(r+c*t)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0));

if(r*lam[n][h]<=5.0)

{

Un5=0.0;

}*/

}

Un=Un+Unk;

Unk=0.0;

}

printf("%f ",Un);

}

printf("\n");//<--------

}

}

/*---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------*/

/*-----------Funcion para obtener los ceros-----------------------------------*/

// de las distintas condiciones

// a la frontera

double K(int n, double r)

{

double J(int n3,double r3);

double Kn;

/*if(r==0)

{

Kn=0.0;

}*/

if(r>0.0)

{

Kn=1.0*J(n,r)+0.0*((n/r)*J(n,r)-J(n+1.0,r));

}

return Kn;

}

////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

/*-----------------------------------------------------------------------------*/

/*********************************************************/

double J(int n,double r)

{

double J0(double r0);

double J1(double r1);

double jn;

if(n==0)

{

jn=J0(r);

}

if(n==1)

{

jn=J1(r);

}

if(n>=2)

{

if(r==0)

{

jn=0.0;

}

else

{

int m;

double Jb[100];

Jb[0]=J0(r);

Jb[1]=J1(r);

Jb[n]=0.0;

for(m=1;m<=(n-1);m++)

{

Jb[m+1]=(2*m/r)*Jb[m]-Jb[m-1];

}

jn=Jb[n];

Jb[n]=0;
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Código del programa en lenguaje C

}

if(n>=9.0 & r<3.0)

{

jn=0.0;

}

if(n>=16.0 & r<5.4)

{

jn=0.0;

}

if(n>=20.0 & r<8.3)

{

jn=0.0;

}

if(n>=24.0 & r<=11.3)

{

jn=0.0;

}

if(n>=27.0 & r<=13.5)

{

jn=0.0;

}

if(n>=28.0 & r<=17.2)

{

jn=0.0;

}

if(n>=32.0 & r<=21.0)

{

jn=0.0;

}

}

return jn;

}

/************************************************************************/

//

// Funcion de Bessel de orden 1

//

double J1(double r)

{

double fac(int n);

double j1=0.0;

int k;

int trunc=100;

if(r<35.0)

{

for(k=0; k<=trunc; k++)

{

j1=j1+pow(-1,k)*pow(r/2.0,2.0*k+1)/(fac(k)*fac(k+1));

}

}

else

{

j1=sqrt(2.0/(pi*r))*cos(r-(3.0*pi/4.0));

}

return j1;

}

/*//////////////////////////////////////////////////////////////////////*/

/*************************************************************************/

//

// Funcion de Bessel de orden 0

double J0(double r)

{

double fac(int n);

double j0=0.0;

int k;

int trunc=100;

if(r<35.0)

{

for(k=0; k<=trunc; k++)

{

j0=j0+pow(-1,k)*pow(r/2.0,2.0*k)/(pow(fac(k),2.0));

}

}

else

{

j0=sqrt(2.0/(pi*r))*cos(r-(pi/4));

}

return j0;

}

/*///////////////////////////////////////////////////////////////////////*/

/************************************************************************/

// Funcion Factorial

//
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// -Devuelve el factorial de un argumento entero.

//

// -Se utiliza un proceso iterativo de multiplicaciones

// hasta llegar al nmero deseado.

//

// n!=n*(n-1)*(n-2)*...*2*1

//

// -Este programa permite calcular nmeros de hasta 170!

/*-------------------------------------------------------------*/

double fac(int n)

{

double facn;

facn=1.0;//<---Seguimos la convencin de 0!=1

int i;

for(i=0;i<=n;i++)//<-----Inicio de las

{ // iteraciones

if(i>0)

{

facn=facn*i;

}

}//<----Fin de las iteraciones

return facn;

}

/*//////////////////////////////////////////////////////////////////////*/
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Apéndice F

Ondas Viajeras

Consideremos una onda que se propaga en la direccin x. En algún instante de
tiempo, por ejemplo t = 0 la forma de la onda se puede representar por [9]

y = f(x) t = 0 (F.1)

conforme transcurre el tiempo la onda avanza sin cambiar de forma. Algún
tiempo t más tarde la onda ha avanzado una distancia ct a la derecha, siendo
c la velocidad de la onda, que suponemos constante. Por tanto, la ecuación de
la curva en el tiempo t es

y = f(x− ct) t = t (F.2)

Esta ecuación representa una onda de cualquier forma avanzando a la derecha.
Para obtener una forma particular debemos especificar exactamente cual es la
función f .Es claro que si quisieramos representar una onda que se desplaza
hacia la izquierda escribiramos

y = f(x+ ct) (F.3)

a esta clase ondas que se desplazan en una direccin o en otra les llamamos
ondas viajeras. En una onda viajera cada part́ıcula vibra con la misma
amplitud y tienen la misma frecuencia.

Como sabemos, para muchas clases de ondas dos o más ondas pueden
atravesar el mismo espacio independientemente una de otra. El hecho de que
las ondas actúen independientemente una de otra, significa que el movimiento
de cualquier part́ıcula en un momento dado es simplemente la suma de los
movimientos que le daran las ondas individuales. Este proceso de suma de
vectores de las elongaciones solas se llama superposición.
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La importancia del principio de superposición estriba en el hecho de que per-
mite analizar un movimiento ondulatorio complicado descomponiéndolo en una
combinación de ondas sencillas. Cuando se superponen dos ondas con la misma
frecuencia que viajan en sentidos contrarios se presenta una onda estacionaria,
donde cualquier part́ıcula de la membrana ejecuta un movimiento armónico
simple conforme transcurre el tiempo y todas las part́ıculas vibran con la mis-
ma frecuencia.
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[16] Y. N. Skiba, On the spectral problem in the linear stability study of
flows on a sphere, Journal of Mathematical Analysis and Applications,
270 (2002), pp. 165 – 180.

[17] Y. N. Skiba, Métodos y esquemas numéricos: Un análisis computacional,
Universidad Nacional Autonoma de México, 2005.
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