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Analisis tedrico y simulacién computacional de las

vibraciones en una membrana circular.
Tesis

Resumen
Mauricio Garcia Vergara
Facultad de Ciencias
Universidad Nacional Auténoma de México

En este trabajo se realizé un andlisis tedrico detallado e implementacion
numeérica de la solucién de la ecuacién de onda en coordenadas polares bajo
las siguientes condiciones de frontera: ) Dirichlet ii) Neumann y 4ii) Robin.
En cuanto al caso i), este es totalmente conocido y desarrollado en varias
referencias y libros de texto, v. gr. [7] y [11], siendo el caso de la membrana
vibrante con fronteras fijas; sin embargo las condiciones de frontera restantes
no han sido analizadas.

Una caracteristica importante en relacion a las condiciones de frontera
analizadas es que las funciones solucién de la ecuacién de onda son ortogona-
les, especialmente, las bases Bessel-Fourier. Lo anterior implica que cualquier
funcién f(r, ), en este caso las condiciones iniciales, deben estar representadas
en el espacio solucién Bessel Fourier, para ello es necesario calcular las normas
de estas funciones bajo cada una de las condiciones de frontera. Resolviendo
la ecuacién de Helmholtz utilizando el método de separacion de variables fue
posible calcular estas normas.

Mediante una representacion compleja de la soluciéon encontrada, pudi-
mos acotar el error de aproximar una funcién f(r,6) haciendo uso de sumas
finitas. Esto nos llevé a probar la Desigualdad de Bessel y la Identidad de
Parseval en coordenadas polares. Esta demostracion no se encuentra reportada
en la literatura sobre el tema v. gr. [6] y [13].

Analizando la solucién a la ecuacién de onda, encontramos que cada
uno de los modos normales de una membrana circular puede verse como la
superposicién de dos ondas viajeras que se desplazan en direccién angular
en sentidos contrarios, las cuales giran cada vez ma&s rapido conforme se
incrementa el nimero del arménico. Méas atin, al emplear la aproximacion
asintotica es posible observar un fenémeno mucho mds complejo: Cuatro
ondas que se desplazaban en las direcciones radial y angular. El programa en
lenguaje C que elaboramos nos permitié obtener las graficas de estas ondas que
muestran un patron en espiral. La supersposicién de estas ondas en espiral nos
muestra cuatro deflexiones de membranas que indican fenémenos de torsion,
los cuales reproducen cualitativamente el comportamiento de la membrana
circular a un menor costo computacional.
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Introduccion

Una de las ecuaciones méas estudiadas en la Fisica es la ecuacién de onda,
en particular el caso en una dimensién (cuerda vibrante) es el que se aborda
con mayor detalle llegando generalmente a las soluciones de D’Alambert y
en Series de Fourier. Posteriormente se generaliza el resultado a dos y tres
dimensiones en coordenadas cartesianas. En la naturaleza no es siempre
conveniente utilizar coordenadas cartesisnas y para fenémenos con geometria
circular es preferible utilizar coordenadas polares, donde las soluciones estdan
dadas en términos de funciones de Bessel de primer tipo.

En coordenadas polares, el caso que se considera generalmente es el de
una membrana fija en sus bordes, es decir, la funcién que modela este
fenémeno es cero en la frontera, a esto se le llama condicién de Dirichlet
homogénea. Sin embargo, existen distintos fenémenos que no pueden modelarse
asi, como es el caso de las pequenas perturbaciones en la superficie del agua
contenida en un vaso. Aqui, no hay movimiento en la direccién radial para los
puntos que se encuentran en la frontera; ésta es una condiciéon de Neumann
homogénea. La combinacién lineal de las condiciones de Dirichlet y Neumann
recibe el nombre de condicién de Robin.

Por otro lado, la simulacién computacional es una poderosa herramienta
en la investigacién actual, ya que al modificar distintos parametros podemos
plantear diversos escenarios y probar ciertas hipdtesis, que posteriormente
deben ser confirmadas experimentalmente. No obstante, al pasar de la
soluciéon puramente matemaéatica a la implementaciéon numérica se tiene como
consecuencia que siempre hay un cierto error entre las soluciones. Calcular y
acotar el error es fundamental para poder simular el fenémeno eficazmente.

Los objetivos de este trabajo son: Resolver la ecuacion de onda bidi-
mensional en coordenadas polares para las tres condiciones de frontera
Dirichlet, Neumann y Robin, asi como encontrar una forma de estimar el error
cuando aproximamos una funcién f(r,0) mediante sumas finitas y finalmente
elaborar un programa que nos permita visualizar las vibraciones bajo distintas
condiciones de frontera.
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La estructura de la tesis es la siguiente: En el captulo 1 se deduce la
ecuacién de onda en dos dimensiones, asi como su representaciéon en coorde-
nadas polares. Las herramientas matemaéticas que se utilizardan, se encuentran
en el capitulo 2. En el capitulo 3 se resuelve la ecuacién de onda mediante el
método de expansion en eigenfunciones. La forma de aproximar una funcién
en coordenadas polares viene en el capitulo 4. El capitulo 5 muestra los
resultados obtenidos mediante el programa de simulacién y una nueva forma
de interpretar la solucién a la ecuacién de onda. Finalmente se presentan las

conclusiones.
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Capitulo 1

Deduccion de la ecuacion
de onda

En este capitulo nos enfocaremos en el analisis de las fuerzas que actian sobre
una membrana, asi como su descripcién matematica obteniendo la ecuacién
que modela las vibraciones en la membrana.

Sea una membrana rectangular flexible, homogénea y restringida a des-
plazamientos verticales, sin ofrecer resistencia a doblarse. Denotemos u(z,y, t)
al desplazamiento vertical del punto (z,y) en la membrana a un tiempo t.
Ahora consideremos una porcion ABC'D muy pequena de la membrana como
se muestra en la Figura 1.1. Como la tensién total a través del interior de la

(x+Ax,y+Ay)

(x+Ax,y)

Figura 1.1: Diagrama de fuerzas sobre una porcién de la membrana,

membrana es nula, necesitamos considerar solamente las tensiones a lo largo



Capitulo 1

de sus cuatro lados. En cada uno de los lados, la tensiéon produce una fuerza
neta que apunta hacia el exterior de la membrana perpendicular a la frontera
y tangente a la membrana.

Ahora consideremos el lado AD. La fuerza neta en este lado tiene mag-
nitud 7Ay, donde 7 es la constante de tensién por unidad de longitud.
Dado que sélo estamos considerando desplazamientos verticales, iinicamente
debemos tomar en cuenta la componente vertical de la fuerza neta , esto nos
da

Fap = 7Aysinay,

y considerando desplazamientos muy pequenos en esa direcciéon tenemos
sin ap & tan aq, entonces

Fap =~ 7Aytanaq,

ademds usando que la tangente es la derivada parcial en la direcciéon = y con-
siderando la orientacion del angulo «; se tiene:

FAD ~ _TAyuz(xvyvt)a (11)
y de la misma manera para el lado C'B
Fop =~ 1Ayu,(z + Az, y, t). (1.2)

Por tanto, la resultante vertical de las componentes de la tensién en AD y C'B
es aproximadamente

Fap + Fop = tuy(z + Az, y,t) Ay — Tuy (z,y,t) Ay; (1.3)
asi también para AB y DC
Fup + Fpc = Tuy(z,y + Ay, t) Az — tuy(z,y,t) Az (1.4)

Por otro lado, utilizando la Segunda Ley de Newton podemos escribir la com-
ponente vertical de la fuerza total que actia en la membrana como

FT = prAyutt(x,yvt)v (15)

donde p es la densidad de masa por unidad de drea de la membrana, AzAy la
unidad de drea y uy(z,y,t) la aceleracion.

Igualando la fuerza total dada por la ecuacién (1.5) con (1.3) y (1.4) se
tiene

pATAyuy(z,y,t) =Tuy(z,y + Ay, t) Az — Tuy (2, y, t) Az
+ TUI(-’L' + A.’B, Y, t)Ay — TUyg ($7 Y, t)Ay



Deduccion de la ecuacion de onda

Entonces

Uy(.’IJ, Y+ Ay7t) - uy($7y7t)
Ay
UI(IL' + Aa?,y,t) - uz(xayat)
T )
Ax

putt(xv Y, t) =T

Tomando el limite cuando Az y Ay tienden a 0 se tiene finalmente

9%u ?u  O%u

donde ¢ = %, es la velocidad de propagacién de la onda.

A la suma de las segundas derivadas parciales se le llama Laplaciano y
se denota por V2. Nosotros vamos a trabajar con una membrana circular, por
lo que es necesario realizar un cambio, de coordenadas cartesianas a polares;
asf la ecuacién de onda se escribe como [3]

2 2 1 1 2
8u_2(8u ou 6u>. (17)

a2~ “N\or " rar Troe






Capitulo 2

Solucion de la ecuacion de
Helmholtz

Para resolver la ecuacién de onda dada por (1.7) generalmente se utiliza
directamente el método de separacién de variables [7] [11], el cual consiste en
separar una ecuacioén diferencial parcial en ecuaciones diferenciales ordinarias
que dependen de una variable. Sin embargo, nosotros procederemos primero
resolviendo la ecuacion de Helmholtz en coordenadas polares esta ecuacién
modela tnicamente el comportamiento espacial y posteriormente en el Capitu-
lo 3 mostraremos céomo utilizar esta solucién para, mediante el método de
expansion en eigenfunciones [3], resolver la ecuacién de onda.

Consideremos la ecuaciéon de Helmholtz en una regién circular para ®(r,6)
dada por

82<I)+ 18<I>+ 1 0%®

or2  rOr 12002
con 0 <r<ay0 <80 < 2m bajo alguna de las siguientes condiciones ho-
mogéneas a la frontera

= —\?0, (2.1)

®(a,0) =0 Cond. de Dirichlet, (2.2)

®,(a,0)=0 Cond. de Neumann, (2.3)

uaaj +n®(a,0) =0 Cond. de Robin, (2.4)
T lr=a

donde p y 1 son dos constantes reales.

Sabemos que es posible resolver (2.1) con alguna de estas condiciones de fron-
tera utilizando el método de separacién de variables. Si consideramos a ®(r, 0)
como

o(r,0) = R(r)O(6). (2.5)

7



Capitulo 2

Sustituyendo (2.5) en (2.1) se tiene
1 1
OR"+ -OR + 50"R=—-)\OR,
r T
y dividiendo entre RO
R// 1 Rl 1 9//
R "rR 2o

Reescribiendo la expresién anterior, es posible ver que

=A%

R// R/ 12

2 2,2

T AT = - 26
R R S} (2:6)
Notemos que el miembro izquierdo de (2.6) depende tnicamente de r, mientras
que el miembro derecho lo hace de 6. Para que esta igualdad se mantenga es
necesario que ambos miembros sean iguales a una constante que llamaremos

n?, es decir

1! / "
7"2%—1—7"%—1—/\2 2 = —% =n?,
lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones
0" +n%0 =0, (2.7)
2R’ +rR + R()\27"2 o n2) 0. (2.8)

2.1. Solucion de la Ecuacion Angular

La ecuacién (2.7) describe el comportamiento angular de la membrana, por
lo que ésta debe ser 27 periddica, es decir debe cumplir O(6 + 27) = ©(0),
considerando esta propiedad, la ecuacién (2.7) tiene como solucién [5]

0, = A, cosnb + B, sinnd, (2.9)
con n € N, es decir n son los valores propios de las funciones sinnf y cosnd,

por lo que existe un numero infinito de soluciones de la ecuacién (2.7).

2.1.1. Ortogonalidad de la soluciéon angular
Ahora, podemos analizar algunas caracteristicas de las soluciones obtenidas

en (2.9).

Sean O, y ©,, dadas por (2.9), con m # n, que satisfacen (2.7), enton-
ces

0" +n?0, =0, (2.10)



Solucion de la ecuacion de Helmholtz

0! +m?0,, =0.

Multiplicando (2.10) por —6,,, y (2.11) por ©,
-0,,0” —n%0,,0, =0,
0,0 +m?0,0,, =0,

y sumando ambas expresiones se tiene
0,0" —0,,0" + (m? -n%0,0,, =0.

Notemos que

16,6}, 0,0}] = 0,6/, - 6,6

Sustituyendo (2.13) en (2.12) e integrando de 0 a 27

27 2w d
(?’L2 — m2)/ @n@m do = / @[@n(a;n — @m@ln} d@,
0 0
27
= (0,0, — 6,,0,)7",

=0.

como m # n se tiene

27
0,0,,d0 =0,
0

es decir las soluciones forman una base ortogonal.

2.1.2. Norma cuadrada de la solucién angular
Al multiplicar la ecuacién (2.10) por ©,, tenemos que

0,0” +n?62 = 0.
y puesto que

n’e; = (0, ©,07,].

R
do

Integrando de 0 a 27 resulta

27 27 d 27
n? 02 do = — @[@ne;} d9+/ (©,)%db,
0 0 0
27
=[;<@m%w—<@xnﬁﬂ
27
:/ (©!)2db.
0

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



Capitulo 2

Como O/, = n(B, cosnf — A, sinnf) entonces

2m 2m
/ (©])*do = n? / [B2 cos? nf + A2 sin? nf — 2A,, B,, sinnf cos nb] db,
0 0
(2.17)

por otro lado

27 27
02 dj = / [A2 cos® nf + B2 sin® nf +2A,,B,, sinnf cos nf] df. (2.18)
0 0

Entonces sumando n? fozﬂ ©2df en ambos miembros de la ecuacién (2.16) se

tiene
2m 2
2n2/ 0?2 do :/ n?02 + (0%,)% df,
0 0
y sustituyendo (2.17) y (2.18) en la expresién anterior

2m 2
2n? 0%dy = / n? A2 (sin? nf + cos® nd) df
0 0

2m
+ / n? B2 (sin? nf + cos® nd) df
0
27

242+ B2) [ e
0

(2.19)
es decir
2m
02df = (A2 + B)r. (2.20)
0
Por tanto
27
0,0,,df = (A% 4+ B%)§,,, 7. (2.21)
0
Para el caso de n = 0 se tiene que Oy = Ag y
27
05 di = 21 A3. (2.22)

0

2.2. Solucion de la Ecuacion Radial

La ecuacién (2.8) se conoce como la ecuacién paramétrica de Bessel [10] cuya
solucién

R(r) = Jo(\r), (2.23)

10



Solucion de la ecuacion de Helmholtz

es la funcién de Bessel de primer tipo de grado n dada por (Apéndice B)

B 00 (_1)k Ar 2k+n
Jn(Ar) = kzzo Wt (2) : (2.24)

La funcién de Bessel es una funcién armonica, como se muestra la Figura
2.1 :estas soluciones presentan un comportamiento oscilante cuya amplitud
va decayend a medida que r tiende a infinito (Apéndice D). Ademds, si
comparamos con la Figura 2.2 podemos advertir que a medida que aumenta el
indice n, el primer méximo de la funcién de Bessel se recorre hacia la derecha.
El parametro A depende directamente de las condiciones de frontera dadas

Figura 2.1: Funciones de Bessel Jo(r), J1(r) v Ja(r)

_dg(r)
iy
J1o(M

0.5

Figura 2.2: Funciones de Bessel Js(r), Jo(r) v Jio(r)

por las ecuaciones (2.2)-(2.4).

11



Capitulo 2

i) Condicién de Dirichlet

La condicién de frontera de Dirichlet dada por (2.2) significa que la funcién
radial evaluada en r = a es cero, no hay movimiento en la membrana, es decir

R(a) = Jp(Aa) = 0, por lo que A = \,; = a;’j, donde a,; son las raices de
la funcion de Bessel de orden n. Podemos observar en la Figura 2.3 cémo al

tomar A,; = aJ estamos escalando la funcion de Bessel con cada uno de sus

ceros.

Figura 2.3: Funciones de Bessel sujetas a la condicién de Dirichlet con a = 50.

i) Condicién de Neumann

Para la condicién dada por (2.3) se tiene que R'(a) = AJ),(Aa) = 0. Como
A # 0 entonces J),(Aa) = 0 y por tanto A = \,; = %, donde f3,; son las
raices de la derivada de la funcién de Bessel de orden n. La figura 2.4 nos
muestra como en la frontera se encuentran los maximos y minimos locales de
la funcién de Bessel en r = a.

ti1) Condicién de Robin

Para la condicién de Robin dada por la ecuacién (2.4) An; = 224, donde v,
son las raices de la ecuacién trascendente

Ynj
=t T (V) + 10 (Yns) = 0.
En la Figura 2.5 se puede observar como la derivada de la funcién de Bessel

bajo la condicién de Robin, toma un valor intermedio entre las condiciones de
Dirichlet y Neumann.

12



Solucion de la ecuacion de Helmholtz

Figura 2.5: Funciones de Bessel sujetas a la condicién de Robin con a = 50.

Resumiendo, para las tres condiciones de frontera se tiene que el pardmetro Ay,
tiene la forma

22 Cond. Dirichlet,

a

Anj = % Cond. Neumann, (2.25)

FY;J' Cond. Robin.

2.2.1. Ortogonalidad de la soluciéon radial

Al igual que con la soluciéon angular, es necesario mostrar la ortogonalidad
de nuestras soluciones radiales que en este caso son funciones de Bessel. Por

13



Capitulo 2

lo que podemos seguir un tratamiento andlogo al que desarrollamos con las
soluciones angulares. Sin embargo en este caso es necesario considerar las tres
distintas condiciones de frontera.

Sea R,; = Jn(An;7) la solucién de (2.8) con valor propio A,;, de
7"2jo + rR/nj + an()\ijTQ —n?) =0,
dividiendo entre r se tiene
TRy + Ry,; + R ()\ijr —n?/r)=0.
Podemos reescribir la expresién anterior como
[TR;U']/ + an()\ijr —n?/r)=0. (2.26)

Sea R, = Jn(Anir) otra solucién de (2.8) con valor propio A.i # Anj, por
(2.26) tenemos que

[rRyk) + Ruk(Anr? = n? /1) = 0. (2.27)
Multiplicando (2.26) por R, y (2.27) por —R,,; se tiene
Rnk[TR;j}/ + Rnkan()\ijr —n?/r) = 0,
—Ruj[rRy) = RukRuj(\nir —n?/r) = 0.

Sumando ambas ecuaciones
Rnk[TR;v,j]/ — Ry [TR;LJ + ()‘ij - )‘ik)TRnkan =0.

Notemos que

d
%[RnkrR;Lj - anTR;Lk] = Rnk[rR;Ljy — Ry [rRy.l,

por tanto

d
%[RHMR;U — RojrR), ] = (A2, — Ao )Rk Ry

Integrando de 0 a a
(= 25) [ Rk = r{Ru Ry = Ros Rl

= a[Rur(a)Ry,;(a) — Rj(a) Ry, (a)].

Ahora bien, para la condicién de Dirichlet R,;(a) = Rpi(a) = 0 y para la de
Neumann R;,;(a) = R},;.(a) = 0. Por otro lado, para la condicién de Robin,

1Rk, — BojRopo = alRuk(a) R, () — Ruj(a) R ()],
=al— a ﬂ (a (a ﬂ a
_[fmmﬁ%m+mﬂm&ﬂ%

=0.

14



Solucion de la ecuacion de Helmholtz

Entonces
(Aop =A%) /0 Ry Rpjrdr =0,
como (A2, — A2;) # 0
/Oa R, Ry ;rdr =0, (2.28)

es decir, las funciones J,, (A,;7) y Jn(Anx7) son ortogonales bajo la funcién peso
7.

2.2.2. Norma cuadrada de la solucién radial

Ahora, obtendremos la norma cuadrada de las funciones de Bessel para las tres
condiciones de frontera; para ello multiplicamos la ecuacién (2.26) por TR;L]-

TR, ;[rR,;] + anR’nj()\ijrz —n?) =0.

Recordando que [f2(z)]" = 2f(z)f'(x), es posible reescribir la expresién ante-
rior como

[(rRy;)?) + [Ry,) (A2 = n?) = 0.
Integrando de 0 a a

(TR;LJ-)2|8 + )\?Lj /Oa[Rij]'r2 dr — n2R2j|8 =0, (2.29)
y como

/Oa[Rij}’TQdT = rzRij|8 -2 /Oa Rijr dr,

podemos substituir en (2.29) para llegar a

/“ 22 g TR+ R (00— n?)
o " 2)2,

a

0 .

Recordando que R,,;(r) = Jp(An;7)

/a J2O2 ) dr = [P X Ty, (AngT) P16 + T3 (Anj7) (A2 72 = 1) ja
0 n\"\nj 2)\31-7 0,
[aXnj Ty, (Anja)? + T2 (Anja) (N2 0 — n?)
2)‘3”‘ ’
= NBnr(n, 7). (2.30)

15



Capitulo 2

Utilizando (2.30) y la definicién de \,; para las diferentes condiciones de fron-
tera dada por (2.25) se tiene.

%Jgﬂ(am—) Cond. Dirichlet,
2 2
N3nrn,§) = TJIa(Baj) [1 - ﬂﬂTJ] Cond. Neumann, (2.31)
2
%Jg(')’nj) [1 + % - %} Cond. Robin.
Por tanto
/ IO )T Qo)1 i = 856N (1, ). (2.32)
0

2.3. Solucion de la ecuacion de Helmholtz

Ahora que hemos obtenido las soluciones angular y radial, podemos tomar
®,,;(r,0) = ©,(0)R,,;(r) lo cual nos da dos familias de soluciones normalizadas
linealmente independientes para cada par n, j

Jn(An;7) cos(nb) In (A7) sin(nb)
Depi(r,0) = 1 - Pgpji(r,0) ="~ 77 (2.33
il = Ny Y P S N ety
Notemos que ambas soluciones tienen la propiedad
V2®,,;(r,0) = =2, ®(r,0)  x={C,S} (2.34)

Superponiendo multiplos escalares de estas soluciones se tiene la solucién a la
ecuacién de Helmholtz como

[o elENNe ]

(I)(T, 9) = Z Z Anj‘I)an (’I“7 9) + an‘bsnj (7”, 9)

n=0 j=1

Las Figuras 2.6, 2.7 y 2.8 muestran soluciones a la ecuaciéon de Helmholtz
considerando diferentes condiciones de frontera.

16



Solucion de la ecuacion de Helmholtz

20
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40

Figura 2.6: ®(r, 6) bajo la condicién de Dirichlet, sumando los primeros 400 términos.

20

10

Figura 2.7: ®(r,0) bajo la condicién de Neumann, sumando los primeros 400 términos.
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18

20
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Figura 2.8: ®(r,0) bajo la condicién de Robin, sumando los primeros 400 términos.
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Capitulo 3

Solucion de la ecuacion de
onda

En este capitulo mostraremos cémo resolver la ecuacién de onda utilizando
la soluciéon de la ecuacién de Helmholtz obtenida en el capitulo anterior.
Ademds, mostraremos cémo obtener una representacion compleja de la
solucién obtenida.

Como sabemos, las deflecciones de una membrana circular se pueden
describir mediante la ecuacién de onda (1.7)

Pu L [0%u 10u 1%
- lortror Troe (3-1)

con 0 <7 <a,0 <6 < 2ry las condiciones iniciales
u(r,0,0) = f(r,0), (3.2)

dyu(r,0,0) = g(r,0), (3.3)
donde f(r,0) y g(r,8) son la posicién y la velocidad inicial de la membrana

respectivamente.

Ademas la membrana se encuentra sujeta a alguna de las siguientes
condiciones a la frontera homogéneas

u(a,0,t) =0 Cond. de Dirichlet, (3.4)
ur(a,0,t) =0 Cond. de Neumann, (3.5)
puur(a, 0,t) +nu(a,0,t) =0 Cond. de Robin. (3.6)
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Capitulo 8

3.1. El Método de expansién en eigenfunciones

Considerando que la membrana se encuentra sujeta a alguna de las condiciones
de frontera dadas por las ecuaciones (3.4)-(3.6), podemos tomar las soluciones
de la ecuacién de Helmholtz dadas por (2.33) y proponer que u(r,6,t) sea de
la forma

u(r,0,8) =Y > " Ani(t)®cn;(r,0) + Brj(t)Psn;(r,0), (3.7)
n=0 j=1
donde A,;(t) y Bp;(t) son funciones que dependen del tiempo.

Entonces

8t2 ZZA;;J )P (r,0) + BZj(t)(I)Snj(Ta 0), (3.8)

n=0 j=1

por otro lado, empleando la linealidad del operador laplaciano y la expresiéon
(2.34)

V=Y Ang (B[N0 @ (1, 0)] 4 Buj (D) [ X0 D (r,0)]. (3.9)
n=0 j=1

Finalmente al sustituir (3.8) y (3.9) en (3.1) y agrupando adecuadamente lle-
gamos a la siguiente expresion.

oo oo

DD A0 + AN Ay (D] (r, ) (B () + A7 By (1) @0 (1, 8) = 0,

n=0j=1

como Py (r,0) y Psn;(r,0) constituyen soluciones linealmente independientes
su combinacion lineal igualada a cero implica que cada uno de los coeficientes
que las acompana debe anularse

AL () + PN A (t) =0,
By () + X2 Brj(t) =0,

cuyas soluciones son de la forma

Anj (t) = an COS()\nth) + cr

nj

sin(Ap;ct), (3.10)
Bpj(t) = Dyjcos(Apjct) + Dy, sin(Apjct). (3.11)
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Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.7)

T 0, t ZZ n]COb nJCTL +O Slll(/\,u(‘f)]q)cnj(r, 9)

n=0 j=1

+ 33 [Dnjcos(Anjet) + D sin( A jct)| P (r, 0),
n=0 j=1

y reagrupando los términos

w(r,0,8) = 37 S [Coj®cn; (1, 0) + D@y (r,)cos(Ajct)
n=0 j=1

oo oo

+ Z Z[C:qu)cnj (1,0) + Dy, ;@1 (r, 0)]sin(\,ct)

n=0j=1

3.2. Obteniendo los coeficientes utilizando Or-
togonalidad

Para resolver por completo la ecuacién es necesario determinar la forma de los
coeficientes C,j,Dnj, C}; v Dy, por lo que utilizaremos la primera condicién
inicial dada por (3.2)

f(r,0) Z Z Crj®cn;(1,0) + D@ (r,0),
o — JIn (A 1) cosnb In(An;7) sinnd
- Cn 1 5 +Dn 4 AR
2.2 Cn Npnr(n,j) ! mNpNr(n,j)

n=0 j=1

y separando el término correspondiente a n = 0

> In(Ao;T) & I (AnjT) cosnd
0)=> Coj—r———=L— Cpj——d
f(r.9) Z 07 ] +ZZ ? 7Npnr(n, j)

s In(An;r) sinnd
D, A ang ) S NT 3.12
LD B v (312)

con Npyr(r,0) la norma de las funciones de Bessel dada por (2.31)
Ahora para obtener el coficiente para n = 0 podemos usar ortogonali-

23



Capitulo 8

dad con respecto a 6 e integrar (3.12) de 0 a 2

e 0o 0o 2m
Jo(Ao;r) Jn(Angr) [y cosnbdb
(r,0)do =) Coj—F7—"F—+ Chj .
0 f Z ¥ TNpr( 0 %) nzljz:l ? wNbpnr(n,j)
Jn()\njr)j sin nf do
+ Dn 0 .
nz_:l; ! TNDNR(N, 7)
_2WZCOJ Jo(Ro;1) (3.13)

TNpNr(0,7)

Después multiplicamos (3.13) por Jo(Aox7)r € integramos de 0 a a

27 ] )\ ] )\ ;
[ s e Eptsos

N2y (0, k)
-9\ ¢ OikNDNR
Z % Nowr(0,5)

:2NDNR(Oa k)Co.-
Por tanto

" Jo(Nowr) f(r,0)r dO dr
QWNDNR(O, k)

Cor = fO (3.14)

Lo siguiente, es multiplicar (3.12) por cosm#@ e integrar de 0 a 27

2 =, Jo(gr) [T cosmb df
f(r,H)cosm@deZCOj ooy Jy_cosm

j=1

> Jn()\njr)fo% cos nfl cosmb do
+2, 2 Cni TNDNR(N, 5)

0 7T-/\[DNR(O,j)

n=1j=1

2m .
In(Angr) [0 sinnb cos mé db
+§ § D, 2o : ,
/ FNDNR(n,j)

n=1 j=1

_i o Q)00
" 7w NpNr(n,j)

I (Amj7)

:ZoijDNR(maj). (319)
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Posteriormente multiplicamos (3.15) por Jp, (Amrr)r € integramos de 0 a a

f() m mj 7‘) Jm ()\m k 7')7' dr
Npnr(m.j)

)

27 [e’e)
/ / Jo(Amrr) f(r, 0)r cosmédl dr = Z Cinj
0

:ZC _ SikND N (M, k)
" Npnr(m,j)

:NL)NH("n'v k)cmk-
Entonces

(Amkr) f(r,0) cosmbr db dr

o
Crmie = Npnr(m, k) ’

(3.16)

y andlogamente, pero con la difrencia de que esta vez multiplicamos por sin m#f,
se tiene

foa 027r I i) f (1, 0) smm@rd@dr
./\/DNR(m k)

Dok = (3.17)

Usando ahora (3.3)

Tn(oy™) In(An;T) cosné
o05:0) —cZAw%m DR RILE )

Jj=1 n=1 j=1
I (Anjr) sinnd
Ang D ’ 3.18
+anl]zl J n] WNDNR(TL ]) ( )

y mediante un procedimiento andlogo al anterior llegamos a que

™ Jo(A 0)rdod
Crp = Joto . 0(;\’;7’) g(r. B)r df dr (3.19)
Amik2Npnr(0, k)
. foa 027T Im(Amrr)g(r, 0) cos mbr d dr (3.20)
mk C)\mkNDNR(mv k) ’ .
a 27 .
Dr - I s Jm()\m;cr)g(r,ﬁ)smm&rdﬁdr. (3.21)
AmikNpNr(M, k)

3.2.1. Ejemplo

Ahora consideremos el ejemplo en el que la posicién inicial estd dada por
f(r,0) = (a*> —7?)(cos 6 +sin §)r como se ilustra en la Figura 3.1 y la velocidad
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Capitulo 8

Figura 3.1: f(r,0) = (a® — r2)(cos 6 + sin §)r.

inicial es cero.

Entonces
O — Iy 027r Jo(Morr)(a? — 12)(cos @ + sin 0)rr df dr
o = TN , (3.22)
o JoOowr)(a® — r2)r2dr f027r (cos @ + sin0)df (3.23)
2N (0, k) ’ '
=0. (3.24)

Este resultado se podia anticipar al observar que el volumen bajo la superficie
f(r,0) se anulaba al integrar con respecto a 6.
Por otro lado

Iy 0% T (Amgr) f(r,0) cos mOr df dr
- 7Np(m, k) ’
S T i) (@2 = v2)r2dr [T (cos 0 + sin §) cos(mf) do
J\/D(m, k) ’
foa T Amr) (@® — 72)r2drmdy,
- ND(m, k)

Cm k

La tltima expresién nos indica que tnicamente los términos con m = 1 son

26



Solucion de la ecuacion de onda

distintos de cero, por lo que

foa Ji(Aer)(a® — r?)r?dr
Np(1,k)

_ 2a5J3(a1;€)

_a%kND(l, k) ’

Cix =

y para Dy el resultado es andlogo. Sin embargo, podemos también analizar el
comportamiento de los coeficientes como el volumen bajo la superficie h'¥(r, 0)
dada por
Aixr) f(r,0) cos Or?

ND (mv k) .

Como podemos apreciar en la Figura 3.2 , a medida que j se incrementa hay

W, 0) = 14

(©) (d)

Figura 3.2: Algunos ejemplos de coeficientes dados como el volumen bajo la
superficie (a) h19(r,0), (b) h15(r,0) (c) h11(r,0) y (d) h120(r, 0)

un mayor numero de oscilaciones en la parte radial, por lo que los voliimenes se

cancelan entre si y la contribucién més importante estd dada por los maximos
centrales.
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3.3. Representacion compleja de la solucién a
la ecuacion de onda

La solucion a la ecuacién de onda puede representarse en forma compleja,

lo que tiene la ventaja de poder escribirla de una manera m&s compacta

y ademéas, como veremos en el Capitulo 4, nos permite realizar algunos

calculos con una mayor sencillez que si trabajaramos con la solucién en su
representacion real.

Consideremos la soluciéon a la ecuacién de onda dada por

u(r,6,t) Z Z WNZN ngT [C’m cos(nb) + Dy, sin(nf)]cos(Ap;ct)

n= Oj 1 R n ‘7
+ nz%; WNDNR (n.7) [C’Z] cos(nf) + Dy, ; sin(nd)]sin(\,,;ct).

Utilizando la igualdad de Euler, podemos expresar el seno y el coseno en forma
compleja [4]

ein@ + e—in@ ein@ _ e—in@
= ——— innl = ———
cosn 5 y sinn 5 ,
se tiene
Ch; —1iD 0 Chi + 1Dy
u(r, 6,t) n (A jeos Anjct) |einf Zm —1ng y o—ing Zng T 1ng ”J}
=2 e[ ;
g Cnj — D5 ng Cni T 1D
+ n sin( A\, ;ct 6nj _"nj +e” 67nj mi |
D3 ey [ :
(3.25)

Ahora bien usando (3.16) y (3.17) y sustituyendo llegamos a

Chj — iDp; 1 o
J . J :2NDNan [/ / Jn()\njr)f(r,9)cosn9rd9dr}

27
In(An 0 Ordodr|,
2NDNR ) [/ / 1) f(r, 0)sinnor r}

27T . .
:m/o /O Jn(Anjr) f(r,0)(cosnb — isinnf)r df dr,
2
[ nunst

o) f(r,0)e= "7 db dr,

- 2Npnr(n,j)
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y similarmente

Gy +iDn) I /2“ )
= Jn( (r,0 by 46 dr,
2 2NDNR (n,3) Jo Jo n{ Je
.7

27
n 0 inf do d :
QNDNR — [ [ crnownseor aar

27
T (Mngr) f(r,0)e™r d6 dr.
2NDNR”.7 / /o (.9

Definamos A.,; de la siguiente forma

27
A:I:nj = WDZ\IIR(TLJ)/O /0 J:l:n()\njr)f(ﬁ G)EZFmeT df dr, (3.26)
analogamente
1 2 _
dnj = N o) / /O Jen(Anjr)g(r,0)eT™rd dr.  (3.27)

Sustituyendo (3.26) y (3.27) en (3.25)

7“ 9 t ZZ COb n]Ct 1n0-/4ann(Anjr) +e_ine-A—nj(_1)an(Anj7ﬂ)]

= 0] 1NDNRnJ

n t zn * —in * n
+ZZ Sln JC 9"4’1] ( TL]T) 0'/4—:1]( ) ‘]”(/\”jr)]a

n
= 0] 1NDNR 2 J)

_ Z Z cos( n]ct mo.An,jJn(/\an) + eiineA—n,jJ—n()\an)]

n
= oj 1NDNR 2 J)

sin "]Ct 1719 * —inf Ag*
+ZZNDNR 7’L J 'An] ( TLJT) A—ny‘]—"(/\

n=0 j=1

y agrupando en una sola sumatoria sobre n que ahora va de menos infinito a
infinito

u(r, 6,t) Z Z ind WN?VD Ang?) [Anj cos(Anjct) + A sin( Ay ct)] .

n=—oo j=1 Rn‘])

(3.28)
Observemos que

Jn()\njr)

®,i(r,0) =emd 7
]( ) WNNDR(”;J)

(3.29)
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representa la parte espacial de nuestra solucion y presenta las siguientes pro-
piedades

V2(I)"j (rﬂ 0) = 7A$qu)nj (Ta 0)) (330)

27
/ / CI)n]- (T7 9)(I)m1 (Ta G)T df dr = 26nm5jl7 (331)
0 0

donde la barra denota el complejo conjugado de la funcién. En el siguiente
capitulo utilizaremos estas propiedades.

Finalmente, podemos reescribir a nuestra solucién (3.28) de una forma
muchos méas compacta

u(r,0,t) Z ZCI)M (1,0) |Anj cos(Apjct) + A sin(Ay;ct)] . (3.32)

n=—o0 j=1

La solucién ya quedo separada en con el producto de dos funciones, una espacial
y la otra temporal.
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Capitulo 4

Aproximacion a la solucién
de la ecuacion de onda
usando sumas finitas

Como hemos visto, podemos escribir la solucién de la ecuaciéon de onda me-
diante sumas infinitas y expresar esta solucién en su forma compleja dada por
(3.32). Sin embargo, en la préctica es necesario encontrar hasta qué término
podemos truncar esas sumas [15] [17], ya que la computadora no nos permite
realizar sumas infinitas. En este capitulo nosotros proponemos una forma para
truncar la suma utilizando la expresion asintética de la funcién de Bessel dada
por (D.5).

4.1. Acotando el error

Consideremos la representacién de u(r, 0, t) dada por (3.32) utilizando las fun-
ciones ®,,;(r, ) bajo la condicién inicial (3.2); esto nos da

F,0)= >3 An®;(r,0), (4.1)
n=—oo j=1
y cuya aproximacién finita es

N K
e 0) = > > Ap(r,0), (4.2)

n=—N j=1

donde los coeficientes A,,; estan dados por (3.26).

33



Capitulo 4

Sea Af la diferencia entre f(r,0) y su aproximacién finita dada por

Af =[f(r,0) — fyni(r,0)|

inf J in6 J )
‘ Z Z NNDRTLJ Z Z NNDR”])Anj

n=-—oo j=1 n=-— N] 1

)

)

7/" J 7,71 J )
‘ Z Z 9 Ans Z Z QNNDRTLJ)Anj

Tl
n=N+1j=K+1 NNDR ‘7 n=—oo j=K+1

y utilizando la desigualdad del tridngulo [12]
~(N-1)

Z Z@mre i ‘Z ST @(r,0) Ay

n=N+1j=K+1 n=—oco j=K+1

. (4.3)

Para el primer término de (4.3) se tiene

00 & (o in )| .
‘ Z Z q)nj(79)"4"] < Z Z ‘ ‘7T|NNDR(” ])‘|An]|

n=N+1j=K+1 n= N+1] K+1

= Z Z |NNDR n J)|‘Anj|a

n= N+1] K+1

| ATL] |

- Z Z WNDNR”])/\Z,]'.

n=N+1j=K+1

Observemos que haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz [12] lle-
gamos a
1/2

Z Z 7T/\/;)J\JR)]\2 = Z Z Xy A

n=N+1j=K+1 nj n'=N+1j'=K+1

1/2
D OND pp— ,
n=N+1j7=K+1 )\ NDNR( )
1/2
1 oo o0
S S SECE.
n'=—o0 j'=1
1/2
A = —(n)
n=N41j=K 1 ni?VDNR\"HJ
(4.4)
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Para poder acotar el primer factor de (4.4) vamos a aplicar el laplaciano a (4.1)

Z Z 2 VAP (1, 0),

n=—o0 j=1

y dado que estamos trabajando con la representacion compleja de la solucién,
debemos tomar su conjugado

V2f(r,0) = Z Z ) Ak @i (7, 6).

m=—o0 k=1

Entonces al multiplicarlos se obtiene

Vo= S S S AL, A A (1 0B8], (4.5)

n=—oo m=—o00 j=1 k=1

y utilizando (3.31)

oo o0

a 27 oo 00
/ / IV2F(r, 0)Prdodr =2 Y~ Y YN " A A6
0 0

n=—ocom=—o0 j=1 [=1

oo oo

=2 > > A Al

m=—o0 [=1

Por tanto

s 0 1 a 27
Z § A lAmi]? = */ / |V2£(r,0)|*rdodr.
2Jo Jo

m=—oo k=1

_ ¢ % / ’ / 1921 0) rdbdr, (4.6)
0 0

entonces sustituyendo (4.6) en (4.4)

Sea

1/2
- |~An7| B
= . (47
Z Z NDNR”J S 7T n%;lj;l igNDNR J) il

n=N+1j=K+1

Notemos que la expresién anterior nos dice que la cota del error lineal depende
de la funcién que estemos aproximando y esa dependencia estd dada por (4.6).
Por otro lado el segundo factor del miembro derecho de (4.7) depende de las
condiciones de frontera.

Ahora consideremos las diferentes normas que dependen de las condicio-
nes a la frontera.
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4.1.1. Cota para la condicion de Dirichlet

Para esta condicion se tiene

4 2

. o a
)\ile%(”J) :%?Jzﬂ(ang‘),

Oé4 i 19
n,

recordemos que estamos trabajando con n > 1, lo cual implica que las raices de
la funcién de Bessel se encuentran muy alejadas del cero, por lo que podemos

utilizar la representacién asintética de la funcién de Bessel (Apéndice D), lo
que nos lleva a que

4
4 Ar2 N Q2 9 r (n+Dm
AnND (1, ) Nfazwam cos® { anj = 7 =5,

3
Qo T (n+ )m
=— cos (ozn] 1 5 )

Ademaés, también podemos aproximar las raices de la funcién de Bessel para
r > 1 (véase D.7)

. 1 2j+n)r 0w 3 )
MNB ) ~gz [P 5] ot - 1))
_m[@tn) 1)
e 2 4|’
71'2 . 3

Entonces

> > 1 2002 & > 1
L X et e o 2 Grmo

n=N+1j=K+1 n=N+1j=K+1

Ahora, llevando las variables discretas n, k al cont’inuo n — x, j — y se tiene
< ——dydz.
HZ;HF;H 4j+2n—1)° 7 Iy S (dy+ 20— 1)°
Calculando la primera integral iterada resulta
/°° S RS B SR
i G+ 22— 107 VTP Gy 20— 12

1 1
T8 (244K +1)-1)%
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y para la segunda

/°° 1 1 P 1 o
Ni1 22 e +4(K +1)—1)2 20 24+ 4(K+1)—-1)> ~
1 1
TURN+ D)+ AK 1) 1)
_1
24

1
24 (2(N +2K) +5)

Esto nos da

z z <22(12 1
4/\/2( j) "~ 7w (2(N +2K)+5)’

n=N+1j7=K+1

y sustituyendo en (4.7)

\An]| a 2
<B— . 4.9
Z Z Nbp(n,j) 7 /2(N +2K) +5 (4.9)

n=N+1j=K+1

Finalmente, para el segundo sumando de (4.3) el procedimiento es andlogo y
se tiene

a 2
|/ (r,0) = [ (r,0)] < 2B AT (4.10)

En la Figura 4.1 (pdg 38) se puede observar la convergencia Af a cero para la
condicién de Dirichlet a menisda que aumentan N y K.

4.1.2. Cota para la condicién de Neumann

En este caso se tiene

)\4 NQ (7’L j) 3] a2 JZ(B ) [ n2‘|
nj nj 52' ’
nj

;’ltj 2 n’

Ahora utilizaremos la representacion asintética (Apéndice D)

4 2
NN (n, ) ~ Pnj 2 COSZ(nj_W_m)ll_n]7

2a? ﬂn] 4 2 5721.7
3 T nw n?
nj .2
=—35 €08 nj—1—7) [1—52j1,
T nT
*@COSQ (5713 i 7) BnilBa; — 1,
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20 e

8600

Figura 4.1: Convergencia de Af para la Condicién de Dirichlet.

y aproximando las raices de la derivada de la funcién de Bessel mediante (D.8)

0 ~ o) (37 7 (@ 1))

2

77
226( 2

42n?
45 + 2n + ){(4]’—1—271/—1—1)2— ]
Entonces
1

2a2
Z Z 4N2n7) w2 Z Z (45 +2n + 1) [(4) +2n + 1)2 — £22]°

n=N+1j=K+1 n=N+1j= K+1 w2

y nuevamente llevando las variables discretas al continuo
1

n EN:.HJ ;H 47 +2n + 1) [(43 +2n + 1)2 _ 4?;2]
1

/\/+1/K+1 4y+2$+1) [(4y+2l+1) 4222}

dy dz.
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Para calcular la primera integral iterada hacemos el siguiente cambio de variable
u:4y+2x+1,D:4(K+1)+2m+1y§:4—‘”yasi

1 [ 1
Z/ ufu? — €7 du*elggozl/
1 1
:elggo@/u—l—ﬁ_'— g_ﬂdu’
2
L (1—5>—Hn(D)—éln(D—g)—éln(D—&—f)],

|
=
=)
&
—
|—|

— |In(D) — %IH(D —&) — %ln(D + 5)] .

Entonces la segunda integral iterada queda como

/m ™ {ln(2m+4(K+ )+1)—;1“<(2+:>x+4(K+1)+1>} dw

N+1 4322

_/:143; [;ln<(2—4)x+4(K+1)+1>} da.

Sean 7 la segunda integral iterada, G =4(K +1)+1, R=2 —|—% yS=2-— %,
esto nos da

Ne'o) 2
I :/ S [ln(2x+G) - fln(Ra:—&—G) - 1n(Sa:+G)}
V+l4 X

Para resolver la integral anterior basta recordar que

B
1 1
/A s In(az + b)dz = = In(az + b) + % In(x) — % In(az 4 b)|5

Esto nos da

oo 1 2 2 .
/N+1$2 In(2x 4+ G) dx = In(2x + G) + el In(x) — el In(2z + G)|F41,

1/ 1
_7/ —ln(Rz+G)dT_Eln(Rx+G)——ln(Rx+G) B @)z,

2/np12? 2G 20
1/~ 1 S 1 g
) — 1 der = —1 ——1 ey | oo
2./“1%2 n(Sz+G)de = 57 In(Se+G) — o In(S2+G) - 5 7 In(2)[F41,

y asi la integral resulta ser

I 2 11 422 + AGx + G? —lln 472 + 4Gz + G? o
SERVE] RSz?+ (R+8)Gx+G?) G \RSz?+ (R+8)Gz+G? )|y,

+7ﬁ lln Rr+G\]™
43 | Gr Sr+ G N+1'

39



Capitulo 4

Ahora, lo tinico que resta es evaluar la integral en sus limites

s [ (8) - (D)

2 1 [111(4) B n( 4(N +1)? 4+ 4(4K 4+ 5)(N + 1) + (4K +5)? )}
RS RS(N +1)2 + 4(4K +5)(N + 1) + (4K + 5)2
o1 ln( 4N +1)? 4+ 4(4K +5)(N + 1) + (4K +5)? )
32(N+1) RS(N +1)?2 +4(4K +5)(N + 1) + (4K +5)2

Entonces

SCL

n=N+1j= K+1

Por tanto, para la condicién de Neumann se tiene

3
7(r.6) = frusc(r0)] < 2B VT, (@)

La convergencia para esta condicién se ilustra en la Figura 4.2 . Notemos que
la convergencia es mucho mas rapida que para la condicién de Dirichlet.

4.1.3. Cota para la condiciéon de Robin

En este caso debemos considerar la condicién de Robin dada por (3.6) y ya que
estamos trabajando con la expansién asintGtica (Apéndice D) nos es posible
obtener un resultado, dado por (D.9), cuando n = u =1,

N n?
A iNa(n,j) = aj JQ( )[2—72],

nj

o n?
za;J’%( i) l2—2] :

nj

Ahora utilizaremos la representacion asintética

4 2
N Tnj 2 T nm n
)\ij/\/}%(n,]) ~—L cos? (’ynj - = — —) [2 - 2] ,

2a2 Yy 4 2 Tnj
P ( m mr) 5 n?
=—Lcos” (Ynj — — — — - —1,
2 T Ty T 72
e nmw 2 2
=z s (s = 7 = F) ity =
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600

Figura 4.2: Convergencia de Af para la Condicién de Neumann

Utilizando la representacion asintética de la funcién de Bessel y (D.9) llegamos
a que

N NE(n, 5) ﬂ_icos ((]fl)w+4> ((2j+nl

B ;;((QjJrzl)w) [2<2]+n ) ]
:7;2<<2j+1;—1>w) [((2.7'+1;—1)7T> —”2],
:7;<(2j+271—1)) l((2j+2n—1)>2_7:; |

2
2 2n
:22?(2‘7471—1) (2 +n—1)2 - () } ,
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y asi

2302 1
Z Z 4N2< P Z Z (2j +n-1) (27 +n-1)2 - 2]

n=N+1j=K+1 n=N+1j=K+1 -

2

Procediendo de forma analoga a como lo hicimos con la condicién de Neumann,
se tiene

|Anj| < B23/2a\/>
. (4.12)

n j;;;flj jégzkl jV}{ 7l j 0 ’
donde

7 ™ V2 w(PY (PN +1)+2K +1

2= 2227r(2K—|—1 [H<Q) <Q(N+1)+2K+1)]
w( L (N+1)2+22K+1)(N +1)+ (2K + 1)?
22 2K +1 "\ Pg PQ(N + 1)2+ 202K + )(N + 1) + (2K + 1)2

2 I (N+1)2+22K +1)(N + 1)+ (2K + 1)?
222N+1 PQ(N+1)24+2Q2K+1)(N+1)+ (2K +1)2
con P=1+ f vy Q= WQ
Por tanto, la cota para la condicién de Robin con u = 1 = 1 estd dada
por
23/2

|£(r,0) = faic(r,0)] < 2B=— VA (4.13)

Finalmente, nosotros podemos definir Cpyr(N, K) como la cota para las
diferentes condiciones de frontera, dada por

2B4 —2____  (Cond. Dirichlet,
7 /2(N+2K)+5
Conr(N,K) = 23% I Cond. Neumann, (4.14)
2B 2?;:22“ N&D Cond. Robin.

4.2. Error cuadratico medio

En el estudio de la aproximacién de funciones, es necesario definir el error
cuadratico medio como

a 2
e = /O /0 |f(T7 9) - fNK(T, 9)|2rd9dr. (4'15)

Esta cantidad es el promedio de la funcién |f(r,0) — fxr(r,0)|* en el circulo
de radio a.
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3. .

80 e

25,

500

Figura 4.3: Convergencia de Af para la Condicién de Robin.

4.2.1. Desigualdad de Bessel

Con el fin de expresar el error cuadrédtico medio en términos de los coeficientes
de nuestra suma [3], consideremos el error cuadratico medio y expandamos el
moédulo al cuadrado,

a 27 a 27
Enk = / / |f(r,0)|*rdOdr + / / | fnx (1, 0)|?r db dr
JO 0 0 JO

a 21 a 2
- / / f(r.0)fni(r,0)rdddr — / / f(r,0)fxi(r,0)rdodr.
0 0 0 0

Ahora bien, usando (3.31)

N K

a 21
// i O)Prdodr =2 3 3 A2
0 0

n=—N j=1
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y
a 27 N K
[ [ T@oismetroprasar=2 3 3[4
0 Jo n=—N j=1
a 27
— [ [ Fexois.0)Prdsar,
o Jo
se tiene
a 2 N K
ENK:/ / |f(7‘,6‘)‘27°d9d7‘—2 Z ZlAn]|2
0 Jo n=—N j=1

Utilizando 0 < Eng
N K 1 a 2T
> Sl sg [ [ roprddn
, 2Jo Jo
n=—N j=1
y tomando el limite cuando N y K tienden a infinito
oo 0 ) 1 a 27 )
Do Ml <y |f(r, 0)[*r db dr. (4.16)
n=—oo j=1 0 0

A esta expresion se le llama Desigualdad de Bessel en coordenadas po-
lares

4.2.2. Identidad de Parseval

Ahora veamos que podemos obtener un resultado mucho mas fuerte utilizando
las cotas para las tres condiciones dadas por (4.14). El error entonces estd aco-
tado como sigue

a 27
ENK S/ / |CDNR(N,K)|2T‘d9dT’,
0 0

a 27
=|Conr(N, K)|2/ / rdé dr,
0 Jo
=[Conr(N, K)[*ra?, (4.17)
y puesto que
0 < h’mN,K_wo Enkg < lim |CDNR|27TCL2
N,K—oo

0 S HmN,K—>oo ENK S 07

obtenemos como consecuencia que Fnyg = 0 en el limite cuando N y K tienden
a infinito, por tanto

[e%e] [e%s) a 2
3 Z|Anj|2=%/o /O £, 0) 2 dO dbr (4.18)

n=—oo j=1
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Esta es la Identidad de Parseval en coordenadas polares.

Al trabajar con soluciones dadas por una suma infinita generalmente se
trunca hasta un numero ”suficientemente grande”de sumandos. La ecuacién
dada por (4.17) nos muestra cémo para cualquier error Ey k nosotros podemos
obtener el niimero de sumando necesarios que nos permiten aproximar a la
funcién f(r,0) considerando las diferentes condiciones de frontera.
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Capitulo 5

Analisis de la solucion a la
ecuacion de onda

En el capitulo 1 dedujimos la ecuaciéon de onda y en el capitulo 2 resolvimos la
ecuacién de Helmholtz. Utilizando el método de expansiéon en eigenfunciones
pudimos resolver la ecuacién de onda en el capitulo 3, cuya soluciéon estd dada
como sumas infinitas. En el capitulo 4 encontramos cémo truncar dichas sumas
para un cierto error de aproximacién. Finalmente mostraremos los resultados
obtenidos al simular las oscilaciones en una membrana circular mediante un
programa que elaboramos en lenguaje C (Apéndice E).

5.1. Resultados de la simulacién

La solucién a la ecuacién de onda estd dada por (3.32)

u(r, 0,t) Z Z B (r,0) [Anj cos(Anjct) + A sin(Ay ct)] .

n=—o0 j=1

y ahora consideremos por simplicidad una velocidad inicial (3.3) dada por
g(rf) = 0, esto nos permite reescribir la solucién anterior como

u(r,6,t) Z Z(I)m (r,0)An; cos(Ayjct). (5.1)

n=—o0 j=1

Con el programa que escribimos para simular la membrana circular (Apéndice
E) hemos logrado obtener las graficas que ilustran la dindmica de una membra-
na bajo las tres condiciones homogéneas con las que hemos estado trabajando
(Dirichlet, Neumann y Robin) y la condicién inicial dada por

15 10

Z Z In( )[sinné + cos nb)]. (5.2)

n=0 j=1
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La Figura 5.1 muestra el comportamiento de la funcién bajo la condicién de
Dirichlet (3.4). Como podemos observar la membrana permanece fija en la fron-
tera para todo tiempo t. Por otro lado, cuando el comportamiento esta bajo la
condicién de Neumann (3.5), podemos apreciar cémo la Figura 5.2 nos muestra
que aunque la condicién inicial estd dada por la misma funcién, la membra-
na presenta ondulaciones en la frontera que se van desplazando en direccién
angular; esto se debe a que los valores propios A,; cambian con cada una de
las condiciones de frontera. Finalmente para la condicién de Robin (3.6) ,con
uw =mn =1, la Figura 5.3 muestra como este comportamiento sugiere ser una
combinacion de los dos anteriores, ya que no presenta una frontera fija como
en el caso de Dirichlet, pero tampoco es tan pronunciado como en el caso para
la condicién de Neumann. En las figuras 2.6, 2.7 y 2.8 de la pagina 17 se puede
observar este comportamiento con mayor detalle.

=000 =150 =300

Figura 5.1: Membrana circular vibrante para la condicién de Dirichlet.
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=000 =150 =300

Figura 5.2: Membrana circular vibrante para la condicién de Neumann.

5.2. La Solucién como Ondas Viajeras

Para poder reescribir (5.1) como una suma de ondas viajeras, expresaremos
cos(Ap;ct) en su forma compleja y vamos a sustituirlo en (5.1) esto nos da

T 9 t Z Z A 7 _] T 0)[ 2()\717675 *’L()\n,JCt)], (53)

n=—oo j=1

y recordando la definicién de ®,,;(r, #) dada por (3.29)

7" 0, t i ZAn]Jn] )[ei(n0+)\n_7ct) +€Z'(’I’L67)\71_7‘Ct)]. (5'4)
N i1 m2NpNR
Sean
ApiIni(AngT) .
gt = 2iIni(AngT) i(no+a,;et) 55
m2NDpNR c (5.5)
y
_ AT (M) o
P = ANy ) pi(nf—Anjet) 56
" m2NpNR ¢ (5.6)

Entonces para cada par (n,j) nosotros podemos interpretar a (5.5) como
una onda viajera (Apéndice F) que se desplaza alrededor de un circulo de
radio 7, como se muestra en la Figura 5.4. De la misma manera, (5.6) puede
interpretarse como una onda viajera que se desplaza en sentido contrario
(levégiro), véase la Figura. La superposicién de estas ondas que se desplazan
angularmente, nos permite obtener los modos normales de una membrana
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=000 =150 =300

50 50

Figura 5.3: Membrana circular vibrante para la condicién de Robin.

circular; lo anterior queda ilustrado en la Figura 5.6.

Ahora bien, dado que \,; < Anjt+1, tenemos que la velocidad de fase es
mayor conforme van aumentando n y j, es decir, las ondas viajeras giran
cada vez mas rapido. Lo anterior podemos observarlo si comparamos los
desplazamientos angulares que se ilustran en las Figuras 5.4, 5.7 y 5.8; entre
mas grande es j la velocidad de giro aumenta.

5.2.1. Patrones en espiral

Tomando como punto de partida nuestra interpretacién de dos onda viajeras
que se desplazan en direccién angular, podemos preguntarnos si también es
posible ver las oscilanciones en una membrana circular como ondas que se
desplacen también en la direccién radial.

Consideremos la expresion asintdtica para las funciones de Bessel de pri-
mer tipo dada por (D.5) y utilicemos la representacién compleja del coseno,

2 nr T
In(Anjr) = \/:njrcos ()\m—r -5 - Z)
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wo0s w150 w3005
o5, os. os.
05 o 04 ,‘
0 - a5 p— s e
£ 50 E -
s s El
o 0 o 0 o 0
5075 075 5075
4505 o005 w50s
os os 0s
° ‘\ * . . *
o ’ 0 R o ~-
5 5 E
s s E
o 0 ° 0 ° 0
05 05 05

w000s [RETS wa00s
os os 0s
0. 0! [ “
05 S~ 05 . e
5 5 i -
s s B
o 0 ° 0 ° 0
5075 5075 5075
wass w6005 wisos
os os 0s
0s - 05 05 v =
] 5 Ed
s s B
o 0 o 0 0 0
5075 5075 0750

Figura 5.5: Onda viajera en direccién angular y sentido levégiro para n y j fijos.

Substituyendo (5.7) en (5.4) tenemos la siguiente expresién asintética para la
solucién a la ecuacién de onda

20 & [ 2 dlwletrnn(o-5)-F)
T4NDNR
et (= Ans(r—ct)+n(0+3)+7%)
T4NDNR
¢i(dns(r=et)n(0-5)-3)
T4NDNR
oi(“Ans(rret)+n(6+45)+7)

7T4]\/DNR
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to00s w1508 3008

50750 5050 5050

Figura 5.6: Modo normal con n =1 j = 1.

0005 1508 3005

5 - El . 50 X
50 s0 50
° o ° o 0 o

50750 5050 5050

14505 6005 =750

s ~—— s - 2 os —

50 T
B
o 0

5050 5050 5050

Figura 5.7: Onda viajera con n =1 j = 3.

Puede interpretarse esta solucién como cuatro ondas que se desplazan en las
direcciones radial y angular, dando como resultado patrones en espiral como se
aprecia en la Figura 5.9. Notemos que estas espirales no cumplen por si mismas
con la condicién de frontera, la suma total de armoénicos debe cumplirla. Por
otro lado, este comportamiento a distintos tiempos se representa como espirales
que giran, una ilustracién de esto se ve en la Figura 5.10. Cabe mencionar que
esta forma de visualizar las deflecciones de una membrana como ondas viajeras
es valida Unicamente para valores de j grandes donde se cumple la aproxima-
cién asintotica.

En la Figura 5.11 se ilustra la suma de las distintas ondas viajeras. En las
imégenes tituladas Onda 1 y Onda 4 podemos observar oscilaciones que pre-

sentan cierta torsion y que giran en sentido contrario la una de la otra. Para las
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w0005 1508 3008

50750 50750 50750

4505 6005 =750

Figura 5.8: Onda viajera conn =1 j = 5.

Onda 1 Onda 2 Onda 3

5050 5050 5050

Ondad Aprodimacion Onda Original

=

002 @ 01 01
0 0 o

Figura 5.9: Ondas viajeras con n =1 j = 11 a t = 00.0s.

imagenes tituladas Onda 2 y Onda 3 podemos ver a los maximos y los minimos
de la funcién que también se desplazan en la direccion angular y sentido contra-
rio.Finalmente podemos observar en las dos tltimas imagenes la comparacién
entre la Onda Original y la aproximacin que se obtiene al utilizar (5.8). En las
Figuras y 5.13 se ilustra este comportamiento para distintos tiempos.
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54

Onda 1 Onda 2 onda 3

PHE % 0. S o —
002 002 .‘/ 002: k
004 \\'/ 0% \ 004 .—/
o
° 0

Ondad

Aproximacion Onda Original

Figura 5.10: Ondas viajeras con n =1 j = 11 a t = 30.0s.

Onda 1 onda 2 onda 3

Onda 1 onda 2 onda 3

Ondaq

Figura 5.12: Superposicién de las ondas viajeras a t = 30.0s.
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Onda 1 onda 2 onda 3

50750 50750 50750

Ondaq Aproximacion Onda Original

Figura 5.13: Superposicién de las ondas viajeras a t = 45.0s.
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Apéndice A

La funcién Gama y el
factorial

Como sabemos, la funcién gama se define de la siguiente forma [AW05]
I'(z) = / t"le7tdt x>0,
0

y una de sus propiedades bésicas es [Asm05]
I(z+1) =al(z).

Demostracién: Integrando por partes,

oo
MNz+1) = / e "t dt
0

oo
= —tg”e_t|8°—|—a:/ t" e tdt
0

= T (x).
Lo anterior implica que para n € N
F'n+1) = nl(n),

= nn-1)7T(n-2),
= n(n—1)(n—2)I'(n—3),

n(n—1)(n—2)...2I(1),
pero I'(1) = [ e~tdt = 1.

Por tanto

P(n+1)=nl
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Apéndice B

Solucion de la ecuacion de

Bessel

La ecuacién (2.8) es conocida como la ecuacién paramétrica de Bessel de orden
n [3] [11]. Para resolver esta ecuacion, es necesario realizar el cambio de variable

s = Ar, eso nos da

R/ — )\5/ y R// — )\25//.
Sustituyendo en (2.8) tenemos

528" + 58" 4+ S(s* —n?) = 0.

Nosotros proponemos que S sea de la forma [5]

oo
S(s) = Z Ams™ TP,
m=0

lo cual implica

o0

S(s)= 3 ap(m+p)s™ L,
m=0

§"(s) = 3" am(m+p)(m+p—1)s™P2
m=0

Sustituyendo (B.2), (B.3) y (B.4) en (B.1)

o0 oo
Z am(m+p)(m+p— 1)xm+p + Z am(m + p)smﬂ)
m=0 m=0
o0 oo
+ Z amsTTPT2 — n? Z Ay s™TP =0,
m=0 m=0
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entonces

Z amsm"‘p[(m +p)2 _ n2] + Z A s TPT2 = ().
m=0

m=0

Recorriendo el indice en la segunda suma se tiene

o0 oo
D ams™ T (m+p) =0+ Y am a8 =0,

m=0 m=0

y expandiendo la primera suma y agrupando

aos? (p? —n?) +arsP (14 p)? —n?| + Z s La,, [(m+p)? —n?} =0.
m=2

Igualando cada uno de los coeficientes a cero se tiene que debe satisfacerse

ag(p* —n?) = 0, (B.5)
ar[(p+1)? —=n? =0, (B.6)
am|(p +m)* —n% + am_o = 0. (B.7)

Como ag # 0 entonces de (B.5)

(p+n)(p—n)=0,

esto es r =ny r = —n. Tomando r = n y usando (B.7) llegamos a la siguiente
relacién de recurrencia

—am—2

_— > 2.
m(m + 2) "

A = 2
Esta es una relacién de recurrencia de dos pasos, por lo que los términos pares

y los impares se determinan de forma separada. Como r = n tenemos entonces
que para la ecuacién indicial (B.6)

ai[(n+1)* = n®] =0,

por tanto a3 = 0y a3 = az = --- = 0. Esto quiere decir que tnicamente
trabajaremos con los términos pares y es conveniente reescribir la relacién de
recurrencia utilizando m = 2k

-1

Ao = mdQ(kfl) k Z 1.
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Solucion de la ecuacion de Bessel

Esto nos da

-1
az = 22(1+n)a0a

_ —1 _ (=n? .
M7 e )T M1+ )2+ )"

(=1)*
22k (14+n)(2+n)...(k+n)
Substituyendo estos coeficientes en (B.2) tenemos la solucién a la ecuacién de
Bessel (B.1)

ap =

(~1)* ke

Sls) = aokzzo 2K KI(1 +n)(2+n)...(k+n) ’ (B8)

donde ag # 0 es arbitrario. Esta solucién se puede escribir en una forma més
elegante con la ayuda de la funcién gama (I'(z)) si escribimos
1

T 2T(n+1) (B9)

ao

Entonces substituyendo (B.9) en (B.8) se tiene

B 00 (71)]@ s\ 2k+n
S(S)’];)k!(k+n)...(2+n)(1+n)r(n+1) (5) ’

y utilizando la propiedad dad por (A.1)
[(B+n)...24+n)14+n)T'(n+1) = [(k+n)...2+n)]T(2+n)

= I'k+n+1).

Mediante esta simplificacién llegamos a la primera solucién denotada por J,, y
se le llama la funcién de Bessel de orden n

e (—1)k s\ 2k+n
— (2 B.1
In(s) kzzjoklr(k+n+1) (2) ’ (B.10)
utilizando ahora (A.2, se tiene
e (—1)F s\ 2k+n
(s) = — (= ) B.11
Tn(s) kzzok!(lﬁ—n)! (2) (B.11)
Por tanto
R(r) = Jp(Ar). (B.12)
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Apéndice C

Formulas de recurrencia
para la funcién de Bessel

Tomemos J,(s) como en (B.11) (Apendlce B) y derivemos con respecto a s.

d d © (-1) 2k+n
dsJ"<s)—ds[ B+ )] ]
© (—1)* 2%k +n 2k+ -1
i (3 )(2
(

’f(ki) )l (’“rn_g) (%)%ﬂm

M8 HM

~
Il
=}

Desarrollando el término de la suma
d 2 (=1)F(k +n) /s\2k+n-1
i S ()
ds (s) = 1; El(k+n)! \2

—1)k S n/rS\ T
k!ék—lk)n)! (i)m (5) 1’

M8°

n
2
k=0

y utilizando las propiedades del factorial [3]

d s
%J"( Zk'k+n—1 (5

7721«' k:+n (g

k=0

= Jui(s) — an<8). (C.1)

2k+n—1

)
)2k+n
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La Figura C.1 ilustra esta relacién de recurrencia

T

e

U]

\
05

R0
g0
\

0.25

s
F 8
i it e
/7 % ,/‘ %
3 § %
* 5 FAN
o e %oncs ! B 4
0 \ # i /4/ \;Nw\vww* 7 i .
\ / i 2
X e \ /
0.25 A \\ '/ : Bl i
# \ '/
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S
05 i i i i i
o 25 5 75 10 125
r

Figura C.1: Derivada de Ji(s) usando (C.1)

Por otro lado, también, podemos obtener otra identidad 1til derivando
d

B ( 1)k s 2k+n
35 = dsl Kk +n)! ()

P k!(k: —|— n

)G

y desarrollando la suma

k n -1
js Zkvgki)n ( )m (5)
+Z klgk v

2k+n—1
+n)! ( ) ’

Recorriendo el indice de la suma tenemos
S 2k+n—1
4y - G e
ds () )+ Z k + n) 2
B ’I’L ( 1)k+1
- S + Z kl

s\ 2(k+1)+n—1
(k+1)+n)! (5) ’



Formulas de recurrencia para la funcion de Bessel

entonces
d B n 00 (_1)k s\ 2k+n+1
G = T =2 e (3)

= ZJn(s) = Jusa(s). (C2)

Un ejemplo de esta relacion se encuentra en la Figura C.2.

T
—0]
"y ,m

g0

0.5 v i ; d

5, e
0.25 5 2 4
, / 3 i
5, / \ o 4
‘ / ) W,%MN // o
0 M "l 7&;%3””/” [ e ey
\ 7 N/
N\ / s
0.25 5 # o
\\ 7
S ‘

Figura C.2: Derivada de Ji(s) usando (C.2).

Las otras dos relaciones de recurrencia se obtienen, primero sumando (C.1) y
(C.2), lo que nos da

To(5) = 5 (n1(5) — Jusa(s)), (C3)

esto se puede ver en la Figura C.3 y después sustrayendo (C.2) de (C.1), lo que
nos permite obtener la relacién de recurrencia

%”Jn(s) = To1(8) £ T (5), (C.4)

que esta ilustrada en la Figura C.4.
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< 30
\ ]

90
0.75 \\ !

Figura C.3: Derivada de Ji(s) usando (C.3).

Jo0
4,00
2nid ()

05 i i I L i

Figura C.4: Derivada de Ji(s) usando (C.4).
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Apéndice D

Expresion asintotica de la
funcion de Bessel

En ocasiones es conveniente trabajar con la expresion asintética de la funcién
de Bessel para = suficientemente grande. Lo primer que debemos obtener es
un resultado que nos permite ver a la funcién de Bessel de orden n como una
integral.

Representacion integral de la funcién de Bessel

Consideremos dos variables reales z y # y tomemos ( = e*. Para todo 6
tenemos que |[¢| = |e?| = 1. Entonces ¢ se encuentra en el circulo unitario

complejo [4] [12]. Ahora bien, la funcién e %7 tiene una expansion en serie

alrededor del cero en —%% [4], eso nos da

k=0
> \k
= (B
o] _1\k .
> ()

Tomando x fija se tiene que la serie es absolutamente convergente para toda 6
[4], por tanto, podemos multiplicar por (~™ e integrar término a término.

o © 1V 2
/0 e5(¢ C)dezkz_o( kl') (5)/0 e 4&%. (D.1)

67

VG




Apéndice D

Por un lado tenemos

2 2m ) ]
| s D= [ et ey
0 0

2 . .
/ ez(w sin 6 —n#) do
0

27 27
= / cos(zsin @ — nb) df + z/ sin(z sin @ — nd) db,
0 0

3

pero

27 ™
/ sin(z sin @ — nf) df = / sin(zsinf — n6)f =0
0

—T

2 2 T
/ e%(g_%>d9:/ cos(xsin@—n@)d0:2/ cos(zsin @ — nb)do.
0 0 0
Por otro lado
2m . 1 2w 0 1 T 1
EXS _ I k+n
/ e —Cmda_/ ZZ'(QC) cFHngg
0 0 ="
1 27 ) )
( )/ il o —i(n+k)0 g
0
1 sa\!
= Z o (5) 27001 4k
1 x\ ntk

n+ k)l \2

Sustituyendo (??) y (D.2) en (D.1) se tiene

™ . > (_1)k x\ 2k+n
2/ cos(zsinf —nb)dd =27y ——— (= .
0 ( kzzokl(kﬁ—n)!(Q)

Finalmente

In(z) = %/0 cos(zsinf — nd) db. (D.3)
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Ezpresion asintotica de la funcion de Bessel

El método de fase estacionaria

A continuacién necesitamos demostrar el siguiente lema:

Supongamos que f(f) es una funcién real con una serie de Taylor cen-
trada en 6y en el intervalo [a,b], tal que f'(6p) = 0, f'(6p) # O para todo
t# 600y f"(8y) # 0. Sea g(f) una funcién suave arbitraria compleja en [a, b]
entonces, para x suficientemente grande

b 2 i(zf(00) %)
| e Dg(6)a0 = |2 g(b0)
a x |1 (60)]

donde usamos el signo (+) si f”(6y) > 0y el signo (=) si () < 0 [3].
Supongamos que f”(fy) > 0y expandiendo la funcién f(6) en su serie de Taylor
alrededor de 6y

f(0) = f(6o) + f'(60)(0 — 60) + f"(60)(6 — 60)* + ...

Como f’(6) = 0, podemos aproximar la funcién f(6) como

(0 —6o)?

f(0) = f(6o) + f"(60) o1

y g(0) como la constante g(fp).

Entonces

b b 1" (0—00)2
/ 1) g() df ~ / (o (FO+1" 00 ) s g

a

b 2
. P (0—09)
_ €mf(00)g(90)/ ezt (60) =20)”

a

. b (/2100 g_g ’
:g(ao)ezxfwo)/ 6( 7 ( 0)> . (D4)

a

Sea

u =1 xf”2(90) (0 —6p) — du =/ a:f”2(90) dt.

Lo anterior nos da

b, " 2 1 B
eI g(0) do ~ g(0 e”((gO)\/>/ e du,
/ @ a0 g0 [
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donde A = mf%(eo)(a —6y) y B = \/%(eo)(b — 6p). Notemos que cuando
r— 00, A= —o0y B — 0o, entonces la integral converge a

/ e du = /7 (cos T tisen E) = /me™ /4,
. 4 4
Por tanto

b i(2f(00)£%)
/ 1) g(8)d0 ~ 1| 2 g(60) e
. v 77 (0)

para x grande. La demostracién para f”(6p) < 0 es anédloga.

Nosotros tenemos que

1 T
In(z) = f/ cos(nf — xsin ) df

™ Jo
1 T Li(nf—xsin @) —i(nf—xzsin 0)

_ 7/ e +e 20
™ Jo 2

_ i i ei(’rL@f:r sin G)de + i /W efi(nefzsin 0) do.
2T 0 2T 0

Para la primera integral tenemos que f(f) = —sinf y g(8) = ™. Ahora

notemos que f’(#) = 0 tinicamente cuando = 7 en el intervalo [0, 7] y f"(5) =

sin(5) = 1. Del teorema que acabamos de demostrar se sigue que

i " ei(n@—xsin@) do ~ 1 Eeingei(—w—i—%)
2m Jo 2tV «z
= L2 i)
2V mx

y analogamente

L7 citmo—wsing) gg o L [ 2 i(e-nro1)
2m Jo 2V mx

Por tanto

Jn(z) = \/gcos (m — % — g) . (D.5)

La Figura D.1 en la pagina 71 muestra el como el comportamiento de la
expresion asintética se asemeja al de la funciéon de Bessel.

Ahora bien, para obtener una expresion asintotica de la derivada de la
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Ezpresion asintotica de la funcion de Bessel

o J,x)
N2 /7 x| cos(x-nn/2-1/4)
T —+2/nx/ Il

Figura D.1: Expresién asintética para Jp,(z)

funcién de Bessel podemos hacer uso de la relacién (C.3)

sy~ g2 fon (5 5T ) < o (5 T )

1 /2 nwt T 0w nwt T T
== —[cos(x———f—&— )—cos(x —————— )}

Il
|
3 3
275
@,
=
—
&
|
3
M‘ZI
|
N
N——
-}
=2

La expresién asintdtica se ilustra en la Figura D.2 de la pagina 72.
Raices aproximadas

Mediante las relaciones (D.5) y (D.6) (Apéndice C) podemos obtener raices
aproximadas para cada una de las condiciones a la frontera, cuando z es lo
suficientemente grande

Condicién de Dirichlet

2j+n)r w

Condicién de Neumann

2j+n)r w
PN — D.
fng o LT L (3)
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o, x)
N2 /7 x| sin(x-nm/2-n/4)
T — 42/ X/ I

!
25 5 75 10 125 15

Figura D.2: Expresién asintética para J/, (z)

Condicién de Robin

En este caso se tiene utilizando las expresiones asintéticas

2 ( nn W) 2sirl(y;—n—W—E)—O
nVTrJ:COS T 4 qux 2 4) 7

esto nos da

Esta es una ecuacién trascendente que no puede obtener las raices explicita-
mente. Sin embargo, para el caso en el que 7 = 4 = 1 podemos llegar a una
solucion

2+ ow

L T D.
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Cdédigo del programa en

lenguaje C

Para simular el comportamiento de las membranas vibrantes utilizamos el si-

gulente
/*

* DNR.c

«

«

*

x

programa en C

Created by Mauricio Garca Vergara on 19/07/11
Copyright 2011 Facultad de Ciencias UNAM. All rights reserved.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#define pi 4*atan(1)

#define a 50.

0 //Radio de la Membrana

#define TH 2#*pi //Sector circular de la Membrana

#define T 20.

o //Duracion del fenomeno

#define c 1.0 //Velocidad de la onda

main(){

double
double
double
double

int pt=

JO(double r1);
J1(double r2);
J(int n3,double r3);
K(int n4,double r4);

10; //numero de particiones del tiempo

int pr=1.0%250; //numero de particiones del radio
int pth=72; //numero de particiones del angulo

double t=30.0;; //variable temporal

double
double

double
double
double

int i
int j;
int k;

int n;

r; //variable radial
th; //variable angular

dt=(T/pt); //tamanio de paso para T
dr=fabs(a/pr); //tamanio de paso para t
dth=(TH/pth) ; //tamanio de paso para th

//contador de t
//contador de r
//contador de th

//contador de la suma

int N=14; //Limite de la suma

Esta parte del programa calcula las beta_np: los ceros de la derivada de la funcion de Bessel

double zb[50][200];

double

px=2%500;
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double dx=(2*50/px);
double x;
int 1,h;
double A;
double B;
double M;
double £M;
double tol=1/(1*1e3);
int p=0;
int q;
zb[n] [p]=0;
double beta[50][200];
for (n=0;n<=N;n++)
{
//printf("%i \n",n);
for(1=10;1<=px;1++)
{
x=dx*1;
//printf ("%i %f\n",1,%);
A=x-dx;
B=x+dx;
//printf ("4f %f %f %f %f\n",A,B,K(n,A),K(n,B),K(n,A)*K(n,B));
if (K(n,A)*K(n,B)<0.0)
{
//printf ("%f %4f %f %f %f\n",A,B,K(n,A),K(n,B),K(n,A)*K(n,B));
M=(A+B)/2.0;
M=K (n,M) ;
p=p+1;
//printf ("K HE)=%f K(hi,%f)=%f K(%i,%f)=V%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);
//for(i=1;i<=8;i++)
while (fabs (£M)>tol)
{
//printf ("K(%i,A=%£)=%f K(%i,B=%f)=%f K(%i,M=%f)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(a,B),n,M,£M);
if (K(n,A)*K(n,M)<0.0)
{

B=M;
M=(A+B)/2.0;
//printf ("A*M K(%i,A=%f)=%f K(%i,B=%f)=Uf K(%i,M=Y%f)=Vf\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);
¥
else
{
A=M;
M=(A+B)/2.0;
//printf ("BxM K(%i,A=%f)=%f K(%4i,B=%f)=%f K(%i,M=%£)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,{M);
¥
M=K (n,M) ;
//printf ("++K (%1, %) =Uf K(41,%E)=Uf K(4i,%£)=%f\n",n,A,J(n,A),n,B,J(n,B),n,M,fM);
//printf ("\n");
¥
zb[n] [p]=M;
//printf ("%i %f %f %f\n",p,M,K(n,M),zb[n] [pl);
if (n==0)
{
9=P;

p=0;
}

IXIIIIIL17007771077771717717777777717777717777777711777117171177777777777177777717177171771717717177771717717177171711717111171711717111171711%/

de aqui se obtienen las beta_[n] [k]----------—- -*/

{
for (h=1;h<=(q/2) ;h++)

beta[n] [h]=zb[n] [2*h];
//printf ("betal%i] [%il=%f\n",n,h,betaln] [n]);
}

¥
JI1111101077107771110171117111171711711177111771111717117111111111111111117
/ /

double lam[50][200];
for (n=0;n<=N;n++)
{
for (h=1;h<=(q/2) ;h++)
{

lam[n] [h]=beta[n] [h]/a;
//printf ("lam[%i] [%i]=V%£\n",n,h,lam[n] [h]);
}

}
LI117111777177771771111117111711177777171117711117111111171111111111111117
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Codigo del programa en lenguaje C

/=== de aqui se obtienen las ND_[n] [k] /

double ND[50][200];
for (n=0;n<=N;n++)
{
for (h=1;h<=(q/2) ;h++)
{
ND [n] [h]=pow(a,2.0)/2.0%pow(J(n+1,beta[n] [h]),2.0);
if (beta[n] [h]==0.0)

{
ND[n] [h]=1.0;
3

//printf ("ND[%i] [%i]1=%f\n",n,h,ND[n] [h]);

¥
II111117707717771171711717117771117717177117771711717111171711711117111117
/ /

[kmmmm e de aqui se obtienen las NN_[n] [k]

double NN[50][200];
for (n=0;n<=N;n++)
{
for(h=1;h<=(q/2) ;h++)
{
NN[n] [h]=pow(a,2.0)/2.0*pow(J(n,beta[n] [h]),2.0)*(1.0-(pow(n,2.0)/pow(beta[n] [h],2.0)));
if (beta[n] [h]==0.0)

{
NN [n] [h]=1.0;

}
printf ("NN[%i] [4i]=%£\n",n,h,NN[n] [h]);
3

}
JI111711077111771111111111711771777711177111771111711111171111711117117117
/ /

R de aqui se obtienen las NR_[n] [k]

double NR[50][200];
for (n=0;n<=N;n++)

for(h=1;h<=(q/2) ;h++)
{
NR[n] [h]=pow(a,2.0)/2.0%pow(J(n,beta[n] [h]),2.0)*(2.0-(pow(n,2.0) /pow(betaln] [h],2.0)));
if (beta[n] [h]==0.0)
{
NR[n] [h]=1.0;

printf ("NR[%i] [%i]=%f\n",n,h,NR[n] [h]);
¥

¥
LI11110100771077717717111771117717117171171111711717117171111711111111111117
/ /

double Unt,Un2,Un3,Und,Uns;
double Un;
//Un1=Un2=Un3=Un4=Un5=0.0;
double Unk;
for (j=0; j<=pr; j++)
{

r=j*dr;

//printf ("%f\n",1);//<<~===- para vector r
for (k=0;k<=pth;k++)
{
th=kdth;
Un=0.0;

for(n=0;n<=N;n++)

{
Un1=Un2=Un3=Un4=Un5=0.0;
Unk=0.0;

for (h=1;h<=24;h++)
{

Unk=Unk+J (n,lam[n] [h] *r)*(cos (n*th)+sin(n*th))*exp(-lam[n] [h]*c*t)/(pi*ND[n] [h]);

/*Un1=Un1+1/(4.0*pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n] [h]*r))*(cos(lam[n] [h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n] [h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0));
if (r*lam[n] [h]<=5.0)

{

Un1=0.0;

Un2=Un2+1/(4.0*pi*ND[n] [h])*sqrt (2.0/(pi*lam[n] [h]*r))*(cos(lam[n] [h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n] [h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0));
if (r*lam[n] [h]<=5.0)

{

Un2=0.0;

¥

Un3=Un3+1/(4.0%pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/ (pixlam[n] [h]*r))*(cos(-lam[n] [h]*(r-c*t)+nx (th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n] [h]* (r-cxt)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0));
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if (r*lam[n] [h]<=5.0)
{
Un3=0.0;

Un4=Un4+1/(4.0%pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/ (pixlam[n] [h]*r))*(cos(-lam[n] [h]*(r+c*t)+nx (th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-lam[n] [h]* (r+cxt)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0));

if (r*lam[n] [h]<=5.0)

{

Un4=0.0;

}

Un5=Un5+1/ (4.0%pi*ND[n] [h])*sqrt (2.0/ (pi*lam[n] [h]*r))*(cos(lam[n] [h]*(r+c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n] [h]* (r+cxt)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0))
+1/(4.0*pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n] [h]*r))*(cos(lam[n] [h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0)+sin(lam[n] [h]*(r-c*t)+n*(th-pi/2.0)-pi/4.0))
+1/(4.0*pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n] [h]*r))*(cos(-lam[n] [h]*(r-cxt)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-1lam[n] [h] *(r-c*t)+n* (th+pi/2.0)+pi/4.0))

+1/(4.0*pi*ND[n] [h])*sqrt(2.0/(pi*lam[n] [h]*r))*(cos(-lam[n] [h]*(r+cxt)+n*(th+pi/2.0)+pi/4.0)+sin(-1lam[n] [h] * (r+c*t)+n* (th+pi/2.0)+pi/4.0));

if (r*lam[n] [h]<=5.0)

{

Un5=0.0;

I/

¥

Un=Un+Unk;
Unk=0.0;

printf ("%f ",Un);
¥

printf ("\n") ;//<--------

}
¥
/ /
[ mmmm Funcion para obtener los cer /
/7 de las distintas condiciones
/7 a la frontera
double K(int n, double r)
{
double J(int n3,double r3);
double Kn;
/*if (r==0)
{
Kn=0.0;
I/
if (r>0.0)
{

Kn=1.0%J(n,r)+0.0%((n/r)*J(n,r)-J(n+1.0,1));
}

return Kn;

II1171777717771177711777117171171771717117171711717117171111711117171171111717
/ /

/ /
double J(int n,double r)

double JO(double r0);
double J1(double ri1);
double jn;

if (n==0)

jn=J0(x);
}

if (n==1)
{
jn=J1(r);
}

if (n>=2)
{
if (r==0)

int m;

double Jb[100];
Jb[01=J0(x);
Jb[1]=J1(x);

Jb[n]=0.0;
for (m=1;m<=(n-1) ;m++)
{
Jb[m+1]=(2%m/r)*Jb[m] -Jb[m-1] ;
}
jn=Jb[nl;
Jb[n]=0;
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del programa en lenguaje C

}

if(n>=9.0 & r<3.0)
{
jn=0.0;

}
if (n>=16.0 & r<5.4)
jn=0.0;
}
if (n>=20.0 & r<8.3)
jn=0.0;
}
if (n>=24.0 & r<=11.3)
{
jn=0.0;
}
if (0>=27.0 & r<=13.5)
{
jn=0.0;
if (1>=28.0 & r<=17.2)
jn=0.0;

}
if (n>=32.0 & r<=21.0)

§n=0.0;
}

}

return jn;

}
/ /
1/
// Funcion de Bessel de orden 1
/7
double J1(double r)

{

double fac(int n);
double j1=0.0;
int k;
int trunc=100;
if (r<35.0)
{

for(k=0; k<=trunc; k++)
j1=j1+pow(-1,k) *pow (r/2.0,2.0%k+1)/(fac(k)*fac(k+1));
}
}
else

{
j1=sqrt(2.0/(pi*r))*cos(r-(3.0%pi/4.0));

return ji;

}
I¥II111111771777117717111777117717777117771117711117117111111117111111117%/

/ /

/7

// Funcion de Bessel de orden O

double JO(double r)
{
double fac(int n);
double j0=0.0;
int k;
int trunc=100;
if (r<35.0)
{

for(k=0; k<=trunc; k++)
30=30+pow (~1,k) *pow (r/2.0,2.0%k) / (pow (fac (k) ,2.0)) ;
¥
¥
else
{
jO=sqrt(2.0/ (pi*r))*cos(r-(pi/4));

return jO;

}
I¥IIIII1T0171717717771177711777717171171711717111171711711111171111117117%/

/7 Funcion Factorial

/7
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Apéndice E

// -Devuelve el factorial de un argumento entero.

// -Se utiliza un proceso iterativo de multiplicaciones
//  hasta llegar al nmero deseado.

//

//  nl=nx(n-1)*(n-2)*...*2%1

/7

// -Este programa permite calcular nmeros de hasta 170

/ /

double fac(int n)
{
double facn;
facn=1.0;//<---Seguimos la convencin de 0!=1

int i;
for(i=0;i<=n;i++)//<----- Inicio de las
1/ iteraciones
if (i>0)
{

facn=facn*i;

}//<----Fin de las iteraciones
return facn;

I¥I111111777177711171711117117777177111771117711117111111711117111171177%/
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Apéndice F
Ondas Viajeras

Consideremos una onda que se propaga en la direccin x. En algun instante de
tiempo, por ejemplo t = 0 la forma de la onda se puede representar por [9]

y=1f(z) t=0 (F.1)

conforme transcurre el tiempo la onda avanza sin cambiar de forma. Algin
tiempo ¢t mas tarde la onda ha avanzado una distancia ct a la derecha, siendo
c la velocidad de la onda, que suponemos constante. Por tanto, la ecuacién de
la curva en el tiempo t es

y = f(x —ct) t=t (F.2)

Esta ecuacién representa una onda de cualquier forma avanzando a la derecha.
Para obtener una forma particular debemos especificar exactamente cual es la
funcién f.Es claro que si quisieramos representar una onda que se desplaza
hacia la izquierda escribiramos

y = f(z+ ct) (F.3)

a esta clase ondas que se desplazan en una direccin o en otra les llamamos
ondas viajeras. En una onda viajera cada particula vibra con la misma
amplitud y tienen la misma frecuencia.

Como sabemos, para muchas clases de ondas dos o més ondas pueden
atravesar el mismo espacio independientemente una de otra. El hecho de que
las ondas actien independientemente una de otra, significa que el movimiento
de cualquier particula en un momento dado es simplemente la suma de los
movimientos que le daran las ondas individuales. Este proceso de suma de
vectores de las elongaciones solas se llama superposicién.
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La importancia del principio de superposicién estriba en el hecho de que per-
mite analizar un movimiento ondulatorio complicado descomponiéndolo en una
combinacién de ondas sencillas. Cuando se superponen dos ondas con la misma,
frecuencia que viajan en sentidos contrarios se presenta una onda estacionaria,
donde cualquier particula de la membrana ejecuta un movimiento armoénico
simple conforme transcurre el tiempo y todas las particulas vibran con la mis-
ma frecuencia.
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