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Resumen

Un problema clasico en modelacién climatica es el de evaluar el efecto que los procesos no re-
sueltos en el dominio discretizado (también llamados procesos de escala de sub-malla) tienen
sobre las variables que si son resueltas en el mismo. Recientemente, el empleo de procesos
aleatorios para modelar los eventos de escala de sub-malla se ha convertido en una alterna-
tiva exitosa para solucionar el problema de las escalas no resueltas. Especificamente, se ha
demostrado que las variaciones aleatorias de corto plazo de los procesos de escala de sub-
malla afectan la dindmica del sistema climatico en el largo plazo, produciendo un claro efecto
en la variabilidad climatica de baja frecuencia. Por lo tanto, es de sumo interés estudiar el
efecto de variaciones aleatorias de corto plazo en ciertos procesos fisicos del sistema climético
sobre la evolucion de la temperatura global de la Tierra. En el presente trabajo se hace uso
de la modelacion climética estocastica como una herramienta para simular la variabilidad
de la temperatura global del planeta. Utilizando un modelo climatico termodinamico sim-
ple, el cual acopla la atmésfera y el océano, se estudia la respuesta de la variabilidad de
la temperatura global de la Tierra ante perturbaciones representadas como ruido aditivo y
ruido multiplicativo. El caso de ruido aditivo considera variaciones aleatorias en la energia
disponible en el sistema océano-atmodsfera, mientras que el caso de ruido multiplicativo con-
sidera parametrizaciones estocasticas del flujo de calor latente y de la radiacion de onda
larga emitida por el océano. Para ambos tipos de forzamiento aleatorio se obtuvieron series
de temperatura global que exhiben variaciones comparables a las observadas, y se verifico,
a primer orden de aproximacién, que la persistencia de la temperatura global se puede ver
como un proceso puramente aleatorio, lo cual es consistente con el resultado propuesto por
Hasselmann en 1976. Asimismo, se propone una derivacién heuristica para calcular la fun-
cién potencial asociada a una ecuacion diferencial estocdstica general uno-dimensional, la
cual es comprobada al resolver la ecuacion estacionaria de Fokker-Planck para ambos tipos
de forzamiento aleatorio.
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Capitulo 1

Introduccion

El entendimiento del sitema climético y la capacidad para modelarlo son de fundamental
importancia para estimar adecuadamente los posibles impactos de los cambios climaticos a
mediano y largo plazo. El desarrollo de modelos cada vez mas sofisticados, como los modelos
de circulaciéon general (MCG), permite hacer estimaciones tutiles del clima (de los valores
medios de diversas variables meteorolégicas). Estos modelos, sin embargo, fallan en la des-
cripcién de la variabilidad asociada a éste, esto es, no pueden reproducir satisfactoriamente
las variaciones de las variables meteorolégicas respecto a un valor medio (Williams, 2005).

Con la finalidad de tener estimaciones cuantitativas confiables de fenémenos climaticos
que nos pudieran afectar en el mediano o largo plazo, es indispensable entender adecuadamen-
te el origen, estructura y evolucién de la variabilidad climatica. Esta variabilidad se presenta
en muy diveras escalas temporales y espaciales, abarcando desde las escalas planetarias (co-
mo las glaciaciones) hasta las escalas regionales (como las temporadas de lluvias y sequias).
Una aplicacion de vital importancia del estudio de la variabilidad del clima es en la detecciéon
del cambio climatico al permitirnos extraer dicha senal de las series climaticas, filtrando el
ruido fisico y asi poder identificar si los cambios actuales observados en diversos patrones
climaticos son debidos a la variabilidad intrinseca del clima o a las actividades humanas. Por
lo tanto, es de vital importancia contar con una medida bien definida de la variabilidad del
clima a fin de detectar con exactitud las senales de interés dentro de cada registro climatico.

L Qué es lo que provoca que los modelos climaticos actuales mas sofisticados no puedan si-
mular correctamente la variabilidad del clima? Estos modelos trabajan resolviendo numérica-
mente las ecuaciones dindmicas, termodinamicas y de transferencia de energia que gobiernan
las distintas componentes del sistema climatico: atmésfera, océanos, capas de hielo y suelo.
Para poder resolver estas ecuaciones es necesario discretizarlas, tanto en espacio como en
tiempo!. Todos los procesos que ocurren en escalas mas pequeiias que las especificadas por la
discretizacion espacial y temporal (conocidos como procesos de escala de sub-malla, procesos
no resueltos o procesos de micro-escala), son parametrizados como valores medios en funcién

!Tipicamente, en los modelos de circulaciéon general, se utilizan celdas de malla de aproximadamente
100 km x 100 km en espacio horizontal y pasos de tiempo de aproximadamente 30 minutos.
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de las variables resueltas por el modelo. Una consecuencia de esto, como se vera mas adelante,
es que la variabilidad asociada a los procesos de escala de sub-malla es removida, eliminando
el impacto que ésta tiene en el desarrollo de la dindmica resuelta (Williams, 2005). La Figura
1.1 muestra un ejemplo de esto. La aproximacién comin (el método de diferencias finitas)
utilizada para resolver ecuaciones diferenciales numéricamente reemplaza el gradiente exacto,
JT'/0t, por el gradiente medio, AT'/At, lo cual tiene el efecto de aplicar un filtro pasa-bajas.
Esta aproximacion remueve estructuras en escalas de tiempo mas cortas que At, conservando
solo las estructuras en escalas de tiempo mas grandes que At.

T

Figura 1.1: Diagrama esquemético que muestra cémo podria evolucionar en el tiempo, ¢, alguna
variable climdatica, T, en el mundo real (linea sélida ligera) y en un modelo numérico con paso de
tiempo At (linea sélida gruesa). Imagen adaptada de Williams (2005).

El proceso de parametrizacién usado en los modelos climaticos esta basado en una formula-
ci6én utilizada en mecénica estadistica (Williams, 2005), en la cual, a partir de las propiedades
microscépicas (de micro-escala), se hace una descripcién macroscépica (de macro-escala) de
los sistemas, tal como sucede en la derivacion de las relaciones termodinamicas. En las deriva-
ciones de la mecanica estadistica es posible definir un equilibrio estadisticamente significativo
de los procesos de micro-escala, los cuales tienen un efecto tinico perfectamente medible en
la macro-escala. Este proceso esta fundamentado en la ley de los nimeros grandes, la cual
establece que el resultado obtenido de un conjunto de eventos aleatorios independientes es
mas predecible mientras mayor sea el ntimero considerado de eventos. Esto es, la varianza
de la funcion de distribucién de probabilidad de los posibles resultados se hace mucho mas
pequena conforme se incrementa el ntimero de eventos, volviéndose cero en el limite de un
numero infinito de eventos.

Una aplicacién clasica de esta ley se puede ver en la derivacién de la presion y tempera-
tura (variables de macro-escala) de un gas diluido dentro de un contenedor. Dichas variables
dependen de la energia contenida en las moléculas del gas, la cual estd relacionada al niimero
e intensidad de los choques de las moléculas del gas contra las paredes del contenedor (Am-
begaokar, 1996). A pesar de la naturaleza aleatoria de los choques, una medida de la presién



o de la temperatura es practicamente constante en el tiempo, ya que el niimero tan elevado
de moléculas y colisiones permiten la aplicacién de la ley de los ntimeros grandes y los valores
medidos de la temperatura, o de la presion, estan determinados por la media.

Tal como se definio, el concepto de parametrizacién no puede aplicarse estrictamente a los
modelos climaticos, ya que en este caso el niimero de eventos de escala de sub-malla, dentro
de cada celda de malla y durante cada paso de tiempo, no es lo suficientemente grande para
permitir una aplicacién de la ley de los niimeros grandes y entonces poder representar el efecto
de estos fenémenos por un valor medio. Shutts y Palmer (2004 en Williams (2005)) analizaron
la estadistica de eventos convectivos atmosféricos y encontraron que el nimero de éstos dentro
de una celda de malla de un modelo estandar (con resolucién horizontal de 64 km x 80 km) es
bajo, tal que su distribucién de probabilidad, la cual tiene una varianza grande, no garantiza
que los flujos convectivos a través de una celda de malla puedan representarse por un valor
medio. Otra dificultad asociada a la parametrizacién, indicada por Williams (2005), tiene
que ver con el hecho de que en los fluidos climaticos no hay una separacién enorme entre las
escalas no resueltas y las escalas resueltas, es decir, entre ambas existen una serie de procesos
que no pueden ser eliminados con el fin de definir el efecto de la escala de sub-malla sobre
la escala resuelta, como lo muestra el espectro casi continuo de energia en todas las escalas
observables de longitud (Figura 1.2). El ignorar los efectos de la escala de sub-malla sobre
la escala resuelta es sumamente significativo, una consecuencia de esto es que la invariancia
de escala exhibida por la atmésfera? es destruida en los modelos climéticos (Palmer, 2001 en
Williams (2005)).

Basandonos en lo mencionado anteriormente, pareceria mas adecuado parametrizar los
procesos de escala de sub-malla como valores que oscilen alrededor de un estado medio defi-
nido por las variables resueltas del modelo. Llevar esto a la practica requeriria contar con un
conocimiento bien detallado de dichos procesos, asi como con un modelo de altisima resolu-
cién que pueda correr en computadoras de alto rendimiento. Ambas tareas parecen dificiles de
lograr en el corto o mediano plazo, debido sobre todo a limitaciones de caracter cognoscitivo
originadas por la complejidad de la fisica subyacente® y a limitaciones tecnoldgicas.

Entonces, ;existe una mejor solucién al problema de las escalas no resueltas? Una po-
sible alternativa que ha venido cosechando éxitos recientes al mejorar la evaluacion de los
pronosticos, sugiere que los eventos de escala de sub-malla deben ser modelados utilizando
procesos aleatorios (Hasselmann, 1976), ya que la naturaleza de ellos parece ser aleatoria.
Esto es, usando el ejemplo de la discretizacién temporal (Williams, 2005), se espera que la
diferencia entre 97'/0t y AT /At fluctie rapidamente en el tiempo, tal que la aproximacion

2La invariancia de escala se refiere al hecho de que la atmésfera se ve igual en todos los aumentos, por lo
menos hasta 1 km (Lovejoy et al., 2001 en Williams (2005))), es decir, la atmdésfera exhibe un desarrollo tipo
fractal.

3Una de las principales dificultades para entender el sistema climético viene del acoplamiento de varios
procesos no lineales en un amplio rango de escalas temporal y espacial dentro de él.
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Figura 1.2: Espectro de los vientos en la atmdsfera, en el rango de longitud de onda de 3-10000
km, segin lo medido por aviones comerciales durante el “NASA Global Atmospheric Sampling
Programme”. Las componentes zonal y meridional del viento estan mostradas separadamente. Por
claridad, la componente meridional ha sido desplazada a la derecha por un factor de 10. Imagen
tomada de Williams (2005).

puede ser mejorada al anadir un término de ruido, ¢, mediante la relacién

or AT

donde la amplitud de o puede ser determinada a partir de la distribucion de probabilidad
observada para la variable 7. Williams (2005) refiere que la introduccién de ruido en los
modelos climaticos intenta incorporar la variabilidad no resuelta que estd presente en el
clima real, pero que estd ausente en los modelos debido a la aplicacion algo inapropiada de
la ley de los nimeros grandes.



El objetivo principal de esta tesis es simular la variabilidad de la temperatura global de la
Tierra determinada por variaciones aleatorias en ciertos procesos fisicos del sistema climati-
co, utilizando un modelo de balance de energia uno-dimensional, globalmente promediado
que acopla la atmésfera y el océano. El modelo de balance de energia consta de una capa
atmosférica, una capa de mezcla y un océano profundo, en donde la dindmica esta dada
por la ecuacién de adveccion-difusion, la cual sera resuelta utilizando un nuevo esquema de
discretizacion fisicamente atractivo, simple de aplicar en todas las dimensiones y mas exacto
que los actuales.

A partir de el hecho de que uno de los principales factores que regulan el clima y su
variabilidad es la temperatura superficial del mar, la cual es el inico parametro oceanico
del cual dependen los flujos de calor del océano hacia la atmésfera® (Deser et al., 2010), se
consideraran como procesos aleatorios al flujo turbulento de calor latente y a la radiacion de
onda larga emitida por la superficie del océano (introduccién de ruido multiplicativo). Asi-
mismo se adicionard ruido aditivo a la temperatura global mediante fluctuaciones aleatorias
del flujo neto de energia en el sistema océano-atmosfera. El estudio del modelo climético
bajo estos dos regimenes de ruido (aditivo y multiplicativo) considera cuatro casos. En cada
uno de ellos el forzamiento aleatorio (o estocastico) estard dado por un sélo proceso fisico:
1) variaciones aleatorias del flujo neto de energia en la atmdsfera, 2) variaciones aleatorias
del flujo neto de energia en el océano, 3) variaciones aleatorias del flujo turbulento de calor
latente y 4) variaciones aleatorias de la radiacién de onda larga emitida por la superficie del
océano. El objetivo de esto es estudiar el efecto de un tnico proceso fisico aleatorio sobre
la dindamica del sistema océano-atmosfera. Para cada caso se resolveran numéricamente las
ecuaciones diferenciales estocasticas resultantes, obteniendo las trayectorias muestrales res-
pectivas, a las cuales se les aplicard un analisis en tiempo y en frecuencia. El analisis en
tiempo contempla la descripcion de la persistencia de las series de temperatura global para
la atmésfera y el océano y su relacion entre ellas, asi como la obtencién de sus distribucio-
nes de probabilidad estacionaria mediante la solucion de la ecuacion de Fokker-Planck. Con
respecto al analisis en frecuencia se describiran ambas series de temperatura en funcién de
modelos de series de tiempo y se calcularan sus espectros, lo cual se explicara en funcion de el
resultado de Hasselmann (1976) (Capitulo 2). Ademas, se considerard el efecto determinista
sobre la temperatura global provocado por un cambio en el forzamiento radiativo asociado a
un incremento en los gases de efecto invernadero.

A fin de dar cabida a todos los temas expuestos anteriormente, la tesis se ha estructura-
do de la siguiente manera: en el segundo capitulo se presenta una resena de la variabilidad
climética natural y se expone el resultado de Hasselmann (1976), la cual motivé el concepto
de modelacion climética estocastica. Después, en el tercer capitulo, se ofrece una descripcién
detallada del modelo climético utilizado y de los procesos fisicos relevantes considerados. Se
incluyen los detalles del esquema numérico utilizado para resolverlo y se presentan los re-

4Los flujos de calor del océano hacia la atmdsfera dependen ademéas de varios factores atmosféricos como
la rapidez del viento, temperatura del aire, humedad y nubosidad. Note que la evolucién de la temperatura
superficial del mar depende de los procesos que ocurren en la capa de mezcla ocednica.
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sultados obtenidos, tanto la solucién determinista estacionaria del modelo, como el caso del
forzamiento radiativo provocado por un incremento en los gases de efecto invernadero. El
capitulo cuatro esta dedicado a la formulacion del modelo climético estocéastico y al méto-
do numérico utilizado para resolver ecuaciones diferenciales estocasticas. También, en este
capitulo, se presenta una derivacion original para calcular el potencial asociado a una ecua-
cion diferencial estocastica uno-dimensional forzada con ruido multiplicativo. Posteriormente,
en el quinto capitulo, se examinan los resultados obtenidos al resolver el modelo climatico
estocéstico y al aplicar las técnicas de analisis propuestas. Finalmente, en el capitulo seis se
presentan las conclusiones y perspectivas derivadas de este trabajo. Se incluyen dos apéndices:
En el primero se presenta el detalle del esquema de discretizacion utilizado para la solucién
numérica de la ecuacion de adveccion-difusiéon; en el segundo se proporciona una revisién
breve de los procesos estocasticos y de la definicion de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas, haciendo una distincién entre el calculo Ito y el célculo Stratonovich y su aplicacién a
los sistemas fisicos. El segundo apéndice finaliza con una descripcién somera de la ecuacién
de Fokker-Planck.



Capitulo 2

Variabilidad climatica y modelacion
estocastica

En este capitulo se ofrece una breve resena de la variabilidad climatica natural (tomada de
Ghil (2002)) y de la descripcién de ésta mediante modelos climdticos estocasticos (Hassel-
mann, 1976). La derivacién y explicacién de la teoria concebida por Hasselmann fue tomada
de von Storch y Zwiers (1999: Seccién 10.4) y Mudelsee (2010: Seccién 2.5).

2.1. Variabilidad climatica natural

El clima varia en todas las escalas temporales (de un afio al siguiente, asi como de una
década, siglo o milenio al siguiente) y espaciales (desde las regionales a las globales). Un
ejemplo significativo de variabilidad climética natural es el fenémeno El Nifio/Oscilacién
del Sur (ENOS), con implicaciones de escala global. La variabilidad de este fenémeno tiene
una componente estacional, una cuasi-bienal (con un tiempo de recurrencia caracteristico de
2—2.5 anos) y una frecuencia baja (con una recurencia de 4 —5 anos). La interaccién de estos
tres distintos modos de variabilidad provoca que la evolucién de la temperatura superficial
del mar en el Pacifico tropical sea bastante irregular. Otra causa de la irregularidad observada
en dichas temperaturas se encuentra en las constantes perturbaciones climaticas que afectan
la superficie del océano.

En general, la variabilidad climatica natural (como en el ejemplo anterior de ENOS)
incluye tres tipos de fenémenos:

1. Las variaciones que estan impulsadas por un forzamiento externo puramente periddico.
Dichas variaciones (como las relacionadas al ciclo diurno o estacional de insolacién)
son las mas féciles de entender y predecir. Ellas conducen a patrones de variacién
perfectamente identificados en temperatura, precipitaciéon e insolacion.

2. Las variaciones debido a la interaccion de retroefectos no lineales dentro del sistema
climatico. Estas son mas dificiles de entender y predecir que las primeras. Por ejemplo,

7



8 2 Variabilidad climatica y modelacion estocastica

un descenso de la temperatura terrestre incrementara la cantidad de hielo y nieve. Es-
to incrementa la refexién de radiacion de onda corta proveniente del sol favoreciendo
una disminucién adicional de la temperatura. Lo anterior se conoce como el retroefec-
to hielo-albedo. Por otro lado, el incremento en las concentraciones de gases traza en
la atmésfera, tal como el diéxido de carbono (C'Os;), incrementara las temperaturas
superficiales a través del efecto invernadero. Este aumento de la temperatura libe-
rara cantidades ain mas grandes de gases traza del océano interior hacia la atmodsfera
o, de lo contrario, la vegetacion terrestre los atrapard. Cada retroefecto climatico pue-
de potenciar o contrarrestar el efecto de otro retroefecto. Los diferentes mecanismos de
retroefecto identificados hasta ahora en el sistema climatico son numerosos y comple-
jos. Su nimero y complejidad contribuyen significativamente a la dificultad de detectar
confiablemente el cambio climatico inducido por el hombre.

3. Las variaciones asociadas con fluctuaciones aleatorias en factores fisicos o quimicos.
Estas variaciones son las mas dificiles de predecir en detalle para cualquier longitud de
tiempo. Estos factores pueden ser externos al mismo sistema climatico, como la carga
de aerosoles debida a erupciones volcanicas, o internos al sistema, como las fluctuacio-
nes en el tiempo atmosférico. Se sabe que las tltimas son impredecibles en escalas de
tiempo grandes (de estaciones a milenios). Sin embargo, su efecto promediado sobre
estas escalas de tiempo puede dar lugar a variaciones en el transporte de calor entre el
ecuador y los polos.

Las variaciones impulsadas periédicamente, en la ausencia de cualquier otra fuente de
variabilidad, son puramente periddicas y entonces altamente predecibles. Un cambio tnico
repentino impuesto en el sistema, ya sea en la irradiacién solar recibida en el tope de la
atmosfera, o en otros forzamientos o parametros del sistema, tienen un efecto relativamente
simple, conceptualmente hablando, sobre tal variacién peridédica. Por ejemplo, un impulso
repentino puede cambiar la media alrededor de la cual oscila la temperatura hemisférica o la
amplitud de la oscilacion o ambas. Un cambio tal podria ser facilmente detectable, hablando
otra vez en términos relativos, cuando lo comparamos con uno que pueda causar un impulso
repentino en los otros dos tipos de variaciones, los que resultan de la interaccién de retroefec-
tos no lineales o aquellos producidos por un forzamiento estocdstico. Las caracteristicas de
los dos 1ltimos tipos de variaciones pueden ser afectadas por un cambio impuesto en formas
diversas y complicadas, formas que pueden ser dificiles de distinguir de aquellas de un cambio
espontaneo dentro del sistema.

La Figura 2.1 esquematiza los tres tipos de variabilidad mencionados anteriormente: lineas
puntiagudas que corresponden a variaciones forzadas periddicamente, en un dia y en un ano;
picos mas anchos que provienen de modos internos de variabilidad; y una porcién continua
del espectro que refleja variaciones forzadas estocasticamente, asi como el caos determinista.
Esta ultima representa las variaciones irregulares que resultan de la interaccion determinista
de retroefectos no lineales.
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Figura 2.1: Espectro de potencia compuesto de la variabilidad climatica en los tltimos 10 Myr (1
Myr= 10° afios; 1 kyr= 10? afios). Imagen tomada de Ghil (2002).

. Cuéles son las implicaciones de describir la variabilidad climética en nuestro entendi-
miento de los cambios climaticos globales? Si no estuviera presente ninguna variabilidad, i.e.,
si el sistema climatico estuviera en equilibrio, los cambios externos resultarian en un simple
desplazamiento de este equilibrio (ver Figura 2.2a). La tasa de desplazamiento, por ejem-
plo, en la temperatura media global al cambio equivalente en la irradiacion en la cima de la
atmosfera, es definida usualmente como sensibilidad climatica. El cambio en el forzamiento
actual bajo consideracién podria ser en la concentracién de didxido de carbono o en la opa-
cidad atmosférica debido a la carga de aerosoles o en la distancia media entre la Tierra y el
sol. La Figura 2.2b muestra cémo podria ser modificada la respuesta del sistema si éste estu-
viera sometido a oscilaciones periddicas, ya sea como resultado de un forzamiento puramente
periodico o de un modo interno puramente oscilatorio. En este caso, un desplazamiento en el
valor medio estaria companado por un cambio en la amplitud de la oscilacién, aumentandola
o disminuyéndola. De hecho, para un sistema no lineal, un cambio en un parametro externo
puede llevar al sistema del equilibrio a un estado de oscilaciones autosostenidas, i.e., como
un resultado del cambio global el sistema podria ser desestabilizado y volverse oscilatorio.

Sin embargo, el desarrollo del sistema climético es mucho méas complicado que estar en
equilibrio o en un estado de oscilaciones puramente periédicas. Entonces, los efectos de cam-
bios naturales o antropogénicos en el forzamiento del sistema o en los parametros, incluyendo
pero no restringidos a la insolaciéon neta, no pueden ser medidos por una unica variable como
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Figura 2.2: Sensibilidad climética para (a) un modelo en equilibrio y (b) un modelo oscilatorio en
un estado de no equilibrio: conforme un pardmetro cambia repentinamente (concentracién de COq
atmosférico, linea a puntos y rayas), la temperatura global (linea sélida) sufre una transicién. En
(a) Gnicamente cambia la temperatura media; en (b) la amplitud de la oscilacién puede disminuir o
permanecer igual (panel superior), o aumentar (panel inferior), mientras que la media (linea suave
discontinua) se ajusta como lo hace en el panel (a). Imagen tomada de Ghil (2002).

la sensibilidad climatica. Las resonancias pueden llevar a la amplificaciéon de ciertos modos
oscilatorios y el desarrollo del sistema puede cambiar, volviéndose méas o menos predecible.
La situacion que estamos confrontando esta ilustrada esquematicamente en la Figura 2.3,
la cual enfatiza la discrepancia entre una respuesta simple a forzamientos inducidos por el
hombre y la variabilidad de la temperatura registrada durante el ultimo siglo y medio.

La naturaleza compleja de la variabilidad climatica representa un obstaculo importante
para la identificacién fiable de los cambios globales provocados en el pasado, presente y
futuro por la presencia y actividades de la humanidad en el planeta. De acuerdo a Stouffer
et al. (2000), para detectar el cambio climatico antropogénico es necesario comparar los
cambios observados con las variaciones climéaticas tipicas, esto es, se debe contar con una
medida bien definida de la variabilidad o “ruido” en el sistema climatico. Esta tarea resulta
complicada por dos motivos principalmente, el primero y mas evidente es que los registros
observacionales contienen ambas senales: los cambios forzados en el sistema climatico y la
variabilidad no perturbada del sistema climéatico (o ruido); la segunda limitante para detectar
cambio climéatico es que los registros observacionales son demasiado cortos para determinar
con precision la variabilidad no perturbada del sistema climatico en escalas de tiempo de
varias décadas o mayores.

Una solucién al problema de detectar cambio climético antropogénico ha sido la de compa-
rar la variabilidad modelada obtenida de los modelos de circulacién general con los estimados
de la variabilidad observada en escalas de tiempo anuales a decenales, esto es, la variabilidad
encontrada en integraciones de control no perturbadas ha sido usada para estimar el ruido
observado en el sistema climético (Stouffer et al., 2000).
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Figura 2.3: El rol de la variabilidad climatica natural en la deteccién y atribucién del cambio
climatico: respuesta de equilibrio de la temperatura global a cambios en aerosoles y gases traza

(linea solida ligera) contra variaciones observadas en la temperatura (linea sélida gruesa). Imagen
tomada de Ghil (2002).

2.2. Modelacion climatica estocastica

Los primeros intentos de la comunidad cientifica para explicar las variaciones climaticas lentas
(tales como las eras de hielo, el calentamiento medieval o la pequena era de hielo) estuvieron
basados en la suposicion de que tal variabilidad venia exclusivamente de forzamientos exter-
nos, tales como las variaciones en los parametros orbitales de la Tierra. Se argumentaba que
la fluctuaciones del tiempo atmosférico eran irrelevantes debido a que su influencia dismi-
nuiria a través del proceso de integracion temporal. Esto es, no se creia que el forzamiento de
corto plazo afectara la dindmica de los sistemas que responden lentamente a tal forzamiento.
Hasselmann (1976) reconocié la inconsistencia de este concepto y demostré que la variabi-
lidad de baja frecuencia en los sistemas como el clima podria ser simplemente la respuesta
integrada de un sistema lineal (o no lineal) forzado con variaciones de corto plazo. Un andlisis
dindmico del sistema climatico sugiere que la persistencia climética puede ser vista, a primer
orden de aproximacién, como un proceso autorregresivo de orden uno, AR (1). La derivacién
de este resultado estd basada en tres consideraciones, las cuales se explican a continuacién:

1. La escala de tiempo es separable. El sistema climatico como un todo esta compuesto
de una componente que varfa lentamente (“clima” en el sentido original), represen-
tando océanos, bidsfera y cridsfera, y una componente que varia rapidamente (“tiempo
atmosférico” ), representando la atmésfera. Esto es, la evolucion climatica puede ser des-
crita por los denominados modelos dindmicos estadisticos. Sea y una variable climética
que varia en escalas de tiempo 7, y que tiene una dinamica que esta descrita por una
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ecuacion diferencial de la forma

d?{d_ﬁ —V(x(t),y () + f ),y (). (2.1)

Aqui x es otra variable climatica que varia en una escala de tiempo mucho mas corta
T.. Generalmente, V' es alguna funcién no lineal de y y =, y f representa forzamiento
externo.

Ahora sea A, un operador que promedia una variable climatica sobre la escala de tiempo
7. Ya que 7, < 7,, existe una escala de tiempo 7* tal que

A« (z (t)) ~ constante, (2.2)
dAr (y (1) _ dy(t)
dt dt -
Asi (2.1) puede ser reformulada como
dy (t * «
WO vy + £ ). (23)

El operador modificado V* incluye el efecto de promediar, en particular el de promediar
la contribucién constante de la componente “rapida” z. El forzamiento modificado f*
representa la componente lenta del forzamiento.

La ecuacién (2.3) es un modelo “dindmico”, ya que la dindmica estd representada
explicitamente por la funcién V*. Esta es llamada también un modelo “estadistico”, ya
que el operador de promedio ha integrado los momentos de la componente ruidosa x en
la funciéon V*. La ecuacién (2.3) es completamente determinista (no contiene compo-
nentes aleatorias) y describe la evolucién determinista de los momentos de una variable
aleatoria. Dicha ecuacién puede ser resuelta, al menos en principio, si se dispone de las
condiciones iniciales adecuadas y de las funciones de forzamiento. Consecuentemente,
el estudio de la variabilidad climatica esta reducido al analisis de la estructura de las
funciones de forzamiento. El sistema (2.3) puede generar muchos modos complicados
de variacion si éste es no lineal. Para entender tal sistema es necesario identificar un
subespacio del espacio fase completo que contenga la dinamica no lineal relevante.

Ni la busqueda de funciones de forzamiento externo, ni la busqueda de subsistemas no
lineales ha sido convincentemente exitosa para explicar la variabilidad observada en el
sistema climético. Hasselmann (1976) sugirié un tercer mecanismo para generar varia-
ciones de baja frecuencia en el sistema descrito por (2.1). Dicho mecanismo dié origen
al concepto de modelacién climatica estocastica, el cual es ampliamente usado en la
actualidad (von Storch y Zwiers, 1999).

Suponga que el forzamiento f en (2.1) es cero y considere la evolucién del sistema
desde un valor inicial. Desde el principio, para 0 < ¢ < 7,, se puede suponer que
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Viy(t),z(t) =~V (y(0),z(t)) tal que V actia sélo en respuesta a la variable aleatoria
x. Durante este periodo
dy (1)

 IORI0) 24)

se comporta como un proceso estocastico, digamos & (t). Ya que z (t) varfa en escalas
de tiempo 7, < 7, el proceso & (t) también varia en escalas de tiempo cortas. La
discretizacién® de (2.4) lleva a

Yij1 = oY, + 2, (2.5)

donde a = 1y Z; = At =;. La ecuacién (2.5) describe una caminata aleatoria cuan-
do £ (t) es ruido blanco gaussiano. Entonces el sistema gana energia debido a que su
varianza se incrementa con el tiempo. Si bien las excursiones crecen con el tiempo,
en un sentido de ensamble la solucion media es constante. Aqui hemos empleado la
consideracién 2.

2. Las componentes desconocidas del tiempo atmosférico z (t) se suman para dar, des-
pués de la aplicacién del teorema del limite central, un proceso aleatorio puramente
gaussiano.

Ahora, cuando t > 7,, el operador si depende de y (t). Debido a que las trayectorias
del sistema estdn limitadas se debe de recurrir a un mecanismo de retroefecto negativo.
Esto nos conduce a la tercera consideracion.

3. El retroefecto negativo es proporcional a la variable climética de respuesta lenta.
Comunmente se utiliza una aproximacién de la forma

Vi(y(t),z(t) = =By (t) +£(). (2.6)

Esto lleva a que (2.5) no cambie, excepto que ahora o = 1— 3. Bajo estas circunstancias
la ecuacién (2.5) describe un proceso AR (1), donde la condicién de estacionariedad,
a < 1, se obtiene para pasos de tiempo suficientemente pequenos.

Lo adecuado del modelo AR (1) depende de qué tan bien se satisfagan las tres considera-
ciones mencionadas anteriormente. Se piensa que la primera consideracién es generalmente
bien satisfecha. La razon principal es que la atmédsfera tiene una densidad y capacidad ca-
lorifica mucho mas pequena que el resto del sistema climatico, permitiendo que los procesos
del tiempo atmosférico evolucionen mas rapido. La validez de la consideracién 2 es dificil de
probar. Podria ser que algunas interacciones del tiempo atmosférico no se sumen, sino que se
multipliquen entre si, produciendo una forma de distribuciéon no gaussiana. No obstante, la
consideracién 2 puede ser relajada al reconocer esto, llevando a modelos AR (1) no gaussia-
nos. La tercera consideracion ciertamente no es satisfecha exactamente, pero puede ser una
buena aproximacién de primer orden. Mecanismos de retroefecto mas sofisticados llevarian

'Las variables continuas muestreadas en tiempos discretos se representan por letras maytsculas con
subindices, los cuales denotan el indice temporal discreto.
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a modelos autorregresivos de media mévil, ARMA (p, q), de orden mas alto o modelos no
lineales.

Los sistemas como (2.5) poseen variaciones sustanciales de baja frecuencia que no estan
relacionadas a dindmica no lineal interna (determinista) o a forzamiento externo (también de-
terminista). En vez de eso, el sistema es completamente aleatorio: estd totalmente impulsado
por el ruido fluctuante de corto plazo x (t).

Los modelos climéticos estocésticos simples (como se definieron aqui) no pueden ser uti-
lizados para reproducir un sistema fisico en detalle. No obstante, ellos juegan un papel im-
portante en el entendimiento de la dindmica que predomina en los modelos complejos de
circulaciéon general o en las observaciones. Su propdsito principal es explicar la dinamica
fundamental desde una perspectiva de orden cero.



Capitulo 3

Modelo climatico determinista

En este capitulo se da la descripcion detallada del modelo climatico de balance de energia
empleado en este trabajo, el cual es muy similar al utilizado en Harvey y Schneider (1985)
(llamado de aqui en adelante HS85), indicando las modificaciones realizadas al modelo HS85
en las ecuaciones que lo rigen. Ademads, se explica brevemente el proceso de mezcla vertical
en el océano a la luz de los valores del coeficiente de difusién y de la velocidad de adveccién
obtenidos de investigaciones recientes (Kunze et al., 2006; Wunsch y Ferrari, 2004). Al final
del capitulo se abordan los procesos de transferencia de calor entre el océano y la atmésfera.

3.1. Modelo acoplado océano-atmodsfera

Se us6 un modelo climético de balance de energia uno-dimensional, globalmente promediado,
acoplado a un modelo ocednico termodinamico simple uno-dimensional, globalmente prome-
diado. El modelo ocednico consta de una capa de mezcla isotérmica acoplada a un océano
profundo advectivo-difusivo, el cual tiene un perfil discreto de temperatura en la vertical. El
modelo contiene una capa atmosférica integrada verticalmente con una inercia térmica igual
a la de una atmosfera de 8.5 km de profundidad, con una temperatura superficial de 290 K,
y una capa de mezcla equivalente con una profundidad de 30 m. El esquema del modelo
utilizado se presenta en la Figura 3.1.

La ecuacién que rige a la atmésfera es

ar
RAd—tA = Qi+L1—L| —Loy+H+LE, (3.1)
donde T4 es la temperatura de la atmosfera, R4 es la capacidad calorifica atmosférica por
unidad de areal, Q4 (= 68.4 W/m?) es la radiacién neta de onda corta absorbida por la
atmoésfera, L T es la radiacién de onda larga superficial emitida hacia arriba, L | es la

'El valor de R4 estd dado por Ry = paCaha = 11043913.830 J/(K - m?), donde p4 (= 1.293 Kg/m?)
es la densidad del aire, Cy (= 1004.860 J/(Kg - K)) es el calor especifico del aire y ha (= 8500 m) es la
profundidad de la atmosfera.

15
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Figura 3.1: El modelo de caja de adveccion-difusién globalmente promediado. k es la difusividad
térmica, w la velocidad de adveccién, 6 la temperatura del océano profundo, p la temperatura del
agua del fondo, @) es la radiacién solar incidente, « es el albedo planetario, IR es la radiacién de
onda larga y H y LE son los flujos turbulentos de calor sensible y latente, respectivamente. Las
flechas rectas en el océano profundo representan adveccién y las flechas curvas representan difusion.

Imagen tomada de Harvey y Schneider (1985).
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radiacién de onda larga atmosférica emitida hacia abajo, L., es radiacién de onda larga
emitida hacia el espacio desde la cima de la atmésfera y H y LE son los flujos turbulentos
de calor sensible y latente, respectivamente.

Las ecuaciones que gobiernan la capa de mezcla y el océano profundo son

d 0z

00 0 00 0
a_$<k;$)——(w€), h<z<D, (3.3)

de—? — Q.+ L) —L1—H—LE+ p,Cyuk <%> ~ puCut ()0 (h) = Os], (3.2)
z=h

junto con las condiciones de frontera
0 (h) =T, 0 (D) =05,

donde Ty es la temperatura de la capa de mezcla ocednica, R es la capacidad calorifica de la
capa de mezcla por unidad de drea?, @, es la radiacién neta incidente absorbida por la capa
de mezcla (= 171.0 W/m?), h es la profundidad de la capa de mezcla equivalente, D es la
profundidad total del océano (3000 m), p, es la densidad del agua de la capa de mezcla, k
es el coeficiente de difusién térmica, w es la velocidad de adveccién, 6 (z) es la temperatura
del océano profundo a la profundidad z y fp es la temperatura del agua del fondo, igual a
3.4°C. Los valores de la radiacion neta absorbida por la atmésfera y por la capa de mezcla
ocednica, Q4 y Qs, respectivamente, estdn tomados de Hartmann (1994) (Subseccién 3.1.2).

El entrainment y detrainment observado en varias regiones en al agua de fondo hun-
diéndose pone de manifiesto que w varia con la profundidad. En nuestro caso se considera
que w disminuye con la profundidad, lo cual representa detrainment de agua de fondo cuando
ésta se hunde, tal que la condicién de frontera 6 (D) = 6z permanece vélida.

Debido a cuestiones numéricas de estabilidad y exactitud la ecuacion de adveccién-difusion
no se resolvié utilizando la expresién (3.3). En vez de esto se utilizé una versién modificada
de dicha ecuacién obtenida a través de una transformacién propuesta por Grima y Newman
(2004), en donde las derivadas espaciales aparecen sélo como Laplacianos. El resultado de esta
transformacion es que la ecuacion resultante se vuelve facil de discretizar, ademas de que las
propiedades numéricas de estabilidad y exactitud se mejoran respecto a los esquemas clasicos
de discretizacion utilizados cominmente para resolver la ecuacion de adveccion-difusion.

La transformacion senalada considera la introduccion de dos variables, p y ¢, definidas a
través de las relaciones

k= pq, (3.4)
dp g
0z 0z

2El valor de Rj estd dado por Rg = p,Ciyh = 128658000.0 J/(K - m?), donde p,, (= 1025.0 Kg/m?) es la

densidad del agua, Cy, (= 4184.0 J/(Kg - K)) es el calor especifico del agua y h (= 30 m) es la profundidad
de la capa de mezcla.
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tal que la ecuacion (3.3) toma la forma

00 0? 02p
E = P@ (q@) - qeﬁ- (3-6)

Este nuevo esquema de discretizacién permite que la velocidad w y el coeficiente de
difusién k sean definidos de consideraciones fisicas, pudiendo tener cualquier patrén espacial
y temporal. Esto es posible ya que la ecuacién que se resuelve (ecuacién (3.6)) sélo utiliza las
funciones p y ¢, las cuales se obtienen al integrar (3.4) y (3.5). Una explicacién mas detallada
de este nuevo esquema de discretizacion se presenta en el Apéndice A.

Los flujos de calor en el sistema océano-atmosfera estan dados por las siguientes parame-
trizaciones deterministas:

La radiacién de onda larga emitida hacia abajo por la atmédsfera (formula de Angstrom)
es
L l=e0T;[0.89 — 0.2 (107°7)] (3.7)

donde ¢, es un factor de correcciéon de emisividad (igual a 0.86) y o es la constante de
Stefan-Boltzmann.

La radiacién de onda larga emitida hacia arriba por la superficie del mar se calcula a
través de la relacion
L 1= ey0T?, (3.8)

s

donde €3 = 0.91 es otro factor de correccién de emisividad.

La radiacién de onda larga emitida hacia el espacio estd dada por
Loyt = A+ BTy —C - Fer - AT, cr, (3.9)

donde A = —251 W/m? B = 1.8 W/ (m?K), C = 1.73 W/ (m?K), F¢ es la media anual
de cantidad de nubes pesada por el area, y AT} oy es la diferencia en temperatura de la
superficie a la cima de la nube (= 32.34 K).

Los flujos de calor sensible y latente son determinados usando

H=C\ (T, ~Ty), (3.10)
LE =Cy(es —e,), (3.11)

donde C; = 12.57 W/ (m?K), Cy, = 11.75 W/ (m*mbar), e, es la presién de vapor de satu-
racion superficial a temperatura superficial T, mientras que e, es la presion de vapor de la
atmosfera usando una humedad relativa fija » = 0.71. Las presiones de vapor e, y e,, dadas
en milibares, se calculan de acuerdo a

2354 K

s

€, = TEg
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Los ultimos dos términos de (3.2) representan los flujos difusivo y advectivo de calor,
respectivamente?. El transporte advectivo de calor representa la circulacién termohalina. El
término difusivo acopla la capa de mezcla al océano profundo y representa los efectos de
procesos de mezcla vertical de pequena escala. El flujo advectivo de calor establece que el
agua en la rama descendente de la circulacion termohalina abandona la capa de mezcla a
una temperatura preescrita, fg, en vez de hacerlo a la temperatura de la capa de mezcla, y
aparece en el fondo del océano a la misma temperatura.

3.1.1. Mezcla vertical

La dindmica propuesta para el océano profundo (ecuacion (3.3)) establece un balance entre
la adveccién (hacia arriba) de agua fria y la difusién (hacia abajo) de calor. Una aproximacién
usual de este balance, utilizada en los modelos oceanicos, ha sido la de considerar un coeficente
de difusién k constante y una velocidad de adveccién w constante, tal que la temperatura
del océano profundo # esta gobernada por

2
00 k@ 0 00

ot o2 Yoz
0(z=h)=Ts, 0(z=D)=0pg.

(3.12)

Esta ecuacién esta promediada sobre el océano mundial, excepto donde ocurre el hundimiento
y formacién de agua de fondo. El hundimiento y formacién de agua de fondo han sido obser-
vados o inferidos en unas pocas regiones relativamente restringidas de los mares polares, pero
un flujo de retorno no ha sido medido o inferido de distribuciones de agua caracteristicas,
entonces se asume que el flujo de retorno ocurre uniformemente a través del océano mundial

(Munk, 1966).

La solucién estacionaria a (3.12) es

e—(z—h)/T -1

0 (z) :Ts_(Ts_eB)m>

T=—k/w, (3.13)
donde 7 es llamada la escala vertical (note que 7 es positiva ya que w es negativa). Si se
considera que h < D se tiene que (3.13) puede expresarse como

0(2) =0p + (I, — 0p) e /™ (3.14)

La ecuacién (3.14) puede ser utilizada para determinar la escala vertical 7 considerando
los perfiles verticales de temperatura observados. Al ajustar las distribuciones de temperatura
en el Pacifico interior a soluciones del tipo (3.14) Munk (1966) encontr6 7 ~ 1 km, y dada la
razon de formacion de agua de fondo en altas latitudes (w ~ 1 cm/dia para surgencia uniforme

3Estos flujos han sido escalados respecto a los utilizados en HS85 debido a que no eran dimensionalmente
correctos.
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espacialmente) argument6 que una difusividad promedio k& ~ 10~* m?/s era requerida para
ser consistentes con la estratificacién abisal observada.

Las mediciones de microestructura y experimentos de liberacién de trazadores realizados
en las ultimas décadas han establecido varios resultados acerca de la mezcla vertical en los
océanos (Kunze et al., 2006; Wunsch y Ferrari, 2004). Se ha encontrado que la mezcla en
el océano interior estratificado lejos de las fronteras es del orden O (107° m?/s), valor que
se mantiene casi constante desde justo debajo de la capa de mezcla hasta el piso marino.
Ademas se ha observado que la mezcla elevada (hasta por dos 6rdenes de magnitud mayor)
estd, de cierta manera, confinada a las fronteras, terrenos rugosos con fuertes estructuras
tridimensionales y a las aguas agitadas en el interior del océano. Asimismo, Kunze et al.
(2006) han encontrado valores de w ~ 0.1 cm/dia en el océano interior, lo cual sigue siendo
consistente con un valor de la escala vertical 7 ~ 1 km.

De lo anterior se concluye que es apropiado utilizar valores constantes de k& y w en un
promedio global, pero no lo es necesariamente cuando se analizan regiones especificas. El
uso de una k y w tnicas globalmente promediadas representa una parametrizacién de escala
global de procesos heterogéneos de mezcla regional, por lo que no esta claro el efecto que
podria tener este promedio sobre las escalas no resueltas del modelo (Harvey y Schneider,
1985).

3.1.2. Flujos de calor en el sistema océano-atmodsfera

Los flujos radiativos y no radiativos entre la superficie, la atmosfera y el espacio son
determinantes claves del clima. La facilidad con la cual la radiacién solar penetra la atmdsfera
y la dificultad con la cual la radiacién terrestre es transmitida a través de la atmosfera
determinan la temperatura media de la Tierra.

La contribucién de los procesos radiativos al balance de energia de la superficie y la
atmosfera estdn mostrados esqueméaticamente en la Figura 3.2. Los valores estan dados en
porcentajes de la radiacion solar disponible promediada globalmente en la cima de la atmosfe-
rat, I = 342 W/m?2 El planeta absorbe alrededor del 70 % de la radiacién solar incidente
y refleja el 30 %. El 50 % de la insolacién disponible en la cima de la atmésfera alcanza la
superficie y es absorbida ahi. E1 17 % de la radiacién solar absorbido en la atmésfera es debido
principalmente al vapor de agua (13 %) y nubes (3 %), mientras que el diéxido de carbono,
ozono y oxigeno molecular contribuyen en una menor proporcién (4 %).

Una caracteristica importante de la Figura 3.2 es que el intercambio interno entre la
superficie y la atmésfera por flujos radiativos de onda larga tiene las magnitudes mas grandes
de todas, més grandes atin que la insolacién en la cima de la atmosfera. Esto indica la

4La intensidad de la energia solar en la érbita terrestre, también llamada constante solar, tiene un valor
aproximado de Sy = 1368 W/m?. El valor de I = 342 W/m? se obtiene al dividir la constante solar entre 4.
El factor 4 representa la razén del area superficial de una esfera a su area sombreada, la cual es el area de
un circulo con el mismo radio.
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Figura 3.2: Diagrama de flujo de energia radiativa y no radiativa para la Tierra y su atmosfera.
Las unidades son porcentajes de la insolacién media-global (100 unidades = 342 W/m?). Imagen
adaptada de Hartmann (1994).

importancia del efecto invernadero en la atmosfera de la Tierra. Los principales contribuidores
en atrapar la radiacion de onda larga en la atmosfera son vapor de agua, nubes, didéxido de
carbono, ozono, 6xido nitroso, metano y varios constituyentes menores. El vapor de agua y
las nubes proporcionan alrededor del 80 % del efecto invernadero actual.

El balance total de energia para la superficie y la atmoésfera es cero. En términos de
porcentaje de la insolacion media global I, la superficie absorbe 50 unidades a través de
radiacién de onda corta, pierde 21 unidades por procesos de emisién y absorcion de radiacion
de onda larga y pierde 29 unidades por emisién de flujos no radiativos. Por otro lado la
atmosfera absorbe 20 unidades a través de radiacion de onda corta, pierde 49 unidades por
procesos de emision y absorcion de radiacion de onda larga y gana 29 unidades por absorcion
de flujos no radiativos.

La emision muy fuerte hacia abajo de radiacién terrestre desde la atmosfera es esencial
para mantener las variaciones diurnas relativamente pequenas en la temperatura superficial.
Si la radiacion de onda larga hacia abajo no fuera mas grande que el calentamiento solar de la
superficie, entonces la temperatura superficial (del suelo) podria enfriarse muy rapidamente
en la noche y podria calentarse extremadamente rapido durante el dia. El efecto invernadero
no so6lo mantiene temperaturas superficiales relativamente calidas, sino que también limita
la amplitud de la variacién diurna en la temperatura superficial (del suelo).
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El flujo de calor latente es el mecanismo mas importante de transferencia de calor, aparte
de la radiacién, por el cual el océano pierde calor. Es de alrededor de un orden de magni-
tud méds grande que lo perdido por conveccién. El calor latente, Qp [W/m?], adherido a la
atmosfera por el océano se calcula comtunmente a través de la parametrizacion Qrp = L, F,
donde E [kg - s/m?| es la evaporacion y L, [J/kg] es el calor latente de vaporizacién, el cual
depende ligeramente de la temperatura, pero que para propésitos climaticos se puede con-
siderar constante e igual a 2.5 x 10° J/kg. La determinacién de E es muy dificil, ya que
depende de diversos parametros, por lo que comunmente se usa una férmula empirica para
su estimacion,

E = cppau(qs — qa)

donde ¢ es un nimero adimensional igual a 1.5 x 1073, p, es la densidad del aire, u es la
rapidez media del viento superficial, ¢, es la humedad especifica saturada en la superficie del
mar (donde el aire estd a la temperatura de la superficie del océano) y ¢, es la humedad
especifica a 10 m. sobre la superficie del mar (¢s y ¢, se miden en g/kg). La transferencia de
calor latente es extremadamente variable, tanto en espacio como en tiempo.

El flujo de calor sensible permite intercambios de energia entre la atmédsfera y el océano
a través del contacto fisico directo. La transferencia de calor sensible a la atmoésfera, Qg
[W/m?], también es dificil de medir, por lo cual se usa la férmula empirica

QS = PaCHU (Ts - Ta) .

Las temperaturas superficiales del océano y del aire son Ty y T, respectivamente, el niimero
de Dalton, cg, es tomado como una funcién del grado de turbulencia en la atmodsfera. Un
rango tipico de valores es de 1.10 x 1072 en una atmdsfera con mucha mezcla vertical a
0.83 x 1072 en un aire estratificado. La transferencia de calor sensible es generalmente mucho
mas pequena que las otras componentes del balance de calor en la interfase aire-océano, ya
que la diferencia de temperatura entre el océano y la atmodsfera es cominmente menor que
2°C. Una descripcion mds detallada de estos flujos puede ser encontrada en Hartmann (1994)
y en Bigg (2003).

Hay evidencia de que los flujos radiativos en el sistema océano-atmosfera presentan fuer-
tes variaciones en escalas temporales y espaciales grandes. Wielicki et al. (2002) reportaron
variaciones decenales grandes en los flujos radiativos en los trépicos. Los datos fueron com-
pilados de mediciones hechas en la cima de la atmosfera por medio de satélites durante las
ultimas dos décadas. El registro de las anomalias de la radiacion de onda larga se muestra
en la Figura 3.3.

Wielicki et al. (2002) indican que la variabilidad natural exhibida por el flujo de onda
larga en los tropicos es causada principalmente por cambios en la nubosidad tropical media.
Los modelos climaticos actuales fallan al modelar adecuadamente las nubes, y por lo tanto en
reproducir adecuadamente esta variabilidad. Por lo tanto es necesario contar con una buena
descripcion de las nubes en los modelos climéticos a fin de mejorar las predicciones del cambio
climético.
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Figura 3.3: Registro de las anomalias medias de la radiacién de onda larga en los trépicos (20°N —
20°S en latitud). Los perfodos de variaciones grandes han sido asociados a eventos climéticos de
impacto global. Imagen tomada de Wielicki et al. (2002).

La formulacién estocastica de nuestro modelo climéatico (propuesta en la Introduccién)
incorpora variabilidad a los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera, aunque no de la
estructura e intensidad presentada por Wielicki et al (2002) para el flujo radiativo de onda
larga. Sin embargo los resultados obtenidos con el modelo climatico estocéastico indican que
estas técnicas pueden ser una buena alternativa para hacer una descripcion adecuada de la
variabilidad de los flujos de calor presentes en el sistema climatico.

3.2. Implementaciéon numérica del modelo climatico

Para resolver numéricamente las ecuaciones que gobiernan a las temperaturas de la
atmosfera y del océano (ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3)) se utilizé el esquema Euler-adelantado
de diferencias finitas para las derivadas de primer orden (temporales y espaciales), mientras
que para las derivadas espaciales de segundo orden se utilizé6 un esquema de diferencias
centradas.

La discretizacién temporal considera un intervalo [0, 7’|, con un paso de tiempo At = T//Nt
para algin entero positivo Nt. Para la discretizacion espacial se consideré una profundidad L
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del océano profundo®, con un ancho de malla Az = L/Nz para algiin entero positivo Nz. De
esta manera la solucién numérica de las temperaturas esta denotada por 7% = T4 (t,,), 12" =

T (tn) y 07 = 0(zj,t,), donde t,, = nAt y z; = (h+ Az/2) + jAz, conn =0,1,2,...,Nt y
j=0,1,2... Nz

La malla espacial utilizada para resolver el océano profundo se muestra en la Figura 3.4.
Dentro de cada celda de malla estan especificados los valores de la temperatura del océano
profundo, de la velocidad de adveccion y del coeficiente de difusion. El gradiente vertical de
temperatura, 00/0z, estd especificado en las fronteras de las celdas de malla. El valor del
gradiente en la frontera entre la capa de mezcla y el océano profundo (z = h), se copia del
valor del gradiente una celda mas abajo (z = h + Az).

De la discusion expuesta en la Subseccién 3.1.1 y refiriéndonos a las condiciones de frontera
impuestas en la ecuacion (3.3), para la velocidad de adveccién se utilizé un perfil estacionario
que disminuye en intensidad con la profundidad z de acuerdo a

w (z) = 0.045 [—1 4 0.08 tanh (0.001z — 0.03)],  [w] = cm/dia.

Esta eleccion de w (Figura 3.5(a)) permite obtener un perfil de temperatura semejante a un
perfil de temperatura tipico de latitudes medias o bajas en océanos abiertos (Figura 3.5(b)).
Sin embargo la velocidad de adveccion no estd restringida a perfiles de este tipo. Diferentes
perfiles de w producen diferentes perfiles de temperatura (Figura 3.6). Dependiendo de la
regién ocednica que se esté estudiando se pueden elegir los perfiles de w adecuados que repro-
duzcan los perfiles de temperatura observados, lo cual se consigue facilmente al resolver la
ecuacién de adveccién-difusion (3.3) y aplicando, posteriormente, el esquema de discretizacion
propuesto por Grima y Newman (2004) (Apéndice A).

Por otro lado, para el coeficiente de difusion se utilizé un valor tnico y constante, tanto
en tiempo como en espacio, k = 1.0 x 107° m?/s.

Las funciones auxiliares p; y g;, utilizadas en la discretizacion de la ecuacién de adveccion-
difusién (Apéndice A), también estan especificadas dentro de cada celda de malla mediante
las relaciones

pj=Vke¥ , ¢ =k/p, =012 Nz

donde . \
Sj:/ dA%, j=0,1,2,...,N=.

Los valores S; se obtuvieron utilizando integraciéon numérica por medio de la regla de trape-
cios.

5La produndidad total del océano es D = h + L.
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Figura 3.4: Malla utilizada para resolver la temperatura del océano profundo.

De esta manera la evolucion de las temperaturas de la atmosfera y del océano se puede
obtener al resolver las ecuaciones discretizadas:

At
Tit = Thi+ o (Qu+ LA =L 4" —Lj, + H" + LE"), (3.15)
A
A n __ n
Tt =1+ S Qr D Lt =i — LB+ p, Ok
R, Az
At
— ﬁpwcwwo (93 - GB) 5 (316>

Q;H_l — ejn ‘l‘ At [R(j+1)—>j 9?+1 ‘|— R(j—l)—>j 9?_1 - Rj—>(j+1) 9;1 - Rj—>(j—1) 9;1:| 5 (317)
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Figura 3.5: (a) Perfil propuesto de velocidad de adveccién y (b) perfil obtenido de temperatura del
océano profundo en el modelo climatico determinista.
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abiertos. Imagen tomada de Open University (2004).



3.3 Solucién del modelo climatico determinista 27

dadas la razén de transicion Ry_,; = piqx/ (Az)2, junto con las condiciones inicales: 79, 70 y
9?, vV j, v las condiciones de frontera: ) =17 y 03, = 05, V n.

A partir de las condiciones iniciales T = T) = 67 = 6p, V j, y considerando AT =
1 dia y Az = 10 m, el modelo se corrié 6000 afios para alcanzar la solucién estacionaria®.
Tomando como base este estado estacionario el modelo se corrié para los diferentes casos de
estudio: el caso de forzamiento radiativo asociado a un incremento del C'O, atmosférico y
para los diferentes casos planteados en la formulacién estocédstica del modelo climéatico. El
estado estacionario determinista obtenido con el modelo climético se detalla en la siguiente
seccion, esto es, se muestran 500 anos de simulacién posteriores a la obtencién del estado
estacionario. También se muestran los resultados del caso de forzamiento radiativo asociado

a un incremento del C'Oqy atmosférico.

3.3. Solucion del modelo climatico determinista

En esta seccion se presentan los resultados de la solucién estacionaria del modelo climatico
de balance de energfa. Se indican los resultados analiticos y se contrastan con los resultados
obtenidos computacionalmente. Después se presenta el efecto provocado por un cambio en el
forzamiento radiativo, asociado a un incremento en los gases de efecto invernadero, sobre la
temperatura global.

Analiticamente, las temperaturas de equilibrio de la atmoésfera y de la capa de mezcla
ocednica se encuentran al resolver la condicion estacionaria de las ecuaciones (3.1) y (3.2),

0=Qs+L*t—L| —Lyy+H+LE,

0
0=Qs—L1++L]|—-H—LE+ p,Cypk (%) — puCypw (h) [0 (h) — 0p] .
z=h
El resultado es
qu = 17.66°C, T =19.04°C. (3.18)

Con respecto a los resultados obtenidos numéricamente, en la Figura 3.7 se muestra
la evolucion de las temperaturas T4 y T, durante 500 anos de simulacién posteriores a la
obtencion del estado estacionario. De esta figura se puede observar que los valores de ambas
temperaturas se mantienen constantes durante todo el tiempo de simulacion. Los resultados
numéricos muestran que las temperaturas de equilibrio para la atmoésfera y la capa de mezcla
ocednica coinciden exactamente con los resultados analiticos (véase tembién el Cuadro 3.1).
A partir de estos valores de temperatura se encuentra que, en el equilibrio, los flujos de

6El tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario depende de varios factores, en particular de las
caracteristicas del océano profundo: el paso de tiempo At, el ancho de malla Az, el coeficiente de difusion k,
la velocidad de adveccién w, la profundidad L, las condiciones iniciales y del método numérico utilizado para
resolver la ecuacién de adveccién-difusion. Diferentes valores de estos pardmetros resultaran en diferentes
escalas de tiempo para lograr el estado estacionario.
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calor simulados tienen valores casi iguales a los reportados por Hartmann (1994) (Capitulo
3: Subseccién 3.1.2). El Cuadro 3.1 detalla estos resultados. En la Figura 3.8 se presenta la
evolucion de los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera posterior a la obtencién del
estado estacionario.
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Figura 3.7: Evolucién de las temperaturas de la atmésfera y de la capa de mezcla ocednica a partir
de la obtencién del estado estacionario. Caso del modelo climatico determinista.

Temperatura || Flujo | W/m? | %I
Ty =17.66°C | L T 376.11 | 109.97
T, =19.04°C || L | 304.96 | 89.17
Loy 238.88 | 69.85
Qs 171.00 | 50.00
LE 81.90 | 23.95
Qa 68.40 | 20.00
H

1743 | 5.10
Qadv 0.35 | 0.10
Quaif -0.86| 0.25

Cuadro 3.1: Valores obtenidos numéricamente para las temperaturas de la atmdsfera y de la capa
de mezcla ocednica, asi como de los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera en el estado
estacionario. Caso del modelo climético determinista.

La evolucion de la temperatura del océano profundo, a partir de la obtencién del estado
estacionario, se muestra en la Figura 3.9. De ésta se puede ver que todas las isotermas (lineas
de igual temperatura) permanecen constantes en el tiempo.

A partir de los resultados mostrados hasta aqui se puede concluir que el sistema completo
océano-atmosfera se encuentra en un estado estacionario (de equilibrio).
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Figura 3.8: Evolucién de los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera (dados en porcentaje
de la insolacién media global I) a partir de la obtencién del estado estacionario. Caso del modelo
climatico determinista.
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Figura 3.9: Evolucién de la temperatura del océano profundo a partir de la obtencién del estado
estacionario. Caso del modelo climético determinista. Una caracteristica relevante de este perfil
vertical de temperatura es que presenta una region con un fuerte gradiente, la cual se localiza
entre la base de la capa de mezcla y los 1000 m aproximadamente. A partir de esta profundidad la
temperatura disminuye gradualmente hasta llegar a la temperatura de fondo establecida 6p.
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La condicién de estacionariedad para la atmosfera y del océano puede ser evidenciada
por el balance de energia (la suma de los flujos de calor) para cada uno de ellos. El balance
de energia para la atmosfera, BC,4, y para la capa de mezcla oceanica, BC,, mostrados en la
Figura 3.10 indica que los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera estan equilibrados,
es decir, el balance de energia para ambas componentes es estacionario y nulo’.
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Figura 3.10: Balance de energia para la atmésfera (BC4) y la capa de mezcla oceanica (BC;). Caso
del modelo climético determinista.

3.3.1. Forzamiento radiativo y calentamiento global

El concepto de forzamiento radiativo considerado en este trabajo se da en el contexto de
la modelacién numérica del cambio climatico (IPCC, 2001). Esto es, el forzamiento radiativo
se constituye como un medio util y simple para estimar los impactos relativos ocasionados por
factores naturales o antropogénicos en el sistema climatico. Especificamente, este forzamiento
se refiere a perturbaciones impuestas en el balance de energia radiativa del sistema océano-
atmosfera.

El forzamiento radiativo impuesto en nuestro modelo climatico considera un incremento
gradual de 4.4 W/m? durante 100 afios en la energia neta incidente en el océano (Figura
3.11). El forzamiento se introduce sin cambios en la dindmica, ni la presencia de retroefectos
en el sistema océano-atmésfera (IPCC, 2001). Este forzamiento es similar al ocasionado

"El balance de energia para ambas componentes no es estrictamente nulo debido a que estos son calculados
numéricamente. Para la atmédsfera el balance de energia es muy cercano a cero, pero para la capa de mezcla
ocednica dicho balance es negativo. Este comportamiento es debido a un pequeno término de deriva ocasionado
por el flujo de calor difusivo Qg;f, el cual acopla la capa de mezcla al océano profundo. Sin embargo, para
fines practicos, se puede considerar que el sistema completo océano-atmésfera se encuentra en un estado
estacionario.
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por el incremento en la emisién de gases de efecto invernadero, tal como lo muestran las
proyeccciones realizadas por el Panel Intergubernamental sobre Cambio Climatico (IPCC,
2007).

176

171 1

0 200 400 600 800 1000

Afio

Figura 3.11: Evolucién de la radiacién neta incidente en la capa de mezcla. Después del aumento
gradual de 4.4 W/m? la radiacién Qy se estabiliza en el nuevo valor.

Los resultados del modelo numérico muestran un aumento de 2.40°C para la temperatura
de la atmoésfera y de 1.99°C para la temperatura del océano, véase la Figura 3.12. Estos incre-
mentos en la temperatura global caen dentro del rango pronosticado por diferentes modelos
de simulacién utilizados en el Cuarto Informe de Evaluacién del IPCC (2007), en particu-
lar del rango pronosticado bajo el escenario B1 de emisiones de gases de efecto invernadero
(Figura 3.13).

Con respecto a la respuesta del océano profundo ante este forzamiento radiativo se tiene
que el calentamiento inducido por éste afecta principalmente al agua situada entre la base
de la capa de mezcla y los 1000 m de profundidad, aproximadamente, lo cual coincide con
la regién de un fuerte gradiente térmico, también llamada termoclina. La evolucion de la
temperatura del océano profundo se muestra en la Figura 3.14. Si el calentamiento superficial
del océano fuera mayor, la regién del océano profundo afectada por dicho calentamiento
también seria mayor, pero respetando la condicion de frontera impuesta para la temperatura
del fondo del océano. Esta condicion de frontera evita que la temperatura de todo el océano
profundo se homogenice. Por lo tanto, el efecto del calentamiento superficial sera mas evidente
en los estratos de agua mas someros.

La Figura 3.15 muestra la evolucion de los flujos de calor en el sistema océano-atmésfera.
La introduccién del forzamiento radiativo provocod que las temperaturas de la atmoésfera Ty
y de la capa de mezcla oceanica Ty aumentaran. Ya que todos los flujos de calor, a excepcion
del flujo turbulento de calor sensible, dependen de sélo una temperatura, todos los flujos de
calor se incrementaron, a excepcién del flujo de calor sensible. La mayor inercia térmica de
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Figura 3.12: Evolucién de las temperaturas de la atmésfera y de la capa de mezcla. El forzamiento
radiativo impuesto en la energia incidente en el océano provocd que el sistema océano-atmésfera se
situara en un nuevo estado de equilibrio maés célido. La diferencia en los incrementos de temperatura
se debe esencialmente a que la capa de mezcla ocednica tiene una capacidad calorifica mayor que la
atmosfera (aproximadamente 11 veces més grande).

la capa de mezcla ocednica respecto a la atmosfera provocd que el aumento en temperatura
para la atmédsfera fuera mayor. Esto llevo a que la diferencia entre la temperatura de la capa
de mezcla y la atmoésfera pasara de 1.39°C en el estado estacionario inicial a 0.96°C en el
nuevo estado de equilibrio, lo cual explica la disminucion en la intensidad del flujo de calor
sensible.

Respecto al modelo de caja simple tradicional del sistema océano-atmédsfera propuesto
por McGuffie y Henderson-Sellers (2005: Seccién 3.6.2), el cual parametriza los flujos de
calor entre el océano y la atmosfera a través de un tinico parametro de retroefecto A\, nuestro
modelo climatico resuelve los principales flujos de calor entre la atmésfera y el océano. Debido
a ello, vy a los resultados anteriores, se tiene que nuestro modelo climatico constituye una
herramienta 1til para evaluar los posibles impactos ocasionados por un desequilibrio en el
balace de energia del sistema océano-atmésfera. En particular, nos permite evaluar el efecto
que tendria cada uno de dichos flujos de calor sobre el estado del sistema.

El paso siguiente en este trabajo consistié en estudiar el comportamiento del sistema
océano-atmoésfera cuando se consideraron variaciones en los flujos de calor que no eran de-
terministas, sino aleatorias.
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Figura 3.13: Promedios mundiales multimodelo del calentamiento en superficie (con respecto al
promedio de 1980-1999) para los escenarios A2, A1B y B1, representados como continuacién de las
simulaciones del siglo XX. Los valores mas alla del 2100 son para los escenarios de estabilizacion.
Las tendencias lineales de las corridas de control correspondientes han sido removidas de estas
series de tiempo. Las lineas corresponden a los promedios multimodelo, mientras que las areas
sombreadas denotan el rango de +1 desviaciones estandar para los promedios anuales individuales.
Las discontinuidades en los diferentes periodos no tienen significado fisico y son causadas por el
hecho de que el nimero de modelos que se han corrido para un escenario dado es diferente para
cada periodo y escenario, como estd indicado por los numeros coloreados para cada periodo y

escenario en la parte inferior de la figura. Imagen tomada del Cuarto Informe de Evaluacién del
IPCC (2007).
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Figura 3.14: Evolucién de la temperatura del océano profundo. La respuesta al calentamiento
superficial se transmite de manera menos efectiva y mds lentamente a las aguas mas profundas.
Después de 800 anos de haberse aplicado el forzamiento radiativo las isotermas situadas por debajo
de los 700 m. ain no se estabilizan.
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Figura 3.15: Evolucién de los flujos de calor (dados en porcentaje de la insolacién media global 7).
El flujo de calor sensible, a diferencia de los demas flujos de calor, disminuy6 en el nuevo estado de
equilibrio.



Capitulo 4

Modelo climatico estocastico

En este capitulo se presenta la formulacién estocastica del modelo climatico, la cual involu-
cra cuatro procesos estocasticos diferentes. Dichos procesos consideran un forzamiento aditivo
aleatorio en el flujo de energia incidente en la atmédsfera y en la capa de mezcla, y parame-
trizaciones estocdsticas del flujo turbulento de calor latente y del flujo de radiacion de onda
larga emitido por la superficie del océano. En la primera seccién se trata la derivacion de las
ecuaciones diferenciales estocasticas, y posteriormente, en la segunda secciéon, se describe el
método numérico utilizado para resolverlas. Finalmente, en la tltima seccién, se analiza el
calculo del potencial asociado a una ecuacion diferencial estocastica con ruido multiplicativo
y se discute la ecuacién de Fokker-Planck estacionaria.

4.1. Formulacion estocastica del modelo climatico

Los procesos estocésticos seran introducidos utilizando ruido blanco, esto es, las variacio-
nes aleatorias de los procesos mencionados anteriormente se expresaran mediante incrementos
de Wiener. Cada uno de estos cuatro procesos se implementarda de manera independiente,
esto para ver el efecto que tiene cada uno de ellos en la respuesta de la temperatura global.

Los dos primeros casos de estudio son conocidos como ruido aditivo, ya que el forzamiento
aleatorio es independiente del estado del sistema. Los tltimos dos casos, al considerar para-
metrizaciones estocasticas de procesos fisicos, introducen un forzamiento que es funcién de
las temperaturas del océano y la atmdsfera, es decir, el forzamiento es dependiente del estado
del sistema y es llamado ruido multiplicativo. El tratamiento para ambos casos de ruido es
distinto, para el primero se utiliza el calculo Ito y para el segundo el calculo Stratonovich.
Sin embargo, con el fin de aplicar los métodos del cédlculo Ito desarrollados en el Apéndice
B, todas las ecuaciones diferenciales estocasticas resultantes seran expresadas en formulacién
Ito.

Para iniciar con la discusiéon conviene reescribir, en forma diferencial, las ecuaciones ter-
modindamicas deterministas que gobiernan al sistema océano-atmosfera. Las ecuaciones que

35
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gobiernan a la temperatura de la atmoésfera y de la capa de mezcla son

1
Ty = 5~ (Qa+ L1 =L | —Low+H + LE) dt, (4.1)
A
1
AT, = 5 {Qu+ L —L T —H = LE + Quis + Quan} dt, (4.2)

donde los flujos de calor tienen las siguientes expresiones

Lt =eoT?
L] =0T4[0.89—0.2(107%07)]
Loy =A+ BTy —C Fop, AT ¢,
LE = Cy(es — e,)

H=0C (Ts —Ta)

Qadv = —,Owa’w (h) [9 (h) - 93]

La derivacién de las ecuaciones diferenciales estocédsticas para cada uno de los casos es-
tudiados se presenta a continuacion.

4.1.1. Forzamiento radiativo aleatorio en la atmodsfera

El forzamiento estocastico es introducido a través de un término aleatorio dado por los
incrementos de un proceso de Wiener dW como

1

dTy =
A 7

(Qa+ L1t =L} —Low + H+ LE)dt + BadW, (4.3)

donde /34 es un término constante (= 1.9 x 107 K -s71/2) que denota la intensidad del ruido.
Este forzamiento estocdstico puede ser visto como un forzamiento radiativo [W/m?], al notar
que éste estaria dado por Rsf4£ (t). Los incrementos de un proceso de Wiener dWW estan
dados en términos de un proceso de ruido blanco gaussiano £ (¢) y de un diferencial de tiempo
dt a través de la relacién dW = £ (t) dt (Apéndice B: Subseccién B.1.3)%.

Al definir las funciones
fa(Ts,Ty) = R—A(QA+LT —L} —Loys+ H+ LE), (4.4)
ga = Ba, (4.5)

'Las unidades para cada variable son: [dW] = s/2, [¢ (t)] =s~ /2 y [dt] =s.
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la ecuacién diferencial estocéastica para Ty se puede expresar de manera compacta como
AT’y = fa (TA, TS) dt + gadW. (46)

Ya que la funciéon g4 es un término constante, las versiones Ito y Stratonovich de la
ecuaciéon (4.6) coinciden, por lo cual su solucién puede obtenerse al utilizar el célculo Ito
(Apéndice B: Subseccién B.1.4).

4.1.2. Forzamiento radiativo aleatorio en el océano

El forzamiento aleatorio es introducido de la misma manera que en el caso anterior. La
ecuacion diferencial estocastica resultante para T es
1
R,
donde la intensidad del ruido esta dada por el término constante [, el cual satisface la

relaciéon R 064 = R,f(s. De esta manera se asegura que el forzamiento radiativo aleatorio
introducido en la atmésfera y en la capa de mezcla ocednica sea el mismo?.

AT, = — (Qs+ L | —L 1 —H — LE + Quiy + Quay) dt + B,dW, (4.7)

La definicién de las funciones
1

fs (Ta, T5) = R (@s+ L)l —-L*t—H—LE+ Quis + Qaav) , (4.8)
gs = DBs: (4.9)

permite escribir la versién Ito de (4.7) como
dTs = fo (Ta, T) dt + g,dWV, (4.10)

4.1.3. Parametrizacion estocastica de L 1

La parametrizaciéon estocastica implementada de L T considera que el coeficiente de emi-
sividad € ya no serd constante en el tiempo, sino que fluctuara de manera aleatoria alrededor
de su valor determinista. El coeficiente de emisividad € serda reemplazado de acuerdo a

€—>6+51§(t).

donde 3; (= 7.1 - € s'/2) es el pardmetro que regula la intensidad del nuevo coeficiente de
emisividad.

El flujo de radiacién de onda larga estara formado de un término determinista mas un
término aleatorio, esto es,

L1 () = eoT? + B () 0T (4.11)

Ya que este flujo de calor aparece tanto en la ecuacion de la temperatura de la atmdsfera
como de la capa de mezcla, se derivara una ecuacion diferencial estocastica para cada una de
ellas.

2El forzamiento radiativo [W/m?] para la capa de mezcla oceédnica, similar al caso anterior, es RgS3s (t).
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Temperatura de la atmodsfera

La ecuacién diferencial estocéstica para T4 es de la forma

dTy = Ri (Qa+eoT! —L| —Loy+H+ LE)dt + RiﬁlaTjg (t)dt, (4.12)
A A

la cual, utilizando el hecho de que £ (t)dt = dW, se puede expresar en términos de los
incrementos de un proceso de Wiener como

dTA = fA (TA, Ts) dt —|— gA (Ts) dVV, (413)
donde
1
fa(Ty,T,) = o (Qa+eoT! —L| —Lopy+H+LE), (4.14)
A
1
ga (Ts) = R—ﬁlaTSA‘. (4.15)
A

Temperatura de la capa de mezcla

La ecuacion diferencial estocéstica que se obtiene para T es
1 1
dT, = o (Qs+ L | —eoT! — H— LE + Quig + Quav) dt — ﬁﬁlo—ng () dt. (4.16)

La definicién de las funciones

1
[ (Ta, T,) = i (Qs+ L | —eoT! — H— LE + Quiy + Qaav) » (4.17)
1
gs (Ts) = —§510T54> (4.18)

permite escribir (4.16) como
AT, = f, (Ta, T,) dt + g, (T,) dW. (4.19)

El estado del sistema océano-atmosfera estd dado por los valores de las temperaturas Ty
y Tj, las cuales estan acopladas. Esto es, la magnitud del ruido para este caso es dependiente
del estado del sistema (ruido multiplicativo). Por lo tanto las ecuaciones resultantes para
Ty y Ts (ecuaciones (4.13) y (4.19), respectivamente) representan ecuaciones diferenciales
estocasticas Stratonovich.

Usando la regla de transformacién de una ecuacién diferencial estocastica Stratonovich

a una Ito dada por (B.51) (Apéndice B), se tiene que la ecuacion diferencial estocdstica Ito
para T’y es

ga 994 | 9s99a

Ty = 9a99a | 9s
4T (fA+ 2 9T, 2 o,

) dt + gadW

Ry 2
dTy = (fA — ?Afgz‘) dt + gadW (4.20)
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Por otro lado, la ecuacion Ito equivalente para T es

gaA 893 Js 893
= 422 = dt + gsd
drT. (f+ 28TA+28TS) + g, dW
2
dT, = (fs + ng) dt + g,dW. (4.21)

4.1.4. Parametrizacion estocastica de LFE

El procedimiento para introducir una parametrizaciéon estocastica en LE es muy similar al
implementado en L 1. En este caso se considera hacer el siguiente reemplazo en el coeficiente
027

Cg — C2 + 525 (t) , (422)

donde B; (= 34 - Cy s'/?) es el pardmetro que regula la intensidad de las variaciones de esta
nueva variable.

El flujo turbulento de calor latente ahora constara de dos términos,

el primero de naturaleza determinista y el segundo de naturaleza aleatoria (o estocastica).

Las ecuaciones diferenciales estocasticas resultantes para la temperatura de la atmosfera
y la temperatura de la capa de mezcla se muestran a continuacion.

Temperatura de la atmodsfera

La ecuacién diferencial estocédstica que se obtiene para T4 es

ATy = 1 Qa+ LT —L ] —Low+ H+ Cy(es —e,)|dt + Lﬁ& (es —eq) & () dt, (4.24)
RA RA

la cual expresada en términos de incrementos de Wiener es
1 1
dTA - R— [QA + L T —L \l, _Lout + H + Cg (65 - 6a)] dt + R—ﬁg (63 - €a) dw. (425)
A A

Nuevamente, para facilitar un andlisis posterior, se definen las funciones

.fA (TA> Ts) = RLA [QA + L T —L \L _Lout + H + C2 (es - ea)] s (426)
ga (Ts) = RLA62 (65 - ea) 5 (427)
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las cuales permiten escribir la ecuacién diferencial estocéstica Stratonovich® para T4 de la
siguiente manera:

dTy = fA (TA, TS) dt + ga (TS) dw. (428)

La ecuacion diferencial estocéastica Ito equivalente para T4 se obtiene al aplicar la trans-
formacion dada por (B.51), siendo el resultado

_ ga0ga | gs0ga
dl'y = (fA—l- 5 o7 + 5 aTS) dt + gadW
R42354-1n10 ,

Temperatura de la capa de mezcla

La ecuacion respectiva para la temperatura de la capa de mezcla T} es

1 1
de - ﬁ [Qs + L i —L T —H — C2 (es — ea) + Qdif + Qadv] dt — §ﬁ2 (65 - ea) 5 (t) dtv

(4.30)

la cual, expresada de manera més compacta, se lee como
dTs = fs (T4, Ts) dt + gs (Ts) dW, (4.31)

donde
1
fs (TA7 Ts) = ﬁ [Qs + L i —L T —H — C2 (es - ea) + Qdif + Qadv] ) (432>
1

Js (Ts) = _Eﬁ2 (65 - ea) . (433)

Al aplicar la transformacién (B.51) a la ecuacién Stratonovich (4.31) se obtiene la versién
Ito para T},

ga 893 gs 893
aT, = ( f,+ 22 s dt + g,d
(f oo, T 28TS) 9.4
2354 - In 10
T, — ( fot T;lg§> dt + g.dW. (4.34)

En la siguiente seccion se explicara brevemente el método numérico utilizado para solu-
cionar ecuaciones diferenciales estocasticas y se explicaran las condiciones sobre las cuales
fueron resueltas las ecuaciones propuestas en nuestro modelo climatico estocéstico.

3Al igual que en el caso anterior la magnitud del ruido depende del estado del sistema, es decir, se tiene
ruido multiplicativo. Entonces las ecuaciones que describen al sistema representan ecuaciones diferenciales
estocdsticas Stratonovich (ecuaciones (4.28) y (4.31)).
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4.2. Simulacién numérica de ecuaciones diferenciales
estocasticas

El método numérico utilizado para solucionar las ecuaciones diferenciales estocésticas (EDEs)
es el método de Euler-Maruyama (EM). La descripcién de dicho método estda tomada de
Higham (2001).

Una EDE escalar puede ser escrita en forma integral como

X(t):Xo+/Otf(X(s))ds+/0tg(X(s))dW(s), 0<t<T, (4.35)

donde f y g son funciones escalares y la condicién inicial X, es una v.a. La segunda integral
en el lado derecho de (4.35) es tomada con respecto a movimiento Browniano, donde se asume
que se usa la versién Ito. La solucién X (¢) es una v.a. para cada t.

Es usual reescribir (4.35) en forma de ecuacién diferencial como
dX (t)=f(X@)dt+g(X(t)dW (t), X(0)=Xy 0<t<T. (4.36)

Si g =0y Xy es constante, entonces el problema se vuelve determinista, y (4.36) se reduce
a la ecuacién diferencial dX (t) /dt = f (X (t)), con X (0) = X,.

El movimiento Browniano estandar, o proceso de Wiener estdndar sobre [0,7] es una
v.a. W (t) que depende de forma continua de ¢ € [0,7] y que satisface las siguientes tres
condiciones:

1. W (0) = 0 (con probabilidad 1).

2. Para 0 < s < ¢t < T la variable aleatoria dada por el incremento W (t) — W (s)
esta distribuida normalmente con media cero y varianza t — s; o equivalentemente,
W (t)=W (s) ~ v/t —sN (0,1), donde N (0, 1) denota una v.a. distribuida normalmente

con media cero y varianza unitaria.

3. Para 0 < s <t <u < v < T los incrementos W (t) — W (s) y W (v) — W (u) son
independientes.

La implementacion del método Euler-Maruyama requiere calcular trayectorias Brownia-
nas discretizadas propias utilizando un generador de ntimeros aleatorios, donde W (t) esté es-
pecificado en valores discretos ¢. Sea 6t = T'/N para algin entero positivo N, con W, que
denota W (t;), donde t; = jot. La condicién 1 dice que Wy = 0 con probabilidad 1, y las
condiciones 2 y 3 nos dicen que

Wj:Wj_1+AWj, j:1,2,...,N, (437)

donde cada AW; es una v.a. independiente de la forma v/§tN (0, 1).
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Con respecto a la discretizacién de (4.36) sobre el mismo intervalo [0,77] se considera
un paso de tiempo At = T'/L para algin entero positivo L, y 7; = jAt. La aproximacién
numeérica a X (7;) es denotada por X, y entonces el método Euler-Maruyama toma la forma

X;=X;a0+ (X)) At+ g (X)W (15) =W (7r5-1)], j=12,...,L. (4.38)

Por conveniencia, siempre se escoge que el paso de tiempo At para el método numérico sea
un multiplo entero R > 1 del incremento 0t para la trayectoria Browniana, At = Rdt. Esto
asegura que el conjunto de puntos {¢;} en los cuales esta basado la trayectoria Browniana
discretizada contenga los puntos {7;} en los cuales esta calculada la solucién EM. Entonces,
el incremento W (7;) — W (7;_1) necesario en (4.38) esta dado por

W (7;) = W (r5_1) = W (jR6t) — W ((j — 1) R6t) = ]Z AW, (4.39)

k=jR—R+1

De esta forma, la solucién numérica X; queda completamente especificada por (4.38). La
solucién X (t) resultaria de tomar el limite de paso de tiempo nulo en el método numérico.

Al resolver las ecuaciones diferenciales planteadas en nuestro modelo climatico estocastico
se deben tener en cuenta dos aspectos:

1. El rango de frecuencia de las variaciones en la temperatura global es el que determina la
eleccion del incremento 0t para el proceso de Wiener y del paso de tiempo At utilizado
para el método numérico.

Tomando como punto de partida las variaciones mensuales de la temperatura global
reportadas por la “National Oceanic and Atmospheric Administration” (NOAA) (Fi-
gura 4.1), se consider6 que las variaciones mensuales de ésta estan determinadas por
variaciones aleatorias de corto plazo (6t = 1 dia) en ciertos flujos de calor (forzamiento
radiativo, L 1 o LE). Esta eleccién de dt establece que las fluctuaciones del ruido de
Wiener utilizado para representar estos flujos de calor aleatorios estén en un rango de
frecuencia mas ancho que el de las variaciones (mensuales) reportadas en la tempera-
tura global®. Para medir el efecto de los forzamientos aleatorios de los flujos de calor
sobre la temperatura global en escalas mensuales, a pesar de que At = 1 dia, se hicieron
promedios mensuales de ésta. Sin embargo, ya que uno de nuestros objetivos principales
es estudiar la estructura de la variabilidad de la temperatura global especificada por
las ecuaciones diferenciales de nuestro modelo climético estocastico, dicho estudio se
realizé utilizando las variaciones diarias de la temperatura global obtenidas al resolver

4Siempre y cuando el ancho de banda de la dindmica del sistema sea pequefio comparado al ancho de
banda de las frecuencias de una fuente de ruido real que lo impulsa, el ruido de Wiener servird como una
buena aproximacién a esta fuente de ruido real. (Apéndice B: Subseccién B.1.3).
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dichas ecuaciones®. Otra forma de implementar el forzamiento estocéstico es conside-
rando At = 30 dias y R = 30, de tal manera que dt sea igual a 1 dia. De esta manera ya
no habria necesidad de calcular promedios mensuales de la temperatura global. Tam-
bién, en este caso, la intensidad de los procesos de ruido seria menor. Sin embargo, en
un ejemplo dado por Higham (2001) se encuentra que la diferencia entre la solucién
analitica a una EDE y su soluciéon numérica utilizando el método Euler-Maruyama, se
vuelve mayor al considerar valores de 0t mas pequenos que At. La mejor aproximacion
se obtiene al utilizar 6t = At. Este hecho fue el que nos motivé a utilizar la primera
configuracién al implementar el forzamiento estocéstico.

0.5F

Anomalias de temperatura (°C)

-1 | | | | | |

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000
Afio

Figura 4.1: Anomalias mensuales de la temperatura global tierra-océano desde 1880 a la fecha

actual. La amplitud promedio de las variaciones de la temperatura global tierra-océano durante sus

periodos estacionarios es de aproximadamente 0.7°C. Datos tomados de la “National Oceanic and
Atmospheric Administration” (NOAA).

2. La amplitud de las variaciones en los procesos fisicos considerados como aleatorios
(forzamiento radiativo, L Ty LF) es la que determina la amplitud de las variaciones en
la temperatura global. La amplitud de las variaciones en dichos procesos fisicos debiera
ser comparable a las observadas.

En la construccion de nuestro modelo climético estocéstico se considerd como aleatorio
s6lo un flujo de calor, por lo tanto no se espera que toda la variabilidad de la tempe-
ratura global sea explicada por la variabilidad de un sélo proceso fisico: forzamiento
radiativo, L T o LE. Este hecho, aunado a que el modelo numérico integra los efec-
tos de las variaciones de dichos procesos fisicos en intervalos de At = 1 dia, requiere
que la amplitud en las variaciones diarias de estos procesos sea relativamente grande
para producir un efecto apreciable en la temperatura global, o sea, que las variaciones

°El estudio de las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDEs) de nuestro modelo climético y de los
procesos autorregresivos que ellas originan, es mas directo e ilustrativo cuando se analizan en su forma
original las EDEs (tomando valores diarios). En general, los resultados que se obtienen al considerar valores
diarios o promedios mensuales de la temperatura global son los mismos.
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obtenidas de la temperatura sean comparables a las reportadas. A fin de cuantificar
la amplitud de las variaciones mensuales de los flujos de calor aleatorios se calcularon
sus promedios mensuales, los cuales tienen una amplitud mucho menor que la de sus
valores diarios.

Hasta este punto se pueden resolver, mediante simulacién numeérica, las ecuaciones es-
tocasticas Ito que gobiernan al sistema océano-atmosfera, y asi obtener las trayectorias mues-
trales de las temperaturas de la atmosfera (T4) y de la capa de mezcla oceédnica (Ty) para
cada uno de los cuatro casos propuestos en el modelo climatico estocastico. No obstante,
ademas del célculo de las trayectorias muestrales para ambas temperaturas, también se ana-
lizara su dindmica mediante el estudio de sus funciones potencial y sus funciones de densidad
de probabilidad estacionaria para cada caso. La discusion de estos dos nuevos aspectos en el
andlisis de cualquier ecuacién diferencial estocastica se aborda en la siguiente seccién.

4.3. Ruido multiplicativo y funcién potencial

En esta parte se discutird la soluciéon a la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck y el calculo
del potencial asociado para cada uno de los cuatro casos discutidos anteriormente. La ecuacién
de Fokker-Planck se resolverd en un dominio finito centrado alrededor de los valores de
equilibrio de la temperatura de la atmosfera o del océano, segin corresponda, utilizando la
condicién de fronteras reflejantes (Apéndice B: Seccién B.2).

Aunque las ecuaciones (4.6), (4.10), (4.28), (4.34), (4.13) y (4.21) dependen de dos va-
riables, Ty v Ty, éstas se pueden considerar uno-dimensionales al sustituir la variable inde-
pendiente por su valor en el equilibrio determinista. Esto es adecuado ya que la estructura
e intensidad de los forzamientos estocasticos introducidos es tal que las variables Ty y T
oscilan Unicamente alrededor de su valor en el equilibrio determinista.

Considere la ecuacién diferencial estocastica Ito uno-dimensional,
de = f(x)dt+ g (z) dW, (4.40)

donde f (z) es la parte determinista, g (x) es la parte aleatoria y dWW son los incrementos de
un proceso de Wiener.

La expresion para la funcién de densidad de probabilidad en el dominio = € [a,b] y
considerando fronteras reflejantes esta dada por

u

_#GX wM Uu acoDs
P(x)—Ng2(x) pUa o )d] (Jacobs, 2010), (4.41)

donde la constante N es elegida tal que

/:P(:L’)dle.
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Una forma de analizar la dinamica y estabilidad del modelo expresado por la ecuacion
(4.40) es a través de su funcién potencial (Wilks, 2008). Para el modelo determinista

dx
E = f(.flf)’

el potencial V' (x) se calcula a partir de la expresion

f(z) = —d‘;ix>- (4.42)

Cuando se consideran ecuaciones diferenciales estocésticas el calculo del potencial involu-
cra realizar la integral del término determinista f (z) y el término aleatorio g (x), por lo que
la forma natural de proceder seria utilizando integracion estocastica. Wilks (2008) calcula
el potencial asociado a una ecuacién diferencial estocéstica uno-dimensional, la cual obtie-
ne a partir un modelo climético de balance de energia cero-dimensional forzado con ruido
gaussiano aditivo (donde la variable prondstico es la temperatura media anual de la Tie-
rra promediada globalmente), véase la Figura 4.2. El argumenta que debido a que el ruido
no depende de la temperatura, el potencial es el mismo que para el caso determinista. Sin
embargo cuando se considera ruido multiplicativo (ruido que si depende de el estado del sis-
tema) el procedimiento para obtener el potencial es complejo y requiere utilizar herramientas
matematicas avanzadas de integracion estocdstica. Wilks (2008) no discute el caso de ruido
multiplicativo.

La complejidad asociada a la obtencién del potencial para el caso de ruido multiplicativo
nos llevé a proponer una derivacién muy ilustrativa y facil de implementar (sin la necesidad de
utilizar integracién estocdstica) para calcular el potencial asociado a una ecuacién diferencial
estocastica uno-dimensional de la forma (4.40).

El procedimiento es conceptualmente simple: A partir de la funcién de densidad de proba-
bilidad P (), obtenida mediante la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck, se encuentran
los puntos criticos de ésta, los cuales deben ser iguales a los puntos criticos de la funcion
potencial V' (x). Posteriormente, para asegurar la correspondencia dindmica entre P (x) y
V (x) se debe cumplir que los maximos de P () correspondan a los minimos de V' (), lo cual
debe ser evidenciado al aplicar el criterio de la segunda derivada®.

Nuestro objetivo es calcular el potencial asociado a la dindmica de T, para los casos
de parametrizaciones estocasticas de los flujos de calor L 1y LE, dado que la funciéon de
densidad de probabilidad estd dada por (4.41)". Las ecuaciones para T} (ecuaciones (4.21) y
(4.34)) son las unicas que tienen la forma general (4.40), es decir, son las tinicas ecuaciones
en las cuales la funcién g depende de la variable que se estd resolviendo.

6El criterio de la segunda derivada, utilizado en célculo diferencial, es 1til para encontrar maximos y
minimos relativos.

"El procedimiento propuesto aqui es igualmente aplicable si se consideran otros tipos de condiciones de
frontera, no sélo condiciones de frontera reflejantes.
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probability density (black),
or potential (grey)

Figura 4.2: Bocetos de largo plazo (climatolégicos) de la funcién de distribucién de probabilidad
para el modelo climdtico estocdstico para un forzamiento estocdstico pequeno (curva punteada a
trazos largos), moderado (curva continua) y grande (curva punteada). La curva gris representa la
funcién potencial, la cual tiene dos puntos de equilibrio estables (7T_ y T') y uno inestable (7p).
Los minimos del potencial, T_ y T4, corresponden a los maximos de las funciones de distribucién
de probabilidad. Al saber la forma explicita del potencial se puede tener una idea clara de las
distribuciones de probabilidad en el equilibrio de las variables prondstico, asi como de la dindmica

de éstas, antes de resolver la ecuacién diferencial estocédstica respectiva. Imagen tomada de Wilks
(2008).

Teniendo en cuenta lo anterior, los puntos criticos . de la funciéon de densidad de proba-
bilidad se encuentran al igualar a cero su primera derivada y resolver la expresién resultante,

P 25
AP () _ 269 [g(@)ds(x)  dg(x)] e
dx Ng3(z) | 2 dx dx
Esto es, los puntos criticos satisfacen
g (xc) [ds () dg(z)| _
2 [ dx i o 0
donde "o f (u)
u
s(z) = du.
=]
Entonces, la funcién potencial V (z) definida mediante la relacién
V(@) _g@)ds(@) | dg(a) "

dx 2 dx doe '
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tiene los mismos puntos criticos que P ().

La segunda derivada de P (x) es

d*P(x) 2¢°5(@) ds  3dg\ dV (x) N d*V (z) (4.45)
de2  Ng3(z) |[\dz gdr) dx dz? |’ '
la cual evaluada en los puntos criticos x. se expresa como
2p ) S(ze) 2
&P (x)| _ 2 V()| (4.46)
dz? ], Ng? (xc) dz? |,

Considerando ¢ (z) < 0 ¥ x, como es el caso en las ecuaciones (4.18) y (4.33), se puede

escribir (4.46) como
Era] o [Eve) o

dx? da?

La relacién (4.47) asegura que los puntos criticos de P (x) y V () coinciden y que los
maximos de P (z) coinciden con los minimos de V' (x). Si g (x) > 0 V z basta con definir el
potencial con un signo menos global para asegurar que (4.47) siga siendo valida®.

Al utilizar la regla de Leibniz para derivar la funcién s (z), la ecuacion (4.44) se expresa

o V()  f(x)  dga)

= . 4.4
dx g (x) * dx (4.48)
Entonces el potencial se calcula de acuerdo a
“ S (u)
V:c:/—du+g:c—ga. 4.49
(z) W () —g(a) (4.49)

Note que el potencial depende fuertemente del término aleatorio g ().

En el caso de ruido aditivo, g (x) = constante, el cdlculo del potencial se reduce a

Viz)=— /x f(u) du, (4.50)

ya que se supuso g < 0. Este resultado coincide con el caso determinista y con lo expresado
por Wilks (2008).

8Si la funcién aleatoria g (z) tiene alternancias de signo en el dominio considerado, se puede dividir el
dominio total en subintervalos donde la funcién g (z) tenga un signo tnico, y entonces aplicar el procedimiento
descrito a cada subintervalo teniendo en cuenta las modificaciones adecuadas.
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Capitulo 5

Resultados y discusion: Modelo
climatico estocastico

En este capitulo se presentan los resultados numéricos y el analisis de la solucion del modelo
climatico estocastico para cada uno de los cuatro casos propuestos: forzamiento radiativo
aleatorio en la atmosfera y en el océano (ruido aditivo), y las parametrizaciones estocésticas
de los flujos de calor L 1y LE (ruido multiplicativo).

5.1. Forzamiento radiativo aleatorio en la atmosfera

Para este caso el modelo climatico se corrié considerando un forzamiento aditivo aleatorio
en el flujo de energia incidente en la atmoésfera (ecuacién (4.6)). El forzamiento radiativo
empleado, Qs = RaB4AW /AL, se muestra en la Figura 5.1. En esta figura se muestran las
series temporales (panel superior) y las distribuciones de probabilidad (panel inferior) del
forzamiento radiativo, tanto para sus valores diarios como para sus promedios mensuales.
Note que aunque los valores promediados (mensuales) del forzamiento radiativo aleatorio son
significativamente menores que sus valores diarios, estos no son estrictamente nulos. Es decir,
el efecto de las fluctuaciones del forzamiento radiativo en un intervalo de tiempo de 1 mes?
no puede ser parametrizado en funciéon de su valor medio, como se asume en los modelos
deterministas (ver discusién en el Capitulo 1)2.

El analisis de cada caso del modelo climatico estocastico esta enfocado en dos aspectos: el
primero corresponde a la descripcién en el dominio temporal de las series de temperatura para
la atmosfera y la capa de mezcla ocednica y la relacion entre ellas, incluyendo la solucién
estacionaria de la ecuacién de Fokker-Planck para ambas series; el segundo aspecto trata
la descripcion en el dominio de frecuencias, la cual es 1til para investigar el resultado de

1Como se mencioné en la Seccién 4.2, se consideran variaciones mensuales de la temperatura global.
’Esta misma conclusién se aplica a los casos restantes propuestos en el modelo climético estocéstico:
forzamiento radiativo aleatorio en el océano y parametrizaciones estocéasticas de los flujos de calor L Ty LE.
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Hasselmann relacionada a la persistencia climética (Seccion 2.2) dentro de nuestro modelo
climatico estocastico.

40
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Figura 5.1: Flujo aditivo aleatorio de energia incidente en la atmédsfera. El panel superior contiene
la serie temporal de este forzamiento (en color azul para los valores diarios y en color magenta para
los promedios mensuales). En el panel inferior se muestra la distribucién de probabilidad de ambas
series, las cuales corresponden a una distribucion normal. El tiempo de simulacién es de 500 anos.

Analisis en tiempo

Las series de tiempo para las temperaturas de la atmésfera y la capa de mezcla ocednica
se muestran en la Figura 5.2.

La descripcion completa de cada serie de temperatura involucra tres aspectos: distribu-
cién, homogeneidad y dependencia o persistencia®. a) Distribucién. Ambas series se distri-
buyen de manera normal con medias iguales a sus valores de equilibrio deterministas (vea la
Figura 5.5). La temperatura de la capa de mezcla oceédnica, T}, exhibe variaciones méximas
diarias de ~ 0.38°C y mensuales de ~ 0.36°C, mientras que la temperatura de la atmésfera,
T4, despliega variaciones maximas diarias de ~ 1.11°C y mensuales de ~ 0.68°C*. Las series

3Todo el anilisis de las series de temperatura global T4 v T, obtenidas al resolver el modelo climético
estocdstico, se hizo utilizando las series diarias (Seccién 4.2). Algunos resultados incluyen, sélo para efectos
comparativos, los promedios mensuales de éstas.

4Debido a que los valores diarios de T4 son bastante erréticos, la magnitud de sus promedios mensuales
se redujo notablemente respecto a sus valores diarios.
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Figura 5.2: Evolucién de las temperaturas de la atmésfera (T4) y de la capa de mezcla ocednica
(Ts). Se incluyen las series diarias y mensuales para ambas temperaturas. Caso de forzamiento
radiativo aleatorio en la atmosfera.

son simétricas respecto a su media y no presentan valores atipicos. b) Homogeneidad. Los
valores dentro de los cuales oscilan las temperaturas T, y T4 se mantienen constantes en
el tiempo. Las variaciones por encima y por debajo de su valor medio son iguales. Esto es,
ambas series de temperatura no presentan cambios bruscos en sus valores que se mantengan,
por lo tanto son homogéneas. ¢) Persistencia. Se observa que la temperatura de la capa de
mezcla oceanica exhibe tendencias de corto plazo de mayor duracién que la temperatura de
la atmosfera, esto es, el océano tiene mayor persistencia que la atmoésfera, lo cual estd provo-
cado esencialmente por la baja capacidad calorifica de la atmédsfera en relacion a la capacidad
calorifica de la capa de mezcla ocednica (Rs ~ 11R,).

Este analisis de las series indica que las medidas comunes de tendencia central y dis-
persion, usadas en estadistica descriptiva, son adecuadas para describir las series. Es decir,
no es necesario el uso de medidas robustas ni resistentes. Por otro lado, la introduccion del
forzamiento radiativo aleatorio como se definié anteriormente produjo variaciones en la tem-
peratura global que coinciden aproximadamente con las variaciones reales estimadas para la
temperatura global tierra-océano, véase la Figura 4.1.

Como se vera mas adelante, para todos los casos del modelo climatico estocastico se
cumple que las series de temperatura de la atmosfera y de la capa de mezcla ocednica son
homogéneas y se distribuyen de manera normal alrededor de sus valores de equilibrio deter-
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ministas, por ello en las secciones posteriores solo se discutiran las diferencias y descripciones
puntuales para cada caso.

A fin de hacer una descripcién de las series de temperatura global (atmésfera y océano)
que nos proporcione informacién acerca de la relacién entre ellas, en las Figuras 5.3 y 5.4(b) se
presentan las series temporales de las anomalias estandarizadas para T4 y T y la correlacién
entre ellas (Figura 5.4(a)). Las variaciones de temperatura en la atmdsfera estan entre +5
desviaciones estandar, mientras que en la capa de mezcla ocednica las variaciones son menores
a £4 desviaciones estandar (Figura 5.3).

De la Figura 5.4(a) se tiene que existe una correlacién positiva entre las temperaturas de
la atmosfera y la capa de mezcla oceanica, siendo el coeficiente de correlacion de Pearson,
rp, de 0.5920. Debido al acoplamiento del sistema océano-atmésfera y de que los procesos
climaticos estan determinados mayormente por el océano, es posible definir una relacién de
causalidad entre ambas temperaturas: el comportamiento de la atmodsfera estd fuertemente
determinado por el comportamiento del océano, es decir, “la atmdsfera sigue al océano”. Otra
caracteristica que se puede obtener al analizar las Figuras 5.3 y 5.4(b) es que la variabilidad
de largo plazo es similar en la atmodsfera y el océano, pero difieren en la variabilidad de corto
plazo: la atmosfera es mas variable que el océano en el corto plazo.

Desv. est.
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Figura 5.3: Anomalias estandarizadas de las temperaturas de la atmésfera (T4) y de la capa de
mezcla ocednica (7). Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmoésfera.
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Figura 5.4: (a) Correlacion entre las anomalias estandarizadas de Ts y T4 y (b) Anomalias estan-
darizadas de las temperaturas de la atmosfera y de la capa de mezcla ocednica para los primeros
50 dias de simulacién. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmosfera.

Los histogramas para las temperaturas de la capa de mezcla oceanica y la atmdsfera
se presentan en la Figura 5.5. Dichos histogramas han sido normalizados® para semejar las
funciones de distribucion de probabilidad. El objetivo de esto es poder hacer una comparacién
entre estos histogramas y las funciones de distribucién de probabilidad obtenidas al resolver
la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck.

La Figura 5.6 muestra la funcién de distribucién de probabilidad estacionaria para T4
obtenida al resolver la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck. En este caso sélo se resolvio di-
cha ecuacién para la temperatura de la atmosfera, ya que ésta es la unica ecuacion diferencial
que contiene un término asociado a los incrementos de un proceso de Wiener (vea la Seccién
4.3 para los detalles). En esta misma figura se incluye también la funcién potencial asociada
a la ecuacion diferencial estocastica que gobierna a la temperatura atmosférica. Observe que
el minimo de la funcién potencial coincide con el méaximo de la funcién de distribucién de
probabilidad. Asimismo, dentro del dominio considerado el potencial es simétrico respecto al
valor de equilibrio determinista, lo cual lleva a que la funcion de distribuciéon de probabilidad
sea también simétrica en el mismo dominio (la funcién potencial determina la funcién de
distribucién de probabilidad). En el limite de un nimero infinito de afios simulados el his-
tograma normalizado de T4 debe de coincidir con la funcién de distribucion de probabilidad
obtenida de la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck.

=4 . .z . ’ .
°La normalizacién consiste en hacer que el area del histograma tenga el valor de 1.
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Figura 5.5: Histogramas normalizados para las temperaturas de la capa de mezcla (Ts) y de la
atmosfera (74). Los histogramas son obtenidos a partir de la solucién numérica de las ecuaciones
diferenciales estocéasticas. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmodsfera.
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Figura 5.6: Funcién de distribucién de probabilidad estacionaria para la temperatura de la atmdésfe-
ra (T4). Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera.
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Andlisis en frecuencia

El resultado de Hasselmann (1976) (Seccién 2.2) establece que la persistencia climética
puede ser entendida, a primer orden, como un proceso de ruido rojo (o un proceso autorre-
gresivo de orden uno). Una medida de la persistencia de cualquier serie de tiempo puede ser
hecha en términos de su espectro, esto es, el grado de persistencia de la serie seré proporcio-
nal al grado de enrojecimiento del espectro®. Otra de las ventajas mas importantes que se
obtienen al utilizar el espectro es que éste sirve para identificar si la serie presenta pseudo-
periodicidades o frecuencias puntuales. Todos los casos del modelo climatico estocastico se
construyeron sin la presencia de frecuencias puntuales, sin embargo es posible que algunos de
ellos puedan presentar un comportamiento cuasi-oscilatorio (o pseudo-periodicidades), todo
dependera de la estructura de los espectros.

Con la finalidad de probar si la persistencia de las temperaturas globales (atmésfera y
océano) pueden ser descritas, a primer orden de aproximacién, como procesos puramente
aleatorios (procesos autorregresivos AR (1)), se calculd el espectro lineal de Fourier para las
anomalias estandarizadas de Ty y T, y se compararon con los espectros tedricos de procesos
autorregresivos estimados para cada una de ellas.

Un proceso autorregresivo de orden p, o AR (p), se define generalmente como:
{X;:t €Z} es un proceso autorregresivo de orden p si existen constantes reales p, ¢y,
k=1,2,...,p, con ¢, # 0 y un proceso de ruido blanco {& :t € Z}, con media cero y
varianza ¢, tal que

p
Xy —p= Z e (Xi—p — 1) + & (5.1)
k=1
donde g es la media muestral de largo plazo de X y ¢, k= 1,2,...,p, son los parametros

autorregresivos. La estacionariedad del proceso implica que p y ag no cambien con el tiempo.

Al ajustar un proceso autorregresivo a una serie de tiempo es necesario seguir una metodo-
logia especifica (usualmente se utiliza la metodologia de Box y Jenkins (1976)). En particular,
la identificacién del modelo a ajustar involucra la utilizacion de herramientas graficas como
la funcién de autocorrelacién, FAC, y la funcién de autocorrelacién parcial, FACP?. La Fi-
gura 5.7 muestra la FAC, denotada por 7, v la FACP, denotada por 7., para las anomalias
estandarizadas de la temperatura de la atmoésfera y la capa de mezcla ocedanica.

La FAC para ambas temperaturas decae aproximadamente de forma geométrica. Sin
embargo, para la atmosfera ésta decae a 0.3 en ~ 2 meses, mientras que para el océano el valor

6Un espectro rojo o enrojecido es aquel que presenta mayor densidad en frecuencias bajas que en frecuencias
altas.

"La funcién de autocorrelacién parcial mide la correlacién entre una observacién k periodos atris y la
observacion actual después de controlar las observaciones en rezagos intermedios, es decir, la correlacion
entre y; v yi—k. En el caso de un proceso AR (p) la funcién de autocorrelaciéon parcial tendré conexiones
directas entre y; y y;—s para s < p, pero no conexiones directas para s > p. Por ejemplo, para un proceso
AR (1) la funcién de autocorrelacién parcial . serd cero para k > 2.
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Figura 5.7: Funcién de autocorrelacién y funcién de autocorrelacién parcial para las anomalias
estandarizadas de Ts y Ta. Para los coeficientes de la FACP se incluye una regién de no rechazo al
95 % de probabilidad dada por +1.96/v/Nr, donde Nt es el nimero de datos de la muestra (lineas
negras punteadas). Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera.

de 0.3 se alcanza en aproximadamente 2 anos. Esto demuestra la mayor persistencia de las
temperaturas de la capa de mezcla ocednica sobre las temperaturas atmosféricas (la funcién
de autocorrelacién, o correlacion serial, también es 1til para medir la persistencia de cualquier
serie de tiempo, sélo que en el dominio temporal). Las oscilaciones mas pronunciadas en la
FAC de la temperatura de la capa de mezcla oceanica son debidas a la mayor persistencia de
ésta respecto a la atmosfera. Por otro lado, las FACP indican que para la temperatura de la
capa de mezcla ocednica sélo los dos primeros términos son significativos, mientras que para
la temperatura de la atmdsfera tinicamente el primer término es significativo®. El analisis de
la FAC y la FACP para cada una de las series de temperatura sugiere que para la capa de
mezcla ocednica se puede ajustar un proceso AR (2) y para la atmésfera un proceso AR (1).

En los Cuadros 5.1 y 5.2 estan indicados los valores de los pardmetros estimados de
los procesos autorregresivos para cada una de las series de anomalias estandarizadas de
temperatura’. En cada cuadro se muestra para cada coeficiente: su valor estimado, su error
estdandar, el valor del estadistico ¢ (el cual es util para probar la hipdtesis nula de que los

8Este resultado se obtuvo al probar la hipétesis conjunta de que todos los coeficientes de autocorrelacién
parcial ng, (K > 3 para el océano y k > 2 para la atmdsfera) son simultdneamente igual a cero usando el
estadistico Ljung-Box al 95 % de probabilidad (Brooks (2008: Seccién 5.2)).

9A fin de obtener el error estdndar para los coeficientes estimados y las probabilidades de los estadisticos
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coeficientes estimados no son significativos) y su probabilidad. De acuerdo con este estadistico
todos los pardmetros del modelo autorregresivo son significativos a mas del 95 % de confianza,
a excepcion de las medias muestrales!?. El pardmetro o corresponde a la desviacion estandar
de ruido blanco. Los estadisticos R? y R? ajustada miden la fraccién de varianza de la
serie explicada por la componente sistematical!. El estadistico F', utilizado para probar la
significancia de la estimacién realizada (valor de los estadisticos R? y R? ajustada), establece
que cada una de las estimaciones es significativa a mds del 95 % de confianza. Finalmente, al
final de cada cuadro se muestran los valores calculados de las raices del proceso autorregresivo
respectivo.

Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
(1l — 1 — o) -0.000918 0.066065 -0.013897 0.9889
R 1.836650 0.001281 1434.083000 0.0000
0o -0.837060 0.001281 -653.588200 0.0000
o 0.011552
R? 0.999867
R? ajustada 0.999867
Estadistico F' 6.84E+08
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.02, 1.19

Cuadro 5.1: Estimacién del proceso autorregresivo AR (2) para Ts. Caso de forzamiento radiativo
aleatorio en la atmosfera.

El objetivo de ajustar procesos autorregresivos a las series de temperatura global es
construir espectros nulos (o de referencia) que puedan ser utilizados para compararlos con
los espectros reales de las series. La finalidad es hacer una descripcion del comportamiento de
la temperatura de la Tierra basada en el resultado de Hasselmann (1976), por tal motivo no es
relevante que las estimaciones realizadas satisfagan o no las pruebas de diagnéstico residual'?
(que de hecho no lo hacen). Estimaciones de las series de temperatura global usando modelos
ARMA mas complejos si satisfacen todas las pruebas de diagnéstico residual, pero éstas son
bastante dificiles de interpretar desde un punto de vista fisico.

asociados a ellos, las estimaciones de los procesos autorregresivos fueron hechas utilizando el software EViews
6.0.

0FEsto era de esperar ya que las series consideradas son anomalias estandarizadas de temperatura. Es
importante, sin embargo, incluir siempre esta constante, ya que su ausencia podria afectar el desarrollo de
los demés pardametros.

HE] estadistico R2-ajustada considera una penalizacién en funcién del ntimero de variables explicativas.

12E] objetivo del diagnéstico residual es determinar si el modelo especificado es adecuado. Se checan los
residuales para verificar que éstos efectivamente se comporten como ruido blanco gaussiano, es decir, se debe
cumplir que los residuales no contengan informacion sistemética acerca del proceso original al cual se le
ajusté un modelo de series de tiempo.
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Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— o) -0.000034 0.010071 -0.003410 0.9973
01 0.897493 0.001032 869.339500 0.0000
o 0.441031
R? 0.805492
R? ajustada 0.805491
Estadistico F' 755751.2
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.12

Cuadro 5.2: Estimacién del proceso autorregresivo AR (1) para T4. Caso de forzamiento radiativo
aleatorio en la atmdsfera.

La estacionariedad y comportamiento cuasi-oscilatorio de un proceso autorregresivo de-
pende tnicamente de sus coeficientes ¢, (von Storch y Zwiers, 1999: Seccién 10.3). En este
caso ambos procesos autorregresivos estimados son estacionarios y ninguno de ellos presenta
pseudo-periodicidades. Si el comportamiento no cuasi-oscilatorio estd o no presente en las
series muestrales serd examinado al graficar sus espectros.

En el panel superior de la Figura 5.8 se muestra el espectro de Fourier crudo de las
series de anomalias estandarizadas de Ty y T)4. El eje horizontal representa las frecuencias
armonicas, las cuales van en multiplos enteros positivos de la frecuencia fundamental, f; =
1/ (182500 dfas) = 2 x 107*/anos, hasta la frecuencia de Nyquist, fn/o = 1/ (2 dfas) =
182.5/anos. El eje vertical representa la amplitud cuadrada de cada uno de los armonicos. Los
espectros teodricos de los modelos autorregresivos estimados también estan representados en
la misma figura por las lineas negras sélidas. Dichos espectros se utilizaron como los espectros
nulos para probar la significancia estadistica de las amplitudes cuadradas méas grandes de los
espectros muestrales. Las lineas negras discontinuas denotan el intervalo de confianza al 95 %
de probabilidad.

No obstante se sabe que la estimacion del espectro muestral crudo representa el espectro
real (poblacional) bastante mal, debido a que la distribucién de muestreo para cada amplitud
cuadrada individual es bastante ancha, lo cual lleva a que el espectro calculado de esta mane-
ra sea bastante erratico. A fin de obtener un espectro muestral mas representativo y con una
distribucion de las amplitudes cuadradas menos variable se utilizé una técnica de suavizado,
la cual consistié en promediar 25 espectros replicados sin traslape (Wilks, 2006: Seccién 8.5).
El resultado fue un espectro mas suave y mas representativo, pero con una reduccién en la
resolucién de la frecuencia (panel inferior de la Figura 5.8). Ademads, el intervalo de signifi-
cancia del espectro suavizado contra el espectro nulo se redujo considerablemente, debido a
un incremento en los grados de libertad en la distribucion de muestreo para las amplitudes
cuadradas promediadas (los cuales pasaron de 2 para el espectro crudo a 50 para el espectro
suavizado).
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Figura 5.8: Panel superior. Espectro de Fourier crudo de las series de anomalias estandarizadas
de Ts y T's. Igualmente se incluyen los espectros tedricos de los procesos autorregresivos estimados
para cada temperatura (lineas negras sdlidas) y los intervalos de confianza al 95% de probabili-
dad utilizados al probar la significancia estadistica de las amplitudes cuadradas mas grandes del
espectro muestral (lineas negras discontinuas). Panel inferior. Espectros de Fourier suavizados (con
25 espectros replicados) de las series de anomalias estandarizadas de Ts y T4. Sélo se incluye el
espectro tedrico del proceso autorregresivo estimado para T y su respectivo intervalo de confianza
al 95% de probabilidad. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera.

., Coémo se interpretan estos espectros?, jporqué los espectros muestrales no ajustan a los
espectros tedricos estimados?

Para explicar el comportamiento de dichos espectros muestrales vamos a revisar un ejem-
plo bastante ilustrativo que nos permita responder a las preguntas anteriores.

Considere los siguientes modelos altamente simplificados del sistema océano-atmosfera:
en el primer modelo la temperatura de la atmosfera evoluciona debido a un flujo de calor
sensible y a un forzamiento radiativo aditivo aleatorio SdW, mientras que la temperatura
de la capa de mezcla ocednica evoluciona sélo por el flujo de calor sensible (referido como
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modelo HR-TS),

dTA =a, + C(Ts — TA)dt + ﬁdVV,
dTs = ag — c(Ts — Ta)dt.

—~
o o
Lo R

El segundo modelo (modelo HR) es idéntico al anterior, sélo que en este caso la temperatura
de la capa de mezcla oceanica es estacionaria,

dTA =a + C(Ts — TA)dt + 5dVV, (54)
dT = 0.

Los coeficientes a1, as v S para ambos modelos son constantes arbitrarias. La discretizacién
de T4 para ambos modelos es la siguiente:

Modelo HR-TS: Ty (t +1) = py + ¢1Ta () + B1dW (1) + b1 T5 (t), (5.6)
Modelo HR: T (t+ 1) = pa + $1Ta (t) + S1dW (1), (5.7)

donde los coeficientes piq, pa, ¢1, 51 v by son constantes.

Las series de anomalias estandarizadas de T4 para ambos modelos se muestran en la
Figura 5.9. A partir del andlisis de esta figura y de las ecuaciones discretizadas (5.6) y (5.7)
se pueden obtener las siguientes conclusiones:

» La temperatura 74y del modelo HR-TS (linea azul en la Figura 5.9) corresponde a un
proceso AR (1) forzado con un término de acoplamiento, es decir, la evolucién de T4
esta acoplada a la evolucion de Tj.

» La temperatura T4 del modelo HR (linea magenta en la Figura 5.9) corresponde a
un proceso AR (1), esto es, su evolucién estd determinada tinicamente por sus valores
rezagados, los cuales no dependen de T5.

= La variabilidad de largo plazo (variabilidad de baja frecuencia) es similar en ambos
modelos, lo que implica que la densidad espectral de T4 para ambos modelos serd similar
en frecuencias bajas.

= Debido al comportamiento de corto plazo mas erratico de Ty en el modelo HR-TS, su
espectro tendra mayor densidad en frecuencias altas que para el modelo HR, (el modelo
HR-TS produce una mayor variabilidad de alta frecuencia en T4 que el modelo HR).

Los parametros de los procesos autorregresivos estimados para las anomalias estandariza-
das de Ty en ambos modelos se presentan en los Cuadros 5.3 y 5.4. El resultado mas notable
de estas estimaciones corresponde a los valores de los pardmetros autorregresivos ¢ v ¢o,
y de las desviaciones estandar de ruido blanco, ¢. Para ambos modelos los valores de los
parametros autorregresivos se traducen en que la persistencia de largo plazo de ambas series
es similar. Sin embargo la desviacion estandar de ruido blanco es muy distinta en ambos
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Figura 5.9: Series de anomalias estandarizadas de T4 para los modelos HR-TS (linea azul) y HR
(linea magenta).

modelos, el valor correspondiente al modelo HR-T'S es de un orden de magnitud mas grande
que para el modelo HR, lo cual explica el hecho de la mayor variabilidad de corto plazo
en T4 para el modelo HR-TS y su mayor densidad espectral en frecuencias altas (a medida
que se incrementa o el espectro se va aplanando). Esto es, la incertidumbre o en T4 para el
modelo HR-TS no explicada por la correlacién serial es mayor, y en términos de prondstico,
la varianza en la prediccion de T4 serd mayor para el modelo HR-TS que para el modelo HR.

Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— o1 — o) -0.000255 0.005892 -0.043267 0.965500
0N 1.837108 0.001280 1435.614000 0.000000
103 -0.837358 0.001280 -654.353300 0.000000
o 0.999919
R? 0.999919
R? ajustada 0.999919
Estadistico F 1.12E+09
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.00, 0.84

Cuadro 5.3: Estimacién del proceso autorregresivo para las anomalias estandarizadas de T4 corres-
pondientes al modelo HR-T'S.

Finalmente en la Figura 5.10 se muestran los espectros suavizados (con 25 espectros re-
plicados) de las anomalias estandarizadas de T’y para ambos modelos. El modelo HR produce
un espectro més enrojecido que el modelo HR-TS (el contraste de densidad espectral entre
frecuencias bajas y altas es mayor para el modelo HR). El término de acoplamiento en el
modelo HR-T'S (ecuacién (5.6)) produce retroalimentaciones entre T4 y T, las cuales llevan
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Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— o) 0.000003 0.001523 0.002104 0.998300
01 0.913093 0.000954 956.638500 0.000000
o 0.999919
R? 0.833739
R? ajustada 0.833738
Estadistico F' 915157.3
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 0.91

Cuadro 5.4: Estimacién del proceso autorregresivo para las anomalias estandarizadas de T4 corres-
pondientes al modelo HR.

a que el espectro de T4 para este modelo difiera del proceso autorregresivo estimado en las
frecuencias bajas (lineas de color verde). El comportamiento de T4 para el modelo HR-TS
en frecuencias bajas estd determinado por los términos autorregresivos o de memoria (tipi-
camente ¢; para un proceso AR (1) simple), sin embargo dichos términos de memoria estan
modificados respecto a un proceso AR (1) simple (como en el modelo HR) por la presencia
del término de acoplamiento.
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Figura 5.10: Espectros suavizados de las series de anomalias estandarizadas de T4 para los mode-
los HR-TS (linea azul) y HR (linea magenta). Igualmente se muestran los espectros teéricos de los
procesos autorregresivos estimados para cada una de ellas con lineas negra y verde sélidas, respecti-
vamente. Los intervalos de confianza al 95 % de probabilidad utilizados para probar la significancia
estadistica de las amplitudes cuadradas mas grandes del espectro muestral se muestran con lineas
punteadas.

Los resultados obtenidos con este simple pero ilustrativo ejemplo ofrecen una respuesta
clara a las interrogantes planteadas anteriormente: ;Cémo se interpretan los espectros mues-
trales del modelo climatico estocéastico? y ;porqué dichos espectros muestrales no ajustan a
los espectros tedricos estimados?
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Tanto el espectro (crudo y suavizado) de las anomalias estandarizadas de Ty y T4 exhiben
mayor densidad en frecuencias bajas y menor densidad en frecuencias altas, caracteristicas
espectrales tipicas de los procesos conocidos como ruido rojo (panel superior de la Figura 5.8).
Los intervalos de confianza indican que al 95 % de probabilidad la hipétesis nula de que la
persistencia de la temperatura del océano pueda ser descrita como un proceso AR (2) no puede
ser rechazada'®. En cuanto a la persistencia de la temperatura de la atmdsfera se tiene que el
proceso AR (1) estimado se desempena bien al describir la variabilidad de alta frecuencia, pero
no es un buen candidato para describir la variabilidad de baja frecuencia (la correspondiente
a periodos de tiempo de entre 3 y 500 anos). Sin embargo hay que recordar que el sistema
océano-atmoésfera esta acoplado y que los procesos climaticos estan determinados mayormente
por el océano. Entonces el andlisis espectral debe tomar como punto de partida el espectro de
la temperatura oceanica y en base a éste describir el espectro de la temperatura atmosférica.
El panel inferior de la Figura 5.8 hace posible esta descripcién. Esta figura muestra que
los espectros de T, y T4 son similares en frecuencias bajas, lo cual indica que la atmdsfera
“sigue” al océano en periodos largos, pero es inherentemente mas variable que el océano en
periodos cortos, lo cual esta demostrado por la mayor densidad espectral para la atmédsfera
en frecuencias altas, y también por su mayor desviacién estandar de ruido blanco (Cuadros
5.1 y 5.2). El hecho de que la persistencia de la atmésfera no esta bien representada por un
proceso AR (1) es debida a los términos de acoplamiento entre T4 y Ty, los cuales originan
retroalimentaciones mas complejas entre ambas que no corresponden a las de un proceso
AR (1) simple. La complejidad de dichos mecanismos de retroalimentaciéon puede llevar a
modelos ARMA de orden superior'* (Mudelsee, 2010: Seccién 2.51).

En conclusién se tiene que los resultados de este experimento numérico son congruentes
con el resultado de Hasselmann (1976), de acuerdo a la cual la persistencia climética puede
ser vista, a primer orden de aproximacién, como un proceso puramente aleatorio (tipicamente
un proceso AR (1)). Esto es, el sistema climético integra las variaciones aleatorias de corto
plazo y produce una respuesta en el largo plazo (variabilidad de baja frecuencia).

Este mismo procedimiento de analisis espectral se realizd para los tres casos restantes del
modelo estocastico, llevando a conclusiones similares acerca del comportamiento general del
espectro de las series de anomalias estandarizadas de la temperatura global. Sin embargo, las
diferencias y descripcién puntuales de cada uno de los tres casos restantes se detalla en las
secciones respectivas.

13La naturaleza de los mecanismos de retroalimentacién que intervienen en el desarrollo de T es tal que
provoca que su comportamiento pueda ser representado como un proceso AR (2) (por medio de una ecuacién
diferencial estocéstica de segundo grado).

14E] identificar el niimero, estructura y grado de impacto de los mecanismos de retroalimentacién dentro
del sitema climatico es un tema de investigacion actual entre la comunidad cientifica.
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Flujos de calor en el sistema océano-atmodsfera

La evolucién de los flujos de calor en el sistema océano-atmédsfera se muestra en la Figura
5.11. Los valores de los flujos de calor se indican en porcentaje de la insolacién media global I.
Todos los flujos de calor, a excepcion de Qs v @ 4, los cuales son fijos, oscilan alrededor de sus
valores de equilibrio determinista y se distribuyen de manera normal. El flujo de calor sensible
es el que presenta mayores oscilaciones, lo cual es debido a que éste depende directamente
de la diferencia entre T, y T4.
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Figura 5.11: Evolucién de los flujos de calor en el sistema océano-atmdsfera en funcién de la
insolacion media global I. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera.

Otro resultado interesante es que la introduccion de un forzamiento radiativo aleatorio
en la atmésfera incorpora variabilidad al flujo de radiacion de onda larga que se emite hacia
el espacio exterior. La importancia de este resultado radica en el hecho de que una correcta
simulacién de la variabilidad exhibida por los flujos de calor en el sistema climético (y en
particular de L,,;) es importante para describirlo adecuadamente (Wielicki et al, 2002).

La Figura 5.12 muestra las anomalias de L,,. Las oscilaciones de més de 6 W/m? en
este flujo coinciden, en amplitud, con lo reportado por Wielicki et al. (2002) (Figura 3.3).
La estructura y simplicidad de la formulacién estocéastica de nuestro modelo climatico, en
particular del forzamiento estocastico empleado, no permiten reproducir fielmente las varia-
ciones en el flujo radiativo de onda larga reportadas por Wielicki et al. (2002)'. Sin embargo
es importante tener en cuenta que la construccion de modelos mas complejos con la fisica
adecuada se puede beneficiar enormemente de la aplicacién de las técnicas de modelacién
estocastica.

5De hecho nuestro modelo climético estocdstico no tendria por qué hacerlo. Nuestro modelo climético no
contiene la fisica necesaria para reproducir la variabilidad observada del flujo de radiacién de onda larga que
se emite hacia el espacio exterior.
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Figura 5.12: Anomalias del flujo radiativo de onda larga emitido hacia el espacio exterior. El panel
superior muestra un extracto de la serie de anomalias para un periodo arbitrario de 22 afnos. El
panel inferior muestra la distribucién de probabilidad de dichas anomalias (la cual es normal) para
los 500 anos de simulacién. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmosfera.
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5.2. Forzamiento radiativo aleatorio en el océano

Para este caso se utilizé un forzamiento aleatorio Q. = RyS;AW/At (ecuacién (4.10))
anadido a la energia incidente en la capa de mezcla oceanica. Las consideraciones y resultados
obtenidos para este forzamiento son las mismas que en el caso anterior (Seccién 5.1). La Figura
5.13 resume la descripcién de este flujo.
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Figura 5.13: Flujo radiativo aleatorio de energia incidente en la capa de mezcla ocednica. El panel
superior contiene la serie temporal de este forzamiento (en color azul para los valores diarios y
en color magenta para los promedios mensuales). En el panel inferior se muestra la distribucién
de probabilidad de ambas series, las cuales corresponden a una distribuciéon normal. El tiempo de
simulacién es de 500 afios.

Analisis en tiempo

Los efectos provocados por este forzamiento!® sobre las temperaturas T y T4 son casi
idénticos tanto en estructura como en intensidad. Las variaciones maximas diarias en la tem-
peratura atmosférica T4 y en la capa de mezcla oceanica T son de aproximadamente 0.50°C
y 0.44°C, respectivamente, mientras que sus variciones maximas mensuales son de aproxima-
damente 0.48°C y 0.40°C, respectivamente (Figura 5.14). Ambas series de temperatura son
homogéneas, se distribuyen de manera normal y poseen una persistencia muy similar (prin-
cipalmente en el largo plazo). Sin embargo la persistencia en el corto plazo de T es menor

16Recuerde que se toma el forzamiento diario (Seccién 4.2).
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que la de T4, lo cual se puede apreciar al graficar sus series de anomalias estandarizadas
(Figuras 5.15 y 5.16). En la Figura 5.15 se ve que ambas series empatan casi exactamente,
pero las variaciones de corto plazo de T, son mayores y de cardcter més erratico que las de
Ty, esto explica el hecho de que la serie para T4 no “oculte” completamente la serie para
T,. En comparacién al caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmosfera, en este caso
se producen variaciones de menor amplitud (menores a 4 desviaciones estandar) y de mayor
persistencia (por lo menos para T}).
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Figura 5.14: Evolucién de las temperaturas de la capa de mezcla ocednica (T) y de la atmdsfera
(T'a). Se incluyen las series diarias y mensuales para ambas temperaturas. Caso de forzamiento
radiativo aleatorio en el océano.

La Figura 5.16(a) muestra la correlacion entre las anomalias estrandarizadas de Ty y Ty, la
cual tiene un valor de rp = 0.9896. En este caso se aprecia mas fuertemente la correspondencia
entre atmosfera y océano, es decir, la evidente dependencia de la temperatura de la atmédsfera
en funcion de la temperatura del océano. A pesar de que el presente caso refleja muy bien
dichas caracteristicas del sistema climatico, éste muestra una peculiaridad: jLa temperatura
de la capa de mezcla oceanica se vuelve mas variable que la temperatura de la atmodsfera
en peridos cortos!, véase la Figura 5.16(b). Sin embargo esto es sélo consecuencia del hecho
matematico de que el forzamiento estocéstico fue introducido directamente en el flujo de
energia asociado a la capa de mezcla oceanica, lo cual ocasioné que T tuviera variaciones
aleatorias en cada paso de tiempo (1 dia en el modelo numérico), variaciones que fueron
integradas produciendo una respuesta en el largo plazo.
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Figura 5.15: Anomalias estandarizadas de las temperaturas de la capa de mezcla ocednica (Ty) y
de la atmésfera (7). Caso de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.
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Figura 5.16: (a) Correlacién entre las anomalias estandarizadas de Ts y T4 y (b) Anomalias estan-
darizadas de las temperaturas de la atmosfera y de la capa de mezcla ocednica para los primeros
50 dias de simulacién. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.

Los histogramas normalizados para las temperaturas de la capa de mezcla oceanica y de
la atmédsfera se muestran en la Figura 5.17.

La Figura 5.18 presenta la funcién de distribucién de probabilidad estacionaria para Ty, la
cual se obtuvo al resolver la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck. El desarrollo de T y de
su distribucion de probabilidad estan determinados por el potencial asociado a la ecuacion
diferencial estocastica que gobierna a la temperatura de la capa de mezcla ocednica. La
simetria de dicho potencial dentro del dominio considerado provoca la simetria de la funcién
de distribucién de probabilidad.
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Figura 5.17: Histogramas normalizados para las temperaturas de la capa de mezcla ocednica (7T5)
y de la atmoésfera (T4). Ambos histogramas se distribuyen normalmente alrededor de los valores de
equilibrio determinista respectivos. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.
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Figura 5.18: Funcién de distribucién de probabilidad estacionaria para la temperatura de la capa
de mezcla (T) y funcién potencial asociada. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.
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Andlisis en frecuencia

Siguiendo la misma metodologia de andlisis espectral planteada en la subseccién anterior,
la cual se enfoca en probar si los procesos autorregresivos AR (1) son buenos candidatos
para describir la persistencia de las temperaturas globales (océano y atmdsfera), se ajustaron
procesos autorregresivos a las series de anomalias estandarizadas de T, y Ty en funcién del

comportamiento de sus funciones de autocorrelacién y funciones de autocorrelacién parcial
(Figura 5.19).

Esencialmente la FAC para ambas temperaturas tiene la misma estructura: decaen apro-
ximadamente en forma geométrica y tienden a cero conforme se incrementan los rezagos. Sin
embargo difieren en sus FACP, ya que ésta indica que para la temperatura de la capa de
mezcla ocednica se puede ajustar un proceso AR (1), mientras que para la temperatura de la
atmdsfera el mejor candidato es un proceso AR (2)'7.
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Figura 5.19: Funcién de autocorrelaciéon y funcién de autocorrelacion parcial para las anomalias
estandarizadas de T y T4. Para los coeficientes de la FACP se incluye una regiéon de no rechazo al
95 % de probabilidad dada por £1.96/y/ N (lineas negras punteadas). Caso de forzamiento radiativo
aleatorio en el océano.

17Al igual que en el caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera, este resultado se obtuvo al
probar la hipétesis conjunta de que todos los coeficientes de autocorrelacién parcial ng, (k> 2 para el océano
y k > 3 para la atmésfera) son simultdneamente igual a cero usando el estadistico Ljung-Box al 95 % de
probabilidad (Brooks (2008: Seccién 5.2)).
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En los Cuadros 5.5 y 5.6 estan indicados los parametros de los procesos autorregresivos
estimados para las series de anomalias estandarizadas de T} y Ty, respectivamente!®. Ambos
procesos autorregresivos estimados son estacionarios y no exhiben un desarrollo cuasi-periodi-
co, sin embargo para completar el andlisis en frecuencias de estas series es necesario examinar

sus espectros.

Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— 1) -0.000792 0.059305 -0.013346 0.9894
01 0.996889 0.000185 5402.584000 0.0000
o 0.078827
R? 0.993786
R? ajustada 0.993786
Estadistico F 29187914
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.02

Cuadro 5.5: Estimacion del proceso autorregresivo AR (1) para Ts. Caso de forzamiento radiativo

aleatorio en el océano.

Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico ¢t | Probabilidad
(1l — 1 — @9) -0.000918 0.066067 -0.013895 0.9889
0N 1.836649 0.001281 1434.079000 0.0000
0o -0.837059 0.001281 -653.585600 0.0000
o 0.011552
R? 0.999867
R? ajustada 0.999867
Estadistico F' 6.84E+408
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.02, 1.19

Cuadro 5.6: Estimacién del proceso autorregresivo AR (2) para T4. Caso de forzamiento radiativo
aleatorio en el océano.

El espectro de Fourier crudo y suavizado (con 25 espectros replicados) de las series de
anomalias estandarizadas de temperatura global, Ty y T4, se muestra en la Figura 5.20.
La nomenclatura es la misma que la utilizada anteriormente. El andlisis de estos espectros
revela que al 95 % de probabilidad la variabilidad presente en la temperatura de la capa de
mezcla ocednica y en la atmdsfera puede ser bien descrita en términos de procesos puramente
aleatorios: un proceso AR (1) para el océano y un proceso AR (2) para la atmdsfera. El

18]a nomenclatura utilizada en estos cuadros es la misma que para el caso anterior.
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fuerte acoplamiento entre el océano y la atmoésfera queda demostrado por la alta similitud
de sus espectros (panel inferior de la Figura 5.20). El hecho de que ellos difieran en las
frecuencias altas es debido a la estructura del forzamiento estocastio considerado (explicado
anteriormente), lo cual provoca una mayor variabilidad de las temperaturas de la capa de
mezcla ocednica en dichas frecuencias, caracteristica confirmada por el valor mas alto de la

desviacién estandar o de ruido blanco del proceso autorregresivo estimado para T (Cuadro
5.5).

Potencia
Potencia

10° 10° 10 10° 10° 10
Frecuencia (1/afio) Frecuencia (1/afio)
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1 N I R | . I SRR | . I SRR |
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Figura 5.20: Panel superior. Espectro de Fourier crudo de las series de anomalias estandarizadas
de Ts y T'a. En lineas de color se indica el espectro muestral, en lineas negras sélidas el espectro del
proceso autorregresivo estimado, y en lineas negras discontinuas el intervalo de confianza al 95 %
de probabilidad. Panel inferior. Espectros de Fourier suavizados (con 25 espectros replicados) de
las series de anomalias estandarizadas de Ts y T4. Sélo se incluye el espectro tedrico del proceso
autorregresivo estimado para T y su respectivo intervalo de confianza al 95 % de probabilidad. Caso
de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.

En este caso la aproximacién a primer orden de Hasselmann (1976) para describir la
persistencia climéatica se verifica satisfactoriamente.

Flujos de calor en el sistema océano-atmodsfera

La Figura 5.21 despliega la evolucion de los flujos de calor en el sitema océano-atmésfera,
los cuales exhiben pequenas variaciones respecto a sus valores en el equilibrio determinista.
La fuerte correlacién entre T y T4 provoca que las variaciones en todos los flujos de calor
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(a excepcién de Qs v Qa, los cuales son fijos) sean menores que las producidas en el caso
anterior (caso de forzamiento raditivo aleatorio en la atmdsfera).
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Figura 5.21: Porcentaje de los flujos de calor en el sistema océano-atmdsfera en funcién de la
insolacion global media I. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en el océano.

Las variaciones en el flujo de radiacion de onda larga que escapa hacia el espacio exterior
se muestran en la Figura 5.22. En el panel superior se da la evolucién de las anomalias
de dicho flujo durante un periodo arbitrario de 22 anos. El flujo L., a diferencia del caso
anterior, véase la Figura 5.12, presenta una persistencia mayor, pero con variaciones de menor
amplitud, de aproximadamente 1 W/m? (panel inferior de la Figura 5.22). En este mismo
panel se puede ver la distribucién de probabilidad de las anomalias de L,,; para el periodo
completo de simulacién (500 afios). A simple vista la estructura de las variaciones exhibidas
por este flujo se asemeja bastante a las variaciones reportadas por Wielicki et al. (2002),
véase la Figura 3.3

YRecuerde que esta comparacién sélo es ilustrativa.
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Figura 5.22: Anomalias del flujo radiativo de onda larga emitido hacia el espacio exterior. El panel
superior muestra un extracto de la serie de anomalias para un periodo arbitrario de 22 anos. El panel
inferior muestra la distribucién de probabilidad de dichas anomalias (la cual es normal) para los 500

anos de simulacién. Caso de forzamiento radiativo aleatorio en la atmosfera.Caso de forzamiento
radiativo aleatorio en el océano.
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5.3. Parametrizacién estocastica de flujos de calor

En cuanto a la parametrizacién estocastica propuesta de los flujos de calor sélo vamos a
considerar una de ellas, la parametrizacion estocastica del flujo de radiacién de onda larga
emitido por la superficie del océano, L 1. El motivo de esto es que los resultados obtenidos
al considerar las parametrizaciones estocasticas de LE y L T son casi idénticos. Este hecho,
como se vera mas adelante, conduce a una nueva e interesante propuesta de investigacién.

La parametrizacion estocastica de L 1 (ecuacién (4.11)) considera que las variaciones de
este flujo se distribuyen normalmente alrededor de su valor de equilibrio determinista, véase
la Figura 5.23. La amplitud de las variaciones de L T es tal que permite que la variaciones
en las temperaturas T y T4 sean comparables a las observaciones (Figura 4.1). La razén de
tomar variaciones diarias grandes en este flujo es la misma que la considerada en los dos casos
explicados anteriormente (forzamiento radiativo aleatorio en la atmdsfera y en el océano).
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Figura 5.23: Flujo de radiacién de onda larga emitido por la superficie del océano (L 1). El panel
superior contiene la serie temporal de este forzamiento (en color verde para los valores diarios y
en color magenta para los promedios mensuales). En el panel inferior se muestra la distribucién
de probabilidad de ambas series, las cuales corresponden a una distribuciéon normal. El tiempo de
simulacién es de 500 afios.
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Analisis en tiempo

La respuesta producida en la temperatura de la capa de mezcla oceanica T y en la
temperatura atmosférica Ty por la parametrizacién estocastica de L T es muy desigual en
ambas. Por un lado T4 presenta variaciones rapidas con intensidades maximas diarias de
1.21°C y mensuales de 0.53°C, aproximadamente, mientras que 7T exhibe variaciones de
periodo un poco mas largo, con intensidades maximas diarias de apenas 0.12°C y mensuales
de 0.07°C, aproximadamente (Figura 5.24)%.
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Figura 5.24: Evolucién de las temperaturas de la capa de mezcla ocednica Ty y de la atmosfera
T4. Se incluyen las series diarias y mensuales para ambas temperaturas. Caso de parametrizacién
estocdstica del flujo de radiacién de onda larga emitido por la superficie del océano.

Aparte del hecho ya bien establecido de que la temperatura de la atmodsfera es més variable
(tiene un comportamiento mas erratico) que la temperatura de la capa de mezcla ocednica,
la parametrizacion estocastica propuesta del flujo L 1 produce varios resultados interesantes.
El primero de ellos se refiere al hecho de que Ty y T4 estan correlacionados negativamente
(rp = —0.8561), vea la Figura 5.25(a). La explicacién de este comportamiento es muy simple:
Considere una version discretizada sencilla de las ecuaciones que gobiernan a las temperaturas
de la atmoésfera y de la capa de mezcla ocednica (ecuaciones (4.20) y (4.21)) en la que los

20A1 igual que en los casos anteriores ambas series de temperatura son homogéneas y se distribuyen de
manera normal alrededor de sus valores en el equilibrio determinista (Figura 5.27).
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términos deterministas son nulos (f4 = fs = 0), esto es,

2
%—gim + gaAW,

p
AT, = TgﬁAt + gs AW,

AT, = —

donde g4 = 10T} /R4y gs = —10T*/Rs. Al combinar estas ecuaciones se obtiene
R
AT, = —?AATA, (5.8)

la cual explica la correlacién negativa entre Ty y T4 y la amplitud relativa de sus variaciones,
dadas por el cociente R4/ R, (=~ 0.85)%!.

(b)
2
20
7 -1
a
-2
=3[ —T, —T,

10 20 30 40 50
Dia

Figura 5.25: (a) Correlacién entre las anomalias estandarizadas de Ts y T4 y (b) Anomalias estan-
darizadas de las temperaturas de la atmdsfera y de la capa de mezcla oceanica para los primeros 50
dias de simulacién. Caso de parametrizacién estocastica del flujo de radiacién de onda larga emitido
por la superficie del océano.

En vista de los resultados anteriores y con el fin de analizar la relacion entre Ty y T,
esto es, su persistencia a corto y largo plazo, en la Figura 5.26 se muestran las anomalias
estandarizadas de —T'4 y T.

De las Figuras 5.25(b) y 5.26 se puede ver que la variabilidad de corto plazo es similar para
ambas temperaturas (aunque un poco mayor para T4, ya que sus variaciones en términos
de desviaciones estdndar son un poco mas significativas que para Tj). Sin embargo, con
respecto a la variabilidad de largo plazo no es posible identificar si ésta es similar para ambas
temperaturas, lo mas que se puede decir al analizar la Figura 5.26 es que la variabilidad
de largo plazo es mayor para la temperatura de la capa de mezcla ocednica. Informacién

21Este mismo fenémeno de anticorrelacién entre T4 y Ty surge también al considerar una parametrizacion
estocastica del flujo turbulento de calor latente LE. La explicacién dada aqui del origen de la anticorrrelacion
entre Ts y T4 y de la magnitud de sus variaciones también se aplica a dicho caso.
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Figura 5.26: Anomalias estandarizadas de las temperaturas de la capa de mezcla ocednica (Ty) y de
la atmdsfera (T'4). Caso de parametrizacién estocéstica del flujo de radiacién de onda larga emitido
por la superficie del océano.

adicional para describir la variabilidad de largo plazo en ambas temperaturas se obtendra al
graficar sus espectros.

Siguiendo con el andlisis en tiempo, en la Figura 5.27 se presentan los histogramas nor-
malizados para las temperaturas de la capa de mezcla ocednica y de la atmdsfera. Debido a
que las variaciones de T son muy pequenas, la densidad de probabilidad para ella es mucho
mas grande que para T4, aproximadamente 11 veces mayor, que es el factor entre R, vy R4.
Por dltimo, en la Figura 5.28 se muestra la funcion de distribucién de probabilidad para
ambas temperaturas (obtenidas al resolver la ecuacién estacionaria de Fokker-Planck). Ya
que en este caso se tiene una ecuacion diferencial estocastica para T, y T4 se resolvié dicha
ecuacién para ambas temperaturas. Para efectos ilustrativos se incluyen en la misma figura
los potenciales asociados a cada temperatura.
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Figura 5.27: Histogramas normalizados para las temperaturas de la capa de mezcla ocednica (Ty)
y de la atmésfera (7). Caso de parametrizacién estocastica del flujo de radiacién de onda larga
emitido por la superficie del océano.
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Figura 5.28: Funcién de distribucién de probabilidad estacionaria para la temperatura de la capa
de mezcla (T;) y de la atmésfera (7). Note la correspondencia exacta entre los minimos de los
potenciales y los maximos de las distribuciones de probabilidad, asi como la simetria de ambos
dentro del dominio considerado. Caso de parametrizacion estocastica del flujo de radiacién de onda
larga emitido por la superficie del océano.
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Andlisis en frecuencia

El siguiente aspecto a considerar es el analisis en frecuencias. Primeramente se ajustaron
procesos autorregresivos a las series de anomalias estandarizadas de T y T4 utilizando sus
FAC y FACP, para posteriormente comparar los espectros de Fourier de dichas anomalias
contra los espectros tedricos de los procesos autorregresivos estimados.

La FAC y FACP de las anomalias estandarizadas de T y T4, mostradas en la Figura 5.29,
indican que un proceso AR (1) es util para describir ambas temperaturas. Los resultados de
la estimacion de dichos procesos estan contenidos en los Cuadros 5.7 y 5.8.
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Figura 5.29: Funcién de autocorrelaciéon y funcién de autocorrelacion parcial para las anomalias
estandarizadas de Ty y T4. Para los coeficientes de la FACP se incluye una regiéon de no rechazo
al 95% de probabilidad dada por +1.96/v/Nr (lineas negras punteadas). Caso de parametrizaciéon
estocdstica del flujo de radiacién de onda larga emitido por la superficie del océano.

Estas estimaciones indican que ambas temperaturas tienen valores similares de memoria
¢1 v de desviacion estandar de ruido blanco o. La temperatura 7'y posee un término de
memoria un poco menor que 7T y una mayor desviacién estandar de ruido blanco. Esto se
traduce en una menor persistencia en peridos largos y mayor variabilidad en periodos cortos
para la temperatura atmosférica en relacion a la temperatura de la capa de mezcla oceanica.
Estas caracteristicas estan confirmadas por los espectros de Fourier de ambas temperaturas
(panel inferior de la Figura 5.30).
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Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— o) 0.000033 0.009588 0.003446 0.9973
01 0.887486 0.001079 822.700300 0.0000
o 0.460837
R? 0.787629
R? ajustada 0.787628
Estadistico F' 676835.8
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.12

81

Cuadro 5.7: Estimacién del modelo autorregresivo AR (1) para Ts. Caso de parametrizacién es-
tocastica del flujo de radiacién de onda larga emitido hacia la atmédsfera L 1.

Variable Coeficiente | Error estandar | Estadistico t | Probabilidad
w(l— 1) -0.000018 0.007943 -0.002282 0.9982
01 0.840186 0.001269 661.855900 0.0000
o 0.542300
R? 0.705911
R? ajustada 0.705909
Estadistico F' 438053.2
Prob(Estadistico F') 0.000000
Raices AR 1.19

Cuadro 5.8: Estimacién del modelo autorregresivo para AR (1) T4. Caso de parametrizacion es-
tocastica del flujo de radiacién de onda larga emitido hacia la atmosfera L 1.

A pesar de que existe una fuerte correspondencia entre las temperaturas de la capa de
mezcla oceanica y de la atmésfera, hay una caracteristica que salta a la vista, y es que los
procesos autorregresivos estimados no describen adecuadamente la variabilidad de largo plazo
(frecuencias < 0.3/ano) para ambas temperaturas (paneles superiores de la Figura 5.30). Este
comportamiento sugiere la presencia de mecanismos de retroalimentacién complejos en los
procesos que rigen las temperaturas de la capa de mezcla oceanica y de la atmoésfera. El factor
que determina la persistencia de largo plazo en un proceso AR (1) es el término de memoria
¢1, el cual estd modificado de la versién simple de un proceso AR (1) por los términos de
acoplamiento entre T y T)4. En particular la ecuacién que gobierna la temperatura de la capa
de mezcla oceanica tiene ruido dependiente del sistema, lo cual introduce una reformulacion
en la dindmica determinista que la rige (ecuacién (4.21)), mientras que en la ecuacién para
la temperatura de la atmdsfera esto no ocurre (ecuacion (4.13)). Esta estructura del ruido es
la que provoca la forma especifica de los espectros.
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Figura 5.30: Panel superior. Espectro de Fourier crudo de las series de anomalias estandarizadas
de Ts y T'a. En lineas de color se indica el espectro muestral, en lineas negras sélidas el espectro del
proceso autorregresivo estimado, y en lineas negras discontinuas el intervalo de confianza al 95 %
de probabilidad. Panel inferior. Espectros de Fourier suavizados (con 25 espectros replicados) de
las series de anomalias estandarizadas de Ty y T'4. Solo se incluye el espectro tedrico del proceso
autorregresivo estimado para Ty y su respectivo intervalo de confianza al 95% de probabilidad.

Estos resultados denotan diferencias claras entre la dindmica asociada a ruido aditivo (pri-
meros dos casos del modelo estocéstico) y ruido multiplicativo (parametrizacion estocdstica
de los flujos de calor). El anédlisis demuestra que cuando el sistema es forzado con ruido
aditivo éste puede ser descrito de manera razonable, a primer orden de aproximacion, por
procesos AR (1) 6 AR (2); mientras que en el sistema forzado con ruido multiplicativo esta
aproximacion no resulta tan satisfactoria, es decir, la descripcién del sistema involucraria
modelos ARM A de orden més alto o modelos no lineales.

Al igual que la parametrizacién estocastica de L T, la parametrizacion estocastica del
flujo turbulento de calor latente LE (Subseccién 4.1.4) origina variaciones casi idénticas en
las temperaturas T y T'4, tanto en estructura como en intensidad, que las provocadas por la
parametrizacion estocastica de L 1. Estas similitudes comprenden, ademas, la anticorrelacion
entre ellas y resultados casi idénticos del andlisis en frecuencias. Esto es, todo el anélisis
desarrollado aqui se aplica indistintamente en ambos casos.

Estos resultados plantean una interrogante: ;Cudl es el mecanismo que provoca que la
respuesta del sistema climatico sea la misma para los dos tipos de parametrizaciones es-
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tocasticas de flujos de calor? El estudio y explicacion de este mecanismo estd mas alla de los
objetivos de este trabajo y constituyen una nueva propuesta de investigacion. Sin embargo,
se propone que la respuesta a esta pregunta debe discernir entre dos aspectos: investigar si
dicho mecanismo es debido a procesos de retroalimentacion entre las temperaturas del océano
y de la atmosfera, o si es ocasionado por la manera de parametrizar dichos flujos de calor,
esto es, por la estructura matematica propuesta para dichas parametrizaciones.

Flujos de calor en el sistema océano-atmédsfera

En la Figura 5.31 se puede apreciar la evolucién temporal de los flujos de calor en el
sistema océano-atmosfera. El flujo turbulento de calor sensible H, aparte del flujo L 1, es el
que presenta la mayor variabilidad.
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Figura 5.31: Evolucién de los flujos de calor en el sistema océano-atmdsfera. Los valores estan
dados en porcentajes de la insolaciéon media global I. Caso de parametrizacién estocastica del flujo
de radiacién de onda larga emitido por la superficie del océano.

Por otro lado, la variabilidad del flujo de radiaciéon de onda larga emitido hacia el espacio
exterior, Ly, presenta oscilaciones netas de aproximadamente 2 W/m? que se distribuyen
normalmente, véase la Figura 5.32. En este caso la intensidad encontrada para las anomalias
de dicho flujo dista de las reportadas por Wielicki et al. (2002).



84

5 Resultados y discusién: Modelo climético estocastico

(W/m?)
H

out
o
(@) ]
=

Anomalias L
|

| ©

oo

| | | | | | | |
120 122 124 126 128 130 132 134 136 138 140 142
Afo

Probabilidad
H
[N o1

T T

o
2
T

0 1 | - - | 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Anomalias Lot (W/mz)

Figura 5.32: Anomalias del flujo radiativo de onda larga emitido hacia el espacio exterior. El panel
superior muestra un extracto arbitrario de 22 anos de la serie de tiempo. El panel inferior muestra su
distribucién de probabilidad para todo el periodo de simulacién (500 anos). Caso de parametrizacion
estocastica del flujo de radiacién de onda larga emitido por la superficie del océano.



Capitulo 6

Conclusiones

Dentro del desarrollo del trabajo de tesis se estudio y desarrollé un modelo climatico de
balance de energia uno-dimensional, globalmente promediado, que acopla la atmosfera y el
océano. La solucion del océano profundo se obtuvo al resolver numéricamente la ecuacion de
adveccidn-difusion mediante un nuevo esquema de discretizacion, mas estable y preciso que
los esquemas tradicionales, el cual nos permitio especificar a la velocidad de adveccion y al
coeficiente de difusion como cualquier funcién del espacio y del tiempo.

La version determinista del modelo climatico se utilizé para reproducir los valores medios
de la temperatura (tanto atmosférica como oceédnica) y de los flujos de calor dentro del siste-
ma. Asimismo se empled para representar la respuesta simple esperada en temperatura por
el cambio en el forzamiento radiativo debido a un incremento en los gases de efecto inverna-
dero. Los resultados mostraron que el modelo posee una sensibilidad climatica comparable a
la exhibida por modelos de complejidad mas alta, como los utilizados en el Cuarto Informe
de Evaluacién del IPCC.

Las caracteristicas de las que goza el modelo lo convierten en una herramienta practica
para realizar estudios de sensibilidad climéatica, en particular la determinada por fluctuaciones
deterministas y aleatorias en el balance de energia del sistema océano-atmésfera.

Por otro lado, la formulacion estocéastica del modelo climatico nos permitié obtener series
de temperatura que exhiben variaciones comparables a las observadas. Se encontré que la
temperatura del océano posee una mayor persistencia que la temperatura de la atmosfera.
Esta observacién resalta la diferencia entre ambas componentes del sistema climatico: la
atmosfera corresponde a la componente que evoluciona en periodos de tiempo de corto y
mediano plazo, mientras que el océano corresponde a la componente que evoluciona en el
largo plazo. Al representar ciertos procesos no resueltos en el sistema climatico mediante ruido
en las ecuaciones diferenciales que lo gobiernan, se verificé que la persistencia climatica (en
temperatura) puede ser descrita, a primer orden de aproximacion, por un proceso puramente
aleatorio: procesos autorregresivos de primer o segundo orden. Es decir, se verifico el resultado
de Hasselmann segun la cual la variabilidad de baja frecuencia en el sistema climatico es el
resultado de la respuesta integrada del sistema forzado con variaciones de corto plazo.
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Las conclusiones obtenidas del analisis del modelo climatico estocéstico ponen de ma-
nifiesto las diferencias entre la respuesta inducida por forzamiento con ruido aditivo y con
ruido multiplicativo. El forzamiento con ruido multiplicativo produjo variaciones de tempe-
ratura con amplitudes muy pequenas, pero con estructuras en frecuencia més ricas que las
correspondientes al forzamiento con ruido aditivo. Esto iltimo debido muy posiblemente a la
presencia de mecanismos de retroefecto complejos en la dinamica que rige a la temperatura
del océano. Dichos mecanismos de retroefecto serian el resultado de las modificaciones hechas
al término determinista de la ecuacion que gobierna al océano, las cuales estan especificadas
por el calculo Stratonovich.

Un resultado original y atractivo es una derivacion heuristica para calcular el potencial
asociado a una ecuacién diferencial estocastica general uno-dimensional. Conocer la forma
explicita del potencial es importante ya que nos da una idea clara del desarrollo de las distintas
variables climaticas, incluso antes de resolver la ecuacion diferencial estocastica respectiva.

La metodologia utilizada en este trabajo es 1til para entender la dinamica que esta
detras de los procesos que determinan el comportamiento de las diversas variables climaticas,
aunque no proporciona una descripcion detallada del sistema climatico.

Finalmente, entre las principales perspectivas sugeridas a partir de la realizacion de este
trabajo se listan las siguientes:

1. Usar multiples fuentes de ruido para estudiar la variabilidad de la temperatura global.
Esto con el objetivo de ver el efecto combinado de considerar diferentes procesos fisicos
que evolucionan aleatoriamente.

2. Emplear procesos de Lévy (Penland y Ewald, 2008). En lugar de utilizar la aproximacién
usual de ruido blanco gaussiano para representar procesos no resueltos en el sistema,
se plantea utilizar procesos de Lévy, los cuales tienen la caracteristica de presentar
saltos ocasionales. Esto proporcionaria una mayor riqueza a nuestro modelo numérico,
y posiblemente mejoraria la descripcién del sistema climatico.

3. Ademas se propone modificar el mecanismo de retroefecto asociado a la corriente ter-
mohalina! para volverlo més significativo, y entonces estudiar el efecto que tendrian
variaciones deterministas y aleatorias de la temperatura del fondo del océano sobre la
temperatura global. Con el mismo fin también se plantea realizar parametrizaciones
estocasticas de la velocidad de adveccién y del coeficiente de difusion.

4. Otro punto de investigacién considera la formulacion de un modelo regional para la
Repiblica Mexicana sujeto a un potencial de doble pozo (un sistema biestable con
forzamiento estocastico), el cual pueda ser utilizado para realizar estudios de precipita-
cién. Esto es, un modelo que nos permita reproducir satisfactoriamente la alternancia
observada entre temporadas de lluvias y sequias.

'El flujo de calor advectivo asociado a la evolucién de la temperatura de la capa de mezcla oceanica, Ts.
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Apéndice A
Ecuacion de adveccion-difusion

En este capitulo se recopilan algunos conceptos clave del esquema de discretizacion de la
ecuacién de adveccion-difusion, los cuales fueron tomados del trabajo desarrollado por Grima
y Newman (2004).

La ecuacion de adveccién-difusion EAD proporciona una representaciéon continua (ma-
croscopica) de sistemas cuya dindmica subyacente combina movimiento Browniano (difusién)
con alguna forma de deriva determinista (adveccién). La EAD general tiene la forma

O =V - (kVy) =V - (1), (A1)

donde el campo 1 describe el nimero de densidad de “particulas”. En principio el coeficiente
de difusién k (Z,t) y el campo de velocidad U (Z,t) pueden depender del campo de densidad
.

A pesar de su aparente simplicidad el término de adveccion es extremadamente dificil
de manejar. Hay dos grandes retos: a) estabilidad, la cual puede ser mejorada usando una
variedad de métodos implicitos, y b) exactitud, la cual es una cuestién delicada, requiriendo la
mejor forma posible de discretizacién espacial. Con respecto a la estabilidad se han usado los
esquemas de Crank-Nicholson/ADI, métodos de paso fraccional y el método Lax-Wendroff.
La cuestion de precision ha recibido menos atencién con dos esquemas de discretizacién
espaciales (y sus variantes inmediatas): la expansién simple de Taylor y el esquema upwind.
Tal como lo refieren Grima y Newman (2004), uno de los resultados principales de su trabajo
es la derivacion de un nuevo esquema de discretizacion, el cual es fisicamente atractivo, simple
de aplicar en todas las dimensiones y mas preciso que aquellos actualmente en uso.

Muchos algoritmos numéricos diseniados para integrar una ecuaciéon como (A.1) tratan los
términos de adveccion y difusion separadamente. Al discretizar dicha ecuacién se deben man-
tener exactamente dos propiedades fundamentales de la ecuacién. Estas son la no negatividad
de ¢ y su conservacion espacial,

/vw (Z,t) d®z = cte. (A.2)
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90 A Ecuacién de adveccién-difusion

La esencia de este nuevo esquema de discretizacién consiste en transformar la ecuacion
(A.1) de modo que nos permita escribir de manera simple una forma discreta de ésta. Para
ello se introducen dos variables escalares p (U,t) y ¢ (¥,t) definidas mediante las relaciones:

k=pq, (A.3)
v = qVp—pVg, (A.4)
con lo cual (A.1) toma la forma explicita
o)
5 =V 0aVY) = V- [¥(aVp - pVa)]. (A.5)

Al diferenciar esta expresién se obtiene una ecuacion cuyas derivadas espaciales aparecen solo
como Laplacianos,
o

ot V2 (qy) — gV, (A.6)

la cual es facil de discretizar.

El Laplaciano discreto esta definido via
. 1
VED(T) = 33> (D; = Dy), (A7)
J

donde la sumatoria es sobre los vecinos mas cercanos j del punto de malla 7, que corresponde
a la posicién del continuo de . El parametro h corresponde al ancho de malla especificado.
De este modo el esquema correspondiente a (A.6) se puede escribir como

i
ot

!/

=D (Rimithy = Risyyth) (A.8)

J

donde se ha definido la razon de transicion para “saltar” del sitio ¢ al sitio j como

Una vez que las funciones p y ¢ estan determinadas el algoritmo discreto (A.8) queda
completamente especificado via la razén de transicion dada anteriormente. En el caso uno-
dimensional es posible integrar exactamente las ecuaciones (A.3) y (A.4) para encontrar las
funciones auxiliares p y ¢ en términos del coeficiente de difusion y la velocidad de adveccién
fisicamente relevantes. Se encuentra que

p(28) = CVE (06, S(zt) = %/dngi’ 2 (A.10)

donde C' es una constante de integracién y ¢ = k/p. La razén de transicién es facilmente

evaluada de (A.9) para dar
Vkik;
Risj =73 L= (5i=55), (A.11)




Apéndice B
Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este capitulo se revisaran puntualmente algunos de los conceptos mas relevantes rela-
cionados a las ecuaciones diferenciales estocasticas y a la ecuaciéon de Fokker-Planck. La
descripcién de ambos puntos fue tomada de Jacobs (2010: Capitulos 3, 4, 5 y 7) y abarca
los temas: definicién de los procesos estocdsticos, ruido blanco, célculo estocastico (Ito y
Stratonovich) y la ecuaciéon de Fokker-Planck.

B.1. Ecuaciones estocasticas con ruido Gaussiano

Una ecuacién diferencial estocastica (EDE) para x es una ecuacién que nos dice cémo
cambia x en cada paso de tiempo infinitesimal dt cuando el incremento en x es una varible
aleatoria (v.a.).

Considere una ecuacién discretizada en el tiempo

t,=nAt, n=0,1,2,...,00
At =t,1 —ty
Ar=x(t+At) —x(t) =x (tpe1) — 2 (ty) = Tpyi1 — Ty

en la cual el cambio en x, Az, es la suma de un término proporcional a x, y un término
impulsor que es independiente de x. Haremos este término impulsor una funcién del tiempo,
dandole asi la libertad de ser diferente en tiempos diferentes. La ecuacién en diferencias para

o Az (t) = (t,) At + f () At, (B.1)

donde f (t,) At es el término impulsor. Dado el valor de z al tiempo t,, el valor al tiempo
tn+1 €s
z(ty 4+ At) = 2 () + 2 (t,) At + f (t,) AL. (B.2)

Si conocemos el valor de x a t = 0, entonces

 (At) = 2 (0) (1 + At) + £ (0) At. (B.3)
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92 B Ecuaciones diferenciales estocasticas

. Qué sucede si el término impulsor, f (¢,) At, es aleatorio en cada tiempo t,,? Esto significa
reemplazar f (¢,) con una v.a., y,, en cada tiempo t,. Entonces la ecuacién en diferencias
seria

Ax (t,) =z (t,) At + y,At, (B.4)

la cual es llamada una ecuacion estocastica en diferencias. Esta ecuacién dice que en cada
tiempo t,, seleccionamos un valor para la v.a. y, (muestreado de su densidad de probabilidad)
y sumamos y,At a x (t,) At. Esto significa que ya no podemos predecir exactamente el valor
de x en algin tiempo futuro 7', sino hasta que lleguemos a ese tiempo y que todos los valores
de los incrementos aleatorios hasta 7" hayan sido determinados.

En cada tiempo la solucién de una ecuacion estocastica en diferencias, « (¢,), es una v.a. y
ésta v.a. cambia en cada paso de tiempo. Por lo tanto, para resolver dicha ecuaciéon debemos
determinar la densidad de probabilidad para = en todos los tiempos futuros. Ya que z (¢,) es
una funcién de todos los incrementos de ruido y,, asi como de z (0), esto significa calcular la
densidad de probabilidad para x desde las densidades de probabilidad para los incrementos
de ruido (y desde la densidad de probabilidad para z (0) si ésta también es aleatoria).

Las EDEs son obtenidas al tomar el limite At — 0 de las ecuaciones estocasticas en
diferencias. Asi, la solucién de una EDE también es una densidad de probabilidad para el
valor de x en cada tiempo futuro ¢. Sin embargo, no siempre es posible encontrar una expresion
de forma cerrada para la solucion de una EDE, pero para algunos casos simples si es posible.
Para ecuaciones estocasticas que no pueden ser resueltas analiticamente se deden utilizar
los métodos numéricos. Un proceso que fluctia aleatoriamente en el tiempo es llamado un
proceso estocastico y las EDEs estan impulsadas por procesos estocasticos. Los incrementos
aleatorios que impulsan una EDE son referidos también como ruido. Ademas de obtener la
densidad de probabilidad para x a los tiempos futuros t,, también podemos preguntarnos
c¢émo evoluciona x con el tiempo dado un conjunto especifico de valores para los incrementos
aleatorios y,,. Un conjunto de valores de los incrementos aleatorios (valores muestreados de sus
densidades de probalidad) es llamado una realizacién del ruido. Una evolucién particular de z
dada una realizacién especifica de ruido es llamada una trayectoria muestral para . Ademas,
si se quiere saber la densidad de probabilidad para = a tiempos futuros puede ser 1til conocer
también qué propiedades tienen las trayectorias muestrales de x. Por lo tanto, la solucién
completa a una EDE es justamente el conjunto completo de todas las trayectorias muestrales
posibles, y las probabilidades para todas estas trayectorias, pero usualmente no necesitamos
conocer toda esta informacién. Usualmente todo lo que necesitamos conocer es la densidad
de probabilidad para z en cada tiempo, y cémo esta correlacionado z a un cierto tiempo
consigo mismo a otro tiempo. Ya que la solucién a una EDE, z (), varfa aleatoriamente en
el tiempo, ésta es un proceso estocastico.

B.1.1. Incrementos Gaussianos y el limite del continuo

Las EDEs examinadas aqui estan impulsadas por ruido Gaussiano. Por ruido Gaussiano
queremos decir que cada uno de sus incrementos tiene una densidad de probabilidad Gaus-
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siana. Consideremos el caso

Az (t,) = y,At.

Ya que el ruido Gaussiano es usualmente llamado ruido de Wiener, llamaremos al incre-
mento aleatorio AW,, = y,At. La ecuacion diferencial discreta para x es entonces

Az (t,) = AW, (B.5)

Cada incremento de Wiener es completamente independiente de todos los otros, y todos
tienen la misma densidad de probabilidad dada por

P(AW) = ﬂ;_g e~ (BW)/(20%) (B.6)

Esta es una densidad Gaussiana con media cero, y escogemos la varianza a ser 02 = V = At.
Dicha eleccion de la varianza para el incremento de Wiener es muy importante, y pronto
veremos porqué. Comtinmente denotamos un incremento de Wiener en algtin paso de tiempo
At simplemente como AW, sin referencia al subindice n. Esta notaciéon es conveniente ya
que todos los incrementos aleatorios tienen la misma densidad de probabilidad, y aunque son
independientes entre si, son en ese sentido idénticos.

Iniciando con z (0) = 0 tenemos la solucién

T, =z (nAt) = nz_:AVVi. (B.7)

1=0

Ahora necesitamos calcular la densidad de probabilidad para z,. Sabemos que la densidad
de probabilidad de x,, es Gaussiana (ya que es la suma de varias v.a. Gaussianas). También
sabemos que la media y varianza de z,, es la suma de las medias y varianzas de las AW;, ya
que todas las AW, son independientes. Por lo tanto tenemos

V (z,) = nAt, (B.9)
y también
Play) = o e=si/@V) L —ai/nan (B.10)

27V vV 2mnAt '

Ahora necesitamos movernos de las ecuaciones en diferencias a las ecuaciones diferenciales.
Resolveremos (B.5) para un tiempo futuro 7', con N pasos discretos de tiempo (cada paso
de tiempo es At = T'/N). La solucién x (T') es ahora

N—-1 T

z(T)= lm Y AW, = [ dW (t) =W (T). (B.11)

N—oo
i=0 0
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Aqui definimos una integral estocéstica, W (T") = fOT dW (t), como el limite de la suma de
todos los incrementos del proceso de Wiener. Por lo tanto una integral estocéstica es una v.a.
En muchos casos podemos calcular la densidad de probabilidad para la v.a. z (T'). En este
caso esto se realiza facilmente ya que sabemos que la densidad de probabilidad para z (T)
es Gaussiana. Debido a esto, sélo necesitamos calcular su media y su varianza. La media es
cero, ya que todas las v.a. en suma tienen media cero. Para calcular la varianza resulta que
no necesitamos tomar el limite cuando N — oo ya que los factores N salen de la expresién

N-1 N-1 T
Viz(T)) = V (AW;) = At =NAt=N—=T. B.12
(z (T)) 2 (AW;) ;) I (B.12)

La densidad de probabilidad para W (T') es
PW(T)) = P(x(T)) = P (2,T) = — ¢~2/(2D) (B.13)

\V2rT

Note que cuando escribimos la integral sobre los incrementos de Wiener, hemos incluido ¢
explicitamente como un argumento de dWW, solo para indicar que dW cambia con el tiempo.
Comunmente quitamos la dependencia explicita de dW de t, y solo escribimos la integral
estocéstica como

T
W(T) = / dw. (B.14)
0
El proceso de Wiener es definido como W (T'), mientras que dI¥ es un incremento del proceso
de Wiener.

. Qué sucederia si elegimos V [AW (At)] a ser alguna potencia de At? Sea, por ejemplo,
V [AW (At)] = (At)”, entonces

N-1

Z V(AW => (A A =N (%)a = NU=oe, (B.15)

=0

Ahora tomemos el limite del continuo, N — oo, para obtener una EDE. Si o > 1 tenemos

lim V (z(T)) =T lim N~ =, (B.16)
N—oo N—oo
y cuando « < 1 tenemos
lim V (z (T)) = T lim NU~% - oo, (B.17)
N—o0 N—oo

Ninguna de estas tiene sentido para el propdésito de obtener una EDE que describa un sistema
real impulsado por ruido. Entonces estamos forzados a escoger « = 1y de aqui V' (AW') o< At.

Cuando trabajamos en el limite del continuo los incrementos Gaussianos dWW son referidos
como infinitesimales. Una EDE general para una sola variable z (¢) es escrita como

de = f(z,t)dt + g (x,t) dW. (B.18)
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Ya que la varianza de dW debe ser proporcional a dt, y ya que cualquier constante de
proporcionalidad puede ser siempre absorbida en g (z,t), se elige V (dW) = dt. Por tanto
podemos escribir la densidad de probabilidad para dWW como

o~ (dW)?/(2dt)
T

,Porqué ruido Gaussiano?

Este ruido es muy importante porque es muy comun en sistemas fisicos. La razén de ello
es debida al teorema central del limite. El teorema central del limite dice que si se suman
muchas v.a. independientes, entonces la densidad de probabilidad de la suma serd cercana
a una Gaussiana. En el limite de sumandos infinitos la densidad de probabilidad tiende
exactamente a una Gaussiana. La unica condicién sobre las v.a. es que todas ellas tengan
varianza finita.

Ahora considere ruido en un sistema fisico. Este ruido es usualmente el resultado de mu-
chos eventos aleatorios que suceden a nivel microscépico. Estos pueden ser los impactos de
moléculas individuales, la fuerza eléctrica de muchos electrones moviéndose aleatoriamente
en un conductor, etc. La fuerza total aplicada por estas particulas microscépicas es la suma
de las fuerzas aleatorias aplicadas por cada una. Debido a que la fuerza total es la suma sobre
muchas v.a., ésta tiene una densidad de probabilidad Gaussiana (siempre y cuando las v.a.
sean independientes). Ya que las fluctuaciones microscépicas son usualmente rapidas com-
paradas al movimiento del sistema, podemos modelar el ruido como si tuviera una densidad
de probabilidad Gaussiana en cada paso de tiempo At, donde At es pequeno comparado a
las escalas de tiempo en las que se mueve el sistema. De hecho, suponer que los incrementos
de ruido son completamente independientes uno del otro de un paso de tiempo infinitesimal
al siguiente es realmente una idealizacion que no es cierta en la practica. Sin embargo, esta
aproximacion funciona muy bien.

Desde un punto de vista matematico, los procesos de ruido simple en los cuales el incre-
mento aleatorio en cada intervalo de tiempo dt es independiente de todos los incrementos
aleatorios previos, usualmente seran Gaussianos por la misma razén. Esto es debido a que
el incremento aleatorio en cada intervalo de tiempo pequeno pero finito At es la suma sobre
el nimero infinito de incrementos para los intervalos infinitesimales dt que hacen dicho in-
tervalo finito. Hay dos excepciones a esto. Una son los procesos en los cuales el incremento
aleatorio en un paso de tiempo infinitesimal dt no es necesariamente infinitesimal. Las trayec-
torias muestrales de tales procesos realizan saltos instantaneos y discretos de vez en cuando,
y por tanto no son continuos. Estos son llamados procesos de punto o de salto, los cuales
son demasiado comunes y tienen muchas aplicaciones. La otra excepcién, mucho méas rara
en la naturaleza, sucede cuando los incrementos del ruido permanecen infinitesimales, como
en el ruido Gaussiano, pero son extraidos de una densidad de probabilidad con una varianza
ininita (una que elude el teorema central del limite).



96 B Ecuaciones diferenciales estocdsticas

B.1.2. Calculo Ito

Cuando resolvemos ecuaciones diferenciales ordinarias somos capaces, en principio, de
ignorar los términos O (dt?) en los incrementos infinitesimales, lo que nos lleva a las reglas
usuales del célculo (también significa que cualquier ecuacién que escribamos en términos
de diferenciales dz y dt puede ser escrita alternativamente en términos de derivadas). Sin
embargo, la segunda potencia del diferencial estocastico dIW no es nula con respecto a dt, lo
cual lleva a aprender una nueva regla para la manipulacién de EDEs. Lo anterior conlleva a
que para escribir EDEs se deben usar diferenciales, y no derivadas.

Resolver una ecuacién diferencial involucra sumar los incrementos infinitesimales sobre
todos los pasos de tiempo dt. Para examinar si (dW)2 produce una contribucién no nula a
la solucion, debemos sumar (alVV)2 sobre todos los pasos de tiempo para un tiempo finito
T. Para hacer esto regresemos a una descripcién discreta, de manera que podamos escribir
explicitamente la suma y tomar entonces el limite del continuo.

La primer cosa a notar es que <(AW)2> =V (AW) = At, ya que (AW) = 0; entonces
el valor de expectacion de (AVV)2 no es nulo con respecto al paso de tiempo At, y asi la
suma de estos incrementos no serd nula cuando sumemos sobre todos los pasos de tiempo y
tomemos el limite infinitesimal. De hecho, el valor de expectacién de la suma de todos los
incrementos (dW)* desde 0 a T es simplemente T

</0T (dW)2> =/0T<(dW)2>=/OTdt:T. (B.20)

Ahora veremos qué es la varianza de la suma de todos los (AW)2. Como veremos, ésta se
reduce a cero en el limite del continuo, tal que la integral de todos los (dVV)2 no es aleatoria,
jsino deterministal

Para calcular explicitamente la varianza de fOT (alVV)2 hay que notar que, ya que
<(AW)2> = At, la varianza de (AW)? debe ser proporcional a (At)? (de hecho podemos
calcularla directamente usando la densidad de probabilidad para AW, siendo el resultado
Vv [(AW)z] — 2 (At)?). Entonces, la varianza de (AW)? es

V[(AW)’] =2(At)* = 1ER (B.21)
Entonces la varianza de la suma de todas las (AW)? es
N-1 N—-1 N—-1 72 T2
AW)?| = AW =) 2(A1)? =2N— =2—. B.22
v;< W) ;VR W] =2 280" = 2N g, =2 (B-22)
Y de aqui que en el limite continuo se tenga
N-1 T2 T
) 2| _ 1 91 2l =
dim Vv ZO (AW)*| = lim 2= =0, V UO (dW) } 0. (B.23)
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De la ecuacién anterior se deduce que fOT (OZVV)2 es determinista, y entonces que ésta es igual

a su media T,
/OT (dW)* = </0T (dW)2> =T= /OT dt, (B.24)
(dW)* = dt. (B.25)

El resultado sorprendente expresado por (B.25) es conocido oficialmente como lema de
Ito o regla de Ito. La regla de Ito es fundamental para resolver EDEs que contienen ruido
Gaussiano. Esta relacién es una desviacion de las reglas usuales del cédlculo. Esto significa
que siempre que (OZVV)2 aparezca en el proceso para resolver una EDE, éste no puede ser
descartado, asi como los términos (dt)z. Sin embargo resulta que todos los otros términos,
como los productos de la forma dt"dW™, son cero en el limite infinitesimal. Los tnicos
términos que contribuyen a la solucién de una EDE son dt, dW y (dW)z. Entonces, la regla
de Ito es la unica regla adicional que necesitamos conocer para manipular EDEs. El célculo
de las EDEs es llamado célculo Ito.

Integrales estocasticas Ito

Considere la siguiente integral estocastica

/f ) dW (s Z f(nAt) A (B.26)
(t

donde f (t) es una funcién determinista. La integral [
cero y varianza

) es una v.a. Gaussiana con media

_ /0 " (s) s (B.27)

Cada término en la suma discreta (B.26) contiene un incremento de Wiener para cada paso
de tiempo At, multiplicado por una funcién evaluada al inicio de este paso de tiempo. Este es
un resultado directo de la forma en la que hemos definido una EDE, de hecho, las soluciones
a EDEs, como las hemos definido, siempre involucran integrales en la cual el integrando es
evaluado al inicio de cada paso de tiempo. Hasta ahora esto no habia sido muy importante,
pero se volvera importante cuando el integrando sea una suma de incrementos de Wiener.
Por ejemplo, si f (t) fuera un proceso estocdstico, entonces ésta seria una funcién de todos
los incrementos AW; hasta el tiempo ¢. Asi que el hecho de que f (t) esté evaluada al inicio
del intervalo significa que, para cada término en la suma (B.26), AW, es independiente de
todos los incrementos que contribuyen a f (nAt). Debido a esto tenemos

(f (nAt) AW,) = (f (nAt)) (AW,,) =0, (B.28)

y asi (I (t)) = 0, aun si f(¢) es un proceso estocéastico. Esto es importante cuando se con-
sideran integrales estocasticas multiples y modelado con ruido multiplicativo en sistemas
reales.
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De hecho, existen otras maneras de definir EDEs tal que las integrales estocasticas resul-
tantes no estan definidas en términos de los valores del integrando al inicio de cada intervalo.
Por ejemplo, ellas pueden ser definidas en términos de los valores del integrando en el centro
de cada integral, e incluso al fin de cada intervalo. Ya que hay mas de una manera de definir
una integral estocastica, aquellas en las cuales el integrando esta evaluado al inicio de cada
intervalo son llamadas integrales estocésticas Ito, y las EDEs correspondientes ecuaciones
estocdasticas Ito. Las otras versiones de ecuaciones estocasticas son mas dificiles de resolver.
La principal alternativa a la integral estocéstica Ito es la integral Stratonovich. No obstante,
todas las formas alternativas de definir integrales estocasticas, y las correspondientes EDEs,

dan la misma clase de soluciones generales, y siempre es posible transformar los diferentes
tipos de EDEs a EDEs Ito.

B.1.3. Ruido blanco

Se sabe que la derivada del proceso de Wiener no existe, ya que el movimiento Browniano
no es diferenciable. Sin embargo, hay un significado en el cual la autocorrelacién de esta
derivada existe, y este hecho puede ser 1til como una herramienta de calculo. A beneficio del
argumento llamaremos a la derivada de la funcién de Wiener £ (t). Ya que los incrementos
del proceso de Wiener en dos intervalos consecutivos de tiempo dt son independientes entre
si, £ (t) debe de estar no correlacionado con si mismo cuando la separacién temporal es méas
grande que cero. Entonces debemos tener (€ (t) € (t + 7)) = 0si 7 > 0. Ademas, si intentamos
calcular (£ (t) £ (1)), obtenemos

9(0) = (€€ ) = Jim (SR ) = M, os (OWF) (B29)

1
(At) = lim — — 0.

Aly—{lo (At)? At—0 At

Una funcién que tiene esta propiedad es la funcién delta § (1), definida por la regla

/_OO f)o(t)dt= f(0), (B.30)

para cualquier funcién suave f ().

Ahora asumamos que & (t) es una fuente de ruido con la funcién de autocorrelacion
(€@)E(t+ 7)) =0 (7) e intentemos usar esta consideracion para resolver la ecuacién

dz = gdW. (B.31)

Sabemos que la solucién es z (t) = gW (t). Si& (t) existe entonces podemos escribir la ecuacién
estocastica como

dx

=g, (.32
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y la soluciéon es simplemente
t
x(t) = g/ ¢ (s)ds. (B.33)
0

Ahora calculemos la varianza de z (t). Esto es
Vo) = (¢ [e@as [coa) =g [ [eempae @y

t t t
:gQ/ / 5(s—v)dsdv:gQ/ dv = ¢°t,
0o Jo 0

lo cual es la respuesta correcta. También podemos calcular la funcién de autocorrelacion
two-time de z (t). Esto es

(x(t)x (t+7)) = <92 Otg(s) ds/OHTf(v) dv> = g2 /Ot /OHT(?(S—U) dsdv  (B.35)

:gQ/ dv = g*t,
0

lo cual también es correcto. Entonces hemos sido capaces de obtener la solucion correcta a la
ecuacion diferencial estocdstica asumiendo que € (t) = dW (t) /dt existe y tiene una funcién de
autocorrelacion . Esta técnica funcionara para cualquier ecuacion diferencial estocastica que
tenga ruido puramente aditivo, pero no funcionara para ecuaciones diferenciales estocasticas
en las cuales el ruido dW multiplique una funcién de cualquiera de las variables.

Considerando que el espectro de potencia de un proceso es la transformada de Fourier de
su funcién de autocorrelacion, el espectro de £ es siempre 1. Esto es, el espectro es el mismo
para todos los valores de frecuencia, y ya que el espectro contiene cantidades iguales de todas
las frecuencias, el proceso & (t) es referido como ruido blanco.

La razén de que podamos afirmar que £ (t) existe y usarla para resolver una ecuacién
estocéstica que contenga ruido aditivo, es que una ecuacion diferencial es un filtro que no deja
pasar frecuencias infinitamente altas: atin cuando £ (¢) tenga frecuencias infinitamente altas la
solucién a una ecuacion diferencial impulsada por £ () no las tiene. Siempre y cuando el ancho
de banda de la dindmica del sistema (esto es, las frecuencias que la ecuacién diferencial deja
pasar) sea pequeno comparado al ancho de banda de las frecuencias de una fuente de ruido
real que lo impulsa, el ruido blanco servira como una buena aproximacion a este ruido real.
Esto es el porqué podemos usar el proceso de Wiener para modelar ruido en sistemas reales.
La pregunta de porqué no podemos usar ¢ (t) (al menos como lo definimos anteriormente)
para modelar ruido real que no es aditivo es mas sutil, y sera discutida en la Seccion B.1.4.

B.1.4. Ruido multiplicativo e integrales Stratonovich

El ruido que es independiente del estado de un sistema se dice que es aditivo. Se puede
estar tentado a decir que el ruido multiplicativo deberia ser descrito al anadir un término
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proporcional a zdW a la ecuacion. Sin embargo, esto no es completamente correcto, hay una
sutileza aqui que debe ser investigada para tener la descripcion correcta.

La razon de la sutileza es que el ruido de Wiener, la base de nuestro tratamiento matemati-
co del ruido, es una idealizacién. Este asume que en cada intervalo de tiempo infinitesimal
(no importa cuan pequeno) el incremento debido al ruido es diferente (e independiente de)
del incremento en el intervalo previo. jEsto significa que el ruido tiene fluctuaciones que son
infinitamente rapidas! Ningun proceso fisico puede tener realmente esta propiedad, y asi los
procesos fisicos reales no pueden realmente ser ruido de Wiener. El proceso de Wiener es una
buena aproximacién a un proceso real fluctuante siempre y cuando éste tenga fluctuaciones en
un rango de frecuencia que sea ancho en comparaciéon al rango de frecuencia del movimiento
del sistema (Subseccién B.1.3). Esto es el porqué las EDEs que hemos estado estudiando son
utiles para describir sistemas fisicos. Sin embargo, resulta que hay méas de una forma para
definir una ecuacién estocastica en diferencias impulsada por incrementos aleatorios AW, y
asi mas de una manera para tomar el limite del continuo y obtener una EDE.

La ecuacién general Ito en diferencias es
Az = f(z,t) At + g (z,t) AW. (B.36)

Ahora, si definimos z,, = x (nAt), t, = nAt y el primer incremento aleatorio AW como
AW,, entonces podemos escribir la ecuacién como

Tp = Tp—1+ Axn—l
=Tp_1+ f (.f(fn_l, tn_1> At + g (In_l, tn_1> AWn_l. (B37)

La solucién general (obtenida al anadir repetidamente Ax,, al valor inicial de z, xy = z (0))
esta dada por

N-1 N-1
oy =2 (NA) =20+ > f(@nrtn) At + D g(an,tn) AW, (B.38)
n=0 n=0

Esta expresién no es muy 1til para encontrar una solucién explicita para x (NAt), ya que
para hacerlo tendriamos que sustituir repetidamente en las soluciones para xy_1, Ty_o, etc.
Esto darfa una expansion dificil de manejar y con un niimero infinito de términos cuando se
intente tomar el limite del continuo N — oo. Sin embargo, esto nos muestra como la integral
Ito, definida como

/Otg(() dw—hngxn,n Wi, (B.39)

aparece en la solucién para x (t).

El punto sutil al que se aludié arriba es que hay més de una manera de definir una integral
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estocastica del proceso de Wiener. Otra forma, referida como la integral Stratonovich es

st/o g(x(t),t)dW = lim z_: g(ﬂf((n—l-l)AQt)—l—x(nAt)

N—oo

, nAt) AW,

n=0

, — Tn+1 + T,
lfm > g ( T ) AW, (B.40)

N—o0 p— 2
donde hemos escrito la integral con un st para diferenciarla de la integral Ito. Ahora, si dW
fuera el incremento de una funcién suave bien comportada del tiempo, las integrales Ito y
Stratonovich serfan iguales, pero este no es el caso. De aqui que aparezca una ambigiiedad
cuando definimos la integral del proceso de Wiener, ;cudl deberiamos usar?

Antes de responder a la pregunta calculemos la relacion precisa entre los dos tipos de
integrales estocdsticas. Para entender de dénde viene la diferencia note que en la integral
Ito, en el n—ésimo paso de tiempo se tiene el valor de g (z,t) evaluada al incio del paso de
tiempo, multiplicando al incremento AW,,. El valor de g en este paso de tiempo es una funcién
de todos los incrementos previos, AW,,_1, AW, 5, ..., pero no del nuevo incremento AW,,.
Asi (AVVn)2 no aparece en el n—ésimo término. Sin embargo, en la integral Stratonovich el
n—ésimo término contiene el valor de g en el fin del intervalo para aquel paso de tiempo.
Esto significa que en cada paso de tiempo la integral Stratonovich contiene un término extra
proporcional a (AW,)?. Como mencionamos antes, esto no importaria si W (t) fuera una
funcién suficientemente suave (que es, diferenciable), ya que (AW,)” tenderfa a cero en el
limite del continuo. Sin embargo, el cuadrado del incremento de Wiener no es nulo en este
limite, sino igual a dt. Esto es lo que da lugar a la diferencia entre las integrales Ito y
stratonovich. Ahora calcularemos precisamente lo que es esta diferencia.

Primero consideremos z,, como la solucién a la ecuacién Ito
Ty = Tno1 + [ (Tny1, tag1) At + g (Tpp1, tagr) AW, 1. (B.41)

Esto significa que z,, es la solucién obtenida al usar la definicion Ito de una integral estocastica
(ecuacién (B.39)). Entonces notamos que el n—ésimo término en la integral Stratonovich es

A tn> AW, (B.42)

T, 1+xn
g<7+ ;

5 ,tn) AWn:g<xn+

Ahora expandimos g como una serie de potencias alrededor del punto (x,,t,). Para hacer la
notacién més compacta definimos g, = g (x,,t,). Tomando esta expansién a segundo orden

da
ALE'” Axn 8gn Axn 2829”
g<x+2 )g+<2)8:c+(2)8x2 (B43)
Como siempre, la razén de tomar esto a segundo orden es porque Az, incluye un término
AW,. Ahora usamos el hecho de que Ax,, = f (x,,t,) At+ g (z,,t,) AW, y recordando que
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(AW)* = At esto da

A, - fn09n g2 gn 9n O9n
g(mn+ 5 ,tn)—gn+<2 o + 4 1 D2 At + 5 Dz AW,,. (B.44)

Ahora hemos expresado la g que aparece en el n—ésimo término en la integral Stratonovich
enteramente en términos de la g, que aparece en la integral Ito. Sustituyendo esto en la suma
discreta para la integral Stratonovich nos permitird escribir inmediatamente esta suma en
términos de la integral Ito. El resultado es

N-1 T s N-—1 N-1 g ag
n+1 n n n
g —t, | AW, = E W AW, — At B.45
n=0 ! < 2 ’ ) n=0 ! ' 2 (9:17 ( )

Note que al hacer esto hemos eliminado los términos proporcionales a AtAW,,, esto esta bien
ya que, como (At)z, ellos son nulos en el limite del continuo. La primera suma en el lado
derecho es la suma familiar para la integral Ito, asi que tomando el limite del continuo tenemos

st/ (z(t),t)dW = / dW+2/O Wg(:c(t),t)dt. (B.46)

Ahora vemos que si definimos nuestra solucién a la ecuacién estocastica
de = f(x,t)dt + g (x,t)dW (B.47)

usando la integral Stratonovich en vez de la integral Ito, entonces la solucién, la cual llama-
remos y (t), serd

y /f dtﬁt/;g(y(t),t)czw

=y<o>+/0 [f<y<> s L0DD2GOD] gy [0, 0w

Pero esta seria la solucién que tendriamos si usamos la integral Ito para resolver la ecuaciéon
estocéstica

dy = <f+ y) dt + gdW. (B.48)

Entonces vemos que usando la integral Stratonovich como la solucién a una EDE es lo mismo
que resolver la ecuacién usando los métodos de la integral Ito pero cambiando el término
determinista f por f+ g/2-dg/0z.

Es posible derivar la relacion entre ecuaciones estocasticas vectoriales Ito y Stratonovich.
Considere la siguiente ecuacion estocastica vectorial

A(@,t)dt + B(7,1) W}, (B.49)
— A, (

dz; = A; (Z,1) dt+ZBw (Z,t)d (B.50)
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donde los z; son los elementos del vector &, A; son los elementos del vector ff, B;; son los

—
elementos de la matriz B, y los dW; son los elementos del vector dW, los cuales represen-
tan ruidos de Wiener mutuamente independientes. Si (B.50) es una ecuacién Stratonovich,
entonces la ecuacién Ito equivalente es

1 an

J

Pero, ;porqué hemos estado estudiando la integral Stratonovich? La razon es que cuando
consideramos ruido multiplicativo en un sistema fisico real, es la integral Stratonovich en
vez de la integral Ito la que aparece naturalmente: resulta que si tenemos una fuerza real
fluctuando, y tomamos el limite en el cual el ancho de banda de las fluctuaciones se vuelve
muy ancho (comparado a la escala de tiempo del sistema), es la integral Stratonovich la que
es el limite de este proceso, no la integral Ito. Por lo tanto, para tratar ruido multiplicativo
en sistemas fisicos debemos usar el siguiente procedimiento.

Cuando escribimos una ecuacién estocastica que describe la dindmica de un sistema im-
pulsado por ruido fisico cuya magnitud depende de el estado del sistema, ésta es una ecuacién
estocdstica Stratonovich. Ya que las ecuaciones Ito son mas faciles de resolver que las ecua-
ciones Stratonovich, transformamos la ecuacién Stratonovich a una ecuacion Ito antes de
proceder y entonces usamos el calculo Ito. Si el ruido es puramente aditivo, entonces las
ecuaciones Stratonovich e Ito son las mismas, y no se requiere transformacion.

B.2. La ecuacion de Fokker-Planck

Hasta ahora, para estudiar una ecuacion diferencial estocastica hemos encontrado la densidad
de probabilidad del proceso estocéstico respectivo. Hay un método alternativo, donde en vez
de eso se deriva una ecuacion diferencial parcial para la densidad de probabilidad del proceso
estocastico. Entonces se resuelve esta ecuacion para obtener la densidad de probabilidad
como una funcién del tiempo. Si el proceso esta impulsado por ruido Gaussiano, la ecuacién
diferencial para la densidad de probabilidad es llamada una ecuacion de Fokker-Planck.

Describir un proceso estocastico por su ecuacién de Fokker-Planck (EFP) no da un acceso
directo a tanta informaciéon como la EDE Ito, ya que esta no proporciona un método practico
para obtener las trayectorias muestrales del proceso. Sin embargo, ésta puede ser usada para
obtener expresiones analiticas de densidades de probabilidad estacionarias cuando éstas no
pueden ser obtenidas de la EDE.

B.2.1. Derivando la ecuacion de Fokker-Planck

Dado un proceso estocéstico z (t) con la ecuacién diferencial Ito

de = f(z,t)dt + g (z,t) dW, (B.52)
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la EFP puede ser derivada muy facilmente. Para hacerlo primero calculemos la ecuacién
diferencial para el valor medio de una funcién arbitraria h (x).

Usando la regla de Ito, la EDE para h (z) es

"= (32) o +; (ZQZ) (dz°) (B.53)
— (3;’) f () dt + (32};) (;v,t)dH (%) g (z,t)dW. (B.54)

Tomando medias en ambos lados de la ecuacidén diferencial tenemos

d(h) = <f(x,t) <Zz)>dt <92 (;’t) <%)>dt, (B.55)
va que (W) = 0. O alternativamente
o) (252(2)
(

_ /_Oo [f (2, 1) (Z—Z) L ;’t) (%)} P (x,1) dz. (B.56)

oo

Integrando por partes, una vez para el primer término y dos veces para el segundo, y usando
lim P (z,t) = 0, lo cual se sigue del hecho de que [*° P (x,t) = 1, obtenemos

r—+o0

d¢h)y [~ 0 1 0?
= /_oo h(x) {—% [f (z,t) P (z,t)] + 5922 L9 [ (z,t) P(:)s,t)} } dx. (B.57)
También sabemos que la media de h esta dada por
(h) :/ h(x) P (z,t), (B.58)
tal que la derivada temporal de la media puede ser escrita como
d{hy d [~ o 0
i = rePwo= [ h@ e, (B.59)

Igualando las ecuaciones (B.57) y (B.59), y notando que ellas deben ser iguales para cualquier
funcién h (), nos da la ecuacién de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad de z (t),

0 0 1 02
EP (x,t) = 5 [f (x,t) P (x,t)] + 5@ [ (x,t) P (:)s,t)] ) (B.60)

Es ttil escribir la EFP para una variable singular en la forma

QP (x,t) =

ot

8(1 {—f (x,t) P(x,t) + %% [g2 (z,t) P(:z:,t)]} = —a%J(:B,t) , (B.61)
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donde J (z,t) estd definido como

J(x,t) = f(x,t) P(z,t) — [g2 (z,t) P (:)s,t)} (B.62)

9
or

NN

La relacion entre Py J (dada por (B.61)) implica que J (x) es la corriente de probabilidad:
J (z,t) es la razon a la cual la probabilidad esta fluyendo a través del punto = al tiempo ¢.

Condiciones de frontera para la EFP

Para resolver una EFP se puede necesitar especificar las condiciones de frontera. Si x € R
esto serd innecesario, ya que sabemos que h’rin P (z,t) = 0, y esto estard reflejado en
T—r 100

la condicién inicial, P (x,t = 0). Sin embargo, si x tiene algin dominio finito, digamos el
intervalo [a, b], entonces necesitamos especificar qué sucede en las fronteras a y b. Las tres
posibilidades mas comiines son:

1. Fronteras absorbentes. Una frontera absorbente es una en la cual la particula es remo-
vida inmediatamente que esta pega en la frontera. Esto significa que la probabilidad
de que la particula esté sobre la frontera es siempre cero, y esta situacién esta descrita
por la condicion

P(c,t) =0, (B.63)

donde ¢ es la ubicacion de la frontera absorbente.

2. Fronteras reflejantes. Una frontera reflejante es una en la cual la particula nunca puede
pasar a través de ella. Esto significa que la corriente de probabilidad debe ser cero a
través de la frontera,

J(c,t) =0, (B.64)

donde c es la ubicacién de la frontera reflejante.

3. Fronteras periddicas. En este caso las dos fronteras del intervalo estan conectadas. Esto
significa que la particula esta moviéndose en un lazo cerrado, como un circulo en una
dimensién o un toro en dos dimensiones. En este caso, ya que los dos limites describen la
misma ubicacién fisica, tanto la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad
deben ser la misma en ambas fronteras.

Pla,t)=P(b1), (B.65)
J(a,t) = J (b)), (B.66)

donde [a, b] es el intervalo en el que se mueve la particula.
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B.2.2. Soluciones estacionarias para una dimensién

Cuando la EFP es uno-dimensional se pueden calcular con bastante facilidad sus solu-
ciones estacionarias. Una solucién estacionaria es definida como una en la cual P (z,t) no
cambia con el tiempo. Comunmente P (xz,t) tenderd a la solucién estacionaria cuando t — oo
para todas las elecciones iniciales de la densidad de probabilidad, y por esta razén la solucién
estacionaria es importante. La ecuacion diferencial que describe las soluciones estacionarias
es obtenida al poner 0P/Jt = 0 en la EFP. Haciendo esto tenemos

d 1d? d

— L@ P+ 5 [P @P@)] =0=—T (). (5.67)

Esta ecuacion nos dice que la corriente de probabilidad J no cambia con x, y es por lo tanto la
misma en todos lados. La corriente de probabilidad también debe ser constante en el tiempo,
ya que esto es requerido para que P sea constante en el tiempo. Reescribimos la ecuacion
anterior como

i P@r@) - r@r@ ) =0

5 o [P @) P@)] — f () P(2) + T = cte,

donde sin pérdida de generalidad se puede elegir la constante igual a cero. Entonces la densi-
dad de probabilidad estacionaria, P (z), se obtiene al resolver la siguiente ecuacién diferencial

% [6%(2) P (2)] = f (2) P (x) + J = 0. (B.68)

N =

Fronteras reflejantes

En este caso J = 0 en al menos una frontera, y entonces J = 0 en todos lados. Entonces
la ecuacién diferencial para la solucién estacionaria es

d

[ (@) P(@)] =2 (2) P(a). (B.69)

Definiendo una nueva funcién & (z) = ¢* (z) P (z), vemos que ésta es una ecuacién diferencial

lineal para £ (),
d€(x) _[2f(@)] .
e {92 (x)} ¢ (x). (B.70)

Considerando el dominio z € [a, b la solucién es
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Definiendo una constante N = 1/ [¢g? (a) P (a)] la densidad de probabilidad P (x) estd dada

v Pla) = Ng; e [ / ) 2;; ((Z)) du] , (B.71)

donde la constante N es escogida tal que

/bp (x)dz = 1. (B.72)

Fronteras periédicas

En este caso J no sera necesariamente nula. Sin embargo J no es un parametro libre, sino
que estd completamente determinada por la consideracion de estacionariedad. La ecuacién
diferencial para P (z) es

L (@) P @)] = 27 (1) P (2) — 2 (B.73)

Definiendo nuevamente £ (z) = g% (x) P (), esta es una ecuacién lineal para &, pero esta vez
con un término forzante constante:

dg (z) _ [2f (z)
dzx 9% (z)

} §(x) —2J. (B.74)

La solucién es

Pa)= 20 lP (a)g;((z)) —zj/j Zd(ss)} , (B.75)

7 (z) = exp l / 2 (u)du} | (B.76)

9% (u)
Ahora aplicando la condicién de frontera periddica P (a) = P (b) (note que ya hemos aplicado
esta condicién sobre J al hacerla constante) obtenemos

donde hemos definido

P(a) [g°(a) g°(b)
J = ) B.77
R Z6 76 (B0
Por lo tanto la solucién es
g*(a) f 4 g ()fl‘ ds
Z(a x Z(s b a
P () = P (a) 22 E)) 77 fzs) 26, (B.78)

donde P (a) es elegido tal que

/abP(x)dle.
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