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Prélogo.

Dawve, this conversation can serve no purpose
anymore. Goodbye.

HAL9000,
2001: a space odyssey.

En este trabajo presento un diagndstico (andlisis
cualitativo) y una simulacién (andlisis cuantitativo)
del Sistema Climético (SC) y el Metabolismo Bio-
geofisicoquimico de la Tierra a partir de dos mo-
delos simples construidos para tal efecto, usando
datos paleoclimaticos de 420ka hasta hace unos 2ka
antes del Antropocen(ﬂ obtenidos del Barreno Gla-
cial de Vostok (BGV). Los modelos matemaéticos pre-
sentados, en los que se basa la simulacién, son abs-
tracciones de un balance energético, que llamamos
Cadena Energética, y el Ciclo de Carbono. Los mo-
delos contienen en su estructura un principio apa-
rentemente universal: existe saturacién en los prin-
cipales procesos del Sistema Climético. En la cons-
truccién del modelo tomé como base la discusiéon
cualitativa, producto de los trabajos del IGBIﬂ que
aparece en [Stef00A] y un tanto menos explicita en
[FaeaO0A]. Para la construccién cuantitativa busqué
simplificar los subsistemas del SC implicados para
proponer una base sobre la cuadl montar la comple-
jidad del sistema en futuros trabajos.

A lo largo de los capitulos mostraré cémo los mo-
delos simulan correctamente, al menos en prime-
ra aproximacion, la dindmica del SC, tomando co-
mo punto de comparacién las Series de Tiempo del
BGV (STBGV).

1El intervalo geolégico de la accién humana.
%International Geosphere-Biosphere Programme.
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Capitulo 1

Antecedentes.

Except for a single, very powerful radio
emission aimed at Jupiter, the four
million-year-old black monolith has remained
completely inert, its origin and purpose still a
total mystery.

Dr. Heywood Floyd,
2001: a space odyssey.

En la actualidad se vive un problema en las Cien-
cias Ambientales y de la Tierra. El problema con-
siste en la relacién de las emisiones de COZEI pro-
ducto de la actividad humana y el aumento en la
temperatura media en la superficie del planeta. Tal
problema, como ha sido abordado por los expertos,
ha consistido en el modelado del Sistema Climéti-
co (SC). Sin embargo, el presente trabajo no toma
en cuenta la actividad humana, debido a que el in-
tervalo temporal analizado no es el Antropoceno,
y estudia el SC de tal manera que en trabajos pos-
teriores sea posible introducir la actividad humana
del Antropoceno como una perturbacién.

La dificultad de describir el SC reside en el he-
cho que el sistema es complejo; ya que éste consta
de diversos Subsistemas, Procesos y haces de Pro-
cesos bidireccionales (llamados Interacciones) y es
dificil elegir un minimo de variables para describir
la dindmica del SC en las diversas escalas de tiempo
y con una minima fidelidad. De hecho ésto ultimo
es la causa de que en la actualidad existan muchos

1Y otros Gases de Efecto Invernadero (GEI).

modelos del SC, pero con diversas hipétesis cada
uno y resultados muchas veces distintos. Més atin,
el factor biolégico el cual es actor y sujeto de accién
(como es posible intuir), es sumamente complicado
de describir.

A pesar de lo anterior todos los investigadores
tienen a su disposicién datos bien definidos. Los da-
tos mds abundantes, es de esperar, son de las dlti-
mas décadas del siglo XIX hasta principios del siglo
XXI, medidas instrumentales de las variables que
se tratan. Pero también existen datos paleoclimati-
cos, de naturaleza obviamente indirecta, de los que
se pueden deducir las cantidades de GEI y la Tem-
peratura (T). En su mayoria provienen de barrenos
del fondo marino y de glaciareﬂ Por un lado, los
barrenos del fondo marino proporcionan informa-
cién sobre la sedimentacién de materia organica e
inorgdnica, lo que provee datos sobre la abundan-
cia de vida en el Océano y el aporte de materia
desde el Continente por procesos de escorrentia y
transporte (advectivo) atmosférico de Continente a
Océano, mientras que los barrenos glaciales propor-
cionan medidas de los GEI a partir de las burbujas
de aire en el hielo, T e insolacién a partir de las ca-
racteristicas fisicas del hielo como la concentracién
de is6topos conocido

2Sobre todo de los casquetes polares.

3En el caso de los datos usados en este trabajo se obtuvieron
temperaturas a partir de un andlisis del cociente de la concentra-
cion de is6topos 80 y 80 y de la concentracion de 2H como se
describe en [Peea99A] y en el correspondiente juego de datos, el



1.1. INTRODUCCION AL ANALISIS CUALITATIVO DE LAS STBGV.

En [StefO0OA] se puede encontrar una rica des-
cripcién cualitativa del SC, producto de los traba-
jos del IGBIﬂ en el intervalo de tiempo que cubren
los datos publicados por [Peea99A] obtenidos del
BGYV extraido en la Antédrtida. El modelo cualitativo
de [StefOOA] lo he utilizado como senda hacia un
modelo cuantitativo del SC. En [Stef00A] se intenta
llegar a una explicaciéon plausible de las STBGV e
incorpora elementos que muestran la intrincada re-
lacién entre quimica, biologia y fisica para describir
el asi llamado Metabolismo Biogeofisicoquimico del
planeta.

A continuacién presento las STBGV. En las figu-
ras [1.1)y [1.2) muestro tres series de tiempo donde el
tiempo esta etiquetado desde 0 (el mds profundo en
el barreno y, por tanto, més antiguo de los datos)
hasta el dato mads reciente. Cada serie de tiempo co-
rresponde a una de tres variables: CHy, COy y T.
Para fechar los estratos de hielo las técnicas que se
usaron se describen en [Peea99Al. En el eje vertical
de las series para CHy y CO; se mide la concentra-
cién de éstos en partes por mil millones-volumen
(ppmmv) y partes por millén-volumen (ppmv), res-
pectivamente, mientras que en el caso de T se mide
la anomalia (AT) respecto de la temperatura media
registrada en la base antértica Vostok de la Federa-
cién Ruseﬂ el barreno se tom6 de la capa de hielo
sobre el lago antartico Vostok.

1.1. Introducciéon al analisis cua-

litativo de las STBGV.

De la figura [1.1] se puede ver que las STBGV tie-
nen las siguientes caracteristicas sorprendentes:

1. Las series son periddicas, en el sentido de que
los maximos (picos) y los minimos (valles) prin-
cipales de las tres STBGV se repiten: existen

cual se puede obtener de la pdgina de NOAA (National Oceanic
and Atmospheric Administration).

“4International Geosphere-Biosphere Programme.

5_55C a 3,488m sobre el nivel del mar[Peea99A].
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Figura 1.1: Las tres STBGV en paralelo usando los
datos del BGV proporcionados por [Peea99A]. En
rojo estd el COy, en azul el CHy y en verde AT. El
extremo derecho corresponde a la actualidad y el
izquierdo al fondo del barreno.

cinco picosﬁ y cuatro valles principales, en las
tres STBGV, que estdn distribuidos a intervalos
regulares a lo largo del registro temporal.

2. Las tres STBGV estan en fasd’} es decir, los ex-
tremales principales y secundarios coinciden.
Esto implica una intima dependencia de AT (y
por tanto de T) con la concentraciéon de GEI a
lo largo de milenios y no sélo, como se sabe, de
siglos.

3. Las tres series estan acotadas en una banda de
valores. Esto es indicativo, junto con la carac-
teristica de periodicidad, de una oscilacién del
SC entre dos estados extremos a lo largo del

®Tres picos en toda regla y dos que son picos, los de los ex-
tremos de las STBGV, si no consideramos lo que hay antes o
después. A partir de lo que se puede ver en [Auea04A] el pri-
mer pico si debe ser un pico verdadero, ya que ahi se muestra, a
partir de otro barreno antértico (El llamado barreno EPICA) que
existen otros cuatro ciclos atrds de los que se extraen del BGV.
7[GaCrT05A].
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES.
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Figura 1.2: Las tres STBGV superpuestas usando los datos del BGV proporcionados por [Peea99A]. En rojo esta el
azul el CHy y en verde AT. El extremo derecho corresponde a la actualidad y el izquierdo al fondo del barreno.
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1.2. UN RECORRIDO GUIADO A TRAVES DE LAS STBGV. 9

intervalo de tiempo analizado por [Peea99A] y
[StefOOAL].

4. Olvidemos los extremales secundarios y obser-
vemos sélo los principales de las tres STBGV.
La curva que conecta un pico con el siguien-
te valle, cronolégicamente hablando, tiene una
pendiente pequefia; mientras que la curva que
conecta un valle con el siguiente pico tiene
pendiente grande. Dadas las tres caracteristi-
cas discutidas, ésto es indicativo de una tran-
sicién paulatina de un interglacial (pico) a una
glaciacién (valle), mientras que la transicién de
una glaciacién a un interglacial es stbita. Asi,
existe una asimetria en los procesos del SC que
permiten tal comportamiento. A esta asimetria
de las oscilaciones del SC la llamaré Asime-
tria Calentamiento Rédpido-Enfriamiento Lento
(ACREL).

5. Muy relacionado con la caracteristica anterior,
y en el mismo tenor, podemos ver que los in-
terglaciales son cortos mientras que las glacia-
ciones son largas. Esta es otra asimetria de las
oscilaciones del SC que en mi trabajo llamaré
Asimetria Pico-Valle (APV).

¢Coémo explicar estas caracteristicas con ayuda de
lo que sabemos del SC? Para ello habria que esta-
blecer primero un modelo cualitativo que sea vali-
do de acuerdo a nuestras intuiciones fisicas, es decir
dar el salto mortal de la realidad observada y pasar
a la realidad modelada. Como dije antes, [StefO0A]
da una senda para ello. Es conveniente, para que el
lector entienda el modelo desarrollado en mi traba-
jo, hacer un anélisis de lo dicho en [Stef00A].

[Stef00A] se puede resumir a lo siguiente: existe
un cambio de control entre el océano y el continen-
te entre glaciaciones e interglaciales. Este cambio de
control estd dado por la interaccién de los subsiste-
mas en términos biolégicos, geolégicos, quimicos, y
fisicos. En los interglaciales hay una biosfera conti-
nental vigorosa que disminuye el albedo, aumenta
la temperatura y desencadena una serie de procesos

que finalmente llevan a la reduccién de la biosfe-
ra continental a su menor extensién y fortalecen la
biosfera ocednica lo cual desencadena otra serie de
procesos que permiten una absorcién océanica de
GEI aumentada llevando a un enfriamiento gradual,
lo cual explicaria cualitativamente la ACREL y una
de las mitades de la APV (las glaciaciones largas).
Esta es la base sobre la que construf los modelos. A
continuacién doy la versién no tan resumida.

1.2. Un recorrido guiado a través
de las STBGV.

Ahora paso a la versién no resumida de los argu-
mentos anteriores. Comencemos en un pico princi-
pal de las STBGV.

Hacia un control Oceanico. La Biosfera Continen-
tal (BCﬂ estd en su maximo tamario, lo que es con-
secuencia de un aumento de la precipitacién, a su
vez consecuencia del aumento en el reservorio de
H>O Atmosférico, debido al maximo de evapora-
cién reforzado positivamente por la alta Tﬂ Este
aumento de la precipitacién permite incrementar el
flujo de Alimento del ContinenteEG] al Océan(fj una
porcién del Alimento de la Cadena Tréfica Conti-
nental (CTCE pasa a la empobrecida Cadena Tré-
fica Oceanica (CTOF_SI a través de la escorrentia ge-
nerada por la precipitacién. Esto esta en el pico en
el que estamos empezando, de manera que en el
Océano se dispara un pequefio crecimiento en la

8La BC se forma de todos los seres que viven en el Conti-
nente. Esto incluye a los seres vivos que vuelan. No hay Biosfera
Atmosférica.
9Esto a escalas seculares, de acuerdo con el analisis hecho en
[StetO0A] y [FaeaOO0A].
19F] Continente (con inicial maytscula) es el conjunto de todas
las tierras emergidas por encima del nivel del mar.
11E] Océano (con inicial maytscula) lo defino como el conjunto
de todas las aguas saladas que se ubican en las cuencas océanicas
y que rodean al Continente.
2Parte de la Cadena Tréfica (CT) correspondiente al Continen-
te.
13Parte de la CT correspondiente al Océano.
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Biosfera Océanica (BOH lo que implica que el po-
co C disuelto en el Océano es aprovechado por este
resurgimiento de la BO, lo cudl permite que haya
un pequefio incremento en la disolucién de C.

A medida que la escorrentia manda mds Alimen-
to del Continente al Océano, la BO toma este Ali-
mento y CO, disuelto en el Océano para conver-
tirlos en biomasﬂ permitiendo que se pueda di-
solver mas C de la Atmésferd en el Océano sin
que haya cambiado la T. Por otro lado, la capacidad
de disolver C en el Océano también se ve aumenta-
da debido a que una parte del C disuelto es lleva-
do por la circulacién termohalina desde la capa de
mezclaF_7] hasta las aguas profundas (aumentando el
reservorio de C oceanico) °| Asf la abundancia de C
Atmosférico va en declive conforme la BO comien-
za a crecer como reservorio de C. Esto disminuye el
efecto invernadero, aunque al principio el cambio
es minimo.

Sin embargo, la pequefia disminucién en el efecto
invernadero genera una pequefia disminucién en la
T y como consecuencia en la evaporacioén, lo cual
implica menos precipitacién. Pero también ha de-
crecido el reservorio de C atmosférico que es nece-
sario para mantener la BC. Entonces, asi como la
BO crece, pronto la BC decrece debido a que ca-
da vez las pequefias disminuciones en precipitacion
son mds intensas y la cantidad de C disponible para
el sustento de la BO es mayor (y el efecto acumulado
aumenta). Sin embargo, la escorrentia, aunque en
menor medida ya, sigue alimentando la CTO. Mas
aun, la T disminuye mds: comienza a ser propicia
para la creacién de CriosferaEqI (casquetes polares
fundamentalmente), la cual aumenta el albedo pla-

41.a anéloga del BC en el Océano.

151 2 masa de todos los seres vivos, en este caso, del Océano.
Es una medida del tamarfio de la Biosfera.

16La Atmoésfera (con inicial maytscula) es la capa de la atmés-
fera relevante para el clima, es decir la Troposfera.

7La zona del Océano que interacttia directamente con la At-
mosfera.

18De acuerdo con el andlisis del IGBP presentado en [StefOOA]
y [Faea00Al.

¥La Criosfera es la capa de hielo que cubre el Continente o la
superficie del Océano.

CAPITULO 1. ANTECEDENTES.

netario, ya incrementado por la desertificacion rela-
tiva del Continente (por la disminucién de la BC).

Continente durmiente y Océano despierto. Si-
guiendo esta linea llegamos hasta uno de los valles
de la STBGV. Aqui hay un minimo del reservorio de
C Atmosférico ya que el Océano ha utilizado gran
parte en resurgir. La producciéon de CO, y CHy en el
Continente disminuye debido a que hay menos BC
y el Permafros@ se ha vuelto a congelar debido al
crecimiento de la Criosfer Junto con ello la pre-
cipitacién disminuye debido a que la evaporacién
es menor a causa de la menor Por otra parte,
el Océano es rico en CO, a causa del crecimiento
de la BO que permite mayor disolucién, ya que los
organismos autétrofos del Océano usan el CO, di-
suelto para producir Alimento, dejando espacio pa-
ra més disolucién. En términos de la Cadena Ener-
gética (CE) tenemos una salida de radiacién desde
la Superficie al Espacio Exterior en un minimo. Asi
ahora tenemos un Océano rebosante de vida y un
Continente empobrecido respecto de la riqueza que
éste tenia en el pico.

Otra vez al estado incial. El crecimiento de la BO
llega su a fin. Esto es debido a que no puede crecer
mas: se ha llegado a un méximo de disolucién de C
en el Océano y a un minimo de flujo de Alimento
desde la BC, debido a precipitacién menor y el ale-
targamiento de la CTC. Este déficit en las entradas
implica que la BO decrece y libera CO, y CHy. Pero
ya el Océano estd saturado de C entonces hay un
aumento en la exsolucié de éste, la cual no pue-
de ser equilibrada por la disolucién. Més atin, ahora
hay un pequefio aumento de GEI en la Atmésfera lo

20E] Permafrost son pantanos congelados y los cuales son un
reservorio de CHy.

21En el pico el Permafrost estaba lo suficientemente desconge-
lado como para ser un pantano productor de CHy.

22Consecuencia de la disminucién del efecto invernadero por
la pobreza de la Atmoésfera en GEI y el aumento en el albedo
planetario, que a su vez es debido a la Criosfera en crecimiento.

BLa exsolucién es el proceso inverso a la disolucién de gas en
el Océano.



1.3. SE ATISBA EL MODELO CUANTITATIVO.

cual genera un pequefio aumento del efecto inver-
nadero.

Pero, a diferencia de la transicion de una BC rica
a una BO rica, en este caso la transiciéon es mucho
més rapida, como se puede ver en las STBGV. Esto
puede explicarse de la siguiente forma: es mas fa-
cil destruir la Criosfera que generarlaFEl El aumento
de T inicia la ablacion de esta Criosfera, de manera
mas rapida que el paso al que se formé éstaF_sl El
derretimiento de la Criosfera debilita la circulacién
termohalina y las corrientes ya que altera la pro-
fundidad de la capa de mezcla y los gradientes de
salinidad, de modo que decrece la forma en la que
el Océano puede almacenar C disminuyendo la ca-
pacidad de disolucién de C en el Océanc@ Pero el
aumento de T es mds rdpido que la disminucién de
T en el cambio de control anterior debido a ésto mis-
mo, ya que el reservorio de C atmosférico aumenta
rdpidamente y con ello el efecto invernadero. Es asi
como llegamos al punto de partida.

1.3. Se atisba el modelo cuantita-
tivo.

Como he venido diciendo el objetivo de mi tra-
bajo es la modelacién del SC proponiendo las ba-
ses antes discutidas y explorando modelos posibles
para el SC y sus subsistemas. He realizado inves-
tigaciones sobre el tema con motivo de mi Servi-
cio Social en el Centro de Ciencias de la Atmosfera
donde elaboramos diagramas de flujo para los cua-
tro subsistemas en los que se dividi6 el SC, cada
uno de ellos correspondiente a una de las siguien-
tes variables de estado: Energia, Carbono, Agua y

24Los casquetes polares no simplemente aparecen en las aguas
del Océano. Los casquetes comienzan como glaciares y platafor-
mas de hielo en el Continente y luego van extendiéndose sobre el
Océano. Ademas el flujo del agua Ocednica hace que se erosione
el hielo.

25Ya que ahora la debilidad mecénica de la Criosfera permite
que ésta se rompa por las mareas o el peso del propio hielo a
una tasa mayor que la tasa de formacién de Criosfera.

260tra vez de acuerdo con el andlisis del IGBP presentado en
[StefO0A] y [FaeaOO0A].

11

Alimento. Dos de estos diagramas son ciclos (Agua
(CA) y Carbono (CC)) y los dos restantes son cade-
nas (Energética (CE) y Tréfica (CT)). De éstos se han
elegido los que son mads directos para ser aborda-
dos y de los que se tienen datos del BGV: Energia y
Carbono.

Para ambos las hipétesis simplificatorias son ne-
cesarias para generar un modelo con la menor com-
plejidad posible que conserve la riqueza necesaria.
En el caso de la CE se supone que la Tierra se com-
porta como un cuerpo negro para radiacion de onda
larga; y en ambos casos, CE y CC se trata de un mo-
delo cero-dimensional de la Tierra lo cual implica
que se considera la temperatura obtenida a través
de balance energético como una temperatura pro-
medio global anual y no se toma en cuenta la dis-
tribuciéon de los continentes y océanos en la defi-
nicién de Continente y Océano. En el caso del CC
dividiré el planeta en tres reservorios de Carbono
(Continente, Océano y Atmosfera) idealizando un
carbono genérico, lo cual implica el agrupamiento
de los distintos compuestos de carbono. Por otro la-
do, es claro que existird en el sistema una ley de
conservacion, i.e. la conservacion de la cantidad de
Carbono, con lo que mis ecuaciones se simplifica-
réan.

El modelo lo construi en dos capas de modela-
cién. La primera capa corresponde a las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el SC de manera glo-
bal. Pero es necesario desarrollar una segunda capa
de modelacién. Esta consiste en modelar los flujos
entre reservorios de los diagramas de flujo simplifi-
cados los cuales constituiran los coeficientes de las
ecuaciones diferenciales de la primera capa de mo-
delacién. Realicé un andlisis sobre los posibles mo-
delos, como luego veremos, y conclui que en pri-
mera aproximacién se pueden representar los flujos
con modelos de saturacién, los cuales parecen ser
universales. La saturacién se representa con un mo-
delo logistico cuya solucién es la funcién sigmoide;
tal funcién se encuentra como solucién del mode-
lo logistico en diversas ramas de la ciencia: desde
la biologia matematica hasta la mecanica estadistica
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cudntica. Los pardmetros de esta funcién nos daran
grados de libertad para jugar y ver como se compor-
ta el sistema con distintos valores de éstos. En este
sentido los coeficientes de la primera capa de mode-
lacién no son dependientes del tiempo sino que su
dependencia en el tiempo viene heredada de T (en
el caso del modelo de carbono) o la concentracién
de carbono (en el caso de la cadena energética).

Los modelos desembocan en una simulacién del
SC a partir de los dos anteriores modelos y la com-
paracion (y consecuente revisién de la bondad de
los modelos) con las curvas de T y CO, del BGV.
Este es el camino que recorrerdn conmigo en este
trabajo.

CAPITULO 1. ANTECEDENTES.



Parte 11

Las Bases.
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Capitulo 2

Los Flujos en el SC.

I've still got the greatest enthusiasm and
confidence in the mission.

HAL9000,
2001: a space odyssey.

Lo maés intuitivﬂ para la construccién de un mo-
delo es explorar como serdn los flujos en el sistema
que estamos modelando. Esto s6lo es posible hacer-
lo cuando uno se ha encontrado con el monstruo de
los diagramas de flujo méas detallados de los subsis-
temas del SC, viaje que le ahorraré al lector. Es en
ese momento cuando uno se pregunta si acaso todo
el asunto tiene alguna solucién simple.

Aunque tal solucién implica simplificar el siste-
ma, también requiere pensar que todo el asunto es-
ta en los flujos de las variables relevantes en nues-
tra descripciéon. De ese modo, primero con Energia
y posteriormente con Carbono, busqué un modelo
que representara de la manera maés realista posible
cémo deben de ser los flujos entre los reservorios.
¢ Qué estoy entendiendo por la palabra flujo? Lo pri-
mero que viene a la mente es una tasa de cambio: en
efecto es una tasa de cambio o velocidad, pero ;de
qué?. A lo largo de las cadenas o ciclos fluird un en-
te, representado matematicamente por un variable,
entre unos reservorios, en nuestro caso Carbono y
Energfa. La analogia mds simple serfa hacer fluir un
gas o un liquido por conductos entre dos o mds tan-

1Y mads beneficioso en cuanto a salud mental.

ques. Entonces el ﬂujcﬂ es la velocidad a la cual se
da la transferencia entre tanques del fluido y tam-
bién la direccién en la que se da cuando se pueda
considerar un flujo bidirecciona]lﬂ

Antes de continuar haré la siguiente advertencia:
los modelos, y como mostraré mds adelante en éste
y los préximos capitulos, es fundamental plantear-
los en términos de cantidades adimensionales. Es
decir, muy pocas veces hablaré de toneladas de car-
bono o partes por millén, y las ecuaciones estaran
construidas de tal forma que tengamos adimensio-
nalizadas o escaladas las cantidades. La adimensio-
nalizacién permite la reduccién del espacio de pa-
rdmetros a analizar por lo que ademads de quitarnos
de encima la carga de unidades proporciona un mo-
delo maés genera]ﬁ ademads es més fécil ver propie-
dades fundamentales de los sistemas si se tiene una
ecuacion adimensionalizada, y los métodos numé-
ricos son mucho més estables con cantidades aco-
tadas. De esa forma podemos continuar con lo que
nos atafie.

Si uno lee [StefOOA] o [FaeaOOA] se puede dar
cuenta que para conseguir lo que ellos describen
deberia de haber en los flujos algtin tipo de switch.

2Considerado aqui como una cantidad adimensional (lo nor-
mal en Matemaéticas) y no como una tasa de cambio por unidad
de drea como se considera en Fisica. El concepto seria méas pare-
cido a lo que se llama gasto.

3La direccién dada por el signo.

4Como en mecdnica de fluidos el famoso ntimero de Rey-
nolds.
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Figura 2.1: Funcién de Heaviside.

Esta forma de tratar los flujos, encendido y apaga-
do, es muy burda. Matematicamente estarfa dada
por la funcién de Heaviside generalizada, es decir
una funcién escalén de la siguiente forma

H(x) = 0 six<xg
1 six>xg

donde x es el valor en el que la funcién cambia de
0a 1@ En cuanto a un flujo querria decir que éste
es nulo para cuando cierta variable x (la cual con-
trola el flujo) es menor que xg y es el flujo maximo
para cuando x > x¢. En la figura 2.1 se muestra la
funcién de Heaviside considerando xg = 0

Los flujos, a escala milenaria (la intuicién clama),
no deberian de tener cambios de estilo Heaviside, es
decir discontinuidadesﬁ En efecto podemos ver que
aun a escalas de tiempo cortas, fenémenos como la
transferencia de calor, la infiltraciéon de agua en los
acuiferos o el crecimiento de las plantas se dan gra-
dualmente y de manera suaveﬂ Con esta suposiciéon

5Como, en principio, H(x) es usada como una distribucién;
el valor que tome en x( es absolutamente irrelevante. En nuestro
caso podriamos hacer la definicién extra de que H (x9) = yo |
Yo € [0,1] como convenga.

6 Aunque la accién humana en el Antropoceno podria ser de
ese estilo al ser puesta en una escala milenaria, debido a su alto
impacto en poco tiempo.

7 Aunque haya algunos procesos catastréficos y rapidos, como
fenémenos de ruptura mecanica de materiales, incendios repen-
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en mente, el otro modelo para los flujos que consi-
deré, y seguro el lector como por premonicién res-
catard en caso de ser Fisico o afin, fue un modelo
lineal.

Los modelos lineales son de los primeros que uno
aprende en los cursos bésicos de Fisica, aunque no
se lo digan a uno explicitamente. Asi muchas ve-
ces luego se introducen correcciones no lineales pa-
ra obtener un modelo con la riqueza necesaria. En
nuestro caso el modelo lineal tendria dos estados
extremos constantes (como los de Heaviside) uni-
dos por una recta. Estariamos pasando del apagado
al encendido gradualmente a lo largo de la recta
que une estos estados. Matemdticamente el modelo
seria de la forma

0 six < Xp
— 1 Xo ;
F(x) = Xt s Six€[xo,x]
1 six >x;

donde xj es el punto donde tenemos el flujo a cero
(y empieza la recta inclinada) y x; es el punto equi-
valente donde se llega al flujo méximo (en la figu-
ra 2.2 se muestra graficamente este modelo usando
xp = —1y x; = 1). Esto, en particular implicaria
que el aumento del flujo en el intervalo [xg, x1] es
debido a un aumento proporcional en la variable x.
De lo anterior es inmediato ver que tal cosa tam-
poco es muy realistaﬂ Por ejemplo, considérese una
solucién azucarada. Al principio es muy sencillo di-
solver el azticar en el agua al revolver’} pero confor-
me echemos mds azticar veremos que cada vez nos
costard mas trabajo disolverla. De hecho, cuando ya

tinos o impactos de meteoritos que generan grandes efectos en
los sistemas de que se trate. La teorfa matemadtica que permite
describir estos sistemas es la, bien llamada, Teoria de Catéstro-
fes. Pero si no se quieren utilizar estas herramientas bien podrian
representarse por deltas de Dirac J(x) o Heaviside segtn que se
esté estudiando. De hecho ambas funciones generalizadas estan
relacionadas: % = 0(x).

8Como nota matematica diré que no es realista ya que tiene
derivada discontinua en los puntos en donde empieza o termina
la recta inclinada.

9Una vez que hemos logrado disolver cierta cantidad de azt-
car al inicio.
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Figura 2.2: Modelo lineal.

no es posible disolver el azﬁcaﬂ decimos que la
solucién es una solucién saturada. Asi el paso del
reservorio de azticar sin disolver al reservorio de
azucar disuelta en el agua va disminuyendo confor-
me el reservorio de aztcar disuelta en el agua au-
menta y no lo hace linealmente, si fuera asi seria, en
todo momento, igual de facil disolver una unidad
de aztcar independientemente del azticar disuelta
previamente. Otro ejemplo, relevante para nuestros
fines, es que el agua puede contener disuelto gas,
es decir podemos tener una solucién en la cual el
soluto sea un gas y el solvente un liquido. Es posi-
ble ver que la capacidad del agua para que el gas
se disuelva en ella, que en general se llama solu-
bilidad, depende de la temperatura de la siguien-
te manera cualitativa: a mayor temperatura menor
solubilidad y a menor temperatura mayor solubili-
dad. En principio, la solubilidad deberia de seguir
la ley de Henry para disoluciones, la cual es lineal,
pero la constante de proporcionalidad depende de
la temperatura y esta dependencia no lo esEl luego
el modelo lineal no sirve para al menos un proceso
de gran importancia para el funcionamiento del SC.
Asi hay que buscar alguno mas realista.

100 1o que es lo mismo, que nos llevard un tiempo infinito el
disolver una unidad de azucar.

11Gerfa lineal si la mezcla fuera ideal. Para mas informacién, y
en particular para CO;, se puede consultar [Lide98] pp.8-(86-89)
y [Crov91A].

CAPITULO 2. LOS FLUJOS EN EL SC.

2.1. El Modelo Logistico.

Hemos visto dos procesos en los que existe una
saturacién, es decir que el fenémeno no cumple la
proporcionalidad respecto de una variable dada, lo
que no hemos dicho es que generalmente también
se tiene la caracteristica de un arranque suave co-
mo el de la solucién azucarada. Otros fenémenos
relevantes para el SC, como el albedo planetario o
la capacidad de crecimiento de la Criosfera es claro
que no siguen tales crecimientos proporcionales o
saltos catastroficos como los que provee Heaviside.
En resumen, deberiamos de encontrar un modelo
que tenga como extremales asintoticos tales com-
portamientos pero que integre la idea de no pro-
porcionalidad, arranque y término suave. Para ello
acudimos a un ejemplo que, aparentemente, no ten-
ga mucho que ver con la Fisica.

El ejemplo proviene de las investigaciones de Pie-
rre Frangois Verhuls El ide6 un modelo para re-
presentar el crecimiento de una poblacién sometida
a limitantes.

Consideremos una poblacién de animales. Tal po-
blacién crecerd, pero tal crecimiento estara limitado
por la disponibilidad de los recursos necesarios pa-
ra poder sobrevivir y lograr reproducirse. La tasa de
crecimiento de la poblaciéon P, con unidades de in-
dividuos por unidad de tiempo, se podria modelar
(en ausencia de limitantes) por la ecuaciéon P = rP
cuya solucién es P(t) = ce’ con ¢ una constante
arbitraria, a determinar del valor inicial de P, y r
es la tasa de crecimiento o tasa de natalidad de la
especie en cuestién. Es decir, tenemos una pobla-
cién que crece sin limite de manera exponencial. Sin
embargo, como la poblacién necesita recursos para
sobrevivir y lograr la reproduccién, a mayor can-
tidad de individuos, menores son los recursos dis-
ponibles por individuo. Esto 1o modelé Verhulst con
un término — % P2, donde K es un pardmetro que re-
presenta la maxima poblacién sustentable respecto
de los recursos disponibles. En el modelo original

12Para ver las ideas originales de Verhulst consultar libre-
mente en Google Books las referencias [Verh38A|, [Verh45A] y
[Verh47A].
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de Verhulst K es constante, sin embargo, es posi-
ble concebir K = K(t), la cual se podrd obtener a
través de experimentog™| Asi presento la ecuaciéon
diferencial que Verhulst habria escrito de conocer
nuestra notacién actual

rP(K—P)

P=—= @.1.1)

2.1.1. Adimensionalizacién de la Ecua-
ciéon de Verhulst. Modelo Logisti-
co.

Antes de siquiera intentar resolver la ecuacién de
Verhulst, consideraré lo dicho sobre adimensionali-
zar los modelos. Esto es natural para los matema-
ticos ya que ellos nunca hablan de dimensiones en
cuanto a unidades se refiere y ademds ésta permite
obtener informacién adicional sin resolver la ecua-
cién. Ejemplos de estas ventajas son la adimensio-
nalizacién de la ecuacién de un oscilador arménico
cudntico la cual, automaticamente, nos proporcio-
nard conocimieto sobre la energia caracteristica de
los niveles del oscilador. En el caso que nos atafie es
claro que la adimensionalizacién correcta consistiria
en tomar la méxima poblacién sustentable K como
caracteristica del sistema y medir respecto de ésta
todo lo demaés. Asi dividiendo por K los dos lados
de la ecuacién diferencial se obtiene

1,_1rP(K—P)

K K K
d(P\N_P( P
dt \K) K K

p=rp(l—p)

donde p = % es una poblacién adimensional y nor-
malizada respecto de K. Es decir p € [0, 1] Esto
es lo que un matematico resolveria. Presento ahora,
para destacarla de la derivacién anterior, la ecuacién

p=rp(l—p) (2.1.2)
13De todas maneras el modelo original no es mas que K(t) =
K. Para efectos de la discusién que sigue consideraré que K es
constante.
14Y si se lo quiere ver es una poblacién porcentual.
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cuyo nombre es el de ecuacién logistica o modelo
logistico. Nétese que esta ecuacion es no lineal.

2.1.2. Solucién del Modelo Logistico.

Ahora la resolveré. Para resolverla por fuerza bru-
ta basta con integrar ya que podemos separar varia-
bles obteniendo

Jp(ll—p) dp=frdt+c

con ¢ una constante arbitraria. La integral del lado
izquierdo se puede resolver por fracciones parcia-
les: considerando que ;?(1% = % + %, lo cual nos
dice que 1 = A + (B — A)p de lo cual se deduce
el sistema lineal trivial A =1, B— A = 0 cuya so-
lucién es A = 1, B = 1. Asf .ty = o + 1. El
primer término tiene por primitiva Inp y el segun-
do —1In(1 — pﬂ La integral del lado derecho tiene

primitiva trivial r¢, luego nos queda

Inp-In(l—p)=rt+c

7p =
1n<1_p) rt+c

P rt

— =cCe

1—p

rt

reordenamos haciendo p = ce’* — ce’'p, luego p(1 +

ce’") = ce" y entonces

Cert

1+ ce't
1 1

le=rt1 4 ce
1
1,—rt
1+ Ee r

p(t) =

Pero hay un problema con estas soluciones. Al
apresurarnos a resolver por el método de fuerza
bruta, olvidamos que la ecuacién puede darnos so-
luciones atin antes de resolverla. Para ello, ver que

15Al considerar el cambio u = 1 — p, du = —dp y regresar a la
variable p.
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la ecuacion tiene en su lado derecho un poli-
nomio p(1— p). Esto implica que las raices de ese
polinomio son p = 0y p = 1; luego si p(t) = 0 o
p(t) = 1 entonces el lado derecho es nulo y la de-
rivada de una funcién constante es nula, luego las
dos funciones constantes anteriores son, en efecto,
soluciones particulares de la ecuacién diferencial.
Estas, mateméticamente se llaman separatrices, ya
que por el teorema de existencia y unicidad las so-
luciones no se pueden cruzar y al ser horizontales
delimitan el espacio ocupado por el sistema en su
evoluciéon. De hecho si hubiésemos dibujado el re-
trato fase de la ecuacién podriamos haber
visto un atisbo de que tendrfamos soluciones que
por un lado tienden asint6ticamente a 0 y por el
otro a 1 y que todas ellas estdn acotadas entre las
dos soluciones constantes que acabamos de encon-
trar, como se puede revisar en la figura Tal vez
ésto podria significar que los llevé por una desvia-
cién inttil, pero en realidad no. El problema esta
en que las soluciones constantes no estdn contem-
pladas en la solucién general obtenida por fuerza
bruta. En efecto, averiguemos cual serfa el valor de

csip(ty) = POFZ] con pg = 0 0 pp = 1. En general

1

tg)) = ——
p(O) 1-{-%@_”0

= po
Pog=rto _q
c
po —Vto
= ¢
1—-po

Po +

con lo que la solucién general en términos de un
problema genérico de valores iniciales queda

pt) = -
G
luego si po = 0, como lo es para cualquier f si

p(t) = 0, entonces tendremos una indefinicién en la

16Es decir un diagrama en el que podriamos ver el campo de
pendientes, aprovechando que la ecuacién es de tipo auténomo,
i.e. no estd el tiempo expresado explicitamente.

7Es decir el problema de valor inicial dado al evaluar p al
tiempo tg igual a po.

CAPITULO 2. LOS FLUJOS EN EL SC.

solucién del tipo % ; mientras que si pp = 1, como lo
es para cualquier ¢ si p(t) = 1, entonces la constante
¢ se indeterminarfa y s6lo por suerte al evaluar en
la solucién antes expresada se obtiene la solucién
constante 1. As{ la solucién general de la ecuaciéon
tomando en cuenta problemas de valor inicial
del tipo p (tg) = po serd

0 si po = 0
1 .
p(t) = (B )e (0 sipo€(0,1)  (21.3)
Po
1 si Po = 1

Al caso intermedio de las soluciones anteriores se le
conoce como una curva sigmoidﬂ o, simplemente,
sigmoide. He de aclarar que en todo el tratamien-
to anterior he supuesto que pg no es mayor a 1 ni
menor que 0, aunque las soluciones mateméticas no
estdn supeditadas a esta limitacion, ya que no hice
ésta para resolver la ecuacion. Obviamente las po-
blaciones negativas no tienen significado en la reali-
dad al igual que poblaciones por encima del total
sustentable. En todo caso, del retrato fase presen-
tado en la figura se nos aclara que la solucién
p(t) = 1 es un atractor mientras que la solucién
p(t) = 0 es un repulsor de modo que si estamos
en valores iniciales mas grandes que 1 entonces ha-
bra un decaimiento de la poblacién hacia la pobla-
cién maxima sustentable, mientras que si el valor
inicial es menor que 0 habrd un crecimiento expo-
nencial de la poblacién hacia valores negativos arbi-
trariamente grandes. Las soluciones constantes por
su parte ponen en claro que si la poblacion no existe
es imposible que crezca, mientras que si la pobla-
cién estd dada en su maximo de sustentabilidad no
puede crecer mds. Obviamente este modelo es uno
de estado estacionario y equilibrio con lo que puede
suceder lo anterior.

18Tal vez le sea posible al lector reconocer en las soluciones
sigmoides, por la forma de la ecuacién, la distribucién de Fermi-
Dirac para la estadistica de fermiones.
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i valld

Figura 2.3: Retrato fase del Modelo Logistico (Ecua-
cioén2.1.2). El retrato fase consta tinicamente, en este
caso, del eje horizontal con las flechas que sefialan
la direccién del campo de pendientes.

2.2. La Ecuacién Logistica y sus
soluciones como modelo de
flujos del SC.

Después del detalle con el que estudiamos la
ecuacioén logistica nos hemos salido un tanto del te-
ma que veniamos tratando jcémo representar los
flujos en el SC? En todo lo que sigue consideraré
solamente las soluciones sigmoides del modelo lo-
gistico. También dejaré de lado la interpretacién de
la variable independiente como el tiempo e intro-
duciré una variable independiente genérica x, para
evitar confusiones conceptuales. Asi la ecuacién y
las soluciones ahora se escriben

{Zﬁ = rp(1—p)
p (x0) = po

0 sipg=0
1
)

1 sipg=1

p(x) = sipoe(0,1)

En la figura presento las soluciones del mo-
delo logistico para diversos valores iniciales p(0) =
po € (0,1) considerando r = 1. De la misma mane-
ra en la figura [2.5/ se presentan las soluciones para
diversos valores inciales p (xg) = % considerando
r = 1. Finalmente en la figura se muestran las
soluciones para un valor inicial fijo p(0) = 1 consi-
derando diversos valores de r. De la figura [2.6| pue-
de verse que las sigmoides tienen una simetria, al
ver r > ( y la respectiva r < 0, respecto de la solu-

cién con r = 0 y respecto de la recta vertical que las

P 1, po, 0)
1.0

Figura 2.4: Sigmoides para r = 1, xg = 0. Rojo: pg =
%. Verde: pg = % Azul: pg = % Naranja: pg = %
Violeta: pyp = %.

intersecta en la mitad de su subidd!)

Notese que la variacién de los valores iniciales (fi-
guras 2.4y [2.5) cuando fijo r da como resultado una
simple traslacién horizontal de la solucién original
sin cambiar la forma en la que se da la pendient
mientras que si cambio el pardmetro r tenemos el
comportamiento mas rico (figura 2.6), el cual no ha-
biamos descrito. En términos de poblaciones r < 0
implica una tasa de muertes mientras que r > 0 im-
plica una tasa de nacimientos y r = 0 implica una
poblacién constante.

Dados los comportamientos presentados tenemos
que cuando |r| > 1 entonces la subida (o bajada)
de la curva se ird pareciendo cada vez mas a una
funcién Heavisid mientras que para cierto va-
lor |r| € (0,1) se parecerd al modelo lineal que pro-
puse ante§™| excepto por el hecho de que el com-
portamiento asintético estd lejos del punto de infle-
xién. En cualquier momento serian también apro-
ximables estas soluciones por el modelo lineal, pe-

9Esta recta de simetria cambia conforme desplazamos las sig-
moides con los valores iniciales, pero la simetria es la misma.

20Nétese que no me importa que las soluciones tengan partes
correspondientes a “tiempos” negativos, al final de cuentas el
cero “temporal” es relativo.

210 a la reflexi6n de ésta en el eje y para r < —1.

220, de nuevo, a su reflexién para el caso de r negativa.
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Figura 2.5: Sigmoides parar = 1, pg = % Rojo: xp =
—1. Verde: xp = —0.5. Azul: xy = 0. Naranja: xg =

0.5. Violeta: xg = 1.

o /

Figura 2.6: Sigmoides para py =

r = —1. Verde: r =

r 0. Amarillo: r
r=1.

1
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xo = 0. Rojo:

—0.5. Azul: r = —0.3. Negro:

0.3. Cian: r

0.5. Magenta:

CAPITULO 2. LOS FLUJOS EN EL SC.

ro el problema residiria en la parte curveada cer-
ca de los valores asintéticos: ésta es la caracteristi-
ca que nos permite representar un comportamiento
de encendido-apagado junto con las propiedades de
saturacion e inicio suave que necesitamos para los
flujos del SC.

En efecto, la propia presentaciéon del modelo nos
provee de la caracteristica de saturacién necesaria:
cada vez es mads dificil para la poblacién reprodu-
cirse y tardardn mds tiempo en alcanzar la pobla-
ciébn méaxima vy, al iniciar, es lento su crecimiento.
Asf en el caso que nos ocupa, la variable genéri-
ca x bien podria ser T, la temperatura, y p la tasa
de disolucién por unidad de tiempo de carbono en
forma de GEI en el agua. En tal caso elegirfamos
r < 0 ya que a mayor temperatura la solubilidad
de gases en agua es menor. También podriamos te-
ner la concentraciéon de GEI en Atmodsfera, siendo
esta cantidad x, y p representando al forzamiento
radiativo debido al efecto invernadero, del cual se
sabe que a mds concentracién de GEI en la Atmos-
fera mas forzamiento radiativo, pero con el efecto
de saturacion®}

23E] forzamiento radiativo debido a los GEI no es simple de
describir de forma realista ya que las matematicas implicadas in-
cluyen una ecuacién integrodiferencial, pero es evidente que los
procesos de absorcién y emision a escala microscépica no pue-
den crecer indefinidamente al aumentar el grosor 6ptico de una
capa de GEI Atmosférico, ya que habra reabsorciones y reemisio-
nes que amortiguaran el forzamiento radiativo, lo cual se puede
ver en términos de los coeficientes de transmision los cuales son
multiplicativos, asi si tenemos T el coeficiente de transmisién de
una capa y T, el de una adyacente entonces T,, = 7,7, es el coe-
ficiente de transmision del sistema de ambas capas con lo que
serd menor. Si se quiere profundizar en estos temas consultar,
por ejemplo, [KiRa06] y en éste trabajo la seccién 3.1.3.



Capitulo 3

La Cadena Energética.

I am completely operational, and all my
circuits are functioning perfectly.

HAL9000,
2001: a space odyssey.

Aparte de en los antecedentes, no he mencionado
mas que lateralmente al SC como tal. En éste y el si-
guiente capitulo describiré los dos subsistemas del
SC que tomé bajo estudio y los desmenuzaré para
que el lector pueda entender al méximo lo que se ha
discutido hasta ahora. En este capitulo me dedica-
ré a generar un modelo de lo que se llama Cadena
Energética (CE).

La CE no es mas que el subsistema que capta y
distribuye la energia proveniente del Sol permitien-
do que haya temperaturas superficiales aptas para
la vida. Sin embargo, la vida también incide en este
subsistema al cambiar el albedo y otros pardmetros
trasluciéndose asi el factor determinante que repre-
senta la vida en el drama que intento describir.

Divido el espectro electromagnético como gene-
ralmente se hace en la literatura climética, onda lar-
ga y onda corta. Como dije en los antecedentes: la
Tierra se considera un cuerpo negro para radiaciéon
de onda larga, de modo que puedo considerar re-
presentativa la radiacién emitida al espacio por és-
ta como una medida de su temperatura superficial
a través de la ley de Stefan-Boltzmann. El Sol, por
otro lado, se considera cuerpo negro en radiacién
onda corta: causa segura de que nuestros ojos hayan
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evolucionado para ser sensibles en el visible, y en
algunos animales hasta el ultravioleta cercano. Es-
to implica que la Atmdsfera, considerada sin nubes,
es transparente a onda corta, excepto por detalles
que no afectan a la discusiéon general como se pue-
de ver en [Houg77], cap. 2 p. 8 en donde se presenta
la divisién entre onda corta y onda larga mostran-
do las curvas de la radiacién de cuerpo negro, para
uno con la temperatura del Sol y otro con la tempe-
ratura de la Tierra considerando d4reas iguales y se
puede ver que los espectros del Sol y de la Tierra
son ajenos. De igual modo se presenta la absorti-
vidad de la Atmosfera sin nubes considerando los
diversos gases presentes en la Atmésfera, la cual es
practicamente nula para onda corta. Otra referencia
breve pero concisa es una secciéon de [Adem62A].
En la figura [3.1| reproduzco la figura de [Houg77].

Luego de lo discutido lo que haré aqui es un sim-
ple balance de entradas y salidas, por lo que el mo-
delo es una ecuacién de balance energético.

3.1. Diagrama de flujo de la CE.
El Sol, el cual es externo al SC, constituye la en-
trada energética principal. Todas las demés entra-
das, tanto que comuniquen el interior de la Tierra
(a través de volcanes principalmente) con el SC o
externas (rayos césmicos), no son actores aprecia-
bles en este drama debido a la escala de tiempo en
que suceden o su aporte energético, muy por deba-
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Absarpticn

- _T: 1,4|||.r-1. “ﬂ I E
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Figura 3.1: (a) Curvas de la distribucién espectral de la radiacién electromagnética de un cuerpo negro en
funcién de la longitud de onda para 5750K (aproximadamente la temperatura superficial del Sol) y 245K
(aproximando a la temperatura efectiva mostrada en la seccién 3.1.1 del presente capitulo). (b) Coeficiente
de absorcién de los gases atmosféricos suponiendo una columna de atmoésfera sin nubes sefialando las
bandas de absorcién asociadas a los gases mas notables. Adaptado de [Houg77].

jo del aporte solalﬂ De este modo la tinica fuente
que tomé como entrada energética fue el Sol. Otro
asunto sobre el Sol es que su intensidad varfa con
el tiempo, debido a los ciclos de actividad solalﬂ
(endégenos al Sol) y variaciones en la érbita de la
Tierr Sin embargo, la variacién de la intensidad
es pequeria cuando se ve a lo largo de los milenios
de modo que la consideré constante.

1Sin embargo, indirectamente podrian generar, en el caso de
rayos c6smicos, la formacién de nubes lo cual podria representar
un proceso de segundo orden en las STBGV. En el caso volcanico
podemos tener eventos aleatorios que afectaran el clima, pero al
menos en el BGV no parecen tener una incidencia relevante. De
igual forma el lector podria pensar en impactos meteoriticos, al
menos los medianos, pero las evidencias en el intervalo temporal
cubierto por el BGV no parecen indicar impactos meteoriticos
relevantes.

2Definitivamente despreciable para el BGV ya que los ciclos
son del orden de décadas y su variacién es pequefia.

3Debido a la presencia de més de dos cuerpos en el sistema
solar y a que la Tierra constituya un sistema doble junto con la
Luna. Esto en efecto fundamenta la teoria de Milankovich so-
bre minimos y maximos en la intensidad solar. Ha habido otros
autores que han querido aplicar la teorfa de Milankovich para
explicar de forma completa las variaciones del clima y en parti-
cular de lo observado en el BGV.

3.1.1. Irradiancia solar, albedo y calenta-

miento de la Supertficie.

De toda la radiaciéon que emite el Sol, la Tierra
s6lo recibe una fraccién mintscula de todo el flu-
jo. Esta fraccién depende, como se puede suponer,
del dngulo sélido que presenta la Tierra respecto del
Sol. Suponiendo que el Sol, por la distancia Tierra-
Sol comparada con el didmetro del Sol, es un emisor
puntual, entonces el angulo s6lido que presenta la
Tierra depende de la distanciﬁ y del tamafio de la
Tierra i.e. su superficie. Al hacer la geometria nece-
saria se tiene que la Tierra (esférica) es un disco al
captar la radiacién solar.

Para calcularlo hacemos lo siguiente. En las afue-
ras de la atmdsfera superior la irradianciaﬁ solar se

Lo cual sabemos ya que la intensidad de una fuente de radia-
cién electromagnética puntual varfa inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia: la famosa ley del inverso cuadrado.

5En radiometria potencia por unidad de 4rea de radiacién
electromagnética que incide en una superficie perpendicular al

rayo: %



3.1. DIAGRAMA DE FLUJO DE LA CE.

ha calculad(ﬂ que en promedio es

W
I =1372—
© m2

(3.1.1)

De ese modo, considerando la Tierra como un
disco plano, el flujo que recibe la Tierra es ¢ =
m’é I®. Ahora, el planeta acttia como un emisor es-
férico de la radiacién, producto de la absorcién de la
radiacion solar exceptuando la reflejada al espacio.
Por la ley de Stefan-Boltzmann, la superficie terres-
tre emitirfa un flujo caracterizado por la irradiancia
oT* con ¢ la constante de Stefan-Boltzmann: luego
el flujo es g = 471130 T*. El flujo que absorbe la
superficie es @, = (1 — a)m’%B Io donde 4 es la frac-
cién que es reflejada al espacio, es decir el albedo
planetario que representa el efecto reflectivo de nu-
bes, Criosfera, desiertos, bosques y otros elementos
que hacen mas oscuro o brilloso al planeta.

Ahora, el balance energético implicaria que P
= &g lo cual da una férmula para la temperatu-
ra en estas condiciones: T = «4/ %%, férmula que
para a = 0.31[] da un resultado de T ~ 254.17K ~
—18.97C la cual es llamada temperatura efectiva, va-
lor por debajo de la temperatura promedio superfi-
cial global anual. Esto implica la existencia de mas
estructura en la cadena energética que hace que la
superficie sea mas célida.

De este calculo también obtuvimos que la entrada
energética recibida por la Tierra de a%Trte del Sol,

promediada por unidad de drea ahora®} es
lo
Qe = e (3.1.2)

Una vez mostrado que debe existir mayor estruc-
tura en la CE procedo a construirla. El flujo que sera
reflejado al espacio es

Prix = Qo

6[DeWi00] y [Adem62A]. Esta irradiancia se solia llamar cons-
tante solar, ya que en un principio se crefa que era constante.

7Valor actual del albedo.

8 Al hacer la distribucién sobre toda la superficie de la esfera.
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por lo que el flujo restante es

$aps = (1 - a)Q(D

Considerando las hipétesis que hice para la Atmos-
fera éste es en efecto el flujo que incide en la Super-

ficieﬂ y es absorbid

3.1.2. Reemisién en onda larga y calen-
tamiento de la Atmésfera.

La radiacién representada por ¢, es absorbida
y transfiere su energia a los sélidos, liquidos y ga-
ses generando calentamientﬂ Recordando que la
materia con temperatura por encima del cero ab-
solutc{izl emite radiaciéon electromagnética, entonces
la Superficie emite radiacién caracterizada por una
irradiancia ()g (radiacién de onda larga). Parte de
la energfa de la irradiancia Qg se invierte en pro-
cesos termodindmicos, en la Atmédsfera, como cam-
bios de estado (calor latente) y transferencias de ca-
lor (calor sensible) los cuales represento con la ex-
presion

¢conv = CQEB

donde c es la fraccién de radiaciéon (o més propia-
mente su energia) emitida por la Superficie e inver-
tida en generar conveccién, adveccién y cambios de
fase. La radiacién representada por el flujo

(Prest = (1 - C)QGB

9Defino Superficie como Océano y Continente juntos.

10Si fuesemos més puntillosos considerariamos la absorcién de
onda corta por la Atmodsfera, de modo que ésta es ¢Pupsratm =
b(1 —a)Qe por lo que el flujo que incide en la Superficie es
Gtrnsatm = (1 —b)(1 —a)Qe, donde b es la absortividad de los
gases presentes en la Atmosfera respecto de onda corta. Sin em-
bargo, las hipétesis sustentadas que di implican que si bien b no
es nulo si se tiene que b — 0. De otro modo se puede pensar que
esta incluida en el término de albedo planetario.

HTodo el flujo ¢yps es absorbido por la Superficie ya que la re-
flexién estd concentrada en el albedo. El calentamiento es debido
a la absorcién de ésta por la materia, en la que se excitan modos
de vibracién resultando en agitacién térmica.

12Es decir, toda la materia, ya que el cero absoluto es inalcan-
zable como lo enuncia el Tercer Axioma de la Termodindmica.
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se reparte en dos: es absorbido por la Atmésfera ya
que ésta no es transparente a onda larga como es
posible ver en la figura La Atmosfera, en dado
caso, se comporta como un cuerpo gris para onda
larga. La restante escapa al espacio. Estos flujos los
expreso como

¢absr,atm = d(l - C)QGB

(Pextr = (1 - d)(l - C)QEB

respectivamente, donde d es la absortividad de la
Atmosfera respecto de onda larga. La absorciéon por
parte de la Atmoésfera es a causa de los GEI y las
nubes. Las longitudes en las que las moléculas de
GEl y vapor de agua absorben radiacion para luego
volverla a emitir son exactamente las de radiacién
de onda larga y aqui nos enfrentamos al famosisimo
efecto invernadero, que es lo que hace la diferencia
respecto de la temperatura efectiva.

3.1.3. Efecto invernadero.

Las moléculas de GEI y vapor de agua que absor-
bieron la radiacion @,ps; 41, al desexcitarse, emiten
radiacién de onda larg Esta radiacién esta re-
presentada por la irradiancia () 44,. El tratamiento
de este flujo considera que la capa de GEI respec-
to de la radiacion antes referida sélo es una capﬂ
de manera que los fenémenos de reabsorciéon no es-
tdn presentes, aunque quedaran descritos implicita-
mente. Asi tendremos dos flujos de radiacién, uno
que es emitido hacia la Superficie, nuevamente, y
otro que es emitido al espacio exterior segun las si-
guientes definiciones

(Pabsr,sup = eQapm

(Pextrz = (1 - e)QAtm

13La cual serd caracteristica de las moléculas excitadas y la
radiacion que las excit6, de acuerdo con la Mecédnica Cudéntica.

4Que contiene todos los efectos de las multicapas que existen
en la versién mads realista del efecto invernadero como he men-
cionado en el capitulo anterior.
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donde e es la fraccién de la radiacién emitida, por
los GEI y vapor de agua, y absorbida por la Super-
ficie. Si uno se da cuenta del proceso, aqui tenemos
un mecanismo que hace que energia sea transferida
de Atmésfera a Superficie y de Superficie a Atmos-
fera lo cual constituye el efecto invernadero. Para
integrar todo ésto se presenta en la figura[3.2Jun dia-
grama de flujo de la CE, donde el efecto invernade-
ro se puede ver como el bucle 6 -8 —-9—-11-12—-6
en este diagrama de ﬂuj(fﬂ

3.1.4. Discusién del diagrama de flujo.

En la figura 3.2 se puede ver como tengo dos re-
servorios: Superficie y Atmdsfera. Aunque en prin-
cipio el concepto de almacén de irradiancia (o ener-
gfa) en este caso es un poco extrafio; es justificable
ya que no todo lo que absorbe la Superficie desde
el Sol sale inmediatamente, es decir ¢t atm # Qe.
De esa misma manera ¢ﬂbsr2,atm + Peonv + ¢absr,utm #*
Q- De esta manera justifico la existencia mate-
matica de los reservorios de energia para la descrip-
cién correcta de los procesos.

3.2. Modelo de la CE.

Una vez tenemos el diagrama de flujo pregunté-
monos cudles son las ecuaciones dindmicas del sub-
sistema. En principio se puede pensar que el siste-
ma es lineal. Consideraré, con tal fin, una aproxima-
cién de Taylor de primer orden para ambos reservo-
rios S (Superficie) y A (Atmoésfera) los cuales tienen
unidades de # Sabiendo que la primera derivada
en ambos casos debe de coincidir con el balance de
las entradas y las salidas, se obtiene que

S(t+ At) = S(t) + (Ent(t) — Sal(t))At + O (AtZ)

donde las entradas son Ent(t) = (1—-0)(1 —a)Qe +
eQ Ay v las salidas son Sal(t) = Qg y t es el tiempo.

15En este diagrama de flujo también se muestran los flujos des-
cartados por la hipétesis b — 0.
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Entonces considerando que es una aproximacién de
Taylor y teniendo que Qg = Sy Qa4 = A
das

== (1-b)(1—a)Qe +eA(t) — S(t)

En el caso de A
A(t + At) = A(t) + (Ent(t) — Sal(t)At + O (Atz)

donde Ent(t) = b(1 —a)Qe + Qe +d(1—-c)Qe y
Sal(t) = Q. Andlogamente al caso de S se obtie-
ne

dA

—= =b(1-0)Qp + (c +d(1 - c))S(t) - A(t)

Ya tenemos las ecuaciones dindmicas, y se presen-
tan juntas como sistema acoplado que son

_ (3.2.1)
A= (c+d(1—c))S(t) — A(t)

{s’ = (1-a)Qe — S(t) + eA(t)
una vez que tenemos ésto, es posible resolver es-
tas ecuaciones acopladas y encontrar T median-
te Stefan-Boltzmann. La radiacién relevante para
Stefan-Boltzmann es la emitida por la Superficie, de
forma que

4/ (1—c)S(t)

T(t) = =

(3.2.2)
donde ¢ es la constante de Stefan-Boltzmann y T es
temperatura en K. Para convertir a Celsius simple-
mente usamos Tc = Tx — 273.15.

Ahora, he dicho que es posible obtener las solu-
ciones a este problema, pero nunca he dicho que las
soluciones se obtengan analiticamente. El sistema es
lineal como puede verse de las ecuaciones, estd aco-
plado, pero los coeficientes dependen de otras va-
riables como la concentracion de C en Atmosfera

16Por o discutido antes sobre los reservorios como entes ma-
tematicos y el hecho de que las irradiancias tienen unidades de
%, es decir unidades de potencia por unidad de area y que po-
demos convertir S y A a unidades de irradiancia, suponiendo

que sus contenidos son los que se dan por unidad de tiempo es
s

decir +5.
m
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que a su vez influye en T o también del estado de la
Criosfera o la BC. Ese es el problema principal para
la resolucién del sistema de forma analitica. Sin em-
bargo, por principio no conocemos la dependencia
matematica explicita de los pardmetros con los di-
versos factores. Més atn, las relaciones con esos fac-
tores son intrincadas. Sin embargo, para esa even-
tualidad ya los preparé: con un argumento simplifi-
cador aprovechemos lo que desarrollé en el capitulo
anterior.

Los coeficientes son el albedo 4, calor invertido en
conveccién, adveccién y cambios de fase c, absorti-
vidad de la Atmésfera a onda larga d y la fraccién
de la radiacién de onda larga que emite la Atmosfe-
ra hacia la Superficie e. Es claro que a, d y e son can-
tidades que presentan saturacién con la concentra-
cién de COy, el principal GEI en el contexto de este
trabajo. Por simplicidad consideraré que toda la de-
pendencia estd en el ciclo de Carbono de forma que
a,d,e = f(Cawm); es decir, funciones de la concen-
tracién de Carbono en la Atmésfera. De esa forma
tenemos que a disminuye, y 4 y e aumentan, cuando
T aumenta y eso sucede cuando C 44, aumenta; pero
siempre queda Criosfera o desiertos que no permi-
ten una absorcién total y aunque haya mucho GEI
la absorcién no aumenta de manera infinita (debido
a lo discutido sobre los coeficientes de transmision).
Asf tenemos en a una sigmoide con r < 0y d,e con
r > 0. Habiendo razonado de esta forma, y en con-
cordancia con mi diagndstico cualitativo dado en el
primer capitulo, es claro que a mayor temperatura
mayor actividad de conveccién y adveccién, evapo-
racién y precipitacién; lo cual sucede en épocas con
concentraciones altas de GEI, pero ésto no aumenta
de manera indefinida y uniformemente, luego hay
saturacion. De esa forma también ¢ es suceptible de
una descripcién sigmoidal con r <

Asignamos a los coeficientes del sistema dindmi-
co que es nuestro modelo matematico de la

7por simplicidad de descripcién asignaremos las siguientes
equivalencias: a = ay, c = ap, d = a3, e = ay.



3.2. MODELO DE LA CE.

CE, el siguiente modelo genériccﬁ

1
1+ <L — 1) e—"e(Catm—Co,atm)

ao,¢

ay(Catm) = (3.2.3)

donde estoy proponiendo fijar un valor conocido de
concentracién de C Atmosférico que sirva para fijar
ay ¢ para toda ¢ y donde las concentraciones de C es-
tdn adimensionalizadas como luego veremos cuan-
do les presente el Ciclo del Carbonﬂ

Por otra parte, es claro que Q@ > S(t), A(t) Vt.
Veamos que pasa con S + A. Sumando las dos ecua-
ciones de la CE se obtiene

d(S+A)
dt
= (1-a0)Qe — (1-d)(1-c)S(t) — (1 —e)A(t)

=0 —1Qe — (1 —d)(1—0c)S(t) — (1 —e)A(t)
= Q@ - (Prflx - ¢extr - 47extr2

lo cual era de esperarse, ya que como dije, el mo-
delo es un modelo de balance energético (Entradas
menos Salidas). Luego ()@ es buena medida de refe-
rencia de los reservorios S, A. Luego adimensionali-
zamos las ecuaciones al dividir por ()¢ obteniendo

S=(1—a)—S(t)+eA(t)
A= (c+d(1—c)S(t)— A(t)

donde, ahora si, los coeficientes de los términos son
adimensionales y S(t), A(t) < 1@

18Usando

YHay que hacer notar que para que el andlisis dimensional de
las ecuaciones sea correcto entonces a1, 43 seran adimensionales,
mientras que 4y, 44 tendran unidades de % La eleccién es mas o
menos arbitraria, aunque justificada por los papeles que juegan
los coeficientes en las ecuaciones. En los términos que no tienen
coeficiente se estd suponiendo uno de la forma 1%,

20En esencia deberia de haber llamado S,., A, a las nuevas
cantidades, pero para no complicar la notacién retiro las etique-
tas ya que no hay riesgo de confusién: nunca usaré las versiones
de las ecuaciones que tengan dimensiones para hacer calculos
numéricos.
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Por elegancia y brevedad podriamos considerar
que la CE queda representada por el siguiente pro-
blema de valores iniciales

®=®B+C
®(tg) = Do

donde ® = (5,A4),C=(1—-4,0)y

B ( —el c+d(l-c) )

-1
y la temperatura superficial se obtiene de

+/(1=0)5(H)Qe
(%

T(t) = —273.15



Capitulo 4

El Ciclo de Carbono.

Just what do you think you're doing, Dave?
Dave, I really think I'm entitled to an answer
to that question.

HAL9000,
2001: a space odyssey.

El otro subsistema del SC que estudiaré, y que es
crucial para entender el Metabolismo Biogeofisico-
quimico de la Tierra por la amplitud de aspectos en
los que interviene, es el Ciclo del Carbono (CC). En
el caso del CC, no podemos esperar que el modelo
sea lineal, ya que tenemos un ciclo y como mostra-
ré las relaciones entre reservorios dependeran tanto
del que aporta C como del que recibe C.

Consideremos un CC lo mds simple posible. En
principio el C estard presente en diversas formas:
Bioxido de Carbono, Monéxido de Carbono, Me-
tano, Carbonatos, Acido Carbénico, etcétera. Sin
embargo consideré un Carbono genérico que flu-
ye entre reservorios. Ahora podemos tener un re-
servorio y subreservorios, producto de las diversas
presentaciones de C, los cuales tendrian flujos en-
tre ellos representando las transformaciones de Car-
bono entre diversos compuestos. Como consecuen-
cia de la simplificacién reduje los reservorios a tres:
Continente, Océano y Atmosfera, dejando implici-
tas las diversas formas de Carbono en los coeficien-
tes de mi modelo.
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4.1. Diagrama de flujo del CC.

Entre estos reservorios habra dos interacciones y
un proceso. Las interacciones son Continente - At-
mosfera y Océano - Atmoésfera, mientras que el pro-
ceso es Continente - Océano. La interaccién Conti-
nente - Atmosfera contiene en su descripcion la res-
piracién de los seres vivos, su decaimiento y otros
fenémenos que absorben C de o liberan C a Atmos-
fera desde Continente. En cuanto a Océano - At-
mosfera contiene en su descripcion los procesos de
disolucién y exsoluciérﬂ los cuales aportan también
informacién sobre la capacidad de la BO para alma-
cenar C. El proceso Continente - Océano da cuenta
del aporte de C en compuestos orgénicoﬂ prove-
nientes de BC y que son introducidos en la BO a
través de la escorrentia. El diagrama de flujo del CC
antes descrito lo muestro en la figura

4.1.1. Discusion del diagrama de flujo.

Por cuestiones de notaciéon haré las siguientes
asignaciones: al contenido de Carbono en Continen-
te le llamaré C;, en Atmosfera C; y en Océano Cs,
coincidiendo en todo lo relacionado al CC los indi-
ces 1,2,3 con Continente, Atmdsfera y Océano, res-
pectivamente. Ademds estas etiquetas se usan para
designar también los reservorios para simplificar la

Nombre que le doy al proceso inverso de disolver C en el
Océano.
2Que en la CT constituiria un flujo de Alimento.
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discusion.

Pensemos en dos reservorios de un fluido de tra-
bajo entre los que se da una interaccién; el flujo en-
tre ambos dependera de tres factores: la geometria,
el material del que esta hecho el conducto entre am-
bos y la cantidad de fluido en los reservorios. Es de-
cir, por més fluido que pueda pasar de uno a otro, si
el reservorio origen no tiene fluido entonces no ha-
bra flujo en esa direccién, lo mismo si el reservorio
destino estd lleno.

De la misma forma, el diagndstico propuesto en
los capitulos anteriores me lleva a concluir que el
flujo de C entre reservorios a un tiempo dado debe
estar limitado por el contenido de C presente en los
reservorios y las propias caracteristicas intrinsecas
del fenémeno que genera el flujo. Las caracteristi-
cas intrinsecas del fenémeno de flujo las podemos
modelar con las herramientas del capitulo 2, mien-
tras que el factor del contenido disponible en los
reservorios debe de plantearse de otra manera.

En principio, ésto implicaria que a parte de los
términos lineales, similares a los de CE, deberia de
haber términos no lineales en las ecuaciones supo-
niendo que estemos buscando, como en el caso de la
CE, las ecuaciones dinamicas del sistema. Asi, seria
posible buscar un modelo no lineal que fuese sim-
ple. Lo primero que me viene a la mente, y que es
lo més razonable si se requiere simplicidad, es pen-
sar que los términos no lineales de las ecuaciones
dindmicas son productos de las concentraciones de
los reservorios cuya interaccién se necesita describir.
Una razén més sélida seria hacer una analogia con
los sistemas mecdanicos y pensar en particular en los
sistemas Hamiltonianos en los cuales las ecuacio-
nes de movimiento (que son ecuaciones diferencia-
les ordinarias de primer orden) generalmente son
no lineales y con productos de las variables dind-
micasﬂ Asi con mayor generalidad las ecuaciones

3 Ademés es correcto pensar, tomando como referencia la teo-
ria de colisiones en Mecénica Estadistica, que s6lo habra interac-
ciones a pares, ya que la interfase entre dos subsistemas es una
superficie mientras que la interfase entre los tres serfa un punto.
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serian del tipo

3 3
Co=ar+ >, BuCnt Y. YemCnCy

n=1 m=1

para cada ¢ donde ¢ = 1,2, 3. Nétese que ésto no es
mads que una expansion de Taylor de C; (para cada
/) hasta segundo orden. De ese modo he mostra-
do el modelo no lineal mdas simple para este tipo
de sistemas (ciclos) en los cuales he destacado la no
linealidad proveniente de la dependencia del flujo
en las cantidades del que recibe y el que aporta. El
lector seguramente preguntard ;cudl es la razén pa-
ra no haber hecho ésto en la CE, en particular en
el bucle del efecto invernadero? La respuesta viene
en dos partes. Primero, el modelo de la CE es un
modelo de balance. Segundo, y mas importante, su-
puse que las salidas de los reservorios eran todo lo
que tenfan en un instante dado. Sin embargo en este
caso los reservorios son fisicos y reales, no un arti-
lugio matemdtico sin mucho contacto con la reali-
dad: la analogia con los sistemas mecanicos, vistos
con el formalismo energético de Hamilton es ahora
propia, ya que el equivalente de la energia en este
caso es el C que fluye entre reservorios, y aunque la
CE tiene que ver con energia no estamos viendo la
energia como se verfa en Mecénica.

Veamos el significado de cada término en las
ecuaciones anteriores.

= ny: Estos términos representan procesos inter-
nos al reservorio Cy; expresiones en este mode-
lo simplificado de la accién de los subreservo-
rios en el contenido que cada reservorio tiene
disponible para su intercambio con otro reser-
voriﬁ luego serian, en general, funciones de
los procesos internos al reservorio.

s f,¢Cy: Estos términos lineales representan pro-
cesos controlados por el contenido en el reser-
vorio C, y cuyo sentido vendra dado por el

“Puede pensarse, por ejemplo, que el reservorio C; estd for-
mado por una serie de subreservorios entre ellos uno que repre-
senta el contenido disponible para pasar a otros reservorios.
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signo de la funcién B,, que representa el fe-
némeno que produce el flujo visto desde el re-
servorio 4.

= YuCmCy: Estos términos no lineales represen-
tan interacciones controladas por el contenido
en los reservorios Cy; y Cy y la funcién vy, re-
presenta el fenémeno que produce el flujo visto
desde el reservorio ¢ considerando ya el flujo
neto, i.e. entradas menos salidas. En particu-
lar para cuando m = { representan otro tipo
de procesos internos al reservorio, en este caso
procesos internos que dependen de cudl es el
contenido disponible a intercambiar con otros
reservorios.

De ese modo, como los subreservorios y su accién
los consideré despreciables en las escalas de tiempo
que manejo, designo que V¢ a;, = 0. Como sélo te-
nemos un proceso entonces deberdn aparecer en las
ecuaciones términos de la forma g,,C, que inme-
diatamente identificamos que serdn B11Cy y B13C1.
Como sélo tenemos dos interacciones tendremos los
términos ’)/12C2 Cl, Y21 C] Cz, ’)/23C3C2, Y32 C2C3. Final-
mente, como estamos ignorando los subreservorios
entonces m = { — ¢, = 0. De esa manera hemos
simplificado el sistema.

4.2. Modelo del CC.

De lo discutido en la seccién anterior es claro que
el modelo matematico, con las hipétesis simplifica-
torias propuestas, serd

3
Cr=BuCi+ ), 1mCnC

m=1

3
Co= Y YmaCuCa

m=1

3
Cs = B13C1 + D, 1m3CnCs

m=1
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o pasando a una notacién mas compact{]
Ct = CunBut + ConYmn g
o0 en notacién matricial
C=CB+CyA

donde C = (Cy,Cy, C3),

Bi1 0 PBi3

= 0 0 o0

0O 0 O

c 0 0

A= 0 G O

0 0 G

y

0 72 O
Y=1 11 0 7223

0 72 O

Ahora otra cosa clara es que tampoco tenemos
tantos coeficientes. Por ejemplo los flujos descritos
por B11 v B13 en realidad representan el mismo Pro-
ceso de Continente a Océano s6lo que visto desde
reservorios distintos es decir 17 es el coeficiente
de flujo visto desde Continente mientras que 13 es
el coeficiente de flujo visto desde el Océano: luego
B13 = —p11 donde claramente $1; < 0 y por tan-
to B13 = 0. Asi tenemos solamente un coeficiente
independiente. De la misma manera existen dos In-
teracciones representadas por los coeficientes de la
matriz 7y y se sigue que Yuu = —7Ymn; Sin embargo,
ahora sin la restriccién de que los coeficientes sean
positivos o negativos, asi de cuatro coeficientes s6-
lo hay dos independientes. Luego, en total hay tres
coeficientes que nos determinan las Interacciones y
el Proceso implicados. Asi también es inmediato ver
el significado de los coeficientes 7, en términos de
las Interacciones: 7y, es la Interacciéon entre los re-
servorios de m y n vista desde el reservorio n. La
Interaccién implica que lo que representa este coefi-
ciente es la tasa de C entrante menos la de C saliente

5Convenio de Einstein.
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visto desde el reservorio 1, mientras que como antes
dijimos Yum = —Ymn ya que ahora estamos viendo
la interaccién desde m.

Algo que hemos mencionado casi desde el pri-
mer capitulo es la conservacién del carbono total.
Esto implica que en el tiempo la derivada total de
C;q + Gy + C3 deberia ser nula. En efecto dCler# =

Ci1+C+Gs y entonces al sumar las ecuaciones pa-
ra cada componente se obtiene en efecto qﬂ De ésta
forma el modelo incorpora ya la conservacién de la
cantidad de carbono de manera automaticall

En este caso para adimensionalizar y normali-
zar el sistema simplemente haremos que Cy,,; =
m(ﬁb Las ecuaciones no cambian en nada
por hacer este cambio y como no usaré mas que
las cantidades normalizadas retiraré la etiqueta sin
posibilidad de confusi()

4.3. Modelos de los coeficientes
de flujo.

Ahora, como hicimos en el caso de la CE necesi-
tamos encontrar un modelo para los coeficientes de
flujo. Como se puede sospechar utilizaremos las he-
rramientas del capitulo 2 para tal fin. Sin embargo
estoy adelantando demasiado.

Interaccion Continente - Atmosfe-
ra.

4.3.1.

En el caso de la Interaccién Continente - Atmoés-
feraﬂ tenemos que los Procesos que componen es-
ta interaccién dependeran de la abundancia de la

%Si introdujéramos los procesos internos a cada reservorio en-
tonces necesariamente los coeficientes de la diagonal de v y las
« requieren cumplir ciertas condiciones que hagan 0 la suma.

Lo interesante de este modelo es que en toda esta discusién
no hemos mencionado otras hipétesis sobre el C mas que su con-
servacion. De ese modo no serfa descabellado pensar que el Ciclo
del Agua podria ser modelado con este mismo esqueleto consi-
derando que el Agua se conserva asi como el C.

8De ese modo también los coeficientes se vuelven adimensio-
nales.

9Representada por el coeficiente 5.
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Biosfera, el Alimento en el Continente y éstos a su
vez de Agua y Temperatura. En principio, sin ma-
yor evidencia que la que hemos acumulado hasta
ahora y en concordancia con el diagnéstico presen-
tado, ésto implica que 21 = f(T). Si no metemos
el CA y la CT|™} en épocas de control continentalm
hay maés lluvias en promedio y la CTC es mds acti-
va y de la misma manera se puede considerar que
en control ocednico hay menos lluvias en promedio
y la CTC es menos activa, de ese modo podemos
eliminar la accién de la CA y la CT considerando
que toda la dependencia estd en T. Sin embargo
hay un detalle con el coeficiente: en control conti-
nental el coeficiente deberd ser positivo ya que es
razonable pensar que la actividad continental im-
plica una entrada neta de carbono para aumentar
la BCH mientras que deberd suceder lo contrario
en control oceénic Por otra parte el crecimiento
de la BC no puede ser ilimitado con Temperatura
creciente ya que llegaremos a un punto en el que
la cantidad de C atmosférico sea insuficiente para
que la BC contintie creciendo: de nuevo saturacién.
De la misma manera debera existir la caracteristica
asintética para Temperaturas bajas (control océani-
co) de que la BC no muera. Sin embargo para que
podamos representar correctamente deberemos de
modificar la sigmoide un poco.

La sigmoide deberd de tener una parte negativa
y otra positiva, es decir deberemos desplazar verti-
calmente la curva. Asi existe una temperatura, que
llamaré temperatura caracteristica T, que represen-
ta el cambio de control entre un control Continental
y un control Océanico, i.e. entre interglacial y gla-
cial. En principio tendrfamos que

1
]_) e 21 (T—To)

721(T)=1+(1_

21,0

19Ya que no tenemos datos de estos subsistemas con que com-
parar.

1Cuando la Temperatura es alta, i.e. en el interglacial.

12Mientras que serd negativo 1, ya que ésto priva de carbono
a la Atmésfera.

13Podriamos haber considerado ésto desde el punto de vista
del Océano.
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pero queremos que Y21 nuevo(T) = ¥21(T) + T de mo-
do que para T, se tiene 21 nyevo (Te) = v21(Te) +T =
0, de lo cual se deduce que I' = —7,1(T;). Luego
eliminando el subindice de distincién sin riesgo de
confusién.

1
7121(T) = - (431)
1 — T—T,
1+ (721,0 1) e 121( 0)
1
1 — T.—T,
14+ ('721,0 1) e—21(Te—To)

siendo tal que yp1 > 0siT > T,y 721 <0si T < T
e inmediatamente es necesario que rp1 > 0.

4.3.2. Interaccion Océano - Atmésfera.

La interaccién Océano - Atm(’)sfer usando ar-
gumentos analogos basados en el diagndstico, tam-
bién es suceptible de ser descrita con una sigmoide
desplazada. En este caso 723 < 0siT > T,y 723 > 0
si T < T, pues en épocas de control continental la
exsolucién gana ya que la temperatura del Océano
es mds alta y la circulacién termohalina se debilita
por el derretimiento de la Criosfera disminuyendo
de este modo la capacidad de almacenar Carbono
en el Océano, mientras que en épocas de control
ocednico sucederd lo contrario. El cambio en los sig-
nos implica que rp3 < 0.

1
Y23(T) = - (432
1+ (ﬁ _ 1) e—123(T—To)
1
1+ (ﬁ — 1) e—123(Te—To)
4.3.3. Proceso Continente - Océano.

En este caso B11 < 0 para todo T mientras que
B13 > 0 para todo T. Por conveniencia tomamos f13
como referencia. La escorrentfa es consecuencia de
mayor precipitacién y cuando ésto sucede es por-
que el Continente tiene el control y la BC estd muy

14Repres«entada por el coeficiente 753
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activa, resultando en riqueza de materia organica
suceptible de ser arrastrada al Océano por la esco-
rrentia. Como esta entrada depende de la materia
orgdanica y ésta tiene una saturacién y un inicio sua-
ve, caracteristicas de la sigmoide, en este caso sin la
necesidad de desplazar la sigmoide.

1

B13(T) =
e 1+ (ﬁll? - 1) e—73(T=To)

(4.3.3)

4.4. Resumen.

Para reunir todos los elementos (de forma elegan-
te) que hemos descrito, tenemos que las ecuaciones
dindmicas del CC son

{C = CB+CyA

4.4.1
C(to) = Co (4D

donde C = (Cq, Gy, C3),

—B13 0 B3
= 0 0 0
0 0 0
c 0 0
A= 0 & o
0 0 G
y
0 =721 O
Y= 121 0 -3
0 3 0

y los coeficientes estdn dados por las sigmoides

3T A3y B33




Parte III

La simulacion.
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Capitulo 5

Un mar de opciones... pero s6lo una

correcta.

Violence is the last refuge of the incompetent.

Salvor Hardin,
Foundation.

Una vez derivados los modelos para la CE y el
CC como lo he mostrado a lo largo de los anterio-
res capitulos, toca comparar sus resultados con los
datos del BGV.

El trabajo en si mismo implica paciencia. Para rea-
lizar esta tarea usé como primer opcién un progra-
ma, creado por mi, usando el lenguaje de progra-
macién Python. Sin embargo, la practicidad de este
programa estaba lejos de ser 6ptima. De esa ma-
nera la investigacion se hizo utilizando el conjun-
to de programas de solucién numérica incluidos en
Mathematica 8.0. Para ello use el solucionador nu-
mérico de ecuaciones diferenciales de Mathematica,
NDSolve.

La idea es tomar, por ejemplo, el modelo de la
CE, usar la serie de tiempo de CO; para alimentar
las sigmoides del modelo de la CE, variar los para-
metros libres de las sigmoides y para un conjunto
de pardmetros obtener una solucién con NDSolve
comparandola con la correspondiente serie de tiem-
po de CE. Sin embargo, dada la gran cantidad de
parametros en todas las sigmoides asociadas a un
modelo, lo primero que tuve que hacer es explorar
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como las soluciones con NDSolve se veian afecta-
das por la modificacién de uno de los parametros.
Asi una vez sabido como las soluciones varian con
los pardmetros también puedo hacer mas eficiente
el ajuste de la solucién a los datos observados co-
rrespondientes y obtener el conjunto de pardmetros
que dan el mejor ajuste.

5.1. La Cadena Energética. Simu-

lacién.

Para trabajar con la CE usé el cédigo de Mathe-
matica 8.0 en un notebook de éste que se muestra

en las figuras[5.1]y

5.1.1. Discusién del c6digo.

Primero discutiré, linea por linea, la figura

1. Carga los datos de Temperatura de las STBGV.
Los datos crudos fueron modificados para que
el intervalo temporal quedara como en la figu-
ra Para hacer que en vez de anomalias se
tengan temperaturas representativas de todo el
globo, se us6 la normal de 15C como represen-
tativa de la temperatura media anual global y
se afiadi6 a los datos del BGV.
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Temp = Import [*/home /elessar /Documentos/TESIS/TETBGV.txt ", "Table™];
Carbk = Import [*/home/elessar /Documentos/TESIS/CSTBGV.txt ™, "Table™];
refec = Carb[[2, 2]]:;

CA=0.6;

CA » Carb[[All, 2]]
Carb[[All, 2]] = :
refo

To = Min [Temp [ [A11, 2]]]:
Tf = Max [Temp [ [A11, 2]]]:

Cac = Min [Carb [ [All, 2]]];
Caf = Max[Carb [[A11l, 2]]];
to = Min[Temp [[A11, 1]]];

tf = Max [Temp [ [A11, 1]]];

Cte = Min[Carb[[All, 1]]1;
Ctf = Max[Carb [[A11, 1]]]:
Q= 343;

Tt = Interpeolation[Temp];

Cat = Interpolation[Carb];
GraphicsGrid|[{{ListLinePlot [Temp, PlotRange -+ {To, Tf}]}., {ListLinePlot[Carb]}}]:

1
h-j-[x__f g+ Z2 ., C'.E_] i=
2o 2 ) sl o)« (o))
x . refo
1
M[x.,.g,25 ., Ca] :=
14+ (—L —1} Exp[—(g- "f“}.(Ca_—C*':)]
x Ca rafa
1
Ad[x , g, 2 , cB ] &=
B —1} E}rp[—(ga- "f“}.(Ca_—C*':)]
x ca refo
1
M[x ., g ., 2z ,c8 ] :=
1. {_f- _1} m[_(g, refr_-}. (I:a - Eli!)]
x CaA refa
1
al =
: [ (—1 —1} Exp[(rls- "f“}-(c.it[t] = ”"“'”}]
alld Ca refo
1
a2 ==
14+ (—l —1} Exp[—(r:“- “f“) * (Cat[t] ——“'“”)]
azi CA refo
1
al :=
1+( - —1} Exp[—(rj- Hf:)*(Cat[t] _Hﬂ)]
all CA refo
1
ad :=
1+ (—‘ —1} Rxp[—(rh “*‘) * {Cat[t] ——“'“”)]
adi CA refo

Figura 5.1: Cédigo para la simulacién de la CE. Definicién de variables.



5.1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

LA CADENA ENERGETICA. SIMULACION.

Carga los datos de CO, de las STBGV. Los da-
tos crudos recibieron el mismo tratamiento que
los de temperatura en cuanto al tiempo. Como
hipétesis se considera que los datos de CO, son
una medida del C genérico en el reservorio de
Atmosfera, i.e. Cy.

Se establece una referencia arbitraria, en este
caso el segundo dato de la serie, para adimen-
sionalizar los datos de C.

Se establece cudl es la cantidad inicial relativa
en Atmosfera del total de C genérico. Este valor
se obtiene de experimentar con el CC.

A partir de la referencia y la cantidad inicial
relativa se adimensionalizan y normalizan los
datos de C.

Se extrae la temperatura minima.

Se extrae la temperatura maxima.

Se extrae el contenido minimo de C».

Se extrae el contenido maximo de C,.

Se extrae el tiempo inicial de la serie de T.
Se extrae el tiempo final de la serie de T.

Se extrae el tiempo inicial de la serie de C.
(Heredado de versiones anteriores y sin mucho
sentido)

Se extrae el tiempo final de la serie de C. (Here-
dado de versiones anteriores y sin mucho sen-
tido)

Se establece la irradiancia Q.

Se construye una funcién interpoladora para la
serie de T. Se usa interpolacién lineal entre ca-
da punto de datos para extraer los valores en-
tre éstos. Si usaba una interpolaciéon de orden
mayor se podian obtener comportamientos ex-
trafos.

37

16. Se construye una funcién interpoladora para la
serie de C. Se aplican los mismos comentarios

que hice para la linea anterior.

17. Se llama a las funciones graficas de Mathemati-
ca para que muestren las series de tiempo car-
gadas. Esto lo uso para corroborar que se hayan

cargado correctamente.

18. Las siguientes lineas presentadas en la figura
son las definiciones de los coeficientes sigmoi-
des. Las primeras cuatro se utilizan mientras
que las cuatro siguientes son heredadas de in-
tentos anteriores y no se usan pero se guardan
ya que podrian servir en un futuro. Nétese que
en las sigmoides hago una especie de desnor-
malizacién, ya que el desarrollo del modelo de
energia como fue concebido en un principio no
requeria de la normalizacién y adimensionali-
zacién. El modelo de la CE es el que mas guar-
da rudimentos de etapas de desarrollo anterio-
res, sobre todo para no intentar cosas que po-
drian dar sorpresas inesperadas.

Una vez cargados los datos y definidos los pa-
rdmetros anteriores entonces se procede a la parte
operativa, la cual se muestra en la figura En ésta
en realidad tenemos una sola linea de c6digo. Esta
linea de codigo llama a la funcién Manipulate, que
nos permitird, en teorfa, manejar en tiempo real las
soluciones manipulando los parametros de las sig-
moides y los valores iniciales. Dentro de Manipula-
te estd anidada la llamada a NDSolve para resolver
las dos ecuaciones de la CE indicando cudles son las
funciones a encontrar (s,a) y cudles son los valores
del tiempo para los cuales calculard la solucién nu-
mérica. Ademaés se especifica que método numérico
se usard, el nimero de pasos maximo que deberd
de hacer para parar si no converge y la precisién
buscada. En los dos casos, CE y CC, el método se
eligié como StiffnessSwitching ya que los sistemas
con los coeficientes sigmoides presentan dificulta-
des ante los métodos explicitos. StiffnessSwitching
usa una bateria de métodos numéricos tanto expli-
citos como implicitos de la familia de los Runge-
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Kutta. También en ambos casos se hizo que usara
todos los pasos posibles para llegar a converger (op-
cién Infinity) y que la precisién a alcanzar fuera la
mads grande (opcién Infinity). NDSolve obtiene la
solucién y lo manda a la variable sol la cual alma-
cena las funciones interpoladoras para s,a obteni-
das por el método numérico. Luego de hacer eso se
invocan las funciones graficas de Mathematica pa-
ra obtener las gréficas de los coeficientes y evaluar
las soluciones para obtener las graficas de las series
de tiempo de s,a y finalmente evaltia la expresién
de la ley de Stefan-Boltzmann para obtener la serie
de tiempos de temperatura, superponiéndola con la
obtenida de la funcién de interpolacién de los datos
de temperatura y tener un marco de comparacion.
Ademads se tiene una representacién del espacio fa-
se del sistema. Posterior a estas instrucciones se le
dice a Manipulate cudles son los rangos de los pa-
rdmetros y sus valores iniciales.

Al ejecutar estas instrucciones, Mathematica ge-
nera un panel de control con barras deslizables (y
la posibilidad de introducir los valores a través de
teclado) para modificar los pardmetros y a su dere-
cha mostrara las graficas indicadas. La evaluacién
no es a tiempo real ya que le lleva bastante tiempo
a Mathematica resolver la ecuacién para cada selec-
cién de pardmetros que se haga, asi que se necesita
paciencia para ver los resultados dado un conjunto
de valores de parametros. Un ejemplo del aspecto
que tiene el panel para la CE se puede ver en la

figura

5.1.2. Parametros de las sigmoides y con-
diciones iniciales. Mejor ajuste.

Para poder obtener un ajuste de las series de tiem-
po simuladas con las STBGV observadas es nece-
sario variar los pardmetros de las sigmoides y en
altimo caso las condiciones iniciales. Por cada sig-
moide tenemos tres pardmetros, como vimos en los
capitulos anteriores, a variar: r y el “valor inicial”
dado por una abscisa y una ordenada.

En el caso de la CE tengo cuatro sigmoides por

lo que, en principio, tenemos 12 pardmetros con los
que jugar. Sin embargo no hay que apresurarse. Pri-
mero pensemos. Claramente todas las r para cada
sigmoide son independientes, o tal dependencia es
rebuscada y es mejor no intentar si quiera inves-
tigar. Asi definitivamente tenemos cuatro pardme-
tros confirmados que deberemos variar. Sin embar-
go nos enfrentamos ante los “valores iniciales” para
las sigmoides.

De la discusién general del capitulo 2 es posible
deducir que si fijamos uno de los pardmetros que
definen el “valor inicial” de una sigmoide entonces
al variar el restante, sea abscisa u ordenada, siem-
pre serd posible alcanzar cualquier otra sigmoide
dada, ya que esta operacién implica un corrimiento
de la sigmoide original. De ese modo, y teniendo en
cuenta que la abcisa, un valor de referencia de car-
bono, es mas artificial que el valor de la sigmoide en
ese punto y junto con lo discutido antes, defino que
las cuatro sigmoides del modelo de la CE tengan
la misma “abscisa inicial” con lo que nos quedan
solo otros cinco pardmetros a variar. De ese modo
tenemos en total nueve pardmetros a variar.

En cuanto a las condiciones iniciales de la CE lo
que hice fue consultar [DeWi00] para encontrar algo
razonable. En los ejercicios del capitulo de efecto in-
vernadero es posible encontrar un estimado de los
valores iniciales y basta dividirlos entre Qg y po-
nerlos en el modelo. Esa fue mi propuesta inicial.

Una vez establecido qué pardmetros iba a variar
y cudles eran mis condiciones iniciales procedi a es-
tudiar el comportamiento de cada uno de los paré-
metros en el sentido de qué pasa si dejo todos fijos
y vario uno. Asi es posible construir un ABC de lo
que hace cada pardmetro y sobre la marcha ir ha-
ciendo el ajuste. El asunto suena fécil, sin embargo
puedo asegurar que son dias completos de probar,
frustrarse y volver a probar al dfa siguiente: un mar
de soluciones y sélo una correcta.

En efecto, podria considerarse que el sistema al
ser altamente parametrizado tiene abundantes com-
binaciones de pardmetros que dan la respuesta co-
rrecta, sin embargo no es verdad. El mejor ajuste se
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consigue en una franja muy estrecha de valores de
los pardmetros, lo cual de por si es muy bueno. En
la tabla |5.1| resumo cudles son los comportamientos
de los pardmetros, lo que ayudé a mi investigacién.

Jugando con estas caracteristicas, y explorando
minimamente las condiciones iniciales, es posible
llegar a la combinacién de pardmetros de mejor
ajuste presentados en la tabla y con las condi-
ciones iniciales S(0) = 1.43 y A(0) = 1.51. La serie
de tiempo de temperatura simulada en compara-
cién con la correspondiente STBGV se muestra en
la figura |5.4]y la evolucién del sistema en el corres-
pondiente espacio fase del sistema de ecuaciones se
muestra en la figura 5.5 El criterio de ajuste fue pu-
ramente visual.

Notese el gran parecido de la serie de tiempo si-
mulada con la serie de tiempo observada. Sin em-
bargo hay un detalle a destacar: cerca del tiempo 0
se tiene que la solucién difiere bastante de la serie
de tiempo observada. Esto tendra una mayor rele-
vancia en el CC como veremos a continuacién y tie-
ne que ver con que las condiciones iniciales exactas
de los reservorios de energia o carbono son dificiles,
sino imposibles, de obtener. Sin embargo el caso del
CC sera mds notable y en ese caso tendra que ver
también con la propia ecuacién y los métodos nu-
méricos, cosa en la que no abundaré mucho mas.

5.2. El Ciclo de Carbono. Simula-
cion.

Para trabajar con el CC usé el cédigo de Mathe-
matica 8.0 en un notebook de éste que se muestra

en las figuras 5.6y

5.2.1. Discusién del cédigo.

El cédigo de la figura 5.6 comparte casi todas las
lineas con el correspondiente cédigo de la CE, asi
que aqui indico cuales son las lineas diferentes.

1. Las primeras tres lineas de la figura son
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iguales a las primeras tres lineas correspon-
dientes a la CE.

2. A partir de la cuarta linea y hasta la decimose-
gunda de la figura [5.6] se dan las lineas desde
la quinta hasta la decimotercera de la CE.

3. A partir de la decimotercera linea y hasta la
decimoquinta de la figura [5.6| se dan las lineas
desde la decimoquinta hasta la decimoséptima
de la CE.

4. Las siguientes lineas, a partir de la decimoquin-
ta, presentadas en la figura|5.6|son las definicio-
nes de los coeficientes sigmoides. Las primeras
tres se utilizan mientras que las tres siguientes
son heredadas de intentos anteriores y no se
usan pero se guardan ya que podrian servir en
un futuro.

En este caso la normalizacién de los datos de C
es parte del problema, ya que es la condicién inicial
del modelo para C;, como lo habia adelantado en la
seccion anterior.

Una vez cargados los datos y definidos los pa-
rdmetros anteriores entonces se procede a la parte
operativa, como en la anterior seccién sélo que cam-
biando un sistema de ecuaciones por otro, la cual se
muestra en la figura|5.7| Un ejemplo del aspecto que
tiene el panel de control para el CC se puede ver en

la figura

5.2.2. Parametros de las sigmoides y con-
diciones iniciales. Mejor ajuste.

En el caso del CC, y siguiendo las ideas usa-
das para la CE, tendremos siete parametros: los
acostumbrados de las sigmoides més la temperatu-
ra T;. En este caso las ordenadas de las sigmoides
Ymeo = 0.1 siendo esta designacion arbitraria y ba-
sada en lo discutido anteriormente para el caso de
la CE con lo que no hay pérdida real de libertad.

En este caso no es posible buscar condiciones ini-
ciales, ya que no se conoce la relacién entre carbono
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Parametro.

Intervalo de variacién.

Comportamiento.

]

0,1)

La amplitud de la serie de tiempo de T aumenta, pero
més hacia temperaturas negativas que a temperaturas po-
sitivas. A partir de 0.1 el aumento es exagerado.

2

La amplitud de la serie de tiempo de T aumenta, pero més
hacia temperaturas negativas que a temperaturas positi-
vas. A partir de 0.1 el aumento es casi infinito. La diferen-
cia con el anterior es que el aumento hacia temperaturas
positivas es mayor.

r3

La amplitud de la serie de tiempo aumenta, pero mds ha-
cia temperaturas negativas que a temperaturas positivas
en menor medida que los anteriores. A partir de 0.001 el
aumento es exagerado.

T4

La amplitud de la serie de tiempo aumenta, pero mds ha-
cia temperaturas negativas que a temperaturas positivas
en menor medida que los anteriores. A partir de 0.001 el
aumento es exagerado. La diferencia es equivalente a la
diferencia entre 71 y 7;.

a1,0

0,1)

Desplazamiento vertical hacia abajo de la serie de tiempo
con cambio de amplitud.

a2,

(0,1)

Desplazamiento vertical hacia abajo de la serie de tiempo
con cambio de amplitud mayor que el anterior.

as,0

0,1)

Desplazamiento vertical hacia arriba de la serie de tiempo
con cambio de amplitud.

a4,0

0,1)

Desplazamiento vertical hacia arriba de la serie de tiempo
con cambio de amplitud mayor que el anterior.

Cop

(200, 300)ppmv

Cambia la amplitud de la serie de tiempo.

Tabla 5.1: Pardmetros de la CE. Intervalo de variacién y comportamiento.

Parametro. Valor.
1 0.01
ry 0.01
r3 0.0001
T4 0.0001
a1,0 0.3
az,0 0.2
as,0 0.8
as0 0.6
Cop 240ppmv

Tabla 5.2: Pardmetros de mejor ajuste de la CE.
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Atmosférico, carbono Continental y carbono Océa-
nico como cantidades relativas ni se tienen datos en
el BGV sobre ello. Sin embargo como se empieza en
un maximo de las STBGV entonces propongo que el
Océano tenga un contenido bajo. Por otra parte es
posible intuir que el contenido en Atmésfera debera
ser alto ya que provee a la BC con suministro sufi-
ciente para que sea una BC rebosante. De ese modo
propongo que en el pico inicial Cp9 > Cjp > Cgp.
Sin embargo como estamos en control Continental
necesariamente el contenido del Océano debe ser
mucho menor que el contenido en Continente. De
ese modo propuse que Cyy = 0.65, Cyg = 0.25 y por
la conservacién de carbono Cszy = 0.1

Una vez establecido qué pardmetros iba a variar
y cudles eran mis condiciones iniciales procedi a es-
tudiar el ABC de los pardmetros. En la tabla [5.3| re-
sumo cudles son los comportamientos de los para-
metros, usando la serie simulada de C; como refe-
rencia.

Jugando con estas caracteristicas, y explorando
minimamente las condiciones iniciales, es posible
llegar a la combinacién de pardmetros de mejor
ajuste presentados en la tabla[5.4]y con las condicio-
nes iniciales C1(0) = 0.3 y C2(0) = 0.@ La serie de
tiempo de carbono simulada en comparacion con la
correspondiente STBGV se muestra en la figura
y la evolucién del sistema en el correspondiente es-
pacio fase del sistema de ecuaciones se muestra en
la figura El criterio de ajuste fue puramente
visual.

Notese el gran parecido de la serie de tiempo si-
mulada con la serie de tiempo observada después
del primer par de interglacial-glacial. Sin embargo
hay un detalle a destacar: en los primeros 100ka se
tiene que la solucién difiere bastante de la serie de
tiempo observada. Sin embargo cuando se modifi-
can las condiciones iniciales la solucién no se modi-
fica apreciablemente en esta seccién pero si lo puede
hacer en las demds partes del sistema.

Esto implica que el sistema requiere de una es-

!De ahi que en la CE se tome como valor para normalizar el
carbono el 0.6.
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pecie de calentamiento con lo que una técnica para
evitar ésto es generar una especie de pasado previo
al instante inicial para que el sistema ya traiga histo-
ria detrds que permita reproducir ese primer tramo
de 100ka. Sin embargo tal exploracién la he omitido
ya que la serie de tiempo después de los 100ka esta
razonablemente ajustada.

Otra cosa que notar de la serie de tiempo es, que a
diferencia de la de CE, no tiene tantas de las caracte-
risticas secundarias. Las caracteristicas secundarias
mas aplanadas de la serie de T provienen de que
estamos usando la serie de CO, para los coeficien-
tes. Sin embargo, y aunque usamos la serie de T del
BGYV, en el caso del CC el sistema es mas complejo
operativamente por lo que la influencia de la serie
de T para el calculo de los coeficientes se deja ver
menos en el resultado final.

Pero el resultado mds sorprendent es observar
la evolucién en el diagrama fase del sistema en la fi-
gura Es tanto increfble como hermoso lo que se
puede ver en la figura, ya que tenemos un diagrama
fase muy limpio en el que se muestra la evolucién
ciclica del sistema con ligeros desplazamientos de
los ciclosﬂ Pero lo mds destacable es que tienen una
forma que recuerda a un diagrama fase de un siste-
ma Lotka-Volterra. ;No serd acaso que el cambio de
control Continente-Océano puede ser pensado co-
mo una competencia entre depredadores y presas?
¢ Qué resultados tedricos trae consigo este descubri-
miento? Eso lo trataré en el siguiente capitulo.

2Que si no fuera por él no habria otro capitulo en esta tesis.
3La 6rbita del sistema no es cerrada.
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Parametro.

Intervalo de variacién.

Comportamiento.

21

0,1)

Conserva mas o menos la amplitud y hace pasar la serie
de una escalera ascendente (crecimiento continuo del con-
tenido de C;) hasta horizontalizarla, para valores mayores
que 0.8 comienza a desplazar verticalmente hacia abajo la
serie de tiempo.

r3

0,1)

Disminuye la amplitud y desplaza verticalmente hacia
arriba notablemente la serie de tiempo, casi no afecta el
extremo inicial.

723

0,1)

Disminuye la amplitud y va curvando notablemente el
centro de la serie de tiempo, casi no afecta los extremos.

Tr10

(5.6,18.23)

Conforme va creciendo va haciendo pasar la serie de un
estado invertido de subida lenta bajada rapida a un estado
de bajada lenta y subida rapida. Esto junto con un despla-
zamiento vertical hacia arriba y para valores cercanos al
limite superior una escalera.

T30

(5.6,18.23)

Conforme crece pasa de un estado saturado en el que Cp
se lleva casi todo el contenido de C hasta un estado en el
que su contenido cae a cero y comienza a hacer oscilacio-
nes escalonadas ascendentes.

Tr30

(5.6,18.23)

Oscilaciones crecientes tipo oscilador forzado que van pa-
sando a un comportamiento mds uniforme para luego de-
generar, en el limite derecho del pardmetro, en un decai-
miento rdpido a contenido casi nulo.

T

(5.6,18.23)

Inicia desplazamiento vertical hacia arriba para terminar
luego en aplanamiento de la sefial y consecuente muerte
del reservorio de C,.

Tabla 5.3: Pardmetros del CC. Intervalo de variacién y comportamiento.

Parametro. | Valor.
21 0.596

r3 0.76
23 0.696

Tr10 12.25
T30 15.265
T30 11.85

T, 10.8

Tabla 5.4: Pardmetros de mejor ajuste del CC.
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Hnnipulate[
1 1
sol = NDSelve[{s'[t] =||1- - -s[t] + — a[c]|.
14 (3 -2) mef (20 55 (ear 1 - 222 1o (2 -2) ml- (ra e ) o (carrer - 252
a'[t] =
1
R e B e e R CH O Rprn
1 1
1- s[£]| -a[t]., s[0] = =0, a[0] = a0},
) feanter-=2)] | 2 (2 1) menl-(rae ) o cnn )

1+ (2 -1) Bxp[- (=30

a3 ca

{s., a}, {t, Cte, Ctf}, Method -+ "StiffnessSwitching", MaxSteps -+ Infinity, PrecisienGeal -+ Infinityl; GrnphicﬂGrid“
{Plot [Al[al0, rl, Cal, C]., {C, Cao, Caf}, AxesLabel - {{C;., Adim}. {a;[Cz], Adim}}., PlotStyle »+ Orange].
Plot [AZ[a20, ¥2, Ca0, C], {C, Cao, Caf}, AxesLabel »+ {{C;, Adim}, {az[C;], Adim}}, PlotStyle + Green]}

. {Plot[A3[a30, r3, Cal, C], {C, Cao, Caf}, AxesLabel - {{Cz, Adim}, {a3[Cz], Adim}}, PlotStyle - Black],

Plot [A4[=240, r4, Cal, C], {C, Cao, Caf}, AxesLabel » {{C;, Adim}, {as[C;]., Adim}}, PlotStyle » Orange]}
, {Plot [Evaluate[s[t] /. sol], {t, 0O, Ctf}, AxesLabel + {{t, Ka}, {S[t], Adim}}, PlotStyle - Purple],

s[t]

cas+cal

Plot [Evaluate[a[t] /. sol], {t, 0, Ctf}, AxesLabel - {{t, Ka}, {A[t], Adim}}, PlotStyle - Blue]},
4
-273.15 /. sol], Te[t]}. {t. O, CEE},

sz )]

{PLot [{Evaluate| QV 1-
5.6704 *A-8 1+(_—%0_1) Exp[—(IZ:r:i")s(Cat[t]— .

AxesLabel - {{t, Ka}, {T[t], Adim}}, PlotStyle - {Purple, Red}],
ParametricPlot [Evaluate[{s[t]., a[t]} /. sol]., {t, 50, Ctf}, PlotRange + All, ColorFunction + Functien[{x. v, C}. Hue[r]]]}

}]- ({s0. 1.43, "frac E s7), 0, 2, 0.1}, {{a0, 1.51, "frac E A"}, 0, 2, 0.1}, ({al0, 0.3, "a:c"}, 0, 1, 0.01},
{{=a20, 0.2, "az;"}, 0, 1, 0.01}, {{=a30, 0.8, "a3;"}, 0, 1, 0.01}, {{=a40, 0.6, "ayp"}, 0, 1, 0.01}, {{CaD, 240, "C,;"}, Cao, 1.5+ Caf, 1},

{{rl, 0.01, "r;"}, 0, 1, 0.01}, {{r2, 0.01, "ry"}, 0, 1, 0.01}, {{r3, 0.0001, "r;"}, 0, 1, 0.01}, {{r&, 0.0001, "r;"}, 0, 1, 0.01}]

Figura 5.2: Cédigo para la simulacién de la CE. Solucién de la ecuacion.
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Figura 5.3: Panel de control de la simulacién para la CE.



Figura 5.4: Serie de tiempo para T resultante de la simulacién de la CE (rojo). Se compara con la STBGV para T con la
modificacién de 15C (en verde).

‘NOIDVINIS 'ONOJIVI 3d OIDID 19 ¢S

1°li4



Z

-

CAPITULO 5. UN MAR DE OPCIONES... PERO SOLO UNA CORRECTA.

46

(A(t), Adim)

Figura 5.5: Evolucién del sistema en el espacio fase de acuerdo a la simulacién de la CE.

(s(t), Adim)
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Temp = Import [*/home /elessar /Documentos/TESIS/ TSTBGV.txt ", "Table"];

Carb = Import ["/home /elessar /Documentos/TESIS/CETBGV . txt ", "Table"];
Carb[[All. 2]]

Carb[[All, 2])]=""T"""7:
Carb[[2. 2]]

To = Min [Temp [ [A11, 2]]]:

Tf = Max[Temp [ [A11l. 2]]]:

Cao = Min[Carb[[All, 2]]];

Caf = Max [Carb[[All, 2]]]:

to = Min [Temp [ [A11, 1]]];

tf=Max[Temp[[All., 1]]]:

Cto = Min[Carb[[All, 1]]];

Ctf = Max[Carb[[All, 1]]]:

Tt = Interpolation[Temp];

Cat = Interpolation|[Carb];
GraphiecsGrid[{{ListLinePlot [Temp, PlotRange =+ {To, Tf}]}, {ListLinePlot [Carb]}}];
1 1
T21[x . U_+ Z2_, W_, T_] == -
1+ (% -1) Bep[-va(r-2)] 1+ (¢ -1) Bxp[-v 2 (v-2)]
x

x

1

Bi[x_, u_.,2_, T_] :=
1+{—1—1) Bxp[-v* (T -2)]

x

1 1
T23[X_, U_+ Z_, W_, T_] t=- N
14 (3 -1) mel-ve(r-2)] 14 (2 -1) B[-ve (v -2))

x

1 1
¥21 : = -
1+(—l —1} Exp[-r2ls (TL[t] - T210)] 1+(—l —1} Exp [-r21+ (Tc - T210)]
Y210 Y210
1
B3 :=
1+(—l —1} Exp[-T3# (Tt[t] - T30)]
B30
1 1
}’23::— -
1 _ _ 1 _ _
1+{rm 1) Exp[-r23s (Tt[t] - T230)] 1+{rm 1) Exp[-r23 s (Tc - T230)]

Figura 5.6: C6digo para la simulacién del CC. Definicién de variables.
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Manipulate [

s0lC =
NDSolve[
1 1
CHOE - sc[tl=alt]] +
1+( _1( —1) Exp[-r21s (Tt[Et] - T210)] 1+(—_1_( —1) Exp[-r2l% (Te - T210)]
1
woft]].
1+ d—_‘[ —1) Exp[-r3# (Tt[E] - T30)]
1 1
a'[t] = |- - sc[t]sa[t]| +
1+( _1( —1) Exp[-r21# (Tt[t] - T210)] 1+( _‘_( —1) Exp[-r21% (Te - T210)]
1 1
- sa[t]*o[t]].
_‘—1) Exp[-r23# (TE[t] - T230)] 1+(‘l —1)m[—r23.(1’a—1230)]
1 1
o'[t] = |- - saft]saf[t]| +
—1)m[—r23,(Tt|t]—T230)] 1+( ‘(—1) Exp[-r23# (Te - T230)]

1
sc[t]|., c[0] =CC, a[0] = CA, o[0] =1~ (CC +CA)}, {c. a, o}, {t. to, tf},

14 (d—lt —1) Exp[-r3# (Tt[t] - T30)]

Method + "StiffnessSwitching", MaxSteps - Infinity, PrecisionGoal - Infinity]; GraphicsGrid[{

{Plot [r21[y210, r2l, T210, Te, T], {T, To, Tf}, AxesLabel = {{T, C}, {¥21[T]. Adim}}, PlotStyle » Orange],

Plot [Evaluate[c[t] /. selC], {t., 0, tf}, AxesLabel - {{t, Ka}, {c[t]. Adim}}, PlotStyle » Green]}

. {Plot [B3[B30, ¥3, T30, T], {T, To, Tf}, AxesLabel -+ {{T, C}, {B:[T], Adim}}, PlotStyle -+ Black],

Plot [{Evaluate[a[t] /. solC], Cat[t]*CA}, {t, 0, Ctf}, AxesLabel - {{t, Ka}, {a[t], Adim}}, PlotStyle - {Red, Orange}]}

. {Plot[r23[¥230, r23, T230, Te, T], {T, To, Tf), AxesLabel » {{T, C}, {¥2:[T]. Adim}}, PlotStyle » Purple].

Plot [Evaluate[o[t] /. selC], {t, 0, tf}, AxesLabel + {{t, Ka}, {o[t], Adim}}, PlotStyle - Blue]},

{ParametricPlot3D [Evaluate[{c[t], a[t]. o[t]} /. solC], {t, 50, tf}, PlotRange - All, ColorFunction = Function[{x, v, z, t}, Hue[t]]].}
}1. {{cC. 0.3, "C Cont."}, 0, 1, 0.1}, ({CA, 0.6, "C Atm."}, 0, 1, 0.1}, {{Tc, 10.8, "T."}, To, T£, 0.1}, {{¥210, 0.1, "yz:."}, 0, 1, 0.01},
{{R30, 0.1, "f:,"}, 0, 1, 0.01}, {{¥230, 0.1, "y,:0"}, O, 1, 0.01}, {{T210, 12.25, "T,,;"}, To, 1.5%Tf, 1}, {{T30, 15.265, "T,;"}, To, 1.5%Tf, 1},
{{T230, 11.85, "T::0"}, To, 1.5#T£, 1}, {{r21, 0.596, "r::"}, 0, 1, 0.01}, ({3, 0.76, "r:"}, 0, 1, 0.01}, ({23, 0.696, "r2:"}. 0, 1, 0.01}]

Figura 5.7: Cédigo para la simulacién del CC. Solucién de la ecuacion.
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Figura 5.8: Panel de control de la simulacién para el CC.
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CAPITULO 5. UN MAR DE OPCIONES... PERO SOLO UNA CORRECTA.
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Figura 5.9: Serie de tiempo para C; resultante de la simulacién del CC (rojo). Se compara con la STBGV para CO, normali-
zada (en verde).
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Parte IV

Cuestiones sobre un modelo.
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Capitulo 6

Epilogo. Sobre depredadores, presas,
intermediarios y bihamiltonianos.

Hypothesis non fingo.

Sir Isaac Newton,
Philosophiee Naturalis Principia
Mathematica.

El anterior capitulo di6 validez a los modelos que
construi a lo largo de los primeros capitulos, ade-
mas de aportar, respecto de la realidad modelada,
unos valores de los pardmetros que nos dicen co-
mo varian el albedo o el transporte por escorrentia,
por ejemplo, en el rango de contenidos de carbono y
temperaturas respectivamente. Pero, aunque las hi-
potesis son innovadoras atin no podiamos explicar
cudl era el origen de las ya casi olvidadas APV y
ACREL, que al final de cuentas son el titulo de esta
tesis.

Sin embargo para ello lleg6 al rescate el espacio
fase de CC, para decirme y decirles a ustedes, que-
ridos lectores, que estamos cerca de dar una inter-
pretacién (en términos de la realidad modelada) de
lo que estd sucediendo en el SC para que aparez-
can las asimetrias, y de alguna manera hilar y unir
completamente el diagnéstico y la simulacién en un
todo.
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Conclusiones cualitativas a
partir de trabajos sobre siste-
mas de Lotka-Volterra.

6.1.

Al final del capitulo anterior dije que la evolu-
cién en el espacio fase de CC del SC me recordaba
a las soluciones de un sistema de Lotka-Volterra. Si
alguno de ustedes ha oido de este sistema de ecua-
ciones no lineales seguramente recordard que es un
sistema bidimensional en el que tenemos la interac-
cién de dos poblaciones, un depredador y una pre-
sa. Fse es el modelo que en 1910 propuso Alfred
J. Lotka para describir reacciones quimicas autoca-
taliticas y que, independientemente, consider6 Vito
Volterra en 1926 para sus investigaciones sobre po-
blaciones de peces y la pesca en el Adridtico. Sin
embargo ustedes recordardn que el sistema para el
CC es un sistema de tres ecuaciones con tres incog-
nitas. Como buen aprendiz de matematico les diré
que es facil decir jel modelo particular puede gene-
ralizarse? La respuesta es: si.

Recordemos que construi el modelo del CC pen-
sando en el modelo no lineal méas simple, una ex-
pansioén en Taylor a segundo orderﬂ y una inspira-
cién en Hamiltorﬂ Lo mads grato es encontrar que

nspirada por el modelo de la CE.
2Y en ultima instancia en el egregio Newton.
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en efecto el modelo generalizado de Lotka-Volterra
es exactamente el que se usa para simular siste-
mas no lineales en primera aproximacién. Eso me
di cuenta hasta que lef los primeros parrafos de
[SpWADSA].

De ese modo decidi buscar més y encontré la re-
ferencia [CPPWO02A]. En este articulo se describe
exactamente el sistema que tenemos, s6lo que con
coeficientes constantes y en un contexto distinto, de
hecho uno de los originales, que es la competencia
entre tres especies. Sin embargo, y sin meternos en
las matematicas mds duras y s6lo considerando sus
resultados graficos y conclusiones, es posible decir
lo siguiente

1. Un sistema de Lotka-Volterra tridimensional
tiene tres especies, una de las cuales acttia como
mediadora en la interaccién de las otras dos.
Esto lo podriamos traducir inmediatamente a
nuestros términos como que C, es el reservo-
rio mediador mientras que la competencia dura
se da entre Océano y Continente. Esto también
puede verse al experimentar con los pardme-
tros de las sigmoides y ver que en la mayoria
de casos o el Océano gana o el Continente gana
pero la Atmoésfera siempre queda viva (o sea
Vt Cy # 0), excepto con combinaciones de para-
metros muy extremas y que serian poco realis-
tas en el contexto del BGV.

2. Las soluciones presentan oscilaciones asimétri-
cas con las asimetrias que requerimos (ACREL
y APV) y sus periodos de oscilacién y asime-
trias dependen de los parametros. Incluso para
algunos de los pardmetros se obtienen escaleras
ascendentes o descendentes como las descritas
en el capitulo anterior.

Asi es inmediato concluir lo siguiente.

1. Considerando que el modelo del CC describe
bien la realidad observada y sabiendo que es
un sistema de Lotka-Volterra puedo concluir
que las asimetrias APV y ACREL son intrinse-
cas al SC: su origen no estd en los disparadores

sino en las caracteristicas del SC y los proce-
sos que suceden dentro de é que estan domi-
nados por el cambio de control entre Océano
y Continente. Intuitivamente era correcto ésto,
a partir del diagnéstico del primer capitulo, y
ahora lo hemos confirmado. Pero también pue-
do decir que el origen de las asimetrfas nece-
sariamente debe estar en los subsistemas que
son ciclos, no en las cadenas, que son los que
en ultima instancia vendran descritos, en forma
simplificada, por un sistema Lotka-Volterra.

2. La Temperatura varia en la misma forma que el
carbono Atmosférico debido a que el carbono
fuerza a la CE a tener esa variacién y no al re-
vés.

Sin embargo también es necesario tener cuida-
do con estas conclusiones en un sentido filoséfico
que muchas veces olvidamos los fisicoﬁ y que creo
necesario remarcar: La realidad modelada no es la
realidad. De esa forma no puedo decir que el SC
funcione como un sistema Lotka-Volterra en sus ci-
clos sino que puedo modelarlo en primera aproxi-
macién de esa manera. Un modelo de la realidad
que sea indistinguible de la realidad es casi impo-
sible y de ser construido serfa una mera curiosidad
sin aplicaciones précticas.

Las anteriores conclusiones también me impulsa-
rian a considerar que posiblemente exista alguna
combinacién de pardmetros para el sistema tridi-
mensional de Lotka-Volterra con coeficientes cons-
tantes que podria, al menos, generar la existencia
de ambas asimetrias y el espaciamiento de los mé-
ximos con la serie de C, simulada con nuestro mo-
delo de coeficientes sigmoidales pero sin la riqueza
en forma respecto de la STBGV de CO; que he con-

3Incluidos los que no pueden ser descritos correctamente por
un modelo no lineal en primera aproximacion.

4Como en el caso de muchos colegas que se dedican a la me-
cénica cudntica y ven en ésta la realidad fisica. Desgraciadamente
lo que ellos quieren es responder preguntas que empiezan con
(Por qué...? con las respuestas de preguntas que empiezan con
;Coémo...?
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seguido con el modelo que he presentado. Probable-
mente éste sea motivo de algiin trabajo posterio

6.2. Sistemas Bihamiltonianos.

Lo interesante de tener que la descripcién del SC
en cuanto al CC se puede hacer con un modelo de
Lotka-Volterra es que existe, ademds de la teoria y
préactica presentadas en [CPPWO02A], un formalismo
mas consolidado para la descripcién de sistemas de
Lotka-Volterra n-dimensionales y que en particular
se aplican a sistemas 3-dimensionales.

En [Plan96A] se da una discusiéon de las carac-
teristicas que los sistemas de Lotka-Volterra deben
cumplir para ser clasificados como Bihamiltonianos
o Hamiltonianos. Recordemos que un sistema Ha-
miltoniano es uno que en cierto sistema de coorde-
nadas se puede escribir como x = SVH donde H
es el hamiltoniano del sistema y es una cantidad
conservada. Sin embargo en la Mecanica Clasica se
nos ensefa que el espacio fase de un sistema hamil-
toniano tiene siempre dimensién par, proveniente
de que hay tantas coordenadas generalizadas como
momentos generalizados en éste.

[Plan96A] discute una nueva definicién de siste-
ma Hamiltoniano que incluye, ademads de los sis-
temas que conocemos como Hamiltonianos, siste-
mas con espacios fase de dimensién impar. Lue-
go se dedica a discutir sistemas Bihamiltonianos,
i.e. que aceptan una descripcién de Hamiltoniano
con dos Hamiltonianos distintos que dan dos repre-
sentaciones del mismo sistema cada una asociada
a una cantidad conservada. Y luego investiga las
clasificaciones de los sistemas de Lotka-Volterra 3-
dimensionales que son Hamiltonianos o Bihamilto-
nianos. Lo interesante de ésto es que todo sistema
asi tiene otras cantidades conservadas o constantes
de movimiento. Y como sabe todo fisico, cuando se
tienen constantes de movimiento extras hay que ce-
lebrar ya que el sistema puede decirnos méas que lo
que obtendriamos al resolverlo a fuerza bruta. Asi,

50 tal vez mi tesis de matematico.
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éste es otro objetivo a futuro, formalizar y profun-
dizar en estas cuestione

®Definitivamente un tema interesante para otra tesis.
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