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Introduccion

Uno de los problemas mas reconocidos en la teoria combinatoria es el
problema de las colegialas propuesto en 1850 por Thomas Kirkman (1847);
que dice mas o menos asi:

“quince jovencitas de una escuela caminan en tres columnas du-
rante siete dias consecutivos: se requiere un arreglo diario de modo
que no haya dos de ellas que caminen dos veces en la misma fila.”

Las soluciones de este problema resultan ser casos particulares de los Sistemas
Triples de Steiner con 15 puntos, dichos sistemas merecen el nombre a Jacob
Steiner (1853).

Un Sistema Triple de Steiner es una estructura de incidencia con v puntos
donde todos sus bloques son de tamano 3 con la propiedad de que cada par
de puntos esta contenido en un tinico bloque. Si bien se conoce con exactitud
en que situaciones se satisface la existencia de Sistemas Triples de Steiner;
son pocos los casos en los que, con un determinado tamano, se sabe cuantos
sistemas hay no isomorfos y se construyen todos ellos. El objetivo principal
de este trabajo es dar un ejemplo de como construir dos Sistemas Triples de
Steiner no isomorfos, con 2" —1 y 3" puntos, utilizando un singular método
en el que se vislumbra una manera mas general de construccién. Para ello
nos apoyaremos de distintas teorias matemaéticas: teoria de disenos, teoria
de cédigos y geometrias finitas, valiendonos de resultados de algebra lineal
y teoria combinatoria. Por supuesto, se dan todos los resultados necesarios
para justificar nuestra construccién, incluso, en algunos casos se recurrio a
introducir conceptos y resultados propios (muy sencillos) para que se viera
de manera natural, tanto la construcciéon que haremos, como la relaciéon que
existe entre las antes mencionadas teorias matematicas. Pero no sélo eso,
sino que en cada tema de los respectivos capitulos, se exponen, de forma
accesible, las definiciones y los resultados mas relevantes de modo que sea
una introduccion competente a dichos temas.
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La tesis se divide en cinco capitulos; en el primer capitulo expondremos
sobre los Sistemas de Steiner, viendo algunos resultados béasicos de su estruc-
tura; aun maés, nos enfocaremos en los Sistemas Triples de Steiner, ya que
ellos seran parte central de la tesis, analizando y desarrollando sus princi-
pales propiedades. En el segundo capitulo; definiremos, a partir de axiomas,
al plano Afin y al plano Proyectivo, y proporcionaremos las propiedades
bésicas dando asi la motivacion de conceptos mas generales como son el Es-
pacio Afin y el Espacio Proyectivo. De estos espacios, trabajando con campos
finitos, veremos dos casos muy importantes que tienen como subestructuras
a los Sistemas Triples de Steiner clasicos.

Para el tercer capitulo, ademés de los conceptos basicos de codigos li-
neales, daremos algunos resultados de cdédigos asociados a estructuras de
incidencia, que seran de gran utilidad para concluir este trabajo. En el cuar-
to capitulo trabajaremos con la matriz de incidencia de un Sistema Triple de
Steiner y se calculara el rango de dicha matriz sobre campos finitos, resultan-
do asi que los casos interesantes se dan cuando los campos tienen p elementos;
con p igual a 2 y 3. Cabe mencionar que el resultado de este capitulo es de
gran relevancia para generalizar nuestros resultados principales.

Y por tltimo, en el quinto capitulo, nos ocuparemos de los codigos genera-
dos por las matrices de incidencia de los Sistemas Triples de Steiner clasicos,
que a través de algunas modificaciones en su estructura se podran obtener
otros Sistemas Triples de Steiner no isomorfos a los primeros, siendo éste el
resultado central de la tesis.



Capitulo 1

Sistemas de Steiner

Definicién 1.0.1 Una estructura de incidencia S es una pareja (P, B)
donde P es un conjunto no vacio y B es una familia de subconjuntos de P no
vacios. A los elementos de P les llamamos puntos y a los elementos de B les
llamamos bloques. En el caso de que P sea finito decimos que la estructura
de incidencia es finita.

Definicién 1.0.2 Dos estructuras de incidencia Sy y S son isomorfas si
y solo si existe una funcion biyectiva ¢ de los puntos de Sy a los puntos de Sy
tal que; el conjunto de imdgenes de los elementos de cada bloque en Sy, es un
bloque en Sy, asi como los elementos de cada bloque en S, son imdgenes de
los elementos de un bloque en Sy. En tal caso a ¢ le llamamos isomorfismo
de S1 a Sy. St .S1 = 955 entonces diremos que ¢ es un automorfismo.

Definicién 1.0.3 Un Sistema de Steiner S(t, k,v), es una estructura de
incidencia finita (P, B) tal que: la cardinalidad de P es v, los subconjuntos de
B tienen cardinalidad igual a k y tienen la propiedad de que cada subconjunto
de P con tamano t estd contenido en un unico bloque de B.

Dada dicha estructura diremos que los puntos de P y los bloques de B
son elementos del S(t, k,v).

Ademaés notamos que, para no tener sistemas triviales, debemos pedir que
t<k<w.

Con t = 2 podemos entender la propiedad de la Definicion 1.0.3 como que
cada par de puntos esta contenido en un tinico bloque de B. En esta situacion;
si para cada x € P denotamos por r, a la cantidad de conjuntos en B que



contienen a x entonces 7, es independiente de la x, es decir, es el mismo valor
r para cualquier x, aiin mas, sabemos cuanto vale explicitamente.

Proposicién 1.0.1 En un S(2,k,v) cada punto estd contenido en exacta-
mente

= 1.1
iy — (1.1)
bloques.

Demostracién. Sea = € S(2,k,v) y r, la cantidad de bloques que contienen
a x entonces cada uno de esos bloques contiene k — 1 elementos distintos a
x y como t = 2, cualquier par de bloques sélo se intersectan en z, entonces
estamos contando a todos los puntos de S(2, k,v) excepto a x, es decir;

re(k—1)=v—1

o v—1
:>7’m—k_1
y por lo tanto no depende de la z,
v—1
:>7“—k_1.

O
Otro pardmetro que se encuentra implicito es b = | B|, entonces notamos
que los valores k, v, r, b estan relacionados de manera intrinseca.

Definicién 1.0.4 Sea S = (P,B) una estructura de incidencia finita con
P =A{p1,p2,--s0o} y B={B1, Ba,..., By}. Entonces:

a) para todo A C P definimos el vector de incidencia de A como:
X(A) = (xa(p1), xa(p2), .-, xa(pv)),
donde, xa(p;) =1 sip; € A, y xa(p)) =0 sip; & A.

b) definimos una matriz de incidencia My, de S, como una matriz que
tiene por renglones a los vectores de incidencia determinados por los bloques

de S.
Proposicién 1.0.2 En un S(2,k,v)
bk = vr. (1.2)



Demostracién. Consideremos una matriz de incidencia My, del S(2,k,v).
Entonces contamos a los 1’s de dicha matriz de dos maneras distintas; si los
contamos por renglones tenemos b renglones y cada renglén tiene k 1’s ya
que cada bloque tiene k puntos, y si los contamos por columnas, tenemos v
columnas y cada columna tiene r 1’s debido a que cada punto esta contenido
en 7 bloques, por lo tanto

bk = vr.

O
La matriz de incidencia que definimos anteriormente jugara un papel muy
importante a lo largo del presente trabajo.
Ademas ya podemos contar el nimero de bloques en términos de los
parametros (t, k,v).

Corolario 1.0.1 En un S(2,k,v) la cantidad de bloques estd dada por

v(v—1)

b:m.

(1.3)

Demostracion. De la Proposicién 1.0.1 tenemos que r = T sustituimos

L —
en (1.2) y resulta )
U_
k= ”(k N 1)
v(v—1)
b= —-.
T k=)

0
Para ver un resultado importante, con respecto a estos parametros, es
necesario que recordemos un par de resultados de Algebra Lineal [1].

Definicién 1.0.5 Sea A una matriz de n x m con entradas sobre un campo
F. Definimos la transformacion de multiplicacion por la izquierda
de A, como el mapeo Ly, donde:

Ly :F"— F"

T — Azl



Definicién 1.0.6 Sea A una matriz de n x m con entradas sobre un cam-
po F. Definimos el rango de A, denotado Rango(A), como el rango de la
transformacion lineal L 4.

Lema 1.0.1 Sea A una matriz de n X m y B una matriz tal que el producto
AB esta definido, entonces:

(i) Rango(A) < min{n,m}

(i1) Rango(AB) < Rango(A).

Teorema 1.0.1 En un S(2,k,v), v <b.

Demostracion. Consideremos la matriz de incidencia My, y su transpues-
ta quxb y obtengamos la matriz M*M,, recordando que las entradas del
producto se definen como:

b
Q5 = E iy,
k=1

donde ng, y my; son entradas de MY, , v My, respectivamente. En la entrada
a;;, lo que hacemos ,visto en la matriz de incidencia, es intersectar los 1's de
la columna ¢ de My, con los de la coumna j de M,y,; entonces la entrada
a;; cuenta en cuantos bloques estan contenidos los dos elementos 7 y j, por lo
que a;; es 1 si 7 # j, y a;; es r si i = j. De manera que tenemos la siguiente
situacion:

r 1 ... 1

1 r ... 1
MtMvXU: . . . 5

1 1 T
v—1

comok<v y r= = r > 1, entonces los v renglones de la matriz

E—1
M*'M,, son linealmente independientes, = Rango(M'M,,) = v, por el
Lema 1.0.1,= Rango(M"'M,,) < Rango(My,), por lo tanto,
v < Rango(Myy,), y como Rango(Myy,) < min{b,v}, = v < b.
O
En la Proposicion 1.0.1 y en el Corolario 1.0.1 se encuentran condiciones
necesarias para la existencia de un S(2, k,v). En la siguiente seccién profun-
dizaremos un poco més en estos menesteres ya que nos interesa un caso en

particular; S(2,3,v).



1.1. Sistemas Triples de Steiner

Definicién 1.1.1 Un Sistema Triple de Steiner STS(v) es un Sistema
de Steiner S(2,3,v).

Aqui nos podriamos preguntar que si una vez fijados los parametros t y k,
;siempre podemos construir un S7T'S(v) con cualquier valor de v?; veamos
que no es asi.

De los resultados anteriores tenemos que en un Sistema Triple de Steiner
STS(v):
v—1

2

v(v—1)

-
Como ya notamos, estas igualdades son condiciones de existencia de un
STS(v); ya que r, que es la cantidad de bloques en los que estd contenido
cada punto, y b, el nimero de bloques del sistema, tienen que ser enteros.

1. r=

2. b=

Lema 1.1.1 Si existe un STS(v), entonces;
v=1,3 (mod 6).

Demostracién. Que r sea entero, implica que 2 divide a v — 1, entonces v
es impar.
Y que b sea entero, nos dice que

v(v—1)

5.3 es entero, entonces 3 divide a v ¢ 3 divide a v — 1.

caso 1.

3 divide a v, como v es impar = v = 3(2n+ 1) p.a. n € N,
— v=6n+3 paneN,
— v =3 (mod 6).

caso 2.

3 divide a v — 1, como v — 1 es par => (v — 1) = 3(2n) p.a. n € N,
— (v—1)=6np.a.neN,
— v =1 (mod 6).
Ejemplos de ST'S(v) cuando v = 3,7,9:
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Ejemplo 1 v=3, P =8B ={0,1,2}.

Ejemplo 2 v =7, P ={1,2,3,4,5,6,7},
5)

1 2 3
Figura 1.1: Sistema Triple de Steiner con 7 puntos.

B={{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6},{2,4,6} }.

Ejemplo 3 v =9, P = {0,1,2,3,4,5,6,7,8},

6 7 8
3
0 2

Figura 1.2: Sistema Triple de Steiner con 9 puntos.

B ={{0,1,2},{0,3,6},{0,4,8},{0,5,7},{1,3,8},{1,5,6},{1,4, 7},
{2,3,7},{2,5,8},{2,4,6},{3,4,5},{6,7,8}}.
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Entonces las preguntas inmediatas que nos surgen son: jexistird un S7°S(v)
con v = 13,15,19,...7, y en caso de existir ;podriamos tener mas de un Sis-
tema Triple de Steiner con el mismo parametro v y que no sean isomorfos?,
ya que hasta ahora nos hemos limitado a estudiar los pardmetros que forman
un Sistema de Steiner, pero debemos notar que algo igual de importante, es
la estructura de dicho sistema.

Definicién 1.1.2 Un subsistema de un Sistema Triple de Steiner ST S(v),
es un conjunto S" de puntos del ST'S(v) tal que; cada bloque del ST S(v) que
tenga dos puntos de S', estd totalmente contenido en S’. Si S" # S, decimos
que S’ es un subsistema propio.

Lema 1.1.2 Si S’ es un subsistema del STS(v), entonces S’ también es un
Sistema Triple de Steiner.

Demostracién. Sean x y y puntos en S’ como S" C STS(v); z y y estan
contenidos en el ST'S(v), entonces existe un tnico bloque en el ST'S(v) que
contiene a x y y, dado que S’ es subsistema de ST'S(v) implica que ese bloque
estd enteramente contenido en S’. Por lo tanto existe un tnico bloque en S’

que contiene a z y .
OJ

Teorema 1.1.1 Si existen un ST'S(vy) y un STS(ve), entonces también ex-
iste el ST'S(v1vq) conteniendo subsistemas isomorfos al STS(v1) y al STS(v2).

Demostracién. Denotemos los puntos del ST'S(v1) como z1, xa, ..., T,, y los
del ST'S(ve) como y1,ya, ..., Yu,. Los puntos del ST'S(v,vy) serdn los elemen-
tos z;; = (x;,y;), con 1 < i < vy, 1 < j < vy, del producto cartesiano
{21, sy, } X Y1, ey Yoo }-

Vamos a construir los bloques del ST'S(v1v2). El conjunto {zif, Zimg, Znn }
es un bloque del ST'S(vivy) si y sélo si cumple con alguna de las siguientes
condiciones:

(i) f=9g=hy{x,xm, .} es un bloque del ST'S(vy).
(i) l=m=mny {ys vy yn} es un bloque del STS(vy).

(1ii) 1,m y n son diferentes dos a dos y {x;, ¥, x,} es un bloque en el
STS(v1),y f,gy h son diferentes dos a dos y {yy, yy, yn} s un bloque
del ST'S(vs).
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Nos falta probar que estos puntos y bloques en verdad cumplen las condi-
ciones de el sistema deseado, para ello debemos probar que para cualquier par
de elementos que tomemos del producto cartesiano exista un tnico bloque
qu los contenga a ambos.

Sean z;¢ y Zmg dos puntos diferentes del producto cartesiano, consideremos
tres casos:

caso 1.
f =gy asil# m, entonces existe un unico bloque en el ST'S(v;) que
contiene a x; y T, sea {x;, xm,,x,} tal bloque, por lo tanto el unico
bloque que tiene a 25 ¥ 2mg €S {2if, Zms, Zns }-

caso 2.
[ = myasi f # g, entonces existe un tunico bloque en el STS(vs)
que contiene a yr y yy, sea {yr,y,, yn} tal bloque, por lo tanto el dnico
bloque que tiene a 2y y zmg €s {2if, 2ig, 2in }-

caso 3.
[ #my f # gentonces los bloques que tienen a x; y a x,, en el STS(vy),
y ayry y, en el STS(vy), son tnicos, sean {xy, Tm, Tn}t v {yr, Yy, Yn}
dichos bloques, entonces el tnico bloque al que le corresponden 24 y
Zmg €S {2if, Zmgs Znh }-

Por otro lado, si nos fijamos sélo en los elementos de los bloques {2;f, Zmg, Znn }
con [ =n =m = 1, tenemos un subsistema isomorfo al ST'S(v;), asi como
los elementos de los bloques con f = g = h = 1 son un subsistema isomorfo
al STS(vq).

O

Teorema 1.1.2 Si existen el STS(vy), el STS(v2) y S C STS(v2) tal que,
|S| = w3 y S es un subsistema del STS(v2) 0 S es un punto (v3 = 1), entonces
también existe el STS(vs 4 v1(vy — v3)) conteniendo subsistemas isomorfos

al STS(vy), al STS(v2) y a S.
Demostracién. Empezamos numerando los puntos del ST'S(v;), luego nu-

meramos los puntos de ST'S(vq) \ S continuando esta numeracién en S.Para
esta construccion consideremos los siguientes v; + 1 conjuntos:

13



SO D Os41 Gsq2 c Qo

St b b - by
Spt bt b o+ bas | donde s = vy — vs.
Sm : bv11 bU12 e bvls

v1
Los puntos de ST'S(v3 +v;(v2 —v3)), a construir, son los puntos de U Sh.
A=0

vl
Es claro que ‘ U SA’ = v3 + v1(ve — v3).
A=0
Para construir los bloques seguimos estas reglas:
(i) {ai, am, an} es un bloque si {I,m,n} es un bloque de S.

(i1) {ay,big, bin} o {bif, by, bin} son bloques si {f,g,h} es un bloque del
ST S (v).

(243) {bif,bmg, bnn} es un bloque si {l,m,n} es un bloque del ST'S(v;) y
f,g,h son tales que f+ g+ h =0 (mod s).

Lo que necesitamos para asegurar que estas reglas definen un Sistema
Triple de Steiner es; que para cualquier par de puntos que tomemos, exista
un unico bloque al que los contenga a ambos.

caso 1.
Si ambos elementos son a's, entonces por (i) existe un unico bloque al
que le atanen.

caso 2.
Si un elemento es ay y el otro es by, por (i7) hay un tnico bloque que
los contiene.

caso 3.
Los dos puntos son b's y pertenecen al mismo renglén, entonces la regla
(1) cubre este caso.

caso 4.
Los puntos son b's y no son parte del mismo renglén, es decir, son by
Y bmg, y como en el STS(vy), sélo el bloque {l,m,n} es el que tiene {

14



y m, y aunado a ello hay un tnico entero h entre 1 y s tal que
f+g+h=0 (mod s), por (iii) queda claro la existencia y unicidad
del bloque en cuestién.

En cuanto a los subsistemas; los bloques descritos; en (i) son isomorfos
a S, ( i) para una “i" fija son isomorfos al ST'S(vq), y los de (éii) con
f =g = h = s son isomorfos al ST'S(v,).
O
Con estos dos ultimos Teoremas y con los ejemplos 1,2 y 3, ya podemos
construir una cantidad infinita de Sistemas Triples de Steiner; en particular
las familias que a continuacion se muestran.

Corolario 1.1.1 Para toda n € N, existe un STS(2"! —1).

Demostracién. Por induccion; del Ejemplo 1 sabemos que existe un Sistema
Triple de Steiner con 3 puntos, pero 3 = 2!*1 — 1. Ahora, si suponemos que
existe un ST'S(2" —1), por el Teorema 1.1.2 con v; = 2" —1, v =3y v3 = 1,
resulta que existe un

STS(1+ (2" —1)(3—1)) = STS(1 42" —2) = STS(2"™ —1).

Corolario 1.1.2 Para toda n € N, eziste un STS(3").

Demostracion. También por induccién; por el Ejemplo 1 existe un Sis-
tema Triple de Steiner con 3 puntos. Si suponemos que existe un ST'S (3"~ 1)
entonces por el Teorema 1.1.1 con v; = 3y vy = 3!, existe un ST'S(3").
O
Aprovecharemos la oportunidad para mencionar otro tipo de Sistemas de
Steiner.

1.2. Sistemas Cuadruples de Steiner

Definicién 1.2.1 Un Sistema Cuddruple de Steiner SQS(v) es un Sis-
tema de Steiner S(3,4,v).

La demostracién de siguiente Teorema puede ser consultada en [2], nosotros
la omitimos dado que es muy larga y el resultado, a pesar de ser muy fuerte,
no es indispensable para el desrrollo de nuestro trabajo.
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Teorema 1.2.1 Un SQS(v) existe < v = 2,4 ( mod 6).

Definicién 1.2.2 Sea S(t,k,v) un Sistema de Steiner con P puntos y B
bloques, I C P con |I| < t, entonces a la subestructura S; formada por
los puntos P' = P\I y los bloques B' = {B\I : I C B € B}, le llamamos
sistema derivado del S(t,k,v). Y si I = {p}, esto es, I es solamente un
punto; a S, le llamaremos contraccion de S(t, k,v) en el punto p.

Proposicién 1.2.1 Sea S(t,k,v) un Sistema de Steiner; si Sy es un sistema
derivado de S(t,k,v) con |I| =i, entonces St es un S(t — i,k —i,v —1).

Demostracidén. Es obvio que |P’| = v —i. Veamos ahora que la cardinalidad
de todos los bloques de S; es k — i Sea B’ un bloque de S; entonces existe
un bloque B en B tal que B’ = B\I. Pero

k=1B| = [B\IUI| = |B\I| + 1],

por lo tanto |B’| = k — i. Por dtimo escojamos un conjunto T C P’ con
|T'| =t — 1, entonces T'U [ es un conjunto tal que TUI C Py [TUI| =t
entonces existe un tnico bloque B € B con T'U I C B, entonces B\I es el
tnico bloque en B’ tal que T C B\I.

O

Corolario 1.2.1 Siv =1,3 (mod 6) = existe un STS(v).

Demostracién. Sea w = v + 1 entonces w = 2,4 (mod 6), por el Teorema
1.2.1 sabemos que existe un SQ.S(w) entonces escojamos un punto p de los
w puntos y consideremos .S, por la Proposicién 1.2.1;

S, =8(3-1,4—1,w—1)= STS(v).

O

Con esto hemos respondido una de nuestras interrogantes, pero surgen

otras: si v = 1,3 (mod 6) el ST'S(v) que existe; jserd unico salvo isomorfis-

mos?, en caso de que no, ;cuantos hay no-isomorfos a él7, ;cémo encontrar

todos los no-isomorfos?. Estas preguntas atin no han sido respondidas excepto
en algunos casos.
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Capitulo 2

Geometria Afin y Geometria
Proyectiva

Definicién 2.0.3 Un espacio S es una estructura de incidencia (Ps, Lg),
donde los elementos p de Ps se llaman puntos de S y los elementos | de Lg
se llaman lineas de S. Decimos que “p esta enl” o “l pasa por p” cuando
el punto p es elemento de la linea l. Dos lineas, 11 y lo, son paralelas si
li =10 0linly =0, lo denotamos como | || m. Los puntos p1,p2, ..., Pn,
son colineales si existe una linea | que los contiene. Las lineas ly,ls, ..., L,
concurren en un punto p st p € l; para toda i = 1,....m. Un haz de
lineas es el conjunto L, de todas las lineas que contienen a un punto p en
particular, o el conjunto [l] de todas las lineas paralelas a una linea l, en este
caso llamamos a [l] punto al infinito en la direccion de l.

2.1. Plano Afin

Definicién 2.1.1 Un plano Afin A es un espacio que cumple con los si-
guientes axiomas:

Ay Dados dos puntos distintos p y q, ewviste una y solo una linea que los
contiene.

Ag Dados una linea | y un punto p que no pertenece a l, existe una y solo
una linea m, paralela a l, que pasa por p.

As FEuxisten tres puntos no-colineales.
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Proposicién 2.1.1 En un plano Afin, dos lineas distintas tienen a lo mds
un punto en comaun.

Demostracion. Sil y m, pasan por dos puntos distintos p y ¢, por el axioma
Al; l=m.
([l

Proposicién 2.1.2 En un plano Afin, el paralelismo es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Debemos probar que:
1. Una linea es paralela a si misma,
2. Sil || m, entonces m || I.
3. Sil || m,ym| n, entonces [ || n.

De la definicién de paralelismo, son obvios 1 y 2, y si en 3, [ = n, no hay
nada que demostrar. Para demostrar 3, sean [,m y n lineas tal que [ || m,
y m || ny l # n. Supongamos que p = [ N n. Entonces tenemos que por el
punto p pasan dos lineas distintas, paralelas a m, contradiciendo As. Por lo

tanto [ Nn = (), entonces [ || n.
U

Proposicién 2.1.3 En un plano Afin cada linea tiene al menos dos puntos.

Demostraciéon. Sea [ una linea de un plano Afin, por A3 existen tres puntos
D, ¢ y r no-colineales, entonces las lineas l,4, l4; ¥ l,, que pasan por ellos no
son paralelas dos a dos, por lo que [ no es paralela a al menos dos de éllas; sin
pérdida de generalidad sean [,, y [, lineas que no son paralelas a [, entonces
existen t =Nl yy=1N1ly;

si x = y implica que z = y = ¢ y como q ¢ [,, entonces | no es paralela a
lyp, y asi existe z = [N ,,, por esta razon [ contiene al menos a los dos
puntos q y z,

si ¢ # y entonces ya tenemos al menos dos puntos en /.
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Proposicién 2.1.4 Un plano Afin tiene al menos cuatro puntos.

Demostracion. Por A3 sabemos que existen tres puntos no-colineales, sean
p,qy 7. Por Ay existe una linea [,, que pasa por p y ¢, y una linea m,, que
pasa por ¢ y r. De A tenemos que existe, una linea [ paralela a [,, que pasa
por r, y una linea m paralela a m,, que pasa por p. Si [ y m fueran paralelas,
tendriamos que l,, || I || m || mgr, pero I,y N Mg, = g, entonces l,, = my,,
por lo que p,q y r serian colineales. Entonces sea t = [ N'm, el punto ¢ no
pertenece a la linea [, ya que t esta en [ que es distinta a [,,, t tampoco esta
en mg porque m es distinta a my,, entonces t # p, ¢,r. Por lo tanto ¢ es el
cuarto punto.

O
Proposicién 2.1.5 Eziste un plano Afin con cuatro puntos.

Demostracion. Consideremos los puntos y las lineas de la demostracién an-
terior. Unamos la lineas i = {p,r} y l» = {q,t}. Entonces el plano Afin con-
siste de los cuatro puntos {p, ¢,r,t} y las seis lineas {p, ¢}, {q, 7}, {r, t}, {t, ¢},

{p,r} y {q,t}.

q r
Figura 2.1: Plano Afin con 4 puntos.
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2.2. Plano Proyectivo

Definicién 2.2.1 Un plano Proyectivo P es un espacio que cumple los
siguientes ariomas:

P, Dados dos puntos distintos p y q, existe una y solo una linea que los
contiene.

P, Cualesquiera dos lineas se intersectan en al menos un punto.
P3 Existen tres puntos no-colineales.
Py Toda linea contiene al menos tres puntos.

Proposicién 2.2.1 En un plano Proyectivo, dos lineas distintas se inter-
sectan en un solo punto.

Demostracion. Sean [ y m lineas distintas, por P, se intersectan. Suponga-
mos que se intersectan en dos puntos distintos; por P; tenemos que [ = m;
contradiccion. Por lo tanto [ y m sélo se intersectan en un punto.

O

Lema 2.2.1 En un plano Proyectivo P, dado un punto existe al menos una
linea que no pasa por él.

Demostracién. Sea x un punto. Por P, tenemos tres puntos no-colineales.
Si consideramos las lineas que pasan por estos tres puntos, obtenemos tres
lineas no-concurrentes; x pasa en a lo mas dos de ellas, por lo que existe al
menos una linea que no pasa por x.

O

Lema 2.2.2 En un plano Proyectivo P, dadas dos lineas distintas, existe al
menos dos puntos que no pertenecen a ninguna de ellas.

Demostracién. Sean [ y m dos lineas distintas. Por la Proposicién 2.2.1 se
intersectan en un solo punto p, por P, cada linea tiene al menos tres puntos
sean ¢ y r puntos en [ y m respectivamente, distntos a p, entonces por P;
existe una tnica linea [, que contiene a ¢ y r. Nuevamente, por P, [, tiene
otro punto s distinto a ¢ y r. Entonces s no pertenece a [ ni a m ya que
[ # 1, # m, ademas la linea [, tienen otro punto ¢ que tampoco pertenece
alymyaquet#p=IlNm.

O
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Corolario 2.2.1 FExisten cuatro puntos tales que no existe una linea que
contenga a almenos tres de ellos.

Demostracién. Por el axioma Pj existen tres puntos p,q y r no-colineales,
consideramos las lineas [ = [, y m = [, de la demostraciéon del Lema
anterior existen s y ¢ tales que no pertenecen a [ ni a m, y s € lg, pero
t ¢ 1, Por lo tanto, los puntos buscados son {p, ¢,,t}.

O

Proposicién 2.2.2 En un plano Proyectivo P, todo par de linaes tiene la
misma cantidad de puntos.

Demostraciéon. Sean [ y m dos lineas distintas que se intersectan en p, y
sea o un punto fuera de ellas. Por cada punto x € [, con = # p, consideremos
la linea [,., que es la tnica que pasa por o y . Como o se encuentra fuera
de m, l,, intersecta a m en un solo punto y,. Entonces la siguiente funcién
estd bien definida:
f:l —m
p = p
TEP— Yo

Supongamos que f(x1)=f(x3), esto es, Y., = Ya,, quiere decir que

loz; "M = loz, N M, por lo que 1 = w9, entonces f es inyectiva. Para ver
que f es suprayectiva tomemos y € m y consideremos la tinica linea m,, que
pasa por oy y, como o ¢ [ entonces my, N1 # 0. Sea x = m,, N1, como
My, es Unica f(z) = y. Entonces f es una biyeccién de los puntos de [ a los

puntos de m. Por lo tanto |I| = |m|.
0

Proposicién 2.2.3 En un plano Proyectivo P; por cualquier punto pasa la
misma cantidad de lineas. Mas aun, la cantidad de lineas por un punto es
wqual a la cantidad de puntos en una linea.

Demostracién. Sea x un punto y [ una linea que no pasa por z. Para cada
y € | generamos la linea l,, que pasa por z y y. Sea L = {l,, : y € I} es
claro que |£] = |l|. Ahora, sea m una linea que pasa por x, entonces m # [,
por lo que existe y € m tal que y = m N{. Por lo tanto m € L. Entonces la

cantidad de lineas que pasa por un punto es |I|.
O
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A partir de este momento s6lo nos ocuparemos de los planos Proyectivos
finitos, es decir, con una cantidad finita de puntos. Es evidente que ésto
implica que cada linea tiene un nimero finito de puntos y que hay un niimero
finito de lineas. Hecha esta explicacion y con las proposiciones anteriores
obtenemos resultados interesantes.

Teorema 2.2.1 Sea P un plano Proyectivo con P como su conjunto de pun-
tos y L su conjunto de lineas. Entonces existe un numero natural n > 2 tal
que:

i) L, =ll=n+1,Vle L yVpeP,
i) |P|=|L|=n*+n+1
Al nimero n le llamamos orden de P.

Demostracién.

i) Sea [ una linea y p un punto, por la Proposicién 2.2.3 tenemos que
|L,| = || y de P, sabemos que |I| > 3, entonces existe n > 2 tal que
ll| =n-+1.

i1) Sea p un punto fijo. Por un lado tenemos que cada punto ¢ en P\ p
estd contenido en una unica linea de L, y cada linea en L, tiene n
puntos distintos de p, entonces |P \ p| = |Ly|n = (n 4+ 1)n = n® + n,
dado que |P\ p| = |P|— 1, implica que |P| = n? +n + 1. Por otro lado,
cuando contamos a los puntos y las lineas que pasan por ellos | P||L,|,
estamos contando |I| veces a cada linea, entonces;

_|PIL,
1]

L] = |P].

Corolario 2.2.2 Un plano Proyectivo tiene al menos siete puntos.

Demostracion. Sea P el conjunto de puntos de un plano Proyectivo, por el
Teorema anterior sabemos que |P| = n? +n + 1 para alguna n > 2, por lo
que;

|P|>2°+2+1=7.
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Proposicién 2.2.4 Ezxiste un plano Proyectivo con siete puntos.

Demostracién. Basta con mostrarlo.
P=1{1,2,3,4,5,6,7},
L = {{17 27 3}7 {]'7 4’ 5}7 {17 67 7}7 {27 5’ 7}7 {37 47 7}7 {37 57 6}7 {27 47 6}}
5

1 2 3
Figura 2.2: Plano Proyrectivo con 7 puntos.

O

Notamos que hay una estrecha relacion entre planos Afines y planos

Proyectivos para asimilarlo de mejor manera veamos como podemos generar
uno a partir del otro.

Definicién 2.2.2 Sea A un plano Afin y l la linea que consiste de todos
los puntos al infinito. Definimos la proyectivizacion de A como el espacio
P4 formado de la siguiente manera:
P4 = {puntos de A} U {puntos al infinito de A},
Li={lU[l]:l€ A} Ul.

Teorema 2.2.2 Sea A un plano Afin, entonces P4 es un plano Proyectivo.

Demostraciéon. Veamos que efectivamente P4 cumple los axiomas de un
plano Proyectivo:

Py sean p y ¢ puntos distintos en P4: Si p y ¢ estan en A, por A; existe
una y s6lo una linea que los contiene. Si p € Ay g = [I], por A; existe
una y sélo una linea m paralela a [ que pasa por p. Entonces m U [I] es
la tnica linea que contiene a p y ¢g. Si son puntos al infinito, la tnica
linea que los contiene es la linea al infinito.
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P, Si | y m pertenecen a A y no son paralelas; se intersectan. Si [ y m
pertenecen a A y son paralelas, entonces [[| = [m] por lo que también
se intersectan en este caso. Sil € Ay m es la linea al infinito, entonces
[ y m se intersectan en [l].

P3 Por Aj existen tres puntos no-colineales en A y ninguno de ellos pertenece
a [, por lo que siguen siendo no-colineales en P 4.

P, En A; por la Proposicién 2.1.3 toda linea contiene al menos dos puntos,
entonces en P4; toda linea contiene al menos tres puntos ya que a cada
una de ellas le agregamos su punto al infinito correspodiente.

O

Ejemplo 4 Proyectivizando el plano Afin con cuatro puntos obtenenos el
plano Proyectivo con siete puntos.

|
|
|
|
!
!
1

q [p, 1] r
Figura 2.3: Proyectivizacién del Plano Afin con 4 puntos.

Definicién 2.2.3 Sea P un plano Proyectivo con P como su conjunto de
puntos, L como su conjunto de lineas y | una de sus lineas. Definimos la
afinizacion de P con respecto a l como el espacio Ap, = (L, P,), donde;
P, =P\l
Li={my=m\(mnNl):meL\l}.
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Teorema 2.2.3 Sea P un plano Proyectivo y | una de sus lineas, entonces
Ap, es un plano Afin.

Demostraciéon. Verifiquemos que efectivamente cumple con los axiomas de
un plano Afin:

A; Por P; tenemos que cualquier par de puntos estan en una unica linea y
eso es valido para los puntos P, y las lineas L.

Ay Sea p € Py m € L;. De la Proposicién 2.2.1 tenemos que [ y m se
intersectan en un tnico punto ¢, y de P, sabemos que la linea [,4, que
contiene a p y ¢, es unica. Ademas m N l,, = ¢ € [ por lo que en Ap,,
sus respectivas lineas asociadas son paralelas.

As Por el Corolario 2.2.1 tenemos que existen cuatro puntos {p, q,r, s} tales
que no existe una linea que contenga a almenos tres de ellos, por lo
que {p,q,r, s} NIl =0,162. Sies 061 ya tenemos tres puntos no-
colineales en Ap,. Si es 2 por el Lema 2.2.2 existe un punto fuera de [
y la linea que pasa por los otros dos puntos, por lo que tenemos tres
puntos no-colineales en Ap,.

O

Teorema 2.2.4 Dado un plano Proyectivo P existe un plano Afin A tal que
P ="P4.

Demostraciéon. Sea A = Ap, para alguna [ € P. Entonces [ es la linea al
infinito en A. Y asi; P = P4.
O

Teorema 2.2.5 Dado un plano Afin A existe un plano Proyectivo P tal que
A = Ap, para alguna linea | en P.

Demostracién. Sea P = P4, entonces, A = Ap, .
O
Debido a esta relacién tan fuerte del plano Proyectivo y del plano Afin;
definimos el orden de un plano Afin como el orden del plano Proyectivo
asociado a él.
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Teorema 2.2.6 Sea A un plano Afin de orden n con Py como su conjunto
de puntos y L4 como su conjunto de lineas. Entonces:

i) il =n Vi€ Ly,

it) |L,| =n+1Vp € Py,

Demostracién. Consideramos a P4 y el Teorema 2.2.1. Entonces para llegar
de P4 a A, quitamos la linea [, (vi) con n+ 1 puntos (iv y v), ésto hace que
a cada linea, distinta de [, se le quite sélo el punto en el que se intersectan
(). A los puntos fuera de I, no les afectamos su incidencia (i) excepto a los
puntos al infinito que les quitamos l, (7).
O
Los siguientes ejemplos son muy importantes y motivan definiciones méas
amplias.

Ejemplo 5 Sea F un campo, consideramos el espacio A donde sus puntos
son P =TF? y cada linea | es de la forma
l=la,b,c] ={(z,y) €F?*:ax+by+c=0, con (a,bc)#(0,0,0)}.
Ndtese que para toda A € F \ {0}; [a,b,c] = [Aa,\b, \c|]. Ademds, a y b
no pueden ser cero al mismo tiempo porque ¢ seria cero. Y sabemos que el
sistema de ecuaciones
ax + by = c,

ar+by=~<,
tiene solucidn unica si y sdlo si(a,b) y (a’,b") son linealmente independientes,

es decir, [a,b,c| y [a', b, ] son paralelas si y sdlo si
a=Xaybt =X con\eF\{0}. Lo que acabamos de demostrar es;

Lema 2.2.3 Dos lineas [a,b,c| y [a',V, ] son paralelas si y sdlo si

1) a =0 entonces a’ =0,
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0

bV
2) a #0 entoncesa’ #0 y — = —.
a

a/

Demostremos que A es un plano Afin:

Ay Sean Ty = (x1,y1) y T2 = (T2,y2) dos puntos diferentes en A, entonces
la linea [y2 — y1,x1 — xo, y1(x1 — 22) + x1(Y2 — y1)] pasa por Ty y por Zs.
Ahora si Ty y Ty pertenecen a dos lineas l; = [a,b,c] y ls = [a',V, ]
entonces tenemos las siquientes igualdades:

i) axy +by +¢=0, i) dzy+ by + =0,

i1i) axe +bys + ¢ =0, w) dry+ by + =0.

Entonces,

v) a(zy — x2) +b(y1 —y2) =0,

vi) @' (xy — x2) + V' (y1 — y2) = 0.
Sia=0=b0£0= y1 =y = a =0= 1V #£ 0, por lo que
siempre existe A € F\ {0} tal que b/ = \b, al multiplicar por \ en 1)
resulta que Aby; + ¢ = 0 y de ii) implica que ¢ = Ac. Por lo tanto
Iy = ly. Hacemos el mismo razonamiento sib=0,a =060 =0y
obtendremos las mismas conclusiones.

En el caso de que a,b,a’ y b’ sean todas distintas de cero; como T
Yy Ty son diferentes, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
x1 # xo, entonces, sea A € F\ {0} tal que; b’ = \b, entonces de v) y
de vi) tenemos que (o' — Aa)(z1 — x2) = 0 = d' = Aa y por i) y ii)
— ¢ = A¢, entonces, I} = .

Por lo tanto dos puntos pertenecen a una tunica linea.

Ay Sean | = [a,b,c] una linea y 1 = (x1,y2) un punto, entonces la linea
I'=la,b, —(axy + bxy)| es paralela a l y pasa por Ty. Si suponemos que
otra linea " = [a".V", "] es paralela al (y al') y pasa por Ti, entonces
existe una A € F\ {0} tal que a”" = X\a’ y b" = N\b'; y como pasan por
'Tl;'

axry+ by, + =0,
a"v1 + V'y + ¢ =0,

resultando que " =\ ylU' =1".
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As consideremos los puntos T = (1,0),Z2 = (0,1) y T3 = (1,1). Si existiera
[ =la,b,c| que pasa por T1,Ty y T3, tendrita que suceder;

1)al+00+c=0=a+c=0,
2)a0+bl+c=0=b+c=0,
al+bl+c=0=a+b+c=0,

de 1) y 3) implica que b =0 y de 2) y 3) implica que a = 0 contradi-
ciendo que | sea una linea. Por lo tanto, los puntos Ty,Ts y T3 son
no-colineales.

Por lo tanto A es un plano Afin.

Ejemplo 6 Sea F un campo, consideramos el espacio P donde sus puntos
P son el haz de rectas en T3 por el origen, sin el origen, y sus lineas L son
los planos en F3 que pasan por el origen, sin el origen. Reprecentamos a
los puntos de P por medio de coordenadas que dependen de las rectas por el
origen en 3 de la siqguiente manera: en F2, sea | una recta por el origen y
(21, 22, x3) # (0,0,0) un vector en l, entonces, cualquier otro elemento enl se
puede ver como maltiplo de (xq,x2,x3), es decir, (0,0,0) # (2}, xh,24) € | &
I\ € F\ 0 tal que x, = A\x; para i = 1,2,3. Entonces al punto que representa
a la recta 1, le asignamos las coordenadas homogéneas [r| : x5 : x3], y
a cada linea en P, le asignamos coordenadas por medio de los pardmetros
de la ecuacion del plano que representan; sea m un plano por el origen en
F3, entonces m tienen una ecuacion de la forma axy + bxy + cxs = 0 con
(a,b,c) # (0,0,0), por lo que a la linea que representa a m le asignamos las
coordenadas |a : b : ¢|. En estos términos tenemos que:

P =F3\{0}/~ donde u ~ v < u = Av, para alguna X € F\ 0

P={[xy:29: 23] : (1,22, 23) € F3\ (0,0,0)},

L={[a:b:c]:(a,bc)eF\(0,0,0)}.

Demostremos que P es un plano Proyectivo.

P, En 3, se sabe que por cualquier par de rectas por el origen distintas,
pasa un unico plano y es justo el generado por cualquier par de vectores
representantes, por esta razon en P por dos puntos distintos pasa una
unica linea.
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Py Andlogamente, en 3, se sabe que cualquier par de planos por el origen
distintos [a : b : ] y [a' : U : ], se intersectan en una unica recta por
el origen y es justo la generada por (a,b,c) x (a’,V,c).

Py Seana=11:0:0],b=[0:1:0] yc=[1:1:1], si suponemos que a, b
y ¢ pertenecen a la linea | = [a,b,c|, entonces se tiene que satisfacer el
siguiente sistema de ecuaciones;

1)al+b04+c0=0=a=0,
2) a0 + bl +c0 = 0 = b =0,
3al+bl+cl=0=a+b+c=0=c=0.

Por lo tanto, a, b y ¢ son no-colineales.

Py Como F es un campo tiene al menos dos puntos (el neutro aditivo y
el neutro multiplicativo), entonces, en T3 cada plano tiene al menos
cuatro puntos, por lo que cada linea de P tiene almenos tres puntos.

Por lo tanto, P es un plano Proyectivo.

Ademas, teniendo en cuenta el Lema 2.2.3 podemos asociarle a cada linea
[a : b: c] su respectivo punto al infinito Py, py;

_ S [Y sia#0,
Pa’b'_{oo sia=0.

Teorema 2.2.7 Sea A el plano Afin del Ejemplo 5 y P el plano Proyectivo
del Ejemplo 6, entonces, P4 es isomorfo a P.

Demostracién. Sea ¢ : P — Py

Ty T2

o([ry : wg : xg]) = { <x_3’ x_3> si x3 # 0,

Px27_x1 si T3 = 0.
Chequemos que;
(i) ¢ estd bien definida; sea (z1, s, z3) € F3,

Axq )\x2>

six 0, entonces (—, —
3 7& )\1‘3 )\[L’g

- <ﬂ @>7 para toda A € F\ {0},

1’37$3
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sizg =0y

—)\l’l — T

x9 # 0 entonces , para toda A € F\ {0},

)\fI?Q - SL’_Q
x9 = 0 entonces Azy = 0, para toda A € F \ {0}.

(17) ¢ es inyectiva; sean [z1 : @9 : 3] y [y1 : Y2 : y3] tales que:
o[y s ot x3)) = d([yr = 2 : y3]), entonces y3 = Azxz con A # 0,

1 T T T
six3¢o,como(_1,_2):(ﬂ %),i_l_iygzﬂ

T3 T3 ys' Y T3 B ATz " T3 Az3’
entonces y; = A\x1 y Y2 = Axg, por lo que
[901 O/ 163] = [y1 Y2 y3],

si z3 = 0, entonces, ¢([x1 : x2 : x3]) = d([y1 : Y2 : Ys]) = Pas;

_ b _
si a # 0, entonces <i> = <—> = <ﬁ> entonces y; = Axq,

T2 a Yo

Yo = ATy y w1 @y ws] = [ync gt sl
si a = 0, entonces @([x1 : x2 1 x3]) = &([y1 = y2 : ys3]) = oo, por
tanto xo =y = y3 = w3 =0y asi, [v1 : xo : 23] = [y1 : Y2 : y3].

(7i1) ¢ es suprayectiva, por que;
. Ty
si (z,y) € A, entonces ¢([z:y:1]) = (I’ I) = (z,y),
si P,; es un punto al infinito asociado a una linea [a : b : ], entonces

(a,b) # (0,0), luego, ¢([=b: a:0]) = Puy.

Nos falta verificar que ¢ manda lineas de P en lineas de P4. Sea
[l =]a:b: ¢l una linea en P, entonces cualquier punto [z : xo : x3] que
pertenezca a [ tiene que satisfacer:

axri + brs + cxrz = 0.

Si (a,b) # (0,0),entonces las imédgenes de los puntos [z1 : z3 : x3] que
pertenecen a [, con x3 # 0, satisfacen la ecuacion

a(ﬂ) + b<ﬁ> +c=0,
3 T3
yel [x1 : 9 : x3) que pertenece a [, con x5 = 0, es justamente [—b : a : 0]

y como ¢([—b : a : 0]) = P,,, es colineal con los puntos de la linea
ar + by +c=0.
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Si (a,b) = (0,0), entonces ¢ # 0 y la linea [ tiene la ecuacién x3 = 0. Por lo
tanto, [ , bajo ¢, tiene como imagen a la linea al infinito de A.

Entonces, ¢ manda lineas de P en lineas de P 4. Como por cualquier par
de puntos distintos p; y p» de P4 pasa una tnica linea [ y ¢ es biyectiva, la
imagen de la tnica linea, en P, que pasa por las imégenes inversas de p; y
po es justamente [. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de P a Py4.

O

Sélo por mensionarlo, cuando tomamos a F = R, nuestro plano Afin es el
plano Euclidiano y a la proyectivizacién se le conoce como Plano Proyec-
tivo Real P.

Otro caso particular, de los Ejemplos 5 y 6, es cuando F es finito. En
este contexto, generalizamos un poco més la definiciéon de plano Afin y plano
Proyectivo.

2.3. Espacio Afin

Consideramos el espacio vectorial Fy, donde F, es un campo finito con ¢
elementos y ¢ es un numero primo elevado a alguna potencia. A los vectores
de F} les nombramos puntos afines, y si S es cualquier subespacio de Fy
con dimension ¢; un i-plano afin es el traslado v + 5 para cualquier v € Fy;
por lo que un punto afin es un O-plano, un 1-plano es una linea afin,...,
un (n — 1)-plano es un hiperplano afin. A todos los i-planos afines, con
1=20,1,...,n — 1, los definimos como subespacios afines. Decimos que dos
subespacios afines, (0 + S1) y (@ + S3), son paralelos si S; C Sy 0 Sy C Sy.
Entonces definimos al Espacio Afin AG(n, ¢) de dimensién n sobre F, como
el conjunto de subespacios afines, con la estructura de incidencia determinada
por la contencién y la relacién de paralelismo dada para subespacios afines.

Definicién 2.3.1 Sean V; y Vi, dos subespacios afines en el AG(n,q), de
dimension j y k repectivamente, definimos al subespacio afin en el AG(n,q)
generado por V; y Vi, denotado por (V;, Vi), como el i-plano afin V; del
AG(n,q) mds pequeno que contiene a V; y Vi.

Definicién 2.3.2 Sea V,, un m-plano afin en el AG(n,q), definimos el es-
pacio afin generado por Vi, denotado como AG(V,,), como el conjunto de
todos los i- planos afines del AG(n,q) contenidos en V,,, con la estructura de
incidencia dada por la contencidon y la relacion de paralelismo en el AG(n, q).
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Definicién 2.3.3 Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre el mismo campo F,. Decimos que el AG(V') y el AG(W) son isomor-
fos si existe una transformacion biyectiva ¢ : AG(V) — AG(W), tal que, si
Vi, Vo € AG(V), entonces Vi C Vi si y sdlo si (Vi) C ¢(Va). En tal caso a
@ le llamamos tsomorfismo. Y en el caso de que V =W diremos que ¢ es
un automorfismo de V.

Proposicién 2.3.1 Sean V,, y W, dos m-planos afines del AG(n,q) en-
tonces, el AG(V,,) es isomorfo al AG(W,,).

Demostracion. Como V,, es un m-plano afin; V,, = u + Si, donde S; es
un subespacio vectorial de [ con dimension m, en consecuencia cualquier -
plano afin U’ contenido en AG(V,,,) es de la forma U’ = u+U con U un i-plano
afin en Sy, por tanto AG(V,,,) es isomorfo a AG(S). Identicamente AG(W,,,)
es isomorfo a AG(Sz), donde V,,, = v+ .S1 y Sy es un subespacio vectorial de
[y con dimensién m. Ademds, como S; y Sz son subespacios de dimension
m cada uno tiene una base con m vectores; sean By = {aq, as, ..., a,,} base
de Sy y By = {b1,ba, ..., b, } base de S;, entonces si consideramos la funcién

¢2 Sl —>S2

=1 =1

es claro que ¢ es una funcion lineal y biyectiva.
Ahora si tenemos un k-plano afin U en S7, entonces U = u+V, donde V es
un subespacio de S; con dimensién k, entonces existen a,1, @y, ..., G, € By tal

que V' = (a1, y2, .., Gy), como ¢ es lineal el conjunto {¢(ay1), @(ave), ..., d(aw)
es linealmente independiente en S;. Entonces si

D : AG(Sy) — AG(S,)
U+ (A1, G2y ooy Q) = O(T) + (A1), D(av2), -, Playk)),

es inmediato verificar que ® es un isomorfismo.
Por lo tanto AG(V,,,) y AG(W,,) son isomorfos.
([l

Corolario 2.3.1 Sea V; un m-plano afin en el AG(n,q) entonces, el AG(V,,)
isomorfo al AG(m,q) sobre el mismo campo F,.
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Demostracion. Como V,, es un m-plano afin, V,,, = v+.5, con S un subespa-
cio de Iy con dimension m. De la demostracion anterior se infiere que AG(V/;,)
es isomorfo a AG(S) que a su vez es isomorfo a AG(F7') = AG(m, q).
O
Por este motivo, si V,, es un m-plano afin en el AG(n, q), decimos que el
AG(V,,) es un AG(m, q) contenido en el AG(n,q).

Teorema 2.3.1 Sea Fj un espacio vectorial, entonces el nimero de sube-
spacios de ¥y de dimension i, con i = 1,2,...,n, estd determinado por el
polinomio de Gauss:

Demostraciéon. Un subespacio de dimensién i se determina por una base
de 7 vectores linealmente independientes, para escoger los vectores; tenemos
(g™ — 1) para escoger el primero distinto de 0, el segundo no puede ser 0 ni
estar en el subespacio generado por el primero, entonces tenemos (¢" —q) para
el segundo, y en general el k-ésimo vector no puede estar en el subespacio
generado por los k — 1 vectores anteriores entonces tiene (¢" — ¢*~1). Por lo
tanto, podemos escoger una base con ¢ elementos linealmente independientes
de (" —1)(¢"—q) - - (¢" — ¢ ') formas. Pero cada subespacio de dimensién
1 se puede generar con distintas bases. Para escoger una base dentro de un
subespacio de dimensién 4, tenemos (¢'—1) para escoger el primero distinto de
0, el segundo no puede ser 0 ni estar en el subespacio generado por el primero,
entonces tenemos (¢° — ¢) para el segundo, y en general el k-ésimo vector
no puede estar en el subespacio generado por los k — 1 vectores anteriores
entonces tiene (¢' — ¢"*~!). Por lo que tenemos (¢' — 1)(¢* —q)--- (¢' — ¢")
bases distintas dentro de un espacio de dimension i. Entonces el nimero de
subespacios de dimension ¢,con ¢ = 1,2, ...n, es:

(" =D —q) (" —¢7") (" =Dglg" " =1 ¢ (¢ V-1

(¢ — )¢ —q)- (¢ — ¢ ") - (=0 — )q(g=t = 1) --- g1 (g= (-1 — 1)
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Teorema 2.3.2 FEl nimero de Espacios Afines AG(m, q) en un Espacio Afin
AG(n,q) es:

m—1 qnfi -1
n-—mg n,m) = n—m z -
¢""G(n,m) = q 11 e

Demostracion. En Fy, podemos trasladar a un subespacio vectorial de di-
mensiéon m de ¢" maneras, pero hay ¢ vectores que nos generan el mismo
traslado (ya que ¢™ es la cantidad de puntos en el subespacio), por lo que
hay j—; = ¢"~ "™ formas distintas de trasladar a cada subespacio vectorial de
dimensién m. Por lo tanto, el nimero de Espacios Afines AG(m,q), es:

¢"""G(n,m).
0

Teorema 2.3.3 Sean [, m y n numeros naturales tales que | < m < n.
Entonces, dentro de un AG(n,q), el nimero de AG(m,q) que contienen a un

AG(l,q) dado es:

n—i+1
q —1
Gn—tm-= ] Sy
i=1+1
Demostracion. Sea v + U un [-plano afin, entonces cada m-plano afin que
lo contenga se puede escribir como v 4+ V', donde U es subespacio vectorial
de V. Por lo que el nimero de m-planos afines que contienen al [-plano dado
es igual al nimero de (m — [)-subespacios en un (n — [)-subespacio.

O

Teorema 2.3.4 La estructura de incidencia conformada por los puntos y las
lineas afines del AG(n,3) es un STS(3") para toda n € N.

Demostracién. Considerando el espacio vectorial Fj, con p = 3, y el AG(n,3),
tenemos que cada linea afin tiene 3 puntos, y como los puntos en el AG(n, 3)
son vectores de [Fy; cualquier linea que pase por dos puntos diferentes esta con-
tenida en el subespacio de F%, generado por los vectores correspondientes a
esos puntos; si es una linea, esa es la Uinica que pasa por esos dos puntos,
y si es un plano, ese plano es isomorfo al AG(2,3) y, por el Ejemplo 5; el
AG(2,3) es un plano Afin, y en él existe una unica linea que pasa por dos
puntos diferentes. Ademds, |AG(n,3)| = |F3| = 3". Entonces los puntos y
lineas afines de AG(n,3) son un ST'S(3").

O
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Corolario 2.3.2 Sea V' un i-plano afin del AG(n,3) con 0 < i < n, en-

tonces, la subestructura de incidencia conformada por los puntos y las lineas
afines del AG(n,3) contenidas en V', es un STS(3").

Demostracién. De la Proposicién 2.3.1; el AG(V) es isomorfo al AG(i,q),
y por el Teorema anterior tenemos el resultado.
[

2.4. Espacio Proyectivo

Consideremos el espacio vectorial ]FZ“. También tomemos en cuenta la
siguiente relacién de equivalencia en Fp+'\ {0}:

U~ U< u=\0, para alguna A € F,\ 0.

A las clases de equivalencia les llamamos puntos proyectivos. Estos pun-
tos son los subespacios de dimensién 1, sin el 0, de IFZH. A los subespacios de
dimensién 2, sin el 0, en IF;L“, les llamamos Iineas proyectivas, a los de dimen-
sién n, sin el 0, les llamamos hiperplanos proyectivos, y en general a los
subespacios de dimensién i + 1, sin el 0, les llamamos i-planos proyectivos. A
todos los i-planos proyectivos, con ¢ = 1,2, ..., n, los definimos como subes-
pacios proyectivos. Entonces definimos al Espacio Proyectivo PG(n, q)
como el cociente F7\ {0} /~, cuyos elementos son los subespacios proyec-
tivos, junto con la estructura de incidencia que determina la contencién. La
dimensién de PG(n,q) se define como n, igualmente se define la dimen-
sién proyectiva de un subespacio proyectivo determinado por un i-plano
proyectivo; como .

Definicién 2.4.1 Sean V; y Vi dos subespacios proyectivos en PG(n,q),
de dimension j y k respectivamente, definimos al subespacio proyectivo en
PG(n,q) generado por V; y Vi, denotado por (V;, Vi), como el i-plano proyec-
tivo V; de PG(n,q) mds pequerio que contiene a V; y V.

Definicién 2.4.2 Sea V,, un m-plano proyectivo en PG(n,q), definimos al
espacio proyectivo generado por Vi, denotado como PG(V,,), como el con-
gunto de todos los i- planos proyectivos de PG(n,q) contenidos en V,,, con
la estructura de incidencia determinada por la contencion.
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Definicién 2.4.3 Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre el mismo campo F,. Decimos que el PG(V') y el PG(W) son isomor-
fos si existe una transformacion biyectiva ¢ : PG(V) — PG(W), tal que, si
Vi, Vo € PG(V), entonces Vi C Va siy solo si (Vi) C (Va). En tal caso a
¥ le llamamos tsomorfismo. Y en el caso de que V =W diremos que ¢ es
un automorfismo de V.

Proposicién 2.4.1 Sean V,, y W,, dos m-planos proyectivos del PG(n,q)
entonces, el PG(V,,) es isomorfo al PG(W,,).

Demostracion. Como V,, y W,, m-planos proyectivos, entonces V,, y W,,
son subespacios vectoriales de ]F”q1+1 sin el 0 con dimensién m + 1, cada uno
tiene una base con m + 1 vectores: sean By = {a1, a9, ..., ami1} y

By = {by,ba, ..., b1} sus respectivas bases, entonces es obvio que

v Vo, — W,

m+1 m+1

=1 =1

es una funcién lineal y biyectiva.

Ahora, si V' es un k-plano proyectivo en V,,, entonces existen
Qo1s G2, s Gu(ky1) € Bi, tal que Vo= (a1, aya, ..., ayesny) \ {0}; como 9 es
lineal el conjunto {9 (aw), ¥ (av2), ..., Y(ayw+1))} € Wy, es linealmente inde-
pendiente. Entonces si

V. AG(V,) — AG(Vi)
<CL1, ag, ..., ak+1> \ {6} = <¢<av1>7 ¢(av2)7 (av k+1))> \ {O}

resulta que ¥ es un isomorfismo.

O

Corolario 2.4.1 Sea V; un i-plano proyectivo del PG(n, q) entonces, el PG(V;)
isomorfo al PG(i,q) sobre el mismo campo F,,.

Demostracién. La demostracion es analoga a la anterior tomando en cuenta
que el PG(Fy*\ {0}) = PG(m, q).
OJ
Por esta razoén decimos que si V,,, es un m-plano proyectivo en PG(n,q)
entonces el PG(V,,) es un PG(m,q) contenido en el PG(n,q).

36



Teorema 2.4.1 El nimero de Espacios Proyectivos PG(l,q) en un Espacio
Proyectivo PG(n, q) es:
!

=0

qn7i+1 -1

Demostracion. Como a los i-planos proyectivos los estamos asociando con
los subespacios vectoriales de dimension i+ 1, entonces el nimero de Espacios
Proyectivos PG(l, q) es:
Gn+1,1+1).
O

Teorema 2.4.2 Sean [, m y n numeros naturales tales que [ < m < n.
Entonces, dentro de un PG(n,q), el numero de PG(m,q) que contienen a
un PG(l,q) dado es:
n—i+1
q —1
Gn—tm=0)= ] =y
i=1+1
Demostracién. Es la misma que para espacios afines, con v = 0.

O

Teorema 2.4.3 La estructura de incidencia conformada por los puntos y las
lineas proyectivas de PG(n,2) es un STS(2"™ — 1) para toda n € N.

Demostracién. Si consideramos al Espacio Proyectivo PG(n,2), entonces,

segin el Teorema 2.4.1; cada linea proyectiva tiene G(2,1) = ;?j = 3 puntos

y ya sabemos que entre cualquier par de puntos proyectivos, existe una tinica
linea proyectiva que los contiene. Por lo tanto, PG(n,2) es un ST'S(v) donde;
2n+1 -1

U:g(n—i—l,l):ﬁ:Q"H—l

U

Corolario 2.4.2 Sea V' un i-plano proyectivo del PG(n,2) con
0 < i < n, entonces, la subestructura de incidencia conformada por los puntos
y las lineas proyectivas del PG(n,2) contenidas en' V', es un STS(21 —1).

Demostracién. De la Proposicién 2.4.1; el PG(V) es isomorfo al PG(i,q),
y por el Teorema anterior tenemos el resultado.

O
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Capitulo 3

Cddigos lineales

Imaginemos la siguiente estructura de comunicacion; tenemos una fuente
emisora que envia mensajes, por medio de un canal de comunicacion, a un
cierto destino que llamaremos receptor. En la préctica es comun que dicho
canal no sea lo suficientemente seguro y estable, es decir, pudiera ser que la
privacidad de los mensajes se vea afectada y que en el canal pudiera haber
ruido por lo que el mensaje recibido no sea precisamente el que se envio,
entonces hay un error en la informacién reciba; le daremos prioridad a la
deteccion y correccion de errores. Lo que queremos pues, es que los mensajes
estén codificados de tal manera que podamos detectar y corregir los errores
que se pudieran haber cometido por el ruido en el canal; para éllo es necesario
enviar informacién extra que llamaremos redundancia y asi confirmar si hubo
errores. Trabajaremos con palabras de la forma (p,a,l,a,b,7,a).

Entonces, con nimeros, tenemos la siguiente situacion:

mensaje mensaje mensaje mensaje mensaje
codificado canal con error corregido decodi ficado .
1010 — 10101011 — 10001011 — 10101011 — 1010

3.1. Conceptos basicos

Primero fijemos un alfabeto finito A del cual se van a formar las palabras
de los mensajes, donde A un conjunto de simbolos diferentes y |A| = p para
algin p € N. Ahora definamos a M := A*¥ como el conjunto de todas las
posibles palabras de longitud k, que se forman con el alfabeto A.
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Definicién 3.1.1 Sik <n y C C A" es tal que |C| = |[M| = |A¥|, entonces
decimos que C' es un cddigo de longitud n sobre el alfabeto A, para algu-
na biyeccion entre M y C. A los elementos de C' les llamaremos palabras
codificadas.

Definicién 3.1.2 Sean a,b € C, con a = (ay,as,...,a,) y b= (b1, ba, ..., b,).

Definimos la distancia de Hamming entre las palabras a y b, como:
d(a,b) := |{i : a; # b;}|.
Definicién 3.1.3 La distancia minima de un cddigo C se define como:
d = d(C) := min{d(a,b) : a,b € C,a # b}.

El caso especial es cuando A = F,, M = F’; y C < Fy, es decir, las
palabras son vectores sobre el campo I, y el codigo es un subespacio vectorial
de F}. Observemos antes que si C' C [ es un subespacio con dimension £,
siempre existe ¢ : IF’; — (' lineal biyectiva.

Definicién 3.1.4 Sean k,n € N, con k < n y ¢ : IF’; — FY una funcion
lineal inyectiva. Decimos que C := ¢[F¥] es un [n, k,d], cddigo lineal de
longitud n, dimension k y distancia minima d, sobre el campo F,. En caso
de que no conozcamos a d sélo diremos que C' es un [n, k|, cddigo lineal.

En este contexto;

Definicién 3.1.5 Decimos que dos codigos lineales C7 y Cy son equiva-
lentes si Cy si se obtiene de C intercambiando coordenadas y multiplicandolas
por un elemento de F,\ {0}.

Noétese que si C; y Cy son equivalentes, entonces, dim(C) = dim(Cs) en
el mismo campo.

De la Definicién 3.1.4 tenemos que ¢ es nuestro codificador, aparte, a
cada palabra recibida g la podemos ver como la palabra codificada z mas
un error €, es decir; §y = ¥ + €, donde € tiene entradas todas cero, excepto
en donde ocurren los errores en . Llamamos a € vector error. Asi cuando
€ = 0; afirmamos que no ocurren errores en la transmisién de Z.

Definicién 3.1.6 FEl peso de Hamming w de una palabra a € C es el
numero de entradas distintas de cero en a, o dicho de otra forma:

w(a) := d(a,0).
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Siendo C un cédigo lineal y a@,b € C sucede que:

entonces d = min{w(a) : a € C,a # 0}, es decir, la distancia minima es igual
al peso minimo.

Proposicién 3.1.1 5i C y Cy son dos codigos lineales equivalentes, en-
tonces d(Cy) = d(Cy).

Demostracion. Las palabras de C'; son las mismas que las de Cs, salvo por
un intercambio de coordenadas, en particular; las palabras de peso minimo.

O

Proposicién 3.1.2 En un cddigo lineal la distancia de Hamming es una
métrica.

Demostracién. Es claro que es no-negativa y simétrica, ademés d(a, b) = 0
siysoélosia; = b; paratodai=1,2,...,n,yasi @ = b. Ahora, sean @, b,¢ € C,
tenemos que demostrar que d(a,b) < d(a,c) + d(¢,b). Veamos antes que si
T = (1,29, ... 2) Y U = (Y1,Y2, .-, Yn), €ntonces si z; es distinto de cero,
tenemos dos casos; y; es cero o y; es distinto de cero, en ambos casos;

w(@) < w(T —7) +w(y).

Haciendo el cambio z = a — b, y = ¢ — b tenemos que:

Y
<w(a—¢c)+w(c—»).

Por lo tanto,

OJ

Como C' es un codigo lineal con dimension k, lo podemos describir por
medio de una base. Si C' = (b[]F’;], sean €p, €y, ..., ¢ € IF’; tal que el vector é;
tiene 1 en la entrada i y ceros en las demas entradas, para cada+ = 1,2, ..., k.
Sean U; := ¢(e;) para toda i = 1,2,...,k., entonces como C' es lineal; el
conjunto B = {0;};=12, x es una base para C. Definimos a la matriz G de
k X n, que tiene como rengléon ¢ al vector v; € B para cada ¢ = 1,2,..., k,
como matriz generadora del cédigo C'. Entoces tenemos que cada palabra
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k
m = (my, mg,...my) = E m;e;, es codificada al aplicar la funcién ¢, de la
. . Z:1
sigulente manera:

k
$(m) = > mid(e;) = (my,ma, ..., my)G = mG.
=1

Por lo tanto;
C ={mG:m e F}.
Otra cosa que inferimos de inmediato es que dim(C') = Rango(G) sobre

el mismo campo.
Asf mismo podemos referirnos al complemento ortogonal a C' en [Fy.

Definicién 3.1.7 Sea C un [n, k|, codigo lineal sobre F,. Definimos al es-
pacio ortogonal a C, que denotaremos por C*, como el cédigo dual a C.
Entonces;

Ct={heF,:h-a=0VaeC}.

Cémo la dimensién de C+ es n—k, C* tiene una base con n— k elementos.
Entonces si H es una matriz que tiene como renglones a los vectores de una
base para C, decimos que H es una matriz de verificacién para el cédigo
C'. Asf, si definimos a 0,5 como la matriz de a x b que en todas sus entradas
tiene ceros, resulta que H es una matriz de (n — k) X n con la propiedad de
que;

J_IEO@Zf'Ht:()an_k.

Proposicién 3.1.3 Sea C' un [n, k], cédigo lineal con matriz generadora G
y matriz de verificacion H, entonces C* es un [n,n — k], cddigo lineal con
matriz generadora H y matriz de verificacion G.

Demostracién. Justamente definimos a H como la matriz generadora de
C*, donde sus renglones son la base de un subespacio de dimensién n — k
entonces existe una funcion lineal inyectiva ¢ tal que manda a los elementos
de una base de Ff;_k a los renglones de H, entonces C+ = @ZJ[IF;‘_I“]; por lo
tanto C* es un [n,n — k|, cédigo lineal. Ahora, sea §j € C*, entonces ¥ es
ortogonal a todos los elemtos de C', pero eso sucede si y sélo si § es ortogonal
a la base de ', como los renglones de G son una base para C, tenemos que
G es una matriz de verificaciéon de C*.

O

41



Corolario 3.1.1 Sea C' un [n, k|, codigo lineal con matriz generadora G y
matriz de verificacion H, entonces:

HG' = ()n—kxk ) GH' = ka—k.

Definicién 3.1.8 Sea H una matriz de verificacion de el cédigo lineal C,
para cada T € Fy definimos el stndrome de T como:

S(z):=z-H"

Por lo tanto, el codigo C' queda caracterizado como:
C ={z: S(Z) = O1xn_x}. Siendo asi, el receptor puede garantizar que si la
palabra recibida y, satisface S(y) # O1xn_&, entonces H detecta que hubo
errores en la transmision. Pero no necesariamente se estan detectando todos
los errores; ya que si al enviar 7, llega y con y # Z, pero y € C, aunque hubo
error en la transmision de T no fué detectado. Dado que H depende de C
decimos que es C' quien detecta los errores.

Lema 3.1.1 El sindrome es lineal.
Demostracién. SiZ y y son dos palabras codificadas y A € F,\{0}, entonces;
SE+My)=(@+\y)-H' =7 -H' + - H = S(z) + \S().

O
Debido a ésto; si enviamos T y recibimos ¥, tenemos que y = ¥ + €, donde
e es el vector error, entonces

S(y)=S(x+e)=S(x)+ Se) = S(e).

Ademads, como e tiene entradas distintas de cero sélo en donde ocurren
los errores, resulta ser que el peso de € nos dice cuantos errores hubo en la
transmision de .

Teorema 3.1.1 Sea C un [n, k,d], cddigo lineal, entonces el cédigo es capaz
de detectar errores de transmision de peso <1 si y solo si l +1 < d.

Demostracion. Sea z € C tal que; al enviar T se recibe §y = T 4+ € con
w(e) =t <1 (con w(e) < w(y)), entonces el cddigo detecta este error, de
manera que € no pertenece a C, y asi; t = w(é) < d por lo que [ +1 < d.
Reciprocamente; como la distancia minima es al menos /41, cualquier palabra
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con peso < [, no pertenecera al codigo, por tanto, cualquier error e, que ocurra
en una palabra z, tendra sindrome distinto de cero.
O

Analicemos un poco mas al error. Si nos fijamos en cada entrada de € y
P(bla) denota la probabilidad de que se reciba b dado que se envié a en alguna
entrada fija, entonces P(bla) = p con 0 < p < % porque la probabilidad de
cometer un error, en cada entrada, debe ser menor a %, ya que si no fuera
asi el canal no seria 1til para transmitir y si p = 0 en el canal no se cometerian
errores, y ese caso no nos interesa. Asi las cosas, para cada entrada tenemos:
P(bla) =py P(ala) = (1 —p) donde 0 < p < 3.

En el mismo sentido, si P[é = ©] denota la probabilidad de que el error
cometido sea igual a la palabra v; tenemos que P[é = ag¢;] (donde €; es el
vector con ceros en todas las entradas distintas de 2 y 1 en la entrada ¢ con
a € F,), denota la probabilidad de que se cometa un error en la entrada i
con error igual a a. Entonces:

Ple=0] = (1-p)"

Ple = ag;]) = Ple = be;] = p(1 — p)" Vi, j =1,2,...,n,Ya,b € F, \ 0,

ya que no nos interesa en donde se cometio el error y cual fue dicho error.
En general tenemos que

P[é — 73] — pw(ﬁ)(l _p)nfw(fz)7
y como p < % entonces
(I=p">pd—p)" ' >p’A=p)" 2 >p’(1—p" > >

Esto nos dice que los errores mas probables de cometer son aquellos con
los pesos mas pequenos, razén por la que, al decodificar buscamos la palabra
del cédigo mas cercana a la palabra recibida.

Definicion 3.1.9 Definimos la esfera de radio r con centro en x € Fy como
el conjunto:
B(z,r) :={y € Fy :d(z,y) <r}.

Teorema 3.1.2 Sea C un [n, k,d], cddigo lineal, entonces C' tiene la capaci-
dad de corregir errores de transmision con peso < |41 ]
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Demostracion. Tenemos dos casos d = 2r +1 6 d = 2r + 2, en ambos
r = L%J; consideramos las esferas de radio r con centro en cada elemento
de C, afirmamos que dichas esferas son ajenas; sean z y y € C palabras
distintas, supongamos que existe v € B(Z,r) N B(y,r), entonces
d(z,y) < d(z,v) +d(y,v) < 2r contradiciendo que d es la distancia minima.
Ahora, si se envia T y se recibe y = ¥ + ¢, donde w(€) < r, entonces
y € B(z,r), es decir, T es la palabra codificada més cercana a g, entonces el
cédigo corrige el error de peso a lo mas 7.
OJ
Lo que en escencia estamos haciendo es empaquetar a las palabras en
esferas de radio r. Para ver cuantas palabras tiene cada esfera, contemos las
formas en que podemos tener ¢ entradas distintas de la palabra codificada
con 0 < ¢ < r; para las que estan a distancia ¢ de una palabra codificada fija,
, tenemos (’Z) formas de escoger estas ¢ entradas y en cada entrada podemos
tener ¢—1 letras distintas de la original, entonces tenemos (’Z) (¢g—1)" palabras
a distancia ¢ de una palabra codificada. Cada esfera de radio r centradas en
alguna palabra codificada v, corrige los errores que contiene, es decir, su

" B =Y (”) (4 1)

=0

Proposicién 3.1.4 Sean C' un [n, k,d], cédigo lineal y r = |51 entonces:

q"”; (ZL) (=17 <q"

Demostracién. Cuando r = Ld%lj, ya vimos que las esferas centradas en las
palabras codificadas de radio r, son ajenas; entonces para cualquier palabra
U fija:

i@ =43 (1= <o
- 0J

Definicién 3.1.10 Sean C' un [n,k,d], cédigo lineal y r = [%1]. Si las
esferas de radio r con centro en los elementos de C' son ajenas y su union
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contiene a Ky, entonces decimos que C' es un cdodigo perfecto. En otras
palabras; C' es un codigo perfecto si:

q* ; (T;) (¢—1)"=q"

Para la decodificacion existe una forma general para cualquier cédigo li-
neal, utilizando el sindrome, pero no es muy practica porque implica enlistar
(de manera adecuada) todas las palabras del cédigo. Dado que los cédigos
lineales no son el interés central de este trabajo; nos enfocaremos a los codigos
asociados a ST'S(v).

3.2. C(Cddigos lineales asociados a estructuras
de incidencia

Observemos que, en una estructura de incidencia S, una vez que nu-
meramos a los puntos y los mantenemos fijos; el orden de los renglones de
dos matrices de incidencia de S, es lo que hace que sean diferentes. En este
contexto; los renglones de cualquier matriz de incidencia generan el mismo
espacio.

Definicién 3.2.1 Sean S = (P, B) una estructura de incidencia, con

P ={p1,p2, s Dv}, y Fy un campo, entonces definimos el codigo asociado
a S sobre el campo F,, C,(S), como el espacio generado por los vectores
de incidencia de los bloques de S,es decir:

Cy(5) = (X(B) : B € B)y.

Debemos notar dos cosas. Si M es una matriz que tiene por renglones a los
vectores de incidencia de los bloques de S, entonces dim(C,(S)) = Rango,(M).
Y que el orden de las columnas ( es decir, la forma en que numeramos a los
puntos), es lo que hace que dos codigos asociados a la misma estructura de
incidencia, sean equivalentes.

Teorema 3.2.1 Si dos estructuras de incidencia finitas Sy y Sa son isomor-
fas, entonces, Cy(S1) es equivalente a Cy(Ss).
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Demostraciéon. Como S; y S son isomorfas entonces existe una funcion
biyectiva ¢ de los puntos de S; a los puntos de Ss, entonces, si en la matriz
de incidencia asociada a 5] tenemos acomodadas las columnas de acuer-
do al orden de los puntos como p,ps,...,p, v reacomodamos las columnas
de la matriz asociada a S; de tal manera que se encuetren ordenadas co-
mo ¢(p1), ¢(p2), ..., d(py), tenemos entonces que estas dos matrices tienen los
mismos renglones debido a que ¢ manda bloques de S a los bloques de Ss.
Por lo tanto, C,(S1) es equivalente a C,(S;3) porque llegamos de C,(S2) a
C,(S1) intercambiando coordenadas.

O

Teorema 3.2.2 Si dos estructuras de incidencia S1 y Sz son isomorfas y
F, es un campo, entonces, sus matrices de incidencia tienen el mismo rango
sobre IF,,.

Demostracién. Por el Teorema anterior; C,(S;) es equivalente a C,(Ss),
entonces, dimCy(S1) = dimCy(S;). Pero, dimCy(S1) = Rango,(M) para
toda matriz de incidencia M de S, y lo mismo sucede con dimC,(Ss). Por
lo tanto cualquier par de matrices de incidencia de S; y Ss tienen el mismo
rango sobre F,.
O
Sea S una estructura de incidencia, consideremos una de sus matrices de
incidencia My, con b renglones y v columnas. Debido a que My, es una
matriz de 0's y 1's, observamos que el rango de M,y, sobre el campo F,n es
el mismo que sobre el campo Z,; que llamaremos p — rango de My, y lo
denotaremos por Rango,M. Ademds, ya vimos que el rango es independiente
de como numeremos a los puntos y bloques de S, es decir, es el mismo rango
para cualquier matriz de incidencia relacionada con S, y tenemos que:

Rango,M = dim(C,(5)).

Estas observaciones nos dan pie para el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

El p-rango de un STS(v)

Definicién 4.0.2 Definimos el p-rango Rango,S de el Sistema Triple de
Steiner S como el p — rango de cualquiera de sus matrices de incidencia.

Si S un Sistema Triple de Steiner con v puntos, como el Rango,S es igual
al Rango,M de cualquier matriz de incidencia relacionada con S, entonces;

Rango,S < v.

En el caso de que Rango,M < v, tenemos que existe una combinacion
lineal no-trivial, de las columnas de M, igual a 0,1, es decir, denotando como
C; a la columna ¢ de la matriz M, que representa el vector de incidencia del
punto ¢, tenemos que existen wy, wy, ..., w, € Z,, no todos cero, tal que:

v
E w;C; = Opx1-
i=1

Entonces la distribuciéon de peso a cada punto como a continuacién se

muestra:
w:S—7y,

1 — w;
asigna a cada punto su peso correspondiente. De esta manera obtenemos
que los bloques cumplen con la propiedad de que si B, = {i,j,k} es un
bloque de S, entonces w; + w; + wy = 0, ya que en el Jugar x los tinicos
elementos con entradas distintas de cero son ¢,j y k. Asf para cada a € Z,
distinguimos al conjunto S, como el subconjunto de puntos de S con peso
«. Por comodidad, para dos puntos distintos ¢ y 7, denotaremos por 7 * j
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al tercer punto del bloque que los contiene. En este contexto exponemos los
siguientes lemas.

Lema 1 Sy es un subsistema de S.

Demostraciéon. Sean i y j dos puntos distintos en Sy entonces el bloque
{i,7,i %7} es tal que w; + w; + w;,; = 0, como 7, j € Sy, implica que
w; = w; = 0, entonces w;,; = 0, por lo tanto i * j € Sp.

Lema 2 Si Sy # () entonces |S,| = |S—a| para cada o € Z, \ {0}.

Demostracién. Sea o € Z,, \ {0} e i € Sy. Entonces consideramos la biyec-
cién entre los puntos de S, y S_, que se establece por el mapeo que asigna
a cada punto j € S,, el punto (i * j) € S_,.

[

Lema 3 Sip # 2 y Sy # 0, entonces S, # 0 implica que |S,| = |Sol,
Va € Z, \ {0}.

Demostracién. como p # 2 implica que S, # S_, y por el Lema 2 sabemos
que |Sa| = |S_a|, entonces S_, # (. Andlogamente a la demostracién ante-
rior; fijamos un punto ¢ € S_, y consideramos la biyeccion entre S, y Sy que
se determina por la operacion * con el punto .

O

Lema 4 Sip# 3 y|Sa| > 2 con o # 0, entonces |S,| es par y
|S_2a| = |Sal — 1.

Demostraciéon. Como p # 3 tenemos que S, # S_ o, entonces fijando
un punto i € S,, obtenemos la biyeccién entre S, \ {i} y S_s, tal que a
cada punto j € S, \ {i} le coincidimos el punto (j *xi) € S_o,. Entonces
|S_2a| = |S_2a| + 1. Ahora, como |S,| > 2, tenemos que S_, es no vacio.
Sea i € S_,,, entonces el mapeo que manda cada punto j € S, en el punto
(7 * 1) que también pertenece a S,, ademds dicho mapeo no puede tener
puntos fijos ya que los bloques tienen exactamente tres puntos. Por lo tanto,
|S.| es par.

O
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Teorema 4.0.3 Para cada primo p > 3,
Ranro,M = v.

Demostracién. Si Rango,M < v. Entonces existe @ € Z, \ {0} tal que
Sy # (0. Definamos pues el conjunto I' := {a € Z, : S, # 0}, obviamente
T[> 2.

caso 1. |Sp| > 1.
Por el Lema 1 sabemos que Sy es un subsistema, entonces |Sp| > 3. Y
como existe otra o € I', por el Lema 3; |S,| > 3, y asi por el Lema 4
|Sa| es par y |S_sa| = |Sa| — 1 es impar. Sin embargo, el hecho de que
|So| > 3 implica que |S_s,| > 2, y nuevamente por el Lema 4, |S_o,|
debe ser par, lo cual es una contradiccion.

caso 2. |Sy| = 1.

Por el Lema 3 tenemos que Ya € T, |S,| = 1. Por lo que pode-
mos renombrar a los puntos de S e identificarlos con su peso. Co-
mo v > 3, el sistema S contiene al menos dos bloques {0,«,—a} y
{0, 8, —B} distintos. Pero de esta manera quedan determinados los blo-
ques {a, B3, —a — B} y {—a,8,a — B}, que a su vez determiman al
bloque {o — 3, —a — (3,28}. Ahora, como 3 # 0y p # 3, =0 # 2.
Entonces el bloque que pasa por —f y 20 tiene otro punto con peso
— 03, contradiciendo el hecho de que |S_g| = 1.

caso 3. Sy = 0.

Primero veamos que pasa si |S,| = 1 Va € I'. Entonces igual que en
el caso anterior, identificamos a los puntos de S con su peso y también
tenemos al menos dos bloques distintos {«, 5, —a— 5} y {«a, v, —a—7},
por lo que también tendremos a los bloques {8, —a —v,a — f+ 7} vy
{7, —a—pB,a+5—~}. Como B # 7y cada peso es distinto a su inverso
aditivo, ya que p # 2; entonces o — 3+ v # a + 8 — 7, y establecen el
bloque {a — B+ v,a+ 3 — v, —2a}. Como p # 3; 2a y « son distintos
y determinan un bloque que tiene un tercer punto de peso «; lo que
contradice que |S,| = 1.

Ahora supongamos que existe o« € Zz con |S,| > 2. Si |S,| > 2,
por el Lema 4 tenemos que |S,| es par y [S_aso| = |Sa| — 1 es impar,
pero |S_s,| > 2 y otra vez por el Lema 4 tenemos que |S_5,| es par;
contradicciéon. Entonces |S,| = 2 y [S_ 24| = 1, por lo que, S, U S_a,
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es un bloque de S, sean a y a’ los elementos de S, y consideremos a
cualquier otro elemento b € S\ (S, U S_a,) tal que b € Ss, entonces
se determina el bloque {a,b,c} donde ¢ € S_,_g, y por consiguiente
también el bloque {a’,c,b'} donde O/ € Sz, como a # d, entonces
b # . Por lo tanto, |Ss| > 2, igualmente, como lo hicimos para a,
mostramos que |Sg| = 2y |S_23| = 1 Entonces, si d es el elemento en
S_o5, vy d €S\ (SaUS_a,) igual que para b, probamos que |S_q5| > 2,
contradiciendo lo anterior. Asi las cosas; d € S, U S_s, como |S,| = 2
entonces d € S_s,, implica que —25 = —2a dado que p # 2, concluimos
que [ = «; contraccion.

Por lo tanto no puede suceder que Rango,M < v cuando p # 2,3 y ya
sabemos que Rango,M < v, entonces Rango,M = v.
O
El Teorema anterior es muy fuerte, ya que el p — rango resulta ser un
invariante, cuando p > 3, independiente de la estructura de los Sistemas
Triples de Steiner. No asi, cuando p =2 6 p = 3.

4.1. EIl 2-rango

Definicién 4.1.1 Decimos que un subsistema propio S’ de un Sistema Triple
de Steiner S, es un hiperplano proyectivo, si cada bloque de S tiene una
interseccion no vacia con S’.

La definicién, en abstracto, no tiene mucho que ver con la definicién que
tenemos de hiperplano proyectivo para Espacios Proyectivos pero al ocu-
parnos de IF;}“ con p = 2, por el Teorema 2.4.3, la estructura de incidencia
conformada por los puntos y las lineas proyectivas del Espacio Proyecti-
vo PG(n,2) es un STS(2"™! — 1) y por el Teorema 2.4.1, cada hiperplano
proyectivo de PG(n,2) tiene G(n, 1) puntos, donde;

202" —1) (21— 1)—1 w-—1

1)=2"-1= =

Teorema 4.1.1 Un subsisterna S’ de un Sistema Triple de Steiner S, es un
hiperplano proyectivo si y solo si
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Demostracién. Si S’ es un subsistema propio, entonces existe x € S\ 5;
consideramos los 7 bloques que pasan por z. Sea y € S’ sabemos que existe
un unico bloque que contiene a z y y, sea {z,y, z} tal bloque. Entonces si
z € S, por definicién de subsistema, implica que = € S’; contradiccion.
Entonces z ¢ 5, ésto quiere decir que los bloque que pasan por x intersectan
a S’ en a lo mas un punto.

Si S’ es hiperplano proyectivo; todo bloque que pasa por x intersecta a
S’. Por lo que tenemos una relacion biyectiva entre los elementos S’ y los
bloques que pasan por x. Por lo tanto

(v=1)
2
(v-1)
2

secta a los r bloques que pasan por cualquier elemento fuera de él. Por lo
que S’ es un hiperplano proyectivo.

S =r=

Ahora, si S’ es un subsistema con |5’ = ; ya tenemos que inter-

OJ
Sabemos que RangoosM < v siy sélo si existe, entre las columnas de M,
una combinacién lineal, no-trivial igual a 0yx;. Y como p = 2, sélo tememos
los posibles pesos 0 y 1, ésto nos dice que |Sp| + |S1| = v y |S1| > 2, entonces
por el Lema 4; |So| = |S1|— 1. Por lo tanto, |Sp|+[So|+1 = v y asf |Sy| = %5+
y como Sp es un subsistema; Sy es un hiperplano proyectivo.
Inversamente, si S contiene un hiperplano proyectivo H, entonces defi-
nimos la distribucién de peso wy para cada elemento en S de la siguiente

manera;
~_J 0 site H,
wH(Z)_{ 1 siig H.
Esta distribucion de peso; origina una combinacion lineal, no-trivial igual
a Opx1, de las columnas de M, ya que H intersecta a todos los bloques en uno
o tres puntos, razon por la que; en las entradas consernientes a cada bloque,
la suma de los pesos, es igual a cero. En consecuencia, RangooM < v.
Entonces tenemos una biyeccion entre los hiperplanos proyectivos y las
combinaciones lineales no-triviales, de los vectores columna de M, iguales a
Opx1, con coeficientes en Z,. Caractericemos pues, a los hiperplanos proyec-
tivos por medio de sus distribuciones de peso.

Teorema 4.1.2 Sean wy y wo dos distribuciones de peso distintas. Si a cada
elemento i € S le asignamos el peso w(i) = wi(i) + wa(i), entonces w
determina otro hiperplano proyectivo.
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Demostracién. Sean H; y H, los hiperplanos proyectivos que determinan
las distribuciones de peso w; y ws. Consideremos el conjunto

H=(H NHy)U(S\ (H UHy)).

Veamos que H es un subsistema de S. Sean 7 y j dos elementos en H y
B = {i, j, k} el bloque que contiene aiy j;sii,j € (HiNH;), debido a que Hy
y Hj son subsistemas, implica que B C (HiNHs) C H.Sii,j € (S\(H1UH3))
entonces, por ser H; y Hy hiperplanos proyectivos, intersectan a todos los
bloques, y asi k € (H; N Hy). Ahora, sii € (HiNHy)yje(S\ (HUHy)),
ocurre que k ¢ (H; U Hy) porque de lo contrario j ¢ (S \ (H; U H,)), ya
que H; y Hs son hiperplanos proyectivos, entonces k € (S \ (H; U Hy)) v
por lo tanto, B C H. Como S\ H = S\ (HiNHy)U(S\ (H,UH,))) =
(Hy U Hy) \ (Hy N Hy), y H # Ha, entonces S\ H # (0, por lo que H es
un subsistema propio. Tomemos © € S\ H = (H; U Hy) \ (Hy N Hy), sin
pérdida de generalidad supongamos que x € Hy, y sea B = {z,y,2} un
bloque que pasa por x, como Hs es hiperplano proyectivo, intersecta a B,
pero no puede ser en x por no estar en la interseccién. Otra vez, sin pérdida
de generalidad supongamos que y € Hs; entonces z ¢ Hy porque si no fuera
asi x estaria en Hy. Entonces; si z € H; tenemos que y € (Hy N Hy) y se
tiene que H intersecta a B, y si z ¢ Hy tenemos que z € (S \ (Hy U Hy)).
Por lo tanto H es un hiperplano proyectivo de S. Ahora, sea ¢ € S un punto,
y w la distribucién de peso correspodiente a H. Entonces por un lado, si
i€ H= (HNHy)U(S\ (H UHy)) coni € (Hy N Hy), tenemos que
w(i) =0=04+0=w(i) +ws(i),ysii € Hconie (S\(H UH,)), tenemos
que w(i) = 0 = 1+ 1 = wi(z) + wy(i). Por otro lado, si i ¢ H, ésto es,
ie S\ H = (H UH,)\ (H,N Hsy) entonces i € Hy 0 i € Hy en cualquiera
de los dos casos tenemos que w(i) =1 =140 = w; (i) + w2 (7). Por lo tanto,
H, y Hy determinan al hiperplano proyectivo que tiene como distribucion de
peso a la suma de wy y ws.
O
Obsevacién 1. Consideramos el espacio W que consiste de todas las dis-
tribuciones de peso asociadas con los hiperplanos proyectivos de S, junto
con la distribucion wy que le asigna el peso 0 a cada punto de S; como los
escalares en Zy son 0 y 1, y por el Teorema anterior tenemos que W tiene
estructura de espacio vectorial sobre Zs. Por lo tanto, el conjunto de todas las
distribuciones de peso, asociadas a hiperplanos proyectivos, tienen estructura
de Espacio Proyectivo sobre Zs. Que es lo mismo decir; que el conjunto H,
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compuesto de todos hiperplanos proyectivos de S, tiene estructura de Espa-
cio Proyectivo. Definimos la dimensién proyectiva dp como la dimension

de H.
Teorema 4.1.3 Dado un Sistema Triple de Steiner S, con v > 3;
RangoyS = v — (dp + 1).

Demostracion. Sea M una matriz de incidencia de S con columnas C1, Cs, ..., C,,
entonces RangosS = Rangoa M. De la Defincion 1.0.6; RangoaM = Rangos(Lyy),
donde Ly : Zy — 75 es la transformacién de multiplicién por la izquierda

de M. Por el Teorema de la dimension [1];

Rangoy(Lyr) = dim(Zsy) — dim(kernel(Lys)) = v — dim(kernel(Lyy)),

donde el
kernel(Ly) = {z € ZY : MZT = Opx1 }
= {(1‘1,272, ...,ZL'U) S Zg 10101+ 2205+ - -+ 2,0, = Gbxl} =W,
— RangoyS = v —dim(W) =v — (dim(H) + 1) =v — (dp + 1).
0

4.2. El 3-rango

Sea S’ un subsistema propio de un Sistema Triple de Steiner S, y un
punto z € S\ S’. Consideremos al espacio B, que tiene los mismos puntos
de S pero sélo los bloques que pasan por z. Entonces denotemos por S” al
espacio que resulta de quitar los puntos de los bloques de B, que intersectan
a S'. Asi, resulta que S’ N.S” = 0.

Definicién 4.2.1 Decimos que un subsistema propio S’ de un Sistema Triple
de Steiner S, es un hiperplano afin, si S” es un subsistema, y cada bloque
intersecta a S" en exdctamente un punto si y solo si intersecta a S” en un
solo punto.

Por como generamos a B,, pareciera que S” depende del elemento = que
se toma fuera de S’. Veamos que S” no depende de la x € §”; sea y € S” con
y # x. Tomemos en cuenta al conjunto B,. Los bloques que intersectan a S’
lo hacen en un solo punto, ya que si fuera en dos; y estaria en S’. Entonces
estos bloques no pertenecen a S”, coincidiendo con la estructura inicial. Si
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un bloque no intersecta a S’ entonces tienen dos puntos en S” (por que si
sélo fuera y tendriamos que ese bloque intersecta a S’ en un punto), de modo
que el bloque queda contenido en S”, ya que S” es subsistema de S. Por lo
tanto, la construccién a partir de y de S”, no quita ni aporta nuevos bloques.

Proposicion 4.2.1 Sea S’ un hiperplano afin del Sistema Triple de Steiner
S, entonces el espacio S" = S\ (S"US"), es un subsistema.

Demostracién. Sean z,y € 5" = S\ (S'US”), y sea B = {x,y, z} el tnico
bloque que contiene a x y y, entonces z ¢ (5" U S”), de lo contrario querria
decir que B intersecta a (S’ U S”) y por definicién tenemos que intersecta a
ambos en diferentes puntos, entonces x o y pertenecen a (S’ U S”), siendo
que los tomamos en S” = S\ (5"US"). Por lo tanto, z € " = S\ (S"US"),
y entonces S” es un subsistema.
[
Lo que hemos hecho es partir a S en tres subsistemas ajenos (5,5”,5").

Proposicion 4.2.2 Sea S" un hiperplano afin, entonces los subsistemas S”
y S" son hiperplanos afines.

Demostracién. Sea x € S\ S” entonces © € S’ o x € S, en cualquiera de
los dos casos tenemos que S’ (0 .S”) es un subsistema y contiene a los bloques
que pasan por x que no intersectan a S”. Entonces S” es un hiperplano. La
prueba para S” es analoga que para S”.
O
Entonces S” y S quedan determinados por S’ salvo que les intercam-
biemos el nombre. Aun més, cualquiera de estos tres (5’,5”,5”") hiperplanos
afines, determina a los otros dos.

Definicién 4.2.2 Sea S’ un hiperplano afin, al conjunto de hiperplanos afines
H = {5,5",8"}, diremos que es una familia de hiperplanos afines
paralelos.

Corolario 4.2.1 Sea H := {5',5",5"} una familia de hiperplanos afines
paralelos, entonces:

v
S,:S//:S”/:—.
] = 15" = 18"| = 5
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Demostracién. Si entre cualquier par de (5,5”,5"), consideramos un punto
x fuera de ellos y los bloques que pasan por z y todos los puntos de uno de
ellos; tendriamos una biyeccién de los puntos de un hiperplano afin al otro,
es decir: |S'] = [S"] = [S"]| y como la unién S’ U S”" U S" = S es ajena;
’S/‘ — ’SII| — |S/l/| — E
O
Nuevamente la nocién de hiperplano afin y paralelismo, no es exdctamente
la que teniamos en los Espacios Afines, pero considerando el espacio vectorial
[, con p = 3; por el Teorema 2.3.4, la estructura de incidencia conformada
por los puntos y las lineas afines del Espacio Afin AG(n,3) es un ST'S(3").
Ademds, cada hiperplano afin de AG(n,3) tiene |[F3~'| = 3" = £ puntos y
dado un hiperplano afin, existen exdctamente dos hiperplanos afines paralelos
a él, ya que su complemento ortogonal tiene tres puntos. Y al revés, si tenemos
tres hiperplanos afines disjuntos, entonces son paralelos.

Teorema 4.2.1 En un Sistema Triple de Steiner S, tres subsistemas disjun-
tos tal que su union es S, forman una familia de hiperplanos afines paralelos.

Demostracion. Sean 57,55 y S3 dichos subsistemas. Como la unién resulta
ser Sy son ajenos, sucede que S3 = S\ (57 U Sy), ademas, cualquier bloque
que intersecte a un subsistema en un solo punto; tiene que intersectar a los
tres en exdctamente un punto, por que de lo contrario, intersectaria a otro
en dos puntos y el bloque completo le perteneceria; contradiciendo que son
ajenos.
Sea x € Sy y consideremos al conjunto S} generado por Sy y x. Como S}
y Sy son ajenos, y S es subsistema; Sy no puede tener a los puntos de los
bloques que pasan por x e intersectan a Sy, por lo tanto; Sy C SY. Ahora,
si existe y € SY \ S, y B = {z,y,z} es el bloque que contiene a = y v,
entonces z tampoco pertenece a Ss, v asi, B intersecta a Sy en un solo punto,
por lo que deberia intersectar a S, pero esos bloques los descartamos en
la construccién de S7. Por lo tanto S; = S7. entonces S7 es subsistema.
Entonces S; es un hiperplano afin, y por las Proposiciones 4.2.1 y 4.2.2;
So =Sy S3 =5\ (51 US;) también son hiperplano afines.
O
Regresemos con la matriz de incidencia M del Sistema Triple de Steiner
S. Dado que cada renglén representa la incidencia en los bloques; tenemos
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tres 1’s en cada renglén, entonces en Zg:

i=1 =1

por lo que RangosM < v — 1.

Sean wy, wy y we las distribuciones de peso que les asignan, a todos los
puntos, el peso constante 0,1 y 2 respectivamente. Entonces, si RangosM <
v — 1, existe una distribuciéon de peso w que; para algin par de elementos
distintos i y j, les asigna pesos distintos w; y w;. Si este {4, j, k} es el bloque
que contiene a i y j, entonces tenemos la ecuacion: w; +w; + wy, = 0. Como
w; y w; son distintos y p = 3 entonces {w;, wjw;} = {0, 1,2}, por lo que los
conjuntos Sy, S1 y S2 son no-vacios y la suma de sus elementos es el total.
Entonces por los lemas 2 y 3, [So| = [S1| = [S2| = %, y si nos fijamos en
la demostracion del Lema 1, dado que p = 3, deducimos que Sy, S; vy S
son subsistemas. Por lo tanto Sy, S; y Se forman una familia de hiperplanos
afines paralelos en S.

Por otro lado; si S contiene una familia H de hiperplanos afines parale-
los Hy, H; y Hs, entonces definimos la distribucién de peso wy para cada
elemento en S; de la siguiente manera:

0 size I{o7
wy(i) =14 1 siie H,
2 sii € HQ.

Esta distribucion de peso corresponde a una combinacién lineal no-trivial,
de los vectores columna de M, iguales al vector cero, por lo que RangosM <
v—1.

Por lo tanto, tenemos una biyeccion entre los hiperplanos afines y las
combinaciones lineales (distintas de wp, wy y wy), de las columnas de M,
iguales al vector cero, con coeficientes en Zs.

Teorema 4.2.2 Sean wy y wy distribuciones de peso asociadas a las fa-
milias de hiperplanos afines paralelos H y H' respectivamente, entonces las
distribuciones de peso wy = wy + Wy Y We = wy + 2wy determinan otras
dos familias de hiperplanos afines paralelos.

Demostracién. Sean H = {Hy, Hy, Hy} y H' = {H}), H{, H}} las familias de
hiperplanos afines paralelos determinadas por las distribuciones de peso wy
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y wy; antes que nada, advertimos que a S lo podemos expresar por medio
de distintas uniones ajenas, a saber:

S = HyUH, UH, = (HyNS)U(H,NS)U(HyN 5S)
= (Ho N (Hy U Hy U Hy)) U (Hy N (Hy U H U H;)) U (Hy 0 (Hy U Hy U H;))
= |J (HanHp) (i)

o,BEZs3
_ ( U (o H;o») y ( U (Har H;a+l>) . (U (. Hgam) i
(Yenm)o(Yumoma)o(Ymam). o

En general, fijAndonos en los conjuntos de indices

{i,j,k} ::{071a2} ::{x>yaz}>

si tenemos dos elementos a y b del bloque {a, b, ¢} tal que a,b € H;N H, dado
que H; y H) son subsistemas, el elemento ¢ queda contenido en H;N H_,, pero
sia € H;NH, ybe H;NH,, como H y H' son familias de hiperplanos afines
paralelos, sucede que ¢ € Hy N H..

Con lo anterior, y la separacién de conjuntos ajenos no-vacios de (i7) y
(i1), por el Teorema 4.2.1, argumentamos la construccién de las familias de
hiperplanos afines paralelos H" = {H{, H{, H)} vy H" = {H{',H{", H}'},
donde:

HY = | J (Han H,),

aEls

H = | J (Ha Hjyyy),
a€Zs3

HY = | J (Ha H,,,),
aEls

HY' = | J (Hon H)),

a€Zs3

H":= | J (Ha N Hy),
Q€Zs3

HY = | (Ho N H,,,).
Q€3
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Asi las cosas tenemos que:
H! = U (HoNHy,, )y H" = U (HyoNH,.,,,;) para cada i € {0,1,2}.

7
a€Zs3 a€Zs
Si x € H! para alguna ¢ € {0, 1,2} entonces x € (H,NH/_,) para alguna
a € Zs, razon por la cual, la distribucién de peso en H”, estd dada por:

wyr(x) =1=a+ 2a+1i) = wy(z) + wy(x), Vo € S.

Un razonamiento analogo nos lleva a la conclusion de que la distribucion
de peso en H", es:

wym(r) =1 =a+2(a+ 2i) = wy(x) + 2wy (z), Vo € S.

Es claro que wyr» v wyn determinan a las familias de hiperplanos afines

paralelos H” y ‘H"' respectivamente.
O

Obsevacién 2. Sea H una familia de hiperplanos afines paralelos en un
STS(v), notemos que el conjunto
Ex = {wo, w1, wa, Wy, Wy + W1, Wy + We, 2wey, 2(wy + wy), 2(wy + we)}, es
un espacio vectorial de dimension 2 sobre el campo Zs; ya que la suma de
cualquier par de ellos y la multiplicacién por escalares en Zs; es cerrada. De
ahi que el espacio W que esta constituido de todas las distribuciones de peso
asociadas a todas las familias de hiperplanos afines paralelos de S, junto con
las distribuciones constantes wg,w; y ws, €s un espacio vectorial sobre Zs.
Sea d = dim(WV). Entonces el conjunto de todas las familias de hiperplanos
afines paralelos de S, tienen la misma estructura que el conjunto de todos los
subespacios de de dimensién 2 en W que contienen a la linea {wg, w1, ws};
que a su vez es isomorfa a la estructura de los subespacios de dimension 1
(lineas) en el espacio cociente W /{wy, w1, wy} de dimensién d — 1, isomorfo
a la estructura de los hiperplano afines en el Espacio Afin de dimensién d — 1
(relacionando a cada linea afin con su hiperplano afin ortogonal). En este
contexto, para un ST'S(v), definimos la dimensién Afin d4 :=d — 1.

Teorema 4.2.3 Dado un Sistema Triple de Steiner S, con v > 3;
RangosS =v — (dyg + 1).

Demostracién. Sea M una matriz de incidencia de S que tiene columnas
C1, Oy, ...,C,. Andlogamente a la demostracion del 2 — rango, resulta que:
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RangosS = v — dim(kernel(Lyy)),
donde kernel(Lys) = {7 € Z% : M = Opx1}
= {(z1, 29, ..., xy) € ZY: 1101 + 1205 + -+ - + 2,Cyy = Oper } = W,
= Rango3S = v —dim(W) =v — (dim(H) + 1) =v — (da + 1).
0

El siguiente Teorema resume este capitulo.

Teorema 4.2.4 Dado un Sistema Triple de Steiner S(2,3,v) con v > 3,
entonces:

Rango,STS(v) = v Vp # 2,3,
Rangos STS(v) = v — (dp + 1),
RangosSTS(v) =v — (dg + 1).
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Capitulo 5

Construccion de Sistemas
Triples de Steiner no-isomorfos

Sean S7 y S Sistemas Triples de Steiner con v puntos y matrices de
incidencia M7 y M, respectivamente. De la definicién que tenemos de iso-
morfismo para estructuras de incidencia; es indudable que si M; y M, son
iguales entonces S7 y Sy son isomorfos. En el mismo sentido; S; y S5 son
isomorfos si y s6lo si podemos obtener My a partir de M; intercambiando
renglones y columnas. Aclarado este punto, es evidente el siguiente hecho;

Proposicién 5.0.3 Sean S; y Sy Sistemas Triples de Steiner con v puntos
y matrices de incidencia My y My respectivamente, entonces Sy y Ss son
1somorfos si y solo si existe una matriz M tal que podemos llegar de M; a M
intercambiando renglones y columnas, para i = 1,2.

De los Corolarios 1.1.1 y 1.1.2 sabemos que existe el ST'S(2""! —1) y el
STS(3") para cualquier n € N, entonces, por el momento, nos interesa saber
si son unicos salvo isomorfismos o no.

Proposicién 5.0.4 Siv=3,7 69, el STS(v) es tinico salvo isomorfismos.

Demostracion. Cuando v = 3, es trivial el resultado.

Si v =7, sea M; una matriz asociada a un ST'S(7), entonces cosiderando
que: por cada par de puntos pasa un unico bloque, cada bloque tiene tres
puntos y cada punto pertenece a 3 bloques, siempre podemos intercambiar
renglones y columnas de M; de tal manera que coincida con esta primera
parte de la estructura de una matriz general:
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P1r P2 P3 P4 P5 Pe D7
L1 1 1 0 0 0 O
L{1 0 0 1 1 0 O
31 0 0 0 0 1 1
Ib10 1 0
Is10 1 0
g 0 0 1
10 0 1

Para continuar y con el fin de evitar argumentos repetitivos, es mejor que
veamos como se obtiene una matriz general por medio pasos en los que se
va determinando una estructura general. En cada paso de la siguiente cons-
truccion, las entradas de la matriz que estan encerradas en cuadros quedan
determinadas por las que estan en negritas.

P1 P2 P3 P4 Ps De Pr P1 P2 P3s P4 Ps DPs Pr
L1 1 1 0 0 0 0 L1 1 1 0 0 0 0
L1 0 0 1 1 0 0 byl 0 0 1 1 0 0
l5z}]1 0 0 0 0 1 1 I5c]1 0 0 0 0 1 1

Tiulo 1 oo [1] [o] o 1 0 1 0 [1 [0
Is5/]0 1 0 [0] /0 1 0 0 1
6|0 0 1 0] /0 0 1 1 0
)]0 0 1 [0] |0 0 1 0 1

P1 P2 P3 P4 Ps DPs Pr P1 P2 P3s P4 Ps Pe D7
L1 1 1 0 0 0 0 L1 1 1 0 0 0 0
L1 0 0 1 1 0 0 L1 0 0 1 1 0 0
51 0 0 0 0 1 1 51 0 0 0 0 1 1

Lo 1 0 1 0 1 0 T 4Ll0o 1 0 1 0 1 0
5|0 1 0 0 1 [0] 510 1.0 0 1 0
/0 0 1 1 0 [0 /0 0 1 1 0 0
/0 0 1 0 1 |0 0 1 0 1 1 [0]

Entonces cualquier matriz de incidencia de un Sistema Triple de Steiner
con 7 puntos puede llevarse a través de intercambios de renglones y columnas
a una matriz general, entonces todos los Sistemas Triples de Steiner con 7
puntos son isomorfos.

Hagamos lo mismo cuando v = 9, ahora tomando en cuenta que por cada
par de puntos pasa un unico bloque, cada bloque tiene tres puntos y cada
punto pertenece a 4 bloques.
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5.1. Dos STS(2""! — 1) no-isomorfos con n > 2

Consideremos la estructura de incidencia S? conformada por los puntos y
las lineas del Espacio Proyectivo PG(n,2), con n > 2. Por el Teorema 2.4.3,
S? esun STS(2" —1). Decimos que 82 es el ST'S(2""! —1) clésico asociado
a la Geometria Proyectiva. Como v = 2"*! — 1; la cantidad de lineas es:

- v(v—1) (2ntl —1)2(2" — 1) B (2ntl —1)(2" — 1)
6 6 B '
Teorema 5.1.1 Sean o, 8 y v tres puntos diferentes dos a dos en S* en-
tonces; o, 8y v pertenecen a una linea en S* si y solo sia+F+~v =0 en

el campo Zs.

Demostracién. Los puntos en §? son puntos proyectivos en PG(n,2) que a
su vez son rectas por el origen en Z5 . Las lineas en S? son lineas proyectivas
en PG(n,2) que a su vez son planos por el origen en Zj**. Pero en Zj™!
cada recta por el origen tiene a dos Unicos puntos; el origen y otro distinto
de él, y cualquier vector genera una recta por el origen en Z5™!, es decir, los
puntos proyectivos de PG(n,2) son justamente todos los vectores diferentes
del vector cero en Zj*. Por esa razén, si un plano por el origen, en Z3"!,
pasa por dos vectores u y v, diferentes entre si y del vector cero; existe un
unico vector, diferente de u, v y del vector cero, que pertenece a ese plano, y
es justamante @ + v. Reciprocamente, si @, v y w son vectores diferentes dos
a dos y del vector cero, y sucede que; 4+ v +w =0 = w = u + v, es decir,
w pertenece al plano generado por u + v.
O
Ya vimos que los puntos de S? son los vectores de Z3™ distintos del
vector cero. Por ello, conviene ver a los puntos de S? como la reprecentacién

de cada nimero natural del 1 al v en base 2, de manera que el punto p; es el
n+1

vector (vy,va, ..., vp11) tal que kaQk_l =1.
k=1
Sea M? una matriz de incidencia de S, que tiene ordenadas las columnas
de acuerdo al orden del indice de los puntos . Entonces, el espacio generado
por los renglones de M? en el campo Zy; es el cédigo Cy(S?).

Proposicién 5.1.1 Sean pi,ps, ..., py los puntos de S?. Entonces, para cualquier
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palabra a = (ay, ay, ..., a,) € Cy(S?), resulta que:
Z a;p; = (_)
j=1

Demostracién. Sean Iy, ls, ..., 1, las lineas de 8%, como a € Cy(S?), ocurre
que,
b
i=1
b
con \; € Z,, entonces, a; = Z AiXp, (1i) y ast;
i=1

Jj=

Corolario 5.1.1 d(Cy(8?)) = 3.

Demostraciéon. Como todas las palabras en la matriz de incidencia tienen
peso 3, entonces la distancia minima es a lo més 3:

a) como ningin punto es el vector cero; no puede haber palabras de peso 1,

b) si hubiera una palabra a de peso 2; sumandole el vector de incidencia
de la linea que pasa por los dos puntos en los que a tiene coeficientes
diferentes de cero, obtenemos una palabra de peso 1. Por a), dicha
palabra a no existe.

Por lo tanto, la distancia minima d = 3.

Ahora, como )
p1+pe +ps=(1,0,0,0,...,0)+(0,1,0,0,...,0) + (1,1,0,0,...,0) =0 y
p+ps+ps = (1,0,0,0,...,0) + (0,0,1,0,...,0) + (1,0,1,0,...,0) = 0,

tomemos las lineas proyectivas {p1, p2, p3} v {p1, 4, s} en PG(n,2) entonces
({p1,p2,p3},{P1, s, p5}) es un plano proyectivo en PG(n,2), por el Corolario
2.4.1, S? .= PG({p1, p2, p3}, {p1,ps, ps})) es isomorfo a PG(2,2), luego, por
el Corolario 2.4.2 es un Sistema Triple de Steiner con 7 puntos, es decir, S?
es un subsistema de 82 con 7 puntos;
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Ds

P7

D1 D2 D3

Subsistema de S? con 7 puntos.

S? = (P, L), donde:
P = {p1,p2,p3,p4,p57p67p7}7
L = {p1,p2,p3}, {1, 4, ps}, {p1. ps, p7} {2, P4, p6}, {p2, p5, pr}, {ps, pa, o7} {ps, b5, pe}-

Nétese que la estructura de incidencia S? = (P’, L), con;
P/ = {p17p2ap3ap47p57p67p7}7
L/ = {{plvaﬂp?)}v {p17p47p5}7 {plapﬁap?}a {p37p47p6}7 {p37p57p7}7 {p27p47p7}7 {p27p57p6}

es isomorfa a S2, debido a que;

¢:S%— S7
P1 — M
P2 > P3
p3 — D2
P4 > P4
Ps = Ps
Ds > Ds
pr /= pr

es un isomorfismo de S? en S, ya que lo tinico que estamos haciendo; es un
cambio de nombres, pero manteniendo la estructura del subsistema, como a
continuacién se muestra:

Sea S'? la estructura de incidencia que consiste de los mismos puntos de
S y donde sus lineas son: las lineas de S” y las lineas de S? excepto las que
se encuentran en S2.
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p 6 p 6
Pz Pz
P D2 p3 b1 Pp3 D2
Subsistema original. Subsistema con el cambio.

Teorema 5.1.2 S'? es un STS(2"+! —1).

Demostracién. S’ tiene 2"+ — 1 puntos y todas sus lineas tienen 3 puntos.
Ahora, sean p; y p; dos puntos en S’

si p; y p; pertenecen a S? en §?, entonces, por ser S? subsistema, la tinica
linea que los contiene en 8% se encuentra en S?, y como S? es isomorfo
. PR 2 .
a S, existe una unica linea en 8'* que contiene a p; y p;,

si al menos uno de los puntos p; y p; no pertenece a S? en S, entonces, por
ser S? subsistema, no existe ninguna linea en S? a la que le pertenezcan
por lo tanto no existe ninguna linea en S que los contenga, entonces,
la tinica linea que los contiene se encuentra en las lineas de 8'? excepto
las que estdn en S2. Por lo tanto, existe una unica linea en S8’ que
contiene a p; y p;.

O
Teorema 5.1.3 S”* no es isomorfo a S2.

Demostracién. Sea Cy(S’ 2) el cédigo generado por alguna matriz de inci-

dencia de S”. Las lineas {p1, p2, p3} v {ps, 5. p7} pertenece a S y como;
p2 + ps + p1o = (0,1,0,0,...,0) + (0,0,0,1,0,...,0) + (0,1,0,1,...,0) = 0,
ps+ps+piz = (1,0,1,0,...,0)+(0,0,0,1,0,...,0)+(1,0,1,1,0,...,0) = 0
p7+p10+p13 = (1, 1, ]_, 0, ceey O)+(O, 1, 0, 1, O, ceey 0)+(1, O, 1, 1, 0, ceey 0) = (_),
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tenemos que las lineas {P2,p87p10} {p5,p8,P13} Yy {p7,p1o,p13} de 527 no per-
tenecen a S 2, por lo tanto, pertenecen a S’ 2 y entonces cualquier combinacion

lineal de los vectores de incidencia correspondientes a estas lineas pertenece
12 :
a Cy(S8'"), en particular la que se muestra;

P1 P2 P3 P4 Ps Pe Pr P8 P9 Pio P11 P12P13 P14 P15 * -« Pantlg

211701010101 01010T1--- 1

210 1100 1100 1 1001 1--- 1

22/0 00111100 0O01111-- 1

210 00 00O0O0O01 1 1 11111 1

2o 0 00OO O OO O O0OO0OO0OTO0OO0- 1
x({p2,p8,P0})]0O 1 0 0 0O 0O O 1 0 1 0O OO O- 0
+x({ps,pssp134) 0 0 0 01 0 0O1L O O O0OO0O1O0 O- 0
+x{p7,P10,p135){0 0 0O 0O OO1T OO 1 0O01O0 O- 0
+x({p1,p2,p3}){1 1. 1.0 0 0O O OO 0 O OO O O- 0
+x({ps,ps,p7}){O0 01 01 0 1.0 0 0 0O OO O O- 0
=10 0 0 0 O O OO O0OO0OO0OO0OO0 O0- 0

Por lo que C/(S™) tienen una palabra de peso 1, entonces
d(Co(8"”)) =1 # 3= d(Ca(S?)),

por el Teorema 3.1.1 C5(S?) y C5(S’*) no son equivalentes y por el Teorema
3.2.1 los Sistemas Triples de Steiner S”* y 82 no son isomorfos.
U

5.2. Dos STS(3") no-isomorfos con n > 2

Consideremos la estructura de incidencia S* conformada por los puntos y
las lineas del Espacio Afin AG(n,3), con 2 < n. Por el Teorema 2.3.4 sabemos
que 8% es un ST'S(3"). Decimos que S es el ST'S(3") clésico asociado a la
Geometria Afin. Dado que v = 3"; la cantidad de lineas es:

- vlv—1) 3"(3*—1) 3"'(3"—1)
6 6 B 2 ‘
Teorema 5.2.1 Sean o, 8 y 7 tres puntos diferentes dos a dos en S en-
tonces; o, B y 7 pertenecen a una linea en S* si y sélo sia+ B+ =0 en
el campo Z3.
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Demostracién. Los puntos en S8 son puntos afines en AG(n,3), es decir,
son los vectores de Z%. Las lineas en 8? son lineas afines en AG(n, 3) que a su
vez son las rectas por el origen y sus trasladadas; una recta por el origen es
el subespacio generado por un vector diferente de cero, por lo que una linea
que no pase por el origen se puede expresar como un subespacio generado
por un vector, diferente de cero, mas un vector fijo. Pero en Z7 cada recta
por el origen tiene a tres tnicos puntos; el origen y otro distinto de él y su
doble. Y cualquier vector genera una recta por el origen en Z%. Por esa razon,
si una linea pasa por dos vectores @ y v, diferentes entre si; existe un unico
vector, diferente de @, U, que pertenece a esa linea, y es justamante 2(@ + 0).
Reciprocamente, si @, v y w son vectores diferentes dos a dos, y sucede que;
u+v4+w=0= w = 2(u+v), es decir, w pertenece a la linea que pasa
por u + v.
O
Sabemos que los puntos de 82 son los vectores de Zj. Anédlogamente a la
seccién anterior, veamos a los puntos de S? como la representacién de cada
nimero natural del 0 al v — 1 en base 3, de manera que el punto p; es el

n
vector (v, vg, ..., v,) tal que kaSk’l =i.
k=1
Sea M3 una matriz de incidencia de 82, que tiene en la columna 4 las
incidencias del punto ¢ 4+ 1. Entonces, el espacio generado por los renglones
de M? en el campo Zs; es el codigo C3(S?).

Proposicién 5.2.1 Sean pg,p1,...,pe—1 los puntos de S®. Entonces, para
cualquier palabra a = (ag, ai, ..., a,_1) € C3(8?), resulta que:

Demostracién. Sean [y, [y, ..., I, las lineas de 83, como a € C3(S?) se tiene
que;



b
con \; € Zs, entonces, a; = Z AiXp, (1i) y ast;
i=1

1) S a; = UX_E (Zb: )\ZXPj(li)) = Zb: i ( UZ_E Xp; (ZZ)) = 0;
7=0 7=0 =1 i=1 7=0

2) S a;p; = S (i )‘zX;DJ (li))pj = Z >‘2< S Xp; (lz)pj> =0
7=0 7=0 i=1 =1 7=0

Corolario 5.2.1 d(C3(8?)) = 3.

Demostracion. Como todas las palabras en la matriz de incidencia tienen
peso 3, entonces la distancia minima es a lo més 3:

a) Por 1) de la Proposicién anterior, no puede haber palabras de peso 1.

b) Si hubiera una palabra a de peso 2 con coeficientes iguales; sumandole el
doble del vector de incidencia de la linea que pasa por los dos puntos en
los que a tiene coeficientes diferentes de cero, obtenemos una palabra
de peso 1. Por a), dicha palabra @ no existe.

¢) Si hubiera una palabra a de peso 2 con coeficientes diferentes, digamos
a; =1y a; = 2; por 2) de la Proposicién anterior;
api +ap; =pi+2 =0 = p =p = i =j = a = a,
contradiciendo nuestro caso.

Por lo tanto, d(C3(8?)) = 3.

O
Como,
po+p1 +p2 = (0,0,0,0,...,0) +(1,0,0,0,...,0) + (2,0,0,0,...,0) =0 y
po +p3 +ps = (0,0,0,0,...,0) + (0,1,0,0,...,0) + (0,2,0,0,...,0) = 0,

{p1,p2,p3} v {P1,p4,p5} son lineas de S* y, por tanto, lineas de AG(n,2),
entonces ({po, p1, P2}, {Po, P3,Ps}) s un plano afin en AG(n,2), por el Coro-
lario 2.3.1; S3 := AG({{po, p1, P2}, {Po, P3, Ps})) es isomorfo a AG(2,2), luego,
por el Corolario 2.3.2 es un Sistema Triple de Steiner con 9 puntos, es decir,
S3 es un subsistema de 8% con 9 puntos;
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Ps

b3

D2

Subsistema de S con 9 puntos.

S3 = (P, L), donde:

P = {po,p1,p2,03, 04,05, 06,07, P}
L = {{p07p17p2}7 {p07p37p6}7 {p07p47p8}7 {p07p57p7}7 {p17p37p8}7 {p17p57p6}7
{p1,pa, p7}, {p2, 3, p7}, {P2. D5, D8} {D2: D1, D6}, {P3, P, D5}, {P6, P7, P8} }-

Nétese que la estructura de incidencia S = (P’, L), con;

P" = {po, p1, P2, P3, P1, P5, D6, P7, P8

}7

L/ = {{p07p17p2}7 {p07p37p6}7 {p07p47p8}7 {p07p57p7}7 {p27p37p8}7 {p27p57p6}7
{p27p47p7}7 {p17p37p7}7 {p17p57p8}7 {p17p47p6}7 {p37p47p5}7 {p67p77p8}}7

es isomorfa a S2, debido a que;

P83 — S8
Po — Do
p1 = P2
D2 = D1
p3 — D3
P4 > Da
Ps — Ds
Deé > De
pr — Dr
Ps — Ds

es un isomorfismo de S% en S”, por que lo tinico que estamos haciendo es
un cambio de nombres pero manteniendo la estructura del subsistema, como

se ilustra a continuacién:
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D6 Pr ] De Pr ]

D3 4 5 P3 4 5
0 P2 0 P1
Subsistema original. Subsistema con el cambio.

. .. . 3 .

Entonces, consideremos a la estructura de incidencia S’° que tiene los
mismos puntos de 8% y tal que sus lineas son las lineas de S y las lineas de
83 excepto las que estdn en S3.

Teorema 5.2.2 S es un ST'S(3").

Demostracién. S’ tiene 3" puntos y todas sus lineas tiene 3 puntos. Ahora,
sean p; y p; dos puntos en S’

si p; y p; pertenecen a S? en §®, entonces, por ser S* subsistema, la tnica
linea que los contiene en 8% se encuentra en S%, y como S? es isomorfo
i PR 3 .
a S’ existe una unica linea en 8"° que contiene a p; y pj,

si al menos uno de los puntos p; y p; no pertenece a S* en S, entonces, por
ser S3 subsistema, no existe ninguna linea en S® que los contenga por
lo tanto, no existe ninguna linea en S” que los contenga, entonces, la
tinica linea que los posee se encuentra en las lineas de 8" excepto las
que estén en S3. Por lo tanto, existe una tnica linea en 8’ a la que le
pertenecen p; y p;.

O
Teorema 5.2.3 S no es isomorfo a S°.
Demostracién. Sea C3(S") el c6digo generado por una matriz de incidencia

de S”. Una de las lineas que obtuvimos al hacer el cambio es {p2,ps,p7}. Y
como;
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pa+ Do+ pos = (1,1,0,0,...,0) + (0,0,1,0,...,0) + (2,2,2,0,...,0) =
p1+ P15 + pes = (1,0,0,0,...,0) + (0,2,1,0,...,0) + (2,1,2,0, ...,0) = 0,
pr + pis + p2s = (1,2,0,0,...,0) + (0,2,1,0,...,0) + (2,2,2,0,...,0) =0 y
pr + po + p23 = (1,2,0,0,...,0) + (0,0,1,0,...,0) + (2,1, 2,0, ...,0) = 0,
tenemos que las lineas, {ps, po, Pas }, {P1, P15, Pas}s {P7: P15, Pas} ¥ {P7, Po, Pas}
de 83, no pertenecen a S2, por lo tanto, pertenecen a S’ y entonces, cualquier
combinacion lineal los vectores de incidencia correspodientes a estas lineas
pertenece a C3(S’ 3), en particular la que se muestra en el siguiente arreglo;

| Dl

PoP1DP2P3P4P5PeP7P8P9P10P11P12P13P14P15P16P17P18P19P20P21P22P23 P24 P25P26" * * P3n—1

3101201201201 2012012012012012- 2
3000111222000 1112220001 11222- 2
32/00000000011 11 11111222222222... 2
3"~1/00000000000000000000000000O0--- 2
2x({4,9,261) | 00002000020 0000000000000002--- 0
+2x({1,15,23}) | 02000000000 0 0 00 200000002000--- 0
+x({7,15,26})) | 00000001000 00001 0000000000T1--- 0
+x({7,9,23})| 00000001010 0000000000001000--- 0
+x({2,4,7)1 00101001000 000000000000000O0--- 0

—[02100000000000000000000000CO0--- 0

Por lo que C5(S'®) tiene una palabra de peso 2, entonces d(Cs(S")) < 2,
luego, d(C5(S™)) # 3 = d(C5(S?)) por el Teorema 3.1.1 los cédigos Cs(S™)
vy C5(8%) no son equivalentes, entonces por el Teorema 3.2.1 los Sistemas

Triples de Steiner S? y S8’ no son isomorfos.
O

73



Conclusiones

Como se podra advertir, el método que utilizamos no sélo nos sirve para
encontrar un par de Sistemas Triples de Steiner con 2"*t! — 1 y 3" puntos; ya
que, en cada caso, el cambio que hicimos lo podemos hacer en subsistemas
mas grandes, es decir, generados por mas de dos lineas, més atin, podemos
realizar mas de un cambio en el mismo subsistema o en subsistemas diferentes
e igualmente podria suceder que obtuvieramos mas sistemas no isomorfos.
Entonces una pregunta interesante es; jcuantos Sistemas Triples de Steiner
no isomorfos podemos construir a partir de los sistemas cldsicos con este
método?. De igual manera; el argumento que utilizamos para saber si los
sistemas que obtuvimos eran no isomorfos a los clasicos, fue a por medio
de la no equivalencia de sus cédigos asociados, pero se ha visto que pueden
existir sistemas que no son isomorfos pero sus codigos asociados si resultan ser
equivalentes, entonces; jcuantos codigos no equivalentes podemos obtener de
los STS(2"*1 —1) y de los ST'S(3")?. Ya se demostré que los ST .S (2" —1)
con el mismo 2-rango deben tener codigos equivalentes; ;sera cierto que los
STS(3™—1) con el mismo 3-rango tienen codigos equivalentes?. Bueno, pues
todas estas cuestiones son parte de mi proyecto de maestria y doctorado.
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