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INTRODUCCION

W. Hurewicz introdujo en [15] la siguiente propiedad para un espacio X: para cada
sucesion {v, : n € N} de cubiertas abiertas de X, existe una sucesién {a,, : n € N} de
conjuntos finitos tal que, para cada n € N, tenemos que «o,, C v, v J{an : n € N}
es una cubierta de X. A los espacios topoldgicos que cumplen dicha propiedad, se les
llaman ahora espacios Hurewicz.

Los espacios compactos y o-compactos son espacios Hurewicz. La propiedad de ser
espacio Hurewicz se preserva bajo subespacios cerrados, imagenes continuas y uniones
numerables. Claramente todos los espacios Hurewicz son Lindelof. En los siguientes
péarrafos veremos cémo éstas dos tltimas definiciones son distintas, es decir, no todo
espacio Lindelof es Hurewicz (Ejemplo 1.13).

Se discutird la relaciéon que hay entre los espacios Hurewicz y los espacios que son
imagenes continuas de los nimeros irracionales (llamados espacios analiticos). En par-
ticular se probard que el espacio de los nimeros irracionales no es Hurewicz. Uno de los
teoremas mds importantes sobre los espacios Hurewicz fue dado por Arkangel’skii; un
espacio X" es Hurewicz para todo n € N si y sélo si para cada f € C, (X) y cualquier
coleccién numerable {A; : i € N} de subconjuntos de C,, (X) tal que f € [,y 4, existe
una familia {B; : i € N} de subconjuntos finitos tales que B; C A; para cada i € Ny
[ € U,en Bi- Este resultado caracteriza la propiedad Hurewicz para espacios topolégicos
por una propiedad topolégica del espacio C), (X) definido en el Capitulo 3. Como con-
secuencia de esta caracterizacién surge la siguiente pregunta: ;La clase de los espacios
Hurewicz se preserva bajo t-equivalencias? En el Capitulo 3 se presenta la demostracién
del teorema de Arkangel’skii y una respuesta parcial a esta tltima pregunta.

En la parte final del Capitulo 4 se podra ver una aplicacién de la Teorfa de Juegos
Topolégicos a los espacios Hurewicz para demostrar que tales espacios son D-espacios.
Ademis veremos como la definicién de espacio Hurewicz puede ser generalizada de una
manera muy natural para obtener otras propiedades tipo cubierta.

El trabajo presentado a continuacién se basé en los articulos [5] y [24].
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Capitulo 1

Espacios Hurewicz

Definicién 1.1 Sea X un espacio. Una cubierta abierta de X es una familia de abiertos
de X cuya union es X. St F' C X un cubrimiento abierto de F' es una familia de abiertos
de X cuya union contiene a F.

Definicién 1.2 Un espacio X es Hurewicz si para cada sucesion {v, : n € N} de cu-
biertas abiertas de X, existe una cubierta o de X tal que oo = |, oy o donde a,, C 7y,
Y o, es finita para cada n € N.

W. Hurewicz introdujo en [15] esta propiedad y mostré que para un espacio métrico
esta propiedad es equivalente a la propiedad E introducida por M. K. Menger en [25].
En la literatura cldsica un espacio Hurewicz es llamado espacio Menger.

Con respecto a la definicién anterior tenemos la siguiente observacion. Si X es un
espacio y F' es un subconjunto de X, se tiene que de toda cubierta abierta de F' se
obtiene un cubrimiento abierto de F' y viceversa. Asi que podemos intercambiar una
nocién por la otra y decir que F es Hurewicz si de toda sucesion {v, :n € N} de
cubrimientos abiertos de F', existe o = |J,,cyy & de manera que, para cada n € N,
an C 7, 0y es finita y o es un cubrimiento abierto de F'.

De esta manera podemos tratar los conceptos de cubierta y cubrimiento como si
fueran el mismo concepto, cosa que haremos en este trabajo.

Definicién 1.3 Un espacio X es o-compacto si es una union numerable de subespacios
compactos.

Proposicién 1.4 Todos los espacios compactos y o-compactos son espacios Hurewicz.
Demostracion: Sean X un espacio compacto y {7, : n € N} una sucesién de cubier-

tas abiertas de X. Dado que X es compacto, para cada n € N, existe una subcoleccién
3



4 1. ESPACIOS HUREWICZ

finita «,, de 7,, tal que «,, cubre a X. Por tanto la coleccién o = |J{a,, : n € N} es una
cubierta de X. Esto prueba que X es Hurewicz.

Ahora supongamos que Y es un espacio o-compacto. Sean K7, K, ... subespacios
compactos de Y tales que Y = J,.y K. Entonces, si {, : n € N} es una sucesién de
cubiertas abiertas de Y, se tiene que, para cada n € N, existe una subcoleccién finita
a,, de v, tal que «, es una cubierta de K,,. Por tanto la coleccién oo = | J{a, : n € N}
es una cubierta de Y. Esto demuestra que Y es Hurewicz. m

W. Hurewicz conjeturé en [15] que un subconjunto de nimeros reales es Hurewicz si
y s6lo si es o-compacto. Un subconjunto no numerable de nimeros reales es un conjunto
Luzin si es denso y tiene interseccion numerable con cada subconjunto denso en ningtin
lugar de R. La Hip6tesis del Continuo implica la existencia de un conjunto Luzin (véase
[22, pag. 205]). Sierpifiski en [33] demostré que un conjunto Luzin es Hurewicz pero
no o-compacto. Entonces la existencia de conjuntos Luzin contradice la conjetura de
Hurewicz. Sin embargo, en [19, pag. 27|, se prob6 que existe (en ZFC) un espacio métrico
separable de cardinalidad w; que es Hurewicz pero no o-compacto.

Proposicion 1.5 Cualquier subespacio cerrado de un espacio Hurewicz es Hurewicz.

Demostracion: Sean X Hurewicz y F' un subespacio cerrado de X. Dada una
sucesion {v,, : n € N} de cubiertas de F', por abiertos de X, se tiene que la coleccién
{7, U{X\F} : n € N} es una sucesion de cubiertas abiertas de X. Por tanto, para cada
n € N, existe una subcoleccién finita o, de v, tal que o = |J,, oy @ €s una cubierta de
X. Entonces, si para cada n € N, definimos 5,, = «,,\ {X\F'} , se tiene que f3,, es una
subcoleccién finita de 7,, y, dado que « es una cubierta de X, se sigue que 5 = |J,,cy Bn
es una cubierta de F' por abiertos de X. Como toda cubierta de F' por abiertos de F’
induce una cubierta de F' por abiertos de X, y viceversa, se puede concluir que F' es
Hurewicz. m

Definicién 1.6 Un espacio es o-Hurewicz si es una union numerable de subespacios
Hurewicz.

Un espacio o-compacto no es compacto, en general. Pero para espacios o-Hurewicz,
sucede lo siguiente.

Proposicion 1.7 Cada espacio o-Hurewicz es Hurewicz.

Demostracion: Supongamos que X es un espacio tal que X = J, o F7 donde F,
es un subespacio Hurewicz de X, para cada n € N. Sea {v,, : n € N} una sucesién de
cubiertas abiertas de X. Nétese que, para cada k € N, la coleccién {v,, : n > k} es una



sucesion de cubiertas abiertas de Fj. Y dado que F} es Hurewicz, se tiene que, para cada
n > k, existe una subcoleccion finita af de v, tal que la coleccién of =, -, af cubre
a Fj. De manera que, si para cada n € N, definimos 3, = |J {afl k< n}, entonces [3,,
es una subcoleccién finita de «,. Ademds, puesto que o cubre a Fj, para demostrar
que 3 = J,en B, €s una cubierta de X, es suficiente mostrar que a® estd contenida en
3 para cada k € N. En efecto, sean k € Ny U € oF, entonces existe n € N tal que
n>kyUE€aFyportanto U € 3, C 3. Esto muestra que o C 3 para cada k € N.
[ |

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene el siguiente corolario.
Corolario 1.8 57 X es Hurewicz y F' es un subespacio F,, de X, entonces I' es Hurewicz.

Demostracion: Supongamos que F' = | J, . [}, donde F,, es un subespacio cerrado
de X para cada n € N. Por la Proposicién 1.5, F;, es Hurewicz para cada n € N y, por

la Proposicién 1.7, F' = |, . F es Hurewicz. m

Proposicién 1.9 La imagen continua de un espacio Hurewicz es Hurewicz.

Demostracion: Sean X y Y dos espacios topolégicos tal que X es Hurewicz, y
supongamos que f : X — Y es una funcién continua y suprayectiva. Dada una sucesién
{7,, : n € N} de cubiertas abiertas de Y se tiene que, para cada n € N, la coleccién
f~1[v,], formada por las imagenes inversas de elementos de v, bajo la funcién f, es
una cubierta abierta de X. Por tanto el conjunto {f~![v,] : n € N} es una sucesién de
cubiertas abiertas de X. Asi, para cada n € N, existe una subcoleccién finita «, de
[ [va] tal que @ = [, o @ €s una cubierta de X. Definiendo, para cada n € N, 3,
como la coleccién formada por los elementos de 7, tal que su imagen inversa bajo f esta
en oy, se tiene que 3, es una subcoleccion finita de v, y que la coleccion = J,,cy Bn
es una cubierta de Y. m

De la proposicién anterior se tiene el siguiente corolario.
Corolario 1.10 La propiedad de ser Hurewicz es una propiedad topoldgica.

Demostracion: Sean X y Y dos espacios homeomorfos y suponagamos que X es
Hurewicz. Si h : X — Y es un homeomorfismo, entonces h es una funcién continua y
h[X] =Y. De la Proposicién 1.9, Y es Hurewicz. m

Definicién 1.11 Un espacio X es Lindeldf si cada cubierta abierta de X tiene una
subcubierta numerable.



6 1. ESPACIOS HUREWICZ

Con respecto a esta propiedad se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 1.12 Todo espacio Hurewicz es Lindeldf.

Demostracion: Sea X un espacio Hurewicz. Dada una cubierta abierta v de X,
si definimos v, = 7 para cada n € N, se tiene que la coleccién {~, : n € N} es una
sucesion de cubiertas abiertas de X y, como X es Hurewicz, existe una subcoleccién
finita o, de v, para cada n € N tal que o = [ J,, .y @ €s una cubierta de X. Por tanto
« es una subcubierta numerable de . m

Sin embargo el reciproco de esta proposicién no es valido. Para esto veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.13

Sea IP el conjunto de los niimeros irracionales con la topologia heredada de R. Dado
que R es segundo numerable y metrizable, se sigue que P es segundo numerable y
metrizable. Por tanto P es Lindelof (véase [38, pdg. 112]). Dado que los espacios P
y N¥ son homeomorfos [38, pdg. 184] donde NV es el producto numerable de N. Para
demostrar que IP no es Hurewicz es suficiente ver que N no es Hurewicz (Corolario 1.10).
Para cada n € N, sean P, : NY¥ — N” la funcién dada por P, ((ik)keN) = (i1, eyin) y

Yn = {P;l (ila ,Zn) : (ila ,Zn) € Nn} .

Notemos que {7,, : n € N} es una sucesién de cubiertas abiertas de NV, Para cadan € N,
sea m, : N¥ — N la funcién proyeccién sobre la n-ésima coordenada. Entonces si para
cadan € N, o, es un subconjunto finito de +,,, existe k,, € N tal que k,, & 7, [|J a]. Por
tanto el punto (%), oy DO estd contenido en ningiin elemento de | J, . ov. Esto muestra
que NY no es Hurewicz.

De los parrafos anteriores se puede concluir que el espacio P de los nimeros irra-
cionales, con la topologia heredada de R, es hereditariamene Lindelof, no Hurewicz y,
de acuerdo a la Proposicién 1.4, no o-compacto.

Como una consecuencia de la Proposicion 1.12 se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.14 Todo espacio reqular y Hurewicz es normal.
Demostracion: Si X es un espacio Hurewicz, entonces por la Proposicion 1.12, X

es Lindelof y, dado que los espacios regulares y Lindelof son normales (véase [38, pég.
111]), se sigue que X es normal. m



Sea Ry el conjunto de los nimeros reales cuya topologia estd generada por los
intervalos abiertos de R junto con los conjuntos de la forma (a,b)\K, donde K =
{% :neN } y a,b € R. Claramente R es Hurewicz (véase Proposicién 1.4) y en con-
secuencia cualquier intervalo abierto es Hurewicz (Corolario 1.10). Ahora, nétese que
Rx\K es unién numerable de intervalos abiertos, se sigue de la Proposicién 1.7 que
Rx\K es Hurewicz. Entonces, si {7,, : n € N} es una sucecién de cubiertas abiertas de
R, existe, para cada n € N, un subconjunto finito «,, de 7,, tal que la coleccién de
U,hen @n es una cubierta de Rg\K. Tomando, para cada n € N, un elemento U, de
v, tal que % € U,, se tiene que a,, U {U,} es un subconjunto finito de +,, para cada
n €Ny U,ey (@ U{Uy,}) es una cubierta de Rg. Esto muestra que Rg es un espacio
Hurewicz. Pero R no es normal, ya que los conjuntos cerrados {0} y K no pueden ser
separados por abiertos ajenos en Ry. Como consecuencia se tiene que la regularidad en
la Proposicién 1.14 es necesaria.

A continuaciéon damos un ejemplo de un espacio Hurewicz X tal que X x X no es
Hurewicz.

Ejemplo 1.15

Sea X un (conjunto Luzin) subconjunto no numerable denso de la recta real R tal
que si A es cualquier subconjunto de R denso en ningin lugar en R, entonces A N X
es numerable (véase [23, pag. 525]). Dotamos a X con la topologia para la cual la
interseccién de X con los intervalos semi abiertos

la,b) ={reR:a <r <b}

constituye una base para los conjuntos abiertos de X. El espacio X es regular (véase
[20, pdg. 133]). Para ver que X es Hurewicz consideremos una sucesién {v, : i € N} de
cubiertas abiertas de X. Como X es denso en R, existen puntos x; € X tales que el
conjunto {z; : i € N} es denso en R. Como ~, es una cubierta abierta de X, existe un
ndmero r; > x; tal que X N [x;, ;) estd contenido en un elemento G; de ;. Entonces el
conjunto
Y = R\ UieN [mh Ti)

es denso en ninguna parte en R, y por tanto ¥ N X es numerable. De manera que
podemos escribir Y N X = {y;: 7 € N}. Sea «; C 7, la colecciéon de dos elementos
formada por G; y un elemento de 7, que contiene a y; para cada i € N. Se sigue que
Uien @i €s una cubierta de X, lo cual prueba que X es Hurewicz. Para ver que X x X
no es Hurewicz consideramos los subconjuntos

C={(z,—z):2e X}, D={(x;,x;):14,j € N}

de X x X. Claramente, C' es un subespacio cerrado no numerable y discreto de X x X.
Por otro lado, D es un subespacio denso e infinito numerable de X x X. Pero un espacio
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normal no puede contener subespacios C'y D con estas tltimas propiedades (véase [18,
pag. 671]). Con esto se concluye que X x X no es normal. De la Proposicién 1.14, se
sigue que X X X no es Hurewicz.

Definicién 1.16 Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Denotamos por XY al espacio
Her X, donde X, = X para cada y € Y. Para cada y € Y definimos la funcion
T, XY — X como m, (f) = f(y). Decimos que un subconjunto F de XY tiene la
topologia de la convergencia puntual si F tiene la topologia de subespacio inducida por
la topologia producto de XY .

Definicién 1.17 Decimos que un espacio es analitico si es imagen continua del espacio
de los numeros irracionales P.

Definicién 1.18 Una familia N de subconjuntos de un espacio X es una red para X,
st para cada punto x € X y cada conjunto abierto O de X que contiene a x, existe

M e N tal que x € M C O.

Definicién 1.19 Un espacio X es perfectamente normal si es normal y todo subcon-
jJunto cerrado de X es Gy.

Recordando que un p-espacio es un espacio completamente regular y Hausdorff en
el cual todo Gy es abierto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.20 Todo espacio completamente reqular, analitico y no o-compacto con-
tiene un subespacio cerrado homeomorfo a P.

Demostracion: Sea X un espacio analitico no o-compacto. Como X es imagen con-
tinua de P, entonces tiene una red numerable [22, pdg. 448, Teorema 4.9], y por tanto
es hereditariamente Lindelof. Como los espacios regulares y Lindelsf son normales [38,
pag. 111], X es normal. Luego, si O es un conjunto abierto de X, por la regularidad de
X, para cada x € O, existe un conjunto abierto U, en X tal que z € U, C U, C O.
Entonces {U, : © € O} es una cubierta abierta de O, de modo que existe un subcon-
junto numerable {x; : i € N} C O tal que {U,, : i € N} es una cubierta de O. Por tanto
O = Usen U,,. En consecuencia se tiene que todo conjunto abierto de X es F,. Esto
implica que X es perfectamente normal. Por el Teorema 3.8.12 en [29, pag. 193], al-
gtin subespacio cerrado Y de X admite una funcién perfecta suprayectiva sobre P. De
acuerdo al Teorema 4.17 en [22, pag. 809], Y es un p-espacio. En consecuencia, Y tiene
una base numerable ya que este tiene una red numerable (véase [22, pag. 446, Teorema
4.2]) y puesto que Y es regular, Y es metrizable [38, pdg. 166, Teorema 23.1].

Por otro lado, como P no es o-compacto (Ejemplo 1.13), Y tampoco lo es. Ahora
veamos que Y es analitico. Dado que X es analitico, existe una funcién continua y



suprayectiva f : P — X. Si f~!1[Y] = P, entonces la restricién de f al conjunto f~![Y]
es una funcién continua y suprayectiva de P a Y. Supongase que existe z € P\ f 1 [Y],
como Y es un subespacio cerrado de X, el conjunto f~![Y] es cerrado en PP, entonces
existe un conjunto abierto y cerrado O en IP que contiene a x y no intersecta a f~! [Y].
Definiendo g : P — Y como g (2) = f(2), si z € P\O y g (2) = yo en otro caso, donde
Yo es un punto fijo de Y, se tiene que g es una funcién continua y suprayectiva de P en
Y. Esto muestra que Y es analitico.

Usando el Lema 8.8 de [22, pag. 141], Y contiene un subespacio cerrado homeomorfo
alP. m

Dado que el espacio P no es Hurewicz (véase Ejemplo 1.13), se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.21 St X es un espacio completamente reqular, analitico y Hurewicz, en-
tonces X es o-compacto.

Demostracion: Sea X un espacio analitico y Hurewicz. Supongamos que X no es
o-compacto. Entonces, por el Teorema 1.21, X contiene un subespacio cerrado homeo-
morfo a P, lo cual es una contradiccién al hecho que P no es Hurewicz y a la Proposicién
1.5. m

Proposicién 1.22 Un espacio X es compacto si y sélo si XV es Hurewicz.

Demostracién: Si X es un espacio compacto, entonces X es compacto y, por la
Proposicién 1.4, XN es Hurewicz. Supongamos que X" es Hurewicz. Entonces por la
Proposicién 1.12, X" es Lindelsf y como X es homeomorfo a un subespacio cerrado
de XV, X es Lindelof, y por tanto es suficiente demostrar que X es numerablemente
compacto [38, pag. 125]. Pero si A es un subespacio infinito numerable cerrado y discreto
de X, entonces AN es un subespacio cerrado de X™ homeomorfo a P [38, pag. 184]. De
manera que P es Hurewicz, lo cual es una contradiccion al Ejemplo 1.13. =
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Capitulo 2

Espacios metrizables Hurewicz

Sea X un espacio métrico con métrica p. Si A es un subconjunto arbitrario no vacio
de X, denotamos por didm, (A) al didmetro de A con respecto a la métrica p, es decir,
diam, (A) =sup{p(z,y) : z,y € A}.

Definicién 2.1 Sea X un espacio metrizable. Decimos que una coleccion o de subcon-
juntos de X es una sucesion cero si o es numerable y los didmetros de los elementos
de o convergen a cero.

Sea X un espacio metrizable. Si p es una métrica definida en X tal que la topologia
en X inducida por p coincide con la topologia en X. Decimos entonces que p es una
metrizaciéon de X.

Definicién 2.2 Sea o una coleccion de subconjuntos de un espacio X.

1. Decimos que « es punto finita en cada punto de X, si cada v € X pertence sélo
a una cantidad finita de elementos de c.

2. Decimos que « es localmente finita en cada punto de X, si cada v € X tiene una
vecindad que intersecta solo a una cantidad finita de elementos de a.

Dadas dos cubiertas a y 8 de un espacio X, decimos que « refina a 3 si cada
elemento de « estd contenido en algin elemento de f5.

Definicién 2.3 Un espacio Hausdorff X es paracompacto si cada cubierta abierta de
X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Definicién 2.4 Sea X un espacio. Decimos que una coleccion o de subconjuntos de
X es a lo mds punto finita si para cada subconjunto abierto G de X, la coleccion
{A€a:A\G # 0} es punto finita en cada punto de G.

11



12 2. ESPACIOS METRIZABLES HUREWICZ

Definicién 2.5 Sea X un espacio. Decimos que una coleccion o de subconjuntos de
X es a lo mds localmente finita si para cada subconjunto abierto G de X, la coleccion

{A € a: A\G # 0} es localmente finita en cada punto de G.

En este capitulo probaremos que para un espacio metrizable X, X es Hurewicz si y
s6lo si X satisface alguna de las afirmaciones siguientes:

(a). Para cada metrizacion de X existe una cubierta o de X tal que « es una sucesion
cero.

(b). Para cada metrizacién de X existe una base  para los conjuntos abiertos de X
tal que (8 es una sucesién cero.

(c). Existe una metrizaciéon de X para la cual cada base para los conjuntos abiertos de
X contiene una cubierta o de X tal que a es una sucesién cero.

(d). Para cada metrizacién de X, cada base para los conjuntos abiertos de X contiene
una cubierta a de X tal que a es una sucesién cero.

(e). Para cada metrizacién de X, cada base para los conjuntos abiertos de X contiene
una base [ para los conjuntos abiertos de X tal que [ es una sucesién cero.

El siguiente diagrama muestra las implicaciones que seran probadas (flechas os-
curas), mientras que el resto de las implicaciones se siguen de sus hip6tesis correspon-

dientes.

)

e

N

HureW|cz

—~
Q
~

Dlagrama 1
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Y en el caso en que X es un espacio metrizable y separable, X es Hurewicz si y sélo
si X satisface alguna de las afirmaciones siguientes:

(f). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una cubierta o de X tal que
« es a lo més punto finita.

(g). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una cubierta o de X tal que
a es a lo més localmente finita.

(h). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una cubierta o de X tal que
« es punto finita.

(i). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una cubierta o de X tal que
a es localmente finita.

(j)- Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una base 3 para los conjuntos
abiertos de X tal que [ es a lo mds punto finita.

(k). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una base [ para los conjuntos
abiertos de X tal que (3 es a lo mds localmente finita.

De hecho se probara que (e) implica (k) y como consecuencia si X es un espacio
metrizable y separable, X es Hurewicz si y sélo si X satisface alguna de la afirmaciones
(a)-(k). Un esquema de la demostracién se muestra en el siguiente diagrama donde
las flechas claras se siguen de las hipétesis correspondientes y las flechas oscuras seran
probadas en los siguientes parrafos.

(k) m—)y () —— > (h)
%ﬁ ()
N
V
(e) <—(c) <

(f)

Diagrama 2
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Definicién 2.6 Una pseudométrica sobre un espacio X es una funcion p: X x X — R
tal que para cada x,y,z € X satisface las siguientes propiedades:

Lema 2.7 Si X es un espacio reqular, Lindelof y {v, : i € NU{0}} es una sucesion de
cubiertas abiertas de X, entonces existen una pseudométrica p en X y una sucesion de
cubiertas abiertas {x; : i € NU{0}} de X tal que x; refina a y; para cada i € NU {0}
y, para cada subconjunto Y C X tal que

didm, (Y) < oo o didm,(Y) < 2™

Y intersecta sélo a una cantidad finita de elementos de x, o X;, respectivamente, para
todo © € N.

Demostracion: Primero recordemos que los espacios regulares y Lindelof son nor-
males y paracompactos (véase [38, pdg. 111, 146]). Como X es Lindelof y paracompacto,
existe una cubierta abierta numerable localmente finita {U;;, Uso, ...} de X que refina a
v;, para cada i € NU {0}. Dado que X es normal, existe una cubierta abierta

X; = {Gil, Gi27 }

de X tal que G;; C U;; para todo j € N (véase [20, pag. 171]). Por tanto x; refina a
~;. Por el Lema de Urysohn, para cada i € NU {0} y toda j € N, existe una funcién
continua f;; sobre X con valores reales tal que fi; (x) = j parax € G;; y fij (x) =0
para x € X\U,;. Entonces es facil ver que la funcién p definida por

py) =D o @) = fos )|+ 27min {137 1y (@) = £ )]}
es una pseudométrica en X. En efecto, las series

S Mo (@) = fos )

2;1 | fij () — fij ()]
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convergen ya que las cubiertas abiertas {U;1, Ujs, ...} son localmente finitas (punto fini-
tas). Por tanto p (z,y) € R. El resto de las propiedades se siguen de la definicién y de
la desigualdad del tridangulo del valor absoluto. Si un subconjunto Y C X intersecta a
una cantidad infinita de elementos de x;, entonces existen puntos y;; € Y NG, donde
Jk < Jjr+1 para todo k € N. Dado que y;; (como cualquier otro punto de alguna vecindad
de y;1) estd en una cantidad finita de conjuntos U;; para cada j € N, se tiene que existe
N e N tal que fij;, (yi1) = 0 para todo £k > N. De manera que

| fije Wir) = fize Wir)l = Jis

para todo k& > N. Entonces, si i = 0, se sigue que p (yix,¥i1) > jr para todo k > N,
esto implica que didm, (Y') = co. Luego, si i > 0, se tiene que, para cada k > N,

Z;:l |fij (ir) — fij (Wir)| > g > 1,

y por tanto

Zzl 2 'min {1; ZZI \fij (i) — fij (yzl)‘} = Zzl 270 > 27,

de manera que p (yir, yi1) > 2. Esto prueba que didgm, (Y) > 27" =

Lema 2.8 Si X es un espacio metrizable que satisface la condicion (a), entonces X es
Lindelof.

Demostracion: Como X es metrizable, es suficiente demostrar que X es segundo
numerable [38; pdg. 112]. Sea p una metrizacién de X. Para cada n € N, definimos la
funcién p, : X x X — R como p, (z,y) = min{p(z,y),L}. No es dificil demostrar
que p,, es una metrizacién de X, para cada n € N. Dado que X satisface (a) y p,, es
una metrizaciéon de X, para cada n € N, existe una cubierta o, de X tal que «, es
una sucesioén cero. En particular, o, es numerable y cada uno de sus elementos tiene
didmetro no mayor que % Entonces la coleccién = J,,cy @n €s una red numerable de
X. En efecto, dados x € X y ¢ > 0, existen n € Ny U € «,, tales que % <eyzxel.
Como diam,, (U) < %, se tiene que U esté contenido en la bola (con respecto a p,,) de
radio ¢ al rededor de z. Se sigue de [12, pag. 255, Teorema 4.1.15], que X es segundo
numerable. m

Lema 2.9 Si X es un espacio metrizable que satisface la condicion (c), entonces X es
separable.
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Demostracion: Sea [ una base para los conjuntos abiertos de X. Para cada n €
N, sea (3, = {U € fB:diagm (U) < %} Nétese que f3,, es una base para los conjuntos
abiertos de X para cada n € N. De (c), se sigue que, para cada n € N, existe una
subcubierta «,, de 3, tal que o, es una sucesion cero. Entonces UneN o, €s una base
numerable de X. El resto de la demostracion se sigue de [38, pdg. 112]. =

Teorema 2.10 Sea X un espacio metrizable. Entonces X es Hurewicz si y sdlo si X
satisface alguna de las afirmaciones (a)-(e).

Demostracion: Un esquema de la demostracién estd dada en el diagrama 1, en el
cual sélo tres implicaciones son no triviales y a continuacién seran probadas.

Supongamos que X satisface (a). Sean p una metrizacién de X y {7, : i € NU{0}}
una sucesién de cubiertas abiertas de X. Por el Lema 2.8, X es Lindelof. También X
es regular pues es metrizable. Entonces por el Lema 2.7, existe una pseudométrica p y
{x; 11 € NU{0}} una sucesién de cubiertas abiertas de X tales que p y x; cumplen las
condiciones del Lema 2.7. Entonces o = p + p es una metrizacién de X (véase [38, pég.
20] y definicién de p en la demostracién del Lema 2.7), y por (a), existe una cubierta
{A;:1€ N} de X tal que didm, (A;) < oo para todo i € Ny didm, (A;) converge
a cero cuando ¢ tiende a infinito. De manera que, para cada k € N, existe un entero
positivo iy, tal que ij, < igy1, ¥ Si ix < i < ip4q, entonces didmg, (A;) < 27%. En efecto,
sea 19p = 1 y para cada k € N definimos

i = min {n € N:n >, y para todo j > n, diam, (A;) < 2”“} )

Como la sucesion formada por los didmetros de los conjuntos A; converge a cero se

sigue que 7 estd bien definido y si ¢ es un entero positivo tal que i, < i < i)y, entonces
didm, (4;) < 27%. Sea

5o ={Gex  GULL A £ 0}

para todo k € NU {0}. Dado que x, y {4; : 7 € N} son cubiertas de X, entonces la
unioén (J;°,0; lo es. Se sigue de la desigualdad,

didm, (A;) < didmg, (4;),

que A; intersecta sélo una cantidad finita de elementos de x;, siempre que iy < @ < ig4q.
En consecuencia, J; es finito para cada k € N U {0}. Pero §, C x;,, ¥ X refina a vy,
entonces cada elemento de J;, estd contenido en algin elemento de ;. De esta forma
obtenemos una coleccién finita o C 7, tal que |Jor C |Jay para cada k € N U {0}.
Por tanto |J;-, @ es una cubierta de X. Esto prueba que X es Hurewicz.
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Ahora, supongamos que X satisface (c) y elijamos una metrizacién p de X que
satisface tales hipdtesis. Sea {; : i € N} una sucesién de cubiertas abiertas de X. Dada
r € X yr >0, denotamos por B (x,r) la bola abierta con centro en z y radio r, con
respecto a la métrica p en X. Como 7, es una cubierta abierta de X, existen ntimeros
i (z) > 0 tales que r; () < 27%y B (z,r; (z)) estd contenido en un elemento G; (x) de
v; para z € X. Sea

Ci={(z,y) e X x X :27" < p(z,y) <27}

para cada i € N. Denotamos por [ (X) al conjunto de puntos aislados de X. Entonces
la coleccion

p={r}: e I(X)UUien {B (2,7: () U B (y,7: () = (2,y) € Ci}

es una base para los conjuntos abiertos de X. En efecto, sean x € X y ¢ > 0. Si
x es un punto aislado, es claro que existe un elemento de 3 que contiene a x que se
queda contenido en B (x,¢). Supongamos que z no es aislado. Entonces, para cada
j € N, existe y; € X tal que 277 < p(z,y;) < 277, en particular, eligiendo k¥ € N
suficientemente grande de modo que 237% < ¢, se tiene que (z,yx_1) € Cr_1 y

B (2,141 (2)) U B (yr—1, 761 (Y1) C B (z,¢).

Esto muestra que 3 es una base para X . Por (c), existe una sucesién de enteros positivos
i; y una sucesion de pares (z;,1;) € C;; tales que

X\I(X) C UjeNB ($j>rij (x)) U UjeNB (yj’rij (yﬂ))

y didm,, [B (x;, 14, (z;)) U B (y;, 14 (y;))] converge a cero cuando j tiende a infinito. De
manera que p (z;,y;) también converge a cero y, en consecuencia, el conjunto C; puede
contener sélo una cantidad finita de pares ordenados (x;,y;). Se sigue que la coleccién

0, = {Gi (z;) 15 =1} U{G, (y;) - iy = i}

es finita para cada i € N. Mds atin, X'\ (X) estd contenido en la unién

UieN U

y dado que, de acuerdo a (c), X es separable (Lema 2.9), I (X)) debe ser numerable. En-
tonces podemos suponer que I (X) estd ordenado en una sucesion y sea GG; un elemento
de v, que contiene el i-ésimo punto de esta sucesiéon. Entonces, tomando «; = ¢, U{G,},
se obtiene una coleccién a; C v, tal que | ;. @ es una cubierta de X. Esto nuevamente
prueba que X es Hurewicz.
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Finalmente, supongamos que X es Hurewicz y que p es una metrizacién de X. Para
cada i € N, 7, la coleccién formada por todos los elementos G de una base arbitraria
para los conjuntos abiertos de X tal que didm, (G) < 27". Como X es Hurewicz, para
cada j € N, existen cubiertas a; de X tal que o = ;o ai; donde ay; C 7,45 ¥ auj es
finita. Entonces cada «; es una sucesion cero y diam, (G) < 277 para cada G € a;. Por
tanto 8 = J en @ €S una sucesion cero también. Y dado que o; es una cubierta abierta
de X para cada j € N, § es una base para los conjuntos abiertos de X. Concluimos que
X satisface (e). m

Los espacios topoldgicos metrizables que satifacen la propiedad (c) son llamados
fuertemente Lindeldf y, como consecuencia del teorema anterior, se tienen los siguientes
corolarios.

Corolario 2.11 Cada espacio metrizable el cual es imagen continua de un espacio
metrizable fuertemente Lindeldf es fuertemente Lindeldf.

Demostracion: Sean X y Y dos espacios metrizables, y sea f : X — Y una funcién
continua y suprayectiva. Si X es fuertemente Lindelof, se sigue del Teorema 2.10 que
X es Hurewicz. Aplicando la Proposicién 1.9, Y es Hurewicz. Nuevamente aplicando el
Teorema 2.10, concluimos que Y es fuertemente Lindelof. m

Corolario 2.12 Cada espacio metrizable que es union numerable de subespacios fuerte-
mente Lindelof, es fuertemente Lindeldf.

Demostracion: Sea X un espacio metrizable tal que X es una unién numerable de
subespacios fuertemente Lindelof. Entonces, por el Teorema 2.10, X es unién numerable
de subespacios Hurewicz. Se sigue de la Proposiciéon 1.7 que X es Hurewicz y por el
Teorema 2.10, X es un espacio fuertemente Lindelof. m

Corolario 2.13 Cada F, en un espacio metrizable fuertemente Lindeldf es fuertemente
Lindeldf.

Demostracion: Sea X un espacio metrizable fuertemente Lindelof, y sea F' un
subconjunto F,, de X. Aplicando el Teorema 2.10, se tiene que X es Hurewicz. Luego,
por el Corolario 1.8, F' es un subespacio Hurewicz. De manera que, por el Teorema 2.10,
F' es un subespacio fuertemente Lindelof. m

A continuacién se demuestran las implicaciones oscuras del diagrama 2. Para esto
recordemos las siguientes afirmaciones:
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(c). Existe una metrizaciéon de X para la cual cada base para los conjuntos abiertos de
X contiene una cubierta o de X tal que a es una sucesioén cero.

(e). Para cada metrizacién de X, cada base para los conjuntos abiertos de X contiene
una base [ para los conjuntos abiertos de X tal que [ es una sucesién cero.

(f). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una cubierta o de X tal que
« es a lo més punto finita.

(k). Cada base para los conjuntos abiertos de X contiene una base [ para los conjuntos
abiertos de X tal que [ es a lo mds localmente finita.

Teorema 2.14 Sea X un espacio metrizable y separable. Entonces X es Hurewicz si y
sdlo si X satisface alguna de las afirmaciones (a)-(k).

Demostracion: Un esquema de la prueba estd dada en el diagrama 2. Por el Teroema
2.10, se tiene que (c) implica (e). Luego, las implicaciones, (k) implica (g), (k) implica
(j), (g) implica (f), (j) implica (f), (i) implica (h) y (h) implica (f) se siguen de sus
hip6tesis correspondientes. Entonces sélo restan tres implicaciones, una de ellas es (k)
implica (i), la cual estd probada en [1, pdg. 590], y su demostracién no la incluimos
aqui.

Supongamos que X satisface (e) y probemos (k). Sea B una base para los conjuntos
abiertos de X. Por (e), B contiene una base [ para los conjuntos abiertos de X tal que
/3 es una sucesion cero Para cada n € N, sea v, = {U € 8 : diagm (U) < 1}. Nétese
que 7, es una cubierta abierta de X. Se sigue de [12, pag. 193, Teorema 3.8.11], que
existe una cubierta abierta «,, de X tal que «, es un refinamiento localmente finito
de v,,. Claramente | J,,.y @, s una base para los conjuntos abiertos de X. Veamos que
Unen @n €s a lo mds localmente finito. Sean O un conjunto abierto de X y = € O.
Elejimos n € N tal que la bola de radio % al rededor de z, B (x, %) estd contenida en
O. Si k > 2n, entonces para cada elemento U € «4, tal que U N B (x, %) # (), si tiene
que U C B (:13, %) Por otro lado, para cada m < 2n, como «,, es localmente finita,
existe un conjunto abierto W,, de z, tal que W,, intersecta sélo a una cantidad finita
de elementos de «,,. Sea

W = ﬂ?ﬁ;l WiNB (z,n").

Sik >2ny A es un elemento de oy, tal que ANW # (), como W C B (:c, %), se tiene
que A C O, esto implica que A & {B € |,y an : B\O # 0}. Entonces

{B€Uuenan: B\O#0} c U au,
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y dado que W C ﬂf:l_l W;, se tiene que W intersecta s6lo a una cantidad finita de
elementos de U?Zl_l ay,. Por tanto W intersecta sélo una cantidad finita de elementos

de {B € U,y an: B\O # 0}.

Supongamos que X satisface (f). Como X es separable y metrizable, X puede ser
encajado en un cubo de Hilbert [38, pag. 166, Teorema 23.1]. Sea p la métrica en X
heredada por el cubo de Hilbert y sea § una base para los conjuntos abiertos de X.
Como p es totalmente acotado, existen conjuntos finitos F; C X tal que para cadai € N
ycadaz € X, p(x, F;) < 27" [38, pdg. 182, 24B]. Sea

v ={G € p:27" < diam, (G) <2}

para cada ¢ € N. Dada G € ,, tomamos los puntos = € G y y € F; tales que p (z,y) <
27" y un elemento U; (@) € § tal que y € U; (G) y diadm, (U; (G)) < 27°. Entonces

diam, (GUU; (G)) <2'7" 4+ 27"+ 27" = 227"
para cada G € 7, y i« € N. Entonces la coleccién

f={{z}: 2l (X)}UU;,en{GUU; (G) : G €}
es una base para los conjuntos abiertos de X y, por (f), existe una sucesién de colecciones
©; C 1, tales que
o =Uien {GUUI(G) : G € ¢}

es a lo mds punto finito y X\ (X) C J«'. Entonces podemos suponer que cada
elemento de o/ tiene exactamente una representacion G U U; (G) donde G € ¢, y i € N.

Afirmamos que ¢, es finito para todo i € N. Supongamos lo contrario, que ¢, es
infinito. Como Uj, (G) intersecta a Fj, para cada G € ¢, , y Fj, es finito, existe un
punto yo € Fj, tal que yo estd en una cantidad infinita de conjuntos G U U;, (G) donde
G € ¢;,. Como @, C 7,,, estos conjuntos tienen didmetros no menores que 27y por
tanto la coleccién

ap ={Aea: A\B (yo,2727"°) # 0}

los contiene a todos. En concecuencia, oy no es punto finito en g, esto es una con-
tradiccion al hecho que o es a lo méds punto finito.

Dado que X es separable, el conjunto I (X') de los puntos aislados de X es numerable,
y ¢ € I (X) implica que {z} € 3. Se sigue que la coleccién

o ={{z} 7€ 1)} UUen s UUien (Ui (G) : G € )

estd contenidaen Sy Ja =1 (X)UlJa' = X. Més atin, como ¢, son finitos para cada
i € N, la cubierta a es una sucesién cero. Esto prueba que X satisface (c). m

Los espacios topolégicos que satisfacen la propiedad (a) son llamados totalmente
paracompactos. Como consecuencia del Teorema anterior se tienen los siguientes coro-
larios.
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Corolario 2.15 Cada espacio metrizable el cual es imagen continua de un espacio
metrizable, separable y totalmente paracompacto es totalmente paracompacto.

Demostracion: Sea X un espacio metrizable, separable y totalmente paracompacto.
Supongase que existe una funcién continua y suprayectiva, f : X — Y, donde Y es un
espacio metrizable. De la continuidad de f, y dado que X es separable, se tiene que
Y es separable. Luego, puesto que X, por el Teorema 2.14, es Hurewicz, se sigue que
Y también lo es (véase Proposicién 1.9). Por tanto Y es Hurewicz y separable. Del
Teorema 2.14 se concluye que Y es totalmente paracompacto. m

Corolario 2.16 Cada espacio metrizable separable que es la union de una coleccion
numerable de subespacios totalmente paracompacto es totalmente paracompacto.

Demostracion: Sea X un espacio metrizable y separable el cual es unién numerable
de subespacios totalmente paracompactos. Entonces cada uno de estos subespacios son
separables, y por tanto, aplicando el Teorema 2.14, son subespacios Hurewicz. De la
Proposicién 1.7, se tiene que X es Hurewicz, y por tanto totalmente paracompacto
(véase Teorema 2.14). =

Corolario 2.17 Cada F, separable en un espacio metrizable totalmente paracompacto
es totalmente paracompacto.

Demostracion: Sea X un espacio metrizable, separable y totalmente paracompacto.
Supongase que F' es un subconjunto F, de X. Del Teorema 2.14, se tiene que X es
Hurewicz y, por el Corolario 1.8, F' es Hurewicz. Dado que cualquier subespacio de X es
separable, se concluye del Teorema 2.14 que F' es un espacio totalmente paracompacto.
|
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Capitulo 3

Espacios Hurewicz, estrechez y
espacios de funciones continuas

Definicién 3.1 La estrechez de abanico de un punto x en un espacio X es el minimo
cardinal T > Wy tal que para cada familia {A, : « < 7} de subconjuntos de X tal que
T € (Nyer A, existen subconjuntos B, de A, tales que |B,| < T yx € Ua<r Bas este
cardinal es denotado por vet (x,X). La estrechez de abanico de X es el supremo de
todos los cardinales vet (x, X) y es denotado por vet (X).

Algunos resultados acerca de esta definicién son los siguientes.
Proposicién 3.2 SiY es subespacio de un espacio X, entonces vet (Y') < vet (X).

Demostracion: Seany € Y, 7 = vet (y, X) y {As : @ < 7} una coleccién de sub-
conjuntos de Y tal que y € (), cly (A,). Dado que cly (A) C clx (A) para cualquier
subconjunto A de Y, se tiene que y € [),.,clx (Ay). Entonces, para cada o < 7,
existe un subconjunto B, de A, tal que |B,| < 7y y € clx (an Ba). Por tanto
y € clx (Uper Ba) NY =cly (U,-, Ba). Esto muestra que vet (y,Y) < 7.'Y dado que
y fue arbitrario y 7 < wvet (X)), concluimos que vet (V) < vet (X). m

Definicién 3.3 El caracter de un punto x en un espacio X es el minimo cardinal de
la forma |B (z)| donde B (x) es una base infinita de x en X ; este cardinal es denotado
por x (x, X). El caracter de X es el supremo de los cardinales x (x,X) y es denotado
por x (X).

Definicién 3.4 La estrechez de un punto x en un espacio X es el minimo cardinal
T > Ny tal que para cualquier subconjunto A de X y cualquier punto x de X tal que
v € A, existe un subconjunto B de A tal que |B| < 7 y x € B; este cardinal es
denotado port(x, X). La estrechez de X es el supremo de todos los cardinales t (x, X)

y es denotado port(X).
23
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Con respecto a estas dos definiciones se tiene la siguiente relacion.
Proposicién 3.5 Para cualquier espacio X, t(X) < wvet (X) < x (X).

Demostracion: Sean © € X, 7 = vet(z,X) y A un subconjunto de X tal que
x € A. Toman do A, = A para cada o < T, se tiene que, por definicién de 7, existen
subconjuntos B, de A tales que |B,| < 7 para cada o« < 7y xz € |J,__ B,. Entonces
Ua<- Ba s un subconjunto de A tal que

|Ua<7— BO‘} S T

y = € Uy, Ba- Esto muestra que t (2, X') < 7. Dado que z fue arbitrario y 7 < vet (X),
concluimos que ¢ (X) < vet (X). o

Sean z € X, {A, : @ < f} una familia de subconjuntos de X tal que z € ﬂa<5 A,
donde = x (2, X) y

a<T

B(z) ={U,:a < p}

una base para z en X. Para cada o < 3, como z € A,, existe un elemento y, € Uy N A,.
Tomando B, = {y.} para cada o < f3, se tiene que |B,| < [ para cada o < [ y
2 € Uyep Ba- De aqui se sigue que vet (2, X) < x (2, X). Entonces, vet (2, X) < x (z, X)
para cada z € X, y por tanto vet (X) < x (X). =

Recordando que un un subconjunto O de un espacio X es abierto regular si int (6) =
O se tiene la siguiente definicion.

Definicién 3.6 Dados dos espacios X y Y, decimos que una funcion f: X — Y es a
lo mds abierta, si la itmagen de cada subconjunto reqularmente abierto de X es abierto.

A continuacién se presentan dos resultados acerca de la estrechez de abanico. Las
demostraciones de estos resultados pueden ser encontradas en [2].

Proposiciéon 3.7 Si f : X — Y es una funcion continua, suprayectiva y a lo mds
abierta, entonces vet (Y) < vet (X).

Teorema 3.8 Si X es un espacio compacto de estrechez numerable, entonces vet (X) =
No. Y en este caso vet (X) =t (X).

Denotamos por C), (X) el espacio de funciones continuas con valores reales definidas
en el espacio X. A C,(X) le damos la topologia de la convergencia puntual (véase
Definicién 1.16). El siguiente teorema caracteriza el producto de espacios Hurewicz por
una propiedad topolégica del espacio de funciones C,, (X).

A partir de aqui supondremos que todos nuestros espacios son T; y completamente
regulares.
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Teorema 3.9 Para un espacio X las siguientes condiciones son equivalentes:

(a). X™ es Hurewicz para todo nimero natural n;
(b). vet (C, (X)) = No.

Demostracion: Supongamos (b) y probemos (a). Sean n € Ny {7, : k € N} una
coleccién numerable de cubiertas abiertas de X". Una coleccién p de subconjuntos
abiertos de X se dice que es vy,-pequena si para Vi,...,V,, € u, existe G € v, tal que
Vi x -+ xV, C G. Denotemos por & la familia de colecciones finitas v,-pequenas de
subconjuntos abiertos de X. Para u € &, sea

Fy={f € G (X): f[X\Unl = {0}}

y mostremos que el conjunto Ay = |J{F), : p € &} es denso en C, (X).

Sean f € C,(X) y K un subconjunto finito de X. Existe una familia finita  de
subconjuntos abiertos de X tales que para cada (yi,...,y,) € K" existen Vi,...,V,, € 0
y G € 7, tales que y; € V; paracadai € {1,...n}y V) x---xV, C G. En efecto, como
v €s una cubierta abierta de X", para cada y = (y1, ..., y,) € K" existe G € v, tal que
y € G, y dado que G es abierto en X", existen subconjuntos abiertos V’,..., V¥ de X
tales que y € VY x --- x V¥ C G. Tomando

O ={VY:ye K", ie{l,..,n}}
se obtiene la familia requerida. Es claro que K C |J 6. Para cada = € K, sea
Wo=N{Veb:zecV},

y definamos p; = {W, : © € K}. Obviamente K C |J ug-.

La familia p, es v,-pequena. En efecto, tomando cualquier W,, x --- x W, , donde
r; € K para cada i € {1,...,n}, existen V1,...,V,, € 0 y G € ~, tales que x; € V;
y Vi x -+ xV, C G. Dado que W,, C V; para cada i € {1,...,n}, se sigue que
Wy X - x W, CG.

Probemos que existe una funcién g € C, (X) tal que gl = flx v ¢[X\Upx] =
{0}. Dado que @ es finito, cada elemento de iy es abierto, mas atin, podemos suponer
que cualesquiera dos elementos de piy son ajenos (de lo contrario se puede remplazar
la coleccién 6 por 0 U a donde « es una coleccién finita de conjuntos abiertos ajenos
dos a dos tal que, cada elemento de «, contiene un unico elemento de K). Se sigue
de la regularidad completa de X que para cada w € K, existe una funcién continua
hy © X — R tal que hy, [X\W,,] = {0} y hy (w) = 1. Entonces g = >, hy - f es la
funcién requerida.

weK
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Obviamente, g € F,, C A, y g estd en cada vecindad candnica de f basada en
el K-ésimo conjunto, es decir, g € (e o' [(f (z) — &, f (z) + €)] para cada e > 0.
Entonces f € Ay, y dado que f fue arbitraria, se tiene que Aj, es denso en C,, (X).

En particular si f es la funcién constante 1, se sigue que f € A, para todo k € N.
Como vet (C, (X)) = Ny, para cada k € N, existe un conjunto finito By C Ay tal que
f € Uken Bi- De manera que, existe una subfamilia finita P, C & tal que cada funcién
g € By es u-pequena con respecto a alguna pu € Py, es decir, g [X\|Jp] = {0} con
respecto a alguna u € Py.

Sea p € Py. Para cada £ = (V4,...,V},) € p”, elegimos un conjunto G¢ € v, tal que
Vix .- xV, CGe.

La familia A\, = {G¢ : £ € p”, o € Py} es finita, pues Py, es finita y cada p € Py, es
finita. Obviamente, A\, C v, para cada k € N. Veamos que la familia (J, .y Ax cubre a
X",

Tomemos cualquier elemento (1, ...,x,) € X", y sea

U={feC,(X): f(x;) >0, ie{l,...,n}}.

El conjunto U es abierto en C, (X) y f € U. Como f € (J,cy B, existe k* € N tal
que U N By« # 0. Entonces U N F,» # 0 para alguna p* € Py, es decir, existe una
funcién g € U tal que que g (z;) > 0 para cada i € {1,..n}, y g(x) = 0 para cada
r € X\Jp*. Por tanto, {z1,...,z,} C Jp*. Tomando V; € u* tal que z; € V;, para
cada i € {1,...,n}. Entonces (z1,...,x,) € V4 X -+ x V,, C G¢ para alguna G¢ € A\g~. En
consecuencia, (1, ...,n) € |JUgpen Mk

Reciprocamente, sea X un espacio tal que X" es Hurewicz para todo n € N. Fijamos
f € C,(X) y una familia {4, : & € N} de subconjuntos de C,, (X) tal que

f € Myew Ar-
También, fijemos n y k en N. Para cada T = (x1, ..., x,) € X", el conjunto
iz 7o [(f (@) =078 f (@) +07)]

es un conjunto abierto de f (en RX), y dado que f € Ay, existe una funcién gz, € Ay
tal que gr € (0, w0 [(f () — L f (1) + )], es decir,

90 () — £ ()] <

para cada ¢ € {1,...,n}. Como las funciones gz y f son continuas, existe una vecindad
O, de z; tal que |gzx (vi) — f (vi)] < % para todo y; € O;. El conjunto V5, = O; X
-++ X O, es una vecindad de Z en X". Por tanto, v, = {Vzx : T € X"} cubre a X",



27

Y |9z, (Wi) — f (y;)| < & para todo (y1,...,yn) € Vig. Como X™ es Hurewicz, existen
conjuntos finitos P, C X" tales que la familia

U{dr: k€N k>n}

cubre a X", donde A\, = {Vzx:T € P,x}. El conjunto B, = {gzx:T € Py} es
finito, y B, C Ag. Entonces By, = |J{B,x : n < k} también es un conjunto finito y
By, C Ay. Probemos que f € (J, oy Bi- Tomando cualesquiera yi, ..., y, € X y cualquier
e > 0. Podemos suponer que % < e. Existe k* > n tal que (y1,...,9n) € UAns=-
Entonces (y1,...,Yn) € Vg para algin T € P, ;. De manera que gzp+ € Bup+ ¥
gz (Yi) — f (yi)| < £ < e para cada i € {1,...,n}. Pero By« C By~ ya que n < k*.

Por tanto, gz i+ € B+ ¥y [ € Uyen Bi- Esto concluye la demostracién del teorema. m

Corolario 3.10 57 X es un espacio analitico, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a). vet (Cp (X)) = Ny;
(b). X es o-compacto.

Demostracion: Supongamos que vet (C, (X)) = Xy. Entonces, por el Teorema 3.9,
X es Hurewicz. De manera que, por el Teorema 1.21, X es o-compacto.

Reciprocamente, si X es o-compacto, dado que el producto finito de espacios o-
compactos es o-compacto [38, pdg. 126], se sigue que X™ es un espacio o-compacto,
y, por tanto, Hurewicz para cada n € N (Proposicién 1.4). La conclusién se sigue del
Teorema 3.9. =

Dos espacios X y Y son t-equivalentes, y escribimos X & Y, si los espacios C), (X)
y C, (Y) son homeomorfos.

Corolario 3.11 SiX LY y X" es Hurewicz para todon € N, entonces Y™ es Hurewicz
para todo n € N.

Demostracion: Dado que X" es Hurewicz para cada n € N, por el Teorema 3.9,

se tiene que vet (C, (X)) = Ny. Por otro lado, como X & Y, se sigue que los espacios,
C, (X)y C, (Y) son homeomorfos, y por tanto vet (C, (Y)) = 8. La conclusién se sigue
del Teorema 3.9. m

Corolario 3.12 St X es o-compacto, Y analitico y X L Y, entonces Y es o-compacto.
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Demostracion: Como X es o-compacto, de la Proposicién 1.4 se tiene que X es
Hurewicz, y por el Teorema 3.9, vet (C, (X)) = Ny. Pero el espacio C, (X) es homeo-
morfo a C, (Y'), entonces vet (C), (Y')) = Ny. La conclusién se sigue del Corolario 3.10.
[

Sea Z = (N x N)U{a}, donde a ¢ N x N. Todos los puntos de N x N son aislados, y
tomando como base local en a la familia de conjuntos Uy = {a} U{(n, k) :n > f(k)},
donde f : N — N es una funcién arbitraria. Obtenemos un espacio conocido como el
abanico de Fréchet-Urysohn y es denotado por V ().

No es dificil verificar que ¢t (V (Rg)) = Rg = |V (Xg)]|. Para cada m € N, sea

A, ={(n,k) e NxN:k=m}.

Dados m € Ny f : N — N una funcién, existe n € N tal que n > f(m) y en
consecuencia (n,m) € Uy N A,,. Esto muestra que a € (),,cy Am- Luego, si, para cada
m € N, B, es un subconjunto finito de A,,, existe k,, € N tal que si (n,m) € B,
entonces n < k. Definiendo g : N — N como g (m) = k,,, se tiene que U, N B,,, = ()
para cada m € N. Entonces a & |,y Bm- Por tanto vet (V (Xg)) > Ry. Haciendo uso
de este hecho se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.13 El espacio V (Xg) no puede ser encajado en C, (X) si X" es Hurewicz
para todo n € N, en particular, si X es o-compacto.

Demostracion: Si X" es Hurewicz para todo n € N, entonces, por el Teorema
3.9, vet (C, (X)) = Ny. Por tanto para cualquier subespacio A de C, (X), se tiene
que vet (A) = Ro. Y dado que vet (V' (Rg)) > Ny, concluimos que V' (Xy) no puede ser
encajado en C), (X).

Luego, si X es o-compacto, entonces X™ es o-compacto [38, pag. 126] para cada
n € N. La conclusién se sigue de la Proposicion 1.7. m

Dado un espacio X cualquiera, sea F : (C, (X)) — C,(X x N) una funcién
definida de la siguiente manera. A cada elemento F € (C, (X))" le asigna la funcién
F(F): X x N — R definida como F (F) (z,n) = F (n) (x). Dado que N es discreto y
la funcién F'(n) : X — R es continua para cada n € N; se sigue que F (F') es continua.
De manera que F estd bien definida. De hecho F es un homeomorfismo suprayectivo ya
que es la restriccién de un homeomorfismo (definido de una manera similar a F) entre
los espacios (R¥ )N y RN,

Por otro lado, si X™ es Hurewicz para todo n € N, entonces (X x N)" es Hurewicz
para todo n € N. En efecto, para cada n € N, los espacios (X x N)", X" xN"y X" x N
son homeomorfos y éste tltimo espacio es unién numerable de espacios Hurewicz, a
saber, |, oy (X™ x {n}). Entonces, por la Proposicién 1.7, (X x N)" es Hurewicz.

Como consecuencia de esto se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.14 Si vet (C, (X)) = Ny, entonces vet ((C’p (X))N> = N,.

Demostracion: Por el Teorema 3.9, X" es Hurewicz para todo n € N y por
lo anterior (X x N)" es Hurewicz para todo n € N. Entonces, por el Teorema 3.9,
vet (C, (X x N)) = Ry y dado que C,, (X x N) es homeomorfo a (C, (X))" concluimos

que vet <(C’p (X))N> =Np. m

Teorema 3.15 Si XN L yN y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracién: Como X" es compacto, se sigue del Teorema 3.11 que Y es Hurewicz.
El resto de la demostracién se sigue de la Proposicion 1.22. m

El peso de un espacio X es el minimo cardinal de la forma |B| donde B es una base
para los conjuntos abiertos de X.

Proposicién 3.16 Si X es un espacio compacto de peso numerable, entonces C, (X)
es un espacio analitico. Mdas ain, si C, (X) es Hurewicz, entonces X es finito.

Demostracion: El espacio de funciones continuas definidas sobre X con valores
reales C' (X)) dotado con la topologia uniforme es separable y de Banach (véase [38,
pdg. 282, 290]). Luego, dado que cada subconjunto abierto de C, (X) es abierto en
C (X), se tiene que la funcién identidad de C (X) en C, (X) es continua. Entonces
C, (X) es imagen continua de un espacio separable y Banach. Luego C, (X) es analitico
[21, pég. 30, Teorema 2.4.4]. Si C,, (X) es Hurewicz, entonces este es o-compacto por el
Teorema 1.21. Concluimos que X es finito [7, pdg. 28]. =

Un espacio X es pseudocompacto si toda funcién continua f : X — R es acotada.
Teorema 3.17 El espacio C, (X) es Hurewicz si y sélo si X es finito.

Demostracion: Supongamos que C, (X) un espacio Hurewicz. Veamos que X es
pseudocompacto. Procedemos por contradiccién, supongamos que X no es pseudocom-
pacto. Entonces X contiene un subespacio numerable discreto A tal que toda funcién
continua g : A — R puede extenderse a una funcién continua definida en X [9, pég.
74, Lema 6.22]. De manera que R” es imagen continua del espacio Hurewicz C, (X),
y por tanto R4 es Hurewicz. Luego, dado que cada subespacio cerrado de un espacio
o-compacto es o-compacto y N4 es un subespacio cerrado no o-compacto (Ejemplo
1.13) de R4, se tiene que R no es o-compacto. Pero R# es analitico [21, pag. 29,
30, Teorema 2.4.2, 2.4.4], esto es una contradiccién al Teorema 1.21. Por tanto X es
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pseudocompacto. Si X es infinito, entonces existe una funcién continua ¢ : X — R4 tal
que el subespacio ¢ [X] C R4 es infinito. En efecto, sea {x, : n € N} un subconjunto
numerable de X. Entonces, si, para cada n > 1, f, : X — R es una funcién continua
tal que f, (z;) = 1 para todo i < n'y f, (z,) = 0, se tiene que ¢ : X — R definida
como ¢ () = (fu() (96))aE 4> donde b 1 A — N es una funcién biyectiva, es la funcién
requerida. Como X es pseudocompacto, entonces ¢ [X| estd contenido en un subespa-
cio compacto de R? y puesto que ¢ [X] es pseudocompacto, ¢ [X] es compacto [9, pag.
75, Lema 6.25]. Obviamente ¢ [X]| tiene peso numerable. Como X es pseudocompacto,
se tiene que el espacio C), (¢ [X]) es mandado homeomorfamente sobre un subespacio
cerrado de C), (X) (véase [6] y la definicién de R-cociente en [4]). Por tanto, C, (¢ [X])
es Hurewicz. El resto de la demostracién se sigue de la Proposicién 3.16. m

Christensen en [10, pdg. 66, Teorema 3.7] (véase demostracién) prob6 que si X es
regular con base numerable, entonces C,, (X) es analitico si y s6lo si X es o-compacto.
En consecuencia de este resultado se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.18 Si X es un espacio analitico con base numerable, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a). C, (X) es analitico;
(b). wvet (C, (X)) = No;
(c). X es o-compacto.

Demostracion: Como C, (X) es analitico si y sélo si X es o-compacto, se tiene
que (a) y (b) son equivalentes. Y por el Corolario 3.10, las afirmaciones (b) y (c) son
equivalentes. m

Teorema 3.19 57 X y Y son t-equivalentes, analiticos y con base numerable, y uno de
ellos es o-compacto, entonces el otro es o-compacto.

Demostracion: Supongamos sin pérdida de generalidad que X es o-compacto. Por
el Teorema 3.18, vet (C, (X)) = Xg y, como X es t-equivalente a Y, vet (C, (Y)) = N,.
El resto de la prueba se sigue del Teorema 3.18. ®



Capitulo 4

Espacios Hurewicz y otras
propiedades tipo cubierta.

Finalmente, como una aplicacién de los juegos topolégicos se probard que todo
espacio Hurewicz es un D-espacio.

Definicién 4.1 Definimos un juego entre los Jugadores I y II de la siguiente manera:
el Jugador I elige, en cada n-entrada, una cubierta abierta -y, cerrada bajo uniones
finitas, y el Jugador II responde eligiendo un elemento U, € ~,. El Jugador II gana si
la coleccion {U, : n € N} cubre a X.

Con respecto a este juego se tiene la siguiente caracterizacion de los espacios Hurewicz.

Teorema 4.2 Un espacio X es Hurewicz si y sélo si el Jugador I no tiene una estrategia
ganadora.

Demostracion: Supongamos que el Jugador I tiene una estrategia ganadora. En-
tonces existe una sucesién {7, : n € N} de cubiertas abiertas cerradas bajo uniones
finitas tal que si elegimos un elemento de cada cubierta, entonces la coleccién formada
por estos elementos no es una cubierta de X. De manera que, si para cada n € N,
«,, es una subcoleccién finita de ,,, se tiene que | J,, € 7,, y por tanto la coleccién
a = U, ey @n 10 es una cubierta de X. Esto prueba que X no es Hurewicz.

Ahora supongamos que X no es Hurewicz. Entonces existe una sucesién {~,, : n € N}
de cubiertas abiertas de X tal que si, para cada n € N, «,, es una subcoleccién finita
de 7, entonces la coleccién o = |J,, oy @n DO es una cubierta de X. Para cada n €
N, definimos 3, como la coleccién formada por uniones finitas de elementos de 7,,.
Claramente [3,, es cerrada bajo uniones finitas para cada n € N. Supongamos que el
Jugador I elige en cada n-entrada la cubierta [3,. Entonces, si para cada n € N, el
Jugador II elije un elemento O,, € f3,,, de la definicién de f3,,, se sigue que existe una
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subcoleccién finita «,, de 7,, tal que | a,, = O,,. Dado que la coleccién o = UneN Q, NO
es una cubierta de X, se tiene que la coleccién {O,, : n € N} no es una cubierta de X.
Esto prueba que el Jugador I no puede ganar, es decir, el Jugador I tiene una estrategia
ganadora. m

Definicién 4.3 Una asignacion de vecindades para un espacio X con topologia T es
una funcion N : X — 7 tal que v € N (x). Diremos que X es un D-espacio si para
cada asignacion de vecindades N, existe un subespacio cerrado discreto D de X tal que
N [D] ={N (z):x € D} es una cubierta de X.

Dado un conjunto cualquiera X, [X]= denota la coleccién de todos los subconjuntos
finitos no vacios de X.

Teorema 4.4 Todo espacio Hurewicz es D-espacio.

Demostracion: Supongamos que X es Hurewicz, y sea /N una asignaciéon de vecin-
dades para X. Podemos suponer que X # |J{N (z):z € F} para todo F € [X]~*,
de lo contrario la conclusién del teorema es inmediata. A continuacién definimos una
estrategia para el Jugador I. Sea

Po={U{N(z):z € F}: F e [X]™}

Como {N (z) :x € X} C Py, se tiene que Fy es una cubierta abierta de X. Luego, si
Uy, ...,U, € Py, entonces existen Fy, ..., F,, € [X]™ tales que U; = [J{N (z) : x € F}}
para cada i € {1,...,n}, de manera que

Ur,Ui=U{N@):z€ FLU---UE,} € R,

Entonces podemos elejir a Fy como la primera jugada del Jugador I. Si el Jugador II
responde con | J{N (z) : v € Fy} donde Fy € [X]™“, entonces el Jugador I elige

Po={U{N@) :xecRUF}:Fe[X|™ FN(U{N (@) zeck})=0}.

Veamos que tal jugada estd bien definida. Sea z € X, si z € N (y) para algin y € Fy,
como X # |J{N (z) : € Fy}, existe F} € [X]™ tal que FN(J{N (v): 2 € Fy}) =0,
entonces z estd contenido en | J{N (x): x € Fo U F}} € P;. Luego si z no pertenece a
N (y) para todo y € Fy, entonces z € |J{N (z) : x € Fy U{z}} € P;. Esto muestra que
Py es una cubierta de X. Ahora, supongamos que Uy, ..., U, son elementos de P, existen
Fy, ..., F, € [X]™ tales que, para cada i € {1,...,n}, U; = U{N (z):2 € UF}y
F,N(U{N (z) : z € F,}) = 0. Entonces

U U=U{N(@):ze LU U---UF,)} € P,
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y por tanto P; es cerrada bajo uniones finitas. Similarmente, si la respuesta del Jugador
Mes J{N(z):2 € FyUF,} donde Fy € [X]™* y N (U{N(2):z2€ FR}) =0, el

Jugador I juega con
P2:{U{N(x):x€F0UF1UF}:F€ [X]<W,FH(U{N($):IL‘GF()UFl}):@},

de manera andloga se puede probar que P; es cubierta de X y que P; es cerrada bajo
uniones finitas. Siguiendo con este proceso esto define una estrategia para el Jugador
I. Dado que X es Hurewicz, por el Teorema 4.2, esta estrategia no puede ser ganadora.
Por tanto, si Fy, F1, ... representan las jugadas del Jugador II, entonces la coleccién

{U{N(z): 2 €e FUFU---UF,}:n €N}

es una cubierta de X. Sea D = | J,,.y Frn- Entonces N [D] es una cubierta de X. Nétese
que, para cada n € N, se tiene que F, N (J{N (z):z € R U U---UF,1}) = 0.
Sea x € D, entonces existe n € N tal que x € F,,. De la observacién anterior se sigue
que N (z) N F,, = 0 para cada m > n. Luego, dado que el conunto F; U--- U F, es
finito, existe un conjunto abierto W de x tal que W N (FyU---U F,) = {z}. Entonces,
(W NN (z)) N D = {z}. Esto demuestra que D es discreto. Ahora, supongamos que x
es un punto de acumulacién de D. Dado que N [D] es una cubierta de X, existe k € Ny
y € Fy tal que € N (y). De manera que, N (y) N F,,, = () para cada m > k, y por tanto
N (y) es una vecindad de x que intersecta a D en una catidad finita de elementos de D.
Esto implica que x € D. Entonces D es cerrado y concluimos que X es un D-espacio.
[ |

La nocién de un D-espacio parece que tuvo origen en un intercambio de cartas
entre E. K. van Douwen y E. Michael a mediados de los 70’s, pero la definicién de
D-espacio aparecié por primera vez en 1979 en un articulo de van Douwen y W. Pfeffer
[28]. La propiedad D es una propiedad tipo cubierta; no es dificil ver que los espacios
compactos y o-compactos son D-espacios, y que cualquier numerablemente compacto
D-espacio es compacto. Parte de la fascinaciéon con los D-espacios es que, a pesar de
estos hechos, se sabe muy poco de las relaciones entre la propiedad D y las propiedades
tipo cubierta estandares. Por ejemplo, no se sabe si una propiedad muy fuerte tal como
hereditariamente Lindelof implica D, y tampoco propiedades muy débiles tales como
submetacompacto o submetalindelsf implican D. Para ver méds sobre D-espacios véase
[14].

La definicién de espacio Hurewicz puede ser generalizada de la siguiente manera.
Sean X un espacio y, A y B colecciones de cubiertas de X. Los siguientes enunciados
son propiedades que puede o no tener X:

1. S; (A, B) : Para cada sucesién {«,, : n € N} de elementos de A, existe, para cada
n € N, un elemento U, € «, tal que {U, : n € N} € B.
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2. Shn (A, B) : Para cada sucesion {a, : n € N} de elementos de A, existe, para cada
n € N, un subconjunto finito 3, de a,, tal que J, .y B, € B.

3. Ujy (A, B) : Para cada sucecion {«,, : n € N} de elementos de A, existe, para cada
n € N, un subconjunto finito 3,, de a,, tal que {|J 3, : n € N} € B.

Cuando A y B varian sobre algunas colecciones paticulares se obtienen propiedades
ya estudiadas en varios contextos por algunos autores. A continuacién damos algunos
ejemplos.

Fijemos un espacio X, y sea O la coleccién de todas las cubiertas abiertas de X.
En el caso de espacios métricos, Sg, (O, O) es la propiedad que Hurewicz probé ser
equivalente a la propiedad de base de Menger [25], dicha propiedad estéd enuncida en (b)
del Teorema 2.10, y S; (O, O) es la propiedad de Rothberger tradicionalmente conocida
como C” [30], la cual estd relacionada con conjuntos de Borel.

Considerando un tipo especial de cubiertas se tienen algunas propiedades adicionales.
Por cubierta entenderemos que no es trivial, es decir, que X no es un elemento de dicha
cubierta. Sea « una cubierta abierta de X, a es una w-cubierta de X si para cada
subconjunto finito F' de X, existe un elemento U € « tal que F' C U. Decimos que
« es una 7y-cubierta de X si ésta es infinita y para cada x € X, x es un elemento de
todos los miembros de « salvo una cantidad finita. Denotamos por €2 y I' a las colec-
ciones de todas las w-cubiertas y 7-cubiertas, respectivamente. Entonces Uy, (O,T") es
la propiedad Hurewicz [16], S; (2,T') es la y-propiedad Gerlits-Nagy introducida en el
contexto de espacios de funciones [13]|. Otras propiedades de este tipo fueron estudi-
adas por Arkhangel’skii, Sakai, y otros. Algunas de estas propiedades son relativamente
nuevas.

El estudio de las relaciones entre estas propiedades es muy grande y no puede
ser examinado en un solo capitulo. Restringiremos nuestra atencién a subconjuntos
de nimeros reales, estos incluyen espacios metrizables cero dimencionales separables,
ya que tales espacios son homeomorfos a subconjuntos de P. El diagrama 3 (donde
las flechas indican implicacién) muestra algunas relaciones entre estas propiedades y
sus demostraciones pueden ser encontradas en [19] y [31]. Todos los problemas que se
presentan a continuacién son preguntas acerca de subconjuntos de niimeros reales.

Problema 4.5 [19]

1. 5E8 Uﬁn (O, Q) = Sﬁn (F, Q) ?

2. Y sino, ;Ug, (0,Q) implica Sy, (I',Q) 2
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Shn (0, O)

Diagrama 3

Problema 4.6 [36];Existe en ZFC un conjunto X de nimeros reales con la propiedad
Shn (2,9Q) tal que | X| =07

Una cubierta de X es una cubierta Borel si cada uno de sus elementos son subcon-
juntos Borel de X. Denotamos por B, Bg y Br las colecciones de cubiertas numerables
Borel, w-cubiertas Borel y ~-cubiertas Borel, respectivamente. Todas las propiedades
en el diagrama 3 son hereditarias bajo subconjuntos F, (véase [27] y [37]).

Problema 4.7 [8/;Son hereditarias las propiedades S1 (Bq, Ba) 0 Syin (Ba, Ba) ?

Una respuesta parcial a esta pregunta puede ser encontrada en [27]. En el diagrama
3 las unicas propiedades que se preservan bajo productos finitos son S; (2,T"), S; (Q2, Q)
y Sen (©2,Q) (véase [19]).

Problema 4.8 [32];Las propiedades Sy (Bq, Bq) , Sin (Ba, Ba), S1 (Bq, Br) se preser-
van bajo productos finitos?

En [35] se puede encontrar una discucién mas detallada y una extensa lista de
preguntas abiertas sobre todas estas propiedades.

Finalmente, en el Ejemplo 1.15 se prueba que el producto finito de espacios Hurewicz
no es Hurewicz, sin embargo esta demostraciéon hace uso de la existencia de un conjunto
Luzin y por tanto de la Hipétesis del Continuo. Y O’Farrell en [26] demuestra esta misma
proposicién haciendo uso del Axioma de Martin (ZFC+AM). ; Existe en ZFC un espacio
Hurewicz X tal que X x X no es Hurewicz? Hasta donde se sabe esta pregunta sigue
abierta [19].
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