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Introduccion

El Analisis Canonico (AC) forma parte de un conjunto de técnicas estadisticas
multivariadas, considerado como un método que es a la vez descriptivo y
exploratorio, asi como de inferencia y de prediccion, destinado a clasificar
individuos si es que no existen o a explicar clasificaciones ya hechas; es
caracterizado por poder considerar todos los tipos de variables, es decir,
categoricas o numéricas. Dichas clasificaciones se realizan a partir de la relacion
que existe entre las caracteristicas de los individuos entre dos o mas grupos de

variables.

Se dice que el AC es una técnica que permite estudiar la estructura de
varios grupos de individuos con respecto a un conjunto de variables que impone
como condicién que la variabilidad entre los diferentes grupos sea maxima y
la variabilidad dentro de los grupos sea minima, ademdas permite resumir una
relacion compleja y proveer un método 1til de reduccion de dimensionalidad de

un problema.

El AC esta relacionado con diferentes técnicas multivariadas, considerdndose
el caso general o bien puede decirse que: el Analisis de Regresion Miltiple,
MANOVA*, Analisis Discriminante, Anélisis de Componentes Principales y
Factores se muestran como un caso particular del AC. Es por esto que se necesita

desarrollar la teoria matemaética para poder sustentar todo lo que involucra el AC,

* por sus siglas en ingles: Multivariate Analysis of Variance



6 INDICE GENERAL

como las variables y correlaciones canoénicas, definicion correcta de los supuestos
estadisticos requeridos, encontrar regiones de confianza y realizar diferentes
pruebas de significancia para tener la interpretacion adecuada de los resultados

bajo el diseno de recomendaciones que permita evitar posibles errores.

Cabe senalar que al ser el caso general de una “familia” de técnicas
multivariadas, es ampliamente utilizado en distintas areas de investigacion, tales
como son estudios biologicos, geograficos, econoémicos, actuariales, psicologicos,
educacionales, entre otros. Hoy en dia éstas diferentes ramas de la investigacion
tienen la necesidad de encontrar una relacion entre més de dos conjuntos de
variables, al tener sustentado el desarrollo del AC, es facil encontrar una
combinacion de herramientas que permita analizar y describir esta relacion.
Dicho anélisis lleva al caso general del AC conocido como Analisis Candnico

Generalizado C'(2n + 1).

Objetivos

El AC esta desarrollado con algebra de matrices, por lo que uno de los objetivos
es: formalizar la derivacion del AC, explicando todo el procedimiento, en sentido

en que se entiendan todos los resultados que son necesarios en el analisis.

Al tener las variables y correlaciones canonicas, se desea saber si los resultados
son estadisticamente significativos, utilizar diferentes pruebas de significancia
estadistica 'y explicar su desarrollo. Inmediatamente, al derivar las pruebas
estadisticas, surge la pregunta acerca de la estimacion por intervalos de confianza,
pero al ser el AC una técnica multivariada, otro de los objetivos es: desarrollar

las regiones de confianza, asi como, hacer las interpretaciones correspondientes.

El AC utiliza el menor ntimero de restricciones sobre los conjuntos de variables

que son utilizadas o que necesitan ser estudiadas, ya que no requiere de un gran



INDICE GENERAL 7

numero de supuestos, es por esto que se desea identificar los posibles errores,
causa por los que ocurren y su solucion; por lo que se pretende dar a conocer

recomendaciones para llevar a cabo el AC adecuadamente.

Al ser el AC una técnica multivariada general, se espera mostrar las técnicas

multivariadas relacionadas al AC.

Otro de los objetivos es: justificar las ventajas que posee el AC ante otras

técnicas multivariadas.

Todos los resultados del presente trabajo, se derivan utilizando dos conjuntos de
variables, X y Y. Por lo que se desea derivar un Andlisis Candnico Generalizado,

es decir, derivar el anélisis utilizando més de dos conjuntos de variables.

El dltimo objetivo es: ejemplificar el AC por medio de un problema de

investigacion utilizando todos los resultados obtenidos.

En el capitulo 1, se plantea el principal objetivo del AC, que es encontrar si
existe relacion entre los distintos grupos de variables de un conjunto de datos.
En un anélisis simple se tienen dos conjuntos de variables y posteriormente se
realiza una comparacion con el Analisis de Componentes Principales; el analisis
de componentes principales es una técnica multivariada descriptiva, que tiene
la finalidad de reducir la dimension de un conjunto de variables multivariadas
mediante el estudio de la relacion entre las variables originales, geométricamente
es una rotacion y traslacion de los ejes de las variables originales en un sistema

coordenado.

Posteriormente se presenta el desarrollo de las variables y correlaciones
canonicas a partir de las transformaciones lineales u = Lx y v = My. Una vez
que se desarrollen las variables y las correlaciones candnicas es necesario entender
que los procedimientos estadisticos siempre requieren de ciertos supuestos para

cumplir los objetivos inferenciales.
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Una vez que se tienen todos los supuestos necesarios, se puede entonces
desarrollar la teoria para las correlaciones y variables canonicas muestrales a partir

del desarrollo de las transformaciones lineales anteriores.

En el capitulo 2, se desarrollan las pruebas de significancia estadistica para
el AC partiendo de suponer la existencia de al menos una relaciéon entre los
conjunto de variables X y Y. Las pruebas se utilizan para contrastar cuantas
relaciones son estadisticamente significativas, para después probar que el resto de
las relaciones que no se consideran, sean no significativas para la construccion de
las combinaciones lineales del AC. Después se plantea la pregunta: ;Qué tanta
variabilidad del conjunto de wvariables dependientes puede ser representada por
el conjunto de variables independientes?, ya que es de suma importancia para
medir la variabilidad entre conjuntos; ésta pregunta es contestada definiendo el
coeficiente de traza, desarrollado por Hopper (1959,1962), que se obtiene a partir

de la matriz correlaciones canénicas muestrales.

En el capitulo 3, se muestra el desarrollo matematico para la construccion de
las regiones de confianza. Se parte de una muestra de g poblaciones de las cuales se
han tomado g muestras de tamanos ni,n9, n3, ..., n, respectivamente y entonces
se utilizan los n; individuos del i — ésimo grupo y se define a z;; el vector de las
p mediciones tomadas sobre el j — ésimo individuo en el ¢ — ésimo grupo para

entonces encontrar las regiones de confianza.

Posteriormente se obtienen las regiones de confianza alternativas que son
casos particulares de las regiones de confianza y se crean principalmente por
los inconvenientes graficos que llegan a ocurrir. Las regiones pueden tener como
centroides a los individuos medios y las regiones de confianza para éstos, se
desarrollan de la misma manera que las regiones de confianza antes desarrolladas,
pero centradas en los individuos medios de sus respectivos grupos; por lo que

también se busca que la dispersion entre los grupos sea maxima con relacion a la
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dispersion dentro de cada grupo.

En el capitulo 4, se muestran los principales errores y causas posibles por las
que ocurren dichos errores al utilizar el AC', algunos de los errores se relacionan
con hipétesis mal planteadas, errores de calculos o aplicacién de otra técnica
multivariada no adecuada para el analisis a realizar. Algunos otros errores son
causados por el mal manejo de los paquetes estadisticos, ya que no arrogan
estadisticas necesarias para la interpretacion adecuada del AC, esto ocurre

principalmente porque el AC, es una técnica multivariada no tan popular.

En capitulo 5, se plantea una serie de recomendaciones para llevar a cabo la
seleccion de variables y la verificacion de los objetivos en el AC. Llevar a cabo el
diseno del AC considerando, el error de medicion de las variables, su aportacion
en el andlisis, los datos faltantes y los valores extremos. Al contrario de como se
vio anteriormente en la verificacion de los supuestos requeridos, algunos de éstos
no son estrictamente necesarios, pero la interpretacion de los resultados en el AC,

mejora si se consideran los supuestos de Linealidad y Normailidad Multivariada.

Se muestra como realizar adecuadamente la interpretacion de las variables
canodnicas con ayuda de los diferentes coeficientes candnicos; pero el uso de
estos coeficientes adicionales es un tanto problematica por la aceptacion de los
términos o definiciones que deben emplearse para hacer referencia a conceptos
diferentes, entonces, para utilizar un mismo concepto se interpretan y se muestran
los coeficientes. Sin embargo se debe tener presente que el andlisis canonico tiene
ciertas limitaciones y es necesaria la validacion de los resultados para asegurar

que sean especificos y correctos.
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En el capitulo 6, se describen varias técnicas estadisticas para estudiar las
diferentes preguntas y objetivos que se plantean dadas las relaciones entre dos
o mas conjuntos de variables y especificar las diferencias en que cada técnica
estadistica es més apropiada, argumentar coémo identificar aquellos problemas
en los cuales el AC es adecuado para el problema en cuestién, pero que es
generalmente ignorado. Se muestra una breve comparaciéon de la construccion y
similitudes que tiene el Analisis Cano6nico con el Analisis de Varianza Multivariado,
el Analisis de Regresion Multiple, el Analisis Discriminante, el Anélisis de
Componentes Principales, el Biplot Candnico y por ultimo se presenta al Anélisis

Canobnico como el caso general de todas las técnicas antes mencionadas.

En el capitulo 7, dada la construccion de las variables canoénicas para dos
conjuntos de variables, se muestra el desarrollo inductivo que lleva a generalizar
el Analisis Canonico, se presenta el problema de no solo tener dos conjuntos de
variables, ahora se tienen tres conjuntos de variables aleatorias: X;, X, y X3
de manera que la dimension de cada variable sea: nq, ny y n3 respectivamente,
con n; < no; se define el Analisis Candnico Parcial, partiendo del supuesto de
que existe relacién entre el tercer conjunto con los otros dos y que se puede
realizar una regresion adecuada para considerar los dos conjuntos de residuales
como los conjuntos de variables para realizar el Analisis Canénico. Posteriormente
se consideran cinco conjuntos de variables para desarrollar el Anélisis Candnico
Biparcial y siete conjuntos para el Anélisis Canonico Biparcial Gy (C7); mediante

un proceso inductivo, se desarrolla el Analisis Canonico Generalizado (C2n + 1).

En el capitulo 8, se muestra a través de un ejemplo de un andlisis en donde
un investigador ha recopilado 600 datos sobre tres variables psicoldgicas, cuatro
variables académicas y el género; se busca conocer como el conjunto de variables
psicologicas se relacionan con las variables académicas y de género, en particular,

determinar el ntimero de variables canénicas estadisticamente significativas.
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Se realiza el anélisis descriptivo ya que es una ayuda para comprender mejor
todos los resultados. A continuacién se realiza el anélisis canonico y se desarrolla
toda la parte tedrica. Se calcula la matriz de correlacion, se obtienen todos los
coeficientes descritos con detalle asi como su interpretacion, se realizan pruebas

estadisticas y se concluye.
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Capitulo 1

Desarrollo del Analisis Canénico

1.1. Ideas generales en el analisis canénico

El objetivo del AC es encontrar si existe relacion entre los distintos grupos de
variables de un conjunto de datos, es decir, se determinan combinaciones lineales
de las variables de tal manera que la dispersion sea maxima entre los grupos
y a su vez sea minima dentro de estos. Es de esperar que las variables sean
adecuadamente representadas en subespacios de dos o tres dimensiones definidas
por los primeros dos o tres vectores canénicos; es importante resaltar que la
distancia euclidiana es apropiada para interpretar todo el desarrollo que conlleva

el AC, ya que los vectores candnicos son ortogonales entre si.

En un analisis simple se tienen dos conjuntos de variables, predictoras o
independientes (X) de dimensién p y otro conjunto de variables respuesta o
dependientes (Y') de dimensién ¢, donde estas ultimas pueden ser o no aleatorias,
entonces el conjunto formado por las variables de X y de Y, es un conjunto de p+¢q
variables. Se supone que cada una de las variables est4 correlacionada con cada
una de las p+q—1 variables restantes, dichas correlaciones estan representadas en
una matriz cuadrada simétrica de dimension p+ ¢, llamada matriz de correlacion,

denotada por R.

13



14 CAPITULO 1. DESARROLLO DEL ANALISIS CANONICO

La matriz de correlacion, puede verse como una matriz particionada en cuatro
submatrices; donde Rxx es la submatriz que corresponde a las correlaciones
dentro del conjunto X, Ryy es la submatriz correspondiente a las correlaciones
dentro del conjunto Y y las submatrices Rxy y Ry x son las correlaciones entre
las variables del conjunto X y Y. No es dificil deducir que la submatriz Rxy
es igual a R}, 5 y reciprocamente, asi se tienen dos tipos de informacién dentro
de R, el patréon de relacion dentro de cada conjunto y el patron de correlaciones

entre los dos conjuntos.

La figura 1 representa la estructura de la matriz R. Suponiendo que Rxy
contiene al menos un coeficiente distinto de cero, el problema es entonces

determinar el ntimero de correlaciones significativas entre conjuntos.

Figura 1: Representacion grdfica de la matriz de correlacion particionada.

X % X, YooY, Y

RXX RXY

Una vez que se encuentra al menos una correlacién distinta de cero entre el
conjunto de variables X = (X1, Xs,...,X,) vy Y = (Y1, Ys,...,Y)), se determina

que existe una relaciéon entre los conjuntos de interés, se calcula la correlaciéon



1.1. IDEAS GENERALES EN EL ANALISIS CANONICO 15

de todas las combinaciones de las Xs dada una combinacién lineal de las Ys,
de tal manera que la primera combinacién lineal resultante de X tiene la
maxima correlacion con la combinacion lineal de Y. Esta correlacion es la primera
correlacion candnica (p1) y la correspondiente pareja de combinaciones de Xs y

Y's es la primera variable candnica.

La segunda correlacion y variables candnicas estan definidas como la primera,
pero esta segunda pareja no estd correlacionada con la primera pareja; cada una
de las siguientes correlaciones y variables canénicas, estan definidas analogamente
y por la construccion de las variables, el procedimiento garantiza que no existen
mas parejas que el nimero de variables en el conjunto mas pequeno, esto es, a lo

més habra tantas parejas como el minimo entre p y q.

Sea r = min{p, q}, entonces estas r parejas de variables canénicas cumplen

con las siguientes propiedades:*

i. Todas las correlaciones entre ellas son cero, a excepcion de las que existen

entre las correspondientes parejas.

ii. Las correlaciones entre las correspondientes parejas forman una sucesion

decreciente.

Una condicion inicial que se le pide a las variables para realizar el

procedimiento, es que éstas estén estandarizadas con media cero y varianza uno.

La relaciéon entre los dos conjuntos de variables X y Y estd dada por estas
variables candnicas, esto es posible si al realizarse pruebas de hipo6tesis hay
suficiente evidencia para concluir que existe al menos una relacion entre las
variables de X y Y distinta de cero, entonces al saber que existe al menos una
relacion entre las variables se tiene que analizar que esta relacion esta comprendida

por la primera o por las pocas primeras variables canoénicas, y si alguna de las

LTHOMPSON, Bruce. (1984) “Canonical correlation analysis: Uses and interpretation”. [21] pp. 10-18
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variables originales pueden quedar fuera de consideracion sin efecto de significancia

a la conclusion del AC.

1.2. Analisis de componentes principales y vectores propios

en el estudio del Analisis Candénico

El analisis de componentes principales es una técnica multivariada descriptiva,
que tiene la finalidad de reducir la dimension de un conjunto de variables
multivariadas mediante el estudio de la relacion entre las variables originales,
es decir, se trata de formar un nuevo conjunto de variables no correlacionadas,
con la caracteristica que cada una de estas nuevas variables sea una combinaciéon
lineal de las variables originales; al ser una técnica descriptiva, el nuevo conjunto
de variables, que seran llamadas componentes principales, tiene la particularidad
de describir la variabilidad que existe entre el conjunto de variables multivariadas
original, de tal manera que las componentes principales sean deducidas en un
cierto “orden” de importancia, es decir, que la variabilidad explicada de la primera
componente principal, explique tanto como sea posible la variabilidad de las
variables originales, a su vez, la segunda componente explique tanto como sea
posible la variabilidad que resta por ser explicada, y asi sucesivamente hasta
formar un nuevo conjunto de variables. Con el objetivo principal de saber si las
pocas primeras componentes principales explican la mayor parte de variabilidad,
lo cual implicard una reduccion significativa de la dimensionalidad de las variables

originales, y con esto una simplificacion de anélisis posteriores.

Geométricamente, el analisis de componentes principales es una rotacion y
traslacion de los ejes de las variables originales en un sistema coordenado, que
ayudan a la identificacion de grupos en los datos o sujetos con la caracteristica
que dichos grupos aglomeran la mayor parte de la variabilidad de las variables y

dando como resultado nuevos ejes coordenados, de tal forma que los nuevos ejes



1.2. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES Y VECTORES PROPIOS 17

coinciden con la direcciéon donde se maximiza la dispersion de los datos, a estos
nuevos ejes coordenados se les conoce como componentes principales.

Cabe mencionar, que si las variables a estudiar son muy pocas o son
independientes no se recomienda realizar dicho analisis, ya que el objetivo principal
es reducir la dimensién del conjunto de datos y en estos casos, se recomienda

realizar el estudio de los datos con las variables originales.

Sea X un vector con p variables aleatorias correlacionadas que siguen una

distribuciéon desconocida, pero que se puede suponer:
E(X)=pyVar(X) =X,

donde ¥ es la matriz de varianzas y covarianzas de las variables.

El primer paso es encontrar la primera componente principal que sea una

combinacion lineal de las variables que tenga varianza maxima, es decir:

Sea Y] la primera combinacion lineal, entonces,

P
Y, = U;X =un Xy +upXe + - FupX, = ZuliXi
i=1

donde u) es un vector de p constantes, es decir, ) = (w1, u12,...,u1,) ¥
X' =(X1,X,..., X)),
de tal forma que:

Var(Yy) = Var(u) X) = u) Xu,

por lo tanto el objetivo es maximizar (u}Xu,), en sentido que Y; acumule la
méaxima variabilidad posible, pero se puede maximizar la varianza sin limite,
aumentando el modulo del vector wy, es decir, en las ecuaciones de las

componentes existe un factor de escala arbitraria (existen infinitas soluciones
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en las mismas direcciones del espacio), por lo tanto, conviene que los vectores
directores tengan modulo 1.

Para que la maximizacion de la varianza de Y] tenga solucion, se debe imponer la
restriccion de que ujuy = 1 para garantizar la unicidad de la solucién. Utilizando

multiplicadores de Lagrange, se tiene

n=u'Xu; — AMujus — 1),

para maximizar la funcion lagrangeana se obtiene la derivada de 7 con respecto

a uq y con respecto a \: 2

56777 = 22“1 - 2)\’!1,1
1
o
% = —(uyuy — 1)

Igualando a cero las ecuaciones anteriores, se obtiene:
4
uuy —1=0

La ecuacion (1.1) tiene solucion no trivial si ¥ — AT es una matriz singular y

por lo tanto su determinante es igual a cero, es decir:

1= — M| =0.

También de la ecuacion (1.1) se obtiene que

Yu;p — lug =0 Yuq = )\ul,

2MORRISON, D. F. (1978): “Multivariate Statistical Methods”.[18] pp. 110-125
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multiplicando por la izquierda de ambos lados de la ecuacién por u/ , se obtiene

u i Xu; = uldug = AujTu = A

Con esto, el problema de maximizar (u}Xwu;) se reduce a encontrar los

vectores y valores propios de X.

Al calcular la varianza de la primera componente principal, se tiene que

Var(Yy) = Var(ui X) = u;Zuq = .

Por lo tanto, al elegir el valor propio mas grande, que se denota por A\, y su

correspondiente vector propio w; se maximiza la varianza de Y.

Continuando con el analisis, se obtiene de manera analoga la segunda

componente principal, es decir, una nueva combinacién lineal Y5 = u5, X tal que

Var(Ys) = Var(uy X ) = ufXug = Ao,

sujeta a las condiciones de

ubug =1y Cov(Yy,Y2) =0

Es decir, que la segunda componente principal sea no correlacionada con la
primera Y7 y a su vez, maximizando el resto de la varianza que no es explicada
por la primera; dicho procedimiento se repite sucesivamente hasta obtener la
s — ésima combinacion lineal Y, = u’ X, que también estd no correlacionada con
Y1,Ys, ..., Y, 1; la s — ésima combinacion lineal Y es la s — ésima componente

principal. Ademas por construccion se tiene que la s —ésima componente principal
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es el vector propio asociado con el s — ésimo valor propio, y por construcciéon
cumple que

AL = Ap 2 2 A

donde
Var(Y;) = A

Notese que se obtienen s componentes principales, pero en general, es de
esperarse que la mayor parte de la variabilidad en X pueda ser explicada por

k componentes principales con k < s.

El vector de componentes principales puede ser expresado como

Y =UX

donde U es una matriz ortogonal cuya i —ésima columna wu;, es el 1 —ésimo vector
propio de Y. De esta expresion se puede ver que las componentes principales son

una transformacion lineal ortogonal de X.

Sea A la matriz diagonal, cuyo ¢ — ésimo elemento sobre la diagonal es \;. Por

las caracteristicas de estas matrices, se tiene que

X =UAU’

que corresponde a la descomposicién espectral de la matriz 3.

De la ecuacién anterior se obtiene

U'SU = A.
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El analisis de componentes principales consiste en encontrar los valores propios

i v los vectores propios u; de la matriz de varianzas y covarianzas ..

El valor propio es la varianza usual de los puntos proyectados, y graficamente
la componente del vector propio es el coseno del angulo entre el eje de la variable

y el eje principal correspondiente.

Figura 2: Representacién de dos ejes principales

Xz

Idealizacion en dos variables de la rotacién y translacién de los ejes coordenados X1 y
X2 hacia donde se encuentra la mayor dispersion de los datos, dando como resultado los
ejes principales Y1 y Ys

Para tener una idea de la relaciéon que existe entre el AC y el analisis de
Componentes Principales; dada una muestra @ = (x1,2s,...,2y), de tamano
N, donde z; es un punto en el plano Vi = 1,..., N; se tiene que realizar una
proyeccion ortogonal de los puntos de la muestra sobre el eje principal, el punto
y1; es la proyeccion del punto z; = (14, o) sobre el eje definido por la direcciéon
Y1, dicho eje tiene la propiedad que la dispersion de los puntos proyectados y, con
1 =1,..., N, es mayor que la dispersion de los mismos puntos pero proyectados

N ) N )
sobre cualquier otro eje que pasa por (Ty,T5), donde T; = Z:Tlxl Y Ty = &Tl‘”
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La direccion en la cual es méaxima la dispersion de los puntos proyectados define
el primer eje principal, este eje también es llamado la linea de mejor ajuste para

la muestra.

En la figura 3 se tiene la representacion grafica en dos variables, donde se
muestra que el coseno del angulo entre la variable X y el primer eje principal Y;
determina la primera componente u;; del primer vector propio w,, mientras que
el coseno del angulo entre la variable X5 y Y; determina u;o. Similarmente, los
cosenos de los angulos entre el segundo eje principal Y5 y los ejes coordenados X;

y X5, determinan las componentes uo; y uss de ws.

Figura 3: Representacion del angulo entre la variable X; y el primer eje principal

X2
Y1
(X1iX21)
Y2 Yii
Yai =cos (uyy)
Xz
% X,

1.3. Desarrollo de las variables y correlaciones canénicas

El célculo de las variables y correlaciones candnicas esta basado en el algebra
de matrices, la cual es utilizada para la transformaciéon de matrices de las

formas cuadraticas a las candnicas. Las definiciones y propiedades utilizadas a



1.3. DESARROLLO DE LAS VARIABLES Y CORRELACIONES CANONICAS 23
continuacion seran discutidas en el Apéndice, ya que se parte del conocimiento
del algebra de matrices y se procede a obtener resultados e interpretaciones.
Teorema 1: Descomposicién singular

Sea A una matriz de dimensiéon p x ¢ con p < g de rango k, entonces dicha

martiz puede ser expresada como

A= LAM',

donde
L es una matriz ortogonal de p x p
M es una matriz ortogonal de ¢ X ¢

A es una matriz de p x ¢ con la diagonal de valores propios distintos de cero

de AA’ 0 A’A y cero en todo lo demas, como se muestra a continuacion

A0 0 0
0 X 0 0

0 0 X O

0 0
A= Ak
0
0
0 0

y es denotada por A = (dmg (A, A9y oy A, 0,0, 0) | Opx(q_p)).
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Demostracioén

Sean A2 A2 ... A2 valores propios distintos de cero de AA’ y sea

A% = AN =diag (N3, )3,...,)2,0,0,...,0) matriz de p x p.
Por el analisis de componentes principales se sabe que existe una matriz

ortogonal L de orden p tal que

AA’ =L diag (M}, 3,...,23,0,0,...,0) L' (1.2)

haciendo una particion de L se puede ver a la matriz de la siguiente manera

L - [ll lglp] - (Ll,L2)

con Ly de orden p X k y Lo de orden p x (p — k). Entonces por la ecuacion (1.2)

se tiene

donde Ay = diag (A, Aa, -+, Ax);
esto es posible ya que L es una matriz ortogonal = L] L1 = Iy, notese que A%

es una matriz cuadrada de k x k.

Multiplicando la ecuacion anterior por la izquierda por A’ y por la derecha por
AT " se obtiene

A’AA'L AT = A'LiAZATT
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por ser A%y A" matrices diagonales de k x k, se tiene lo siguiente

A/AA,LlAl_l - A/LlAl_lAi (14)

Sea M, = A’qXlepxkAl_lkxk y se observa que M; es de tamano ¢ x k,

sustituyendo a M; en (1.4)

A,AM]_ - M]_A?

Se sabe que A tiene ¢ columnas y sb6lo k de éstas son linealmente
independientes, entonces con este resultado siempre se puede encontrar, como
se hizo con la matriz L, el complemento de la matriz M, en este caso se definird
como la matriz My, es claro que dicha matriz es de tamano g X (¢ — k), por ser

el complemento de M7y, la cual cumple

AM, =0 (1.5)

por la definicién de L.

Con estos resultados se tiene que

MM, = A;'L,AM, = 0

por (1.5) y porque M es una matriz ortogonal de ¢ x ¢ de la forma

M = (M, M),
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multiplicando (1.3) por la derecha por A7 " y sabiendo que My = A’L; A7, se
obtiene

AM]_ - LlA]_

entonces, si se multiplica por la derecha ambos lados de la igualdad por Mj, se

tiene

AMlM{ = LlAlM{

y sabiendo que My M; =1 — M,M, y AM; = 0 se tiene que

A =LA M!

lo cual puede ser escrito también como

A=LAM’ (1.6)

lo cual prueba el teorema.ll

De manera anédloga se puede hacer una particion de la matriz M tal que se
tengan g columnas
M = [ml mQ...mq]

por lo tanto se tiene que la matriz A es la combinacién lineal:

A= )\1[177’1/1 + /\ngmé + -+ /\klkﬂ’L?C
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De (1.6), se sigue que AA'=LAAN'L' y A’/A=MA'AM’; como L y M son
ortogonales, entonces también se sigue que las columnas de L son los vectores
propios de AA’, y M de A’A. Las primeras k columnas corresponden a los

valores propios A}, A3,..., AZ y el resto son ceros.?

Desarrollo de las variables y correlaciones canénicas

Sean dos vectores  y y de p y g variables aleatorias respectivamente, con p < ¢
v sea la matriz de varianzas y covarianzas X de todas las p+ ¢ variables aleatorias

que se ve de la siguiente manera

x by by
S~ Var _ 11 12 p
Yy Y1 X q

p q

Ahora se prueba el siguiente teorema:

Teorema 2: Variables y correlaciones candnicas
Sean las transformaciones lineales
u=Lx y v= My,

de x y y en las nuevas variables w y v. Entonces:

u I, P
Var =
v P 1,

SKSHIRSAGAR, Anant M. (1972) “Multivariate Analysis”. Statistics: textbooks and monographs Vol. 2,
New York : Marcel Dekker, pp.247-249
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donde

pr 0 0
0 P2 0
0 0 ps

0 0

P = Pr D
0
0

0 . 0

’ 70) ‘ Op><(Q*p))7 r= min(p, Q)

el rango de Xq5; 317 y Yoz son matrices no-singulares y L y M son soluciones

que se denota como P = (diag (p1,p2, 5 pry 0,

de los sistemas:

| E1222_21221 —p’En | L=0; L'S,L =1,

| E2121_11212 —p?Te | M =0; M'S,M = I,

donde p? = PP’ para el caso en que se toma la matriz L y p? = P’ P para M.
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Demostracioén

Sea la matriz C de p X ¢

C =32 2123,7,

1 1
donde 37, y X2, son raices cuadradas de 377 y Xa2 respectivamente.

29

1 1
Como X417 y Ya2 son definidas positivas, entonces X7, y 33, existen, son

simétricas y definidas positivas. Se sabe que el rango de una matriz permanece

inalterado si es multiplicada por la derecha o por la izquierda por una matriz

no-singular, entonces el rango de C' es el mismo que el de ¥15, por lo tanto el

rango de C' es r. Ahora bien, usando el resultado del teorema anterior, existen A

vy B ortogonales de orden p y ¢ respectivamente tales que

C = APB' (1.7)

donde P es la matriz anteriormente definida y p?, p3, - - - , p? son los valores propios

distintos de cero de

N|=

CC/ - 21_15 21222_21221 21_1

o de

C/C — 22_25 22121_11212222 y

N[

es decir, p? con i = 1,2,---,r, son raices distintas de cero de alguna de las

ecuaciones siguientes:

|CC'—p*T|=0 o |C'C—-p*I|=0.



30 CAPITULO 1. DESARROLLO DEL ANALISIS CANONICO

Haciendo el desarrollo algebraico, las ecuaciones pueden quedar en términos
del producto de X1; y Xap con p?, sin pérdida de generalidad se muestra la

explicacion para la primera ecuacion:
|CC" — p?T |=0

’ 21_1521222_21221211 - PZI |: 0

N[=

1
multiplicando la ecuacion anterior por la derecha y por la izquierda por | £, | se

tiene

|22 || 217 21280, T 3y — p°I || B3 =0

N[=

por propiedades de los determinantes y como 317 es no-singular, el producto de

determinantes resulta

11 _1 1 1 1
| DXD 231222_2122121122f1 - 21211022f1 =0

simplificando la ecuacién, queda de la siguiente manera

| 231222_21221 - p*Tn =0

Un desarrollo analogo para la segunda ecuacion se realiza de tal manera que

p? coni=1,2,--- 7 son raices distintas de cero de la ecuacion

’ 21222_21221 - p2211 |: 0 (18)

’ 22121_11212 - p2222 |: 0 (19)
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Sean

_1 —
2

L e A/E]_l y M — B,222 9

N|=

dado que A y B son matrices ortogonales, entonces A’A = I y B'B = 1,

entonces:
LE]_IL, = Ip y MZzzM’ = Iq

ademaés

LSM — AN 2%,5.2B
— A'CB
_ AAPB'B
g

Por lo tanto la matriz de varianzas y covarianzas de las variables transformadas

u=Lxyv=Myes

Uu LY, L' L3 M’ I, P
Var = H 12 = (1.10)
v MEQ]_L, M222M/ P’ Iq

lo cual prueba el teorema. B

Asi u es combinacion lineal de z1,- -+, x, elementos de x, y v es combinacién
lineal de y1,--- ,y, elementos de y. Por lo tanto w es llamada variable candnica

del espacio x, y v es llamada variable candnica del espacio y.

Las columnas de L’ y M’ son los vectores canonicos. Dadas p?, p3, - -+ , p? que
por construccion cumplen que p? > p2 > --- > p? entonces uy es llamada la
primera variable canénica del espacio x, y vy es la primera variable canénica del

espacio y, us es la segunda variable canoénica del espacio  y asi sucesivamente. La
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relacion entre las p variables de « y las ¢ variables de y es expresada tnicamente

en términos de r raices: p?, p3,-- -, p2.

Por lo tanto, de (1.10) se concluye que la submatriz P, de la matriz de varianzas
y covarianzas de las combinaciones u y v, corresponde a la matriz de correlacion

de las variables « y y, o bien:

Pi, Sli1=7
corr(u;, vj) =
0, en otro caso

corr(ug, uj) =0, corr(v;,vj) =0 para toda i # j.

Es decir, la primera variable candnica del espacio x estd correlacionada
unicamente con la primera variable candnica del espacio y, la segunda con la
segunda y asi sucesivamente. Estas correlaciones son pq, ps,- -+ , p,, por lo tanto
P2, 0%, -+, p2, son las raices de (1.8) 0 (1.9) y 0 < p? <1V i =1,---,r son

conocidas como las correlaciones canoénicas.

Multiplicando por la izquierda la expresion (1.7) por A’ y como A’A =1, se

tiene

A'C=A"APB’

lo cual implica

A'C =PB’

Expresando A y B en términos de L y M, entonces la expresion anterior que-

da de la siguiente manera:
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LSS0 8,52 — PMS3,
LSS S,552%2, — PMY,,
LS, — PMSh

LY,%5, = PM

transponiendo ambos lados de la ecuacién anterior, se tiene

Py, Sii:1,27"‘,7’
Yoyl = (1.11)

0, sit=r+1,---.,p
donde [l; es la ¢ — ésima columna de L; de manera similar si se multiplica por la

derecha por B ambos lados de la ecuacion y tomando en cuenta que B'B = I,

se obtiene:

CB - APB'B

CB = AP
que desarrollando se tiene:
21_1%21222_2%22%2]\4, - 21%11/13
SIS SLM - S2SHLP
Y. M - L'P

Anéalogamente al caso anterior, si se transpone ambos lados de la ecuacién se
tiene

1 pzl’ln Sii:1,2,"',7"
21_1 212mi = (112)

0, sie=r+1,---,p

2 —1 . . .,
Asi 317 ¥12 es la matriz de coeficientes de regresion del vector y sobre el vector

@. Entonces la ecuacion (1.12) muestra que l; es la “proyeccion de m; en el espacio
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a” y similarmente la ecuacion (1.11) muestra que m; es la “proyeccion de I; en el

espacio y”. Entonces, conjuntamente las ecuaciones (1.11) y (1.12) son expresadas

de la siguiente manera:

SHZem; = pil; .
L parat=1,2,---,r
Ygg Yail; = pim;
o bien
S0 Sem; —pli = 0 .
. parat=1,2---r
Yigs Yorl; — pimy; =
que es equivalente a
3pom; — Xupil; = 0 .
parai=1,2,--- 1
Yorl; — Yaopm; = 0

Por lo tanto la expresion en forma matricial es

> > L
pisn 12 —0 para i=1,2...r

Yo —pidia2 m;

considerando que
EleiZO Z.:T+17"'7p7
Yiom; =0 t=r+1,---,q.

(1.13)

Utilizando las ecuaciones (1.11) y (1.12), se puede eliminar m;; ademas, se

sabe que por construccion, p; > 0 y por lo tanto se puede dividir en ambos lados

., . . -1
de la ecuacién para obtener una expresion para m;. Asi m; = ¥, Ezlli—i, ahora

sustituyendo el valor de m; en la ecuacion (1.12) se tiene
—1 —1 1
311 X235, 221liE = pils

S ZeEn Sal; = pl;
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multiplicando por la izquierda ambos lados de la ecuacién por Xqq:

S E e Y0 Bagly = Bupily  i=1,--- 7
21222_21221li = Ellpzzli

X125 Bl — B11pl; = 0

[21222_21221 — Ellp?} lz = 0 Z = 1, e, T (114)

De forma anéloga si se sustituye el valor de l; en la ecuacion (2.10), se obtiene

(21X T2 — Baop;|m; =0 i=1,---,r (1.15)

Aunque otra manera de obtener el resultado directamente de (2.6) es multipli-
car la ecuacion por la izquierda por C’A o multiplicarla por la izquierda por C’

y por la derecha por B, para el primer caso se tiene

CC'A=APB'BP'A’A
se sabe que A y B son ortogonales, por lo tanto la expresion queda reducida
como sigue
CC'A=APP

para el segundo caso la expresion es

C'CB=BP A’APB'B
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simplificando

C'CB=BP'P

Utilizando las igualdades de L y M, definidas en la pagina 31 y si se multiplica

por la izquierda a la expresion (1.14) por I} se obtiene:

l; [21222_21221 — Ellpﬂ l,,, =0
l;Eleglenli — l:Ellpflz =0

31285 To1ls = U1 pil;

U125 Tanli ,
l;Elll,’l pZ ? ? Y 7r

Por lo tanto p; es el coeficiente de correlacion miltiple entre w; = lixz y

_ /
v; = MY.

Ahora bien, dado que C = APB’ y de la igualdad del producto de matrices
cc”:

CC’" = APP'A’
_1 _1
XYY B X? = APP'A
1 1 _1 1 1 1
2]121211221222_21221211223121 = X} APP'A'Y}

S5l S, = (2§1A> (PP <2%1A>/
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por la definiciéon de L y tomando en cuenta que A es ortogonal, se tiene:

. —_ _ . _ /

i B12355 D1 = (LY diag (p7, .., p2,0,...,0) (L)

i. $1p = (L) (L)

No es dificil observar, que de (1.10), el determinante de la matriz de varianzas
y covarianzas de las variables candnicas u y v es

I, P r
? = |I,| |I, - P'IPP( = ‘I—P’P‘ =T -0})

Pl Iq =1

El resultado de este determinante es importante ya que después sera utilizado

en el desarrollo de las pruebas de hipotesis.

1.4. Algunos resultados acerca de las

correlaciones canénicas
Cuando p = 1, la ecuacion | 21935, U1 — P28 |= 0 se reduce a

231222_21221 —p°E1; =0

cuya solucién es

PP =135 T B

mostrando que es una sola correlacion canodnica, y ademés es el coeficiente de

correlacién miiltiple entre @ y y. De manera similar, pero ahora considerando
., -1 P P . sz

la ecuacion | o137, X1a — p?aee |= 0 y sf ¢ = 1, solo existe una correlacion

canodnica distinta de cero, y es el coeficiente de correlacion miiltiple entre @ y y.

1KSHIRSAGAR, “Multivariate Analysis” [13] pp.247-258
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Cuando p y ¢ son iguales a 1, la correlaciéon canonica se reduce al coeficiente de
correlacién ordinario y el resultado en cuestion se obtiene de cualquiera de las

ecuaciones antes empleadas.

Ademas las correlaciones candnicas son invariantes para una transformacion
lineal no-singular de @ y para una transformaciéon no-singular de y. En otras
palabras, las correlaciones canonicas entre & y y son las mismas que entre Px
v Qy, donde P y @ son cualesquiera dos matrices no-singulares de orden p
y q respectivamente. Esto se sigue del hecho de que la matriz de varianzas y

covarianzas de Px 'y Qu es

PSP’ PEQ
QE21P/ Q222Ql

-1 . ..
Por tanto, por | ¥1535, 31 — p2311 |= 0, las correlaciones canoénicas entre

Px y Qy son las raices de la ecuacion

=0

’—Pz (PE11P') + (P212Q") (QX2Q") " (QEx P’)

la cual se reduce a:

‘P’ ‘—p2211 + 21255, By

R

=0,

’ —p?3 + E1222_21221

ya que P es no-singular.
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1.5. Supuestos estadisticos requeridos

Los procedimientos estadisticos estan basados en supuestos que deben ser
conocidos para ser correctamente aplicados, es importante identificarlos cuando
se tienen propositos inferenciales como es el caso del AC y cuando se tienen
situaciones en las que es necesario hacer pruebas estadisticas para realizar un
analisis adecuado.

El AC tiene tres supuestos principales:

i) El error de medicion de las variables es minimo.
ii) Las varianzas de las variables son no restringidas.

i4i) Las variables tienen distribucion normal multivariada.

Por las propiedades del Teorema Central del Limite, cuando el nimero de
variables aleatorias independientes de la muestra es grande y siguen una misma
distribucién, la suma de las variables se aproxima a una distribucién normal
multivariada atin cuando su distribucion original no sea normal multivariada. Cabe
mencionar que si las variables estin medidas en diferentes escalas, es imposible

que sigan la misma distribucion.

1.6. Variables y correlaciones candénicas muestrales

Dada una muestra de N observaciones de p 4 ¢ variables de © y y, vy si se
denotan estas observaciones muestrales sobre & y y como dos matrices X y Y
de orden N x p y N X q respectivamente, entonces se tiene para cada una de
las NV observaciones sus correspondientes p + ¢ valores sobre cada variable de los
conjuntos X y Y, de los cuales todas las variables estan contenidas en una sola

matriz particionada como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 4: Representacion grdfica de los dos conjuntos muestrales de variables X y Y
en una sola matriz de p + q variables

X X o X Yi Y, Y
Caso 1l
Caso 2
Caso 3 Conjunto X Conjunto Y
Caso N

Entonces, para la construccion de varianzas y covarianzas muestrales, se define

la matriz S,

g - 511 Si2 p
S21 S22 q
p q

donde

Sia= S = X' (I - LExn) Y

Sy =Y'(I - LENN)Y

con Fpnpn una matriz de tamano N X N con todos sus elementos unitarios.
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Ademas, suponiendo que x y y siguen una distribuciéon normal multivariada,
%S es el estimador por méaxima verosimilitud de la matriz de varianzas y

covarianzas de las p + ¢ variables aleatorias

%S:Var v = ?1\1 ilz
) o1 X

Las variables y correlaciones candnicas muestrales siguen la misma construccion
y supuestos de las poblacionales, entonces es necesario estimar las raices de los
coeficientes de correlacion canoénica con la informacion de la muestra, es decir,
estimar los valores de X1, Y12, 2i22 por maxima verosimilitud, o bien, encontrar

]%[Sll, %512, %522 respectivamente, para obtener los coeficientes muestrales.

Sea la matriz C* de orden p X ¢

1 "2/ 1 2
C* = (Nsll) <N512> (stz) ;

por el Teorema 1, existen dos matrices ortogonales A* y B* de orden p y ¢

NI

respectivamente tales que

C* = A*FB*

donde F' es la matriz estimada de P (matriz de correlaciones poblacionales).
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Sean las transformaciones u* = Gx y v* = Hy, donde G y H son de orden

P X Py q X qrespectivamente y cuya matriz de varianzas y covarianzas es:

v u* GSllG, GSle, Ip F
ar = =
v* HSQ]_G/ HSzzH/ F’ Iq
donde
G = A" (L50u) %,
H = B (45n)

D=

multiplicando por la izquierda la igualdad de C* por A*', se tiene:

A*/C* — A*/A*FB*/
= FB*

Sustituyendo A* y B* en términos de G y H respectivamente, la expresion
y y y

anterior queda de la siguiente manera:

N

G (L811)7 (5811) 7 (4S12) (4822) * = FH (4S)

N

multiplicando por la derecha ambos lados de la expresion anterior por (%Su)

se obtiene

N
[l
D=

G (§51)" (£51u) 7 (£512) (+82) ' (£52)° = FH (4Sn)

de donde

GSlz - FHS22
GS2S;; = FH

Transponiendo ambos lados de la segunda ecuacién anterior se obtiene:

S;,18:1G' = H'F
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que se expresa de la siguiente manera

h;r; parai=1,2,...)p
S5 S219; = (1.16)

0 parat=p+1,...,q

donde g; es la i — ésima columna de G, h;r; es el 1 — ésimo elemento del vector

de tamano ¢ x 1 distinto de cero y todos los demés elementos iguales a cero.

De manera similar, multiplicando por la derecha por B* en la igualdad de C*,
se tiene:
C*B* = A*F

Sustituyendo A* y B* en términos de G y H respectivamente, la expresion

anterior queda de la siguiente manera:

I
[NIES

G'F
(45n)' G'F

(£811) % (£512) (£822) * (4822)* H' = (£5u)
(£51)" (£51)"

Sl_llslzﬂl - G,F

N

[N
—~
=

n
=
[y

~—
|

[NIES
—~
2|-

()
[y
[\

~—

T

I

la dltima expresion anterior se escribe de la siguiente manera

g:ri parai=1,2....p
S Sizh; = (1.17)

0 parat=p+1,...,q

donde h; es la ¢ — ésima columna de H, g;r; es el i« — ésimo elemento del vector

de tamano p x 1 distinto de cero y todos los demas elementos iguales a cero.
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Por lo tanto las ecuaciones muestrales son expresadas en forma matricial de la

siguiente manera

—1r;811 S12 gi
521 —Tz'Szz h;

Por construccion se sabe que r; # 0, en la ecuacion (2.15), dividiendo ambos

lados de la ecuacioén entre r; se tiene

1
h; = S, SZIQir_

i
sustituyendo h; en la ecuacion (2.16):

_ _ 1
811 812555 52191'; = Ti9;

811 812552 S219; = r2g;

en un desarrollo andlogo en la obtenciéon de las correlaciones canoénicas

poblacionales se tiene:

[51252_21:521 —Sllrﬂ g; =0 = 1,...,p

(821811 Si2 — Saar?| Ry =0 i=1,....p
multiplicando la primera de las dos ecuaciones anteriores por g;
9.512855 S219; — 9iS1172g; = 0
9512855 S219; = 12,5119
de donde

9251252_21 S219: 9
Q;Sngi
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De manera similar despejando a g; de la expresion (1.17) y sustituyendola en
la ecuacion (1.16), se tiene a r? en términos de h;, la cual esta dada por

RS2 87 S12hi

=r: 1=1,...,q.

Por lo tanto, 7; es el coeficiente de correlacion miltiple muestral entre gix y

hly que satisface las siguientes propiedades:
i. 812855 821 = DFD’
it. S11. = DD’

donde

D '=G= (192 - gp]

F = diag (r%,r%, e ,rz)

Notese que la i — ésima columna de D! es el vector de coeficientes g; de la

i — ésima variable canoénica g.x de la muestra.

Entonces, por propiedades de determinantes se tiene que

s S| | Su1 — S125531 S
‘511 ‘522 ’511 S22
‘DD’ — DFD’
‘DD'

p

= ‘I—F‘ =J[@-7) (1.18)

i—1
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El resultado del cociente de determinantes corresponde a la relacién entre los
dos vectores originales  y y; lo importante de éste, es que puede ser expresado

en funciéon de los coeficientes de las correlaciones muestrales.

Este cociente es conocido como la estadistica A de Wilks, que se desarrolla en

el proximo capitulo.



Capitulo 2

Pruebas de Significancia Estadistica

2.1. Pruebas

El AC parte de suponer la existencia de al menos una relacion entre el conjunto
de variables X y Y ya que es de suma importancia para la derivaciéon de las

variables y correlaciones canonicas.

Las pruebas que se desarrollan a continuacién son utilizadas para contrastar
cuantas relaciones son estadisticamente significativas, para después probar que
el resto que no se considera, sean no significativas para la construcciéon de las

combinaciones lineales del AC.

Una vez realizadas las pruebas anteriores, se procede a calcular la proporciéon
de la variabilidad total explicada por las combinaciones lineales que resultan

estadisticamente significativas del AC.

2.1.1. Prueba de Wilks usando la aproximaciéon de Bartlett

Existen pruebas estadisticas para contrastar la hipotesis nula definida como
la ausencia de relacién entre los conjuntos de variables; una de éstas, es la

aproximacion a una distribucion ji-cuadrada, atribuida a Bartlett (1941).

47
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La prueba consiste en encontrar el nimero exacto de combinaciones lineales
estadisticamente significativas que hay entre los conjuntos de variables para el
AC, es decir, probar cuantas parejas de variables estan relacionadas dentro de la

submatriz de correlaciones Rxy .

Esta prueba se realiza en dos partes; la primera consiste en verificar si existe
relacion significativa entre los conjuntos de variables y saber cuantas relaciones
son significativas; posteriormente se realiza la segunda parte de la prueba que esta
basada en mostrar que el resto de las relaciones sean no significativas para el AC.
Esta prueba esta basada en las propiedades de determinantes y fue desarrollada

por Samuel Stanley Wilks, por tanto, es conocida como la A de Wilks.

Desarrollo:

Primera parte

Se postula la hipotesis nula:

H,: Las correlaciones canodnicas py, po, ..., pr con k igual al min{p, ¢}, entre

los vectores @ y y son nulas, es decir

contra la hipotesis alternativa:

H,: Las primeras s correlaciones canonicas son no nulas y el resto lo es, es

decir

pr#0,p2 #0005 #0, psy1 =psy2=...=pp =0
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Para realizar la prueba se utiliza el resultado del cociente de determinantes de

la ecuacion (1.18) que es la estadistica de Wilks, denotada por

p
(1)
-1

(2

donde r# > r2 > -+ > r? son el cuadrado de los coeficientes de las correlaciones
candnicas muestrales, a partir de la cual, Bartlett desarroll6 una aproximacion de

la distribucién de una funciéon de la estadistica dada por:

1 S
B, =- n—ﬁ(p+q+1)] [ =7) ~x

=1

donde v = pg— (p—s)(q— s) son los grados de libertad y n es el niimero de casos.

Para valores grandes de By, se rechaza la hipotesis nula H,, es decir, dado un
nivel de significancia «, la region de rechazo es la que cumple

2 (1-a)

B1>X

Si se rechaza H,, se concluye que existen s relaciones linealmente significativas
entre los conjuntos, donde s > 1, es decir, se tiene que p; es la correlacion canénica
méas grande, py la siguiente més grande y asi sucesivamente hasta llegar a la p;
significativas para el modelo; con esto se concluye la primera parte de la prueba

y se procede a derivar la segunda.
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Segunda parte

Cuando existen s relaciones significativas, esto es, que existen s coeficientes de

correlacion distintos de cero, se tiene que probar que el resto de las k — s relaciones

2

sean no significativas para el AC, ahora bien, de la expresion [[;_, (1 —17), se

toman los k£ — s tltimos elementos del producto:

1 (-

i=s5+1

en este caso la aproximacion es

1 k
By =— [n—§(p+q+1)] m I =) ~x;

1=s+1

donde v = (p — s)(q — s) son los grados de libertad y s =1,2,...,k — 1.

Se postula entonces, la hipotesis nula:

H,,: Las correlaciones candnicas ps1, Ps+2, - - -, Pk con s < k, entre los vectores

x y y son nulas, es decir

Ps+1 :prs—l—Z:Oa-"?pk:O

contra la hipotesis alternativa:
H,,: La siguiente s + 1 correlacion candnica es no nula, es decir psy1 # 0

Asfi con esto, se concluye bajo H,, que hay evidencia suficiente para decir que

aumenta una correlacion significativa, es decir, que entonces hay s+1 dependencias
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lineales significativas entre los dos conjuntos. Bartlett afirma que la prueba es més

exacta para tamafos de la muestra n mayores que 50. 5

En la siguiente tabla se muestran los grados de libertad y la aproximacion x>

correspondientes a cada nimero de raices can6nicas muestrales.

Raices Grados de libertad Aproximacién a una x>
1 S
Primeras s pqg— (p—3s)(qg—s) — [n—§(p+q+1)] lnH(l—rf)
il
1 2
Restantes k — s (p—s)(qg—s) - [n—§(p—|—q+1)} In H (1—77)
=541
1
Total k Pq = |n =5 +a+1)| inAnp,q)

En teoria no hay un procedimiento especifico para identificar el valor exacto
de s, pero en la préactica se utilizan valores para s = 1,2,3,..., y asi aplicar la
prueba sucesivamente hasta llegar a un punto en el cual H,,, no se rechace; con
esto, se puede concluir que s6lo py, po, . . ., ps correlaciones candnicas son distintas

de cero, y el resto son nulas.

Por lo tanto el niimero total de variables entre X y Y pueden ser explicadas
con s combinaciones lineales con s < p + ¢ y las s combinaciones lineales tienen

las siguientes propiedades:

i) La prediccion de regresion multiple de cualquier variable Y con las variables

X es una funcién lineal de las s combinaciones.
i1) Cuando k = s entonces no hay correlacion nula entre los conjuntos X y Y.

i4i) Las s correlaciones canonicas no estin mutuamente correlacionadas entre si.

SDARLINGTON, “Canonical Variate Analysis and Related Techniques”,|7] pp. 10-11
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Ademas el AC es completamente simétrico entre los conjuntos X y Y, por
lo que es posible encontrar s combinaciones lineales de las variables del conjunto
Y con las mismas propiedades cuando el papel de los conjuntos X y Y son

invertidos.

2.1.2. Estadistica de Rao en relacion a la lambda de Wilks con base

en una aproximacién a una distribucién F

Es una prueba alternativa a la estadistica de Wilks pero mas potente por ser

una mejor aproximacion; entonces las hipotesis son como la prueba anterior.
Se postula la hipotesis nula como:

H,: Las correlaciones canoénicas py, po, ..., pr con k igual al min{p, q}, entre

los vectores @ y y son cero, es decir

p1:p2:”':pk‘:0

contra la hipoétesis alternativa:

Hea:p1r #0,02#0,...,ps# 0 psi1=psp2=-=p =0

Para llevar a cabo la prueba se utiliza la estadistica:

_1—W%‘mt—(%)+1

R, T
Wi pq

~ F)

donde

1
m=n-g(p+qg+1)

D=

t=1[p*¢* =4/’ + ¢ - 5)]
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n es el nimero de casos

: . k
con W como en la prueba anterior, es decir, W =[], (1 — )

Entonces R, sigue una distribucion F' con (v,v) grados de libertad, donde

v=pgyv=mt— (%)+1.

Para valores grandes de R,,, se rechaza la hipotesis nula H, a un nivel de
significancia «, si
-«
Ry > F,)
Si se rechaza H,, se concluye que existen s correlaciones significativas entre

los conjuntos, donde s > 1.
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2.2. AnAlisis de variabilidad bajo la hipétesis alternativa

Dado el nimero de dependencias lineales estadisticamente significativas que
existen entre los conjuntos X y Y bajo la hipotesis alternativa y utilizando los

resultados matriciales derivados del desarrollo del AC; surge la siguiente pregunta:

¢ Qué tanta wvariabilidad del conjunto de variables dependientes puede ser

representada por el conjunto de variables independientes?

Es importante este criterio debido a que se puede conocer la variabilidad total
que representa cada variable del conjunto Y. Para medir la variabilidad entre
conjuntos, se utiliza el coeficiente de traza, desarrollado por Hopper (1959,1962),

denotado por t? y se obtiene a partir de la matriz de correlaciones canoénicas

muestrales, definida anteriormente como F' = diag(r?,r3, ... ,7";), de la siguiente
manera
P2
72— 2ui=1 '
q

que es la suma de los cuadrados de los coeficientes de las correlaciones candnicas
muestrales entre el nimero de variables del conjunto y, entonces, la traza es

interpretada como la proporcion de variabilidad de Y.

Por ser una proporcion, el recorrido de valores de la traza esta entre cero y
uno; es cercano a cero cuando la submatriz de correlacion muestral entre x y y
tiene todos sus valores cercanos a cero, y se aproxima a uno cuando cada una de
las variables de y es combinacion lineal de las variables de x.

Dicho cociente es facil de calcular pero dificil de interpretar ya que se tiene
que analizar la proporciéon que cada combinacion lineal de & y y aporta a la

variabilidad total.
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Figura 5: Representacion grdfica del coeficiente de traza.
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Capitulo 3

Regiones de Confianza en el

Analisis Candnico

3.1. Preadmbulo

Para las regiones de confianza en el AC, se tienen diferentes grupos muestrales
de diferentes poblaciones con parametros desconocidos, por ende, la derivaciéon de
las regiones de confianza se realiza con pardmetros estimados de la poblacion; las
regiones de confianza se construyen a partir de aproximaciones de la distribuciéon
muestral, pero el sustituir parametros por estimadores crea un serio problema con
la interpretacion de las regiones de confianza ya que al tener muestras grandes y/o
muchos grupos, los datos a menudo suelen ser parecidos y esto implica pardmetros

estimados repetidos.

Para hacer una grafica de una region del (1 — «) x 100% de confianza es
necesario tener el AC ya desarrollado, ya que se necesita tener la interpretacion o
la referencia de los vectores candnicos para que cada region esté basada en estos;
sin embargo, en la practica no es posible analizar a toda la poblacion, por lo tanto,

la construccion de los ejes de referencia deben ser obtenidos forzosamente de las

o7



58 CAPITULO 3. REGIONES DE CONFIANZA EN EL ANALISIS CANONICO

variables canénicas muestrales. El inconveniente es que si se utilizan diferentes
muestras de la poblacion en estudio y se lleva a cabo un andlisis de variables
canodnicas sobre cada nueva muestra, se obtendrian cada vez nuevos y diferentes
vectores canonicos, que se sabe, estos vectores candnicos seran los ejes para

construir las regiones de confianza.

La derivacion de todos los resultados que se presentan a continuaciéon, se
encuentra con mayor detalle en el articulo de KRZANOWSKI [12] y por ende

se presentan tnicamente los resultados.

3.2. Desarrollo matemaéatico

Sean Py, Py, Ps, ..., Py, gpoblaciones de las cuales se han tomado g muestras
de tamatos ni,n9,ng, ..., n, respectivamente; correspondientes a p variables, es
decir:

Xy
X = ,
Xp

para cada n; individuos de cada grupo, la matriz X es de la siguiente manera

X1,11 X1,12 s X1,1p
. . . . P,
Xl,n11 Xl,n12 T Xl,nlp
X2,11 X2,12 s X2,1p P,
o X2,n21 X2,n22 e XQ,ngp
X = ,
Xg»ll Xg,l? e Xg,lp p
: : : : 9

Xg,ngl Xg,ngQ Xg,ngp
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Para simplificar el nimero de subindices de los elementos de la matriz X, se
utilizan los n, individuos en el ¢ — ésimo grupo y se define a z;; el vector de las

p mediciones tomadas sobre el j — ésimo individuo en el ¢ — ésimo grupo, asi

j=1,...n,i=1....,9yn=>7n;.

Debido al tamano de la matriz X, el vector de medias del i — ésimo grupo es
una expresion dificil de entender, debido a que el vector se centra en el 1 — ésimo
grupo y una vez centrado se van sumando entrada a entrada los x;; vectores del
1 — ésimo grupo, por ejemplo, para el primer grupo, la suma de las entradas de

los vectores es:

(T111,T1125 - > T11p) + (X121, T1225 -+, T12p) + -+ (T1ng1s T1mg2s - -+ 5 Tlngp)

((x111 + 2101+ + T1ng1)s
(112 + X122+ -+ T1png2),

(T11p + Trop + -+ Tinyp))

y cada entrada del vector de medias tiene n; observaciones, solo se divide cada

entrada entre n;.

Entonces el vector de medias del i — ésimo grupo es:

B IR
xi:_g Ligs
n; < J

Jj=1

la media total esta dada por
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la matriz de dispersién dentro de los grupos esta dada por

g n;
W:nigZZ(Iij_x_i)(xij_x_i)IQ

i=1 j=1

y la matriz de covarianza entre grupos esta dada por

1 S
B:—1 n; (T; — =) (T; — T) .
i=1

La matriz W mide que tan dispersos estan los datos dentro de los grupos y
la matriz B mide la dispersion entre los grupos. El desarrollo de las matrices es

necesario porque a partir de éstas, se construyen las regiones de confianza.

Por ejemplo, si las variables candnicas son representadas en dos dimensiones, las
regiones de confianza son circulos o elipses, y esferas o elipsoides si se encuentran
en tres dimensiones, en caso de que sea mayor a tres no se tiene manera adecuada

de representarlas graficamente.

Utilizando los resultados algebraicos del Capitulo 1, en particular la ecuacion

(B—IW)a=0,ydado que A = (ay,...,as) es el conjunto de vectores candnicos
y L = diag(ly,...,ls) el conjunto de raices canénicas que satisfacen la siguiente
igualdad

BA=WAL;

Para seguir con la derivacion de las regiones de confianza, lo primero es

encontrar el centro de cada region.

Sean s variables candnicas Z’ = (Zy,...,Z;), por cada una de las variables

X, definidas como combinaciones lineales Z;, = a},(X — ), entonces los valores
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de las variables canoénicas son z;j; v las medias grupales candnicas estan dadas
por Zj; y se obtienen a partir de la sustitucion de x;; y T; en la ecuaciéon de las

combinaciones lineales.

Supoéngase que las variables en el ¢ — ésimo grupo provienen de una muestra
aleatoria de su correspondiente poblacion (i = 1,...,g), y que todas las variables
siguen una distribucion normal; especificamente, los z;; son independientes e
idénticamente distribuidos N (u;, X)) para ¢ = 1,...,9y j = 1,...,n;; con p;

vector de medias de todas las poblaciones.

En consecuencia:

ain(vi,ni_lf) coni=1,...,8y
Zi = (51‘17---,3@‘5)'NN(Uz‘,nfll);

donde v; son las posiciones de las medias en los vectores canénicos a; como ejes,

asi, v; = A’ (u; — p), entonces:

(I):ni(z_i—vi)/(z_i_vi)ng

por lo tanto, las regiones de confianza basadas en ® estan centradas en z;.

La distribuciéon exacta de Zz;; es dificil de obtener, aun con la hipdtesis de
normalidad de las a;, ya que las Z;; son sumas de p productos de parejas de
variables normales, por lo que un solo producto tiene una expresion complicada,
sin embargo, para la practica con un nimero p grande, se utiliza el Teorema

Central del Limite, entonces los Z;; tienen una aproximacion normal asintotica.

Sea ®* = Xn; (u; — p) (s — p)’, con los valores de I; y a; estimados por \; y
«; respectivamente, con ¢ = 1,...,s valores y vectores propios que satisfacen la
ecuacion

(@ = AX¥)a=0.
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Anderson, T. W. (1984) dio distribuciones asintoticas de los valores a; v \;,
cuando (n — g)W sigue una distribucion Wishart con f; = (n — g) grados de
libertad y parametro X, mientras (¢ — 1)B sigue una distribucion Wishart con

fo = (g — 1) grados de libertad y parametro ®*.
Anderson afirma que si f, fo — oo de tal manera que se puede encontrar una

v > 0 tal que é — 7, entonces:
1

20 (1+7)

E(ly) = A, Eax) = ag, Var(ly) = (3.1)
vfi
1S A+ 7 1
Q=Var(ay) = — 2 ad + = 3.2
(@) fi A (= A2 T o R (3.2)
J#k=1
(1
Cov(ai,a;j) = A1 +) aojeon i # j (3.3)

v = N)2

Los valores \; y a; se distribuyen asintoticamente normal y por simplicidad se

fa
define a == = ~.
nol

3.3. Regiones de confianza

Sea Z;, la media del ¢+ — ésimo grupo sobre la k — esima variable canoénica, es
decir,

Eik = a;(fz — f) = akl(fﬂ — fl) + -+ akp(@p — fp).

Para aj, fijo, se sabe que Zy ~ N(vy,n;'), donde vy = aj(u; — p) y

ar = (ag1,...,arp) ~ N(og,Q), con  definido en la ecuacion (3.2) y sea
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Gk = ag(pi — ) ¥y G = (G, Gizy - -+ Gis)'

Utilizando las propiedades de la esperanza condicional para Z;; se tiene

E(Zy) = E[EZu | ar)] = Eaj, (i — p)] = aj (i — p)

E(Zir) = Gin (3.4)

El valor (;; es la posicion de la i — ésima media poblacional con la k — ésima

variable canonica poblacional («y), como eje.

Dada E(Z;) v que Z; sigue una distribucién normal, es necesario encontrar el
valor de la Var(z;), de esta forma, se tienen los parametros de la distribucion

normal de Z;.

Utilizando propiedades de la esperanza y varianza, y la ecuacion (3.4) se tiene

Var(Ziy) = Eo{VarZu|a)}+Vary [EEZu | ax)]

1
= £, () + Varu o - )

-1 + (i — ) Qpi — p) (3.5)

n;

La matriz de dispersion de las regiones de confianza, se obtiene utilizando la

ecuacion (3.3),

Qjek(l +7)
(n —g)v(0; — 6k)?

COU(EZ‘J',EZ‘]C) = —

ajay, con k # j (3.6)
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(1 + lz)

(g—1)
con la ecuacion (®* — AX)a = 0 y cada uno sigue una distribucion Wishart con

donde 6; =

son valores que se sustituyen por A;, a; por ; que cumplen

fi = (n — g) grados de libertad.

Por lo tanto Zz;; sigue una distribucién normal con
E(Zi) = Car

Var(zi,) = nl + (i — ) Qi — )

)

0,0,(1+ )
(n—g)v(0; — O0k)?

Cov(Zij, Zik) = — aja) con k#j
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3.3.1. Ejemplo teoérico sobre dos ejes de variables candnicas

Para ilustrar el desarrollo de las regiones de confianza, supongase que se tiene
el grupo de medias y los primeros dos ejes de variables can6nicos, es decir, dado el
vector de medias canonico para el i —ésimo grupo que esta denotado por (Z;1, Zi)/,
este vector tiene una distribuciéon normal bivariada con media ({1, (o) v matriz

de dispersion:

donde v;; y v estan dados por (3.5) con k = 1,2 respectivamente, mientras ¢;
estd dada por (3.6) con k,j = 1,2 respectivamente; entonces se busca una region
de confianza para el vector ((;1, (;2)’, sobre la i — ésima posicion de las medias con

las primeras dos variables canénicas como ejes.

Una vez que se tiene la derivacion de las regiones de confianza, entonces:

-1
_ _ Vit G Zin — Gt
(Zin — G, Ziz — Gi2) _ ~ X3
Ci  Uig 242 — @'2

Dado que sigue una distribucion % se encuentra la region al nivel
(1 — a) x 100 % de confianza para el vector ({;1, (;2)" que es una elipse centrada
en (Z;1,%2)’, con limite en los puntos criticos x3 ;) de una distribucion x3 con

2 grados de libertad.

Sean y; v v, los valores de las coordenadas a lo largo de los dos primeros ejes

respectivamente, el desarrollo de la ecuacion de la elipse se muestra a continuacion:

Vi1 —C
—Ci Ui Yo — Zi2

= = .2
(?JQ — Zi2, Y1 — Zil) 5 . = X2,(1-a)
Vitliz = €y — Zn
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= (1 —Za) [va (1 — Za) — ¢ (Y2 — Zi2)]

+ (2 — Zi2) [—¢i (y1 — Zin) + vio (Y2 — Zi2)] = (virvio — C?)X%,u_a)
= v (1 — zz‘1)2 —2¢; () — Zin) (Y2 — Zi2) + vi2 (1 — E1‘1)2 = (vaviz — C?)X%,(l—a)

La elipse tiene parametros estimados, por lo que tiene un parametro que
determina el grado de desviacion de la elipse con respecto a una circunferencia,

mejor conocido como excentricidad dada por

(Uz‘lvz‘z - C?)%/Uﬂ

y el area esta dada por

2\% 2
T(viviz — ;) *X2,(1-a)-

La ecuacién de la elipse no debe ser usada directamente con los valores de
Vi1, Vi2 V ¢; ya que son desconocidos; todo este desarrollo es para sustituir a 6; por
(1+1)/(g—1), a; por oy y ¢;j por Z;;; ¥y una vez sustituidos, se evaltian en la

ecuacion de la elipse y entonces la excentricidad y el area son calculadas.

Existen argumentos que sugieren la utilizacion de las elipses para la
representacion de las regiones de confianza; uno de estos, es que la variabilidad
entre grupos estd mejor representada, otro argumento es que al obtener los datos
por un muestreo estadisticamente incorrecto, las elipses no muestran una gran
diferencia en la direccion de los ejes de cada una. Ademés, al utilizar elipses en

lugar de circulos, se sabe cual de los ejes es el que aporta mayor variabilidad.

El desarrollo de las regiones de confianza en forma de elipses, es recomendado
cuando el nimero de grupos es pequeno, ya que encierra mas variabilidad dentro
de cada grupo, y si se tiene un nimero grande de grupos, es muy probable que

las elipses se traslapen entre si.
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Al graficar las regiones de confianza en forma de elipses, y notar que las elipses
se traslapen, es necesario recurrir a un desarrollo alternativo de las regiones de

confianza, conocido como regiones de confianza alternativas.

3.4. Regiones de confianza alternativas

Las regiones de confianza alternativas son casos particulares de las regiones de
confianza (RC) ya desarrolladas, éstas son creadas a partir de los inconvenientes
graficos que llegan a ocurrir, dichas regiones alternativas se desarrollan debido a
que en el AC pueden existir muchos grupos y/o el nimero de individuos dentro
de cada grupo es grande. Al realizar el desarrollo de las RC y encontrar uno o
varios “inconvenientes”, es necesario tener claros los objetivos del estudio, para

saber qué desarrollo alternativo se debe utilizar.

3.4.1. Individuos medios

El individuo medio estd definido por la observaciéon més cercana a la media
dentro de cada grupo. Sin pérdida de generalidad, si existen dos observaciones
que tienen la misma distancia respecto a la media dentro de cada grupo, se utiliza

cualquiera de éstas dos.

Las regiones de confianza para los individuos medios se desarrollan de la misma
manera que en las RC, con la diferencia de que dichas regiones estan centradas
en los individuos medios de sus respectivos grupos; por lo que también se busca
que la dispersion entre los grupos sea méxima con relacion a la dispersion dentro

de cada grupo.
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A diferencia del desarrollo de las RC, se debe cumplir el supuesto de
normalidad, con la misma matriz de covarianza para todos los grupos, es decir,
se tiene que cumplir que ¥y = 3g = --- = X, entonces se tiene una hiperesfera
centrada en cada individuo medio para los g grupos; cuando la hipdtesis anterior
es rechazada, no se puede determinar los ejes comunes de representaciéon. En la
practica, la hipotesis de igualdad de covarianzas raramente se cumple, a pesar de
esto, si los signos de los elementos de las matrices de covarianzas muestrales de
cada grupo no cambian de un grupo a otro, la orientacion de las hiperesferas no

es significativamente distinta y atin es posible realizar el anélisis.

Dado un nivel de confianza (1 — «), las regiones alternativas estan dadas por

Ra—q) (N —g)p
n; (N—g—p+1)

donde R%l_a) = p(-a)

por lo tanto, los radios son:

N —
Ri_a) = \/F(la)< ( 9)p con i=1,....g

N—g—p+1)n,
donde F(1=) es el cuantil (1 — a) x 100% de la distribucién F de Fisher con

(p, N —g—p—+1) grados de libertad, p es el nimero de variables observadas, g el

de grupos, N el total de individuos y n; los individuos en el grupo ¢ — ésimo.

Si todos los grupos tienen el mismo nimero de individuos, los radios son los

mismos para todas las regiones.



Capitulo 4

Errores y posibles soluciones en el

Analisis Candnico

4.1. Principales errores y causas por las que ocurren

Al utilizar técnicas estadisticas para saber si existe o no algtn tipo de relacion
entre dos conjuntos de variables, muchas veces se llegan a cometer errores en el
andlisis, desarrollo, derivacion o interpretacién de los resultados; en el presente

capitulo se ejemplifican los errores mas comunes, asi como sus posibles soluciones.

Algunos errores son originados por:

i) Practicas de prediccion.

Predecir cierto rendimiento en dos baterias.

i1) Teoria acerca del contenido de la relacion entre dos conjuntos.

Considerar independencia cuando existe dependencia entre las variables.

iii) Por las variables medidas en dos ocasiones.

Estudios longitudinales, Tiempo 1 contra Tiempo 2.

iv) Temas de relaciones personales.

Esposo y esposa, estudiante y profesor.
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Los errores anteriores no son mutuamente excluyentes entre ellos, es decir, se
puede dar el caso de cometer los cuatro en un mismo analisis y las tres principales

causas por las que ocurren son las siguientes:

La primera, es cuando no se postulan adecuadamente las hipotesis para probar
la relacion que existe entre los conjuntos de variables y por ende existen diferentes
pruebas estadisticas que pueden ser utilizadas para cada hipotesis diferente.

La sequnda y la mas frecuente en el AC, son los errores en los calculos
matriciales, esto ocurre por tener una teoria matematica inadecuada o mal
entendida dada la hipotesis postulada y /o por una mala utilizacion en los paquetes
computacionales.

La tercera razon incluso cuando el AC es adecuado dadas las hipdtesis y el
objetivo del problema, es que existen varias teorias y anélisis diferentes que se

puede llegar a pensar que son adecuados cuando en realidad no lo son.

4.2. Errores causados por la utilizacién de los

paquetes estadisticos

Los grandes y complejos célculos matriciales que involucra el AC, han llevado
al desarrollado dentro de los paquetes estadisticos de bibliotecas (libraries) o
herramientas especificamente para el AC, pero a pesar de esto, dicho anélisis
no es tan conocido como otras técnicas estadisticas, es por esto que en la practica
surgen problemas que conllevan varias complicaciones, y por ende un mal anélisis y
resultados erréneos; entonces, el primer problema, es que los programas y paquetes
estadisticos tienen algoritmos para métodos méas sencillos que no requieren de
grandes y complejos calculos o simplemente no cuentan con estos para realizar el

AC.
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El segundo error, es causado por algunos paquetes estadisticos ya que estos, no
arrojan estadisticas o resultados auxiliares que son necesarios para la validacion
de los supuestos, debido a que se necesitan descargar bibliotecas especificas como

en el caso de R y con ésto, poder concluir correctamente.
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Capitulo 5

Recomendaciones para evitar

errores en el Analisis Canénico

5.1. Selecciéon del conjunto de variables y

verificaciéon de objetivos en el Analisis Canénico

El AC tiene un sustento matematico sélido en el sentido en que los conjuntos
de variables a analizar, no tienen un gran ndmero de supuestos que deban ser
validados respecto a otras técnicas estadisticas, es decir, al utilizar el AC se puede
tomar el menor nimero de restricciones sobre los tipos de variables que pueden
ser utilizadas o que necesitan ser estudiadas, pero si se utiliza otra técnica que
no es la adecuada por los supuestos que deben seguir las variables, la dificultad
en la interpretacion de los resultados o de los objetivos a lograr aumenta. Por lo
tanto, es importante tener los objetivos del estudio claramente definidos antes de
realizar el andlisis, para asegurar que el AC sea aplicado correctamente, es por
esto que el analista tiene que considerar dos puntos muy importantes; el primero
es la seleccion del conjunto de wvariables, y el segundo es la verificacion de los

objetivos en el andlisis.
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5.1.1. Seleccién del conjunto de variables

El AC es adecuado para datos que pueden ser agrupados en conjuntos de
variables y dado que el objetivo se encuentra claramente definido, se tiene que
dar a cada conjunto de variables un valor tedrico (peso), del por qué estan siendo
relacionadas entre si. Los resultados que se obtienen del AC, son sensibles a
los cambios de las variables de un conjunto a otro, es decir, los resultados se
derivan tanto de las correlaciones entre las variables en cada conjunto como de la
correlacién entre variables candnicas entre conjuntos, es por esto que al realizar
un cambio de alguna de las variables de un conjunto a otro, cambia notablemente

la estructura de las variables canoénicas.

5.1.2. Importancia de la matriz de correlacién R en la

seleccion de variables

Al utilizar el AC es util pensar solo en el conjunto de variables a analizar y
no querer saber en primera instancia, si son independientes o dependientes, sin
embargo, va que se deduce que pueden o no compartir una relacion, es factible
hacer referencia a los conjuntos de variables miltiples que se correlacionan, es
por esto que s6lo se debe de tomar en cuenta la relaciéon que existe entre los dos

conjuntos, es decir, la matriz de correlacion R.

Para corregir errores que se ocasionan en la derivacion del anéalisis de los dos
conjuntos de variables X y Y, se deben realizar y analizar las siguientes preguntas

respecto a R:

i) Preguntarse acerca del nimero de relaciones independientes entre los dos

conjuntos de variables.

ii) Acerca de los grados de redundancia entre los dos conjuntos.
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i4i) Sobre la similitud o semejanza de la matriz de correlacion R y la matriz de

covarianza .

Dado el objetivo y los conjuntos de variables a analizar, es importante
considerar la matriz R, pero en la mayoria de los casos, realmente lo que se
analiza son las submatrices de ésta, es decir, Rxy, Rxx y/o Ryy, ya que la
hipotesis indica cual de éstas hay que analizar con mayor detenimiento. En la
practica el analista da cierto “valor” o “ponderacién” a las variables originales y
con esto, crea un nuevo conjunto entre las variables originales y las ponderaciones,
pero estos conjuntos “forzosamente” relacionados pueden ser muy diferentes, es
decir, se puede dar el caso en el cual varias variables tengan altas ponderaciones
y baja correlacion, mientras otras variables pueden tener baja ponderacion y una
alta correlacion. En teoria es preferible utilizar altas correlaciones, aunque en la

practica se consideran las condiciones del problema.

5.1.3. Verificaciéon de los objetivos en el anilisis

El AC puede tener una gran cantidad de objetivos debido a las pocas
restricciones en las variables; en la mayoria de los casos, son de investigaciéon

y se puede incluir uno o todos los siguientes:

1. Establecer si los dos conjuntos de variables son independientes o determinar

la importancia de las relaciones que puedan existir entre los conjuntos.

5. La obtencion de una matriz de pesos o ponderaciones dadas por las
condiciones del problema para cada conjunto de variables dependientes e
independientes de manera que las combinaciones lineales de cada conjunto

sean lo més altamente correlacionadas.

111. Explicar el porqué de las relaciones existentes entre los conjuntos de variables
dependientes e independientes y a su vez, medir la contribuciéon de cada

variable.
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5.2. Diseno del Analisis Candnico

Para llevar a cabo el diseno del AC es necesario considerar un tamano de
muestra adecuado, el error de medicion de las variables, su aportacion en el

andlisis, los datos faltantes y los valores extremos.

5.2.1. Tamano de muestra y error de mediciéon

Antes de empezar con el tamafio de muestra, se tiene que dejar claro que el
principal problema se encuentra en la medicién de los datos, ya que se sabe que la
medicion es un proceso esencial; existen algunas variables que son relativamente
sencillas de medir, por ejemplo la edad o el niimero de hijos, mientras que otras
tienden a tener cierto grado de subjetividad que hace especialmente dificil su
medicién, como la intensidad de dolor o el concepto de calidad de vida; en cualquier
caso, el proceso de mediciéon conlleva siempre algin grado de error, es por esto,
que existen factores asociados a los individuos, al observador o al instrumento de
medicién que pueden influir en la variabilidad de los datos, como es el caso de
la temperatura corporal en la que pueden aparecer errores en el registro debido

tanto al estado del paciente, como a defectos en el termémetro utilizado.

Las diversas cuestiones relacionadas con el impacto del tamano de muestra y la
necesidad de un nimero suficiente de observaciones por variable, se encuentra con
frecuencia en los anélisis multivariados. En la mayoria de los analisis estadisticos,
se tiende a incluir muchas variables independientes por una variable dependiente,
sin darse cuenta de las implicaciones para el tamano de la muestra, es decir, se
sabe que si son pequenos no son representativos y tienden a arrojar correlaciones
enganosas o relaciones significativas cuando no lo son y viceversa; en el otro caso,
muestras muy grandes dan una tendencia a que las variables en un modelo, sean

estadisticamente significativas cuando no lo son.
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Entonces, el tamano de muestra adecuado se relaciona con la “confiabilidad”
de los resultados, el error de medida durante el intervalo de recopilacion de los
datos y la subjetividad o importancia que le dé el analista a esta recopilacion;
pero es recomendable al menos 25 observaciones por cada variable independiente

para evitar “sobre ajuste” en el modelo.

5.2.2. Las variables y su aportaciéon en el analisis

El AC es el menos restrictivo de todos los analisis multivariados, en el
sentido en que las variables pueden ser métricas o no métricas y dependientes
o independientes y aun asi tener poca importancia para la estimacion estadistica
dentro del AC, esto ocurre, porque el método se concentra en calcular los pesos
de las variables originales maximizando de esta forma las correlaciones cano6nicas
y eligiendo las variables canonicas; ademas no pone especial énfasis en alguna
variable. Sin embargo, debido a que la técnica produce variables para las cuales
estd maximizada la correlacion entre ellas, para alguna en cualquiera de los
conjuntos se refiere a todas las deméas en ambos conjuntos por lo que la eliminacién

o exclusion de una sola variable puede afectar a todos los resultados.

La solucion de estos inconvenientes estd en manos de los especialistas, ya que
ellos son los que deben estar conceptualmente familiarizados con los conjuntos
de variables antes de la aplicacion del AC; esto hace que la relacion entre las
dependientes e independientes tenga una base conceptual solida para todas las

demas.

5.2.3. Datos faltantes y valores extremos (outliers)

Al igual que en otras técnicas multivariadas, existen diferentes procedimientos

para la imputacién de datos faltantes, los mas conocidos son: la estimacion de
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los valores por medio de una media aritmética, por una interpolacion en el caso
longitudinal, por una regresion polinomial entre otros; el procedimiento que se
utilice para la imputacion de los datos, depende del contexto de los datos faltantes,
ya que si estos surgen aleatoriamente, pueden ser imputados con los métodos mas
comunes; pero si no provienen de eventos aleatorios, sino que faltan por errores de
instrumentos de medicion, por ejemplo, una méaquina que mide la temperatura de
cierto lugar que deja de funcionar por un largo periodo de tiempo, la imputaciéon

de los datos requiere de un anélisis especifico para estos.

Los valores extremos o outliers, se pueden detectar mediante métodos de
analisis univariados y multivariados, y en todos estos, lo mas comin es la
eliminacion de las observaciones que los contengan, pero si se eliminan un
gran nimero de observaciones, se pueden producir cambios sustanciales en los

resultados del AC.

5.3. Supuestos

Algunos supuestos no son estrictamente necesarios, pero la interpretaciéon de

los resultados en el AC, mejora si se consideran los siguientes supuestos:

5.3.1. Linealidad

La linealidad es importante para el AC y afecta a dos aspectos de los resultados
de dicho anélisis; en primer lugar, las correlaciones candnicas entre el par de
variables esta basado en una relacion lineal, si las variables se relacionan de una
manera no lineal, la relacion no serd coherente con el coeficiente de correlacion
canonica; en segundo lugar, el AC maximiza la correlacion lineal entre las variables

y aunque el AC es el método multivariado general, sigue estando obligado a la
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identificaciéon de relaciones lineales, es por esto que, si la relacién es no lineal

entonces una o ambas variables tendran que ser transformadas si es posible.

5.3.2. Normalidad Multivariada

El supuesto de normalidad en las variables, es el méas deseable, ya que
implica que se tienen todos los supuestos necesarios para derivar las correlaciones
canoénicas rmuestrales; esta hipotesis puede obviarse cuando se dispone de un
nimero suficiente de datos por cada variable, aunque siempre se tiene que probar

dicho supuesto.

5.4. Significado de las variables canénicas y

criterios para la eleccién

Una vez que los conjuntos de variables se han identificado argumentados por los
objetivos del analisis, el siguiente paso del AC es obtener las variables candnicas
(Capitulo 1). Cada variable candnica consta de un par de variables, una que
representa a las independientes y la otra que representa a las dependientes; el
nimero méaximo de variables canoénicas que pueden ser obtenidas de los dos
conjuntos de variables es igual al ntmero de variables en el conjunto més
pequeno, ya sean independientes o dependientes. Por ejemplo, cuando cierto
problema de investigacion consta de cinco variables independientes y tres variables
dependientes, el nimero maximo de variables can6nicas que se pueden obtener es

tres.
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5.4.1. Significado de las variables canénicas y su rotacion

El AC estd estrechamente relacionado con el analisis de componentes
principales, ya que la rotaciéon de las variables canénicas se considera como
una interpretaciéon entre los conjuntos de variables, es decir, ya que la rotacion
no cambia la suma de los cuadrados de coeficientes de correlaciéon canodnica,
simplemente da lugar a un modelo estadistico més sencillo; cabe senalar, que cada
par de variables es ortogonal (independiente) de todas las variables que se deriven.
La variabilidad de la primera variable candnica que se deriva es la maxima de todo
el conjunto de variables, la segunda variable canonica se construye maximizando la
variabilidad restante, y asi sucesivamente, hasta que todas las variables canénicas

han sido derivadas.

Algunos autores no recomiendan la rotaciéon para la interpretacion del AC,
ya que puede reducir la optimizacion de las correlaciones canénicas cuando cada
par de variables canoénicas es derivado, es decir, al aplicar una rotacion, se tienen
resultados diferentes en la matriz R, por lo que se puede llegar a concluir que
existe relacion entre pares de variables cuando en realidad no lo hay, y viceversa;
por lo tanto, a pesar de que la rotacién puede mejorar la interpretacion de los

resultados, se recomiendan ser cautelosos al utilizar la rotacion en el AC.

5.4.2. Criterios importantes para elegir las variables

candnicas a interpretar

Al igual que en la mayoria de las técnicas estadisticas, la practica mas comin es
analizar que variables canoénicas son estadisticamente significativas considerando

un p-value menor de 0.05.

Se cree que un unico criterio como el nivel de significancia, es demasiado

superficial o carece de “fuerza” para poder tener suficiente evidencia para tomar
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una decisién, es por esto que, se recomiendan tres criterios, que son: el niwvel de
significancia estadistico, una alta correlacion entre las variables canonicas, y el
nivel de redundancia para el porcentaje de variabilidad explicada entre los dos

conjuntos de variables.

Otro criterio importante para saber si las variables y correlaciones canonicas
son adecuadas y tienen importancia para el anélisis, son las diferentes pruebas de

significancia que se trataron en el capitulo 3, que son:

i. La Prueba de Wilks usando la aproximacion de Bartlett.

1. La estadistica de Rao en relacidon a la lambda de Wilks con base en una

distribucion F.

iii. Andlisis de variabilidad bajo la hipotesis alternativa

5.5. Interpretaciéon de las variables candnicas

El paso 5 es el mas importante de las recomendaciones y antes de continuar
con el ultimo paso, se debe tener en cuenta que las correlaciones canoénicas
sean estadisticamente significativas; es por esto, que se deben realizar las
interpretaciones correctamente y si es posible analizar de nuevo todos los
resultados para tener fundamentos importantes y necesarios para la interpretacion

de las variables canénicas.

Las interpretaciones en el AC son de gran importancia, porque cada una de
las variables originales tiene una relativa relacién con las variables canonicas,
es por esto, que al realizar la interpretacion de las variables canénicas hay que
tener en cuenta, la importancia de las variables canonicas, la estructura de las

correlaciones, las cargas candnicas cruzadas y los coeficientes canonicos.
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5.5.1. La importancia de las variables candénicas

La interpretacion de las variables canénicas implica el analisis de la magnitud
o peso asignados a cada variable original por el especialista, las variables con
mayor peso relativamente tienen una contribuciéon mayor a las variables canoénicas,
por ejemplo, un peso pequeno puede significar que su correspondiente variable
es irrelevante para determinar una relacion o que ha sido excluida de la relacion
debido a un alto grado de colinealidad; un problema con el uso de los pesos, es que
estos estan sujetos a una considerable inestabilidad y todo esto es debido al tamano
de una muestra a otra, esta inestabilidad se produce porque el procedimiento del
desarrollo en el AC maximiza las correlaciones canénicas para una muestra en
particular de la variable observada ya sea dependiente o independiente, es por
esto que se recomienda cautela en la utilizacion de pesos para interpretar los

resultados.

5.5.2. La estructura de las correlaciones

Las correlaciones canénicas han sido cada vez mas utilizadas como base para
la interpretacion debido a las deficiencias inherentes o problemas que traen
consigo los pesos canodnicos, las correlaciones canonicas sirven para medir la
correlaciéon lineal o la relacion entre una variable original en el conjunto de
variables dependientes o independientes con el conjunto de variables canonicas, es
decir, refleja la variacion que existe entre las variables observadas con las variables
canobnicas y se puede interpretar como un factor de peso en la evaluacion de
la contribucién relativa de cada variable para cada combinacién canoénica; dicha
interpretacion es interesante, en el sentido en que los criterios que se utilizan para
determinar la interpretacion de las correlaciones candnicas son los mismos que
con el andlisis de factores. Las correlaciones canonicas como pesos a considerar,

también pueden estar sujetos a una considerable variabilidad de una muestra
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a otra; este tipo de variabilidad sugiere que las correlaciones y por lo tanto las
relaciones que se les atribuye, pueden deberse no tanto al tamano de muestra, sino
a factores externos. Sin embargo, las correlaciones candnicas se consideran mas
aceptables que el peso como un medio de interpretacién por la natural interaccion

entre las variables.

5.5.3. Cargas canodnicas cruzadas

Otra forma de interpretacion de las variables canénicas es mediante el calculo de
las cargas candnicas cruzadas, que es simplemente una forma alternativa sugerida

para dar un enfoque diferente a las correlaciones candnicas.

Este procedimiento consiste directamente en analizar si existe relacién entre
las correlaciones de las variables originales y las de las candnicas. Las cargas
convencionales son las correlaciones de las variables originales con sus respectivas
variables canénicas después de haber méximado las correlaciones entre los dos
conjuntos de variables canonicas (dependientes e independientes) entre si. Como
se senald anteriormente, también esto puede parecer similar a la regresion maltiple
pero se diferencia en que cada variable independiente, se correlaciona con todo
el conjunto dependiente en lugar de una sola variable, asi, las cargas candnicas
cruzadas proporcionan una medida directa de interpretacion de las relaciones que
existen entre las variables dependientes e independientes mediante la eliminaciéon
de un paso intermedio que se realiza en las cargas convencionales. En algunos
analisis, no se calculan las cargas candnicas cruzadas entre las variables originales

y las canodnicas, en tales casos, los pesos candnicos son considerados semejantes.
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5.5.4. Coeficientes canénicos

Lo més comun es que al identificar las correlaciones candnicas estadisticamente
significativas, se les llame coeficientes canonicos; pero existen varios coeficientes
adicionales que pueden ser calculados para aumentar la variabilidad explicada,
pero el uso de estos coeficientes adicionales es un tanto problemética, sin embargo
para algunos investigadores es necesario tomarlos en cuenta por el origen del

problema.

Cabe mencionar que han surgido un sin fin de problemas en la aceptacion
de los términos o definiciones que deben emplearse para hacer referencia a
conceptos diferentes, por ejemplo, para algunos autores los pesos canénicos son
los coeficientes candnicos, o la dimension canénica son las variables canoénicas, o la
correlacion canodnica es la relacion entre los conjuntos de variables; entonces, para

utilizar un mismo concepto se interpretan los coeficientes de la siguiente manera:

» Coeficientes de estructura

Los coeficientes de estructura canoénicos son particularmente importantes. De
esta forma, Meredith (1964) sugiere que, si las variables dentro de cada conjunto
estan intercorrelacionadas moderadamente, entonces la posibilidad de interpretar
a las variables canonicas por inspeccion de los pesos (coeficientes) de regresion

apropiados, es practicamente nula.

Kerlinger y Pedhazur (1973) argumentan: Un AC también produce pesos, los
cuales, teoricamente al menos, son interpretados como pesos de regresion. Estos

pesos parecen ser la relacion débil en la cadena del analisis de correlaciéon canénica.

Levine (1977) sugiere que se deben interpretar los coeficientes de estructura

si se desea obtener informacion acerca de la naturaleza de la relaciéon que existe
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entre las correlaciones canonicas y el conjunto de variables originales y no quedarse

unicamente con el calculo de los puntajes.

Es decir, el cuadrado de los coeficientes de estructura candnicos representa la
proporcion de variabilidad linealmente compartida por una variable dentro del
conjunto de las variables canoénicas. Este hecho no es intuitivamente obvio por su

forma matricial.

RW =D (5.1)

donde W es la matriz de coeficientes de la funcion de las dos variables criterio y

D es la matriz de coeficientes de estructura.

El caso mas sencillo de (5.1) para el criterio del coeficiente de estructura es
cuando la funcién canoénica y los coeficientes de estructura son los mismos, es
decir, que las variables de los conjuntos estidn no correlacionadas unas con otras,

esto es, cuando Rxx o Ryy constituyen una matriz identidad, entonces:

W=D

= Coeficientes de comunalidad y adecuacién

Como los coeficientes de estructura canoénica, parten de otros dos coeficientes
canodnicos, como en el andlisis de componentes principales o factores, las variables
son no correlacionadas unas con otras y la suma del cuadrado de todos los
coeficientes de estructura proporciona el valor del coeficiente de comunalidad

segin Thompson(1980) y Thorndike (1977). Este valor indica qué proporcion de la
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variabilidad de cada variable es reproducible a partir de los resultados canénicos,
esto es, que tan tutil es cada variable en la representacion canoénica. El promedio
de todos los cuadrados de los coeficientes de estructura para las variables en
un conjunto con respecto a una funcion, representa el coeficiente de adecuacion
canoénica. Es decir, estos coeficientes indican qué tan adecuada, en promedio, es
la representacion de la variabilidad de un conjunto de variables canoénicas con

respecto al total de la variabilidad del conjunto original.

» Coeficientes de redundancia y anéalisis

Stewart y Love (1968) definen el llamado indice de redundancia que es la media de
los coeficientes al cuadrado de la correlacion miultiple para predecir las variables
de un conjunto por el otro conjunto y hace referencia a la proporciéon promedio de
variabilidad en las variables de un conjunto que esté representado por las variables
en otro conjunto. Una correlaciéon candnica relativamente fuerte puede obtenerse
entre dos funciones lineales, aun cuando estas funciones lineales no expliquen
una proporcion de variabilidad significativa para sus respectivas variables, por
como estd construido el indice de redundancia a diferencia de las correlaciones
canoénicas, es una medida en general no simétrica, en el sentido en que dadas
las combinaciones lineales, los coeficientes de redundancia no son los mismos

coeficientes.

Wollenberg (1977) argumenta que el anélisis de redundancia obtiene combina-
ciones lineales no correlacionadas de las variables predictoras con varianza uno,
de tal forma que la media de las correlaciones al cuadrado con las variables del
otro grupo sea maxima. Es decir, se maximiza el indice de redundancia entre la

combinacion lineal de un conjunto de variables y el otro conjunto.

El coeficiente de redundancia, en el sentido estricto, no es multivariado ya

que no se ve afectado por la correlacién dentro de las variables dependientes; sin
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embargo, es multivariado en el sentido de que involucra las variables dependientes

para su calculo.

Si las funciones candnicas son calculadas para optimizar las correlaciones
canoOnicas, entonces surge la siguiente pregunta: jpor qué se querria consultar un
coeficiente que no es multivariado y que no es utilizado como parte del andlisis?.
Wollenberg (1977) noté que el analisis de correlaciones canodnicas sélo maximiza
una parte del coeficiente de redundancia en si, es decir, las correlaciones canénicas
maximizan la relaciéon entre cada una de las combinaciones lineales que pueden
no estar relacionadas con los conjuntos de variables originales, de manera inversa,
la maximizacion del coeficiente de redundancia puede estar relacionado con los
conjuntos de variables originales. Entonces, se utiliza la técnica que permite ver
cuanta relacion debe estar dada para optimizar la redundancia o la correlaciéon
candnica, esta técnica tiene por nombre “factorizacién redundancia-canoénica”

presentada por DeSarbo (1981).

Los coeficientes de redundancia en el AC tienen un valor limitado; Thompson
sugiere que: un coeficiente de redundancia puede tomar el valor de 1 sélo cuando
las dos variables comparten el 100% de la variabilidad, y una variable canénica
representa perfectamente a las variables originales en su dominio. El coeficiente
de redundancia para explicar el conjunto de la variable y con la variable & como

el valor promedio del cuadrado de las correlaciones entre x y y, se denota como:

1
Ry(y | ©'a) = 50/RymRmya

donde « es el vector de los coeficientes para la combinacion lineal de a.
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Entonces la redundancia total para explicar el conjunto de la variable y con el

conjunto de la variable @ a través de las combinaciones lineales es:

R(y | @) = Y Ra(y | a),

por la construccion del coeficiente, se puede demostrar que:

t,(Ryz R Ryy)
Rly | @) = e e,
T vy

y se denota como:

k

1 _

R(y | x) :25R§:R2
j=1

donde R]Z. es el coeficiente de correlacion multiple al cuadrado en una regresion
entre la variable & y y. Por lo tanto, el coeficiente de redundancia puede ser
interpretado como indice, el cual evalia qué tan bien estan representadas las

relaciones dentro y entre los conjuntos de variables por las k-variables candnicas.

El analisis de redundancia en el AC, tiene mas sentido cuando el objetivo
principal es la derivacion de las funciones que “capturan” la mayor variabilidad de
las variables originales. Stewart y Love (1968) publican la presentacion del indice,
considerando la utilidad de dicho indice Rgz. como un indice de resumen y no como

una herramienta analitica.
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» Coeficientes de indice

Los coeficientes definidos “coeficientes de indice” por Thompson y Frankiewicz
(1979), son también considerados como coeficientes de correlacion. El calculo de
la matriz para el caso en que el primer conjunto tenga n variables y el segundo m

es:

Rll(nxn)Wl(nXm) = Sl(nxm)

R12(nXm)W2(m><m) = Il(n)(m)
Ra2(mxm)Wa(mxm) = S2(mxm)

R21(m)<n)W1(n><m) = I2(m>(m)

Donde R representa los distintos cuadrantes de la matriz de correlacion, W
representa las “ponderaciones” o las matrices de los coeficientes de funciones (que
es el min(n,m)), S e I, representan las matrices de coeficientes de estructura
canonica y coeficientes de indice respectivamente. Los coeficientes de indice
representan la correlacion entre los resultados originales, las variables ponderadas

y sin ponderar.

Estos indices, segun Kuylen y Verhallen (1981), son més conservativos, menos
exagerados que los coeficientes de estructura y forman una base més solida para

una interpretacién adecuada.
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5.6. Limitaciones y validaciéon de los resultados

Los resultados del AC deben ser validados con diferentes procedimientos para
asegurar que los resultados sean especificos y correctos, es decir, que la validacion

de los resultados de la muestra se generalice a la poblacion.

Un procedimiento, es la obtencion de dos muestras (si el tamano de la muestra,
los costos y el tipo de estudio lo permite) y realizar el analisis en cada muestra
por separado; con esto, se puede comparar la similitud de todos los resultados
del AC; si se encuentran diferencias marcadas en la mayoria de los resultados,
se debe considerar una investigacion adicional para garantizar que los resultados

finales sean representativos.

Aunque son pocos los procedimientos de validacion para los resultados que
se han desarrollado especificamente para el AC, se debe tomar en cuenta las

limitaciones de los resultados que puede tener dicha técnica.

Entre las limitaciones que pueden tener mayor impacto en los resultados y su

interpretacion son las siguientes:

1. Las correlaciones canonicas representan la varianza explicada por las
combinaciones lineales de los conjuntos de variables y no la varianza explicada

por cada una de las variables.

2. La interpretacion de las variables canoénicas puede ser dificil porque es
calculada para maximizar la relacién, y las “ayudas” para la interpretacion
como la rotacion de variables en el analisis de factores o en componentes

principales son limitadas.
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3. En algunas ocasiones, es dificil identificar las relaciones estadisticamente
significativas entre los conjuntos de variables dependientes e independientes
yva que los calculos y estadisticas precisas atin no han sido desarrolladas en
su totalidad para interpretar un AC, y por ende se llega a recurrir a pruebas

estadisticas inadecuadas.

Estas limitaciones no tienen por objeto desalentar la utilizacion del AC, més
bien, se hacen notar para aumentar la eficacia del andlisis y ademés en la mayoria

de los casos no repercute en los resultados, aunque es mejor contemplarlos.
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Capitulo 6

Técnicas Multivariadas relacionadas

con el Analisis Candnico

6.1. Relacion del AC con otras técnicas multivariadas

El AC es una técnica que permite estudiar la estructura de varios grupos
de individuos con respecto a un conjunto de variables observadas. La condicién
que se impone es que la separacion entre los distintos grupos sea maxima con
respecto a la variabilidad dentro de los grupos. A continuacion se describen varias
técnicas estadisticas para estudiar las diferentes preguntas y objetivos que se llegan
a plantear dadas las relaciones entre dos conjuntos de variables y especificar
las diferencias en que cada técnica estadistica es mas apropiada; y a su vez,
argumentar cémo identificar aquellos problemas en los cuales el AC es adecuado

para el problema en cuestion, pero que es generalmente ignorado.

93
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El anélisis de varianza univariado y multivariado, la regresion miltiple, anélisis
discriminante, analisis de factores, analisis de componentes principales y cualquier
técnica univariada o multivariada que tenga efecto sobre el andlisis de varianza,
pueden considerarse como un caso particular del AC, es decir, el anélisis canonico
es la técnica general abarcando todas las otras como casos particulares. Dado el
tipo de variables entre los dos conjuntos X y Y, se muestra la relacion en la

siguiente tabla:

Caracteristicas de los Solo una variable Mas de una
métodos dependiente variable

dependiente

Solo variables Analisis de Anaélisis de
independientes nominales varianza varianza

univariado multivariado

Variables independientes Regresion Analisis de

nominales o de intervalo Muiltiple variables canonicas

6.2. Analisis de varianza multivariado

El analisis de varianza multivariado o MANOVA es un método utilizado para
contrastar la hipotesis de igualdad entre los vectores de medias de los distintos
grupos de individuos. Si los datos corresponden a distribuciones con k dimensiones,
éstos son normales con matriz de covarianzas dentro de los grupos en comun.
En forma general se puede plantear como contrastes entre filas o combinaciones

lineales de las columnas de la matriz de medias.

En un MANOVA las medias de la muestra ademés de ser centradas estian

ponderadas por los tamanos muestrales de cada grupo y por la inversa de la
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raiz cuadrada de la matriz de covarianzas dentro de los grupos; también busca la
combinacién lineal que sea maxima, dicha combinacién lineal es la misma que se

obtiene en el anélisis canonico.

El MANOVA se obtiene calculando la descomposicion en valores singulares de
la matriz Y, por tanto la relaciéon de esta descomposicion y el MANOVA esté en
que las pruebas para contrastar la igualdad de los vectores de medias de los grupos
son funciones de los valores singulares r;, con i = 1,2,...,p donde p = rango(Y')

que cumplen lo siguiente:

i. 72 es la mayor raiz caracteristica.

. t2=3""  r? es la traza.

Estas pruebas son validas para muestras de poblaciones normales o para
muestras suficientemente grandes, ademés de que se tiene que cumplir la condiciéon

de homogeneidad de matrices de covarianzas dentro de los grupos.

Por tanto el MANOVA permite realizar pruebas de igualdad de los vectores de
medias y el andlisis candnico construye los ejes de mayor separaciéon de los grupos
representados por esos vectores de medias, pero ambos métodos utilizan la misma
matriz de datos transformada para realizar el analisis. En el primero se tienen
suposiciones respecto a la distribucion normal multivariada y a la homogeneidad
de las matrices de covarianzas de los datos y en el segundo, desde el punto de

vista descriptivo, se puede realizar sin tener en cuenta dichas suposiciones.
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6.3. Analisis de regresiéon miltiple

El analisis de regresion multiple, predice una sola variable dependiente con una
funcion lineal de un conjunto de variables independientes, en el AC se forma una
variable aleatoria constituida de varias variables dependientes; pero para algunos
problemas de investigacion el interés no puede centrarse en una sola variable
independiente, en su lugar, se puede estar interesado en las diferentes relaciones
entre conjuntos de multiples variables tanto independientes como dependientes,
es por esto, que el andlisis canonico es la solucién para este tipo de problema de
investigacion por ser un método que permite la evaluacion de la relacion entre dos

o mas conjuntos de variables.

6.4. Analisis discriminante

El anéalisis discriminante es un caso particular del AC debido a su caracteristica
de determinar dimensiones independientes para cada conjunto de variables, es
decir, el analisis discriminante es un método para estimar la relaciéon entre una
sola variable dependiente no métrica y un conjunto de variables independientes
métricas y se sabe también, que el andlisis discriminante puede incluir el uso de
“falsas” variables sobre el lado dependiente y es por esto, que el AC puede también
ser utilizado para desempenar el analisis discriminante o un andlisis de tablas de

contingencia.

También se tiene el problema de considerar que un individuo proviene de alguna
de g poblaciones distintas, pero se desconoce cual es dicha poblacion, entonces se
desea asignar el individuo a la poblacion correcta, teniendo como base una serie de
medidas, las cuales se expresan como un vector de variables y el interés es obtener
una regla de asignaciéon de los individuos, es decir, una asignaciéon que minimice

cualquier error de mala clasificacion para todos los individuos.
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Si se compara con el AC, se construyen los vectores de tal forma que maximice
la variabilidad entre los grupos corregida por la variabilidad dentro de éstos; en
cambio en el andlisis discriminante lo que se encuentran son reglas para asignar
individuos a una poblaciéon dada a priori y calcula las coordenadas discriminantes

que son las obtenidas en el AC.

6.5. Analisis de componentes principales y

analisis de factores

El AC estd estrechamente relacionado con el analisis de componentes
principales y éste a su vez, se encuentra relacionado con el analisis de factores,
cuyo principal objetivo es definir una estructura subyacente entre las variables, es
decir, el analisis de componentes principales y el andlisis de factores son un caso
particular del AC, esto es debido a la creaciéon de la estructura 6ptima de cada
conjunto de variables que maximiza la relaciéon entre los conjuntos de variables
independientes y dependientes, es decir, dichos anélisis explican la relacion lineal
entre un conjunto de variables observadas y un nimero indeterminado de factores

o variables, seglin sea el caso.

La relacion lineal entre los conjuntos de variables, estd ligada al andlisis de
correlacion canodnica y el andlisis de factores, destacando que la rotacion de
las componentes principales puede facilitar la interpretacion de los resultados
canoénicos. Es de aqui donde los factores son “extraidos” de la matriz de correlaciéon
sujeto a que cada factor, como se sabe, debe ser no correlacionado con el resto de
los factores; ademas cada factor se sujeta a la restriccion de que cada uno de ellos
debe reproducir la matriz de correlacion. Asi los factores tienden a disminuir el

valor de variabilidad que representan.
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El hecho de que cada nuevo factor deba reproducir al maximo a la estructura de
dependencia es una caracteristica importante para este procedimiento pues tiene

la propiedad de obtener el nimero minimo de factores posible.

Por otro lado la interpretacién de la primera componente principal derivada
a partir de la matriz de correlaciéon, tiende a estar correlacionada con sus
respectivos factores, sin embargo los factores se pueden rotar para tener una mejor
interpretacion; este tipo de rotacion se puede hacer si se muestra que un conjunto
dado de factores rotados y un conjunto correspondiente de factores no rotados

deben reproducir exactamente a la matriz de donde fueron extraidos.

El anélisis de factores permite generar varias soluciones para un mismo
conjunto de datos, cada solucién es generada por un esquema de rotacion de
factores, es decir, cada rotacion tiene una interpretacion diferente. Cuando no se
realiza ninguna rotacion, el analisis que se emplea es el de componentes principales,

va que en el analisis de factores subyace un nuevo modelo.

6.6. Biplot canénico

Es una técnica estadistica multivariada utilizada en situaciones experimentales
donde se tiene un conjunto de variables de respuesta y se quiere buscar las
diferencias entre varios grupos; es definido como Biplot Canénico por Vicente-
Villardon (1992) y Gower Y. Hand (1996). El Biplot Canénico considera la
variabilidad de los ejes y utiliza los desarrollos matematicos de Krzanowski (1989)

en el contexto del Analisis de Variables Candnicas.

A diferencia del AC, en el Biplot Canénico, ademés de interpretar las
diferencias y semejanzas entre los grupos; se interpretan las relaciones entre las

variables; y las relaciones entre grupos y variables. Vicente y Gabriel proponen el
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Biplot Canénico como herramienta de presentacion de los resultados de técnicas
més formales como el andlisis de varianza, anélisis discriminante, el AC, entre

otras.

Lo que se pretende con este método, es obtener una representacion simultanea
de las filas y las columnas, de las cuales éstas tltimas son las variables de la matriz
X, vy representa las medias muestrales de cada uno de los grupos para cada una
de las variables. Para considerar el efecto de la dispersion de los individuos y de
las escalas de medida de las variables, se introduce una ponderacién con respecto
a la matriz de covarianzas dentro de los grupos y otra con relacién a los tamanos
muestrales. Entonces el Biplot se obtiene de construir una matriz que esta en
funcion de los valores singulares de Y, dichas ponderaciones son las medias de los

g grupos y de las N variables.

Las ponderaciones tienen varias propiedades entre las que destacan:

» Para las ponderaciones de medias:

- La matriz puede interpretarse como la proyecciéon de X sobre el espacio
de maxima separacion de los grupos.

- Se pueden construir circulos o esferas de confianza alrededor de las medias,
construyendo un intervalo de confianza univariado sobre la proyeccién de

cada una de las medias en cada una de las variables.

= Para las ponderaciones de los grupos

- La matriz de dichas ponderaciones representa la estructura de covarianza
de las variables y los ejes canoénicos, ponderados por las inversas de los
valores propios de Y’ Y.

- La longitud de las ponderaciones dentro de la columna, es proporcional a

la variabilidad dentro de los grupos.
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6.7. AnAlisis canénico como caso general

Debido a que las otras técnicas multivariadas requieren de maéas restricciones,
en general se cree que las técnicas antes mencionadas, conllevan limitaciones
que producen resultados robustos estadisticamente que pueden presentarse de
una manera menos interpretable; sin embargo, en situaciones con conjuntos
de multiples variables dependientes e independientes, el AC, es la técnica
multivariada méas apropiada y de gran eficacia, debido a que cuenta con el menor
numero de restricciones estadisticas sobre los tipos de datos que pueden utilizar, y
el analisis que se realiza, se elabora con todas las posibles relaciones entre ambos

conjuntos de variables.

Por lo tanto, el AC se convierte en una alternativa légica y precisa para muchos
de los problemas mas complejos en donde estén involucrados conjuntos de varias

variables.

6.8. Ventajas del Andalisis Candnico

El AC tiene varias ventajas, una de éstas se refiere al planteamiento de las
hipotesis, los limites de la probabilidad de cometer errores de tipo I son menores,
es decir, se sabe que el riesgo de cometer un error tipo I se relaciona con la
probabilidad de encontrar un resultado estadisticamente significativo cuando no
lo es, lo cual implica un aumento del riesgo de error tipo [; dicha incongruencia en
el error, se ve reflejada a partir de los resultados y esto se debe a que las mismas
variables en un conjunto de datos se utilizan para muchas pruebas estadisticas; por
ejemplo en regresion multiple, si se pretende analizar si seis variables del conjunto
X pueden predecir ocho variables del conjunto Y, implica que son necesarias ocho
ecuaciones de regresion, es decir, una para cada variable dependiente, pero esto

no es el verdadero problema, el verdadero problema es consecuencia del uso de
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pruebas de significancia estadistica por separado para cada ecuacién, por lo que

aumenta la probabilidad de cometer el error tipo I.

Es por esto que una de las ventajas del AC, es que puede considerar todas las
relaciones existentes entre ambos conjuntos de variables, aunque dichas variables
sean dependientes e independientes y lo mejor sucede porque dicha consideracion,
se efectiia en una sola relacion y no a través de relaciones por separado para cada
variable dependiente. Por ejemplo, en estudios psicologicos se observan resultados
que reflejan mejor a la realidad, esto es debido a la complejidad en investigaciones
en las cuales intervienen seres humanos y comportamiento organizacional, ya que
pueden surgir multiples variables que representan un concepto y por lo tanto crear
problemas cuando las variables son examinadas por separado, es decir, en el AC se
representaria una relaciéon entre los conjuntos de variables, en lugar de entre varias
variables individuales. Por construccion, el AC permite analizar los conjuntos de
variables e identificar dos o més relaciones entre los conjuntos y ser tedricamente

consistente.

Otra de las ventajas al utilizar el AC , es que se puede desarrollar el
analisis con una muestra de la poblacion original, es decir, lo mas interesante
es mostrar que el nimero de relaciones canodnicas en la poblacion es igual al
namero de relaciones candnicas muestrales (como se vio en capitulos anteriores),
por la prueba de Bartlett, que se aplica sobre la muestra, nos demuestra que
las correlaciones muestrales deben ser controladas en orden para asi elegir o
admitir las correlaciones que sean significativas y con esto se eliminan todas
las correlaciones que no tengan significancia entre los conjuntos X y Y en
la poblacién, en otras palabras, ya que al aplicar la prueba de Bartlett, las
correlaciones muestrales que sean exactamente cero, entonces seran también cero

dentro de la poblacion.



102 CAPITULO 6. TECNICAS MULTIVARIADAS RELACIONADAS CON EL AC



Capitulo 7

Analisis Canénico Generalizado

7.1. Analisis candnico parcial

Dada la construccion de las variables canoénicas para dos conjuntos de variables,
el siguiente paso para una generalizacién del AC consiste en analizar e interpretar
no solamente dos conjuntos de variables, ahora se tienen tres conjuntos de variables
aleatorias : X3, X5 y X3 de manera que la dimension de cada variable sea: nq,

ny y N3 respectivamente, con ny < no.

Ademas, se tienen que distribuir conjuntamente con parametros (0, %); donde

[Xi7], coni,j= 1,2,3; quecumplanconlossupuestosrequeridosparaelcasodedosconjuntosdevariables.

Supongase que cada conjunto X7 y X, esta relacionado linealmente con Xj.
Entonces se realiza una regresion sobre X3 de cada una de las otras variables, para
asi obtener €13 v €23, donde €15 son los residuos correspondientes a la regresion de
X sobre X3 representada por X7 y €3 son los residuos correspondientes a la

regresion de Xz sobre X3 representada por X3.

103
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Figura 6: Representacion grdfica de la relacion lineal entre las variables.

Analisis candnico parcial

X1 X2

X3

En términos matriciales, la representacion de los residuos es:

€13 = X1 — X;‘ = X1 — 2132;31)(3

€93 = X2 — X; = X2 — 2232;31)(3

Donde la matriz de covarianzas conjunta es:

5 | B0 -3 S T - T e | | D Tias
€13,€23 — _ _ -
o1 — Do3Yas Va1 Ty — DazDas o Y13 Doz

Ahora se definen correlaciones y variables canonicas parciales entre X; y X

como las correlaciones y variables candnicas entre €13 y €93.

De acuerdo a la definicion anterior, se deriva que las variables canoOnicas
parciales son obtenidas como en el caso mas simple de las variables candnicas

a través de las transformaciones lineales de €13 y €93, es decir:
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U = L,€13

V = M/€23,

Por lo tanto la matriz de covarianza conjunta particionada con base en las
dimensiones de U y V adopta la forma de la matriz (1.10) siendo ahora P una

matriz de orden n; X ng, con r = rango(Xi2.3).

Como en el caso de dos variables, se puede derivar que los elementos no nulos
de P son justamente las correlaciones entre las parejas de componentes de U
y Vi (ug,v1),(u2, v2),. ..,(up,v,.). A tales elementos no nulos de P se les define
como correlaciones canoénicas parciales entre los vectores X; y X2 y son una
medida de interdependencia entre dichos vectores después de haber sido eliminada

la atribucién lineal de Xs3.

De la descomposicion singular de la matriz C' = 3,,%3312.3255°3 se deriva que

N
N[

las matrices L y M de las ecuaciones anteriores se obtienen como solucién de los

sistemas:

[E12.3855 55213 — A’E11.3]L =0

[221.32_1 212.3 - )\2222.3]M — 0

11-3

Desarrollando de una manera analoga al caso en dos variables, se tiene:

L'S115L = I,

M'Y99.3M =1,
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Por lo tanto, la matriz de varianzas y covarianzas de los vectores U y V tiene
la forma de (1.10) en donde los elementos no nulos de P son las raices cuadradas
con signo positivo de las soluciones comunes a las ecuaciones de los determinantes,

es decir:

| E12-322_21.3221-3 — N3 |=0

‘ 301338 2123 — AN Xa23 =0

11-3

Una caracteristica a destacar del AC parcial es la siguiente:

Si (XT, X7, XT) tienen una distribucién conjunta normal, las correlaciones
canoénicas parciales entre X; y X3 coinciden con las correlaciones candnicas segin
el sentido de los vectores X; y X5 condicionado a X3, es decir, respecto a la

regresion sobre Xsj.

7.2. Analisis candnico biparcial (G,)

Considerando el caso en donde se tienen cinco conjuntos de variables aleatorias,
se tiene entonces que realizar el andlisis canénico para X;, Xo , X3, X4 ¥
X5, las cuales tienen dimensiones ni, no, ng, ngy y ns respectivamente; con la
condicion n; < ng. Con distribucién conjunta con parametros (0,3); donde,

3 =[Xij], coni,j= 1,2,3.4,5

Supoéngase que la variable X3 esta relacionada linealmente con cada una de las

otras variables y que X4 y X5 lo estan con X; y X5 respectivamente.

Asi, el andlisis tiene como objetivo determinar la interdependencia entre las
variables X7 y X5 después de eliminar la relacion lineal de las otras variables. Es

decir, primero se encuentran los residuos de las regresiones de X; y Xz sobre X3,
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entonces se toman los residuos como representacion de las variables y se denota
como €13 y €3 respectivamente, entonces se elimina el efecto lineal que aportan
las variables X, y X5 sobre X; y X3, pero también el efecto que aportan sobre

Xs.

Figura 7: Representacion grdfica de la relacion lineal entre las variables.

Analisis candnico biparcial

Entonces los vectores de residuos son:

-1
€134 = €13 — E14-3244.3643

_ _ -1
€235 = €23 225-3255.3653

Es decir, €134 v €935 son independientes por como se construyeron X; y Xa,
y expresan a su vez a los vectores X; y X, después de que se eliminaron las
relaciones lineales supuestas y su matriz de varianzas y covarianzas conjunta es

de la forma:
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* *
2311 212
* *
221 222

> —

€13,€23

donde:

2;1 - 211-3 - E14-32241_3241.3
35e = Y23 — Y5355 55523

55-3

* -1 —1 -1 —1
212 = 212-3 - Z14-3244.3242-3 - 215~3255.3252-3 + 214-3244.3245~3255.3252-3

Por la estructura que tienen las primeras dos matrices, se define:

Y
211 = 311.34

*
222 = 222.3.5

Dichas ecuaciones son definidas como correlaciones y variables canoOnicas

G>-Biparciales entre X y X, con residuales €134 v €235 respectivamente.

Por la construcciéon de las variables canénicas Gs-Biparciales entre X; vy X
que son obtenidas a través de la transformacion lineal que se derivé como en el

caso parcial; en el caso de dos variables se tiene:
/
U=L €134

’
V = M €235,

cuya matriz de varianzas y covarianzas tiene las caracteristicas que se habfan

desarrollado para los casos anteriores.



7.2. ANALISIS CANONICO BIPARCIAL (G5) 109

Para este caso r = rango(37,), con elementos no nulos de Py ahora se definen
como correlaciones canénicas Go-Biparciales entre X; y X5 y son una media de
interdependencia entre dichos vectores después de eliminar los efectos lineales

supuestos de X3, X4 v Xs.

La descomposicion singular de una matriz apropiada, que por construccion para
1 1
_ w32 * y T3 : . :
este caso es C = X5 ,37,3,5%.5, permite desarrollar que si las matrices L y
M anteriores cumplen las condiciones para los sistemas de ecuaciones siguientes:

[2;22;21.3-5231 - /\2211~3-4]L =0

11-3-4

(25,2 54, — A Ea2.3.5|M =0

Entonces, como en el caso de dos variables, se tiene:

L'S11.34L = I,

M'Sa5.35M = I,,,

Asi, los vectores U y V tienen matriz de varianzas y covarianzas conjunta
con las caracteristicas de la matriz de varianzas y covarianzas para el caso de dos
variables, en donde los elementos no nulos de P son las raices cuadradas con signo
positivo de las soluciones comunes de las ecuaciones de los determinantes:

| 2122_1 2;1 — )\2 211.3.4 |: 0

22.3-5

| E;lE_l 2;2 - /\2 222.3.5 |: 0

11-3-4

Por lo tanto el analisis candénico Gs-Biparcial toma como caso particular al

andalisis canénico parcial, esto es, si el vector X3 estd no correlacionado con X4
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v X5 vy estos iltimos lo estan con X; vy X5 respectivamente, las particiones de
la matriz de varianzas y covarianzas X pueden verse como g4, X35, 214 V 225
que son matrices de elementos nulos y los residuos €134 y €935 coinciden con €3 y

€93 vectores del anélisis canénico parcial.

7.3. Generalizacion del anélisis candnico biparcial (G)

La generalizacion del AC biparcial, se define como anélisis can6nico C'(2n+1);
con n € N. Siguiendo la notacién anterior, se denotaré al analisis canénico parcial

como andlisis canénico C'(3) y al modelo Gy-Biparcial como analisis canonico C'(5).

A continuacion se desarrolla el caso del analisis canénico C(7), que a su vez
incluye como caso particular el modelo Go-Biparcial y se generaliza este proceso

por induccién para modelos de cualquier nimero impar de variables.

7.3.1. Analisis canénico C(7)

Sean X variables aleatorias de dimensiones n; con ¢ = 1,2,...,7; con la
condicion ny; < ng, que se distribuyen conjuntamente con pardmetros (0,3) ;
donde ¥ = [¥4j], con i,5 = 1,2,3,..., 7y se supone una dependencia lineal entre
ellos de manera tal, que la variable X3 esta asociada linealmente a cada una de
las otras variables, que las variables X¢g y X7 estan asociados a X, v X5 v a X,
y Xo respectivamente; que X4 y X5 lo estdn con X7 y X, respectivamente, lo

citado anteriormente se muestra en la siguiente gréfica.
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Figura 8: Representacion grdfica de la relacion lineal entre las variables.

Analisis candnico C(7)

X1 X2

3

Por lo tanto el objetivo del analisis canénico C(7) es determinar las
interdependencias entre las variables X; y Xs suponiendo que son eliminadas
anteriormente las relaciones lineales supuestas, como se muestra en la Figura 8;

la primera relacién a eliminar es sobre la variable Xj.

Pasos para eliminar el efecto lineal sobre X,

i) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xi:

€13 = X1 — 21323731)(3

ii) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xg:

€63 = Xg — 26323731)(3
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iii) Eliminacion del efecto lineal de €53 sobre €;3:

_ . -1
€136 = €13 216-3266.3663

iv) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xy:

€43 = X4 — 2432;31X3

v) Eliminacion del efecto lineal de eg3 sobre €43:

_ _ -1
€436 = €43 246-3266.3663

vi) Eliminacion del efecto lineal de €436 sobre €136:

-1
€1364 = €136 — 214-3~6244.3.6‘5436

Por lo tanto la expresion en el paso vi muestra cuando han sido eliminados

todos los efectos lineales de las demés variables sobre X .

Siguiendo un desarrollo similar para eliminar los efectos lineales sobre Xo de

las demés variables se tiene:

Pasos para eliminar el efecto lineal sobre X

i) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xs:

€o3 = Xo — 2232;31)(3

ii) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xy:

€73 = X7 — 27323731)(3
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iii) Eliminacion del efecto lineal de €73 sobre €o3:

-1
€237 = €23 — 227-3277.3673

iv) Eliminacion del efecto lineal de X3 sobre Xs:

€53 = X5 — z35323731)(3

v) Eliminacion del efecto lineal de €73 sobre €s3:

—1
€537 = €53 — z357-3277.3673

vi) Eliminacion del efecto lineal de €537 sobre eagr:

-1
€2375 = €237 — 225.3.7255.3.7€537

Por lo tanto la expresion en el paso vi muestra cuando han sido eliminados

todos los efectos lineales de las demés variables sobre Xs.

De las ecuaciones anteriores, se tiene la matriz de varianzas y covarianzas

conjunta de tales vectores de residuos:

sk ok
E11 E12
sk ok
E21 222

> —

€1364,€2375

donde:

ks
211 = 311.3.6.4
*k -1 —1
05 = Yi2.3.6 T 212.3.7 + i16.32g4.3267-3 277,35 2472-3

—214-3-62241.3.6[242-3-6242-3-7 + 246-326_61.3267~3E7_71.3272-3 — Y423
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—[315.3.6215.3.7 + 2316~326_61.3267.327_71.3275-3]2;51.3.7252-3.7
+314.3.6244.3.6(245.3.6 545.3.7 + 246.3gq.5 267-3 X775 275.3 — 245.3| Tipgog.7 252.3.7

*k
222 = 222'3‘7-5 y

tienen una estructura similar a las obtenidas para el caso parcial y el caso biparcial

(Ga).

Las correlaciones y variables canonicas C(7) entre X; y Xo son las
correlaciones y variables entre €364 v €2375. Por lo tanto las variables canénicas

C(7) seran los vectores transformados U y V:

/
U = L'e1364

’
V = Me337s,

cuya matriz de varianzas y covarianzas tiene la forma de la matriz para el caso

parcial.
Con r = rango(X3s) v los elementos no nulos de la matriz P se definen como
correlaciones canonicas C'(7) entre X7 y Xo.
_1 _1
Por la descomposicion singular de C' = 3% 6.4373305%.7.5, S¢ pueden
encontrar las matrices de transformaciéon L y Mde las que se derivan los vectores

U y V que son soluciones de los sistemas:

[2;222_21-3.7.523; - /\22113-6'4] L=0

[E;I21_11-3-6-42;; - )‘2222-3-7-5] M =0
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Las cuales cumplen que:
L'Y1.364L =1,

M'Sy5.375M = I,

donde las correlaciones canonicas C(7) de las r raices cuadradas con signo positivo
de las soluciones comunes de las ecuaciones de los determinantes son:

| EI;E_I E;I — )\2211-3-6-4 |: 0

22.3.7-5

*)kg1—1 * ok 2 .
‘ 221211-3-6-4212 — A" Xa23.7.5 |— 0

En el caso en el cual X3 esté no correlacionada con Xg v X7 v estas tultimas lo
estan con X; y X4 y con X y X5 respectivamente, las particiones de la matriz
de varianzas y covarianzas i son entonces Xgg, 237, g4, 261, 275 V 272 qUE
son matrices de elementos nulos y los residuos €354 v €2375 coinciden con €134 ¥

€935 vectores del andlisis canonico biparcial C(5).

7.3.2. Analisis canénico C(2n + 1)

Sean X; variables aleatorias de dimensiones n; con i =1,2,...,2n + 1; con la
condicion de ny < ng, distribuidas conjuntamente con parametros (0, X) con la
matriz ¥ = [Xij], coni,j =1,2,3,...,2n + 1.

Supongase que existe una dependencia lineal entre ellos como se muestra en la

siguiente figura.
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Figura 9: Representacion grdfica de la relacion lineal entre las variables.

Andlisis candnico C(2n+1)

Mediante el analisis canonico C'(2n+1) se detectan las interdependencias entre
las variables X; y X9 después de haber sido eliminada la relacion lineal con el

resto de las variables.

Siguiendo una analogia para la obtencién de los residuos en el caso del
analisis canonico parcial, biparcial y el analisis canénico C(7), puede derivarse la
estructura de los residuos que representan a X; y X5 después de ser eliminadas

las relaciones lineales que existen para las variables.

Por lo tanto, la estructura que representa a las variables X; y Xy por los

residuos esta dada de la siguiente manera:

-1
€13(2n)(2n—2)---108 64 — €13(2n)(2n—2)--1086 — [214-3-2n---8-6244.3.2n....8.6]643(2n)---1086

= —[X ¥5s. ]
€23(2n+1)(2n—1)--11975 = €23(2n+1)(2n—1)--1197 2-5:-3-2n+1:--9-7%455.3.2541....9.7)653(2n+1)-11 9 7
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donde las partlclones 214-3-271---8-6; 244-3-277,---8-67 22-5-3-277,—{—1"-9-77 255-3-2n+1---9-7
tienen una estructura similar a las de las ecuaciones para los casos anteriores, pero

generalizado al caso que se esta analizando.

De las ecuaciones de los residuos, es inmediato llegar a la matriz de varianzas

y covarianzas conjunta:

*okk
> _ 211-3-211---8-6-4 212

€13(2n)(2n—2)---10 8 6 4,€23(2n+1)(2n—1)---11975 Sk »
21 22:3-2n+1---9-7-5

donde 375* es de manera analoga al caso del analisis canénico C(7).

De forma similar a la construcciéon generalizada para el analisis canonico C(7)
se sigue un proceso similar al resto de los modelos candnicos anteriores y se
denominarén correlaciones y variables canonicas C(2n + 1) entre X; y X
a las correlaciones y variables canonicas entre los residuos €13(2n)2n—2).-10864 ¥

€23(2n+1)(2n—1)--11 975, asi las variables cano6nicas son:

U = L'€13(2n)(2n—2)--1086 4

V = M/€23(2n-|—1)(2n—1)---11 975,

cuya matriz de varianzas y covarianzas conjunta posee las mismas caracteristicas
que las matrices correspondientes en los casos anteriores y los 7 = rango(375¥)
elementos no nulos de P y se definen como las correlaciones candnicas C(2n+ 1)

entre X]_ y Xz.
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Utilizando la descomposicion singular de

_1 _1
C = 211?3-(271)-(271—2)---864212 2222-3-(2n+1)(2n—1)---11-9757

se demuestra que las matrices L y M dan lugar a los vectores U y V' con matriz
de varianzas y covarianzas de forma anéloga al caso parcial, entonces se tienen las

soluciones de los sistemas:

sk gy —1 koK 2
[212 Z22-3-(2n+1)-(2n—1)--- 11-9-7-5221 —A Z11-3-(2':1)'--8-6-4] L=0

[E;I*El_113(2n) 8. 6-42;;* - )\2222-3-(2n+1)-(2n—1)---11-9-7-5] M =0
Las cuales cumplen que:

L/211-3-(2n)---8-6-4L — In1

M'Y22.3.(2n41)-(2n—1)--11.0.7.5 M = I,

y las correlaciones canonicas C(2n+1) con las raices cuadradas con signo positivo
de las soluciones comunes de las ecuaciones de los determinantes son:

*)kk g —1 kokok 2
| 373 E22-3-(2n+1)-(2n—1)---11-9-7-5221 — A" X11.3.(2n).-8-6.4 =0

sk gy — 1 * k% 2
‘ 221 211-3-(271)---8- 6-4212 —A 222-3-(2n—i—1)-(211—1)---11-9-7-5 ’: 0

De manera analoga al resto de los analisis canonicos anteriores, se puede ver
que si X3 esta no correlacionada con el resto de las variables, las particiones de la
matriz de varianzas y covarianzas 2J, son matrices de elementos nulos y los residuos

coinciden con los residuos del andlisis para n — 1 vectores, por tanto el analisis
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canénico C(2n + 1) es entonces el caso del analisis canénico C(2(n — 1) +1).
Si se considera el modelo candénico C'(2n + 1) bajo la hipdtesis de normalidad
en la distribucion conjunta de los vectores iniciales, los vectores de residuos poseen

matrices de varianzas y covarianzas que coinciden con las de las distribuciones de

las variables condicionadas, es decir:

X1 | X3, Xon, -, X6, Xa vy Xo| X3, Xong1, -+, X7, X5
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Capitulo 8

Ejemplo Practico

Un investigador ha recopilado 600 datos sobre tres variables psicologicas,
cuatro variables académicas y el género (las puntuaciones de las pruebas estan
en términos estandares de la evaluacion), para estudiantes del primer ano
universitario. El interés principal es conocer cémo el conjunto de variables
psicologicas se relacionan con las variables académicas y de género, en particular,
determinar el nimero de variables candnicas estadisticamente significativas que

son necesarias para entender la relacion entre los dos conjuntos de variables. *

La base de datos tiene 600 observaciones sobre ocho variables. Las variables

psicologicas son:

Locus: “ideas principales, que en la personalidad representa una interaccion del
idividuo con su medio ambiente y que no se puede hablar de la personalidad de

un individuo” (Ap.3).

Motivacién: “combinacion de procesos intelectuales, fisioldgicos y psicoldgicos

que decide, en una situacion dada, con qué vigor se actia y en qué direccion se

*

para saber mas sobre el contexto de los datos, visitar la liga
http://www.ats.ucla.edu/stat/spss/dae/canonical.htm
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encauza la energia” (Ap.4).

Concepto Propio: “conjunto de percepciones organizado jerdrquicamente, cohe-
rente y estable, aunque también susceptible de cambios, que se construye por in-

teraccion a partir de las relaciones interpersonales.” (Ap.5).

Las variables académicas son: las pruebas de matematicas, lectura,
redaccién y ciencias. La variable de género es de tipo dummy, definida como:

cero indica que es hombre y uno que indica que es mujer.

8.1. Analisis descriptivo

El anélisis descriptivo siempre es importante desarrollarlo antes de cualquier
otro analisis, debido a que la mayoria de resultados posteriores se pueden suponer
desde lo descriptivo, ademés, para el AC, las representaciones gréaficas y tablas
ayudan a comprender mejor todos los resultados, debido a su gran complejidad

en el dlgebra matricial.

El analisis descriptivo se desarrolla para cada conjunto de variables, es decir,

para todas las variables psicoldgicas, académicas y género.

Variables Psicologicas

En la siguiente tabla se muestran valores estadisticos importantes de conocer
de cada variable como lo es: la media, la desviacién estdndar, el valor minimo,
el primer cuartil, la mediana, el tercer cuartil, el valor maximo y la cantidad de

valores ausentes para cada variable.
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N | media | Desv. Est. | min Q1 mediana | Q3 | max | VA
locus 600 | 0.09653 | 0.67027 | -2.23 | -0.3725 0.21 051136 0
concepto | 600 | 0.00491 | 0.70551 | -2.62 | -0.3000 0.03 044119 0
motivacion | 600 | 0.66083 | 0.34272 | 0.00 | 0.3300 0.67 1.00 | 1.00 | O
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La media de las variables psicologicas tiene un rango de separacion muy grande

respecto una de la otra; los valores de las desviaciones estandar son menores a 1,

por lo que se puede decir que las observaciones estan a menos de una unidad de

distancia respecto a su media, es decir, no estan separados; no existe ningin valor

perdido para ninguna variable, por lo que no es necesario realizar una imputaciéon

de datos. Los valores de la tabla anterior se resumen en la siguiente grafica.

Variables Psicologicas
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Una de las graficas importantes en el analisis descriptivo son las graficas de
frecuencia mejor conocidas como histogramas, son importantes ya que se puede
suponer el comportamiento de la funcion de distribucion de cada variable de
acuerdo a la forma que tienen; para el ejemplo, se observa que la variable locus
y concepto tienen un comportamiento similar, mientras que para la variable
motivacion, se tiene que s6lo toma valores de {0, 0.33, 0.67, 1} , y de estos cuatro

valores se tiene un crecimiento en el comportamiento de las frecuencias.

Locus Concepto
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Variables Académicas

Analogamente, en la siguiente tabla se tiene las estadisticas importantes antes

mencionadas.

N media | Desv. Est. | min | Q1 | mediana | Q3 | max | VA

lectura 600 | 51.90183 | 10.10298 | 28.3 | 44.2 52.1 60.10 | 76.0
redaccion 600 | 52.38483 | 9.72646 | 25.5 | 44.3 54.1 59.90 | 67.1

matematicas | 600 | 51.84900 | 9.41474 | 31.8 | 44.5 51.3 58.38 | 75.5
ciencias 600 | 51.76333 | 9.70618 | 26.0 | 44.4 52.6 58.65 | 74.2
mujer 600 | 0.54500 0.49839 0.0 | 0.0 1.0 1.00 | 1.0

o | o | o | o | o

Sin tomar en cuenta la variable de género, las medias de las variables son muy
parecidas, es decir, el rango de separacion entre cada media no es grande; dado
que se tiene un amplio margen de separacion entre el valor minimo y el maximo
de cada variable y la desviacion estandar es aproximadamente de 10, indica que
ésta no es muy grande, por lo que, los datos estan aproximadamente a 10 unidades

respecto a su media. Lo anterior se muestra en la siguiente gréfica.

Variables Académicas
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El comportamiento de las variables académicas es muy heterogéneo, en sentido
de que es dificil hacer una descripcion adecuada de su comportamiento para todas
las variables; los histogramas muestran que la distribucién de cada variable es
unimodal, pero su comportamiento es dificil de interpretar, ya que los sesgos no

estan bien definidos.
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La variable género es una variable categorica y en el objetivo del estudio se
desea saber si el género influye en el resto de las variables, por lo que es importante
saber si el niimero de mujeres es semejante al nimero de hombres, debido a que
el género se considerdé como una sola variable. En la siguiente grafica de pastel se

observa que la muestra esta equilibrada.

Variable Sexo (Mujer)

género | Casos | Total %
0 273 45.5 Hormore

1 327 04.5
Sum 600 100.0

Mujer

8.2. Analisis candnico

Siguiendo el desarrollo teorico del AC, se tiene que la matriz de las variables
psicolégicas (X) es una matriz de rango 3, la matriz de las variables académicas y
la variable género (Y') es una matriz de rango 5, por lo tanto, el nimero maximo

de variables candnicas que se pueden encontrar es 3.

Para realizar el AC es necesario calcular la matriz de correlacion R, a
continuacion se muestra una representacion grafica de dicha matriz dividida en

las submatrices Rxx, Rxy v Ryy.
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Matriz de correlacion R

Rxx Rxy

Ryx Ry

Las entradas de la matriz de correlacién son valores de -1 a 1, dichos valores
se representan con una escala de colores en donde el color azul marino indica que
existe correlacion negativa, el color rojo representa la correlacion positiva y el color
verde representa la no correlacion entre variables. A partir de la representacion
grafica se tiene que existen relaciones entre variables, es decir, existen correlaciones
distintas de cero. Para la matriz Rx x se tiene que la correlacion entre las variables
de ese conjunto es positiva, ya que por la escala de color tiene valores entre 0.15
y 0.3; para la matriz Ryy, por las tonalidades rojas y verdes, se observa que
existen valores de correlacion positiva mayor que 0.5, y correlaciones negativas
cercanas a 0 respectivamente; para la matriz Rxy se tiene que hay correlaciones
muy cercanas a cero por los tonos de color verde, sin embargo se observa una

franja de tonalidad naranja, que indica correlacién positiva no mayor a 0.5.

Al ser el una técnica general, el interés principal es conocer las relaciones
que existen dentro y entre los conjuntos X y Y, se analizan a continuacion las

siguientes matrices de correlacion:
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Submatriz de correlacion Rxx

Matriz Rxx | locus | concepto | motivacion
locus 1.0000 | 0.1712 0.24513
concepto 0.1712 | 1.0000 0.28857
motivacion | 0.2451 | 0.2885 1.00000

Se observa que no parecen correlaciones grandes entre las variables del conjunto
X, por lo que se puede suponer que las variables psicologicas no influyen una
conjuntamente con otra para los puntajes de las pruebas, por ejemplo, el locus o

concepto o motivacion no influye conjuntamente con otra.

Submatriz de correlacion Ryy

Matriz Ryy | lectura | redacciéon | matematicas | ciencias | mujer
lectura 1.0000 0.6286 0.6793 0.6907 | -0.04174
redaccion 0.6286 1.0000 0.6327 0.5691 | 0.24433
matematicas | 0.6793 0.6327 1.0000 0.6495 | -0.04822
ciencias 0.6907 0.5691 0.6495 1.0000 | -0.13819
mujer -0.0417 | 0.2443 -0.0482 -0.1381 | 1.00000

Las correlaciones altas corresponden a los puntajes de lectura con redaccion,

matematicas y ciencias, redacciéon con matematicas y matematicas con ciencias.
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Matriz de correlacion R

CAPITULO 8. EJEMPLO PRACTICO

Matriz R | locus | conceptg motivacion|| lectura | redaccion| matemaéticas| ciencias | mujer

locus 1.0000| 0.1712 | 0.2451 0.3736 | 0.3589 0.3373 0.3246 0.1134
concepto | 0.1712| 1.0000 | 0.2886 0.0607 | 0.0194 0.0536 0.0698 -0.1259
motivacion| 0.2451| 0.2886 | 1.0000 0.2106 | 0.2542 0.1950 0.1157 0.0981
lectura 0.3736| 0.0607 | 0.2106 1.0000 | 0.6286 0.6793 0.6907 -0.0417
redaccion |[0.3589( 0.0194 | 0.2542 0.6286 | 1.0000 0.6327 0.5691 0.2443
matematicd 0.3373| 0.0536 | 0.1950 0.6793 | 0.6327 1.0000 0.6495 -0.0482
ciencias 0.3246| 0.0698 | 0.1157 0.6907 | 0.5691 0.6495 1.0000 -0.1381
mujer 0.113 | -0.125 | 0.098 -0.041 | 0.244 -0.048 -0.138 1.000

Las correlaciones mas altas dentro de la matriz Rxy son: locus con lectura,

redaccion, matematicas y ciencias, aunque todo estos son valores muy bajos.

Los coeficientes de las combinaciones lineales de las variables canénicas son los

siguientes:

Conjunto X:

locus
concepto

motivacidon

Conjunto Y:

lectura
redaccion
matematicas
ciencias

mujer

CvV1
1.2538339
-0.3513499
1.2624203

CvV1
0.044620596
0.035877112
0.023417185
0.005025157
0.632119239

CV 2
-0.6214775
-1.1876867
2.0272641

CV 2
-0.004910018
0.042071471
0.004229472
-0.085162175
1.084642482

CV 3
-0.6616896
0.8267209
2.0002284

CV 3
0.02138056
0.09130733
0.00939821
-0.10983502
-1.79464692
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Dados los coeficientes de las combinaciones lineales, se tiene que la primera
variable canénica para el conjunto de variables psicologicas es la combinaciéon
u = LX, donde los valores del vector L correspondientes a la primera variable
canodnica son los coeficientes de la primera columna del conjunto X, esto es
L = (1.253,-0.351,1.262), el primer vector canonico, asi para la segunda variable
canonica, el segundo vector canénico es L, = (—0.621, —1.187,2.027) el vector
de coeficientes y la tercera combinacion de la tercera variable canoénica tiene los

coeficientes del tercer vector canénico Lj = (—0.661,0.826,2.000).

Para el conjunto de variables académicas se tiene que la primera variable ca-
noénica es la combinacion lineal v = MY, donde el primer vector canénico para
el conjunto Y es M = (0.044,0.035,0.023,0.005, 0.632) y asi sucesivamente para

la segunda y tercera variable canonica para el conjunto Y.

La interpretacion de los coeficientes de los vectores candnicos, es analoga al
caso de regresion miltiple para cada variable dadas las demés variables fijas, por
ejemplo, el aumento de una unidad en el concepto conduce a una disminucion de
0.3513 unidades en la primera variable canénica cuando todas las otras variables
se mantienen constantes; por otro lado el ser mujer lleva a un aumento de 0.6321

en la misma variable canénica si el resto se mantiene constante.
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Primera Variable Candnica Segunda Variable Canénica

Los valores de las correlaciones canénicas son:

Cvl1 CV 2 CV 3
rho 1 rho 2 rho 2
0.4640861 0.1675091 0.1039911
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Correlaciones Canénicas
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Estas correlaciones son calculadas entre las variables canoénicas w y v, es por
ello que reciben el nombre de correlaciones canénicas, por lo tanto la correlacion de
las primeras variables canonicas (u1,v1) es 0.464, la correlacion de las segundas
variables canonicas (ue2,v2) es 0.167 y la correlacion de las terceras variables
canonicas (us,vs) es 0.104 y cumplen con la condicion de que la primera
correlacién es mayor que la segunda correlacién y a su vez, la segunda correlacion

es mayor que la tercera.

Se calculan los coeficientes de estructura que son las correlaciones entre las

variables observadas y las variables canonicas:
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Coeficientes de estructura:

Conjunto X:

CV1 CV 2 CV 3
locus 0.90404632  -0.3896883  -0.1756227
concepto 0.02084327 -0.7087386  0.7051632
motivacion  0.56715105  0.3508882  0.7451290

Conjunto Y:

CV1 CV 2 CV 3
lectura 0.8404480 -0.35882539 0.1353635
redaccion 0.8765429  0.06483672  0.2545609
matematicas  0.7639483  -0.29794886 0.1477612
ciencias 0.6584139  -0.67679758 -0.2303551
mujer 0.3641127  0.75492816 -0.5434035

A partir de los coeficientes de estructura, se tiene que para la primera variable
canoénica, para el conjunto X la variable menos correlacionada es la variable
concepto con 0.0208, seguida de la variable motivacion con 0.567 y por ultimo
la variable mas correlacionada es locus con una correlaciéon de 0.904; para el
conjunto Y la variable menos correlacionada es género con 0.3641, seguida de
la variable ciencias con 0.658 y asi sucesivamente hasta la variable redacciéon con
una correlacion de 0.876; para la segunda variable canoénica se tiene que la variable
concepto para el conjunto X es la més correlacionada negativamente con -0.708,
por otro lado, para el conjunto Y las variables lectura, matematicas y ciencias
tienen correlacion negativa con la segunda variable candnica, siendo ciencias la
maés correlacionada negativamente con -0.676; finalmente para la tercera variable
canodnica con el conjunto X se tiene que las variables de concepto y motivacion

tienen altas correlaciones, 0.705 y 0.715 respectivamente, para el conjunto Y se
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tiene que la variable género tiene la mayor correlacion negativa con -0.543.

Los valores de los coeficientes se representan en las siguientes graficas para cada

una de las variables candnicas:

Primera Variable Canonica Segunda Variable Canonica
Var. Psicoldgicas Var. Académicas Var. Psicoldgicas = Var. Académicas
A pA
%, - %,
G e % o
. ‘ebac‘ ) 32"
concepto matematicas concepto matematicas
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=5 55
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Tercera Variable Canédnica

Var. Psicolégicas Var. Académicas

concepto

El cuadrado de los coeficientes de estructura representa la proporcién de
variabilidad linealmente compartida por una variable observada con el conjunto

de las variables canénicas.
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Descomposiciéon de la variabilidad en las variables canonicas:

Conjunto X:

locus
concepto

motivacion

Conjunto Y:

lectura
redaccion
matematicas
ciencias

mujer

Cv1

0.8172997408
0.0004344419
0.3216603112

Cv1
0.7063528
0.7683275
0.5836170
0.4335089
0.1325781

CV 2
0.1518569
0.5023105
0.1231225

CV 2
0.128755659
0.004203801
0.088773522
0.458054967
0.569916524

CV 3
0.03084332
0.49725509
0.55521716

CV 3
0.01832326
0.06480123
0.02183337
0.05306348
0.29528740

Asi, se tiene que para el conjunto X, la variable de locus comparte el 81.72 % de

la variabilidad con la primera variable canonica, el 15.15 % con la segunda y 3.1 %

con la tercera; la variable concepto no comparte variabilidad lineal con la primera

variable canodnica, sin embargo comparte 50.23 % con la segunda y 49.72% con

la tercera; por ultimo la variable motivacion comparte el 32.16 % con la primera

variable canoénica, 12.31 % con la segunda y 55.52% con la tercera.

Para el conjunto Y se tiene que la variable lectura comparte 70.63% de su

variabilidad con la primera variable canonica, 12.87% con la segunda y 1.8%

con la tercera; la variable redaccion comparte 76.83 % con la primera variable,

0.42% con la segunda y 6.48 % con la tercera; la variable matematicas comparte

58.36 % de su variabilidad con la primera, 8.87% con la segunda y 2.18 % con la
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tercera; la variable ciencias comparte 43.35% de su variabilidad con la primera
variable canonica, 45.81% y 5.31 % con la segunda y tercera variable canodnica
respectivamente y por tltimo la variable género comparte 13.25%, 56.69% vy

29.52 % con cada una de las variables canénicas.

Se presentan las siguientes graficas para tener una apreciacion visual de la

variabilidad compartida por las variables observadas con las variables canénicas:

Primera Variable Canénica Segunda Variable Candnica
Var. Psicologicas Var. Académicas Var. Psicoldgicas Var. Académicas
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Dados los coeficientes anteriores, se obtiene el valor del coeficiente de
comunalidad. Este valor indica la proporcion de la variabilidad de cada variable

que es reproducible a partir de los resultados de los coeficientes de estructura.

Coeficientes de comunalidad (Proporcion del total de varianza explicada por

cada variable dentro de cada conjunto):

Conjunto X:
locus concepto motivacion
1 1 1
Conjunto Y:
lectura redaccion  matematicas  ciencias mujer

0.8534317  0.8373326  0.6942239 0.9446273  0.9977820

De los valores de los coeficientes de comunalidad, se interpreta que la
variabilidad del conjunto X esta representada en su totalidad por las tres variables
canoénicas, por otro lado, el porcentaje de la variabilidad representada por el
conjunto de variables Y, donde la proporciéon minima representada es para la
variable de evaluacién en matematicas con un 69.42% vy la mayor es para la

variable de evaluacién en ciencias con un 94.46 %.

Para la variable género, se reproduce el 99.77 % de su variabilidad; por lo tanto
la construccion de las variables candnicas para estos dos conjuntos reproduce un

gran porcentaje de la proporciéon de variabilidad para las variables.

Otro coeficiente importante para la interpretaciéon del AC' es el coeficiente
de adecuacion que es el promedio de todos los cuadrados de los coeficientes de

estructura para las variables de cada conjunto.
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Coeficientes de adecuacion (proporcion del total de variabilidad explicada por

cada variable canénica para cada conjunto):

Conjunto X:
CV1 CV 2 CV 3
0.3797982 0.2590966  0.3611052

Conjunto Y:
CV1 CV 2 CV 3
0.52487685  0.24994089 0.09066175

Estos coeficientes indican qué tan adecuada, en promedio, es la representacion
de la variabilidad de un conjunto de variables canénicas con respecto al total de
la variabilidad de los conjuntos originales; dado que es el promedio de cuadrados,

los valores de los coeficientes son positivos.

En promedio la variabilidad que representa la primera variable canénica para
el conjunto X se adecta 37.97% y para el conjunto Y se adecta 52.48%, la
variabilidad que representa la segunda variable candnica se adecua 25.91% vy
24.99 % para el conjunto X y para el conjunto Y respectivamente, por tltimo la
variabilidad que representa la tercera variable canonica es de 36.11 % y 9.06 % para
el conjunto X y para el conjunto Y respectivamente. De acuerdo a la derivacion
de las variables canonicas, la primera pareja de variables canoénicas debe ser la
que tenga el mayor coeficiente de adecuacion para las variables observadas, la
segunda pareja, la que tenga el segundo mayor coeficiente y asi sucesivamente,
por lo tanto, se tiene que las primeras dos parejas de variables canoénicas son las
que adectian mejor la representacion de la variabilidad de éstas con respecto a las

variables observadas de cada conjunto.
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Coeficiente de Redundancia (Proporcion de la variabilidad total explicada por

cada variable canonica entre conjuntos):

X|Y:
CV1 CV 2 CV 3
0.081799366 0.007270074 0.003905049

Y| X:
CV1 CV 2 CV 3
0.1130458178 0.0070131703 0.0009804306

El valor del coeficiente de redundancia representa la proporcion de la
variabilidad total explicada para cada conjunto dada la combinacion lineal de
la variable canonica del conjunto que se ha fijado, asi se tiene que el coeficiente
de redundancia para el conjunto X dado Y, es la proporcion de variabilidad
representada por la primera variable canonica que es 8.17%, 0.72% y 0.39%
para la segunda y tercera variable candnica respectivamente. Por otra parte,
el coeficiente para el conjunto Y dado X es la proporcion de la variabilidad
representada por la primera variable canénica que es de 11.3%, 0.7% por la
segunda y 0.09% por la tercera variable canonica. Asi, se tiene que la primera
variable canonica para el conjunto Y dado X es la que tiene el mayor coeficiente
de redundancia y esto significa que esta relacion es la que estad mejor representada

por esta variable candnica.

El coeficiente de redundancia agregada, representa el total de la variabilidad
de un conjunto que se explica con el otro conjunto, considerando todo el conjunto
de las variables canodnicas, o bien, la suma de cada proporcién de variabilidad

representada por cada variable candénica para cada conjunto:
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Coeficiente de redundancia agregada (Total de la variabilidad explicada por

todas las variables candnicas entre conjuntos):

XY 0.09297449
Y | X 0.1210394

Entonces la proporciéon de la variabilidad representada por las variables
canonicas para el conjunto Y dado X es la que tiene mayor porcentaje, 12.1 %,
entonces esta relacion es la que mejor se puede representar con las variables

canonicas.

Representacion grafica de los coeficientes de adecuacion y adecuacion total.
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Una vez que se han encontrado las variables candnicas y sus coeficientes, se
tiene que probar si existe al menos una correlacion estadisticamente significativa

entre las variables, para ello se postula la hipotesis:
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H,: Todas las correlaciones candnicas pi, p2, yps3, son cero, es decir
pr=p2=p3=0

contra la hipotesis alternativa:

H,: Al menos una correlacion es significativamente distinta de cero

pi #0, pa. 1=1,23.

Se contrasta la hipotesis con la prueba de Wilks a un nivel de significancia
a = 0.05 y se obtiene la estadistica de prueba con la aproximacion a la distribuciéon

ji-cuadrada dada por Bartlett

Prueba de Bartlett con la aproximacion de la Ji-Cuadrada:
rho? Chisq df  Pr(>X)
CV 1 0.215376 167.580079 15 <2.2e-16 **x
CV2 0.028059 23.383800 8 0.002905  *x
CV3 0.010814 6.464032 3 0.091092 .
Signif.codes: 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 “** 0.05 . 0.1 ** 1

Regla de decision:

Rechazar H, al nivel de significancia o = 0.05, si la estadistica es mayor
que el cuantil (1 — «) de una distribucion ji-cuadrada con los grados de libertad

correspondientes.

Para fines practicos, se decide comparar el valor del p — value para cada
estadistica con el nivel de significancia, es decir, se rechaza la hipotesis nula si

p — value < a.

A partir de los cuadrados de los coeficientes de las correlaciones canoénicas se

obtiene la estadistica de prueba; para cada variable candnica se tiene su estadistica
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v los grados de libertad de la distribucién a la que se aproxima dicha estadistica,
por lo tanto se tiene que para las dos primeras variables se rechaza la hipotesis
nula a un nivel de significancia del 0.05, esto es, la primera y la segunda pareja de
variables candnicas tienen correlacion significativamente distinta de cero, mientras
que la tercera pareja de variables canénicas no tiene correlacion significativamente

distinta de cero.

Es necesario conocer el nimero de correlaciones canénicas significativamente
distintas de cero, la hipétesis postulada es la misma para la prueba anterior, sin
embargo el interés es rechazar la hipotesis nula y bajo la hipotesis alternativa
encontrar el nimero minimo de variables candnicas significativas con las que
se puede representar la relacion entre los conjuntos de variables observadas. La
prueba es llamada prueba de Rao en relacion a la lambda de Wilks y la estadistica

de prueba tiene una distribuciéon aproximada a una F'.
Se postula la hipotesis nula:

H,: Todas las correlaciones candnicas pq, p2, yp3, son cero, es decir

pr=p2=p3=0

contra la hipotesis alternativa:

H,: Al menos una correlacion es significativamente distinta de cero

pi #0, pa. s=1,2,3.

Se contrasta la hipotesis con la prueba de Rao a un nivel de significancia

a = 0.05 y se obtienen los siguientes valores de la estadistica de prueba:
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Lambda de Wilks usando una aproximacion a una distribucion F (Rao’s F)

statapprox F df1l df2 p-value
1t03: 0.7543611 11.715733 15 1634.653 0.000000000
2to 3: 0.9614300  2.944459 8 1186.000 0.002905057
3to3: 0.9891858  2.164612 3 594.000 0.091092170

Anéalogo al resultado de la prueba anterior, se tiene que las dos primeras
parejas de variables candnicas son las que tienen una correlacion significativamente
distinta de cero a un nivel de significancia del 0.05, por lo tanto el nimero de
parejas de variables candnicas que se requieren para explicar la relacion entre las
variables observadas es dos.

Grdfica 1. Aportacion que tiene una variable para la estadistica de prueba
Lambda de Wilks

Lambda de Wilks, de p, a p;
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0.0
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T T T T
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F=11.7,df1= 15, df2=1635, p=0
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Grdfica 2. Aportacion que tienen dos variable para la estadistica de prueba
Lambda de Wilks

Lambda de Wilks, de p, a p,

00 02 04 06 08

T T T T T
05 1.0 15 2.0 25

F=2.94 df1=8, df2= 1186, p=0.00291

Grdfica 3. Aportacion que tienen tres variable para la estadistica de prueba
Lambda de Wilks

Lambda de Wilks, de p; a p;

04 06
1

0.2
1

0.0
1

F=2.16,df1=3, df2= 594 , p=0.0911

En las 3 graficas anteriores, se muestra la aportacion que tiene el aumento de
una variable para la estadistica de prueba, y se tiene que la tercera variable no
representa un aumento significativo ya que la linea vertical de color rojo que se

muestra en la tercera grafica representa el valor de la estadistica de prueba que
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se obtuvo, asi el numero de variables candnicas que estén por el lado derecho de
ésta, no son significativas, por lo tanto s6lo las dos primeras variables canénicas
tienen correlaciéon significativa y por lo tanto son las necesarias para describir la

relacion entre los conjuntos de variables observadas.

Ademés de estas dos pruebas estadisticas para contrastar la hipotesis, existen
otras dos pruebas analogas a la anterior que también se basan en una aproxima-
cion de la estadistica de prueba a una distribucion F; la primera fue desarrollada

por Hotelling y Lawley, y la segunda fue desarrollada por Pillai y Bartlett.

Se presentan las estadisticas de ambas pruebas:

Traza de Hotelling-Lawley usando una aproximacién a una distribucion F

statapprox F dfl  df2 p.value
1to3: 0.31429738 12.376332 15 1772 0.000000000
2to 3: 0.03980175 2.948647 8 1778 0.002806615
3 to3: 0.01093238 2.167041 3 1784 0.090013166

Grdfica 4. Aportacion que tiene una variable para la estadistica de prueba
Hotelling- Lawley

Traza de Hotelling-Lawley, de p, a p;
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8.2. ANALISIS CANONICO 147

Grdfica 5. Aportacion que tienen dos variable para la estadistica de prueba
Hotelling- Lawley

Traza de Hotelling-Lawley, de p, a p;
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F=2.95, df1=8, df2= 1778 , p=0.00281

Grdfica 6. Aportacion que tienen tres variable para la estadistica de prueba
Hotelling- Lawley

Traza de Hotelling-Lawley, de p; a p;
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F=2.17, df1=3, df2= 1784, p=0.09
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Traza Pillai-Bartlett usando una aproximaciéon a una distribucién F:

statapprox F dfl  df2 p.value
1to 3: 0.25424936 11.000571 15 1782 0.000000000
2 to 3: 0.03887347 2.934093 8 1788 0.002932566
3to3: 0.01081416 2.163421 3 1794 0.090440464

Grdfica 7. Aportacion que tiene una variable para la estadistica de prueba
Pillai-Bartlett

Traza de Pillai-Bartlett, de p, a p;
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Grdfica 8. Aportacion que tienen dos variable para la estadistica de prueba
Pillai-Bartlett

Traza de Pillai-Bartlett, de p, a p;
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F=2.93, df1=8, df2=1788 , p=0.00283
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Grdfica 9. Aportacion que tienen tres variable para la estadistica de prueba
Pillai-Bartlett

Traza de Pillai-Bartlett, de p; a p;

04 06

0.2
1

F=2.16, df1=3, df2= 1794 , p=0.0904

Se tiene para ambas pruebas la misma conclusion, las primeras dos parejas
de variables canonicas tienen correlacion significativamente distinta de cero a un
nivel de significancia o del 0.05 y las graficas muestran los mismos resultados para
la prueba de Rao; en ninguna prueba se tiene que la tercera variable candnica
resulte significativa, por lo tanto se tiene que las dos primeras parejas de variables

canoOnicas son significativas para el analisis.
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Al tener identificadas a las variables canénicas que son representativas, se
presentan las graficas que muestra la relacion entre y dentro de las variables del

conjunto X y las variables del conjunto Y con cada una de las variables candnicas.

La siguiente grafica muestra las dos variables canénicas estadisticamente
significativas conjuntamente con las variables observadas, dicha representacion
ejemplifica que las variables académicas estdn cercanas entre ellas debido a la alta
correlacién que existe entre ellas, mientras que las variables psicologicas al no
estar correlacionadas, su separacion es notable; la variable de género no esta tan

alejada de las variables académicas, pero si de la variable concepto.

Representacion de las Variables Canénicas

Dimension 2

Dimension 1

Variables
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En la grafica de abajo se muestra la dispersion de los individuos en estudio,
conjuntamente con las dos variables candnicas, se observa que la mayoria de
los individuos estan dentro de los rangos (-2,2) de las variables candnicas, lo
cual es comprobable en la tabla de los coeficientes canénicos. Al tener un rango
relativamente corto, se dice que se tiene una mejor interpretacion de las variables

canonicas.

Representacion de las Variables Candnicas

245 pyy 41

Dimension 2

Dimension 1
Individuos

En conclusién, las variables psicologicas no tienen relacion una con la otra,
por ejemplo, un puntaje alto de motivacion no influye en el autoconcepto o el
locus del estudiante, mientras que en las variables académicas se tiene que los
estudiantes que obtienen una calificacién alta en lectura, son estudiantes que
también obtienen una alta calificacion en redaccion, matematicas y ciencias; este
hecho es de esperarse, ya que un estudiante que tiene un régimen de lectura
adecuado es capaz de comprender mas facil y rapido cualquier tema o problema

que se le presente; también se tiene que los estudiantes con calificacion alta en
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matematicas, también obtienen altas calificaciones en ciencias y aquellos que
tienen una alta calificacion en redaccién, tienen alta calificacion en matematicas,
por lo tanto, si existe relacion entre las variables académicas, es decir, el desempeno
académico de un estudiante que tenga altos puntajes en una materia también

tendra altos puntajes en otras materias.

Se demostréd que la variable género no influye con los resultados de las pruebas,
va que la proporcion de mujeres y hombres de la muestra esta equilibrada y
estadisticamente no tiene relacién con las demas varibles, o bien, se puede decir

que el puntaje obtenido en las pruebas no depende del sexo del alumno.

Con la matriz R se observa que no hay una alta correlaciéon entre las variables
psicologicas y académicas, pero con las variables canoénicas y los coeficientes de
estructura canonicos, se demuestra que influyen las variables psicolégicas locus
y motivacion con las variables académicas, lo cual es de suponerse ya que si un
alumno tiene una gran motivacion para seguir estudiando o un objetivo claro, el

desempeno en las variables académicas sera mejor.

Por ltimo, se realizaron pruebas estadisticas para demostrar que la primera y
segunda variable canoénica son estadisticamente significativas, es decir, que estas
dos variables son necesarias e idéneas para describir adecuadamente la relacion

entre los conjuntos de variables.



Conclusiones

Dado los desarrollos y resultados del presente trabajo, se ha formalizado y
explicado el AC y todo lo que conlleva, asi como también saber si los resultados
son estadisticamente significativos mediante diferentes pruebas estadisticas, por
ejemplo: la prueba de Wilks usando la aproximacion de Bartlett, la estadistica
de Rao en relacion a la lambda de Wilks con base en una aproximacién a una
distribucion F y el anélisis de Variabilidad bajo la Hipdtesis Alternativa, cabe
mencionar que las pruebas anteriores fueron desarrolladas y explicadas, para el
contexto del problema dado saber cual es la mas adecuada y por ende la mas
potente dependiendo del objetivo del problema. También se desarrollaron las

regiones de confianza y sus interpretaciones.

Se propuso un niumero de recomendaciones para llevar acabo el AC y asi poder
identificar los posibles errores, causa por las que ocurren y su solucion; todo esto

con el fin de realizar adecuadamente el analisis.

Se justifico porque el AC es una generalizacion de las técnicas multivariadas,
como: el anéilisis de varianza, analisis discriminante, andlisis de tablas de
contingencia, entre otras; se mostré que una de las principales causas por las que
el AC es la técnica general es debido a que tiene el menor niimero de restricciones
en cuanto a supuestos, a su vez, los conjuntos de variables X y Y pueden ser
vectores aleatorios, uno de ellos ser aleatorio, tener variables dummy o variables

no aleatorias al mismo tiempo. Al realizar la justificacion del porque el AC es

153
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la técnica multivariada general, también se expusieron las principales ventajas
que posee el AC, por ejemplo: permite extraer la méxima informacion posible de
los conjuntos de datos, realizando trasformaciones de los conjuntos de variables
para obtener una manera simplificada y adecuada de representar los datos, es
decir, resume relaciones complejas y proporciona un método ttil de reduccion de

dimensién de un problema.

Todos los resultados se desarrollaron en dos conjuntos de variables X y Y,
pero también se presentd brevemente un Andlisis Candnico Generalizado, el cual
consiste en hacer ver al lector que todos los desarrollos obtenidos en dos conjuntos
de variables se puede generalizar para més conjuntos de variables en términos de

regresiones multiples, es decir, aplicar adecuadamente las técnicas estadisticas.

Sin duda, el AC requiere considerablemente mas trabajo computacional, pero
con la evolucion de las computadoras y desarrollo de software, derivar un AC
puede no ser un obstaculo, sin embargo, se ha propuesto y presentado una
forma eficiente para llevar a cabo dicho anélisis en el paquete estadistico R y
asi obtener los resultados méas facilmente con las interpretaciones adecuadas de

los coeficientes.

En conclusion se tiene que el AC es la técnica multivariada general y completa
que se pueda tener para encontrar las relaciones existentes entre dos o mas
conjuntos de variables, al no tener gran cantidad de restricciones es eficiente en
cualquier cantidad de problemas y tipos de conjuntos, es facilmente interpretable
siguiendo la descripcion de los coeficientes que se obtienen y una técnica segura y

confiable.
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Sintaxis de figuras

# Fig. 1.
x<-c(0,40)

y<-c(0,40)
plot(x,y,type="n",axes=FALSE,xlabel=,ylabel=,cex.lab=0.000001)
segments(5,5,35,5) ;segments(5,35,35,35) ;segments (5,20,35,20)
segments(5,5,5,35) ;segments(35,5,35,35) ;segments (20,5,20,35)
text(7,36.5, expression(X[1]),cex=.8)

text(10,36.5, expression(X[2]),cex=.8)

text(14,36.5, ". . . .",cex=1.bH)

text(19,36.5, expression(X[pl),cex=.8)

text(22,36.5, expression(Y[1]),cex=.8)
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text (25,36.5, expression(Y[2]),cex=.8)
text(29,36.5, ". . . .",cex=1.bH)
text(34,36.5, expression(Y[ql),cex=.8)
text (2,33, expression(X[1]),cex=.8)
text (2,30, expression(X[2]),cex=.8)

text (2,27, ".",cex=1.5)
text (2,26, ".",cex=1.5)
text (2,25, ".",cex=1.5)
text (2,24, ".",cex=1.5)

text (2,21, expression(X[p]l),cex=.8)
text (2,18, expression(Y[1]),cex=.8)
text (2,15, expression(Y[2]),cex=.8)

text (2,12, ".",cex=1.5)
text (2,11, ".",cex=1.5)
text (2,10, ".",cex=1.5)
text (2,9, ".",cex=1.5)

text (2,7, expression(Y[ql),cex=.8)
text(12.5,27.5, expression(R[XX]))
text(12.5,12.5, expression(R[YX]))
text(27.5,12.5, expression(R[YY]))
text(27.5,27.5, expression(R[XY]))

# Fig. 2

x=runif (80,30,70)

y=runif (80,30,70)
plot(x,y,xlim=c(-20,100),ylim=c(-20,100),cex=.7,pch=3)
arrows(-100,0,100,0,1length=.1)
arrows(0,-100,0,100,1length=.1)
text (100,7,expression(X[1]))
text (7,100, expression(X[2]))
arrows (25,25,80,80,length=.1)
arrows (80,25,25,80,length=.1)
text (80,70,expression(Y[1]))
text (25,85, expression(Y[2]))

# Fig. 3.

library(ellipse)

plot(ellipse((.8),centre = ¢(10,10),scale = ¢(3.5, 3.5),

which = c(20, 20),

level = 0.95),x1im=c(0,20),ylim=c(0,20),type = ’1’,axes = FALSE)
arrows(0,0,0,20,length=.1) ;arrows(0,0,20,0,length=.1)
arrows(1,1,20,20,1length=.1,col="blue") ;arrows(15,5,5,15,1length=.1,col="blue")
segments(3,10,18,10); segments(10,3,10,18)
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text(-.4,-.4,"0"); text(1,20,expression(X[2]));text(20,1,expression(X[1]))
text(5,14,expression(Y[2])); text(20,19,expression(Y[1]))

text (10,1,bquote(bar (X[1])) ,cex=.7) ;text(1,10,bquote(bar(X[2])),cex=.7)
text (13,11,bquote (theta==cos -1*x(ul11])),cex =.8)
points(13,15,pch=8,co0l=2)

segments(13,15,14,14,co01=2); segments(13,15,9,11,c0l=2)
text(c(13,13.5,14,14.5,15) ,16,expression(" (", X["1 i "],","

JX["2 4 "],"M") ,cex=.7);

text(8,11,expression(Y["2 i "]),cex=.7);text (15,14, ,expression

(Y["1 i "]),cex=.7)

# Referencia de la libreria ellipse

# -Bates, D.M. and Watts, D.G. (1988). Nonlinear Regression Analysis
# and its Applications.Wiley.

# -Murdoch, D.J. and Chow, E.D. (1996).A graphical display of large
# correlation matrices. The American Statistician 50, 178-180.

# Fig. 4.

x<-¢(0,30)

y<-¢(0,30)

plot(x,y,type="n",axes=FALSE,xlabel=,ylabel=,cex.lab=0.000001)
segments(5,5,30,5) ;segments(5,25,30,25)

segments(5,5,5,25) ;segments(30,5,30,25) ;segments(17.5,5,17.5,25)
text (6,26, expression(X[1]))

text (9,26, expression(X[2]))

text (12,26, "...")

text (15,26, expression(X[pl))

text (19,26, expression(Y[1]))

text (22,26, expression(Y[2]))

text (25,26, "...")

text (28,26, expression(Y[ql))

text (2,22, Gaso 1")

text (2,18, Gaso 2")

text (2,15, Gaso 3")

text (2,12, ".")

text (2,11, "."M)

text (2,10, ".")

text (2,7, Gaso N")

text (10,15, Conjunto X")

text (23,15, Conjunto Y")

# Fig. 5.
symbols(x = ¢(10,20,21.5), y = ¢(20,20,20), circles =
c(140,140,140) ,main = )
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text (10,22, expression(Y[1]),cex=1);text(10,21, expression(Y[2]),cex=1)
text (10,20, ".",cex=1.5);text(10,19.5, ".",cex=1.5)

text (10,19, ".",cex=1.5);text(10,18, expression(Y[ql),cex=1)

text (20,20, expression(bold(Y)) ,cex=1.5)

text(21.5,20, expression(bold(X)) ,cex=1.5)
arrows(10.5,22,19,21,1length=.1)

arrows(10.5,21,19,20,length=.1)

arrows(10.5,18,19,19,length=.1)

text(20.75,20, expression(bar(t 2) == sum(frac(r[i] 2, q),

i==1, p)),cex = 1)

text (10,27, "Variabilidad que aporta cada",cex=1.3)

text (10,26, "variable del conjunto Y",cex=1.3)

text(14.5,22, expression(r[1] 2));text(14.5,21, expression(r[2] 2))
text(14.5,18, expression(r[ql 2))

# Fig. 6.

n<-3

a<-rep(1l,n)

names (a)<-c("X1","X2","X3")

pie(a,main=.'ndlisis candénico parcial", radius=1.2,col="white",
clockwise=T,label=, init.angle=210,border=NA)

text (0,-1,expression(x[3]), cex=1.6)
text(sqrt(3)/2,1/2,expression(x[2]), cex=1.6)

text (- (sqrt(3)/2),1/2,expression(x[1]), cex=1.6)
arrows(0.05,-.9, (sqrt(3)/2)-.05 ,(1/2)-.05, col= "blue", 1lwd=2)
arrows(-0.05,-.9,-(sqrt(3)/2)+.05, 1/2-.05, col= "blue", 1lwd=2)

# Fig. 7.

m<-2

n<-2*m+1;n

a<-rep(1,n)

pie(a,main=.’nalisiscanénico biparcial", radius=1.2,col="white",
clockwise=T,init.angle=90,border=NA,label=)
arrows(0.05,-.9,0.95-.005, -0.31-.1, col= "blue", lwd = 2)
arrows(0.025,-.9,0.58+.05 ,0.81-.05, col= "blue", lwd = 2)
arrows(-0.025,-.9,-0.58-.05 ,0.81-.05, col= "blue", lwd = 2)
arrows(-0.05,-.9,-0.95+.005, -0.31-.1, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows (0.95-.0025, -0.31-.05,0.58+.1 ,0.81-.05, col= "blue",
lwd = 2)

arrows (-0.95+.0025, -0.31-.05,-0.58-.1,0.81-.05, col= "blue",
lwd = 2)

text (0,-1,expression(x[3]),cex=1.6)

text (0.66,0.83,expression(x[2]),cex=1.6)
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text(-0.66 ,0.83,expression(x[1]),cex=1.6)
text(-1.05, -0.33,expression(x[4]),cex=1.6)
text(1.05, -0.33,expression(x[5]),cex=1.6)

# Fig. 8.

m<-3

n<-2*m+1;n

a<-rep(1,n)

pie(a,main=.’ndlisis candénico C(7)", radius=1.2,col="white",
clockwise=T,init.angle=90,border=NA,label=)
arrows(0.1,-.95,.83,-.75, col= "blue", lwd = 2)
arrows(0.06,-.95,.97, .23, col= "blue", lwd = 2)
arrows (0.03,-.95,.48,.9, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows (.99, .24,.5,.92, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows(.84,-.74,.49,.9, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows(.85,-.74,.99, .21, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows(-0.1,-.95,-.83,-.75, col= "blue", 1lwd = 2)
arrows(-0.06,-.95,-.97, .23, col= "blue", 1lwd 2)
arrows(-0.03,-.95,-.48,.9, col= "blue", lwd = 2)
arrows(-.99,.24,-.5,.92, col= "blue", lwd = 2)
arrows(-.84,-.74,-.49,.9, col= "blue", lwd = 2)
arrows(-.85,-.74,-.99,.21, col= "blue", lwd = 2)
text(0.01,-1.01,expression(x[3]),cex=1.6)
text(.9,-.8,expression(x[7]),cex=1.6)

text(1.05 ,.25,expression(x[5]),cex=1.6)

text (.5, 1,expression(x[2]),cex=1.6)
text(-.9,-.8,expression(x[6]),cex=1.6)

text(-1.05 ,.28,expression(x[4]),cex=1.6)
text(-.5, 1,expression(x[1]),cex=1.6)

# Fig. 9.

m<-9

n<-2*m+1;n

a<-rep(1,n)

pie(a,main=.’ndlisis candénico C(2n+1)", radius=1.1,col="white",
clockwise=T,init.angle=90) ,border=NA,label=)
pie(a,main=.*nalisis canénico C(2n+1)", radius=1,col="white",
clockwise=T,init.angle=270,border=NA,label=)

al<-0;a2<-(-.98) ;a3<-.32;a4<-(-.93) ;ab<-.61
a6<-(-.78);a7<-.83;a8<-(-.54);a9<-.96;a.<-(-.24)
b1<-.99;b2<-.08;b3<-.91;b4<-.4;b5<-.73
b6<-.67;b7<-.47;b8<-.87;b9<-.16;b.<-.98

arrows(al,a2,a3,a4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
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arrows(a3,a4,ab,a6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (ab,a6,a7,a8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,a%9,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
segments(a9,a.,bl,b2, col= "blue",lwd =1, length=.1, 1lty=3)
arrows (b1,b2,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (b3,b4,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (b5,b6,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, 1ength=.1)
arrows (b7,b8,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,ab,a6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,a7,a8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,a9,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,b1,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(al,a2,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,a7,a8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,ad,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,b1,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (a3,a4,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a3,a4,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(ab,a6,a9,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(ab,a6,bl1,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(ab,a6,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(ab,a6,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (ab,a6,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(ab,a6,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,bl,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a7,a8,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a9,a.,b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a9,a.,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a9,a.,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(a9,a.,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (b1,b2,b5,b6, col= "blue",lwd = 1, 1ength=.1)
arrows (b1,b2,b7,b8, col= "blue",lwd = 1, 1ength=.1)
arrows(b1,b2,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (b3,b4,b7,b8, col= "blue",lwd = 1 1ength=.1)

-
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arrows (b3,b4,b9,b., col= "blue",lwd 1

arrows (b5,b6,b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-al,a2,-a3,a4, col= "blue",lwd =

arrows (-a3,a4,-ab,a6, col= "blue",lwd =
arrows(-ab,a6,-a7,a8, col= "blue",lud =
arrows(-a7,a8,-a9,a., col= "blue",lud =
segments(-a9,a.,-bl,b2, col= "blue",lwd
arrows (-b1,b2,-b3,b4, col= "blue",lud =
arrows (-b3,b4,-b5,b6, col= "blue",lud =
arrows (-b5,b6,-b7,b8, col= "blue",lwd =
arrows (-b7,b8,-b9,b., col= "blue",lwd =
arrows(-al,a2,-ab,a6, col= "blue",lud =
arrows(-al,a2,-a7,a8, col= "blue",lwd =
arrows(-al,a2,-a9,a., col= "blue",lwd =
arrows(-al,a2,-bl1,b2, col= "blue",lud =
arrows(-al,a2,-b3,b4, col= "blue",lwd =
arrows(-al,a2,-b5,b6, col= "blue",lwd =
arrows(-al,a2,-b7,b8, col= "blue",lud =
arrows(-al,a2,-b9,b., col= "blue",lud =
arrows (-a3,a4,-a7,a8, col= "blue",lwd =
arrows(-a3,a4,-a9%9,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a3,a4,-b1,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)

1
1
1
1, length=.1)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
arrows(-a3,a4,-b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)
, length=.1)

arrows(-a3,a4,-b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a3,a4,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a3,a4,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-ab,a6,-a9,a., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a5,a6,-bl,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-ab,a6,-b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-ab,a6,-b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a5,a6,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-ab,a6,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a7,a8,-b1,b2, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a7,a8,-b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a7,a8,-b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a7,a8,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a7,a8,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a9,a.,-b3,b4, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a9,a.,-b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a9,a.,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows(-a9,a.,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (-b1,b2,-b5,b6, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
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arrows (-bl,b2,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (-b1,b2,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (-b3,b4,-b7,b8, col= "blue",lwd = 1, length=.1)
arrows (-b3,b4,-b9,b., col= "blue",lwd = 1, length=.1)

arrows (-b5,b6,-b9,b., col= "blue",lwd 1, 1ength=.1)
text(al,a2-.051,expression(x[3]),cex=1.6)
text(a3+.12,a4-.07,expression(x["2n+1"]) ,cex=1.6)
text(ab+.12,a6-.07,expression(x["2n-1"]) ,cex=1.6)
text(a7+.12,a8-.09,expression(x["2n-3"]) ,cex=1.6)
text(a9+.15,a.-.05,expression(x["2n-5"]) ,cex=1.6)
text(bl+.1,b2,expression(x[11]),cex=1.6)

text (b3+.1,b4,expression(x[9]),cex=1.6)

text (b5+.1,b6+.05,expression(x[7]),cex=1.6)

text (b7+.1,b8+.05,expression(x[5]),cex=1.6)

text (b9-.05,b.+.06,expression(x[2]),cex=1.6)
text(al,a2-.05,expression(x[3]),cex=1.6)

text (-a3-.05,a4-.07,expression(x["2n"]) ,cex=1.6)
text(-ab-.12,a6-.07,expression(x["2n-2"]) ,cex=1.6)
text(-a7-.12,a8-.09,expression(x["2n-4"]) ,cex=1.6)
text(-a9-.15,a.-.05,expression(x["2n-6"]) ,cex=1.6)
text(-bl-.1,b2,expression(x[10]),cex=1.6)

text (-b3-.1,b4,expression(x[8]),cex=1.6)

text (-b5-.1,b6+.05,expression(x[6]),cex=1.6)

text (-b7-.1,b8+.05,expression(x[4]),cex=1.6)

text (-b9+.05,b.+.06,expression(x[1]),cex=1.6)

Sintaxis de ejemplo (Capitulo 10)

#Bibliotecas a utilizar
library(catspec)
library (CCA)

library (CCP)
library(fields)
library(foreign, pos=4)
library(yacca)
library(yhat)
library(mvnormtest)

#S5e cargan los datos
dat<-read.spss(G:/Users/WALTEROSKY/Desktop/TESIS/mmreg.sav",
use.value.labels=TRUE,max.value.labels=Inf,to.data.frame=TRUE)
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attach(dat)#Se define el conjunto de datos
names (dat)#Muestra los nombres de las variables

#Estadisticas descriptivas

#Se definen los dos conjuntos de variables en su forma matricial
V.Psico<-as.matrix(dat[,2:4])#Conjunto de variables X
V.Acad<-as.matrix(dat[,5:9])#Conjunto de variables Y
VP<-(dat[,2:4])#Conjunto de variables X

VA<-(dat[,5:9])#Conjunto de variables Y

#Variables Psicolégicas
par (mfrow=c(1,2))

hist(locus,col = zellow", border = "blue",labels = TRUE,
main="Locus",xlab=,ylab=,cex.main=3)
hist(concepto,col = "blue", border = red",labels = TRUE,

main=Concepto",xlab=,ylab=,cex.main=3)

par (mfrow=c(1,1))

hist(motivacion,col = "pink", border = "blue'",labels = TRUE,
main="Motivacioén",xlab=,ylab=,cex.main=2)

x11()#Se abre nueva ventana de grafica
boxplot(V.Psico,col=c(zellow","blue","pink"))
t(stats(V.Psico))#Resumen del conjunto

#Variables Académicas

par (mfrow=c(1,2))

hist(lectura,col = zellow", border = '"blue",labels = TRUE,
main="Lectura",xlab=,ylab=,cex.main=2,breaks=>5)
hist(redaccion,col = "blue", border = red",labels = TRUE,
main=Redaccién",xlab=,ylab=,cex.main=2,breaks=5)
hist(matematicas,col = "pink", border = "blue",labels =TRUE,
main="Matemdticas",xlab=,ylab=,cex.main=2,breaks=5)

hist(ciencias,col = "green", border = "blue",labels = TRUE,
main=Giencias",xlab=,ylab=,cex.main=2,breaks=>5)
x110

boxplot(V.Acad[,1:4],col=c(zellow","blue","pink","green"))
t(stats(V.Acad))#Resumen del conjunto

#Variable género

ctab(table(mujer), addmargins=TRUE)# Numero de mujeres y hombres
x11(#grafica de pastel del porcentaje de hombres y mujeres

pie(table(mujer) ,radius=1,main="Variable Sexo (Mujer)",col=c("blue","pink"),
init.angle =90,labels=c("Hombre","Mujer"))
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#Analisis Canédnico

# correlaciones

correl<-matcor (V.Psico,V.Acad)#Calculo de la Matriz R
img.matcor(correl, type = 1)

title(main="Matriz de correlacidén R")

correl #valores de la matriz R

ccl <- cc(V.Psico,V.Acad)

#Valores de las correlaciones canbnicas

rho<- cancor(V.Psico,V.Acad)$cor

res.rcc<- rcc(V.Psico,V.Acad, 0.4640861, 0.1675091)

#Grafica de las correlaciones candnicas

barplot(res.rcc$cor, col=c(3,5,"purple"),xlab = "Variable Candnica",
main=Correlaciones Canénicas", ylab = Qorrelacién Candénica",
names.arg = 1:3, ylim = c(0,1))

cca.fit<- cca(V.Psico,V.Acad)#analisis canénico

summary (cca.fit)#resumen de los coeficientes
plot(cca.fit)#graficas importantes en el AC

#grafica de los coeficientes de estructura, correlacidn
helio.plot(cca.fit, x.name="Var. Psicolégicas", y.name="Var. Académicas",
main="Primera Variable Canénica",sub=NULL)

helio.plot(cca.fit, cv=2, x.name="Var. Psicoldgicas",y.name="Var.
Académicas",

main="Segunda Variable Candnica",sub=NULL)

helio.plot(cca.fit, cv=3, x.name="Var. Psicolégicas",y.name="Var.
Académicas",

main="Tercera Variable Canénica", sub=NULL)

#grafica de los coeficientes de estructura, variabilidad
helio.plot(cca.fit,type="variance",x.name="Var. Psicolégicas",
y.name="Var. Académicas", main="Primera Variable Canénica",sub=NULL)
helio.plot(cca.fit, cv=2,type="variance", x.name="Var. Psicoldgicas",
y.name="Var. Académicas", main="Segunda Variable Canénica'",sub=NULL)
helio.plot(cca.fit, cv=3, type='"variance", x.name="Var. Psicoldgicas",
y.name="Var. Académicas", main="Tercera Variable Canénica",sub=NULL)

#PRUEBAS PARA ESTIMAR EL VALOR DE S

N = dim(V.Psico) [1] #Se define el nimero de observaciones
p = dim(V.Psico) [2] #Se define el nimero de variables dependientes
q = dim(V.Acad) [2] #Se define el nimero de variables independientes

#Se calcula los p-value’s utilizando aproximaciones a la
distribucidn F,
#de diferentes pruebas estadisticas:
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.asym(rho, N, p, g, tstat = "Wilks") #Lambda de Wilks
.asym(rho, N, p, q, tstat = "Hotelling") #Traza de Hotelling-Lawley
.asym(rho, N, p, g, tstat = "Pillai") #TrazaPillai-Bartlett
Grafica, prueba de Lambda Wilks

considerando 1,2,3 correlaciones canodnicas

resl <- p.asym(rho, N, p, q,tstat = "Wilks")

par (mfrow=c(3,1))

plt.asym(resl,rhostart=1)

plt.asym(resl,rhostart=2)

plt.asym(resl,rhostart=3)

# Grafica, prueba de Traza de Hotelling-Lawley
#tconsiderando 1,2,3 correlaciones candnicas

res2 <- p.asym(rho, N, p, g,tstat = "Hotelling")

par (mfrow=c(3,1))

plt.asym(res2,rhostart=1)

plt.asym(res2,rhostart=2)

plt.asym(res2,rhostart=3)

# Grafica, prueba de Traza Pillai-Bartlett
#considerando 1,2,3 correlaciones candnicas

res3 <- p.asym(rho, N, p, g,tstat = "Pillai")

par (mfrow=c(3,1))

plt.asym(res3,rhostart=1)

plt.asym(res3,rhostart=2)

plt.asym(res3,rhostart=3)

#grafica de las variables candnicas

plt.cc(res.rcc, var.label = T, type="v")
title(main=Representacién de las Variables Candénicas",sub="Variables",
cex.sub = 0.75, font.sub = 4)

plt.cc(res.rcc, var.label = F, type=i")
title(main=Representacidén de las Variables Candnicas",
sub=Individuos",cex.sub = 0.75, font.sub = 4)

¥ #'T T T
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