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Introduccion.

Este trabajo esta basado en el articulo de los matematicos: Francisco Raggi Carde-
nas, José Rios Montes, Hugo Alberto Rincon Mejia, Rogelio Fernandez-Alonso y Carlos
Signoret, titulado “The lattice structure of preradicals” ([6]), en el cual se estudian al-
gunas propiedades importantes de R-pr (la gran reticula de prerradicales sobre R).

El objetivo principal de este trabajo es analizar la gran reticula R-pr, tal analisis
parte de la obtencién de algunos resultados importantes sobre los elementos de R-pr,
bajo este contexto surgen algunas cuestiones, tales como:

1) Es R-pr una gran reticula atémica?
2) (Es R-pr una gran reticula coatémica?

3) En caso de una respuesta afirmativa a las preguntas 1) 6 2), jen qué casos se
puede expresar a los elementos de R-pr en términos de sus atomos 6 codtomos?

Analizando a R-pr a través de R, y teniendo en cuenta que R-pr es en general una
clase, surge la cuestion:

4) ;En qué casos resulta ser R-pr un conjunto?

Este trabajo consta de 2 capitulos. Se presenta a continuacién de forma breve el
contenido de cada uno de ellos. En el capitulo 1 (el mas extenso de los 2 capitulos) se
presentan las definiciones y los resultados basicos sobre teoria de modulos, categorias,
reticulas y clases de anillos que seran necesarios para el desarrollo del capitulo 2.

El capitulo 2 consta de 3 secciones, en la primera seccion se presenta la definicién de
prerradical y se define un orden para R-pr (Definicién 2.1.3), con el cual resulta que R-
pr es una gran reticula, se presentan ademas 2 clases de prerradicales muy importantes
para el desarrollo posterior de la teorfa, a saber X y wd! (Definicién 2.1.9), con los
cuales se puede ver que R-pr es una gran reticula atémica y coatémica (Teorema 2.1.14)
y con esto se da una respuesta a las preguntas 1) y 2). La seccién 2 estd dedicada
a dos clases de prerradicales muy importantes: los prerradicales idempotentes y los
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prerradicales radicales, en esta seccién se encuentran varios resultados acerca de estos
2 tipos de prerradicales. Finalmente en la seccién 3 se dan caracterizaciones de algunos
anillos, tales como los anillos Artinianos simples (Teorema 2.3.1), los anillos Artinianos
semisimples (Teorema 2.3.2 y Teorema 2.3.4), los V-anillos (Teorema 2.3.7) y los anillos
que son producto finito de anillos simples (Teorema 2.3.9), cabe mencionar que en el
Teorema 2.3.2, donde se caracterizan a los anillos Artinianos semisimples, se da una
respuesta a las preguntas 3) y 4). Desde luego las caracterizaciones que se dan en esta
seccién son en términos de propiedades de la reticula R-pr.



Capitulo 1

Conceptos preliminares.

En este capitulo se presentan las definiciones y resultados basicos sobre la teoria de
Médulos y Categorias que se usaran en los capitulos siguientes.

1.1. Moébdulos y Categorias.

Sea R un anillo asociativo con 1 y sea M un grupo abeliano. Denotemos por End(M)
el anillo de endemorfismos de M, es decir el conjunto de todos los morfismos de M en
M, dotado de la estructura de anillo definida por las leyes de composicion: Si a € M

(f +9)(a) = f(a) +g(a)
(fog)(a) = f(g(a)).

Por 1), denotaremos al elemento neutro o identidad de End(M).

DEFINICION 1.1.1 Se llama representacion de R a todo morfismo de anillos
¢: R— End(M).
Entonces, para cada r € R, ¢(r) es un morfismo de M vy se satisfacen las propiedades
p(r1+r2) = @(r1) + ¢(r2)
p(rir2) = @(r1)e(ra) (1)
p(1) = L.
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En estas condicones decimos también que R opera sobre M y que los elementos de
R son operadores de M, y basandonos en esta observacion escribimos

o(rym =rm

El hecho que ¢ sea un morfismo de M se traduce en las propiedades

(1) r(my 4+ msy) = rmy + rms.

(13) (r1 4 ry)m =rym+ rom.

(1ii) (rira)m = ri(rem).

() 1m =m.

en donde r, 71,1 € R 'y m,my,my € M.

Podemos independizarnos, en solo una pequena medida de End(M) e imaginar una
nueva estructura definida en M por el anillo R. Especificamente, la estructura definida
por las propiedades (i), (i), (7ii) y (iv).

DEFINICION 1.1.2 Sea R un anillo asociativo (conmutativo o no conmutati-

vo) con 1. Se llama estructura de médulo izquierdo sobre el anillo R a la estructura
determinada sobre M por toda aplicaciéon R x M — M, tal que si

(rym) — rm
se satisfacen las propiedades:
(1) r(my 4+ ma) =rmy + rms.
(13) (r1 +ro)m = rym + rom.
(1ii) (riro)m = ri(rom).
() 1m =m.
en donde ;71,72 € R 'y m,my,mg € M.

Es posible definir sobre M una estructura de médulo derecho sobre M. La tnica
variante es que, en vez de (7i7), imponemos la condicién

iid') (rire)m = ro(rym)

En estas condiciones conviene mas escribir los operadores a la derecha mr en vez de rm,
y entonces la definicién de médulo derecho sobre R es simétrica con la correspondiente
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a la izquierda. Si R es un anillo conmutativo, entonces iii) y iii’) son propiedades
equivalentes y no es necesario hacer distinciones a la izquierda o a la derecha.

En adelante denotaremos por R-Mod a la clase de modulos izquierdos sobre R,
mientras que Mod-R denotara a la clase de modulos derechos sobre R. En la teoria de
modulos interesa considerar también bi-modulos, es decir modulos simultaneamente a
la izquierda y a la derecha, y ain casos en que se tiene una estructura de R-mddulo
y médulo-S, donde R y S son anillos no necesariamente iguales. En estos casos es
importante la condicién asociativa

(rx)s =r(ws)

sir e R,x € M, s € S. En lo sucesivo se consideraran R-médulos, salvo pocas
excepciones que se aclararan anticipadamente.
EJEMPLO 1.1.3

(1) Todo grupo abeliano es un Z-mdédulo. Para ello, basta definir la representacién
p:Z — End(M), p(a)m = am. Recordando que am significa

m+m+ ... +m (a sumandos), si a > 0
0, sia=0

(—m) + (—m) + ... + (—m) (—m sumandos), si m < 0.

(2) Si M = {0}, entonces M admite una tnica estructura de R-médulo, cualquiera
que sea el anillo R. Denotaremos dicha estructura simplemente por {0}.

(3) Sea R un anillo. El producto del anillo en R, (1, ) — ra determina sobre R una
estructura de R-maédulo.

(4) Todo grupo abeliano M es un End(M )-médulo por la representacion identidad
L gnaa).-

DEFINICION 1.1.4 Sea M € R-Mod. Diremos que un subconjunto K de M es
un submoédulo de M si

1) K es un subgrupo del grupo abeliano M.
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2)Sire Ryae€ K, entonces ra € K.

Utilizaremos la notacion K < M para decir que K es un submoédulode M y K < M
para decir que K es un submoédulo propio de M.

PROPOSICION 1.1.5 Si K C M es submédulo de M si y solo si
i) K # 2.

i1) Si z, y € K, entonces r —y € K.

iti) Sir € R, z € K, entonces rx € K.

Demostracion:

Si suponemos que K es submédulo de M, claramente se cumple éii). Ademads se
cumplen i) y ii) ya que K es subgrupo de M. Reciprocamente, si suponemos que se
cumplen 1), 7i) y iii) entonces por i) y ii) se tiene que K es subgrupo de M y la
condicién 4ii) implica que si r € R, x € K, entonces rx € K, por lo tanto K es
submodulo de M. B

EJEMPLO 1.1.6
1) Si M es un R-mdédulo entonces {0} y M son submédulos de M.

2) Por el Ejemplo 1.1.3 inciso (1), se tiene que R es un R-mdédulo, los submddulos
de R son los ideales izquierdos de R.

3) Sea M € R-Mod y sea m € M, entonces
Rm = {rm | r € R}

es un submodulo de M. Més generalmente, si {my,ma, ..., m,} es un conjunto de ele-
mentos de M, elconjunto K de todas las combinaciones lineales

n

Z My, ri € R
i=1
es un submodulo de M.

4) Sea M € R-Mod y sean K, N submddulos de M. Sea
K+ N={k+nl|keK, ne N}
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Entonces K 4+ N es submdédulo de M y se denomina el submdédulo suma de K y N. Se
tiene ademas que K + N = N + K, por se M un grupo abeliano.

DEFINICION 1.1.7 Sean M, N € R-Mod. Sea f M — N una aplicacion de
M en N. Se dice que f es un R-morfismo de médulos o simplemente un morfismo, si
para todo x, y, m € M, r € R, se cumplen las siguientes propiedades.

1) f es monomorfismo de grupos: f(x +y) = f(z) + f(y)

2) f preserva operadores: f(ra) =rf(a).

PROPOSICION 1.1.8 Sea f: M — N un morfismo de R-moédulos. Entonces:
1) Nuc(f) ={x € M | f(x) =0} es un submddulo de M.

2) Im(f)=f(M)={y € N | Existe x € M tal que y = f(z)} es submédulo de N.
3) f es morfismo inyectivo si y solo si Nuc(f) = {0}.

Demostracion:

1) Veamos que Nuc(f) = {x | f(x) = 0} es un submddulo de M.

i) Nuc(f) # @ ya que 0 € Nuc(f).

i1) Sean z, y € Nuc(f), entonces f(x—y) = f(z)+ f(—y) = f(z)+f(y) =0-0=0,
por tanto x — y € Nuc(f).

iti) Sean r € Ry « € Nuc(f), entonces f(rx) =rf(x) =r0 =0, lo que implica que
re € Nuc(f).

Por la Proposicién 1.1.5 se tiene que Nuc(f) < M.

2) Ahora veamos que Im(f) = f(M) = {y € N | Existe z € M tal que y = f(x)}
es submodulo de N.

i) Im(f) # @ ya que f(0) =0y por tanto 0 € Im(f).

i1) Sean y1, y2 € Im(f), entonces existen x1 y xo € M tales que f(z1) = y1, f(x2) =
ya. Luego, f(x1 —x2) = f(21) — f(22) = y1 — ¥2, lo que implica que y; — yo € Im(f).
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i1i) Sean r € Ry y € Im(f), entonces existe z € M tal que f(x) = y, por lo cual
f(rz) =rf(z) = ry, lo que implica que ry € Im(f).

Por la Proposicién 1.1.5 se tiene que Im(f) < N.

3) Si f es morfismo inyectivo y = € Nuc(f), se tiene entonces que f(0) = f(x) =0,
lo que implica que x = 0 y por tanto Nuc(f) = {0}. Reciprocamente, si Nuc(f) = {0}
y si @1, xo € M son tales que f(x1) = f(x2), entonces f(z1 —x2) = f(z1) — f(z2) =0,
lo que implica que x1 — x5 € Nuc(f) = {0}, por lo cual ;1 = z5 y por tanto f es
morfismo inyectivo. Bl

DEFINICION 1.1.9 Se dice que un morfismo de R-modulos es:
a) Monomorfismo, si f es inyectiva.
b) Epimorfismo, si f es sobreyectiva.

¢) Endomorfismo, si M = N.

d) Isomorfismo, si f es monomorfismo y epimorfismo. Se escribe entonces f : M =

f
N,6 A= N, 6 A= N y se sobreentiende la f.

e) Automorfismo, si f es un isomorfismo y M = N.

DEFINICION 1.1.10 1) Sean M, N € R-Mod. Se define
Homg(M,N)={f: M — N | f es morfismo de M a N}.

PROPOSICION 1.1.11 La ley de composicién
Homgp(M,N) x Homg(M,N) — Hompg(M,N)
tal que
(f +9)(m) = f(m) + g(m)
define sobre Hompg(M, N) una estructura de grupo abeliano.
2) Si R es conmutativo, la aplicacién

R x Homg(M,N) — Hompg(M, N)
(r, f) = rf
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tal que
(rf)(a) =rf(a)

define sobre el grupo abeliano Hompg(M, N) una estructura de R-mdédulo.
Demostracion:
1) Primero veamos que Hompg(M, N) es un grupo abeliano con la estructura dada.
(1) Dados f, g € Homg(M, N), vamos a demostrar que f+g pertenece a Homg(M, N).
Sean m, m' € M. Se tiene que:
(f +9)(m +m') = f(m+m') + g(m+m') = f(m) + f(m') + g(m) + g(m’) =
= f(m) +g(m) + f(m') + g(m') = (f + g)(m) + (f + g)(m).

Lo que implica que f + g € Homg(M, N).

(ii) Sean f, g, h € Homp(M, N), y m € M entonces:
(f + (g +h))(m) = f(m) + (g + h)(m) = f(m) + (g(m) + h(m)) =

= (f(m) + g(m)) + h(m) = (f + g)(m) + h(m) = ((f + g) + h)(m).
Por tanto f + (g +h) = (f +g) +h.

iii) Sea fo € Homgr(M, N) dado por fo(m) = 0. Si g € Homg(M,N)y m € M
entonces:

(g + fo)(m) = g(m) + fo(m) = g(m) + 0 = g(m).

Entonces fy es neutro aditivo de Homg(M, N).

iv) Sean f € Homgr(M,N)y f*: M — N dado por f*(m)= —f(m), es facil ver
que f* € Hompg(M, N). Ademas:

(f+ ) (m) = f(m) + f*(m) = f(m) + (=f(m)) =0 = fo(m).

Lo que implica que f + f* = fo.
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v) Sean f, g € Homg(M,N) y m € M, entonces:
(f +9)(m) = f(m) + g(m) = g(m) + f(m) = (g + f)(m).
Se tiene entonces que f+ g =g+ f.

Por lo tanto Hompg(M, N) es grupo abeliano.

2) Hay que verificar que si r € R, f € Homg(M, N) entonces rf € Homg(M, N).

Es inmediato que

(rf)(m+m') = (rf)(m) + (rf)(m’).

Por otro lado, si 7 € Ry m € M, entonces:

(rf)(rm) = r(f(r'm)) = r(' f(m)) = (rr") f(m) = (r'r) f(m) =
= /(rf(m)) = /((rf)(m)).

Lo que prueba que rf € Homp(M, N).

Seanm € M, f, g € Homgr(M,N) y r, r, r2 € R, entonces:

i) (r(f+9))(m) = r((f+g)(m)) = r(f(m)+g(m)) = rf(m)+rg(m) = (rf+rg)(m).

Lo que implica que r(f + g) =rf + rg.

i) ((re +7r2) f)(m) = (r1 +72)(f(m)) = r1f(m) + r2f (m) = (11 f +r2f)(m).

Lo que implica que (r; + o) f = f +raf.

i) ((rire) f)(m) = (rir2) f(m) = ri(raf(m)) = (ri(r2f))(m).

Lo que implica que (ri7q)f = ri(raf).

w) (Lf)(m) = 1f(m) = f(m).

Lo que implica que 1f = f. Por lo tanto Homg(M, N) € R-Mod. B
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DEFINICION 1.1.12 Una categoria € consta de lo siguiente:
i) Una clase de objetos de €. A tal clase de objetos se le denotard por Ob(€).

ii) Un conjunto Hom(C,C") cuyos elementos son llamados mor fismos de C a C’,
para cada pareja ordenada (C,C") de objetos de Ob(€).

iii) Una funcién Hom/(C",C") x Hom(C,C") — Hom/(C, C") llamada composicién
para cada terna ordenada (C’,C",C") de objetos de €.
SiC,C',C",C", Dy D" € Ob(€), se debe cumplir:
1.1.13 Hom(C,C") y Hom(D, D’) son conjuntos ajenos si (C,C") # (D, D’).

1.1.14 Sia € Hom(C,C"), B € Hom(C',C") y v € Hom(C",C") entonces
7(Ba) = (vP)a.

1.1.15 Para cada objeto C existe 1o € Hom(C,C) tal que lca = a'y flg =
para cualesquiera & € Hom(C",C) y p € Hom(C,C").
EJEMPLO 1.1.16
1) € =Sets.

Los objetos en esta categoria son conjuntos, los morfismos son funciones y la com-
posicion es la composicion usual de funciones.

2) € =Groups

Los objetos en esta categoria son grupos, los morfismos son los morfismos entre
grupos y la composicion es la composicién usual (los morfismos son funciones).

3) ¢ = RMOd.

Los objetos en esta categoria son elementos de R-Mod, los morfismos son los R-
morfismos (Ver Definicién 1.1.7). Denotamos a los conjuntos Hom (M, N) en pRMod
por Homg(M, N) (Ver Definicién 1.1.10).

Si R = Z, entonces escribimos

zMod=Ab
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para recordar que los Z-modulos son solo grupos abelianos.

DEFINICION 1.1.17 Sean B y € dos categorias. Un funtor T : 8 — € asigna
a cada objeto B en B un objeto T'(B) en €, y asigna a cada morfismo o € Hom(B, B')
en B un morfismo T'(«) : T(B) — T(B’) en € de tal forma que:

i) T(fa) = T(B)T () para cada o € Hom(B, B'), § € Hom(B', B") en ‘B

i) T(15) = 1r(s).

DEFINICION 1.1.18 Sean B y € dos categorias. Un funtor contravariante
T : 9B — € asigna a cada objeto B en B un objeto T(B) en €, y asigna a cada
morfismo a € Hom(B, B’) en B un morfismo T'(«) : T(B') — T(B) en € de tal
forma que:

i) T(fa) = T(a)T(F) para cada o € Hom(B, B'), f € Hom(B', B") en 8.

it) T(15) = 1.

EJEMPLO 1.1.19
1) El funtor Homg(M,_) : gkMod — zMod.

Si N € R-Mod, entonces por Proposicién 1.1.11 se tiene que Homg(M,N) € Z-
Mod, por lo cual Hompg(M, ) asigna a cada objeto de gkMod un objeto de zMod.

Si f: N — K esun morfismo de R-mddulos, entonces queda definido

Hompg(M, f): Homg(M,N) — Hompg(M, K)
como Hompg(M, f)(h) = f o h.
De esta forma Hompg(M, ) asigna a cada morfismo f € Homg(N, K) un morfismo
Hompg(M, f) : Homg(M,N) — Homg(M, K).
Ademas:

i) Si f € Homg(N,K)y g € Homg(K,T), se tiene que go f € Homg(N,T) y
quedan definidos

Homgr(M,go f): Homgr(M,N) — Hompg(M,T)
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como Homgr(M,go f)(h) = (go f)oh.

Hompg(M,g) o Homp(M, f): Homg(M,N) — Homp(M,T)
como (Homg(M, g) o Homgr(M, f))(h) = Homg(M, g)(Homg(M, f)(h)) =

= Homp(M,g)(foh)=go(foh)=(gof)oh.

Lo que implica que Homg(M,g o f) = Homg(M,g) o Homg(M, f) para todo f €
Homp(N,K)y g€ Homp(K,T).

it) Sea N € R-Mod y 1y € Homg(N, N), entonces queda definido:
Hompg(M,1x) : Hom(M,N) — Hompg(M,N)

como Homp(M,1y)(h) =1y 0oh =h = lhomyoun) ().

Lo que implica que Homp(M,1x) = Lomym,n) Para todo N € R-Mod.

Se tiene entonces que Homgr(M,_ ) : RpMod — zMod es un funtor.

2) El funtor contravariante Hompg(_, M) : gpMod — zMod.

Si N € R-Mod, entonces por Proposicién 1.1.11 se tiene que Homgr(N, M) € Z-
Mod, por lo cual Hompg(_, M) asigna a cada objeto de rMod un objeto de zMod.

Sif: N — K es un morfismo de R-mddulos, entonces queda definido
Hompg(f,M): Homgr(K, M) — Hompg(N, M)

como Hompg(f, M)(h) =ho f.

De esta forma Hompg(-, M) asigna a cada morfismo f € Hompg(N, K) un morfismo
Hompg(f,M): Homgr(K, M) — Hompg(N,M).

Adem3s:

i) Si f € Homr(N,K)y g € Homgr(K,T), se tiene que go f € Homgr(N,T) y
quedan definidos

Homg(go f,M): Homgr(T, M) — Hompg(N, M)

como Hompg(go f, M)(h) =ho(go f).



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES.

Hompg(f,M)o Homg(g, M) : Homg(T, M) — Hompg(N, M).
como (Hompg(f, M) o Homg(g, M))(h) = Homg(f, M)(Homg(g, M)(h)) =

= Hompg(f,M)(hog)=(hog)of=ho(gof).

Lo que implica que Homg(g o f, M) = Homg(f, M) o Homg(g, M) para todo f €
Hompr(N,K)y ge Homp(K,T).

it) Sea N € R-Mod y 1y € Hompg(N, N), entonces queda definido:
Hompg(1y,M): Hom(N,M) — Hompg(N, M)

como Homp(1y, M)(h) = holy =h = lgomun(h).

Lo que implica que Hompg(1y, M) = 1gomu(n,m) Para todo N € R-Mod.

Se tiene entonces que Hompg(-, M) : gMod — zMod es un funtor contravariante.

DEFINICION 1.1.20 Sea T : 2 — B un funtor. Un subfuntor de T es
un funtor F' : A — B, tal que F(A) — T(A) para cada objeto A en A y si f €
Hom(A, A’) entonces:

F(A)——=T(A)
F(f)T TT(f)
F(A)——=T(A)

es un diagrama conmutativo.

DEFINICION 1.1.21 Sea € una categoria v {M_,}aer una familia de objetos
de la categoria. Un producto en € para la familia {M,}aecr es un objeto P junto con

una familia de morfismos {P La, M, }aer, tales que si P’ es otro objeto junto con
otra famila de morfismos {P’ % M,}, entonces existe ¢ € Hom(P’, P) tnico con la
siguiente propiedad:

P,op=r, Yacl.

Lo que implica que el siguiente diagrama sea conmutativo:
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Hay que notar que si el producto de una familia de objetos existe entonces es tinico
salvo isomorfismos.

TEOREMA 1.1.22 Si {M,}qes es una familia de R-Médulos, entonces { M, }aer
tiene producto en R-Mod.

Demostracion:
Definamos HMO‘ ={f:1— UMO‘ | f(B) € Mg, VB € I}. Se demostrard que
acl
H M, es producto para la familia { M, },e;. De acuerdo con la Definicién 1.1.21 hay

acl
que probar 2 cosas:

1) [ Ma € R~ Mod.
acl

P,
2) Existe {H M, —% Mg} familia de morfismos que satisface la propiedad univer-

acl
sal.

Comencemos mostrando que H M, € R-Mod.
acl

Seanr,s € R, f,f' € HMa y [ € I. Entonces:

ael

) (r(f+1))(B) =r((f+1)(B)) =r(f(B)+ [(B)), donde f(B3), f'(B) € Mgy como
Mpg es un modulo, entonces r(f(3) + f'(B)) = rf(8) +rf'(B) = (rf +rf')(B), por lo
tanto r(f + f') =rf +rf.

o N CGDIB) = (5 & My, entonces (51 (3) = r5)F(3). po o tanto r(sf) =

iii) ((r+5)(f))(B) = (r + 5)(f(8)) € Mg, entonces (r + s)(f(8)) = rf(B) + sf(B),
lo que implica que (r+s)f =rf + sf

Por lo tanto H M, € R-Mod.

acl
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Por otro lado, sea {H M, o, Mg} ger una familia de morfismos, donde Ps(f) =
acl
f(B).

Observacion (i): Ps es un epimorfismo para cada § € I. En efecto, si x € Mjg,
definase f : I — Mg, como:

0 si a#p
fla) =

r si a=p

por lo cual Ps(f) = f(8) = x y por tanto Pj es epimorfismo. Llamaremos a Pj la
proyeccidn sobre Mg de H M,.
acl

Observacion (ii): Si [ y g estan en HMa y para toda 3 € [ se tiene que
ael

Ps(f) = Ps(g) entonces f = g. En efecto, si Ps(f) = Ps(g) se tiene que f(3) = g(5) y
como esto es para toda 8 € I, se concluye que f =g

P
Veamos que la familia de morfismos {H M, =2 Mg} ser satisface la propiedad

ael
universal.

Sea Q € R-Mod y {Q AN M3} ger una familia de morfismos. Definamos

WS HomR(Q7 H Moc)7
acl
dado por ¢(x) : [ — U M,

acl

y ¢(2)(8) = Qs(x).

Siz € Q entonces (Ps o ¢)(z) = Ps(p(z)) = ¢(x)(5) = Q(x), por tanto Pz o p =
Qﬁ, Va e I.

Por ultimo veamos que ¢ es tnico. Si ¥ es otro morfismo en Hompg(Q), H M,) tal

ael
que Pz o1 = Qg para toda 3 € I, entonces para toda x € ) se tiene que Ps(¢(x)) =

(Pgo)(z) = Qp(x) = Qs(x) = (Ps o ¢)(x) = Ps(p(x)), asi por la observacion (ii)
se tiene que ¥ (z) = ¢(x) para toda x € @ y por lo tanto ) = ¢, lo que demuestra la
unicidad de ¢. B
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A partir de ahora, si { M, }es es una familia de R-Mddulos, el producto de tal familia

se denotara por HMQ. Si ademdas M, = M para todo M,, € {M,}.e; ocuparemos la
acl
siguiente notacion H M, = M.
acl

DEFINICION 1.1.23 Sea € una categoria y { M }ae; € Ob(€). Un coproducto

para {My}aer es un objeto C' € Ob(€) y una familia de morfismos {M,, Yo, Claer
llamados inclusiones, tal que si C" € Ob(€) y para cada o € I, Ul : M, — C" es
morfismo en €, entonces existe ¢ : C' — C’ tnico tal que:

polU,=Ul Vael.

Lo que implica que el siguiente diagrama sea conmutativo:

M, Y o
|+

U
Cl

TEOREMA 1.1.24 Si {M,}acr es una familia de R-Médulos entonces { M, }aer
tiene coproducto en R-Mod.

Demostracion:

Sea

@Ma ={fe HMa | f(a) # 0 para un ndmero finito o € I}.

ael a€el

Hay que observar que @Ma < H M,, ya que @ M, C HMQ, ademas @Ma

a€el ael ael ael ael
es cerrado bajo la suma, producto por escalares y tiene al neutro aditivo de H M,.
acl

Por tanto @ M, € R-Mod.

acl

U
De acuerdo con la Definicién 1.1.23 falta probar que existe {M3 LN @ M, }ser

a€cl
familia de morfismos que satisface la propiedad universal.
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Sea {Mp s, @Ma}gej una familia de morfismos, donde Us(z) : [ — UMa y

a€cl

0 si a#f
Us(z)(a) =
xr st a=pf

Veamos que Us es un morfismo de R-mdédulos.
Sean x1, T3 € Mp.

Por un lado,

0 st a#p
Us(x1)(a) =

r, st a=0

0 st a#p
Up(x2)(er) =

Ty st a=/[

lo que implica que:

0 st aF [
[Us(z1) + Up(22)] () =
T+ T Si o a=0

Por otro lado,
0 st a# [
Ug(xl + .I'Q)(Oé) =
T+ a9 Si o a=0

Ademds, como Ug(xy + x3) v Ug(x1) + Ug(xs) tienen el mismo dominio, entonces

Us(z1+22) = Ug(x1) + Ug(x2), lo que demuestra que Uz es un morfismo de R-mdédulos
para cualquier 3 € I.

Observacion (i): Para cada § € I se tiene que U es un monomorfismo. En efecto,
si x € Nuc(Ug), se tiene por un lado que Ug(z)(«) = 0 para todo o € I 'y por otro lado

0 si a#p
Us(x)(er) =

xr st a=/

lo que implica que x = 0, asi Nuc(Ug) = 0 y por tanto Us es monomorfismo para
cualquier # € I. Llamaremos a Ug la inclusion de Mgz en EB M,.
acl
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Observacion (ii): Si [ € @Ma, entonces f = ZUa(f(a)). En efecto si con-

acl acl
sideramos las proyecciones P, de la demostracion del Teorema 1.1.22 se tiene para

toda x € My que:

0 si a#p
(FooUs)) = PuCe) = CalaDe) =4

Entonces si f € @ M,, se tiene que
ael

Ps(f) = f(B) = (P3oUg)(f(8)) = Ps(Us(f(B))) =
= Ps(Ua(f(B)) = Ps(D_ Ual£(9)))-

acl ael

Luego, por la observacién (ii) hecha en la demostracion del Teorema 1.1.22 se tiene

que f =Y Ua(f(a)).

acl

U,
Veamos que la familia de morfismos {Mjg St @Ma}gel satisface la propiedad

ael
universal.

Sea @ € R-Mod y {Mj S, ()} ger una familia de morfismos. Definamos

v € Homp(EP M., Q),

dado por ¢(f) = > Qa(f(a)).
Sean 3 € I y m € Mg, entonces (¢ o Ug)(m) = p(Ug(m)) = ZQQ(Ug(m)(a)) =

acl
Qp((Us(m)(B))) = Qz(m). Por lo tanto ¢ o Uz = Qg para cualesquiera m € Mgz y

pgel.

Por ultimo veamos que ¢ es tnico. Si ¥ es otro morfismo en H omR(@ M,, Q) tal

acl
que ¥ o Usg = (3 para toda (3 € I, entonces para toda f € @ M, se tiene que:
acl
P(f) =) Qalf(a)) =) (Wolu)(f(a)) =
acl acl
= W(Ua(f()) = Ualf(@)) =¥ (f),
acl acl

la ultima igualdad se da por la observacién (ii). Por lo tanto ¢ = . B
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En adelante denotaremos al coproducto de una familia {M,}ae; de R-Mdédulos

como @Ma y cuando M, = M para toda o € I se ocupara la siguiente notacion
acl

P M, =MD,

ael

OBSERVACION 1.1.25 Si {M_,}aer es una familia de R-médulos con [ finito,

entonces
P M. = ][ Mo

acl ael

OBSERVACION 1.1.26 Si {M_,}aer es una familia de submédulos de M € R-
Mod, tal que M es suma directa de la familia {M, },e;, es decir que:

ZMa:Myparacadaﬁef,setienequeMgﬂ Z M, = {0}.

acl a€l, a#p

Pm.=> M,

acl ael

Entonces

En efecto, consideremos el morfismo

go:@]\/[a —>2Ma,

acl acl
dado por ¢(f) =) _ f(a).
acl

Se tiene que ¢ es un isomorfismo.
1) ¢ es epimorfismo.

Sim = g Mea € E M, consideremos la funcién

a€cl acl

fI— M,
acl

dada por f(a) = m, para toda o € I.

Entonces o(f) = Z fla) = Z me = m, lo que implica que ¢ es epimorfismo.
ael aecl

2) ¢ es monomorfismo.
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Sea f € Nuc(yp), entonces p(f) = Zf(oz) = 0, asi para cualquier # € I se tiene

ael
que

f(5>:—< Z f(a)>€]\/[gﬂ Z M, = {0}, lo que implica que f es la

agl, a7 acl, atB
funcion cero, esto implica que ¢ es un monomorfismo.

Por lo tanto

P M. =>" M.

a€cl ael

En lo que resta de este trabajo si {M,}aes es un familia de submédulos de un
R-médulo M, se utilizara la notacién

M:@Ma

acl

para decir que M es suma directa de la familia {M, }ae;-

1.2. Teoremas de isomorfismo.

Sea M € R-Mod y K < M. Entonces el conjunto de clases
M/K={x+ K |xe M}
es un R-modulo relativo a la adicién y multiplicacion por escalares definidas mediante:
(r+K)+y+K)=(x+y) + K, r(x+ K)=rz+ K.

En donde el neutro aditivo es
K=0+K

mientras que el inverso aditivo es:
—(z+ K)=—-z+ K.
El R-médulo M/K es llamado el cociente (6 factor) de M médulo K.

TEOREMA 1.2.1 (Teoremas de Isomorfismo) Sean M, N € R-Mod.
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1) Primer Teorema de isomorfismo. Si f : M — N es un morfismo de médulos,
entonces hay un isomorfismo de modulos:

 : M/Nuc(f) — Im(f),

dado por
m + Nuc(f) — f(m).

2) Segundo Teorema de isomorfismo. Si H < M y T < M, entonces (H +
T)T=H/(HNT).

3) Tercer Teorema de isomorfismo. SiT < L < M, entonces M /L = (M/T)(L/T).

Demostracion:

1) Si consideramos a M y N solo como grupos abelianos, entonces por el primer Teo-
rema de isomofismo para grupos se tiene que ¢ : Nuc(f) — Im(f) es un isomorfismo
de grupos abelianos. Se afirma que ¢ es un morfismo de médulos. Sea r € R entonces
o(r(m+ Nuc(f))) = ¢(rm + Nuc(f)) = f(rm), ya que f es un morfismo de médulos
se tiene que f(rm) = rf(m) = rp(m + Nuc(f)). Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de
modulos.

2) Sea m: M — M/T el morfismo canénico, donde Nuc(w) =T, sea 7|y : H —
M/T, entonces Nuc(r|g) = HNT y Im(w|H) = (H+T)/T, por el primer Teorema
de isomorfismo se tiene que (H +71)/T = H/(HNT).

3) Consideremos el morfismo g : M/T — M/L, dado por m + T +— m + S. De
esta forma ¢ esta bien definido, pues sim + 7T = m' + T, entonces m —m’ € T < L
ym+L=m'+ L. Ademas Nuc(g) = L/T e Im(g) = M/L. entonces por el primer
Teorema de isomorfismo se tiene que M/L = (M/T)(L/T). R

1.3. Ley modular.

TEOREMA 1.3.1 (Ley Modular) Sean M, N y K submédulos de un R-Médulo
T, tales que M < N entonces M + (NN K)=NnN (M + K).

Demostracion:
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C) Seah=m+neM+(NNK)conméeMyne NNK, entonces m € M
yn € K, lo que implica que h € M + K. Por otro lado, ya que M < N se tiene que
méeNynéeN,ai h=m+n € N. Entonces h € NN (M + K) y por lo tanto
M+ (NNK)CNN(M+ K).

D) Seam+ke NN(M+K)conmeM, ke Kym+ke N;sean=m+k,
entonces k =n—mconn &€ Nym e M, pero M < N, asi m € N, lo que implica

que k € N, se tiene entonces que k € N N K y por tanto m + k € M + (NN K). Se
concluye que NN (M +K)C M+ (NNK)

M+ (NNK)=NN(M+K). 1

1.4. Endyz(M)-Mébdulos.

Si M es un grupo abeliano y Endz(M) es el anillo de endomorfismos de M, se
tiene que M es un Endy(M)-Mddulo de acuerdo con la siguiente multiplicaciéon por
escalares: Sim € M y f € Endz(M), f-m = f(m) y de esta forma se verifica:

1) fm+mn) = f(m)+ f(n).

2) f(g-m)=(fog)m.

3) (f +g)m = f(m) + g(m).

Para cualesquiera f, g € Endz(M) y m,n € M.

En vista de lo anterior se tiene el siguiente Teorema:

TEOREMA 1.4.1 Sean M € R-Mod e I un ideal de R. Si
IM={> am;|a;€l y m; €M, neN}={0},
i=1
entonces existe sobre M una unica estructura de R/I — Médulo con la propiedad:
(r+I)-a=r-a

donde a € M y r + I es la imagen de r bajo el morfismo canénico 7 : R — R/I.
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Demostracion:
Hay que notar que la operacién (r+1)-a = r-a esta bien definida, ya que ' —r € [
siy solosi (' —r)m = 0.

Ahora veamos que si M € R-Mod e I es un ideal de R, son tales que

IM ={) am;|a; €I y m;€M, neN}=/{0},

=1

entonces M tiene estructura de R/I-Mdédulo.
Sean z,y € M ya+1,b+ 1 € R/I. Entonces:
L(a+)z+y) =alr+y)=ar+ay=(a+ 1z + (b+I)x.
2. ((a+D)+b+1)xr=((a+b)+Nr=ar+br=(a+1)x+ (b+ ).
3. [(a+ )b+ I)]x = (ab+ Iz = (ab)x = a(bx) = (a + I)(bx) = (a + I)[(b+ I)x].

4. 1+Nr=1z=z.1

1.5. Sucesiones exactas.

DEFINICION 1.5.1 Una sucesién de morfismos de R-Médulos:

Qi—1 ; Qit1
o Mi—l - Mz — Mi+1 =

se dice que es exacta en M; si Nuc(a;) = Im(a;_1). Decimos que la sucesion es exacta,
si es exacta para cada M,;.

Decimos que una sucesién
a B
0O —L—M-—N—0

es exacta corta si a es monomorfismo, 3 es epimorfismo y Nuc(8) = Im(a).

DEFINICION 1.5.2 Sea

0—L - M2 N_—0
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una sucesién exacta corta de R-Modulos. Se dice que la sucesién se escinde si existe
un morfismo h: N — M tal que goh =1y

TEOREMA 1.5.3 Si una sucesién
0— LML N—0
se escinde entonces M = LEP N.

Demostracion:
Por hipdtesis existe h : N — M tal que g o h = 1y. Considérese el siguiente
morfismo
p: LEN — M,
dado por

p(z,y) = f(x) + h(y).
¢ es monomorfismo.
Sea (z,y) € Nuc(p) entonces ¢((z,y)) = f(x) + g(y) = 0, aplicando g se tiene:

0=g(0) =g(f(z) +g) = g(f(x)) +g(h(y)),

como 0 — L —Ls M £+ N — 0 es sucesién exacta corta, entonces Im(f) = Nuc(g),
por tanto g(f(x)) =0y ademads g(h(y)) = In(y) = y esto implica que:

0=g(f(=)) +g(h(y)) =

Luego, como y = 0, entonces 0 = ¢((z,y)) = f(x ) y como f es monomorfismo se
tiene entonces que x = 0, por lo tanto (z, y) (0,0).

¢ es epimorfismo.
Sea m € M, obsérvese que

glm — (hog)(m)) = g(m) — g((h o g)(m)) = g(m) — (g o h)(g(m)) =

9(

= g(m) — (In)(g(m)) = g(m) — g(m) =0,

por tanto m — (h o g)(m) € Nuc(g) = Im(f), lo que implica que existe x € L tal que

f(x) = m—(hog)(m). Sea (z,g(m)) € LE M, entonces p(x,g(m)) = f(z)+h(g(m)) =
— (hog)(m)+ (hog)(m)=m.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo y entonces M = LEPH N. B

PROPOSICION 1.5.4 Sea
0—N-2 Mmoo

una sucesion exacta corta de R-Moddulos. Son equivalentes:



24

CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES.

1) La sucesion se escinde.

2) Existe h € Hompg(M, N) tal que hog = 1y.
3) Im(g) es sumando directo de M.
Demostracion:

(1) = (2)
Si la sucesion se escinde, por el Teorema 1.5.3 se tiene que M = N ¢ K. Notemos

que N = I'm(g) ya que g es monomorfismo y g : N — Im(g) es epimorfismo. Asi,
M=1Im(g)® K.

Sea ¢ : M — Im(g) @& K un isomorfismo tal que ¢(g(n)) = (g(n),0), para cada

n € N.

Definamos la funcién p : Im(g) & K — N, como p((g(n), k)) = n.

1) p € Homp(Im(g) & K, N).

Sean (g(n), k), (g(n'), k") € Im(g) ® K y r € R. Entonces:

i) p((g(n), k) +(g(n'), K)) = pl(g(n) +9(n'), k-+K)) = plg(n '), k+ k) = ntn' =
= pl(g(n). })) + pl(g(n'), K)).

i) pl(r(g(n). k)) = pl(rg(n), 7)) = p((g(rn). k) = rn = rp((g(n). k).

Por lo tanto p € Homg(Im(g) ® K, N).

2) Afirmamos que 1y = (po ) o g.

Sea n € N, entonces:

((pow) o g)(n) = (po (9o g)(n) = plp(g(n) = pl(g(n),0) = n = 1y(n).

Por lo tanto 1y = (po @) o g.

Haciendo h = p o ¢, se tiene por 2) que ho g = 1y como se queria mostrar.

(2) = (3)
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Por hipétesis tenemos que existe h € Hompg(M, N) tal que ho g = 1. Afirmamos

que

M = Im(g) ® Nuc(h).

i) Im(g) N Nuc(h) = {0}.
Siy =g(n) € Im(g) N Nuc(h), entonces

0= h(y) = hg(n)) = (hog)(n) =1x(n) = n,

lo que implica que
0=y9(0)=g(n) =y
y por tanto Im(g) N Nuc(h) = {0}.

it) M = Im(g) + Nuc(h).

Sea m € M, entonces

h(m — g(h(m))) = h(m) — h(g(h(m))) = h(m) = (ho g)(h(m)) =

h(m) — 1x(h(m)) = h(m) — h(m) = 0,
lo que implica que m — g(h(m)) € Nuc(h), ademés g(h(m)) € Im(g), entonces

m = g(h(m)) + (m — g(h(m))) € Im(g) + Nuc(h).
Se tiene asi que M = Im(g) + Nuc(h).

Por lo tanto de @) y i) se tiene que M = I'm(g) & Nuc(h).

(3)= (1)
Por hipétesis Im(g) es sumando directo de M y por ser

0—N- M-t K0

una sucesiéon exacta corta, se tiene que I'm(g) = Nuc(f), por lo que M = Nue(f) & T
para algin submodulo 7" de M. Demostraremos que K = T

Sea f': T — K la restriccién de f a T. Afirmamos que f’ es un isomorfismo.

i) f' es un epimorfismo.
Es claro que Im(f") € Im(f), por ser f’ restricciéon de f a T. Por otro lado, sea
m=n+t &€ Nuc(f)®T, entonces

fm) = f(n+1t) = f(n) + f(t) = 0+ f(t) = f'() € Im(f").
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Lo que implica que Im(f) C Im(f’), entonces Im(f) = Im(f’). Y por ser f un
epimorfismo, se tiene que f’ es epimorfismo.

i1) f' es monomorfismo.
Se tiene que Nuc(f') = Nuc(f) NT = {0}, y por tanto f’ es monomorfismo.

De i) y ii) se tiene que f’ es un isomorfismo y por tanto K = T. Se tiene asi,
que M = Im(f)® K = Im(f) @ T, entonces existe ¢ : Im(f) ® K — Im(f)® T
isomorfismo, tal que f’op|x = 1x. Consideremos ; : K~ Nuc(f) ® K la inclusién
natural y sea h = @ o (. Afirmamos que foh = 1. Sea k € K, entonces

(foh)(k) = (fo(pou)(k) = fle(u(k))) = f(e((0,k))) = (f o elk)(0,k) = k = 1k (k).

Por tanto f o h = 1 y la sucesion
0—N-L M- K—0

se escinde. B

DEFINICION 1.5.5 Secan Ry R’ anillos. Un funtor 7 : zMod— zMod es

llamado exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta corta de R-moédulos

se tiene que la sucesién

es exacta.

PROPOSICION 1.5.6 El funtor
HomR(M, ,) . RMOd—> ZMOd

es exacto izquierdo.
Demostracion:
Recordemos que en el Ejemplo 1.1.19 (1) se muestra que Hompg(M, _) es un funtor.

Sea
P

0 A——B

una sucesion exacta corta de R-modulos.

C 0

Sean t* = Hompg(M, 1) y p* = Homg(M, p).
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i) Nuc(t*) = {0}.

Si f € Nuc(t*) entonces f € Homg(M,A) y *(f) = 0, entonces para toda m € M
se tiene que 0 = (¢*(f))(m) = (v o f)(m) = «(f(m)), como ¢ es inyectivo, entonces
f(m) = 0 para toda m € M, lo que implica que f = 0. Por tanto Nuc(.*) = {0}.

it) Im(t*) C Nuc(p*).

Si g € Im(c*) entonces g € Homg(M,B) y g = *(f) = to f para algna f €
Hompg(M, A). Pero p*(g) = pog = po(tof) = (poi)o f = 0 ya que la sucesicén original
es exacta, entonces Im(t) = Nuc(p), lo que implica que por =0, asi g € Nuc(p*). Por
tanto Im(.*) € Nuc(p*).

i11) Nuc(p*) C Im(c*).

Sea g € Nuc(p*), entonces g € Homg(M,B) y p*(g) = 0, asi 0 = (p*(g9))(m) =
(pog)(m) = p(g(m)) para toda m € M, lo que implica que g(m) € Nuc(p) = Im(r).
Entonces g(m) = ¢(a) para algin a € A, como ¢ es monomorfismo entonces el elemento
a es unico. Luego, la funcién f : M — A dada por f(m) = a, si g(m) = i(a),
estd bien definida ya que ¢ es monomorfismo. Por otro lado, sean my, my € M entonces
f(m1) = a1, f(m2) = az, donde g(m1) = t(a1) y g(m2) = ¢(az); ademas:

g(ma +mz) = glm) + g(ma) = t(ar) + t(az) = t(ar + a2),
lo que implica que:
f(my+ma) = a1+ ay = f(m1) + f(ma).

Si r € R, entonces f(rm) = a, donde rg(m) = g(rm) = t(a) y g(m) = t(a’), se tiene
entonces que rg(m) = ri(a’) = «(ra’) y por ser ¢ monomorfismo se tiene que ra’ = a,
entonces

frm)=a=rd =rf(m).
Por lo tanto f € Homg(M, A). Pero .*(f) =to f y «(f(m)) = t(a) = g(m) para toda
m € M, entonces (*(f) = g, lo que implica que g € Im(:*). Por lo tanto Nuc(p*) C
Im(c*).

De i), 1) y iii) se sigue que la sucesién
0 —— Homp(M, A) —~~ Homp(M, B) —>—~ Homp(M, C)
es exacta. W
DEFINICION 1.5.7 Sean Ry R’ anillos. Un funtor contravariante 7' : zMod—

rMod es llamado exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta corta de R-médu-
los
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se tiene que la sucesion

es exacta.

PROPOSICION 1.5.8 El funtor contravariante
HomR(,, M) . RMOd—> ZMOd

es exacto izquierdo.

Demostracion:
Recordemos que en el Ejemplo 1.1.19 (2) se muestra que Hompg(-, M) es un
funtor contravariante.

Sea
P

0 A——=B

una sucesion exacta corta de R-modulos.

C 0

Sean t* = Hompg(t, M)y p* = Homg(p, M).

i) Nuc(p*) = {0}

Si h € Nuc(p*), entonces h € Homgr(C, M) y 0 = p*(h) = hop. Asi, h(p(b)) =0
para toda b € B, por lo cual h(c) = 0 para toda ¢ € I'm(p). Como p es epimorfismo,
entonces Im(p) = C y h = 0. Por lo tanto Nuc(p*) = {0}.

it) Im(p*) € Nuc(r*).

Si g € Hom(C, M), entonces p(g) € Im(s") y ©*(5°(9)) = [p*(9)] 0 = (g0 p) o
t = go(pot) = 0, debido a que la sucesién original es exacta corta se tiene que
Im(t) = Nuc(p), lo que implica que p o v = 0. Entonces p*(g) € Nuc(t*) para todo
g € Hompg(C, M). Por lo tanto Im(p*) C Nuc(").

i g€ Nuc(t*), entonces g € Homg(B, M)y 1*(9) = got = 0. Si ¢ € C, entonces
c (b) para alguna b € B ya que p es epimorfismo. Definamos f : C' — M por
f(c) = g(b) si ¢ = p(b). Veamos que f esta bien definida: Si p(b) = p('), entonces
b—1U € Nuc(p) = Im(i), se tiene entonces que b — b = i(a) para alguna a € A.
Entonces:

i1i) Nuc(t*) C Im(p*).

g(b) —g(') =g(b V)= (got)(a) =0
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ya que g ot = 0. Es facil ver que f € Hompg(C, M). Finalmente, se tiene que p*(f) =

fop =g, vaquesic= pb), entonces g(b) = f(c) = f(p (b)), lo que implica que
g € Im(p*). Por lo tanto Nuc(c*) C Im(p*).

De i), 1) y iii) se sigue que la sucesién

0— Homg(C, M) LHomR(B, M) —“~ Hompg(A, M)

es exacta. A

1.6. Moébdulos libres y proyectivos.

DEFINICION 1.6.1 Un conjunto {z,}ac; de elementos de un R-médulo M
es linealmente independiente si para cualquier subconjunto {ay,as,...,a,} C Iy
{r1, ...} € R tal que

T1Tqy + T2Tay + ... +TpTq, =0,

se tiene que
rn=ro=..=17,=0.

DEFINICION 1.6.2 Sea {Zo}aer un conjunto de elementos de M € R-Mod.
Decimos que {x,}acr es una base de M, si {4 }aer €s un conjunto generador de M y
{4 }aer es linealmente independiente.

OBSERVACION 1.6.3 Si {zo}acr es base de M € R-Mod, entonces para toda

m € M la representacién
m = 7T1Tq + T2Tay + ... + Tn%aq,
conr; € Ry x4, € {Tataer
esta unicamente determinada. En efecto, si
/ / /
m =171Toy + ToTay + ... +7,%a,

es otra representacion de m, con r; € R, se tiene que

/ / /
O0=m—m= ("o, +72%ay + o + TnTa,) — (MTay + 5T0y + .. +7T0,) =
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=(r1 —r))xe, + (ro —15) Ty + .. + (rn, — 7020, -

Como el conjunto {Za,, Tay, s Ta,} S {Ta}aer es linealmente independiente, se
tiene que
r—ri=ry—rh=..=1r,—1r, =0,
lo que implica que
/

/ /
=Ty, =7y, I'n="T,.

DEFINICION 1.6.4 Sea M € R-Mod, decimos que M es libre si tiene una base.

OBSERVACION 1.6.5 Sea {4}qc; un subconjunto de M € R-Mod. Se tiene

que {z,}acs es base de M si y solo si
M = @ Rz,

donde Rz, es el submddulo de M generado por x,. En efecto, si {z4}aer €s base de
M, entonces es un conjunto generador de M, por lo cual

M = ZR%.

ael

Ademés, si consideramos la interseccion Mgz () ( Z Mo ) para cualquier § € [
a€l, Ba

ymEMﬁﬂ( Z Ma ),setienequem:rgxg: Z TaZo CONTRY To € R
a€l, B#a a€l, B#a

para toda a € I, por lo cual 0 = Z Talo — TBT3 Y POL S€r {Ty }aer UL conjunto

a€l, f#a
lienealmente independiente, se tiene que r3 = r, = 0 para toda o € I, asi m =0 y se

tiene que Mg () ( Z Mo ) = {0} para toda 8 € I y por tanto:

a€l, B#a
M = @ Rzx,,.

Reciprocamente, si

M = @Rxa,

entonces para todo m € M se tiene que m = rx,, + 7220y + ... + T0q,,, con r; € R, lo
que implica que {z,}aer €s un conjunto generador de M.



1.6. MODULOS LIBRES Y PROYECTIVOS. 31

Luego, por ser M suma directa de los submédulos Rz, con a € [ se tiene que
para cualquier conjunto {aq,ag,...,a,} C I, si 0 = rixa, + roTa, + ... + TTa,, CON
{ry,r9,...,n} € R, entonces para cualquier j € {1,2,...,n} se tiene que

riTa, = — ( Z TiTq, ) € Rxajﬂ< Z R, ) = {0},

i=1, i#j i=1, i#j
lo cual implica que 11 =19 = ... =1, = 0y asi {x4}aes €s un conjunto linealmente
independiente y por lo tanto {x,}.c; €s una base de M.

OBSERVACION 1.6.6 Si M € R-Mod y {Za}aer es una base de M, entonces
R = Rz, para toda a € I. En efecto, si consideremos para cada « € I el morfismo
po i R — Rz, dado por p,(r) = rx,, se tiene que p,, es isomorfismo.

1) po es monomorfismo.

Sea © € Nuc(p,), entonces po(x) = xm, = 0y por ser {Z,}aer un conjunto
linealmente independiente, se tiene que x = 0, asi Nuc(p,) = {0} y por tanto p, es
monomorfismo.

2) po es epimorfismo.
Sea rx, € Rx,, con r € R, entonces p,(r) = rx, y por tanto p, es epimorfismo.

Entonces R = Rx, para toda o € I.
De la observacién 1.6.5 y la observacion 1.6.6 se tiene el siguiente:

TEOREMA 1.6.7 Un R-médulo M es libre si y solo si existe un conjunto no
vacio I tal que M = R,

PROPOSICION 1.6.8 Sea L un R-médulo libre, y sea B = {4} qe; una base
de L. Si M es un R-médulo y si vy : B — M es una funcion, entonces existe un tnico
morfismo g € Hompg(L, M) tal que g(z,) = v(z,) para toda o € 1.

Demostracion:
Todo elemento [ € L tiene una unica expresion de la forma

= Z Toala,

acl
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donde r, € Ry r, # 0 para un numero finito de o’s en I. Definamos

g:L— M
por g(1) = Y ra7¥(%a).
acl

Afirmamos que g € Hompg(L, M). Si l y n estan en L, entonces tienen representa-

clones unicas
/
ZZE T'ala Y TZZE T’al'a,

ael acl
donde ro, 7, € R 'y 14 # 0, 7/, # 0 para un numero finito de /s en I. Entonces
gl +n) = (ra+r)v(wa) = D _rav(®a) + D riy(wa) = 9(1) + 9(n),
acl acl ael
por lo tanto g € Hom(L, M). Es claro que el morfismo g satisface la propiedad
9(rs) = v(x,) para toda « € 1.

Veamos que g es el unico morfismo en Hompg(L, M) que satisface la propiedad g(z,) =
v(zo) para toda o € I. Sea f € Homg(L, M) tal que f(z,) = v(xs) para toda o € I.
Como sabemos que todo elemento [ € L tiene representacién unica

1= rata,
acl
donde r, € Ry r, # 0 para un nimero finito de o’s en I, entonces
g(1) = ray(@a) = Y raf(@a) = fO_raza) = f(1),
acl a€el ael

lo que demuestra que f=g¢. B

TEOREMA 1.6.9 Todo R-Modulo M es cociente de un R-mdédulo libre L.

Demostracion:

Sea L la suma directa de |M| copias de R, por el Teorema 1.6.7 se tiene que L
es un R-mdédulo libre y sea {x,, | m € M} una base de L. Por la Proposicién 1.6.8
existe ¢ € Hompg(L, M) dado por g(z,,) = m para toda m € M. Claramente g es
epimorfismo y por el primer Teorema de isomorfismo se tiene que

M = L/Nuc(g). &
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DEFINICION 1.6.10 Sea P € R-Mod, se dice que P es proyectivo si para
todo M € R-Mod, g € Hom(M,N) epimorfismo y f : P — N morfismo existe
f:P— M tal que go f = f.

PROPOSICION 1.6.11  Sea {M,}4e; una familia de R-médulos. Entonces,
@ M, es proyectivo si y solo si M, es proyectivo para toda o € I.
acl

Demostracion:

=) Sean M, N € R-Mod, g : M — N un epimorfismo y f, : M, — N un
morfismo.

My
:
M—5>N—=0
Consideremos para cada 3 € I el morfismo Py € HomR(@ M,, Mg) dado por
ael
Ps(f) = f(5), nétese que Pj es la proyeccién de @Ma en Mgz descrita en la de-
ael
mostracion del Teorema 1.1.22. Entonces, se tiene el morfismo fzoPj : @ M, — N
ael
y por ser @ M, proyectivo existe ¢ : @ M, — M tal que gop = fgo Ps.
acl acl
P,
€$B«A4@ 4f14>_A4ﬁ
acl
: ® I
v
M N 0

g

Por otro lado, para cada ( € I consideremos el morfismo Uz € Homp(Ms, @ M,),

acl
dado por

Us(z): I — UMa

0 st a#p
y  Us(z)(e) =
xr st a=pf
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Asi cada Uj es la inclusién de Mz en @ M, descrita en la demostracion del Teo-

ael
rema 1.1.24. Entonces se tiene el morfismo ¢ o Ug : Mg — M.

Pg

@ Ma - Mg
ael U@

:90 fs

v
M N 0

g

Ademés, el morfismo ¢ o Ugs es tal que

go(polUs)=(gop)olUs=(fgoFs)oUs= fgo(PsolUs) = fsolu, = fs
Y por tanto Mgz es proyectivo para toda 3 € I.

<) Sean M, N € R-Mod, g : M — N un epimorfismo y f : @Ma — N un

acl
morfismo.

.

acl
J{f

M N 0

g

Consideremos nuevamente para cada § € I la inclusién Us € Hompg(Mg, @ M,),
acl

dada por Ug(x) : I — UM“ y

0 st a#p
Us(x)(a) =

xr si a=p

Se tiene asi el morfismo foUp : Mz — N y por ser My proyectivo para cada 3 € I

existe un morfismo fz : Mg — M. Luego, por ser @ M, el coproducto de la familia
acl
{M, }aer existe un tnico morfismo ¢ : GB M, — M tal que 9o U = f3.
ael
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Se tiene asi que (gop)oUs=go(polUy) =go fz = foUg paratoda § € I y por
tanto gop = f. M

TEOREMA 1.6.12 Sea M € R-Mod. Si M es libre, entonces es proyectivo.

Demostracion:
Sean N, T' € R-Mod, g: N — T un epimorfismo y f: M — T un morfismo.

M
|
N—=T—=0

Sea {mg, }aer una base de M, entonces { f(mqa)}acr C T, por ser g epimorfismo, para
cada « € [ existe n, € N tal que

9(na) = f(ma).

Definamos la siguiente funcién:
2 {ma}aEI — N
como p(Mmy) = Ng

Por la Proposicién 1.6.8 se tiene que existe un tinico morfismo @ € Hompg(M, N)
tal que B(my) = ©(my) = ne. Ademds, como {m,}acr es base de M, entonces todo
m € M tiene una Unica representacion

m = g TaMg

acl

con r, € R para todaa el

Por lo cual, p(m) = @(Z TaMe) = Z ro@(me) = Z rap(mey) = Z TaNg-

acl a€cl acl a€cl

Entonces para toda m € M se tiene que

(goP)(m) = g(@(m)) = g(Y_ rana) = Y rag(na) =

acl acl

= raf(ma) = fFO_rama) = f(m)

a€el ael

Esto implica que g o p = f y por tanto M es proyectivo.

TEOREMA 1.6.13 Sea M € R-Mod. M es moédulo proyectivo si y solo si es
sumando directo de un moédulo libre.
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Demostracion:

=) Sea M proyectivo, por el Teorema 1.6.9 se tiene que M es cociente de un
R-médulo libre L. Entonces existe f € Homg(L, M) epimorfismo. Por otro lado
consideremos al morfismo identidad I, : M — M, por ser M proyectivo, existe
f € Homp(M, L) tal que fo f = I.

M
fT Ve
s ’ Im
;
L — M—0
Luego, consideremos la siguiente sucesion exacta corta

f
0— Nuc(f)—~=L___M—=0

f
que se escinde, entonces por el Teorema 1.5.3 se tiene que L = M @& Nuc(f).

<)Supongamos que M es sumando directo de un R-médulo libre L. Entonces
L =M & N para algin submédulo N de L.

Por el Teorema 1.6.12 se tiene que L es proyectivo y por la Proposicién 1.6.11
se tiene que N y M son proyectivos. B

1.7. Capsulas inyectivas.

DEFINICION 1.7.1 Un divisor de cero en un anillo R, esun elemento 0 # x € R
tal que existe 0 # y € R que verifica zy = 0.

DEFINICION 1.7.2 Sea M € R-Mod. Decimos que M es divisible si para cada
0 # r € R no divisor de cero y m € M existe y € M tal que m = ry.

PROPOSICION 1.7.3

1.— Sea {My}aer € R-Mod. Si M, es divisible para cada « € I, entonces @Ma

acl
es divisible.
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2.— Sea M € R-Mod divisible. Si N es submdédulo de M entonces M /N es divisible.
Demostracion:

1.— Sea (Mq)acr € @ M, vy 0 # r € Rno divisor de cero. Como M, es divisible para
acl
cada a € I, entonces existe x, € M, tal que m, = rz,, por lo que (4)acs € @Ma
acl
y se tiene que (Mmqy)acr = 7(%o)acr, lo que implica que @ M, es divisible.
a€el

2.—Seam+N € M/N y 0#r € Rno divisor de cero. Como M es divisible, existe
x € M tal que m = rx. Entonces 1+ N € M/N estal que r(x+N) = ra+N = m+M,
lo que implica que M /N es divisible.

LEMA 1.7.4 (Lema de Zorn) Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado
y todo subconjunto € totalmente ordenado de X esta acotado superiomente, entonces
X tiene elementos maximos.

DEFINICION 1.7.5 Sea K € R-Mod, se dice que K es inyectivo si para todo
M € R-Mod, g € Hom(M,N) monomorfismo y f : M — K morfismo existe f :
N — K tal que fog=f.

PROPOSICION 1.7.6 Sea E € R-Mod. Son equivalentes:
(1) E es inyectivo.

(2) Para todo ideal izquierdo I de R y f:1 — E morfismo, existe f:R— F
tal que f|; = f.

(3) Para todo ideal izquierdo I de R y f: I — FE morfismo, existe y € E tal que
f(r) = ry para todo r € I.

Demostracion:
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(1) = (2) Sean I un ideal izquierdo de R, f € Homg(I,E) e . € Homg(I, R) la
inclusion natural. Por ser E inyectivo existe f € Homg(R, E) tal que f = f o

00— J—R

Entonces si # € I, se tiene que f(x) = (fot)(z) = f(u(z)) = f(x) = f|;(z), lo que

demuestra que f|; = f.

(2) = (3) Sean I un ideal izquierdo de R, f € Hompg(I,E) ¢ « € Homg(I,R) la
inclusiéon natural.
0—=I—=R

|

E

Por hipétesis existe f € Homg(R, E) tal que f = f|;. Sea y = f(1), entonces para
toda r € I se tiene que:

f(r) = fli(r) = fli(r1) = rf1:(1) = rf(1) = ry.

(3) = (1) Sean M,N € R-Mod, « € Homgr(M,N) un monomorfismo y f €
HomR(M,E)

0— M —N

|

E

Sea § ={(H,g) | H< N, M <H, gc Homg(H,E) y glu = f}. § # @ ya que
(M, f) es.

Sea (H,g) < (H',¢') siysolosi H < H'y ¢'|g = g, con este orden § es un
conjunto parcialmente ordenado. Si T es una cadena de § entonces definamos L como
la suma de todos los L € T y definamos ¢ : L — E como el morfismo que extiende
a todos los ¢ € T, entonces (L, ) € § y es una cota superior de T. Luego, (§, <)
satisface la hipétesis del Lema de Zorn. Sea (T, ¢) un maximo de §, asi ' < N y

@ € Hompg(T, E) es tal que |y = f
Afirmamos que T'= N.

Supongamos que existe © € N tal que x ¢ T'. Consideremos T'+ Rx < N. Vamos a
demostrar que es posible extender ¢ a ) : T+ Rx — E. Sea (T :x)={re R |rz €
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T}, (T : x) es un ideal izquierdo de R. Hay un morfismo o : (T': ) — E dado por
o(r) = ¢(rz) y por hipétesis existe y € E tal que o(r) = ry para todo r € (T : x).
Ahora definamos ¢ : T+ Rx — E como ¢(z + rx) = p(2) + ry, donde z € T.
esta bien definida, ya que si z + rx = 2’ + 'z, entonces z — 2’ = (' — r)z implica que
r'—r € (T :z)yentonces p(2)—p(2) = o((r'—r)x) =o(r'—r) = (r'—r)y =r'y—ry,
es decir que p(2)+ry = p(2')+r'y, esto implica que ©» € Homg(T+ Rx, E) y 1 extiende
ap,asi (T'+ Rx,v) € §y (T,¢) < (T + Rx,v), lo cual es una contradiccién, ya que
(T, @) es maximo en §. Por lo tanto T'= N.

0— M—N

0 s
| e
2

E

Y se tiene que E es inyectivo. B

OBSERVACION 1.7.7 Si R = Z, entonces cada elemento 0 # 2 € Z no es
divisor de cero, ya que Z es un dominio entero. De esta forma tenemos que M € Z-
Mod es divisible si para cada m € M y cada 0 # z € Z existe n € M tal que m = zn.
Se tiene entonces que Q € Z-Mod es divisible. En efecto, si 0 # ’5’ € Q entonces

p#0#gq,ysi0# 2z € Z entonces zﬂq € Q es tal que ZZ% = z(%%) = (z%)(%) = %’.
Lo que demuestra que Q es divisible. Ademads, por la Proposicién 1.7.3 (1) se tiene
que Q) es divisible para todo conjunto I # @. Y si K < QU), entonces Q) /K es

divisible por la Proposicién 1.7.3 (2).

A continuacion veremos algunos resultados importantes para los Z-mddulos divisi-
bles, los cuales seran de gran importancia para resultados posteriores.

TEOREMA 1.7.8 Sea D € Z-Mod. D es divisible si y solo si es inyectivo.
Demostracion:

=) Sea nZ un ideal izquierdo de Z y f € Homy(nZ, D). Como f(n) € Dy n € Z,
por ser D divisible, se tiene que existe y € D tal que f(n) = ny. Sea nr € nZ, entonces
f(nr) = f(rn) =rf(n) = r(ny) = (rn)y y por la Proposicién 1.7.6 (3) se tiene que
D es inyectivo.

<) Sean 0 # n € Z, d € D y nZ ideal izquierdo de Z. Sea f € Homy(nZ, D), dado
por f(nr) = rd. Por ser D inyectivo, entonces por la Proposicién 1.7.6 (3) se tiene
que para todo nr € nZ existe y € D tal que f(nr) = (nr)y, por lo cual d = f(n) = ny,
se tiene entonces que D es divisible. B
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PROPOSICION 1.7.9 Todo M € Z-Mod se encaja en un Z-modulo inyectivo.
Demostracion:

Sea M € Z-Mod, por el Teorema 1.6.9 se tiene que M es cociente de un L € Z-
Mod libre. Por el Teorema 1.6.7 se tiene que L = Z) para algiin conjunto I # &,
entonces M = ZU) /K para algin K < Z®. Sea QY) € Z-Mod, como ZY) < QW) se
tiene que M = ZU /K < QW /K, por la Observacién 1.7.7 se tiene que Q) /K es
divisible y por el Teorema 1.7.8 se tiene que Q) /K es inyectivo. B

PROPOSICION 1.7.10 Sean D € Z-Mod y R un anillo. Si D es divisible,
entonces Homgz(R, D) es un R-médulo inyectivo.
Demostracion:
Primero veamos que a través de la accién:
R x Homyz(R, D) — Homgz(R, D)
dada por (r, f) — rf, donde rf : R — D es tal que rf(x) = f(ar)
tenemos que Homgz(R, D) es un R-médulo.
Sean f1, fa, f € Homgz(R,D) y 7,711,179 € R, entonces:
1) Si a € R, se tiene que:
[r(fr + f2)l(a) = (fr + fo)(ar) = fi(ar) + faolar) = (rf1)(a) + (rf2)(a) =
= [rf1 +1/f2)(a),

lo que implica que r(fi + f2) = rfi + 1 fa.
2) Si a € R, se tiene que:
[(r1 +72) f(a) = fla(ri +12)) = flary +ary) = far) + f(ary) =
=r1f(a) +r2f(a) = [rLf +r2f)(a),

lo que implica que (11 +79)f = r1if + raf.

3) Si a € R, se tiene que:

[(r1r2) fl(a) = f(a(rira)) = f((ar1)re) = rof(ar1) = ri(r2f(a)) = [r1(r2f)](a).
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lo que implica que (r1r2)f = r1(raf)

4) Si a € R, se tiene que:

(1f)(a) = f(al) = f(a),
lo que implica que 1f = f.

Por lo tanto Homz(R, D) es un R-mdédulo.

Por otro lado, sean I un ideal izquierdo de R, « € Homg(I, R) la inclusién natural
y [ € Homg(I, Homz(R, D)).

Homg(R, D)

Siael, f(a) : R — D, definamos g : I — D por g(a) = [f(a)](1). Afirmamos
que g € Homy(1, D).

Sean a, b € I, entonces:

gla+b) = [f(a+b)I(1) = [f(a) + FO)IT) = [f(a)](1) + [[(0)](1) = g(a) + g(b).

Por tanto g € Homy(I, D). Luego, por ser D divisible, por el Teorema 1.7.8 se
tiene que D es inyectivo y por la Proposicién 1.7.6 (2) se tiene que existe § €
Homyz(R, D) tal que g|; = g.

Ahora, para toda a € I y r € R se tiene que

(ag)(r) = g(ra) = g(ra) = [f(ra)|(1) = [rf(a)](1) = [f(a)](r).

Se tiene entonces que f(a) = ag para toda a € I. Asi, por el Proposicién 1.7.6
(3) se tiene que Homgz(R, D) es un R-mddulo inyectivo. B

TEOREMA 1.7.11 Todo R-médulo M se encaja en un médulo inyectivo.

Demostracion:

Sea M € R-Mod. Como M es grupo abeliano, entonces M € Z-Mod. Definamos
¢ : M — Homg(R, M) por ¢(m) = ¢, donde ¢,,,(r) = rm, de esta forma se tiene
que ¢ € Homgz(M, Homz(R, M)). En efecto, si m,my,mg € M y z € Z, entonces:
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i) o(m1+m2) = Omytmy, donde O, ym, (1) = r(mi+ma) = rmi+rma = @m, (r) +
©m, (1), lo que implica que ¥, +my = ©m; + ©m,. Entonces:

(M1 +M2) = Qmytms = Py + Pmy = ©(M1) + p(M2).

i) @(zm) = o, donde @.p(r) = r(zm) = (rz)m = n(rz) = z2pn(r). Lo que
implica que ¢,,, = z¢,,. Entonces:

©(zm) = Qom = 2pm = z(m). Y por lo tanto ¢ € Homz(M, Homz(R, M)).

Afirmamos que ¢ es monomorfismo. Si ¢(m) = ¢(m'), entonces p,, = @, lo que
implica que rm = @, (r) = @ (r) = rm’ para toda r € R, en particular para r = 1 se
tiene que m = m’ y por tanto ¢ es monomorfismo.

Por la Proposiciéon 1.7.9 existe D € Z-Mod inyectivo tal que M se encaja en D. Sea
v € Homyz(M, D) la inclusién natural. Aplicando el funtor Homgz(R, -) al morfismo ¢, se
tiene por la Proposicién 1.5.6 que t* = Hompg(R, ) : Homz(R, M) — Homy(R, D)
es un monomorfismo de Z-médulos, luego t* o € Homgz (M, Homz(R, D)). Afirmamos
que t* o p € Homg(M, Homz(R, D)).

Sean a € R 'y mqy, mo, m € M, entonces:

1) Como v* o p € Homyz(M, Homgz(R, D)), se tiene que:

(" 0 @)(my +ma) = (7 0 p)(ma) + (17 0 ) (my).

2) Como a[(t* o p)(m)] € Homz(R, D) y D es un Z-médulo divisible, por la estruc-
tura de Homgz(R, D) como R-mddulo descrita en la demostracion de la Proposicién
1.7.10 se tiene para toda r € R que:

a[(t" o p)(m)](r) = [(" o ) (m)](ra).
Por lo que:
a[(v* o @)(m)](r) = [(t" 0 p)(m)](ra) = ["(p(m))](ra) = v*(em(ra)) = «((ra)m) =
= (ra)m = r(am) = «(r(am)) = *(am(r)) = [ (p(am))](r) = [(t" o ) (@m)](r).

Lo que implica que a[(t* o p)(m)] = (¢* o )(am).

Por lo tanto, se tiene que ¢* o ¢ € Hompg(M, Homz(R, D)) y es monomorfismo.
Luego, por la Proposicién 1.7.10 se tiene que Homgz(R, D) es un R-mé6dulo inyectivo,
por lo tanto M se encaja en Homgz(R, D). R
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PROPOSICION 1.7.12 Sea E un R-médulo inyectivo y M un submodulo de
E. Entonces M es sumando directo de E si y solo si M es inyectivo.

Demostracion:

=) Sean K, L y N € R-Mod, f: K — L un monomorfismoy g : K — M un
morfismo.

0— K11

)

Por otro lado, consideremos la inclusion natural ¢ : M — FE, se tiene entonces que
tog: K — FE y por ser F inyectivo existe ¢ : L — FE tal que:

pof=tog.

0—=K 1>
/

Luego, si M es sumando directo de F, existe T' < F tal que E = M & T. Consider-
emos el morfismo p € Homgr(M & T, M) dado por p(m + t) = m. Entonces:

po(pof)=po(Log).

0 K—o"t——1
g P
o
L }/
E=MaT
P
M

Como p ot = 1y, se tiene entonces que:

(powp)of=po(pof)=po(tog)=(pot)og=Inog=yg
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Por tanto el siguiente diagrama conmutativo

0—K-—'>1
7/
g 7
|
M
muestra que M es inyectivo.

<) Sean ;: M~ E lainclusién natural y 7 : E — E/M el morfismo candnico.
Se tiene entonces la siguiente sucesion exacta corta de R-mddulos:

L

0 M

E—>E/M—=0.

Por ser E inyectivo existe ¢ € Hompg(E, M) tal que 1)y = p ot.

0 M—=F—">FE/M 0

Por la Proposiciéon 1.5.4 se tiene que la sucesion exacta corta

0 M—=F—">FE/M 0

se escinde y por el Teorema 1.5.3 se tiene que E =M @ E/M. B

PROPOSICION 1.7.13 Sea E € R-Mod. E es inyectivo si y solo si toda sucesion
exacta corta de R-modulos

0—E-1 B2 0c—0
se escinde.

Demostracion:

=) Si E es inyectivo, existe ¢ € Hompg(B, E) tal que po f = 1.

0 E B C 0

Por la Proposicion 1.5.4 se tiene que la sucesion exacta corta

0—>EL>BL>C—>O

se escinde.
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<) Por el Teorema 1.7.11 existe M € R-Mod inyectivo, tal que F se encaja en
M, consideresmos ¢ € Hompg(E, M) la inclusiéon natural y m € Homg(M,M/FE) el
morfismo canoénico, se tiene entonces Is siguiente sucesion exacta corta de R-mddulos:

0 E——~M—">M/E——0,

la cual se escinde por hipétesis. Luego, por el Teorema 1.5.3 se tiene que:
M=EEM/E.

Como M es inyectivo se tiene por la Proposiciéon 1.7.12 que E es inyectivo. B

DEFINICION 1.7.14 Sea M € R-Mod y K < M, decimos que K' < M es
pseudocomplemento de K si K N K’ = {0} y K’ es mdximo con esta propiedad, es
decir que si T' < M y si K’ < T entonces K NT # {0}.

DEFINICION 1.7.15 Sean M € R-Mod y N un submédulo de M, se dice que
N es esencial en M si NN K = {0} implica que K = {0} para todo K submdédulo de
M. Utilizaremos la notaciéon N < M para decir que N es un submodulo esencial de M.

PROPOSICION 1.7.16 Sea M € R-Mod yN <M. SiT < M es un pseudo-
complemento de N en M, entonces

NeT <M.
Adems4s
NoT M
< —.
T — T
Demostracion:

Sea H < M tal que HN (N @ T) = {0}. Consideremos H + T < M y sea = €
NN (H+T). Se tiene que x € Ny x € T+ H, entonces x =t + h para algunos t € T
y h € H,lo que implicaque h =x—t € N@T y h € H, por hipétesis h = 0, asi z = .
Por tanto z € T'y € N, lo que implica que x = 0y asi NN (H +7T) = {0} pero T’
es pseudocomplemento de N en M, entonces H + T = T, se sigue que H C T, pero
HN(Na&T)=1{0}, lo que implica que H = {0}. Por lo tanto N & T" < M.

Por otro lado, sea K < M, talque T < Ky KN(N@&T) <T. Por la Ley Modular
(Teorema 1.3.1) se tiene que

To(KNN)=KNn(NeT)<T



46 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES.

Entonces K N N = {0
Se tiene entonces que si
implica que

por ser T pseudocomplemento de N, se tiene que K = T.
<

%, es tal que % N @ = {0}, entonces % = {0}, lo que

SR~

N@TqM

—.
T - T

LEMA 1.7.17 Sea F € R-Mod inyectivo y M < E. Si M ya no tiene extensiones
esenciales dentro de F, es decir que no existe K < E tal que M < K, entonces M es
inyectivo.

Demostracion:

Primero demostraremos que M no tiene extensiones esenciales en ningin R-modulo.
Sea M’ € R-Mod y supongamos que M <1 M’. Consideremos las inclusiones naturales
L M——=M e (:M—E . Porser E inyectivo existe f € Homg(M', E), tal
que for=1.

00— M~ M

i) f es monomorfismo.

Supongamos que f no es monomorfismo. Sea 0 # = € Nuc(f) entonces Rx # {0},
donde Rz es el submdédulo de M’ generado por z. Luego, por ser M un submdédulo
esencial de M’ se tiene que M N Rz # {0}. Sea 0 # rx € M N Rz, entonces:

0+ ra = (ra) = (f o 1)(rz) = f(u(ra)) = f(ra) = rf(a) = r-0 =10,

lo cual es una contradiccién. Se tiene entonces que Nuc(f) = {0} y por tanto f es
monomorfismo.

i) M C Im(f).
Sea m € M, entonces m = ' (m) = (f ot)(m) = f(«(m)) = f(m) € Im(f). Por
tanto M C Im(f).

iii) M < Im(f).

Sea K < Im(f), tal que K N M = {0}. Supongamos que K # {0}, scan 0 # k € K
y Rk el submédulo de K generado por k. Como K < Im(f), entonces k = f(m) para
algin m € M’ ademés como k # 0, entonces m # 0. Luego, el submédulo Rm < M’
generado por m es tal que Rm # {0} y por ser M < M’ se tiene que Rm N M # {0},
sea 0 # rm € Rm N M, entonces

0£rm="1(rm)=(for)(rm)= f(t(rm)) = f(rm)=rf(m)=rk € Rk < K.

Se tiene entonces que 0 # rm € KNM, lo cual es una contradiccién. Entonces K = {0}
y por lo tanto M < Im(f).
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Luego, por ii) y iii) se tiene que I'm(f) es una extensién esencial de M en E, pero
por hipétesis M no tiene extensiones esenciales dentro de E, por tanto M = Im(f), lo
que implica que M = M’. Concluimos entonces que M no tiene extensiones esenciales
en ningin R-mdédulo.

Por otro lado, sea T" un pseudocomplemento de M en E, por el segundo Teorema
de isomorfismo se tiene que M = % y por la Proposiciéon 1.7.16 se tiene que
M = % < % Como M no tiene extensiones esenciales en ningin R-méddulo, se

tiene que M = @ = %, luego, por el Teorema de la correspondencia se tiene que

E=M®&T y por la Proposiciéon 1.7.12 se concluye que M es inyectivo. B

DEFINCION 1.7.18 Sea M un R-Médulo. Una pareja (E, 1) es capsula inyectiva
de M si E € R— Mod es inyectivo y ademés « € Hom(M, E) es un monomorfismo
esencial, es decir que ((M) < E.

TEOREMA 1.7.19 Todo R-Mddulo tiene céapsula inyectiva.

Demostracion:
Sea M € R-Mod, por el Teorema 1.7.11 existe £ € R-Mod inyectivo tal que
M<FE.

SeaF={K <E| MK}

Nétese que F # &, ya que M € F. Ademds (F,<) es un conjunto parcialmente

ordenado. Sea {K,}qe; una cadena de F. Consideremos a U K, < E, que es cota
ael
superior de la cadena {K,}acs. Sea z € K,, con x # 0 para algin ag € I, como

M < K,, entonces existe » € R, tal que 0 # rx € M. Por lo tanto M < U K,.

acl
Por el Lema de Zorn J tiene elementos maximos. Sea K un elemento méximo de

F, entonces K no tiene extensiones esenciales en E ya que de tenerlas, si T' es una de
tales extensiones esenciales de K en E, entonces M < T', lo que implica que T' € F' y
por ser K méaximo en J, se tiene que K = T. Por el Lema 1.7.17 se tiene que K es
inyectivo y M < K, lo que implica que K es la capsula inyectiva de M. B

Solo falta ver que un R-Moddulo tiene casula inyectiva tnica salvo isomorfismos,
antes se demostrara el siguiente Lema:

LEMA 1.7.20 Sean M, F y E € R-Mod, con E inyectivo, g : M — F un
monomorfismo esencial (es decir que g(M) < F)y f: M — E un monomorfismo.
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Entonces existe un monomorfismo f : F — FE tal que fog = f.

Demostracion: B
Por ser g monomorfismo, f un morfismo y F inyectivo, existe f € Homg(F, E) tal

que fog=f.

Solo falta ver que f es monomorfismo. Sea z € Nuc(f) N g(M), como z € g(M) se
tiene que existe m € M tal que g(m) = x, entonces f(m) = (f o g)(m) = f(g(m)) =
f(z) = 0 ya que x € Nuc(f), entonces m € Nuc(f) y por ser f un monomorfismo se
tiene que m = 0, asi x = g(m) = g(0) = 0. Entonces Nuc(f) N g(M) = {0} y como
g(M) < F se tiene que Nuc(f) = {0}. Por lo tanto f es monomorfismo. l

TEOREMA 1.7.21 La capsula inyectiva de M € R-Mod es tnica salvo isomor-
fismos.

Demostracion:

Supongamos que E; y Ey son dos capsulas inyectivas de M, entonces existen fi :
M — Eiy fo: M — E> monomorfismos esenciales. Por el Lema 1.7.20 existe un
monomorfismo f : Fy — E; tal que fo fy = fi.

0

|

0—— M-~ B,

7/
f .
li LT
Ey

Solo falta ver que f es epimorfismo. Por el primer Teorema de isomorfismo
tenemos que Ey/Nuc(f) = Im(f). Luego, por ser f monomorfismo se tiene que
Nuc(f) = {0}, por lo cual E, = Im(f) y por ser Fy inyectivo se tiene que Im(f)
es inyectivo. Se tiene entonces que I'm(f) es un submédulo inyectivo de E;, entonces
por la Proposicién 1.7.12 se tiene que £, = Im(f) @ T para algin submédulo 7' de
El-

Por otro lado,

F(M) = (f o f2)(M) = f(f2(M)) € Im(f),
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lo que implica que

AM)NT CIm(f)nT = {0}.
Entonces fi(M)NT = {0}, lo que implica que T" = {0} (ya que fi(M) <4 E),

asi £y = Im(f), lo que muestra que f es epimorfismo. Por lo tanto £ = Ey. B

En adelante si M € R-Mod, denotaremos por E(M) a la cédpsula inyectiva de M.

1.8. Modulos generadores y cogeneradores.

DEFINICION 1.8.1 Un médulo M € R-Mod es finitamente generable si existe
un subconjunto finito {z1, xs, ..., z,} C M tal que < {zy,x2,...,2,} >= M.

PROPOSICION 1.8.2 M € R-Mod es finitamente generable si y solo si existe
n € N y un epimorfismo ¢ : R* — M.

Demostracion:
=) Por hipdtesis M es finitamente generable, sea {my, ma, ..., m,} C M un conjunto
n

generador de M, entonces M = Z Rm,;. Luego, el morfismo ¢ : R® — M dado por

i=1
n

o((r,re, oy my)) = Z r;m; resulta ser un epimorfismo.
i=1
<) Por hipétesis existe n € N y un epimorfismo ¢ : R" — M. Consideremos el
conjunto {ey, ey, ...,e,} C R" tal que

e; = (0,0,...,0,1,0, ..., 0)
\ﬂ—/
i-lugares
Y sea {m;,ma,...,m,} C M tal que m; = ¢(e;). Afirmamos que {m;, ms,...,m,} es
un conjunto generador para M. Sea z € M, por ser ¢ epimorfismo existe (ry, ra, ..., 1,) €
R™ tal que ¢((r1,7s,...,7s)) = x, entonces:
r=p((r1,72,....Tn)) = @(rier+raea+...+rnen) = riper) +rapes)+...+rmple,) =

=Trimq+ rome + ... +rym,.

Por lo tanto {my, ma, ..., m,} es un conjunto generador de M. H
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TEOREMA 1.8.3 La siguiente es una sucesion exacta corta de R-mddulos

f g

0 N M T 0.

Si M es finitamente generable, entonces 7' es finitamente generable.

Demostracion:
Si M es finitamente generable, por la Proposicién 1.8.2 existe n € N y un epi-
morfismo ¢ : R — M.

R’n

Jp
f g

0 N M T 0

Como ¢ y ¢ son epimorfismos, entonces la composicion go ¢ : R” — T es un epimor-
fismo y por la Proposicion 1.8.2 se tiene que T es finitamente generable. B

LEMA 1.8.4 Todo M € R-Mod, con M # {0} y M finitamente generable tiene
al menos un submaédulo méximo.

Demostracion:
Sea M € R-Mod y sea M el conjunto de todos los submoddulos propios de M,
parcialmente ordenado por la inclusién. Si T es un subconjunto totalmente ordenado

de M. Sea L = Z L;, con L; € T. Entonces L # M, pues en caso contrario se tendria
iel

que L contiene un conjunto generador finito {zy, s, ...,z,} para M, donde cada z;
estd en un elemento de T, lo que implica que {x1, zs,...,x,} C L para algin L € T (ya
que T es totalmente ordenado por la inclusién), lo que implica que L = M, lo cual es
una contradiccién. Por tanto £ # M, esto implica que L es cota superior de T en M,
entonces por el Lema de Zorn se tiene que M tiene elementos maximos, por tanto M
tiene al menos un submodulo méximo. l

DEFINICION 1.8.5 M € R-Mod es cogenerador de R-Mod si para todo K € R-
Mod existe un monomorfismo f : K — M’ para algtin conjunto I no vacio.

DEFINICION 1.8.6 M € R-Mod es generador de R-Mod si para todo K € R-
Mod existe un epimorfismo f : M) — K| para algiin conjunto I no vacio.
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LEMA 1.8.7 Sean M y N € R-Mod. Si para cada z € N con z # 0, existe un
morfismo f € Hompg(N, M) tal que f(z) # 0 entonces M cogenera a N. Si esto mismo
se tiene para todo N € R-Mod, entonces M es cogenerador de R-Mod.

Demostracion:
Sea N € R-Mod, por hipdtesis se tiene que para cada x € N con x # 0 existe un
fz € Homg(N, M) tal que f,(x) # 0, sea:

I ={f, € Homg(N,M)| f.(x) #0, con x € N y x # 0}.

Entonces

©: N — M

donde
p(n) = (fo(n))sen

es un monomorfismo. En efecto si 0 denota al neutro aditivo de M!, n € N con n # 0,
entonces ¢(n) = (fo(n))sex # 0, ya que fu(n) # 0, ademds ¢(0) = (£(0))sey = 0,
entonces Nuc(p) = {0}, lo que implica que M cogenera a N. Si esto mismo se tiene
para cada N € R-Mod, entonces M cogenera a R-Mod. B

DEFINICION 1.8.8 Sea S € R-Mod con S # {0}, se dice que S es un médulo
stmple si no tiene submoédulos propios distintos de los triviales.

Un R-Médulo S es simple si y solo si S = R/I, para algin ideal izquierdo maximo
I de R. Puesto que los ideales izquierdos de R forman un conjunto, entonces las clases
de isomorfismos de R-mddulos simples constituyen un conjunto.

Se utilizara la notaciéon R-simp para representar un conjunto completo de represen-
tantes de clases de isomorfismos de R-moddulos simples.

TEOREMA 1.8.9 ([[ E(S4))s.cr—simp €s cogenerador de R-Mod.

Demostracion:

Sean M € R-Mod y x € M tal que x # 0; considerese a Rz el médulo generado por
x, como Rz es generado por x, entonces por el Lema 1.8.4 Rx tiene un submodulo
maximo K; ndétese que z no esta en K, pues de lo contrario se tendria que K = Rz.
Como K es submédulo maximo de Rz entonces Rx/K € R-simp.

Sean 7 : Rr — Rx/K el morfismo canénico y (E(Rx/K),t) la cadpsula inyectiva
de Rz /K, como E(Rxz/K) es inyectivo entonces existe h, : M — FE(Rxz/K) morfismo
que extiende al morfismo to 7 : R — E(Rz/K).
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Por otro lado, considerese la inclusién:

Lo s BE(Re/K)—— (] E(5a))saer—simp

Entonces la composicion:

Ly © h:p M — (H E(‘S'a))SaERfsimp

es tal que (z, o hy)(x) # 0, pues si (i, o h,)(z) = 0 entonces h,(x) € Nuc(z,), como
i es monomorfismo entonces h,(z) = 0, pero x € Rx, lo que implica que 0 = h,(x) =
(tom)(z), entonces m(x) € Nuc(t), al ser « monomorfismo se tiene que w(x) = K pero
7(x) = x + K, lo que implica que x € K, lo cual es una contradiccion.

Por el Lema 1.8.7 se concluye que

(T E(Sa)sucnsim
cogenera a R-Mod. B

A continuacién se presenta una definicién dual a la Definicién 1.8.1.

DEFINICION 1.8.10 Sea M € R-Mod. Decimos que M es finitamente cogener-
able si para toda familia {M,}.c; de submddulos de M, tal que ﬂ M, = {0}, existe
acl
X C I finito, tal que ﬂ M, ={0}.

aceX

EJEMPLO 1.8.11 Sea S € R-simp y E(S) la capsula inyectiva de S. Veamos
que E(S) es finitamente cogenerable.

Observacion i) Si K # {0} es un submddulo de E(S), por ser S < E(S) se tiene
que KNS # {0} y como KNS C S entonces K NS =5 (ya que S es simple), esto
implica que S C K para todo submédulo K # {0} de E(S5).

Entonces por la observacion i) se tiene que, si { M; }ier es una familia de submdédulos
de E(S) tal que ﬂ M, = {0}, necesariamente M; = {0} para algin j € I, lo que implica
el
que para todo J C I finito tal que j € J se tiene que ﬂ M; = {0}. Por lo tanto E(S)
ieJ
es finitamante cogenerable.

PROPOSICION 1.8.12 Sea M € R-Mod. Son equivalentes:
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(1) M es finitamente cogenerable.

(2) Para toda familia {M,}.c; de R-médulos y todo monomorfismo

gp:M—>HMa,

acl

existe un conjunto finito X C I y un monomorfismo

@:M—>HMQ.

aeX
Demostracion:

(1) = (2) Paracada 8 € I consideremos a Pj : H M, — Mjg la proyeccion descrita
acl
en la demostracién de Teorema 1.1.22. Y sea o : M — H M, un monomorfismo.

acl
Se tiene el morfismo Pz o ¢ : M — Mpg. Sea Ng = Nuc(Ps o ¢).

Afirmamos que Nuc(p) = ﬂ Nj.
Bel
C Si z € Nuc(p) entonces p(z) = 0, lo que implica que (Pz o ¢)(z) = Ps(p(z)) =
P3(0) = 0 para toda 3 € I, asi © € Nuc(Ps o p) = Ns para toda 3 € I, entonces
x € ﬂ Ng. Por lo tanto Nuc(p) C ﬂ Ng.
pel pel

DSiz € ﬂNg, entonces 0 = (Pg o p)(x) = Ps(p(z)) para toda 5 € I, lo que
I
implica que 905(2) = 0, se tiene entonces que x € Nuc(yp), por lo cual Nuc(p) 2 ﬂ Np.
Bel
Por lo tanto Nuc(y) = ﬂ Ng. Luego, como Nuc(yp) = {0} y por ser M finitamente
I
cogenerable, existe un con?fmto finito X C I tal que m Ng = {0}. Por otro lado la

BeX
familia de morfismos {Ps o ¢} sex induce el morfismo:

@:M—>HMQ,

donde Pso® = Pzopy Nuc(Pso @) = Nuc(Ps o ¢) para toda § € X. Entonces
Nuc(p) = ﬂ Nuc(Pgo @) = m Ng ={0}. Y por tanto ¢ es monomorfismo.
Bex BeX
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(2) = (1) Sea {N4}aer una familia de submédulos de M, tal que ﬂ N, = {0}.
a€cl
Consideremos para cada o € [ a m, : M — M/N, el morfismo canénico, entonces

por la Propiedad Universal del Producto existe ¢ : M — H M/N,,.

a€el

A2 [ M/N.

ael
T
Po

M/N,

Afirmamos que ¢ es monomorfismo. Si x € Nuc(p) entonces ¢(x) = 0, lo que implica
que P,(0) = P,(¢(x)) = mo(x) = N, paratoda« € I, donde P, : H M/N, — M/N,

ael
es la proyeccion descrita en la demostraciéon del Teorema 1.1.22. Se tiene entonces

que x € ﬂ N, y por tanto Nuc(p) C ﬂ N, = {0}, lo que implica que Nuc(p) = {0}

ael acl
y entonces ¢ es monomorfismo. Por hipdtesis existe un conjunto finito X C I tal que

el morfismo ¢ : M — H M/N, inducido por {P, o ¢},cx es monomorfismo. Esto
acX
implica que m N, = Nuc(p) = {0} y por tanto M es finitamente cogenerable. B
acX

1.9. Mobdulos semisimples.

DEFINICION 1.9.1 Sea M € R-Mod, decimos que M es un modulo semisimple
si todo submodulo de M es sumando directo de M. Decimos que un anillo R es semisim-
ple si como R-Mdédulo es semisimple.

PROPOSICION 1.9.2 Sea M un R-médulo semisimple y sea N un submoédulo
de M. Entonces N y M/N son médulos semisimples.

Demostracion:

Sea L un submddulo de N, por tanto también es submddulo de M. Entonces como
M es semisimple, existe W < M tal que W & L = M. Utilizando la ley modular para
modulos tenemos que

N=NNM=Nn(Wa&L)=(NnW)+ L.
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Ademas, la ultima suma es directa, ya que NNW C W. Por lo tanto N es semisimple.

Por otra parte, como N es submédulo de M se tiene que M = N @& N’ para algiun
N < M.

Asi por el segundo Teorema de isomorfismo se tiene que

M/N = (N @ N')/N = N'.

Y por lo anterior sabemos que N’ es semisimple. Es claro que la propiedad de ser
semisimple es preservada bajo isomorfismos, por tanto M /N es semisimple. Bl

PROPOSICION 1.9.3 Sea M € R-Mod. M es semisimple si y solo si M se
descompone como suma directa de médulos simples.

Demostracion:
=)
Supongamos que M es semisimple, es decir, que todo submdédulo de M es sumando

directo de M.

1) M tiene submédulos simples.

Sea0#ae MyA={L<M]|a¢gL};A# & pues {0} € A Consideremos el
conjunto parcialmente ordenado (2, C). Con el Lema de Zorn demostraremos que
(A, C) tiene un elemento maximo. Sea € una cadena en 2A. Pongamos T = U L.

Lee
Claramente L C T para todo L € €. Veamos que T € U, esto es, T es submddulo de

M y a ¢ T. Por ser € una cadena es claro que T' es un submédulo de M, ademés como
a ¢ L para toda L € A, entonces a ¢ T

Asi, toda cadena en (2, C) tiene cota superior en 2. Como se cumplen las hipotesis
en el Lema de Zorn, entonces (2, C) tiene un elemento maximo M.

Por hipétesis M’ es un sumando directo de M, es decir M = M’ & N para algun
N < M, nétese que N es no nulo. En efecto, a es de la forma a = m’ +n, con m’ € M’
y n € N. Luego, n # 0, ya que si n = 0 tendriamos que a = m’ € M’, lo cual es una
contradiccion.

Aseguramos que N es simple. Para esto supongamos que existe N’ < N tal que
{0} & N" & N, por la Proposicién 1.9.2 tenemos que N’ es sumando directo de N,
es decir, N = N’ @ N’ para algin N” < N, donde N’ # {0}. Luego

McMeN y MgMeN
y como M’ es maximo en 2 se tiene que
ae M®N 'y aeM @N".
Entonces, existen my, mo € M', n’ € N' 'y n” € N” tales que

/ "
a=m;+n =mg+n,
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de modo que
my—me=n"—n"€ M'NN = {0}
Por lo tanto m; = my y n’ = n”. Por otra parte, n’ = n” € N'N N" = {0}, por
consiguiente n’ = n” = 0. Asi pues a = m; = mo € M’, pero esto contradice que
M' € 2. Por lo tanto N es simple.

2) M es suma directa de médulos simples.
Sea

B={JCF| ZS es suma directa}.
SeJ
donde § = {S < M | S es simple}. Como ya hemos visto § # &, lo que implica
que B # &. Claramente (28, C) es un conjunto parcialmente ordenado. Afirmamos que
(9B, Q) satisface la hip6tesis del Lema de Zorn. Sea € una cadena en B. Es claro que
J € C §, entonces para mostrar que | J € es cota superior de € en B basta probar que

la suma Z S es directa. Supongamos que Z x; = 0 donde z; € S; y Sy € | J€ para
Seyc t=1

todo t € {1,...,n}. Como S; € |J€, entonces existe J; € € tal que S; € J;. Por ser €

una cadena existe un tg € {1,...,n} tal que J, C J;, para todo ¢t € {1,...,n}. Lo cual

implica que S; € J;, para todo t € {1,...,n}, entonces

n

t=1 SEJtO

por lo que xz; = 0 para todo t € {1,...,n}. Asi pues, B tiene un elemento maximo. Sea

Jo maximo en ‘B, y pongamos L = @ S. Afirmamos que L = M, y asi tendriamos

SeJo
que M es suma directa de mdédulos simples. En efecto, supongamos que L & M. Por

hipétesis L es sumando directo de M, es decir, existe L' < M tal que M = L & L.
Ahora, por el argumento 1) de esta implicacién y por la Proposicién 1.9.2, podemos
asegurar que L’ tiene un sumando directo simple, esto es, L' = T @& T donde T es
simple. Luego, Jo & JoU{T} v JoU{T} € B, pues Z S =L®T. Pero esto es
SeJoU{T}
una contradiccién, ya que L es un maximo en ‘B. Por lo tanto M = L = @ S.
sedo

<)
Supongamos que
M =P M
iel
donde cada M; es un submoédulo simple de M. Tomemos N un submédulo de M y sea

A={JCI|(EM)nN={0}}

e
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Si A = &, entonces M; N N # {0} para todo i € I, y por ser M; simple, se tiene que
M; "N = M;, lo que quiere decir que M; C N para todo i € I. Asi que M = N. Por
tanto NV es submédulo directo de M. Asi que podemos suponer que 2 # &.

1) El conjunto parcialmente ordenado (2, C) tiene un elemento maximo. Para esto
utilizaremos el Lema de Zorn. Sea € una cadena en 2. Pongamos B = U J. Es

Jee
claro que J C B para todo J € €. Asi que solo falta probar que B € 2, es decir que

(@ M;) NN = {0}. Tomemos x € (@ M;) N N. Entonces

1€B i€B

n
k=1

donde x;, € M;, e i, € B. Ya que B = U J, para cada k € {1,...,n} existe J, € €

Jee
tal que iy € Ji. Por ser € una cadena existe un kg = {1,...,n} tal que J, C Jy,

para todo k = {1,...,n}. Asi pues, x € (@ M) N N. Pero Ji, € € C A, asi que
SEJkO
( @ M,)NN = {0}, por lo que z = 0 y entonces B € 2. Como se cumple la hipétesis

SGJkO
del Lema de Zorn, entonces (2, C) tiene un elemento maximo J,.

2) Aseguramos ahora que M = N'@ N, donde N' = @;cz,. Como Jy € A se tiene que
N'N N = {0}. Basta ver entonces que M = N'+ N y, como tenemos que M = @;c;M;,

es suficiente probar que M; C N’ 4+ N para todo i € I. Sii ¢ Jy, por ser Jy maximo
tenemos que (N’ + M;) N N # {0}. Ahora, sea 0 # = € (N’ + M;) N N. Entonces

r=n+m,.

donde n' € N’, m; € M;, y ademas © € N. Nétese que m; # 0 pues si m; = 0
tendriamos que 0 # z € N’ N N, lo cual no puede ser. Ahora,

m;=x—n"€MN(N +N)
y por tanto M; N (N' + N) # {0}. Pero M; es simple, por lo que M; = M N (N’ + N),
y luego M; C N’ 4+ N. por lo tanto, M = N'® N. R
COROLARIO 1.9.4 Sea R un anillo.
i) La suma directa de R-mddulos semisimples es semisimple.
i1) Un R-médulo M semisimple y finitamente generable es suma directa de un nimero

finito de médulos simples. En particular, un anillo semisimple es suma directa de un
numero finito de ideales izquierdos minimos.
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Demostracion:
i) Es claro, por las propiedades de la suma directa.

i1) Sea {my, ma,...,m,} un conjunto generador de M. Como M es semisimple, M
es suma directa de R-mdédulos simples, es decir, M = @ S;, donde S; es un R-moédulo

jeJ
simple para todo j € J.
Ahora, cada m; = Zsij con s;; € Sj, y J; finito para todo ¢ = 1,...,n. Asi que,
JjeJ;
n
{my,ma,...,m,} estd contenido en @ Sk, donde J = U J; es finito ya que cada J; es
i=1

ke
finito. Entonces

M= <{m17m27"‘7m7’b}> g @Sk g M.
keJ

Por lo tanto M es suma directa de un nimero finito de R-mdédulos simples. B

DEFINICION 1.9.5 Sea R un anillo, y sea e € R. Decimos que e es un elemento
idempotente de R, si e? = e. Dos elementos idempotentes e; v e, tales que ejes = 0 =
eseq se llaman ortogonales.

PROPOSICION 1.9.6 Sean I, I, ..., I, ideales izquierdos del anillo R. El

anillo R se puede escribir como suma directa

R=heb®& &I,

si y solo si existen ey, e, ...,e, € R tales que:
1) eq, eg, ...,e, son idempotentes ortogonales dos a dos;
n
2) Zei =1;
i=1

3) I, = Re;, para todoi =1, ..., n.

Demostracion:
=) Supéngase que R =1, & I, @& -- @ I,,. Entonces el uno de R se puede escribir de
manera unica como 1 = e; + ey + ... + e, para elementos e; € I;. Para cualquier z € I;
se tiene que
T =xe; +xes + ... +xe,.

La representacion unica en la suma directa implica que = e; y xe;, = 0 para k # j.
De donde se tiene que I; = Re; y eq, €, ..., €, son idempotentes ortogonales dos a dos.
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<) Supongamos ahora que existen elementos ey, ey, ..., e, en R tales que satisfacen
las condiciones 1), 2) y 3). Como 1 = e; + ey + ... + €, entonces para cualquier r € R
se tiene r = rey + res + ... + re,, por lo que Rey + Rey + ... + Re,, = R. Si

ajer + ases + ... + ane, = breg + baes + ... + by,

multiplicando por la derecha por e; se tiene que aje; = bje;, por lo que la representacion
en Re; + Rey + ... + Re,, es tnica. Luego, por la condicién 3), se sigue que R =
LelLe---ol, R

LEMA 1.9.7
i) Sea R un anillo, y sea I un ideal de R. Si I es sumando directo R, entonces existe
e € I idempotente con I = Re.

i1) Sea I un ideal izquierdo minimo de un anillo semisimple R, y sea M un R-médulo
simple. Entonces I - M # {0} si y solo si I = M.

Demostracion:
i) Es consecuencias inmediata de la Proposicién 1.9.6.

i1) Supongamos que [ - M # {0}. Entonces, existe un elemento z € I y un elemento
m € M tal que xgm # 0, asi Im # {0}. Luego Im es un submédulo de M, y por ser
M semisimple tenemos que Im = M. Ahora, consideremos la funcién f : [ — M
dada por f(x) = xm. Claramente, f es un epimorfismo y, como Nuc(f) es un ideal
izquierdo de R contenido en [ e I es minimo, se tiene que Nuc(f) = {0}. Asi que f es
un isomorfismo y por tanto I = M.

Inversamente, supongamos que I = M y sea f € Homg(I, M) un isomorfismo.
Por ser R semisimple, I es un sumando directo de R, y por i), existe un elemento
idempotente e € R tal que I = Re. Sea my = f(e). Como f(re) = rf(e) = rmy, para
todo r € R, se tiene que mg # 0. Entones mg = f(e) = f(e?) = ef(e) = emy, por tanto
I-M#{0). m

PROPOSICION 1.9.8 Sea R = @ I; una descomposicion de un anillo semisim-
icp
ple R como suma directa de ideales izquierdos minimos. Entonces todo R-mddulo simple
no nulo M es isomorfo a algun ;.

Demostracion:
Sea M un R-médulo simple. Entonces {0} # M = R- M = EB(L - M). Luego,
i€l
debe existir un indice ¢ tal que I, - M # {0}, entonces por el Lema 1.9.7, inciso i),
tenemos que I; = M. R
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DEFINICION 1.9.9 Un anillo R es simple si sus Unicos ideales bilaterales son
Ry {0}.

DEFINICION 1.9.10 Sea I un ideal izquierdo de un anillo R. Definimos

BI:ZJ

JEF

donde §={gJ < R|J I}

PROPOSICION 1.9.11 Sea R un anillo e I un ideal izquierdo minimo de éste.
Entonces B es un ideal bilateral de R.

Demostracion:
Tenemos que B; es un ideal izquierdo de R, ya que suma de ideales izquierdos de
R. Entonces sélo hay que mostrar que By -r C B; para todo r € R. Como B; = Z J,

JeF
donde § = {grJ < R | J = I}, probaremos que J -r C Bj para todo r € Ry todo

JEGF.

Sean r € Ry J € §. Ademas, como [ es un ideal izquierdo minimo, es decir, un
R-modulo izquierdo simple, y J = [ para todo J € §, se sigue que J es simple para
todo J € §.

1) J - r es un ideal izquierdo de R. Sean z € Ry 2, = j;r, 23 = jor € J - r. Por ser
J un ideal izquierdo de R tenemos

st zo=gr+jor=(1+j)red r

xz = x(jir) = (xj)r e J-r

2) Definimos ¢ : J — J - r tal que ¢(j) = jr con 7 € J. Entonces ¢ es un
epimorfismo de R-moddulos izquierdos:
Sigi,jo€J v x € R, entonces

©(J1 + J2) = (1 + J2)r = jir + Jor = @(j1) + v (j2)

p(xji) = (xji)r = x(jir) = zp(j1)
y claramente ¢ es suprayectiva. Entonces por el primer Teorema de isomorfismo se

tiene que J/Nuc(p) = J-r. Como J es simple, se tiene que Nuc(p) = {0} 6 Nuc(p) =
J, entonces J-r = {0} 6 J-r=J.SiJ-r={0} entonces claramante J-r C By. Por
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otra parte si J-r = J, entonces J-r = I, pues J = [, por lo que J -7 € §. Asi que en
ambos casos se tiene que J-r C B;. R

PROPOSICION 1.9.12 Sea R un anillo semisimple. Entonces R es simple si y
solo si cualesquiera dos R-mdédulos simples son isomorfos.

Demostracion:
=) Probaremos que R tiene una descomposicién R = @It tal que todos los I;

teT
son minimos e isomorfos entre si. Luego por la Proposiciéon 1.9.8 tendriamos que

cualesquiera dos R-moédulos simples son isomorfos.

Sea I # {0} un ideal izquierdo minimo de R. Sabemos por la Proposicién 1.9.11
que By es un ideal bilateral de R, luego entonces B; = R, ya que por la hipotesis R
es simple y {0} # I C B;. Tenemos que B; = ZJ, donde § = {gJ < R | J =1}

JET
Consideremos ahora
B={TCu| ZS es suma directa },
SeT

donde Y = {S < R | S es un ideal izquierdo minimo }. Claramente (8,C) es
un conjunto parcialmente ordenado, y si procedemos como en la demostracion del
Teorema 1.9.3 tenemos que (B, C) tiene un elemento méximo 7Ty. Sea L = @ S.

SeTy
Aseguramos que R = L. Para esto basta ver que J C L para todo J € §. Sea J € §.

Si JN L # {0}, entonces J N L es un ideal no nulo de J, y como J es minimo, se tiene
que JN L = J, por lo que J C L. Por otro lado, si J N L = {0} entonces L + J es una
suma directa, por lo que Ty U {J} € B, y ademds tenemos que Ty & Ty U {J}. Pero
esto contradice que T es maximo en B. De lo anterior tenemos que L = R.

<) Supongamos que M y M’ son R-médulos simples, entonces M = M'.

Sea B un ideal bilateral no nulo de R. Probaremos que B = R. Para esto, sea [ un
ideal izquierdo minimo de R, y consideremos B; = Z J,donde § ={rJ < R|J =1},

Jeg
que por la Proposicién 1.9.11 es un ideal bilateral.

1) B =R.
Por ser R semisimpple, R = @ I, donde cada [I; es un ideal izquierdo minimo de

teT
R, que por hipdtesis es isomorfo a I. Asi pues,

R=icrly C» J =B
JET

Por lo tanto By = R.
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2) By = B.
Para esto mostraremos que I; C B para todo t € T. Tomemos t € T fijo, y consid-

eremos B - I, = {Z zy; | x; € B ey; € I}. Ahora, B - I, es un ideal izquierdo de R,
i=1
y ademas
B-I,CBNI,Cl

pues B es un ideal bilateral e I; es un ideal izquierdo. Luego, por ser I; minimo tenemos
queB-[t:{O} o B'It:It.

Supongamos que B - I; = {0}. Para cualesquiera t' € T con t' # t, tenemos que
n

Iy = I, asi que existe ¢ : [; — [ un isomorfismo de R-mddulos. Sea Z x;z; € B- 1y
i=1

conx; € By z € I,. Como ¢ es un isomorfismo existe para cada z; un w; € I; tal que

©(w;) = z;. Entonces

imizi = ixicp(wl Z o(rw;) = Z:L‘ w;) = =0.
i=1 i=1

Asi que B- Iy = {0}. Por tanto B anula a todos los ideales que aparecen en la descom-
posicién de R. De manera que

B=B-R=B- (P @B 1) =1{0}

teT teT

Pero esto contradice que B es no nulo.
Por tanto B - I, = I;. Luego

]t:B]thﬂftg]t

Asi, I; = BN I, lo cual implica que I; C B.

De lo anterior tenemos que B = B; = R. I

TEOREMA 1.9.13 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.
1) R es semisimple.

2) Todo M € R-Mod es semisimple.

3) Todo M € R-Mod es proyectivo.

4) Todo M € R-Mod es inyectivo.
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Demostracion:

(1) =(2)
Sea L € R-Mod un modulo libre, entonces existe un conjunto no vacio I tal que

L = RU; como R es semisimple entonces R = @Sa, donde S, € R-simp para

acl
todo o € I, lo que implica que L es semisimple, por lo tanto todo R-Moddulo libre es

semisimple.

Sea M € R-Mod, por el Teorema 1.6.9 M es cociente de un R-Moddulo libre L,
por lo anterior sabemos que L es semisimple y por el Proposicién 1.9.2 tenemos que
todo médulo cociente de L es semisimple, lo que implica que M es semisimple. Por lo
tanto todo R-Mdédulo es semisimple.

(2) = (3)
Si M € R-Mod es semisimple, entonces por la Proposicién 1.9.3 se tiene que

M:@Si

el

donde cada S; es un R-moédulo simple. Si 0 # s; € 5;, entonces Rs; = S; para cada
i € 1, lo que implica que {m;};cr es base de M, entonces M es libre y por el Teorema
1.6.12 se tiene que M es proyectivo.

3) = (1)

Sea I un ideal izquierdo de R, consideremos los siguientes morfismos:

La inclusién natural: ,: I“— R.

El morfismo canénico: 7 : R — R/I.

Entonces se tiene la siguiente sucesion exacta corta:

0 I€

“~R—>R/I 0.

Por hipétesis todo R-mdédulo es proyectivo, entonces R/I es proyectivo, y existe f €
Hompg(R/I,R) tal que mo f = 1y,

R/I
J/c/ llM
y

0 I““>R—>R/I 0.

Entonces la sucesién () I“—=R—">R/I 0 se escinde. Luego, por el Teo-

rema 1.5.3 se tiene que R = I & R/I y como I era un ideal izquierdo arbitrario de




64 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES.

R, se tiene que todo ideal izquierdo de R es sumando directo de R y por tanto R es
semisimple.

(3) = (4)
Sean M € R-Mod y E(M) la capsula inyectiva de M. Consideremos el morfismo:

J E(M) — M,

xr st xeM
dado por f(z) =
0 si v#M

Se tiene entonces la siguiente sucesién exacta corta:

0 —— Nue(f) > B(M) L p——0,

Por hipoétesis, todo R-médulo es proyectivo, entonces M es proyectivo, y se tiene que
existe g € Homp(M, E(M)) tal que fog= 1y

M
P 1

0 — Nuc(f)—— E(M§—> —0.

Entonces la sucesion (0 — Nuc(f)~—= E(M) L M ——0 se escinde. Luego, por

el Teorema 1.5.3 se tiene que E(M) = M @ Nuc(f), entonces M N Nuc(f) = {0} y
como M es submddulo esencial de E(M), se tiene que Nuc(f) = {0}, lo que implica
que M = E(M) y por tanto M es inyectivo.

(4) = (3)

Sea M € R-Mod, por el Teorema 1.6.8 M es el cociente de un L € R-Mod libre,
sea M = L/K para algin submédulo K de M. Consideremos la siguiente sucesion
exacta corta:

L

0 K——~L—>M 0,

donde ¢ es la inclusién natural y 7 es la proyecciéon natural. Por hipétesis todo R-Mdédulo
es inyectivo, por tanto K es inyectivo, entonces existe un morfismo h : L — K tal
que Ix = h o, lo que implica que la sucesién se escinde, y por el Teorema 1.5.3 se
tiene que L = K @ M. Luego por el Teorema 1.6.13 se tiene que M es proyectivo. B



1.10. MODULOS NETERIANOS Y ARTINIANOS. 65

1.10. Modbdulos neterianos y artinianos.

DEFINICION 1.10.1 Un médulo M € R-Mod se dice que es neteriano si toda
cadena ascendente de submoddulos de M es finita.

PROPOSICION 1.10.2 Sea M € R-Mod. Son equivalentes:

(1) M es neteriano.

(2) Cada familia no vacia de submédulos de M contiene un elemento méaximo.
(3) Cada submédulo de M es finitamente generable.

Demostracion:

(1) = (2) Sea § una familia no vacfa de submédulos de M, y supongamos que
$ no tiene un elemento méaximo. Sea N; € §. Entonces N; no es maximo en §, y
entonces existe Ny € § tal que N; & N,. Mediante este proceso se construye una
cadena ascendente de submédulos de M que no es finita, contradiciendo que M es
neteriano.

(2) = (3) Sea N un submoédulo de M. Definimos § como la familia de todos los
submddulos de M finitamente generables contenidos en N. § # &, pues {0} € §. Por
hipétesis, existe un elemento maximo Ny en §. Ahora Ny C N porque Ny € §. Si
Ny & N, entonces existe a € N, con a ¢ Ny. Luego el submédulo W = Ny + Ra es
finitamente generable, ya que Ny lo es. Asi que W € §, v ademéds Ny & W, lo que
contradice que Ny es maximo en §. Por lo tanto Ny = N, y entonces N es finitamente
generable.

(3) = (1) Supongamos que todo submédulo de M es finitamente generable, y sea
Ny CN, ©.CN,, ©Npyy C

una cadena ascendente de submédulos de M. Definimos N = U N,,. Es claro que N

neN
es un submédulo M. Por hipétesis existen ayq, ..., a,, € N tales que N = ({ay, ..., an}).

Ahora, para cada i € {1,...,m} existen n; € N tal que a; € N,,. Sea k el mayor de
todos los ny . Por consiguiente N,,, C Ny para todo i € {1,...,m}, y entonces

N = <{a1a ...76Lm}> - Nk C N

es decir, N = N,.
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Luego, si n > k, entonces N = N, C N, C N, esto es, N,, = N;. Por lo tanto la
cadena
Ny CN,C...CN,C N1 C ..

es finita. W

DEFINICION 1.10.3 Un médulo M € R-Mod se dice que es artiniano si toda
cadena descendente de submodulos de M es finita

PROPOSICION 1.10.4 Sea M € R-Mod. Son equivalentes:

(1) M es artiniano

(2) Cada familia no vacia de submédulos de M contiene un elemento minimo.
Demostracion:

(1) = (2) Sea § una familia no vacia de submédulos de M, y supongamos que § no
tiene un elemento minimo. Sea N; € §. Entonces N1 no es minimo en §, luego existe
un Ny € § tal que Ny & N;. Ahora, Ny no es un elemento minimo de §, y entonces
existe V3 tal que N3 & N,. Mediante este proceso se construye una cadena descendente
de submédulos de M que no es finita, contradiciendo que M es artiniano.

(2) = (1) Sea
Nl 2 N2 2 2 Nn 2 Nn+1 2

una cadena descendente de submodulos de M.

Sea § = {N, | n > 1}. Entonces, por hipdtesis § tiene un elemento minimo, y por
tanto existe ng > 1 tal que N,,, es minimo en §. Ahora, tenemos que N,,, 2O N, 41 para
todo ¢ > 1, y por ser N,,, minimo en § se tiene que N,, = N,,4+1 para ¢ > 1. Por lo
tanto la cadena

Nl 2 N2 2 2 Nn 2 Nn+1 2

es finita.

TEOREMA 1.10.5 Si M es un R-Mddulo semisimple entonces son equivalantes:
1) M es finitamente generable.

2) M es artiniano.

3) M es neteriano.

Demostracion:
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(2) = (3)

Sea M € R-Mod artiniano y semisimple. Sea N # {0} un submédulo de M vy
0 # ny € N. Como M es semisimple, por la Proposicién 1.9.2 se tiene que N es
semisimple, entonces N = Rny & 17, para algin T} < N. Sea 0 # ny € T, como N es
semisimple entonces por la Proposicion 1.9.2 se tiene que 77 es semisimple, por lo
que 177 = Rno @15, para algin Ty < T7. Procediendo de esta forma, se tiene la siguiente
cadena descendente de submédulos de M:

M>ODNDTI DTy D ...
Como M es artiniano, entonces la cadena es finita, por lo que 7}, = Rn,,+1 para algin
m—+1
m € N, entonces N = @ Rn;, esto implica que N es finitamente generable y por la

i=1
Proposicion 1.10.2 se tiene concluye que M es neteriano.

3)=(2)
Sea M € R-Mod neteriano y semisimple. Consideremos la siguiente cadena descen-
dente de submédulos de M
My, D My O Mz O ...

Como M es semisimple, por la Proposicon 1.9.2 se tiene que los M; son semisimples.
Entonces My, = M, & T, para algin 177 submodulo de My, a su vez My = M3 & T, para
algin submédulo Ts de My, por lo que My = My &1y = M3 @ T, & T}, continuando de
esta forma tenemos la siguiente cadena ascendente de submodulos de M

nchnael,clhieolydTs C ..

Como M es neteriano, la cadena ascendente es finita, esto implica que T;, = {0} para
algin n € N, por lo cual M; = M, para todo t > n, entonces la cadena

My D My D Mz O ...

es finita y por tanto M es artiniano.

(3) = (1)
Sea M € R-Mod neteriano y semisimple. Por la Proposicién 1.9.3 se tiene que

M = EB Sy, donde cada S,, € R-simp. Consideremos la siguiente cadena ascendente
neN

de submodulos de M:

0<51<51@52<51€B52@53<...

la cual es finita ya que M es neteriano, por tanto

M:é&
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para algin m € N. Como cada S; es simple entonces es ciclico, lo que implica que cada
S; es generable por un elemento 0 # z; € S; y por tanto M es finitamante generable.

(1) = (3)
Sea M € R-Mod semisimple y finitamente generable. Sea N un submoddulo de M,
por ser M semisimple entonces M = N @ T, para algin submddulo 7" de M.

Consideremos el morfismo canénico 7 : M — M /T, se tiene entonces la siguiente
sucesion exacta corta:

0 T—>M—>MT 0

Luego, por el Teorema 1.8.3 se tiene que M /T es finitamente generable. Por el se-
gundo Teorema de isomorfismo se tiene que M/T = (N & T)/T = N, entonces
N es finitamente generable, lo que implica que todo submédulo de M es finitamente
generable y por la Proposicion 1.10.2 se concluye que M es neteriano. B

COROLARIO 1.10.6 Si R es un anillo semisimple entonces es artiniano.

Demostracion:
Como R € R-Mod y es finitamente generable (a saber por 1), se sigue de 1) = 2)
del Teorema 1.10.5 que R es artiniano. H

COROLARIO 1.10.7 Si R es un anillo semisimple entonces es neteriano.

Demostracion:
Como R € R-Mod y es finitamente generable (a saber por 1), se sigue de 1) = 3)
del Teorema 1.10.5 que R es neteriano. B

DEFINICION 1.10.8 Sea R un anillo. El radical de Jacobson J(R) es la
intersecciéon de todos los ideales izquierdos maximos de R. Si R = {0} entonces R no
tiene ideales izquierdos maximos, en este caso, definimos el radical de Jacobson como
cero.

PROPOSICION 1.10.9 Sea R un anillo. Entonces J(R) es un ideal bilateral.

Demostracion:
Como J(R) es interseccion de ideales izquierdos de R, tenemos que J(R) es un ideal
izquierdo de R. Por tanto basta probar que J(R) es un ideal derecho de R. Para esto,
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sea r € R, y sea I un ideal izquierdo méaximo de R. Definimos
([:r)={z€R|arel}

i) (I :r) es un ideal izquierdo de R.
Sean xq, xo € (I : 1)y v’ € R. Entonces 17, xor € I, y asi tenemos

(1 +xo)r =297 + 290 € 1

(r'x)r =1'(zr) € 1
pues [ es un ideal izquierdo de R. Por tanto xir + zor, r'zy € (I : 7).
it) (I : r) es un ideal izquierdo maximo de R 6 (I : r) = R.
Supongamos que (/ : r) & Ry sea J un ideal izquierdo de R tal que (I : r) & J.
Afirmamos que J = R.
Para y € J, dado que [ es un ideal izquierdo maximo de R, se tiene que:
I+Ryr)=1 6 I+R(yr)=R

Supongamos que I + R(yr) = R, para todo y € J. Entonces para y € J tenemos
R(yr) C I lo que implica que yr € I, esto es, y € (I : r). Luego se tiene que J C (I : r)
contradiciendo que (I : 1) & J.

Por lo tanto existe y € J tal que I + R(yr) = I. Entonces
r=1+x(yr)
dondei € I 'y x € R, luego (1 —xy)r =i € I, lo que implica que 1 —zy € (I : 1) C J,
asi que 1 = zy + (1 — zy) € J. Por lo tanto J = R.

Sea r € R. Entonces de lo anterior tenemos que J(R) C (I : r) para todo ideal
izquierdo méximo I de R, por consiguiente, si x € J(R), entonces z € (I : r), para
todo ideal izquierdo maximo I, es decir, xr € I, por lo tanto

ere () I=J(R). W

I mazxzimo

TEOREMA 1.10.10 (Teorema Chino del Residuo) Sea R un anillo e
I, I, ..., I, (n > 2) ideales izquierdos maximos de R. Entonces son equivalentes:

2) El morfismo ¢ : R — H R/I;, dado por o(r) = (r+ I, ..., + I,,), es suprayec-
i=1
tivo.
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Demostracion:

1) = ) )
Sea (0, ..., ay, ...,0) € HR/Ii. Por la hipdtesis existe ¢, € ﬂ I; tal que ¢ ¢ I.
i=1 i=1, i#k
Como I; es maximo, Rc, + I, = R y si ai es un representante de @y, se puede escribir
ar = rcg+bg conr € R, by € I y es facil ver que p(rex) = (0, ..., ay, ..., 0). Esto implica
que el morfismo ¢ es suprayectivo.

(2) = (1)
Si el morfismo ¢ es suprayectivo, el elemento (0, ..., @y, ..., 0) con a; # 0 proviene de

n
un elemento que no pertenece a I y que esta en ﬂ ;. 1
i=1, ik

TEOREMA 1.10.11 Un anillo es semisimple si y solo si R es artiniano y J(R) =

{0}.
Demostracion:

=) Supongamos que R es semisimple, por el Corolario 1.10.6 se tiene que R es
artiniano.

Por otro lado, por el Corolario 1.9.4, inciso ii) se tiene que R es suma directa de
un numero finito de ideales izquierdos minimos.

R — é ]i7
i=1

donde cada [; es un ideal izquierdo minimo de R.

Consideremos:

Kl - @ -[ia
i=2

K2 == @ Ii;

i=1, i#£2

K= @ I

i=1, i#3
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n—1
K, = G?]

Como cada Kj; es un ideal izquierdo maximo de R, se tiene que

J(R) C ﬂ K = {0}

Por lo tanto J(R) = {0}.
<) Supongamos que R es artiniano y J(R) = {0}.

Sea

§={I < M | I esinterseccion finita de ideales izquierdo maximos de R}.

Notese que § # &, ya que por ser R finitamante generable, se tiene por el Lema
1.8.4 que R tiene almenos un submoédulo méaximo.

Como R es artiniano, entonces por la Proposiciéon 1.10.4 se tiene que § tiene
n
elementos minimos. Sea K € § un elemento minimo, entonces K = ﬂ I;, donde cada

i=1
I; es un ideal izquierdo maximo de Ry n € N.

Es claro por la definiciéon de J(R) que:
J(R) C K.

Por otro lado, si I es un ideal izquierdo méaximo de R, entonces K NI C K, ademas
se tiene que K NI € § y por ser K elemento minimo de §, se tiene que K C K N1,
por lo tanto K NI = K, lo que implica que K C [ y como [ era un ideal izquierdo
maximo arbitraro de R se tiene que

K C J(R).

Por tanto
K = J(R) = {o}.

Consideremos la familia de morfismos {m; : R — R/I;}!",, donde cada m; es el
morfismo canénico de R a R/I;. Por la Propiedad Universal del Producto existe

un tnico ¢ € Hom(R,HR/Ii) tal que m; = P, o ¢, para cada i € {i,...,n} y donde
i=1
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cada P; es la proyeccion de H R/I; en R/I,.

=1
=1

P

R/I,

T

Notemos que ¢ es monomorfismo ya que Nuc(p) = ﬂ I, = K = {0}.
i=1

n n
Afirmamos que ﬂ I ¢ I;. Sea j € {i,...,n}, entonces ﬂ I; € §, ademés
i=1, i#j i=1, i#j

{O}:K:ﬁfic (n] L.

i=1, i#j

Por ser K elemento minimo de § se tiene que ﬂ I; # {0}. Supongamos que
i=1, i#j

ﬂ I, C I, esto implica que {0} # ﬂ]i = K, lo cual es una contradiccion. Por

i=1, i#j i=1
n

tanto ﬂ I; ¢ I;. Entonces por el Teorema Chino del Residuo se tiene que

i=1, i#j
n

¢ es un epimorfimo. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo, entonces R = H R/I; y por
i=1
ser HR/Ii un producto finito se tiene que HR/L' = @R/IZ-, lo que implica que
i=1 i=1 i=1

R= @ R/I;. Se concluye que R es semisimple. B

i=1

COROLARIO 1.10.12 Si R es un anillo artiniano simple entonces R es semisim-
ple.

Demostracion:

Por la Proposicién 1.10.9 se tiene que J(R) es ideal bilateral de R, como R es
simple entonces J(R) = {0}. Se tiene entonces que R es artiniano y J(R) = {0}, por
el Teorema 1.10.11 se tiene que R es semisimple. l
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1.11. Mobdulos uniformes y V-Anillos.

DEFINICION 1.11.1 Un R-médulo M se dice que es inescindible si no se puede
escribir como suma directa de 2 submodulos distintos de cero.

DEFINICION 1.11.2 Un R-médulo M se dice que es uniforme si cada uno de
sus submodulo es inescindible.

PROPOSICION 1.11.3 Sea M € R-Mod. M es uniforme si y solo si todo par
de submédulos (distintos de cero) de M tienen interseccién no nula.

Demostracion:

=) Sean N # {0} y K # {0} submdédulos de M. Supongamos que N N K = {0}.
Entonces N+ K es un submédulo de M y no es inescindible, lo cual es una contradiccion
ya que M es uniforme. Por lo tanto N N K = {0}.

<) Sea N # {0} un submédulo de M. Supongamos que N no es inescindible,
entonces N = N; @& N, para algunos N1 # {0} y Ny # {0} submédulos de N, pero Ny
y Ny tambien son submédulos de M y Ny N Ny = {0}, lo cual contradice la hipdtesis
de que todo par de submédulos de M (distintos de {0}) tienen interseccién no nula,
esto implica que NV es inescindible y por tanto M es uniforme. B

El siguiente ejemplo muestra que la capsula inyectiva de cualquier médulo simple
es uniforme.

EJEMPLO 1.11.4 Sea S € R-Simp y FE(S) la cédpsula inyectiva de S, veamos
que E(S) es uniforme.

Sea N # {0} un submédulo de E(S), como S es submédulo esencial de E(S) se
tiene que SN N # {0}, ademas SN N C S, lo que implica que SN N = S ya que S es
simple, esto muestra que S C N para todo N # {0} submédulo de E(S), entonces si
Ny # {0} y Ny # {0} son dos submédulos de E(S) se tiene que {0} # S C Ny N Ny,
lo que implica que cualquier par de submdédulos no cero de E(S) tiene interseccién
distinta de {0}, por la Proposicién 1.11.3 se sigue que E(S) es uniforme.

PROPOSICION 1.11.5 Si N es un submédulo uniforme de M & M’ € R-Mod,
y p, p' son las proyecciones sobre M y M’ respectivamente, entonces la restriccién de
p a S 6 larestricciéon de p’ a S es un monomorfismo.
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Demostracion:

Por la Proposicién 1.11.3 sabemos que por ser S uniforme entonces cualquier
par de submoddulos de S distintos de cero tiene interseccién no nula. Si ninguna de
las proyecciones p 6 p’ restringidas a S es monomorfismo, tendriamos 2 submodulos
distintos de cero Nuc(p) NSy Nuc(p') NS de S, cuya interseccién es cero ya que
Nuc(p) N Nue(p') = {0}, esto es una contradiccién ya que S es uniforme. Por lo tanto
la restricciéon de p a S 6 la restriccion de p’ a S es monomorfismo. W

PROPOSICION 1.11.6 Si S es un submédulo uniforme de @ M, =M € R-
icl
Mod, entonces para alguna j € I, la restriccién a S de la j-ésima proyeccién p; es un
monomorfismo.

Demostracion:

Sean 0 £ s € Sy J C I el conjunto de todas las i € I tal que la i-ésima componente
de s es no cero. Entonces

- (@)8(8")

ieJ ieI\J

Por la Proposicion 1.11.5 tenemos que la restriccién a S de una de las 2 proyec-
ciones asociadas es monomorfismo, no puede ser la proyeccion sobre el segundo suman-
do ya que esta proyeccién manda a s en 0. Asi, la proyeccion S al primer sumando es
monomorfismo, a tal proyeccién la denotaremos por p, y sea S’ = p(S). Como S’ es
un submoédulo de @ M; v J es un conjunto finito, podemos aplicar un nimero finito

ieJ
de veces la Proposiciéon 1.11.5 y asi obtener un j € J para el cual la proyeccién S’
sobre M; es un monomorfismo. Luego, la composicién de las proyecciénes de S en S” y
de S’ en M; es un monomorfismo, como se queria. l

En otras palabras, la Proposicién 1.11.6 nos dice que si un R-moédulo uniforme

S se encaja en el coproducto de una familia {M;};e; de R-mé6dulos, entonces se encaja
en M; para algin j € I.

DEFINICION 1.11.7 Decimos que un anillo R es V-anillo izquierdo si cada
R-Médulo izquierdo simple es inyectivo.

TEOREMA 1.11.8 Sea R un anillo. Son equivalentes:

1. R es un V-anillo izquierdo.
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2. Todo ideal izquierdo propio de R es una interseccion de ideales izquierdos maximos
de R.

3. Cada R-médulo izquierdo tiene la propiedad de que el cero es una interseccion de
submédulos maximos.

4. La categoria de los R-mdédulos izquierdos tiene un cogenerador, el cual es una
suma directa de R-mddulos simples.

Demostracion:

(1) = (3)
Sea M un R-modulo izquierdo, donde R es un V-anillo. Si 0 # x € M entonces, por
el Lema de Zorn, existe Y < M el cual es maximo entre los submédulos X de M con
T que no pertenece a X.
seca D =S <M|Y < S}. Entonces, z € Dy D/Y # 0 es simple, por lo tanto
inyectivo. Luego,
0—D/)Y — M)Y

se escinde, de donde M/Y = D/Y & K/Y, con K < M. Como x no pertenece a K.
entonces Y < M es maximo. Asi, 0 = ([{Y < M | Y es mdzimo}.

3)=(2)
Sea I < R. Viendo a R/I como R-médulo izquierdo se tiene que I = ﬂ J., donde

acA
Jo < R es maximo para toda a € A.

(2) = (1)

Sean S un R-médulo simplee I < R. Sia € Hompg(I,S) y si K = Nuc(a), entonces
existe M < R mdximo tal que K < M pero I « M. Como I/K es simple, M NI = K.
Entonces, R/M = (M + 1)/ M = I/MNI=1/K = S. Asi, a se puede extender a un
R-morfismo o/ € Hompg(R, S). Por lo tanto, S es inyectivo.

(1) = (4)
Consideremos @ Sy
Sa€ER—simp
Sea M € R-Mod y 0 # m € M, consideremos Rm el submédulo de M generado
por m. Sea : Rm~—— M la inclusién natural. Como Rm € R-simp y por hipotesis
R es V-anillo entonces Rm es inyectivo, por lo que existe ¢ € Hompg(M, Rm) tal que

ly=pout

0 Rm¢©

7
1NI\L /;
2

Rm

M
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Por otro lado, al considerar la inclusion U : Rm~——— @ Sa se tiene que
Sa€ER—simp

Uope Homgr(M, GB Se)-

Sa€ER—simp

A
P s

SaER—simp

Ademés, (U o ¢)(m) = (U o 1py)(m) = U(ly(m)) = U(m) # 0 ya que U es
monomorfismo. Entonces por el Lema 1.8.7 se tiene que @ S, cogenera a M
So€R—simp
y por tanto @ S, cogenera a R-Mod.

SaER—simp

(4) = (1)
Sean C' € R-Mod un cogenerador semisimple de R-Mod y S € R-simp. Considere-
mos a E(9) la capsula inyectiva de S. Existe un conjunto I # & y un monomorfismo

f:ES)——(T.

Por el Ejemplo 1.8.11 se tiene que E(S) es finitamente cogenerable, entonces por la
Proposicién 1.8.12 existe @ # J C [ y un monomorfismo

[ E(S) =07 = oW

Por el Ejemplo 1.11.4 sabemos que F(S) es uniforme, entonces por la Proposi-
cion 1.11.6 existe un monomorfismo

h:E(S)~——C.

Aplicando nuevamante la Proposiciéon 1.11.6, existe 7" € R-simp sumando directo
de C' y un monomorfismo

W B(S)—T,

esto implica que E(S) = S = T y por tanto S es inyectivo. l
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1.12. Reticulas Booleanas.

DEFINICION 1.12.1 Sea L # @ un conjunto parcialmente ordenado. Decimos
que L es una reticula si para cada a, b € L, el conjunto {a,b} tiene un supremo y un
infimo. Denotaremos por a V b al supremo de {a, b}, mientras que a A b denotard al
infimo de {a, b}.

DEFINICION 1.12.2 Una reticula L es completa si todo subconjunto de L tiene
un supremo y un infimo. Si {z,}.er es un subconjunto de L, utilizaremos la notacion:

\/ Ty = \/{xa}ag para denotar al supremo del conjunto {z,}acr, ¥
acl

/\ Ty = /\{xa}ael para denotar al infimo del conjunto {z, }aer-
acl

DEFINICION 1.12.3 Sea L una reticula con elemento menor 0 vy elemento
mayor 1.

1) Un elemento a € L, a # 0, se llama dtomo si no existe b € L tal que 0 < b < a.

2) Un elemento ¢ € L, ¢ # 1, se llama codtomo si no existe b € L tal que ¢ < b < 1.

DEFINICION 1.12.4 Sea L una reticula con elemento menor 0 y elemento
mayor 1.

1) Decimos que L es atémica si para todo 0 # = € L existe un atomo a € L tal que
a<z.

2) Decimos que L es coatémica si para todo 1 # x € L existe un codtomo ¢ € L tal
que z < c.

DEFINICION 1.12.5 Sea L una reticula con elemento menor 0 y elemento
mayor 1. Un complemento de un elemento = de la reticula L es un elemento y € L tal
quex Ay=0 vy xVy=1. L esllamada complementada si todo elemento de L tiene
complemento.

DEFINICION 1.12.6 Una reticula L es distributiva si para todo z, y, z € L se
tiene:
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DaA(yVez)=(@Ay) V(zAz).

2)xV(yAz)=(xVy AN(zV z).

LEMA 1.12.7 En una reticula distributiva L, un elemento z € L no puede tener
méas de un complemento.

Demostracion:
Sea x € L. Si yp, y1 € L son ambos complementos de x, entonces

Yo=Y ANl=yAN@Vy)=wWAz)V(yAy)=0V(y A1) =yo Ay,

similarmente se tiene que y; = yo A y1, lo que implica que yo = y;. B

DEFINICION 1.12.8 Sea L una reticula. Decimos que L es Booleana, si L es
distributiva y complementada.

PROPOSICION 1.12.9 Si L es una reticula Booleana completa, entonces:

D) (Vai)Ae=\/(aAc)

el i€l
2) (/\a:)Ve= Vo).
el el

Para cualquier familia {a;},c; C Ly c € L.
Demostracion:

1) Para cualquier j € I se tiene que a; < \/ai, entonces a; A ¢ < (\/ a;) A e, lo
iel icl
que implica que \/(ai Ne) < (\/ a;) A c. Se tiene entonces que (\/ a;) A ¢ es una cota
iel il il
superior para la familia {a; A c}ie; C L.

Sea u € L cota superior para la familia {a; A c}ier v sea ¢* € L el complemento de c,
entonces ¢V ¢* = 1, como para cualquier j € I se tiene que a; Ac <u y a; Ac* < ¢,
entonces:

aj=a;N1l=a;N(cVc)=(a;Nc)V(a; Nc") <uVc*

Asi, \/ a; < uV ', lo que implica que:
iel
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(\/ai)/\c <(uVc)ANe=(uNc)VI(c"ANe)=(uNc)V0O=uAc < u Se tiene
iel
entonces que (\/ a;) A ¢ es la minima cota superior para la familia {a; A c};er v por

(\/ a;)) \c= \/(ai Ac).

el i€l

tanto

2) Para cualquier j € [ se tiene que /\ai < aj, entonces (/\ a;))Ve<a; Ve lo

iel iel
que implica que (/\ a;) Ve < /\(ai V ¢). Se tiene entonces que (/\ a;) V ¢ es una cota
iel il iel

inferior para la familia {a; V c};cr C L.

Sea u € L cota inferior para la familia {a; V c}ic; v sea ¢* € L el complemento de c,
entonces ¢ A ¢* = 0, como para cualquier j € I se tiene que u < a;Vc y ¢ <a;Vc,
entonces:

uNc* < (a;jVe)N(a;Vc)=a;V(cAc")=a;V0=a;

Asi, u A e* < /\ a;, lo que implica que:
el
uVe=(uVe)AN(l)=(uVe)A(c*Ve)=(unc)Ve< (/\ai) V ¢. Se tiene entonces
i€l
que ( /\ a;) V ¢ es la maxima cota inferior para la familia {a; V c}icr y por tanto
el

(/\ai)\/c:/\(ai\/c). [

i€l i€l

PROPOSICION 1.12.10 Sea L un reticula Booleana atémica completa. Si
0#x€ Ly A, ={a;}ie;r € L, donde a; es atomo de L y a; < x, para toda i € I.

Entonces
T = \/ Q;.
a»;EAz

Demostracion:

Sea s = \/ a;. Demostraremos que = = s.
a; €A,
Como a; < x para todo i € I, se tiene que s < z. Por otro lado sea s* € L el
complemento de s, entonces
l=svs*"<zVvs"
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lo que implica que
1l=xVs".
Supongamos que x A s # 0, como L es atémica, existe un atomo a € L tal que
a < x As*, lo que implica que a < s* y a < x, entonces a € A,. Sea a = a;, para algun
j € I. Como L es una reticula Booleana completa se tiene por la Proposicién 1.12.9
1) que:

0=sAs"= ( \/“i>/\8*2 ( Ve ) nag=\[(ai Nay) =

el

:( \/ (aiAaj)>v<ajAaj):< V (ai/\aj))\/aj:aj

i€l i#j
Entonces a; = 0, lo cual es una contradicciéon. Como la contradiccién resulto de

suponer que x A s* # 0, entonces z A s* = 0 esto implica que x es complemento de s*
y po el Lema 1.12.7 se tiene que x = s. B

COROLARIO 1.12.11 Sea L un reticula Booleana atémica completa. Sea 1 € L
el elemento mayor y A = {a € L | a es dtomo de L }, entonces

l:\/a.

a€A

Demostracion:
La demostracién es clara por la Proposicién 1.12.10. B

PROPOSICION 1.12.12 Sea L un reticula Booleana coatémica completa. Si
1#x€ Ly C,={ctier € L, donde ¢; es codtomo de L y = < ¢;, para toda i € I.

Entonces
Tr = /\ C;.
CiECg;
Demostracion:
Sea s = /\ ¢;. Demostraremos que x = s.

CiEng

Como x < ¢; para todo 7 € I, se tiene que x < s. Por otro lado sea s* € L el
complemento de s, entonces

Vs <sAs* =0
lo que implica que
xAst=0.

Supongamos que z V s* # 1, como L es coatémica, existe un coatomo ¢ € L tal que
zV s* < ¢, lo que implica que s* < cy x < ¢, entonces ¢ € C,. Sea ¢ = ¢;, para algin
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7 € I. Como L es una reticula Booleana completa se tiene por la Proposicién 1.12.9
inciso 2) que:

cj:( /\ <CiVCJ>>/\cj=( /\ (Civcj>)/\(cijj):/\(ci\/cj):

i€l i#j i€l ij

iel
= ( /\Ci > Ve > < /\Ci ) Vs =sVs =1
icl iel
Entonces ¢; = 1, lo cual es una contradiccion. Como la contradiccién resulto de

suponer que x V s* # 1, entonces x V s* = 1, esto implica que x es complemento de s*
y po el Lema 1.12.7 se tiene que z = s. B

COROLARIO 1.12.13 Sea L un reticula Booleana coatémica completa. Sea
0 € L el elemento menor y C' = {c € L | ¢ es codtomo de L }, entonces

Q:/\c.

ceC

Demostracion:
La demostracion es clara por la Proposiciéon 1.12.12. B
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Capitulo 2

La estructura de la reticula de
prerradicales.

En esta seccién se veran las definiciones y algunos resultados importantes en la clase
de los prerradicales sobre un anillo R, la cual se denotard por R-pr. Se presentaran sus
operaciones y se definirdn dos clases de prerradicales muy importantes (a saber ¥ y
w3f) con los cuales se verd que R-pr es una gran reticula con dtomos y codtomos.

2.1. Definiciones y caracterizaciones.

DEFINICION 2.1.1 Un prerradical en R es un funtor o : R-Mod— R-Mod que
cumple 2 condiciones:

1. o(M) < M para cada M € R-Mod.

2. Para cada f: M — N, el siguiente diagrama es conmutativo.

M——N
1]
U(M)ma(]\f)

De esta forma un prerradical es simplemente un subfuntor del funtor identidad.
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EJEMPLO 2.1.2 A continuacién se mencionan algunos ejemplos de prerradicales.

1)El Zoclo.
Zoc(-) : R-Mod— R-Mod.
Zoc(M) = Z{SO‘ < M|S, es simple }.

ael

ii) El Radical de Jacobson.
Rad(.) : R-Mod— R-Mod.
Rad(M) = ﬂ{Ma < M|M, es méaximo}.

ael

iii) La parte de Torsion.

T()) : Z-Mod— Z-Mod.

T(M)={m e M|3k € N tal que km = 0, con k # 0}.

iv) La parte Singular.

Z(.) : R-Mod— R-Mod.

Z(M) ={m € M|ann(m) < R}.

v) Sea I < R un ideal izquierdo de R, se tiene el siguiente prerradical.

f(0) : R-Mod— R-Mod.

F(M) = IM.

vi) El funtor identidad.

1(0) : R-Mod— R-Mod.

1(M) = M.
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vii) El funtor cero.

0(.) : R-Mod— R-Mod.

0(M) = {0}.

Denotaremos por R-pr a la clase de prerradicales en R-Mod.

A la clase de prerradicales se le puede asociar un orden parcial de la siguiente
manera:

DEFINICION 2.1.3 Dos prerradicales o, 7 € R-pr estan relacionados por o < 7
sio(M)<7(M), VM € R-Mod.

Con esta relacién de orden podriamos decir que R-pr es una “reticula”, pero recorde-
mos que la definicién de reticula que hasta el momento tenemos es para conjuntos (Ver
Definicién 1.12.1) y en general R-pr no es un conjunto, es una clase. Es por esta
razéon que a R-pr le llamaremos gran reticula, para hacer notar el hecho de que R-pr
es una clase con el orden parcial de la Definiciéon 2.1.3, donde los supremos y los
infimos pueden describirse como sigue:

Si C'es una clase de prerradicales entonces

7= A\{o € C} esta dado por 7(M) =({o(M) | 0 € C}

n = \/{o € C} esta dado por n(M) => {o(M) | o € C}.

Se tienen ademas las operaciones producto y coproducto que se definen a contin-
uacion.

DEFINICION 2.1.4 Parao, 7€ Rpry M € R-Mod

1. Producto

2. Coproducto

(o :7)(M) es tal que (o : 7)(M)/o(M) =71(M/o(M)); es decir:

(c:7)(M)={zeM|z+o(M)ecr(M/oa(M))}.
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Hay que tener en cuenta que, a pesar de que en general C' es una clase, resulta que

para cada M € R-Mod, {c(M)|oc € C} es un conjunto.

LEMA 2.1.5 Sean 0,7 € R-pr, entonces 0 -7 <o AT <oV 71 =X (0:7).
Demostracion:

i)o-TX0NAT.

Sea M € R-Mod, entonces por ser ¢ un prerradical se tiene que o(7(M)) < 7(M).
Por otro lado, el siguiente diagrama conmutativo

M
|
(M)

T(M)——

o(r(M))——>o

L|U(T(]W

muestra que o(7(M)) < o(M).

Dado que o(7(M)) < 7(M) y o(r(M)) < o(M) se concluye que o(7(M)) < o(M)N

T(M),asioc-7T X0 AT.

i) oNT 20V T.
Es claro, ya que o(M)N7(M) < o(M) + 7(M).

i) oV T 2 (0:7T).
Del siguiente digrama conmutativo

se tiene que %}\5)@4) <17(M/o(M)) = (o :7)(M)/o(M), entonces por el Teorema

de la Correspondencia se tiene que 7(M) + o(M) < (o : 7)(M) y por tanto 7V o =<

(c:7)1

LEMA 2.1.6 Si {M,}qes es una familia de médulos y o € R-pr, entonces:



2.1. DEFINICIONES Y CARACTERIZACIONES. 87

a( [ ) < [[om

a€el wel

a< D M. ) =P o).

acl

ael
Demostracion:
i) Sean (§ € 1, HM s, M la proyeccién natural y @ = (24)acr € 0 ( HM )
acl acl

Consideremos el morfismo O’(H M,) -2 o(Mpg) tal que m5* es la restriccion del

ael
morfismo g acr( I—I]WCy )

ael

El siguiente diagrama conmutativo:

[ My,

ael

)

I]:Al 4449-0(A4ﬁ)

ael 8

muestra que mg(o H M,)) < o(Mp), ast mg(x) = x5 y x5 € o(Mz), lo que implica
a€cl

que$€H yportantoaHM <H

acl ael a€cl

ii)Sea { M, }aer una familia de R-Mddulos y sea:

bey Mo}—>@Ma

ael

la inclusién natural para cada a € I.

Entonces para cada o € I se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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o(M,)—— U(ED M,)

talo(Ma) ael

Luego, sea @U(Ma) el coproducto de la familia de R-Mdédulos {o(M,)}aer, con

ael
la familia de inclusiones:

{o(M) =DMy

ael

Entonces por la Propiedad Universal del Coproducto existe un tinico morfismo:

2 @U<Ma) - U(@ M.,)

acl acl

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

U(Ma)c—[%@U(Ma)

acl
Lalo-(l\/fa){ /
(D M)

acl

Ademas Nuc(yp) = @ Nuc(tals(a.)) = 0, por tanto:

a€el

P o(M,) ga( D M. )

ael

Por otro lado, sea 7, : @Ma — M, la proyeccién natural entonces se tiene el

ael
siguiente diagrama conmutativo para cada a € I:
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DMy,

ael

J

(D Me) —~o(1,)

ael

Donde 7,* es la restriccion del morfismo 7, a 0( EBMOC ) Sea (x3)per €
acl

o < @Ma ), entonces m,((2g)ger) = x4 € 0(M,) para toda a € I, lo que implica
aecl

que (xg)ger € @U(Ma) y por tanto:

" o ( D M. ) CPo(i).

ael acl

Entonces:

a< D M. ) =Po(M,). B

ael el

COROLARIO 2.1.7 Si 7 € R-pr entonces:

7=1 siysolosi 7(R) =R.

Demostracion:
Si 7 =1 es claro que 7(R) = R.

Reciprocamente, si 7(R) = R, por el Lema 2.1.6. (ii) se tiene para todo R-mddulo
libre L = RY) que

(1) = 7(RD) = (r(R)® = R = L.

Por otro lado, si K es un submédulo de L y m: L — L/K es el morfismo candnico,
entonces el siguiente diagrama conmutativo

L " - L/K

7(L)=L——171(L/K)

7| (L)
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muestra que 7|.(z) = 7 (ya que 7 y 7| () tienen el mismo dominio y la misma regla
de correspondencia) y por ser m un epimorfismo, tambien lo es 7|(z), entonces

7(L/K) = Im(n|;1)) = Im(r) = L/K.
Por el Teorema 1.6.9, para todo M € R-Mod se tiene que M = L'/K’, donde L’

es un R-modulo libre y K’ es un submdédulo de L', y por lo que acabamos de probar
T(M)=7(L'/K")=L'"/K'= M, por lo tanto 7 = 1. &

DEFINICION 2.1.8 Un submédulo N < M se dice que es totalmente invariante
si f(N) < N para cada R-morfismo f: M — M.

A continuacién se describen dos clases importantes de prerradicales.

DEFINICION 2.1.9 Sea N un submédulo totalmente invariente de M , se definen

a o, wi € R-pr como:

Para cada K € R-Mod
ay (K) = YA f(N)If € Homgp(M, K)}.
wy (K) = {f1(N)|f € Homp(K, M)}.

LEMA 2.1.10 Si N es un submédulo totalmente invariante de M, entonces:

i) aX (M) = N.

ii) WX (M) = N.

Demostracion:

i) Como 1y, € Homp(M, M), se tiene que N = 13,(N) < oM (M) =S {f(N)|f €
Hompg(M, M)}, asi N < ol (M).

Por otro lado, por ser N un submdédulo totalmente invariante de M, f(N) < N p
todo f € HomR(M M) se sigue que o (M) =S {f(N) | f € HomR( M)} <N

. a¥M(M)=N.

i) Obsérvese que de f(N) < N se tiene que N < f~1(N) Vf € Homg(M, M), lo
que implica que N < w¥M (M) =N{f"(N)|f € Homgr(M, M)}.
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Por otro lado, N = 1, (M) entonces N{f*(N) | f € Homr(M, M)} < N.

L N=w¥(M). 1

PROPOSICION 2.1.11 Sea o € R-pr, M € R-Mod y N un submoddulo total-
mente invariante de M. Entonces o(M) = N si y solo si a¥ <o < wil.

Demostracion:
=)Si K€ R— Mody f € Homg(M, K). El siguiente diagrama conmutativo

fin

muestra que f(N) < o(K), entonces oX(K) = S{f(N)|f € Homr(M,K)} <
o(K), por lo tanto a¥f <

Por otro lado, sea g € Hompg(K, M), entonces del siguiente diagrama conmutativo

I

o(K) —=

M

o(M) =N

gln

muestra que g(o(K)) < o(M) = N, entonces o(K) < g~'(N), lo que implica que
o(K) <WM(K)=N{f"YN) | f € Homg(K, M)} y por tanto o < wi.

<) Como oY <o < wl, entonces o (M) < o(M) < w¥ (M), asi oM (M) =N =
wM (M) por el Lema 2.1.10, lo que implica que N < o(M) < Nyasic(M)=N. 1R
N

LEMA 2.1.12 Sea o € R-pr. Si 0(E(S)) = {0} para cada S € R-pr, entonces
o=0.

Demostracion:
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Sea M € R-Mod, por el Teorema 1.9.7 se tiene que H E(S,) es cogenerador
SaER—simp
de R-Mod, por tanto existe un monomorfismo:

f:M—( H E(S,))¥, para algin conjunto X.

SaER—simp

Entonces el siguiente diagrama conmutativo

SaER—simp

T T

o) T S T ES))Y)
SaER—simp

y el Lema 2.1.6 (i) muestran que:

fle) < o(C JT EG < ¢ T o(BS)))* = {0}, esto implica
SaER—simp Sa€ER—simp
que 0(M) C Nuc(f), luego por ser f monomorfismo se tiene que Nuc(f) = {0}, lo que
implica que o(M) = {0} y por tanto 0 = 0. B

LEMA 2.1.13 Si K < N < M, donde K y N son submédulos totalmente
invariantes de M, entonces:

Demostracion:
i) Sea H € R-Mod, como K < N entonces f(K) < f(N) Vf € Homg(M, H), por

lo que o (H) < oM (H) y asf se tiene que af < ol¥f.

ii) Sea H € R-Mod, al ser K < N se tiene que f~!'(K) < f~!(N) para todo
f € Homg(H, M), entonces wi (H ) (WS YUK)|f € Homg(H, M)} < ¥ (H) =

NS YN)|f € Homg(H, M)}, por lo tanto w¥ < wi. W

TEOREMA 2.1.14 R-pr es una gran reticula atémica y coatémica. El conjunto
de atomos es:

{ozg(s) | S € R— Simp}.
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Y el conjunto de coatomos es:

{wi | T es ideal maximo de R}.

Demostracion:

Sea o € R-prtal que o # 0, por el Lema 2.1.12, existe S € R-simp con la propiedad
de que o(E(S)) # {0}. Al ser S un submédulo esencial en F(S), se tiene que S es el
tnico submédulo simple de E(S), por lo que f(S) < S Vf € Homg(FE(S), E(S)), es
decir que S es submdédulo totalmente invariante de E(S). Por otro lado o(F(S)) <
E(S)y Snao(E(S)) # {0} implica que S No(E(S)) = S (por ser S un submédulo
esencial de E(5)), entonces S < o(E(S)), asi de acuerdo al Lema 2.1.13 se tiene que

oZ® =< afS) or la Proposicién 2.1.11 se tiene que o) < 0.
s a(E(s) Y P p que %5 (p(s))

Supongamos ahora que 7 € R-pr es tal que 7 < ag(s), entonces T(E(S)) <
ozg(s)(E(S)) = S, por lo que 7(E(S)) = {0}. Por otro lado si S € R-simp, " 2 S,
entonces T(E(S")) < a?“”(E(S’)) = {0}, entonces por el Lema 2.1.12, se tiene que
7 =0 y esto muestra la primera parte del Teorema.

Para probar la segunda parte, sea 0 € R-pr tal que o # 1, entonces o(R) # R. Sea [
un ideal méximo de R tal que o(R) < I, se tiene por la Proposicién 2.1.11 y el Lema
2.1.13 que 0 < Wl < wi' . Finalmente sea wi' < 7, entonces I = wi'(R) < 7(R),

lo que implica que I < 7(R) y como [ es ideal maximo de R se tiene que 7(R) = R,
entonces por el Corolario 2.1.7 se tiene que r=1. B

2.2. Prerradicales Idempotentes y Radicales.

En esta seccién se presentan las definiciones de prerradicales idempotentes y radi-
cales, asi como algunos resultados sobre estos dos tipos de prerradicales.

DEFINICION 2.2.1 Parac € R-pr se definen las siguientes 4 clases de moédulos:

) T, = {M € R-Mod | o(M) = M}.
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ii) F, = {M € R-Mod | (M) = {0}}.

iii) T, = {o(M) | M € R-Mod}.
iv) F, = {M/o(M) | M € R-Mod}.

La clase definida en i) es llamada clase de pretorsion respecto a o y la clase definida
en ii) es llamada clase libre de pretorsion respecto a o.

DEFINICION 2.2.2 Paraoc € R-pr decimos que:

1. 0 es radical si (0 :0) = 0.

2. 0 es tdempotente si 0 -0 = 0.

3. 0 es t-radical si es radical y su clase libre de pretorsion [F, es cerrada bajo cocientes.

LEMA 2.2.3 Sea o € R-pr, entonces o es radical si y solo si o(M/o(M)) = {0}
para todo M € R-Mod.

Demostracion:

Sea M € R-Mod, (o : 0)(M) =o(M)siysolosio(M/o(M)) = (0:0)(M)/o(M) =
o(M)/o(M)={0}. 1

COROLARIO 2.2.4 Sea o € R-pr, entonces o es radical si y solo si F, = F,.

Demostracion:

=) Sea M/o(M) € F,, como o es radical entonces por el Lema 2.2.3 se tiene que
o(M/o(M)) = {0}, lo que implica que M/o(M) € F, y por tanto F, C F,.

Por otro lado si M € F,, entonces M/o(M) = M (ya que o(M) = {0}), lo que

implica que M € F, (por la definicién de F,), y asi se tiene que F, C F,.

-Fy=F,

<) Sea M € R-Mod, M/o(M) € F,, como F, = F, entonces o(M/a(M)) = {0}
y por el Lema 2.2.3 se concluye que o es radical. B
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LEMA 2.2.5 Sean M € R-Mod, N < M y ¢ € R-pr. Si N < o(M) entonces
o(M)/N <o(M/N).

Demostracion:
El siguiente digrama conmutativo:

muestra que: w(o(M)) = ”(M]\),+N < o(M/N),y como N < g(M), se tiene entonces
que o(M) + N = (M), asi = o(M)/N y por lo tanto o(M)/N < o(M/N).R

TEOREMA 2.2.6 Sean M € R-Mod, N <M yo € Rpr. Si N<o(M)yoes
radical entonces o(M)/N = o(M/N).

Demostracion:
Por el Lema 2.2.5 tenemos que o(M)/N < o(M/N), asi que solo hace falta mostrar

que o(M/N) < o(M)/N.
Como o es radical, por el Lema 2.2.3 se tiene que o(M/o(M)) = {0}, entonces el

siguiente diagrama conmutativo:

M/N T M/o(M)

o (M/N) 222 o (Mo (V1)) = {0}

muestra que 7(o(M/N)) = {0}, lo que implica que o(M/N) < Nuc(n) = o(M)/N,
por lo tanto o(M)/N = o(M/N).R

TEOREMA 2.2.7 Sean 0,7 € R-pr. Si 0 y 7 son radicales entonces 0 = 7 siy

solosi F, =TF,.

Demostracion:
=) Sioc=71y M € R-Mod es tal que M € F,, entonces (M) = {0} = 7(M), lo

que implica que M € F, y asi F, C [F,, de forma andloga se tiene que F, C F, y por

tanto F, = F..
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<=) Sea M € R-Mod, por el Lema 2.2.3 se tiene que o(M/o(M)) = {0}, entonces
M/o(M) € F, = F, lo que implica que 7(M/o(M)) = {0}, de esta forma el siguiente
diagrama conmutativo

M M/o(M)

T(M) ——7(M/o(M)) = {0}

Tz (M)
muestra que w(r(M)) = "UEEM < 7(M/o(M)) = {0}, asi TOTEEA = (0},

entonces 7(M) + o (M) = o(M) y por tanto 7(M) < o(M). De forma andloga se tiene
que o(M) < 7(M), lo que implica que 7(M) = o(M) y por lo tanto 7 =o. B

PROPOSICION 2.2.8 Sea M € R-Mod. Entonces wil, es radical.

Demostracion:
Sea K € R-Mod y sea

k+w%}(K) € w{o}(K/w{O} ﬂ{Nuc )f e HomR(K/w{O}( ), M)}.

Supongamos que k ¢ w%}(K) = (W Nuc(f)|f € Homgr(K, M)}, entonces existe
g € Homp(K, M) tal que g(k) # 0.

Luego, consideremos el morfismo canénico 7 : K — K /w%}(K ).
Sea g € HomR(K/w%}(K),M) tal que g = g o m, entonces se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

KL>K/W%}(K)

1
g
M
Entonces 0 # g(k) = (gom)(k) = g(n(k)) = g(k’+w%}(K)) =0 (pues k:+w%}(K) €
{0}(K/w{0}( ))), lo cual es una contradiccién, por lo tanto k € w%}(K).
Entonces w{o}(K/w%}(K)) = {0} y por la Proposicién 2.2.3 se tiene que w%} es
radical. W

LEMA 2.2.9 Sea o € R-pr, entonces o es idempotente si y solo si T, = T,.
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Demostracion:

=) Sea M € T,, entonces o(M) = M, lo que implica que M € T, (por la definicién
de T,) y asi T, C T,.

Por otro lado, sea o(M) € T,, por ser o idempotente se tiene que (o - o)((M)) =
o(a(M)) = a(M), lo que implica que o(M) € T, y asi T, C T, y por tanto T, = T,

<) Sea M € R-Mod, entonces (M) € T,, al ser T, = T, se tiene que o(M) € T,
asi (0-0)(M)=0(c(M)) =0c(M), entonces (o -0) = o y por tanto o es idempotente.
|

TEOREMA 2.2.10 Sean o, 7 € R-pr. Si 7 y ¢ son idempotentes entonces ¢ = 7
siysolosi T, =T,.

Demostracion:

=) Sioc =7y M € R-Mod es tal que M € T,, entonces o(M) =M = 7(M), lo
que implica que M € T, y asi T, C T,, de forma anéloga se tiene que T, C T, y por
tanto T, = T,.

<=) Sea M € R-Mod, entonces por ser o idempotente se tiene que o(o(M)) =
(M), lo que implica que o(M) € T, =T, y ast:

7(0(M)) = o(M) (1)

7(0(M)) —>7(M)

L|T(U(M))

muestra que ¢(7(o(M))) = 7(ac(M)) < 7(M) y por (1) se tiene que o(M) < 7(M).
De forma andloga se tiene que 7(M) < o(M), lo que implica que o(M) = 7(M) y por
tantoo =7. A

PROPOSICION 2.2.11 Sean o, n € R-pr. Si o es idempotente entonces o =
o(o:n).

Demostracion:
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Sea M € R-Mod, por un lado se tiene que (o : n)(M) < M, lo que implica que
o(( ) (M)) = ({0 : m))(M) < o(M) y asi o(0: 1) < 0.

Por otro lado, por el Lema 2.1.5 se tiene que o(M) < o(M)+n(M) < (o : n)(M),
lo que implica que o(M) < (o : n)(M), luego por ser o idempotente se tiene que
(0-0)(M) =0(M) < o((o:n)(M)) = (o :n))(M), entonces a(M) < (o(o : n))(M),
lo que implica que o < o(o : 1) y por tanto 0 = (o : 7). A

LEMA 2.2.12 Sean o € R-pr y M € R-Mod, entonces o(R)M < o(M).

Demostracion:
Considerese el morfismo ¢ : R — M, definido por @((7y)merr) = Z rmm, el

meM
cual induce el siguiente diagrama conmutativo:

R —%

M
M)y — ~ j
o (ROD) ;g (M)
Luego, por el Lema 2.1.6 (ii) se tiene que o(R™)) = o(R)™) entonces p(a(RM))) =
k
o(o(R)M) = {Z am; | a; € o(R) y m; € M} = o(R)M y como p(ac(RM)) <
i=1

(M) (por el diaérama conmutativo), se concluye que o(R)M < o(M). R

TEOREMA 2.2.13 Sea 0 € R-pr. o es t-radical, si y solo si o(M) = o(R)M
para todo M € R-Mod.

Demostracion:

=) Sea M € R-Mod, como o es t-radical entonces o es radical y por el Lema 2.2.3
se tiene que o(R/o(R)) = {0}.

Por otro lado, por el Lema 2.2.12 se tiene que o(R)M < o(M) < M, entonces
podemos hacer el cociente M/o(R)M y es tal que o(R)(M/o(R)M) = {0}, lo cual
implica por el Teorema 1.4.1 que M/o(R)M es un R/o(R)-Mddulo . Luego, por el
Teorema 1.6.9 se tiene que M/o(R)M es cociente de algin R/o(R)-Modulo libre
(R/o(R)W), sea K < (R/o(R))Y) tal que M/o(R)M = (R/o(R))Y) /K.

Luego, por el Lema 2.1.6 (ii) se tiene que o((R/c(R))D) = (o(R/o(R)))D =
{0} = {0}, lo que implica que (R/o(R))Y) € F, y como o es t-radical se tiene
que F, es cerrada bajo cocientes, entonces (R/o(R))Y)/K € F, de donde se tiene
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que M/o(R)M € F,, asi o(M/o(R)M) = {0}; ademas por el Lema 2.2.12 se tiene
que o(R)M < o(M), entonces como o es radical por el Teorema 2.2.6 se tiene que
{0} =o(M/o(R)M) = o(M)/c(R)M, lo que implica que o(M) = o(R)M.

<) Supongamos que o(M) = o(R)M para todo M € R-Mod, entonces o es radical
ya que o(M/o(M)) = o(R)(M/o(R)M) = {0}.

Si M € F, y M/N es un cociente de M entonces o(M/N) = o(R)(M/N) = {0},
por lo tanto F, es cerrada bajo cocientes y por lo tanto o es t-radical. B

PROPOSICION 2.2.14 Sea I un ideal bilateral de R y af € R-pr, entonces o
es t-radical.

Demostracion:

1. F,r es una clase cerrada bajo cocientes. Sean M € For, K un submoédulo
de M, 7 : M — M/K el morfismo canénico y f € Homg(R, M/K). Luego, R es
un R-médulo libre y por el Teorema 1.6.12 R es proyectivo, entonces existe f €
Homp(R, M) tal que mo f = f y el siguiente diagrama conmutativo:

S

M—">M/K
induce el siguiente diagrama que resulta ser tambien conmutativo:

af(R) =1

-

af(M) —"> af(M/K)

Donde f* es la restriccién de f a I, 7 es la restriccién de 7 a af(M) y f* es la

restriccién de f a I. Como M € F,r, entonces al(M) = {0}, lo que implica que

g(I) = {0} para todo g € Homg(R, M), entonces {0} = f(I) = f*(I), lo que implica
que f(I) = f*(I) = (7" o f*)(I) = 7*(f*(I)) = 7*({0}) = K. Se tiene entonces que
f(I) = K para cualquier f € Homgz(R, M/K), por lo cual a®¥(M/K) =Y {f(I) | f €
Homp(R, M/K)} = {0}, entonces M/K € F,z, lo que demuestra que F,r es una clase
cerrada bajo cocientes.

2. af! es radical. Para demostrar que ol es radical primero se demostrard que

aR(M) = IM para cualquier M € R-Mod.
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C) Sea z € aff(M), entonces existen fi, ..., f, € Homr(R, M) y 71,...,m, € I tales

que z = fi(r1) + fao(ra) + .. + fu(rn) = rifi(1) + rofo(1) + ... + 7 fn(1) € IM, por lo
tanto of(M) C IM.

D) Seax:Zrimi € IM conr; € I, mjy € M yn € N. Para cada i sea f; €

=1
n

Hompg(R, M) definido por f;(1) = m;. Entonces x = Zﬂfz(l) = Zfz(n) c of (M),
i=1 i=1
por lo cual TM C off(M).

Entonces para cualquier M € R-Mod se tiene que af(M/af(M)) = af(M/IM) =
I(M/IM) = {0}, lo que implica que ¥ es radical. B

LEMA 2.2.15 Sea o € R-pr. Entonces ¢ = af(R), donde ¢ es el mayor t-radical
tal que ¢ <X 0.

Demostracion:
Por la Proposicién 2.1.11 se tiene que af(R) < 0.

Por la Proposicion 2.2.14 se tiene que af( R) €8 t-radical.

Ahora sea 7 € R-pr t-radical tal que 7 =< o, entonces 7(R) < o(R). Como ozf(R)
es t-radical entonces por el Teorema 2.2.13 se tiene para todo M € R-Mod que
T(M) =1(R)M < o(R)M = af(R)(R)M = af(R)(M), por lo tanto 7 =< af(R), para
todo 7 € R-pr t-radical tal que 7 <o. B

En el siguiente teorema se muestran algunas de las propiedades en las que se rela-
cionan las 4 operaciones de R-pr.

TEOREMA 2.2.16 Sean o,7,1 € R-pr, {0,}a C R-pr y M € R-Mod. Entonces
se tienen las siguientes propiedades:

1. (a) (Ley Modular) 0 <7 =0V (rAn)=7A(cVn) paratodo n € R-pr.
(b) Si {0a}a es una familia dirigida, entonces 7 A (Vo0a) = Va(T A 04).
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(d) (T:Va0a) = ValT : 04).

3. (a) (1 :n)o =X (10 :no); o es radical si y solo si (7 :n)o = (70 : no) para todo T
yn

(b) (o :7)(o :n) =2 (0 :7n); o es idempotente si y solo si (o : 7)(0 :n) = (0 :7n)
para todo 7 y 7.

Demostracion:

1. (a) Sea M € R-Mod, entonces o(M), (M) y n(M) son submédulos de M € R-
Mod. Ademads como o < 7, se tiene que o(M) < 7(M). Por el Teorema 1.3.1 se tiene
que:

o(M)+(r(M)Nn(M)) =7(M)N(c(M)+n(M)) y por tanto oV (TAn) = TA(0Vn).

(b) Sea M € R-Mod, entonces:
(T A (Va0a))(M) = 7(M) N (Za0a(M)) = Eo(T(M) N 0a(M)) = (Va(T A 0a)) (M),
y por lo tanto 7 A (V404s) = Vo (T A 04).

2. (a) Sea M € R-Mod, entonces:
((/\a BTQT))(M) =Na0a(T(M)) = (Na0a)T(M) = ((Aa0a)T)(M), por lo tanto (Anos)T =
NalOaT).

(b) Sea M € R-Mod, entonces:
((\/a()aaT))(M) = Xa0a(T(M)) = (Va0a)T(M) = ((Vaoa)T)(M), por lo tanto (V,0,)7T =
ValoaT).

(c) Sea M € R-Mod, entonces:

(71 Na0a)(M)/T(M) = (Naoa)(M/T(M)) = Naoo(M/7(M)) =
=Na((7:00)(M)/T(M)) = (Aa(T : 04))(M)/T(M), lo que implica que:
(T2 NaOa) (M) = (Aa(T 2 04)) (M) y por tanto (7 : No0o) = (Aa(T 1 04)).

(d) Sea M € R-Mod, entonces:

(7 Va0a) (M)/7(M) = (V) (M/(M)) = Saa( M/7(M)) =
=Yo((7t:04)(M)/T(M)) = (Va7 : 04))(M)/7(M), lo que implica que:
T :Va0a)(M) = (Vo7 : 04))(M) y por tanto (7 : Vaoa) = (Va7 1 04)).

3. (a) Sea M € R-Mod, entonces ((7 : n)o)(M)/to(M) = n(c(M)/Ta(M)).
otro lado 70(M) < o(M) entonces por el Lema 2.2.5 se tiene que o(M)/To(M
o(M/to(M)), asi n(c(M)/1o(M)) < n(c(M/To(M))), lo que implica que:

((r =)o) (M)/7o(M) = n(a(M)/Ta(M)) < n(c(M/To(M))) = no(M/ro(M)) =
(1o :no)(M)/To(M), por el Teorema de la correspondencia se tiene que: ((7 : n)o)(M) <
(1o :no)(M) y por lo tanto (7 : n)o <X (10 : no).

—

Po
) <



102 CAPITULO 2. LA ESTRUCTURA DE LA RETICULA DE PRERRADICALES.

Para la segunda parte, si o es radical y ademés 7o(M) < o(M), por el Teorema
2.2.6 se tiene que o(M)/10(M) = o(M/T0(M)), lo que implica que:

(7 - o) (M) o (M) = n(o (M) /(M) = n(o(M/ro(M))) =
( = (7'0)' :mo)(M)/ro(M), asi ((7 : n)o)(M) = (1o : no)(M) y por tanto (7 : n)o =
TO :N0).

Por otro lado si tenemos que (7 : n)o = (10 : no) para todo 7 y 7, haciendo
T =mn=1, se tiene que (1: 1)o = (1o : 10), es decir que 0 = (¢ : 0) y por tanto o es
radical.

(b) Sea M € R-Mod, como o((c : n)(M)) < (0 : n)(M) se tiene el morfismo
Canénifo T (c:n)(M)/o((c :n)(M)) — (0 n)(M)/U( ), y el siguiente diagrama
conmutativo:

(o= m)( i) (M) ——— (0 : n)(M)/o(M)

M)/j«g
(s )(M)o((o (M) —7((e ) (M) /(M)

muestra que 7((c : n)(M)/o((e : n)(M))) — 7((c : n)(M)/o(M)), entonces
(0« 7)o = m(M))/o((o : n)(M)) = 7((c : n)(M)/o((c = n)(M))) - 7((o :
n)(M)/o(M)) = mn(M/o(M)) = (o : ™q)(M)/o(M). Esto implica que (¢ : 7)(o :
n) (M) < (o :71n)(M) y por tanto (o : 7)(0 : ) = (0 : 7).

Para la segunda parte, si o es idempotente entonces por la Proposicion 2.2.11
se tiene que 0 = o(o : 7), lo que implica que 7((o : n)(M)/o((o : n)(M))) = 7((o :
n)(M)/o(M)), entonces ((o : 7)(o : n)(M))/o((o : n)(M)) = 7((c : n)(M)/o((o :
)E ) =7((o :n)(M)/o(M)) =n(M/o(M)) = (0 : 70)(M)/o(M). Por lo que EU

Yo :n)=(0: 7‘7}) para todo 7 y n en R — pr. Reciprocamente, si (o : 7)(0 : n) =
7n) para todo 7y n en R — pr haciendo 7 = n = 1, se tiene que (o : 1)(c : 1) = (0 : 1),
lo que implicaque -0 =0. B

2.3. Caracterizaciones de Anillos.

El propdsito de esta seccion es dar caracterizaciones de algunos anillos R en términos
de propiedades de la reticula R-pr.



2.3. CARACTERIZACIONES DE ANILLOS. 103

TEOREMA 2.3.1 Para un anillo R son equivalentes las siguientes condiciones:
1) R es un anillo Artiniano simple.
2) ajg, = wipy para cada {0} # M € R-Mod.

3) a¥ = w¥ para cada {0} # M € R-Mod y para cada submédulo N de M

totalmente invariante.

4) ot = wi¥ para cada {0} # M € R-Mod.

Demostracion:

1) = (3)

Sea {0} # M € R-Mod. Como R es Artinano y simple, entonces por Corolario
1.10.12 R es semisimple, entonces R es simple y semisimple, se tiene por la Proposi-
cion 1.9.12 que todos los R-Mddulos simples son isomorfos. Luego, por ser R semisim-
ple se tiene por el Teorema 1.9.13 que todo R-moédulo es semisimple, entonces M es
semisimple, asi M = SU), con R-simp= {S}.

Sea N un submddulo totalmente invariante de M, entonces N = {0} 6 N = M.

Si N = M, entonces para cada K € R-Mod se tiene que
ani(K) =Y _{f(M) | f € Homp(M,K)} = K
Wi (K) =" (M) | f € Homp(K, M)} = K.
Si N = {0}, entonces para cada K € R-Mod se tiene que

oty () = S{4(0) | | € Homp(M, K)} = {0}.

Luego, por el Teorema 1.9.13 se tiene que todo R-Moddulo es inyectivo, entonces
S es inyectivo, asi F(S) = S y se sigue por el Teorema 1.8.9 que S es cogenerador
de R-Mod, pero M = SU) entonces M es cogenerador de R-Mod, lo que implica que

Wity (K) = [(Y{Nuc(f) | f € Homg(K, M)} = {0}.

M _ M
Por lo tanto ay = wy; -
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(3) = (2)

Es claro ya que {0} es un submédulo totalmente invariante de M.

(3) = (4)
Es claro ya que M es un submodulo totalmente invariante de M.

(2) = (1)

Como a%} = {0}, entonces w%} = {0}. Lo que implica que todo K € R-Mod se
encaja en un producto de copias de M, por tanto todo médulo M es cogenerador de
R-Mod.

Sean S, T € R-simp, entonces wfo}(T) = {Nuc(f) | f € Homg(T,S)} = {0},
lo que implica que existe g € Hompg(T,S) con g # 0 tal que Nuc(g) = {0}, asi ¢
es un isomorfismo. Por lo tanto todos los R-mddulos simples son isomorfos. Entonces
R-simp= {S} y se tiene que SU) es un cogenerador para R-Mod para todo conjunto
I # 0, lo que implica por el Teorema 1.11.8 que R es V-anillo, asf el tinico mddulo
simple S de R-simp es inyectivo.

Luego, como R € R-Mod es cogenerador para R-Mod se tiene que wﬁ)}(S) =
{Nuc(f) | f € Homg(S,R)} = {0}, lo que implica que existe g € Hompg(S, R)
con g # 0 tal que Nuc(g) = {0}

g:S—R.
Consideremos la siguiente sucesién exacta corta:

Y

0 SC R—R/S 0.

Ya que S es un modulo inyectivo, se sigue de la Proposicion 1.7.13 que la sucesion
exacta corta se escinde y por el Teorema 1.5.3 se tiene que S es sumando directo de R
y como R es libre, se tiene entonces que S es sumando directo de un moédulo libre, por
el Teorema 1.6.13 se tiene que S es proyectivo, entonces R es semisimple (por [10] p.
169, Teorema 20.7). Luego, por ser R semisimple se tiene por el Corolario 1.10.6 que
R es artiniano. Por otro lado, como R es semisimple y tenemos ademas que todos los
R-modulos simples son isomorfos, entonces por la Proposicion 1.9.12 se tiene que R
es simple. Por lo tanto R es artiniano simple.

(4) = (1)

Ya que wl = 1 se tiene que o}l = 1 para todo {0} # M € R-Mod. Sea M = S €
R — simp, entonces S es generador para R-Mod, lo que implica que R es artiniano
simple (por [1], p. 153, proposicién 13.5). B
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TEOREMA 2.3.2 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

1. R es un anillo Artiniano semisimple.

[\)

. R-pr es una reticula Boolena finita.

3. R-pr es una reticula Booleana.

W

. R-pr es una gran reticula Booleana.
5. Para cada 0 € R-pr, 0 = \/{ag(s) | ag(s) <o}
6.1= \/{ozg(s) | S € R-simp}.

7. Para cada ¢ € R-pr, existe A C R — simp tal que 0 = zocy, donde zocy =

Y{S<M|S=TecA}
8. Para cada o € R-pr, 0 = A{wF | I es ideal bilateral méximo de R, w¥ = o}.
9. 0 = A{wl | I es ideal bilateral méximo de R}.
Demostracién:

(2) = (3) & (4)
Son inmediatas estas implicaciones.

(1) = (2)

Por hipétesis todo M € R-Mod es semisimple, lo que implica que todo prerradical
queda totalmente determinado por los valores en R-simp. Por lo tanto R-pr es una
gran reticula isomorfa a la reticula de subconjuntos de R-simp, ademas por ser R un
anillo artiniano se sigue que R-simp es un conjunto finito. Por lo tanto R-pr es una
reticula boolena finita.

(4) = (5)
Se sigue de la Proposicién 1.12.10.

(5) = (6)

Es claro.
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(6) = (7)
Por hipétesis 1 = \/{ozg(s) | S € R-simp}. Entonces E(S") = 1(E(S")) = \/ozg(s)(E(S’)) =
S’ para todo S’ € R-simp, asi 1 = \/ozg(s) = Vag. Si ¢ € R-pr, se tiene que

o < 1=Vas, lo que implica que ¢ es un zoclo.

(7) = (1)
Por hipdtesis 1 = 20Cg—simp, entonces R = zocg_simp(R), lo que implica que R es
un anillo semisimple artiniano.

(2) = (8)
Se sigue de la Proposicién 1.12.12.

(8) = (9)

Es claro.

9) = (1)
Por dualidad. B

COROLARIO 2.3.3 R es un anillo semisimple Artiniano si y solo si [}, w¥]
es una reticula Booleana finita para cada M € R-Mod y cada submddulo totalmente
invariante N de M.

Demostracion:
Se sigue de (1 < 2) del Teorema 2.3.2. B

A continuacién se presenta una notacién que sera de gran utilidad:
Co={S | S € R-simp}.
Cy =@{E(S) | S € R-simp}.

Po=1I{S | S € R-simp}.



2.3. CARACTERIZACIONES DE ANILLOS. 107

Noétese que, para cada M € R-Mod, ag‘; (M) es el zoclo de M y w{coo}(M) es el radical
de Jacobson de M.

TEOREMA 2.3.4 Para un anillo R son equivalentes:

1. R es un anillo semisimple Artiniano.

2. aft = Wl para todo ideal I bilateral de R.

3. wlt es un t-radical, donde J = wﬁ)‘)}(R) (i. e. J es el radical de Jacobson de R).

4. Wit = wfoo}, donde J = w (R).

{o}
5. wh = wf{go} para cada ideal bilateral maximo I de R, donde S es un médulo simple
tal que I = ann(9).

6. wf es un t-radical para cada ideal bilateral maximo I de R.
Demostracion:

(1) = (2)

Por el Teorema 2.3.2 tenemos que R-pr es una reticula complementada. Denotemos
por o¢ al complemento de o en R-pr, asi 0V o = 1y 0° Ao = 0. Por un lado,
R =0(R) x 6°(R) (como un producto directo de anillos) y M = o(M) x o¢(M) para
cada M € R-Mod. Por otro lado M = o(R)M x ¢°(R)M. Ahora, sca = € o(M),
entonces £ = a+b, con a € o(R)M y b € c(R)M. Como o(R)M C c¢(M) (por el
Lema 2.2.12), entonces b =x —a € o(M)No°(M) = {0}. Por tanto z = a € o(R)M,
tenemos entonces que o(M) C o(R)M. Entonces o(M) < o(R)M y por lo tanto
o(M) = o(R)M para cada M € R-Mod. Ast:

af (R)R = aj(R) = I = wi'(R) = wi'(R)R,

lo que implica que

y por lo tanto

(2) = (6)
Por hipdtesis af = wE para todo ideal bilateral I de R, y por la Proposicién

2.2.14 sabemos que aff es t-radical, entonces w? es t-radical.
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(6) = (5)
Sea I un ideal bilateral maximo de Ry S € R-simp tal que I = ann(S). Si wf es
t-radical, se tiene por el Teorema 2.2.13 que

wE(M) = wE(R)M = I M, para todo M € R-Mod.

Como I = ann(S), entonces

wi'(S) = IS = {0},
y por la Proposicion 2.1.11 se tiene que

wit < w{so}. (1)

Por otro lado, sea K un ideal izquierdo maximo de R tal que I < K. Entonces

R/K € R-simp.
Seana € Ry (K:a)={reR|raecK}.

Observacion i) ﬂ (K:a)=1.
acER
Sea a € R. Sia € K, entonces ra € K para toda r € R ya que K es ideal izquierdo

de R, asi (K : a) = R para toda a € K. Por otro lado, si a ¢ K, entonces ra € K siy
solo si 7 € I ya que [ es un ideal bilateral méximo de R, lo que implica que (K :a) =1
para toda a ¢ K. Por lo tanto ﬂ(K ra)=RNI=1.

a€ER

Observacién ii) R/K = S.

Sea K # K + a € R/K, entonces por la Observacion i) se tiene que I(a + K) =
Ia+ K = K, lo que implica que I(R/K) = K, entonces ann(R/K) = I y por tanto
R/K = S.

Observacién iii)  wiy(R) = 1.

Por la Observacién ii) tenemos que wﬁ)/}K(R) = wfo}(R).

C)Sea 0 # f € Homg(R,R/K), entonces f(1) =a+ K # K. Sir € wﬁ)gK(R), se
tiene que f(r) = rf(1) = K, entonces r(a + K) = ra+ K = K, lo que implica que
ra € Kyasire (K :a)ycomo0# fe Homg(R, R/K) fue arbitrario, se tiene que
re ﬂ(K :a) = I, por tanto w{so}(R) C I

aER

D) Sir € I, entonces ra € K paratodaa € R.Si0# f € Homgr(R, R/K), se tiene
que f(1) =a+ K # K. Entonces f(r) = f(1) =rf(1)=r(a+ K)=ra+ K =K, lo
que implica que r € (\{Nuc(f) | f € Homgr(R,R/K)} = wﬁ)/}K(R) = wfo}(R), por lo
cual I C wfo}(R) y por lo tanto wfo}(R) =1.
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De la Observacion iii) se tiene que w{so}(R) = I y por la Proposiciéon 2.1.11 se
tiene que
w{SO} < Wk, (17)

Por (i) y (ii) se tiene que w{SO} = wk.

(5) = (1)
Sea I un ideal bilateral maximo de R, y S un R-médulo simple tal que I = ann(5).
Probaremos que existe un R-médulo simple S” < R tal que S’ = Sy S'N 1 = {0}.

Por hipoétesis Wfo} = wi entonces wao} =F,r. Como S € F‘“ﬁ)}’ entonces S € Fr,
lo que implica que

wi(R) =({f " | f € Homg(S, R)} = {0},

se tiene asi que existe g € Hompg(S, R) tal que para 0 # = € S se tiene que g(z) ¢ I,
entonces: (ro g)(z) =7(g(x)) =g(x)+1#1

por el Lema 1.8.7 se tiene que R/I es cogenerador de S, entonces existe un conjunto
X # @ y un monomorfismo

v S~ (R/1)X,

lo que implica que
L. S—R/I.

Por otro lado, ndtese que R/I es un anillo simple. En efecto, si J/I es un ideal
bilateral de R/I, se tiene que J es un ideal bilateral de I, tal que I C J, lo cual no
es posible, ya que I es un ideal bilateral méximo de R. Por lo tanto R/I es un anillo
simple y contiene a S como ideal minimo izquierdo y por [10] p. 171, Proposicién 20.11
se tiene que R/I = S™, lo que implica que es semisimple.

Ahora por la Proposicién 2.2.8 wF es radical, entonces w?(R/wR(R)) = wE(R/I)
{0}, esto implica que existe 0 # f € Homg(R/I,R) tal que f(0) = I, Im(f) C I,
como R/I es semisimple, entonces f(R/I) = Im(f) es semisimple e Im(f) NI = {0},
esto implica lo que queriamos. por ultimo, podemos aplicar este hecho a un ideal bi-
lateral méaximo que contenga a agg(R) en caso de que se tratara de un ideal propio.

Asi tenemos que agg(R) = R, lo que equivale a 1).

(2)= ()
Sea J = w{c(f}(R). Por hipétesis aff = wf y por la Proposicién 2.2.14 se tiene que
aff es t-radical, lo que implica que Wi es t-radical.
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(3) = (4)

Sea J = w0

[0y (12), es decir que J es el radical de Jacobson de R.

1°) w <wﬁ‘;}

Como wl es t-radical, entonces por el Teorema 2.2.13 se tiene para todo M € R-

Mod que
Wi (M) = wi(R)M = JM. (¢)

Por otro lado, sea {I,},cx la familia de todos los ideales izquierdos maximos de R,
entonces para cada S € R — simp se tiene que S = R/I, para algin o € X, y asi

J={ I, Py =[] B/IL.

aceX acX

Por (i) y por ser J ideal bilateral de R (Ver Proposicién 1.10.9), se tiene que

W (Py) = JPy = (ﬂf )(HR/Ia):{O}.

aceX acX

Por la Proposicién 2.1.11 se tiene que

Py
7 S Wiy

2°) w {0} < wh.
Consideremos de nuevo a la familia {1, },cx de todos los ideales izquierdos méaximos
de R,y sea ¢ € (R, H R/1,) dado por r — (r+1,)aecx, entonces Nuc(p) = ﬂ I, =

aeX aceX
J, lo cual implica que

Wit (R) = [ {Nuc(f) | f € Homp(R, Py)} C J. (i1)

Por otro lado, sia € Jy 0 # f € Homg(R, H R/I,) entonces f(1) = (rq +
acX
I.)aex # (Ia)acx- Porser J un ideal bilateral de R, se tiene que f(a) = af(1) = a(r,+

I)aex = (a0 +14)aex = (1a)acx, como f se tomo arbritrario en Hompg(R, H R/1,),

acX
entonces a € ({{Nuc(f | f € Homg(R, H R/1,))} = wﬁ‘;}(R), lo que implica que
aeX
J Cwih(R). (i44)

Por (ii) y (ii7) se tiene que w{g}(R) = J y por la Proposicién 2.1.11 se tiene que

wigy 3wy
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De 1°) y 2°) se tiene que wfg} = wh.

(4) = (5)

1°) Para cada ideal bilateral méximo I de R, se tiene que
Wﬁ)} = W}%,

donde S € R — simp es tal que I = ann(S).

En efecto, sea 0 # f € Homg(R,S), entonces f(1) # 0, asi f(R) = Rf(1) =5, lo
que implica que ann(Rf(1)) = ann(S) = I, y asi I(Rf(1)) = {0}. Luego, si r € I,
entonces f(r) =rf(1) € I(Rf(1)) = {0}, se tiene asi que f(r) = 0 lo que implica que
r € Nuc(f), por lo cual I C Nuc(f), como f se tomo arbitrario en Hompg(R,S), se
tiene que

IC({Nue(f) | f € Homp(R, S)} = wiyy (R). (i)
Por otro lado, si r € wfo}(R), entonces 0 # f(r) = rf(1) paratodo f € Homg(R,S).
Ya que f(1) € Rf(1) y ann(Rf(1)) = I, entonces r € I, lo que implica que
winy(R) C 1. (i)

De (i) y (ii) se tiene que wfo}(R) = [ y por la Proposiciéon 2.1.11 se tiene que

S R
W{O} j wr -

Supongamos que existe S’ € R-simp tal que
w:{g(;} = wﬁv

donde I’ = ann(5’).

Por un lado, si considereamos el morfismo inclusién

L: ' Fy,
entonces wfg}(S’) C Nuc(e) = {0}, entonces

v ={0} = A win(s).
SEeR—simp
Por otro lado, sea X el conjunto de todos los ideales bilaterales maximos de R, se

R
tiene que wf(R) = I para todo [ € X y ( /\ “I ) (R) = m I = J, entonces por la
Iex
Iex
Proposicién 2.1.11 se tiene que
/\ wi < Wl
Iex
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R
lo que implica que ( /\ “i ) (8") < wh(S) = w{o}(S’) {0}, entonces

(A )=

IeX

Como estamos suponiendo que wf(;} < wk entonces {0} = w 1 (87) < wk(S"),

R
tiene entonces que w¥(S’) = ', y como acabamos de ver que ( Wi ) (S") = {0},
entonces wi(S’) = {0} para algtin I € X. Por la Proposicién 2.1.11 se tiene que
S’/
wf = Wio}-

Sea S € R-simp tal que ann(S) = I, entonces por 1°) se tiene que
Wiy 2 wr' X wioy,
lo que implica que
S = wipy(9) < wipy(9) = {0},

lo cual es una contradiccién. Como la contradiccion resulto de suponer que existia

S’ € R-simp tal que wf(;} < wh con I' = ann(9’), se tiene entonces que wfo} = whk

para todo ideal bilateral méximo I de R con ann(S)=1. R

PROPOSICION 2.3.5 R es un anilllo Artiniano semisimple si y solo si Z € R-pr
es t-radical, donde Z es el prerradical que asigna a cada modulo su parte singular.

Demostracion:

=)

Si R es anillo Artiniano semisimple entonces no tiene ideales propios esenciales,
asi Z(R) = {0}, lo que implica que Z = 0 (por [2] pag. 52, prop. 1.10.2). Por lo tanto
Z es t-radical.

<)
Si Z es t-radical entonces:

a) Z(M) = Z(R)M para todo M € R-Mod.



2.3. CARACTERIZACIONES DE ANILLOS. 113

b) Z radical implica que R es no singular, es decir que Z(R) = {0}.

Y

Tenemos entonces que para todo S € R-simp, Z(S) = Z(R)S = {0}S = {0}, es
decir que todos los elementos de R-simp son no singulares y por lo tanto proyectivos.
Por lo tanto R es artiniano semisimple. ll

El siguiente Lema nos serd de mucha utilidad en la demostracion del Teorema
2.3.7.

LEMA 2.3.6 Sea 7 € R-pr. Son equivalentes:

1) 7 es exacto izquierdo.

2) Para todo M € R-Mody N < M 7(N)=7(M)NN.

3) 7 es idempotente y T, es cerrada bajo submddulos.

Demostracion:

(1) = (2) Sea M € R-Mod y N < M, sean « € Hompg(N, M) la inclusién natural y

m € Homp(M, M/N) el morfismo canénico. Consideremos la siguiente sucesion exacta

corta
L

0 N¢ M —" M/N —.

Por hipétesis 7 es exacto izquierdo, entonces se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo

0 Ne——= M —"+M/N 0
j tr () J |- (a1 JA
0 7(N)—= 7(M) —>"r(M/N)

donde 7(N) = Im(t|-(n)) = Nuc(n|-(y) = 7(M) NN, lo que implica que
T(N)=7(M)NN.

(2) = (1) Sea M € R-Mod y N < M, sean ¢ € Hompg(N, M) la inclusién natural y
m € Hompg(M, M/N) el morfismo canénico. Consideremos la siguiente sucesion exacta

corta
L

0 N¢

Aplicando el prerradical 7 a la sucesion exacta se tiene que ¢|() es monomorfismo
ya que ¢ lo es

M—"= M/N ——=0.

tray 7| (ar)

0—=7(N)——=7(M) —=T7(M/N),
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ademds Im(t|-(n)) = 7(N) y Nuc(n|-ony) = 7(M) N N y por hipétesis 7(N) =
(M) N N, entonces Im(c|-(vy = Nuc(m|-(ar)), por lo tanto 7 es un fontor exacto
izquierdo.

(2) = (3) Sea M € R-Mod, como 7(M) < M, se tiene por hipétesis que
T(r(M)) = 7(M) n7(M) = 7(M),

lo cual implica que 7 -7 = 7 y por tanto 7 es idempotente.

Por otro lado, sea {0} # N € T, = {M € R-Mod | 7(M) = M} ysea {0} # K < N,
por hipétesis se tiene que 7(K) = 7(N)NK = NN K = K, lo que implica que K € T,
y por tanto T, es cerrada bajo submddulos.

(3) = (2) Sea M € R-Mod y N < M, como 7(N) < 7(M) y 7(N) < N, se tiene
que
T(N) <7(M)NnN. (7)

Por otro lado, por hipétesis 7 es idempotente, entonces 7(7(M)) = 7(M), se tiene
asi que 7 (M) € T, ={M € R-Mod | 7(M) = M}. Ademas 7(M)NN < 7(M) y por
hipétesis T, es cerrada bajo submddulos, entonces 7(M) NN € T, lo que implica que

r(r(M)NN) =7(M)N N. (i)
Tenemos ademés que 7(M) NN < N y por (i) se tiene que
F(M)NN=7(r(M)NN) < 7(N). (i)
De (i) y (iii) se sigue que
T(M)NN=7(N). 1

TEOREMA 2.3.7 Para un anillo R son equivalentes:
1. R es V-anillo.
2. Cada atomo en R-pr es idempotente.
3. Cada atomo en R-pr es exacto izquierdo.
S) _ s

4. Para cada S € R-simp, 045 = ag.

5. Para cada 0 # o € R-pr, existe S € R-pr tal que a2 =< 0.
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6. \/{aS(S) | S € R-simp} es idempotente.
E(S) : o

7. V{ag" | S € R-simp} es exacto izquierdo.

8. \/{aS | S € R-simp} = 0400

9. oy = wig)-

Demostracion:

3)=(2)
Se sigue del Lema 2.3.6.

(4) = (3)
Sean M € R-Mod, N < M y S € R-simp, entonces

ag(M)NN = (3Z{f(S) | f € Homp(S,M)NNN = 32{f(S)NN | f € Homg(S, M)} =
= >Af(S) | f € Homg(S,N)} = ag(N).

Por hipétesis a2 = Oég(s), entonces ag(s)(M) NN = (S)(N) y por el Lema 2.3.6

E(S)

se tiene que oy’ es idempotente para cada S € R-simp.

(4) = (5)
Sea 0 # o € R-pr. Supongamos que para todo S € R-simp se tiene que o < a2. Por
hipétesis ag(s) = ozg, entonces o < ozg(s) para todo S € R-simp, se tiene entonces que

o(E(S)) < ag(S(E(S)) = S, asi 0(E(S5)) = {0} para todo S € R-simp, por el Lema
2.1.12 se tiene que o = 0, lo cual es una contradicciéon ya que o # 0. La contradiccién
resulto de suponer que para todo S € R-simp se tiene que o < o, por lo tanto agf <o
para algun S’ € R-simp.

(4) = (8)
Sea M € R-Mod. Por hipétesis se tiene que para cada S € R-simp que ag(S) = oz,
entonces:

V{ag® | S € Rsimp}(M) = \/{af | S € R-simp}(M) =
=Y {a2(M) | S € R-simp} = zoc(M) = ozgg(M)

Por lo tanto \/{ag(s) | S € R-simp} = agg
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(8) = (7)
Sea \/{ay )| § € R-simp} = agl.

Sean N < M € R — Mod y la siguiente sucesion exacta corta

L

0 N¢ M —">M/N —=0,

la cual induce la siguiente sucesion:

0 ()

00—l (N)—=ag (M) —>ag(M/N),

la cual es una sucesién exacta, pues:

Nue(@(m)) = a2 (M) (N = [S{f(Co) | f € Homp(Cy, M)} NN =
=>{f(Co)NN | f € Homgr(Cy, M)} =
= > {f(Co) | f € Homg(Co, N)} = agh(N) = Im(agi (1)),

Ademés, ozgg (¢) es un monomorfismo ya que agg (¢) =] o

agd (N’

Por lo tanto af, \/{aS | S € R-simp} es exacto izquierdo.

(7) = (6)
Se sigue del Lema 2.3.6.

(5) = (1)

Sea S € R-simp, entonces por ser ag(s
iste S’ € R-simp tal que agi =< agj(s), como ozs,(S’) = 5, se tiene que aS (S’) =
SAS) | f € Homg(E(S),M)} = S, lo que implica que S" = S, por lo que
ag < ag(s), entonces S = a3(S) < ozg(s)(S), asi ozg(s)(S) = S, lo que implica que
existe 0 # f € Homg(E(5),S) tal que f(S) # {0} y por ser S simple, entonces
f(S) = S, ademas, si Nuc(f) # {0}, por ser S submddulo esencial de E(S) se tiene
que S C Nuc(f), lo que implica que f(S) = {0}, lo cual no es posible ya que f(S) = 95,
por lo tanto Nuc(f) = {0} y asi

se tiene que ozS 7é 0, por h1p0t681s ex-

E(S)—> 5 .

Se tiene entonces que E(S) = S y por tanto S es inyectivo, lo que implica que R es
V-anillo.
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(1) = (4)
Por hipétesis R es V-anillo, entonces cada S € R-simp es inyectivo, por lo que

S = E(9), lo que implica que ag(s) = af.

(6) = (2)
Sea S € R-simp, como ozg(s)(E(S)) = S, entonces

(a5 ™ - ag™)(E(S)) = ag P (ag(E(S))) = agP(S)

1°) ag(s) es idempotente si y solo si ozg(s)(S) =S.
Si M € R-Mod, entonces ag(s)(M) < M, lo que implica que ag(s)(ag(s)(E(S)))
ozg(s)(M), por lo que

IN

aES) L GES) 5 oEE) (i)

Luego, si ag(s)(S) = S, entonces (ag(s) : Ozg(s))(E(S)) = ag(s)(ag(s)(E(S))) =
ag(s)(S) = S, se sigue de la Proposicién 2.1.11 que

Oég(s) j Oég(s) . (,Yg(s) (“)

(S)

Se sigue de (i) y (i) que ag es idempotente.

Reciprocamente, si ag(s) es idempotente se tiene que
E(S E(S), E(S E(S
S = a5 (E(S)) = a5 (a5 7 (E(9))) = a5 (S),
lo que implica que ozg(s)(S ) =S.

Ahora, si T' € R-simp entonces (\/Ozg(s))(T) =y (T) y como \/agg(S) es idempo-
tente por hipdtesis, se tiene que

T = ap "(B(T)) = Vag® (Vg™ (E(T))) = (Vag I )T) = az " (T),

E(T)

se sigue de 1°) que a~’ es idempotente para cada T € R-simp.

(2)= (1)

Sea S € R-simp. Por hipdtesis ozg(s) es idempotente, entonces por 1°) de (6) = (2)
se tiene que S = Ozg(s)(S) =Y Af(S) | f € Homg(E(S),5)}, lo que implica que
existe 0 # f € Hompg(E(S),S) tal que f(5) # {0} y por ser S simple, entonces
f(S) = S, ademas, si Nuc(f) # {0}, por ser S submddulo esencial de E(S) se tiene
que S C Nuc(f), lo que implica que f(S) = {0}, lo cual no es posible ya que f(S) = S5,
por lo tanto Nuc(f) = {0} y asi

E(S)—3§.
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Se tiene entonces que E(S) = S y por tanto S es inyectivo, lo que implica que R es
V-anillo.

(1) =(9)
Sea M € R-Mod. Por un lado se tiene que a%’}(M) = {0}. Por hipétesis R es V-
anillo, por el Teorema 1.11.8 se tiene que Cj es un cogenerador para R-Mod, entonces

wﬁ]o}(M) = {0}, por lo tanto a{c(?} - w%)}-

(9) = (1)

Por hipétesis a{coo} = w{%o}, lo que implica que w{coo} = 0. Entonces para cada M € R-
Mod se tiene que w{%o}(]\/[) = (W Nuc(f) | f € Homg(M,Cy)} = {0}, lo que implica
que M se encaja en un producto de copias de Cy, por tanto Cjy es cogenerador de
R-Mod y sigue del Teorema 1.11.8 que R es V-anillo.

LEMA 2.3.8 Sean M,N € R — Mod, tal que N = N; & N5 es un submaddulo
totalmente invariante de M = M; @ Ms. Entonces N; es un submddulo totalmente
invariante de M; (i =1,2) y

M,y My _ M
Loy Vay =ay.

2. w]]\fll /\u)%2 = wi.
Demostracion:
Es claro que N; es un submddulo totalmente invariante de M; (i = 1,2). Sean

p;j + M — M; las proyecciones naturales e ¢; : M; — M las inclusiones naturales
con j =1,2.

1) Sea K € R—Mody f;: M; — K (j = 1,2). Entonces f = fjop; : M — Ky
Fi(N;) = (f; 0 p5)(N) = f(N) < a¥(K), asi ayy’ (K) < X (K). Entonces ay’ < alf
(7 = 1,2), lo que implica que 04%11 Vv a%j =< ol

Por otro lado, si f : M — K, entonces f; = foi : M; — Ky f(N) =
F(NL® Ny) = f(N) + f(Na) = f(ea(N1)) + fe2(N2)) = fi(N1) + fo(Na) < oy (K) +
a%j([() = (04%11 Y a%j)([(). Entonces o} (K) < (a%[ll v a%j)([(), lo que implica que
o < a]]\\{f \Y% Oé]]\\%.

M

M _ 1 My
Por lo tanto ay = ay V ay;
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1,2)y

2)Sea K€ R—Mody f: K — M. Entonces f; =pjof: K — M; (j =
= f7HV).

(W, Awy ) (K) = wy (K)Nwy? (K) < T (NN (N2) = fH (N1 @ Ny)
Por tanto (w%l A w]]\v?)(K) < w¥, lo que implica que w]]\\,{l A w%j =< wi.

Por otro lado, si f; : K — M, (j = 1,2) se tiene que f = ¢;o f; : K — M,
entonces wif (K) < f7(N) = f;'(N;). Entonces wif (K) < w%?(K), asi wi < w%?
(= 1,2), lo que implica que wi < w]]\\,{l A w%[;.

M _ M Mo
Por lo tanto wy = wy Awy?. B

TEOREMA 2.3.9 Para un anillo R son equivalentes:

1. R es producto directo de un nimero finito de anillos simples.

2. Cada coatomo en R-pr es radical.

3. Cada coatomo en R-pr es radical y hay un nimero finito de estos.

Demostracion:

(3)=(2)
Es claro.

(2) = (1)
Sea I un ideal bilateral maximo de R, por el Teorema 2.1.15 w? es codatomo y
radical por hipdtesis, entonces:

wi (R/1) = wi'(R/wi'(R)) = {0}.

Sea J; = agﬁ(R), entonces J; es un ideal de Ry J; ﬁ I. De lo contrario se tendria

que f(R/I) < J; < I para todo f € Homg(R/I,R), lo que implica que f(R/I) < I
asit R/I < f~(I), por lo que R/I < wl(R/I) = {0}, lo cual es una contradiccién ya
que I es un ideal bilateral méaximo de R.

Luego, como [ es un ideal bilateral maximo de R, se tiene que I + J; = R.

Hay que observar que para cada f : R/I — R, se tiene que I f(R/I) = {0}, lo que
implica que I.J; = {0}.
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Ahora, consideremos el ideal J = Y {J; | I es ideal bilateral maximo de R}, se
afirma que J = R. Si no es este el caso, existe un ideal bilateral maximo K tal que
J < K, lo que 1mphca que Jp < J < K lo cual es una COIltl"adICCIOH Entonces

1eJ,seal = Zas para algunos as € J;, v algunan € N. Si x € ﬂ I, entonces
s=1 s=1

r = Zxas = 0 ya que I;J;, = {0} para cada s € {1,...,n} (por la observacién antes
s=1
hecha), se tiene que N%_,/;{0} y por el Teorema chino del residuo se tiene que el

morfismo natural de anillos ¢ : R — H R/I es un isomorfismo.
s=1

(1)=(3) )
Supongamos que R = HRS donde cada R es un anillo simple. Sea I, = {x €

s=1
R|zs =0}y K;={z € R|z =0 Vt # s}, entonces R = [, & K, y I, = I, ©{0}. Por

el Teorema 2.1.14 los coatomos de R — pr son los prerradicales wﬁ cons=1,2,...n,

lo que implica que hay un numero ﬁnito de coatomos; aplicando el Lema 2.3.8 se
tiene que wﬁ =wp A wﬁf} =1A w{o} = w{o} de la Proposicion 2.2.8 se sigue que wﬁ

es radical. l
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