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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es estudiar condiciones para que los torneos multipartitos sean
hamiltonianos.

El trabajo de tesis esta divido en tres capitulos. El primero se refiere a los conceptos bésicos de
digraficas. En el capitulo dos abordaremos el tema concreto sobre torneos, torneos bipartitos y
daremos algunos resultados importantes para el desarrollo del tema.

En el capitulo tres estudiaremos una serie de resultados que nos llevaran a distinguir algunas
condiciones de hamiltonicidad en los torneos multipartitos. Veremos que el teorema 3.7 ! es
crucial para nuestro objetivo y nos servird para demostrar resultados de existencia de ciclos y
trayectorias hamiltonianas en torneos multipartitos fuertes.

Adicionalmente daremos cuenta que hay subclases de torneos multipartitos para los cuales exis-
ten condiciones suficientes y necesarias para ser hamiltonianos.

Aunque el titulo de la tesis se refiere a torneos, en el desarrollo del capitulo 3 se habla siempre
de digraficas semicompletas, debido a que éstas son un caso general de torneos, como veremos
en el apartado de las definiciones.

El trabajo estd basado en el articulo de Bang-Jensen, Gutin y Huang titulado «A sufficient con-
dition for a semicomplete multipartitie digraph to be Hamiltonian». [l Los resultados que apa-
recen en el ultimo capitulo corresponden a tres secciones del articulo, donde los autores hacen
las pruebas de lemas, teoremas y corolarios de forma simplificada. Por ello la labor principal
en la realizacién de la tesis consistié en reproducir detalladamente las demostraciones para una
comprensién mds accesible.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de digraficas

Una grafica dirigida D consiste en un conjunto finito no vacio de vértices y una
coleccion de pares ordenados de distintos vértices, llamadas flechas. Damos la
definicién formal.

Definicién 1.1 Sea un par ordenado (V(D), F(D)) en el que V(D) es un conjunto
finito y no vacio y F(D) es una relacién binaria e irreflexiva sobre V(D), a ese par
ordenado le llamamos digrdfica, a los elementos de V(D) los llamamos vértices y a
los de F(D) flechas.

Se dice que D tiene orden n si el niimero de elementos de V(D) es n.

Siuy vson vértices y (u,v) € F(D) relaciona a u con v entonces diremos que
D contiene una flecha que va de u a v; se escribe u — v donde u esla colay v es
la cabeza de la flecha.

Un ejemplo de digréfica es el siguiente: D = (V, F) con V(D)={v1,v2,03,04,05,06 }
y F(D) = {(v1,v2), (v3,v2), (v3,v4), (v5,v3), (v2,05), (v1,v4)}. Por la definicion,
el conjunto F no contiene flechas que vayan de un vértice a él mismo, i.e., no
existen flechas de la forma (x, x) para todo x en V(D) y tampoco hay dos o més
flechas con cola y cabeza comunes entre dos vértices.

Representacion grafica

Las digréficas se representan por medio de diagramas, en ellos cada vértice esta
representado por puntos en el plano y cada flecha es un segmento de linea o
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curva con un remate puntiagudo en uno de los extremos, indicando la relacién
de los dos vértices.

En la figura 1.1 se muestran cuatro ejemplos de digréficas: las digraficas de los
dos primeros incisos son distintas, aunque el conjunto de vértices es el mismo
las flechas no; la digrafica del inciso (c) tiene cuatro vértices, existe una doble
flecha entre u; y up cada una con sentido contrario, el vértice u4 no tiene flecha
que vaya a él o salga de él; y por ultimo, la digréfica del inciso (d) que consta de
un solo vértice, es llamada trivial. Las digraficas (a), (b), (c) y (d) tienen orden
3,3,4 y 1 respectivamente.

o (a) V(D1) = {u,0,w}

D e (b F(D1) = {(u,0), (v,w), (w,u)}
2
u \ (b) V(Dy) = {u,v,w}
¢ X F(D2) = {(w,v), (w,v), (u,w)}
Dy (¢) V(D3) = {u1, u, us, s}
I (©) F(Ds3) = {(u1,u2), (u2, u1), (u2,u3), (u1,us)}
(d) V(Dy) = {x}
F(Dy) = @

° u.4
U
D42 . (d)

X

Figura 1.1

Definicién 1.2 Sea D una digrdfica.
Si (u,v) € F(D) y (v,u) € F(D), decimos que (u,v) es una flecha simétrica.
Si(u,v) € F(D) y (v,u) ¢ F(D), decimos que (u,v) es una flecha asimétrica.
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En el inciso (c) de la figura 1.1, la flecha (11, u2) es simétrica, la flecha (1, u3) es
asimétrica.

Definicién 1.3 Una digrdfica D es simétrica si toda flecha en F(D) es simétrica. De
iqual forma, D es asimétrica si toda flecha en F(D) es asimétrica.

Definicién 1.4 Sea D una digrdfica. Si existe una flecha de x a y en D decimos que
x domina a y o que y absorbe a x (también decimos que los vértices son adyacen-
tes). Si A y B son subconjuntos ajenos de V(D) y no vacios usamos las notaciones
siguientes:

- A — Bdenota que a — b para algiin par de vértices adyacentesa € Ay b € B.
- a — B denota que a — b para algiin vértice b € B adyacente con a.

- A = B significa que A — B y no hay vértices de B que dominen a vértices de A,
i.e., no existe B — A.

- a = B significa que a — B y no hay vértices de B que dominen al vértice a.

Definicién 1.5 Sean D una digrdfica y v un vértice en V (D), entonces el in-grado
de v es el miimero de flechas que llegan a v, se escribe d~ p(v) y el ex-grado de v es el
niimero de flechas que salen de él, se escribe d* p(v).

Del inciso (a) de la figura 1.1, d p(v) = 1ydtp(v) = L,en (b) d p(v) =2y
d"p(v) =0;yenelinciso (¢) d p(us) =0y dtp(us) =0;

Definicién 1.6 Una subdigrdfica H de una digrdfica D, es una digrdfica tal que
V(H) C V(D) y F(H) C F(D) y la denotamos como H C D.

Intuitivamente, una subdigréfica es como quitar algunas flechas o vértices, con-
siderando que por cada vértice que se suprime, se suprimen también las flechas
que parten o llegan a él. En la figura 1.2 hay tres ejemplos de subdigraficas de
una digréfica D.

Si D es una digréfica no trivial y v € V(D), entonces D — v es una subdigréfica
de D cuyos vértices son el conjunto V(D) \ {v} y cuyas flechas son F(D) menos
aquellas que llegan y salen de v. La subdigrafica D’ de D en la figura 1.2 est4
dada por D — vy3.
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Definicién 1.7 Sean D una digrdifica y X un subconjunto no vacio de vértices de
D, entonces la subdigrdfica de D inducida por X es una digrdfica denotada como
D(X) en la que el conjunto de vértices es X y el conjunto de flechas son las flechas de

D que hay entre los vértices en X.

En la figura 1.2, la digréfica D", es la subdigrafica de D inducida por el conjunto

de vértices {v1, v2, Vs, V4, Vs, Vg, V7, Vs } .

D:
012 013
I/o o%
U11 @ U3 o——> o@ o U14
\f AN I/
e U1 ()
NN
10 .\. Ug e<—eo U7 e U15
\o% O16 o/l
D"
012 013
° °
03 o——> oéj R.’ 014
L %) U5 Q/I
e U U6 @
Z'}o Ho% \"o 015
® U9 U116 ®

@ <—e@
U8 (%4

Figura 1.2: D es la digréafica de la cual se obtienen tres dife-
rentes subdigraficas: D/, D" y D"

Definicién 1.8 Una digrdfica D es transitiva si por cada tres vértices distintos x, y,
z de D, tales que (x,y) y (y,z) estdn en F(D), entonces (x,z) estd también en F(D).

Definicién 1.9 Sea D una digrdfica. Una trayectoria P en D es una sucesion de
vértices distintos P = (v1,v, ..., vx) tales que para cualquier entero positivo i < k,

existe la flecha v; — v;4q en D.

- Decimos que P es una trayectoria de v1 a vy o bien que P es una (v1, vi)-trayectoria.
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- 01 Y Uk son los extremos de la trayectoria.

- La longitud de una trayectoria es el niimero de flechas que recorre, que es igual al
niimero de vértices menos uno.

- Plo;, v]-] es la trayectoria que va de v; a v con i < j, obtenida de un subconjunto de
la sucesion de vértices y flechas asociado a P. En ese caso P[v;, v;] es la subtrayec-
toria de P.

- La trayectoria P puede contener solamente un vértice, en tal caso la longitud de P
es cero.

En la figura 1.3 podemos observar dos trayectorias de una misma digréfica: en
el inciso a) la trayectoria (v1, v3,vs), y en el inciso b) la trayectoria (v;, v3, 4, Us).

a) D b) D
vm4 Um4
> r

Figura 1.3:
a) La trayectoria (v1,v3, vs) es de longitud 2.
b) La trayectoria (v, v3,v4, v5) es de longitud 3.

Definicién 1.10 Sea D una digrdfica. Un ciclo en D es una trayectoria cerrada y la
longitud es el niimero de flechas que recorre, que es igual al niimero de vértices.

Ejemplos de ciclos se muestran en la figura 1.4: (va,v3,v4,02) y (v1, 03, Us, Vs, V1)
en los incisos a) y b) respectivamente.

Definicion 1.11 Sea x un vértice en una trayectoria o ciclo Q. El vértice predecesor
y el sucesor de x en Q se denotardn como xo~ y xo" respectivamente. Cuando no
quede lugar a duda de la trayectoria o ciclo sobre el que se hable, se prescindird de los
subindices.

En la figura 1.4 el vértice v; es predecesor de v3 y U5 es sucesor de v; en Cy,
entonces v; — v3 — U5 se puede ver también como v3~ — vz — v3 ' en Cy.
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a) D a) D
Um;i Um4
® > e >'e

& o< °

Figura 1.4:
a) Elciclo C; = (v2,v3,v4,v2) es de longitud 3.
b) Elciclo C; = (v1,v3,vs,v6,v1) es de longitud 4.

Definicién 1.12 Una digrdfica D es llamada fuertemente conexa (o simplemente
fuerte), si existe una (x,y)-trayectoria y una (y, x)-trayectoria para cada par de vér-
tices x, y € V(D). Por vacuidad, la digrdfica trivial es fuertemente conexa.

En la figura 1.5 hay un ejemplo de grafica fuerte y otra que no es fuerte.

a) Dy: 3 X2 b) Dy: Y3 )

X ° ® X1 Yy o—>e0 Y11 L A
\ X11 / \ /
X5 o e Xg Y5 @ ® Yo
X10 0\ \ ® X7 Y10 0\/ /0 Y7
/
X9 X8 ) Y8
Figura 1.5:

a) Dj es una digrafica fuertemente conexa.

b) D; no es una digréfica fuertemente conexa o no fuerte;
no hay trayectorias de y1; a cualquier otro vértice,
tampoco hay trayectorias de cualquier vértice a y1.
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Definicién 1.13 Sea D una digrdfica. Si D tiene una trayectoria que recorre todos los
vértices del conjunto V (D), entonces se dice que D tiene una trayectoria hamilto-
niana.

Definiciéon 1.14 Si D tiene un ciclo que recorre todos los vértices de D, entonces se
dice que D tiene un ciclo hamiltonano o que D es hamiltoniana.

En la digrafica D; de la figura 1.5 tenemos al ciclo hamiltoniano:

(x5, X4, X11, X3, X2, X1, X6, X8, X7, X10, X9, X5)
y en la digréfica D; la trayectoria hamiltoniana:

(]/10, Ya, Y5, Ya, Y3, Y2, Y1, Ye, Y8, Y7, y11)-

Definicién 1.15 Sea X una subdigrifica de D inducida por V(X). Si X es fuerte y
para cualquier vértice u € V(D) \ V(X) la subdigrdfica inducida por V(X) U {u}
no es fuerte, entonces X es una componente fuertemente conexa.

En la figura 1.6 tenemos dos ejemplos: en la digréfica D; del inciso a) se puede
ver una subdigrafica inducida por los vértices x1, x; y x3, que es una componente
fuertemente conexa, sin embargo al agregar la flecha x4 — x3 a D1 obtenemos la
digrafica del inciso b) donde la subdigréfica inducida por los vértices x1, x2 y x3
es fuerte, pero no es maximal (si agregamos al vértice x4 la subdigrafica inducida
por X1, X2, X3y X4 es fuerte).

a) D b) D>
0/;\10 ’\0/\%\0
s s

Figura 1.6:

a) La subdigréfica de D inducida por los vértices
X1, X2 y x3 forma una componente fuerte.

b) La subdigrafica de D, inducida por los vértices
X1, X2, X3 y v4 forma una componente fuerte.
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Definicién 1.16 Una digrdfica D es completa si para cada par de vértices
u, v € V(D), existen las flechas (u,v) y (v,u) en D.

Definicién 1.17 Una digrdfica D es semicompleta si para cada par de vértices

u, v € V(D) existe la flecha u — v 0 v — u o0 ambas flechas.

Definicién 1.18 Sea T una digrdfica. T es un torneo si cada vértice de T es adyacente
a los demds y T es asimétrico. La digrdfica trivial es un torneo de orden uno.

Véase la figura 1.7 donde se muestran tres digréficas: completa, una semicom-
pleta y un torneo. Hay que notar que en cada vértice de un torneo, la suma de
in-grado més ex-grado es n — 1; en este ejemplo el grado de T es 5, ya que en

cada vértice salen y entran 4 flechas.

a) Dl xZ
)

X5 e ® X3
®
X4
C) T xZ

Figura 1.7:
a) La digrafica D; es completa.

b) La digréfica D; es semicompleta.

c) La digrafica T es un torneo.

b) D,

X5 e
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Definicién 1.19 Sea D una digrdfica para la que existe una particion de sus vértices
en m partes, tales que para cualquier par de vértices adyacentes u y v en V(D) perte-
nezcan a diferentes partes, es llamada digrdfica multipartita o m-partita.

Sim = 2, a la digrdfica se le da el nombre de bipartita.

Para ver un ejemplo de digrafica multipartita con tres partes y una digrafica
bipartita, véase la figura 1.8.

1

N LA
Y

4]

a) b)

Figura 1.8:

a) Digréfica multipartita donde la particion tiene tres
partes: {x1,x2, x3}, {y1,¥2,y3} v {z1,22, 23}

b) Digrafica bipartita con la particion: {uq, us, us}y
{Z/lz, Uy, u6}.

Definicién 1.20 Una digrdfica multipartita semicompleta es una digrdfica mul-
tipartita donde todos los vértices que se encuentran en diferentes partes son adyacen-
tes. A esta digrdfica la abreviamos con las siglas DMS vy si la digrdfica es bipartita la
abreviamos con las siglas DBS.

Definicién 1.21 Una digrdfica multipartita semicompleta D es llamada ordinaria si
para cada par X, Y de elementos de la particion, la orientacion de las flechas entre X e
Y sucede en cualquiera de los tres casos:

- X=Y.
-Y =X
- Para todo x € X,y € Y existen en D las flechas (x,y) y (y, x).
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Definicién 1.22 Sea D una digrdfica. Un factor de ciclos F de D es una coleccion
de ciclos mutuamente ajenos Cy,Cy,...,C; (t > 1), donde C; es un ciclo para cada
i€ {1,2,...,t} y F contiene a todos los vértices de D.

Lo denotamos como F = CtUC, U ... UC,.

Definicién 1.23 Sea D una digrdfica. Un casi-factor de ciclos L de D, consiste
en una coleccion conformada por una trayectoria P y algunos ciclos Cy,Cy,...,C;
(t > 1), mutuamente ajenos (ciclos y trayectoria) y L contiene a todos los vértices de
D.

Lo denotamos por L =P UCiUCyU...UC;.

Definicién 1.24 Una digrdfica D es llamada 1-dirregular si todos los vértices de D
tienen in-grado y ex-grado igual a uno.

Definicién 1.25 Una digrdfica es llamada casi 1-dirregular si todos los vértices de
D tienen in-grado y ex-grado igual a uno, excepto por uno y solo uno de los siguientes
casos:

- Existe un vértice x € V(D) tal que dp™ (x) = p(x
- Existen dos vértices x,y € V(D) tal que dp™ (x ) =0,dp

ydp"(y) =0.

Un factor de ciclos F de una digréfica D es una digrafica 1-dirregular. Asi, un
casi-factor es una digrafica casi 1-dirregular.

) 0.
) =

e p (y) =1

Definicién 1.26 Sean D una digrdfica, P una (x, y)-trayectoria en D con longitud
posiblemente cero y Q = (v1,0y,...,v;) una trayectoria o un ciclo en D — P. De-
cimos que la flecha v; — v;11 en Q es socio de P, si se cumple que para alguna
= 1,2,...,t —1, existen tanto v; — x como y — v;+1. Se puede decir también
que P tiene un socio en Q. Si P = (x) entonces deben existir las flechas vi — x y
X — Ujy1.

Es posible formar un nuevo ciclo (si Q es ciclo) o una nueva trayectoria (si Q es
trayectoria) donde el conjunto de vértices son la union de los vértices de P mds los de
Q y sigue el recorrido Qlv1,vi] U (v;, x) U P U (y,vi11) U Qvit1,v:]. En este caso
decimos que P puede ser insertada en Q.
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En la figura 1.9 se pueden apreciar ejemplos sencillos de socios.

P
Xo—e—e——- Ho%o

socio L
\me Q Ui+\Q
(%

------

=
]

/
S

Figura 1.9:

a) Q es ciclo o trayectoria y v; — v;11 en Q es socio de P.

b) P contiene un solo vértice, Q es ciclo o trayectoria y
v; — vjy+1 en Q es socio de P.

Definicién 1.27 Sean D una digrifica y F = Cy U Cy un factor o casi-factor de D,
donde C; es un ciclo o una trayectoria para i = 1,2. Sea un vértice x € V(C;).

- Es llamado ex-singular con respectoa C3_; si x = Cs_j, parai =1,2.

- Es llamado in-singular con respectoa C3_; si C3_; = x, parai =1,2.

- Es llamado singular con respecto a C3_; si es in-singular o ex-singular con respecto
aCs_j,parai =1,2.

- Esllamado no-singular (o no es singular) con respecto a Cs_; si x no es in-singular
ni ex-singular con respecto a Cs_;, para i = 1,2 (i.e., existen flechas que van a x
desde el ciclo Cs_; y flechas que van a vértices del ciclo C5_; desde x).

Definicién 1.28 Sean D una digrdfica multipartita semicompleta y
F = CUCU...UC; un factor de ciclos en D. F es llamado un buen factor si
para todo par de ciclos distintos C;, C; ocurre alguno de los casos siguientes:

- Todos los vértices de C; son no-singulares con respecto a C; o todos los vértices de
C; son no-singulares con respecto a C;.

- Existen vértices in-singulares en C; con respecto a C; y existen vértices in-singulares
en C; con respecto a C;.

- Existen vértices ex-singulares en C; con respecto a C; y existen vértices ex-singulares
en C; con respecto a C;.
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Para entender mejor la definicién de buen factor, se muestran las figuras 1.10,
1.11,1.12 y 1.13. En la figura 1.14 se aprecia un factor que no es bueno.

- Todos los vértices de C; son
no-singulares (o no son

singulares) con respecto a C

- Todos los vértices de C, son
no-singulares (0 no son

G singulares) con respecto a C;

&

Figura 1.10: F es buen factor.

- Todos los vértices de C; son
no-singulares con respecto a C;

-y y2, 93,94} € V(G)

- Y1 es ex-singular con respecto a C;

- Y2 es no-singular con respecto a C;

- Y3 es in-singular con respecto a C;

- Y4 es no-singular con respecto a C;

Figura 1.11: F es buen factor.

-X € V(Cl)
-y € V(G)

WO\ - x es in-singular con respecto a C;
/ ¥ o/y‘ - i es in-singular con respecto a C;
f / - Las flechas entre los vértices
% distintos de x e y pueden llevar
C G

cualquier direccién

Figura 1.12: F es buen factor.
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-X € V(Cl)

7 e V(G

\‘ \ - x es ex-singular con respecto a C,
/ X y - Y es ex-singular con respecto a C;
/ - Las flechas entre los vértices
’\) \ distintos de x e y pueden llevar
C G

1

cualquier direccién

Figura 1.13: F es buen factor.

- En ambos ciclos no hay vértices
ex-singulares con respecto al otro

- En ambos ciclos no hay vértices
in-singulares con respecto al otro

- Ninguno de los dos ciclos tiene
todos sus vértices no-singulares
con respecto al otro

Figura 1.14: 7 no es buen factor.






Capitulo 2

Torneos y torneos bipartitos

Resultados importantes

Los teoremas 2.1 y 2.3 son resultados basicos para el desarrollo del capitulo 3, en
el articulo «A sufficient condition for a semicomplete multipartitie digraph to be
Hamiltonian» los autores los dan por ciertos.

En ésta secciéon proponemos las pruebas a los dos teoremas.

Teorema 2.1
Todo torneo T tiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. La demostracion la hacemos por induccién sobre el orden de
T.

a) Si n = 2 tenemos dos vértices que son adyacentes, supongamos x — ,
entonces existe una trayectoria que recorre todos los vértices de T.

b) Como hipétesis inductiva supongamos que si el torneo tiene orden n > 3,
entonces existe una trayectoria hamiltoniana. Debemos probar que si T es de
orden 1 + 1 entonces posee una trayectoria hamiltoniana.

Demostracién. Sea T’ la subdigréfica inducida por cualquier subconjunto de
V(T) con n vértices. Como T’ también es un torneo, entonces por hipétesis de
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induccién, T’ tiene una trayectoria hamiltoniana.

Supongamos que (v1, Uy, - .., Uy) es la trayectoria hamiltoniana en T’ (llamada
P) y debemos demostrar que existe una trayectoria con los vértices de T’ y el
vértice x que no estd en T". Supongamos, por contradiccién, que no existe una
trayectoria hamiltoniana en T.

Si existe la flecha x — v;, entonces se genera la trayectoria (x,v1) UP en T,
pero hemos supuesto que T no tiene ninguna trayectoria hamiltoniana, si-
tuacion similar ocurre si la flecha va de v, a x. Por lo tanto en T exis-
ten las flechas v; — x y x — v, (véase la figura 2.1). También existe la
flecha de x hacia v,_1, de lo contrario se forma la trayectoria hamiltoniana
Plvy,vy-1] U (vy-1, %) U (x,0,).

T/
01 U2 U3 Un—1 Un
[ ] [ ]

Figura 2.1: T' es la subdigrafica inducida por los vértices del
conjunto {vy,v2,vs, ..., Vy—1, Uy }. Solo se indican las flechas
de la trayectoria que existen en el torneo de orden #, las
demads se omiten.

Sea F’ el conjunto de flechas de T que van del vértice x a los demds vértices de
P tal que F’ no es un conjunto vacio y tiene més de un elemento (por el pérrafo
anterior, al menos x — v, y x = v,,_1). Por el principio del buen orden existe
el subindice i menor, tal que x — v; (sabemos que i es mayor a uno ya que la
flecha entre v; y x no pertenece a F’) entonces existe la flecha v;_; — x (véase
la figura 2.2) que forma la trayectoria P[vq,v;_1] U (vi_1,x) U (x,v;) U P[v;, vy,
con esto existe una trayectoria que pasa por todos los vértices de T; lo que
es una contradiccién, pues supusimos que esto no era posible. Por lo tanto
concluimos que todo torneo tiene una trayectoria hamiltoniana. =
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T T
U1 U2 U3 Ui-1 0; Un—10y U1 U Up—1 Uy
oS0 e—- - ——>e—>- - —He—>e

N2

Figura 2.2: F/ es el conjunto de flechas que van de x a los
vértices de P; i es el subindice menor tal que x — v;, v;
puede ser vs.

Para el segundo resultado necesitamos preparar el terreno definiendo una rela-
cién de conexidad entre vértices, la cual es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.1 Sea D una digrdfica. Si u, v € V(D) y existe una (u, v)-trayectoria
y una (v, u)-trayectoria, entonces se dice que u y v estdn fuertemente conectados
Yy se escribe u ~ ©.

Lema 2.2
La relacién u ~ v entre los vértices de un torneo T es una relacién de equivalen-
cia.

Demostracion. Por demostrar que la relacion es reflexiva, simétrica y transiti-
va.

i) Sea u € V(T), entonces (u) es una (u, u)-trayectoria, por lo tanto u ~ u
para toda u € V(T). Asi ~ es reflexiva.

ii) Sean u y v dos vértices en T tales que u ~ v, entonces por definicion existe
una (u, v)-trayectoria y una (v, u)-trayectoria. Por lo tanto v ~ u y concluimos
que ~ es simétrica.

iii) Sean u, vy w tres vértices distintos de T tales que u ~ vy v ~ w. Por
demostrar que u ~ w.

Sean P; y P, las trayectorias de (u,v) y (v, w) respectivamente. Sin pér-
dida de generalidad, supongamos que x € V(P;) es el primer vértice (en el
recorrido de la trayectoria) que pertenece a V(P;) N V(P,) (la interseccién no
es vacia ya que al menos contiene a v). Notemos que se forma la trayectoria
Py[u,x] U Py[x,w] en T, con esto concluimos que u ~ w. Por lo tanto ~ es
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transitiva. =

Estamos listos para enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.3

Si

T es un torneo no fuerte entonces existe un orden Xi, X, ..., X; de sus com-

ponentes fuertemente conexas tales que X; = X;sil <i<j <t

Demostracion. La demostracion la hacemos progresivamente a través de las
siguientes cuatro afirmaciones.

Afirmacién 1. Existe una particién de los vértices cuyas subdigréficas induci-
das son las componentes fuertes de T.

Por la definicién 2.1 y el lema 2.2, tenemos que la relacién ~ es de equivalen-
cia, que nos proporciona una particién de V(T) en s clases de equivalencia,
A1, Ay, ..., As. Esta forma de agrupar los vértices nos dice que no existe un
vértice w fuera de A; con una (x, w)-trayectoria y una (w, x)-trayectoria en
T, donde x € A, para cualquier i € {1,...,s}. Por lo tanto cada conjunto de
vértices A; genera una subdigrafica fuertemente conexa, que es méxima con
respecto a la contencién en sus vértices, i.e., cada conjunto A; es una compo-
nente fuerte de T.

En conclusion  Ap, Ap,...,Asesuna particibonde V(T) donde cada A;
(i € {1,2,...,s}) induce una componente fuertemente conexa de T. Ademds,
sicada A; induce una subdigralfica fuerte del torneo T, entonces esa subdigra-

fica es también un torneo y existe un ciclo C4, que recorre a todos los vértices
de A,’.

Afirmacién 2. Para dos enteros cualesquierai,j con 0 < i < j < s se cumple
que A = A]' o A]' = A;.

Por ser T torneo, todos los vértices de A; y todos los vértices de A; son ad-
yacentes; tenemos que demostrar que A; = A; 0 A; = A;. Supongamos por
contradiccién que existen los vértices x, x' en A; ey, ¥’ en A; tal que x — y
yy — x’. Como x ~ x’, existe una (x’, x)-trayectoria (en A;) a la que le lla-
maremos P y por ser y ~ y' existe una (y,y’)-trayectoria (en A;) a la que
llamaremos Q. El vértice x puede ser igual a x’ o y igual a iy’ pero no los dos,
ya que los torneos no tienen flechas simétricas, entonces existe alguna de las
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tres trayectorias:
-a)QU(Y,X)UP,six#x ey #y.
-b) QU (Y, x),six=x"ey #y.
-0 (y, X )UP,six #x ey =1y

Y concluimos que existe una (x, y)-trayectoria y una (y, x)-trayectoria (véase
la figura 2.3), asi, x e y pertenecen a la misma clase de equivalencia, lo que es
una contradiccion porque A; y A; son diferentes clases de equivalencia. Por lo
tanto tenemos que A; = Aj 0 A; = A;.

! r
A A A A A; A
a) D) )

Figura 2.3: P es (x/, x)-trayectoria y Q es (y, y')-trayectoria.

a)x#x'ey#y.
byx=x"ey #y.
c)x=xey=y.

Definamos una nueva digrafica con vértices u1, u, . . ., us donde cada u; corres-
ponda a A;, y la flecha entre dos vértices u; — u; existe si y solosi A; = Aj,
para cada i. Por ser T un torneo, siempre existen flechas entre A; y A; y con
ello también entre los vértices u;, u; (para toda i # j), por lo tanto la nueva di-

gréfica es también un torneo. A este torneo se le conoce como la condensacién
T*de .

Afirmacion 3. El torneo T* es aciclico.

Supongamos que la afirmacién es falsa. Entonces existe un ciclo con k vértices
de T*. Si reetiquetamos los vértices de T* y los elementos de la particiéon de
T, podemos ver al ciclo de la forma (u1, uy, . .., ug, u1) donde u; corresponde a
Aj, paratodoi e {1,...,k}yk <s.

Como A; = Ajypparatodal < i < k y Axr = A;, implica que existen
dos vértices x;,y; € A; paracadai € {1,2,...,k}, tales que las flechas
yi — xit1 (1 < i < k) estdn en T y construimos la (x1, yx)-trayectoria da-
da por Py U (y1,%2) U P, U (y2,x3) UP3 U ... U Py U (Yx—1, xx) U B, donde P;
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es una (x;, yj)-trayectoria en el recorrido de Cy; (j = 1,...,k) (véase la figu-
ra 2.4) y como hay flecha que va de yx a x;, entonces x; ~ Y, pero esto es
una contradiccién, porque esos dos vértices pertenecen a diferentes clases de
equivalencia. Por lo tanto T* es aciclica.

X1 /—\yk
Cyl 2N BN Tt 22

*—> e *——e 0> @ o——> e X

/

Ca, Ca Cay Cap s Cay

2

Figura 2.4: Si existe un ciclo en la condensacién de T, enton-
ces las k componentes fuertes de T pueden verse como en
la figura.

Afirmacién 4. Hay un orden en las componentes fuertes, X;, X»,... X; tales
que X; = Xjsii <.

Por ser T* un torneo, existe una trayectoria hamiltoniana, reenumeramos los
vértices para ver la trayectoria de la forma (u1, Uy, ..., u;), renombramos tam-
bién las componentes conexas de la forma Xj, X5, ..., X; tales que u; en T* co-
rresponda a la componente conexa X; en T, para todai € {1,...,s}. Entonces
Xi = Xj41 paratodai e {1,...,s —1}.

Por ser T* aciclica no hay flechas que vayan de un u; a otro vértice con subin-
dice menor, pues se formaria un ciclo, i.e., u; — u; donde i < j, por lo tanto
Xi:>X]'Sii<j. "

Este resultado nos asegura que a un torneo no fuerte podemos asociarle otro
torneo aciclico, que serd precisamente la condensacién T* del torneo inicial. Este
resultado es muy importante porque para ciertos analisis de torneos multiparti-
tos, se reduce al anéalisis de T*.

El cuarto y dltimo resultado nos habla sobre la paridad de las longitudes de
los ciclos en un factor de ciclos para los torneos bipartitos. El enunciado y la
demostracion vienen a continuacion.
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Teorema 2.4
Si B es un torneo bipartita y tiene un factor de ciclos F, entonces cada ciclo en F
es de longitud par.

Demostracion. Sean C un ciclo de F(X,Y), la particién de los vértices de B,
dado por {uy, uy, ..., u,}. Como los vértices de C pertenecen a las dos partes
de B, suponemos (sin pérdida de generalidad) que u; € X. El comportamien-
to de los demads vértices de C en el recorrido del ciclo es como sigue: u; € Y,
us € X (diferente de u;), us € Y (puede ser el predecesor de u;, si no conti-
nuamos), us € X, ug € Y (puede ser el predecesor de 11, si no continuamos),
asi sucesivamente hasta llegar al predecesor de u; en el recorrido de C. Vemos
que los vértices con subindice impar pertenecen a X mientras que los vértices
con subindice par pertenecen a Y y solo un vértice con subindice par puede
ser el predecesor de 4. Por lo tanto el ciclo C tiene una cantidad de vértices
pares, entonces C tiene longitud par. =

Ciclos hamiltonianos en torneos 2-partitos y n-partitos

Hay dos casos particulares de torneos con m partes, cuandom = 2y m = n, en
donde las condiciones suficientes para que el torneo sea hamiltoniano son me-
nores. El caso en que cada vértice del torneo multipartito sea el tinico elemento
de cada parte de la particién, nos arroja un torneo; para él basta con que sea
fuerte para tener un ciclo hamiltoniano.

Por lo tanto demostramos condiciones de hamiltonicidad en un torneo.

Teorema 2.5
Un torneo T de orden mayor o igual a tres es fuertemente conexo si y solo si es
hamiltoniano.

Demostracion. Sea T un torneo hamiltoniano. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que (v1,0y,...0,,01) es el ciclo hamiltoniano en T. Sean ;,Vj en
V(T) tal que i < j, entonces existe una (v;, vj)-trayectoria dada por C[v;, v;] y
una (v}, v;)-trayectoria dada por C[v;, v;]. Por lo tanto T es fuertemente conexo.

Supongamos por contradiccién que T es un torneo fuerte y no es hamilto-
niano. Primero demostremos que T no es aciclico.
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Sean u y v dos vértices en T con la flecha u — v. Por ser T fuerte, existe una
(v, u)-trayectoria, llamémosla Q, entonces se forma el ciclo (1, v) U Q. Con este
argumento concluimos que T no es aciclico. Ahora, como supusimos que T
no es hamiltoniano, entonces existe un ciclo C = (vq,v5,v3,...,05,v1) en T de
longitud maxima donde s < n.Seax € V(T)\ V(C),donde V(T)\ V(C) # @.

T es torneo, por ello x es adyacente a todos los vértices de C. A continuacién
veremos cOmo es el comportamiento de las flechas entre x y C.

Supongamos que x absorbe a v; entonces x también absorbe a v, pues de lo
contrario x podra ser insertado en C al formar el ciclo:

(v1,x) U (x,v2) U Clva, v1]

que es mas largo que C. Asi recursivamente hasta llegar al vértice v,, por lo
tanto una posibilidad es que x absorba a todos los vértices de C. En el otro ca-
so en que v; absorbe a x, el vértice v; ~ (en el recorrido de C) que es v, también
absorbe a x, para que éste no pueda ser insertado en C; repitiendo el razo-
namiento anterior, tenemos como segunda opcién que x domine a todos los
vértices de C; éstas son las dos tinicas opciones.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que x absorbe a todos los vértices
de C. Por ser T fuerte existe una (x, vy )-trayectoria, llamémosla P y ademas
contiene a vértices que no estan en C, en particular x™ en P no es un vértice
de C, pues x no absorbe a x™.

Sean y € V(T) \ V(C) el primer vértice que va a algan otro de C en el re-
corrido de P, entonces (por el argumento anterior), ¥ debe dominar a los
demds vértices de C, en particular a v,. De esta forma se obtiene el ciclo
(y,v2) U Clva, v1] U (v1, x) U P[x, y] (véase la figura 2.5) que contiene a todos
los vértices de C maés los vértices de P, pero esto es una contradiccién porque
habfamos supuesto que C era el ciclo de mayor longitud en T.

Por lo tanto T es hamiltoniano. =
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T

S

01

X
—oe—e—ee
wj;_/

P
C

Figura 2.5: P es una (x, v1)-trayectoria. Por existir la flecha
y — w (w pertenece a C) implica que también exista la fle-

chay — v;.

Sim = 2 hablamos de un torneo bipartito B; para que sea hamiltoniano no es
suficiente con pedir que la digréfica sea fuerte, como en el caso en que n = m.
En la figura 2.6 vemos un torneo bipartito y fuerte, pero no es hamiltoniano, es
facil concluir esto ya que, de acuerdo con el teorema 2.4 !, el orden de B es un
numero impar y por lo tanto no es posible encontrar un ciclo de longitud par

que recorra a todos los vértices de B.

B
Uy uz us Uy Us
A
Figura 2.6:
- Torneo bipartito
- Fuerte

- No tiene factor de ciclos
- No es hamiltoniano

1P4gina 27



30

En el capitulo tercero demostraremos que toda digrafica bipartita semicompleta
es hamiltoniana si y solo si es fuerte y tiene un factor de ciclos. En la figura 2.7
se muestra un ejemplo que ilustra esta afirmacion.

in-singular no-singular

X4 X5
O—u08 >
C
in-singular X3 X in-singular
no-singular X3 X7 ex-singular
@)
X1 X8

ex-singular ex-singular

Figura 2.7:
- Torneo bipartito
- Fuerte
- Factor de ciclos C1 = (x3, X4, X5, X6, X3) Y
Cy = (x1, X8, X7, X2, X1), no es buen factor
- Ciclo hamiltoniano

(x3/ X4, X5, X2, X1, X8, X7, X6, x3)

Para garantizar la existencia de un ciclo hamiltoniano en los casos generales de
torneos multipartitos, no basta con pedir que éste sea fuerte o que sea fuerte y
contenga un factor de ciclos (véase la figura 2.8), aunque nos podamos encontrar
torneos multipartitos como el que se exhibe en la figura 2.9 que son fuertes y
contienen un factor de ciclos y ademds son hamiltonianos.
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Figura 2.8:
- Torneo 3-partito
- Fuerte
- Factor de ciclos C1 = (uq, up, us, tg, 1) y
Co = (us, ug, uy, us)
- No es hamiltoniano

uz
Uy Uy Us
Us
Ue
Figura 2.9:
- Torneo 3-partito
- Fuerte

- Factor de ciclos C1 = (uq, up, ug, 1) y
Co = (u3, uy, us, uz, uz)
- Ciclo hamiltoniano (uy, up, uy, us, iy, us, ug, Uy)






Capitulo 3

Ciclos hamiltonianos en torneos
multipartitos

Los primeros tres resultados del presente capitulo, nos muestran que la exis-
tencia de socios con ciertas caracteristicas son suficientes para garantizar que un
ciclo y una trayectoria o dos ciclos pueden unirse en un solo ciclo.

Lema 3.1

Sean D una digréfica, P = (uo,u,...,U,) una trayectoria en D y C un ciclo en
D — P. Supongamos que para todoi € {0,1,...,r — 1}, la flecha u; — u;1 o el
vértice u; tiene un socio en C y ademads que u, tiene un socio en C. Entonces D
contiene un ciclo que pasa por V(P) U V(C).

Demostracion. Procedamos por induccion sobre la longitud de P.

a) Si la longitud de P es cero entonces r = 0y asi P = (up). Por hipétesis,
existe una flecha x — y en C que es socio de uy. Asi el ciclo (x, ug,y) U Cly, x|
contiene a los vértices de C y P (véase la figura 3.1).

Up P
o
R~
D R ‘~
~ ~
N
“N\ y ~N*
~o X )
’
A ’
A Y
¥
@<------ ®

Figura 3.1: El ciclo marcado con lineas punteadas es el ciclo
que pasa por Py C.
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b) Supongamos que si la longitud de P es menor a r y satisface las hipétesis
del lema, entonces existe un ciclo que pasa por los vértices de V(P) U V(C).
Por demostrar que si P = (ug, u1,...,u,) es de longitud r y cumple con las
hipétesis del lema, entonces D contiene un ciclo que pasa por los vértices de
la trayectoria P y del ciclo C.

Demostracion. Sea la flecha x — y socio en C de up — u; o del vértice uy por
la hipétesis del lema. Elijamos el subindice i mas grande tal que u; — vy,
claramente Pluy, ;] puede ser insertado en C, dando como resultado un nue-
vo ciclo C* = (x,up) U Plug, u;] U (u;,y) U Cly, x] y una nueva trayectoria
P* = Plujyq, uyl.

Sir = i ya terminamos la demostracién. En caso contrario tenemos que P* es
una subtrayectoria de P y la trayectoria Cly, x| estd contenida en C*, ademas
los vértices de P* y los de C* son ajenos y contienen a todos los vértices de
D (vértices que quitamos de P los contiene C*). Asimismo, ninguna flecha
o vértice de P* tiene como socio a x — Y, porque por construccion i era el
subindice méas grande tal que u; domina a y, entonces toda flecha o vértice
(incluyendo a u,) de P* que tenga socio en C, tiene socio en C[y, x]. Con todo
esto concluimos que la trayectoria P* y el ciclo C* cumplen con las condiciones
del lema (véase la figura 3.2), se cumple también la hipétesis de induccion
dado que la longitud de P* es menor a r. Por lo tanto D contiene un ciclo
contenido en V(C) U V(P).

7 N - N
, P .
JUp U ui Uil Ur,
\

) @@= > @D O—D  —> @ |
i ,ﬁ 'r \\\\ //
1 ] v’

, N /
! 1 v VN s
! 1 . S _
, \ 0 ll \‘_P*,,
I 1 |
I \ o, |
| \ A
LN /RN !
\ ‘ s‘A B
\
x O®X !
(GUE c
! !
Y 2 ,
\ \ ’ ,
\ \
\ \ Vo
0<---~--~ o,
C .7

Figura 3.2: Aplicamos la hipétesis de induccién en el ci-
clo C* (marcado con flechas punteadas) y la trayectoria
Plujiq, uy).
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Lema 3.2

Sean D una digrafica, P = (ug, us,...,u,) una trayectoria en D de longitud im-
par en D y C un ciclo en D — P. Supongamos que para cada j impar, la flecha
uj—1 — u; tiene un socio en C. Entonces D posee un ciclo que pasa por los
vértices del conjunto V(P) U V(C).

Demostracion. Procedamos por induccién sobre la longitud de P.

a) Si P = (ug, u1), por la hipétesis del lema, existe una flecha x — y en C que
es socio de uy — uy, por lo tanto el ciclo (x, ug, u1,y) U Cly, x| contiene a los
vértices de Cy P.

b) Supongamos que la longitud de P es menor a r y que se satisfacen las hi-
potesis del lema, entonces existe un ciclo que contiene a V(C) U V(P). Por
demostrar que si P = (uo, u1,...,u,) y se cumplen las hipétesis del lema en-
tonces existe un ciclo contenido en la trayectoria P y el ciclo C.

Demostracion. Por hipétesis existe x — y socio en C de ug — u;. Elijamos el
indice impar i méas grande, tal que la flecha u;_1 — u; también tiene como socio
ax — y (véase la figura 3.3). Con esto podemos insertar la trayectoria P|uy, 1]
en C, dando como resultado una nueva trayectoria: P* = (U1, Uit2, ..., Uy)
de longitud impar y un nuevo ciclo: C* = (x, ug) U Plug, u;| U (u;,y) U Cly, x].

Figura 3.3: Los subindices i y 7 son impares.

Sir = iya terminamos la demostracion; si no, tenemos que P* es una subtra-
yectoria de P y la trayectoria C[y, x] estd contenida en C*. Como los vértices
que quitamos de P estan contenidos en C*, entonces C* es un ciclo en D — P*.
Ademas, ninguna flecha u#; 1 — u; (en P*) con j impary j > i, tiene como
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socio a x — y, porque por construccion u;—1 — u; es la flecha mas lejana de u
que la contiene; entonces toda flecha de P* que tenga socio en C, tiene socio
en Cly, x| (contenida en C*). Con todo esto concluimos que la trayectoria P*
y el ciclo C* cumplen las condiciones del lema. Mds atin, como la longitud de
P* es menor a r, satisface la hipétesis de induccién, por lo tanto D contiene un
ciclo que pasa por V(C) UV(P). =

Corolario 3.3
Sean D una digrafica, C un ciclo de longitud par en D y Q un ciclo en D — C.
Supongamos que para cada flecha u — v en C, ésta flecha o el vértice u tiene un
socio en Q. Entonces D contiene un ciclo que pasa por el conjunto de vértices
V(QUV(C).

Demostracion. Sea C = (ug, uq,...,U,, Up), conr impar. Analicemos dos casos.

Caso 1. Si ningtin vértice de C tiene socio en Q, entonces todas las flechas de
C tienen socio en Q. Fijémonos en la trayectoria Clug, u,], ésta es de longitud
impar y todas sus flechas tienen socio en Q, en particular aquellas de la forma
uj_1 — uj con j impar, cumpliéndose las hipétesis del lema 3.2. Por lo tanto,
D contiene un ciclo que pasa por los vértices de los ciclos Q y C.

Caso 2. Si existe al menos un vértice u; en C que tiene un socio en Q (véase la
tigura 3.4), entonces tenemos una trayectoria C (i1, ui] que pasa por todos los
vértices de C y cada flecha de la trayectoria o el vértice que estd en la cola de
cada flecha de la trayectoria, tiene un socio en Q. Asi la trayectoria Clu;;1, u;]
y el ciclo Q cumplen con las condiciones del lema 3.1. Por lo tanto D contiene
un ciclo que pasa por V(Q) UV(C). =

Uy Uy U1 Uj—q

" S O—O—0—> - —> @ o U
Uit / \
e———— e
/ * 4 \
Q
Figura 3.4: En el ciclo C, u, tiene un socio en Q. La trayecto-

ria Clu; 1, u;] y el ciclo Q cumplen las condiciones del lema
3.1.
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Los siguientes dos lemas nos ayudardn a demostrar otros resultados para digra-
ficas multipartitas semicompletas.

Lema 3.4

Sean D una digrédfica multipartita semicompleta y Q U C un factor de ciclos de
D. Si D no tiene ciclos hamiltonianos y el ciclo Q no tiene vértices singulares
con respecto a C, entonces cada flecha x — y de Q tiene un socio en C 0 ambos
vértices x e y tienen socios en C.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que no se cumple la conclu-
sion del lema, i.e., que existe una flecha x — y en Q, tal que ni ella ni el vértice
x tiene socio en C. Como Q no tiene vértices singulares con respecto a C, en-
tonces entre x y los vértices de C hay flechas en ambas direcciones, tomemos
una flecha que vaya de C a x y enumeremos los vértices de C a partir de éste.

Sea v; € V(C) el vértice que absorbe a x mas cercano a v; con i > 1, supon-
gamos que v;_1 es adyacente a x. La flecha x — v;_1 no puede existir ya que
v; es el vértice més cercano a v; tal que x — v;, pero tampoco existe la flecha
opuesta porque se tendria un socio en C del vértice x (hemos supuesto que x
no tiene socio en C). En conclusién v;_1 y x pertenecen a la misma particién
y por lo tanto v;_» y x son adyacentes al igual que v y v;_;; las flechas son
vi_a — x (x = v;_p es imposible, ya que v; es el méas cercano a v; tal que
x — v;)) y vi-1 — y (y — vi—1 no es posible pues la flecha v;_, — v;_ seria
socio de x — y). Véase la figura 3.5.

Figura 3.5: Con las flechas punteadas x — v; y v;_1 — y se
obtiene un ciclo hamiltoniano.

Entonces D contiene un ciclo hamiltoniano de la forma:

Qly, x] U (x,v;) UClvi, vi_1] U (vi_1, )

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, cada flecha x — y de Q tiene socio
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en C 0 ambos vértices tienen socio en C. =

Lema 3.5

Sea D una digrafica multipartita semicompleta que contiene un factor C; U C; tal
que C; no tiene vértices singulares con respecto a Cs_; (para i = 1,2). Entonces
D es hamiltoniana.

Demostracion. Supongamos que D no es hamiltoniana. Notemos que D es
una digrafica DMS, C; y Cs—; son dos ciclos ajenos que son un factor de D,
los vértices de C; no tienen vértices singulares con respecto a C3_; y D no es
hamiltoniana. Por el lema 3.4 tenemos que toda flecha x — vy en C; o sus dos
vértices, tienen un socio en Cz_; (i = 1,2).

La demostracion la dividimos en tres proposiciones para llegar al final a un
absurdo.

Proposicién 1. Las longitudes de los ciclos C; y C; son impares.

Si Cy o C; tuviera longitud par, entonces cumple las condiciones del corolario
3.3, 1o que es una contradiccién, ya que supusimos que D no es hamiltoniana.
Por lo tanto la longitud de ambos ciclos es impar.

Proposicién 2. Sélo las flechas de C; tienen socio en C3_; (i = 1,2).

Supongamos, sin pérdida de generalidad que en C; hay un vértice x* que
tiene socio en C,, enumeremos los vértices de C; desde u; hasta u, y x* = u,
(notemos que r es impar). La trayectoria P = (uy,uy,...,u,) y el ciclo C; son
ajenos, donde todas las flechas de P y u, (tltimo vértice de P) tienen socio en
C,. Por el lema 3.1 tenemos que D contiene un ciclo cuyos vértices contienen
al conjunto V(P) U V(C,) (véase la figura 3.6), pero eso querria decir que D
contiene un ciclo hamiltoniano y, como eso no puede ocurrir, entonces no es
cierto que C; posee vértices con socio en Cy.

Proposicién 3. Todas las flechas de C; tienen al menos dos socios en
Cs—i (i=1,2).

Sin pérdida de generalidad supongamos que x; — x; es una flecha en C;. Por
hipétesis x1 y x2 no son vértices singulares con respecto C, y no tienen socios
en C; (por la proposicion 2). Si aplicamos el mismo razonamiento que se us6
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o——> 07/.
o e (
/ X y
Figura 3.6: La trayectoria P[uy, u,] y el ciclo C, satisfacen las

hipétesis del lema 3.1, por lo tanto D posee ciclo hamilto-
niano.

para demostrar el lema 3.4, existen en C, vértices y; e y, tales que y1~ — x1,
X1 = Y17, Y2~ — X2y X2 — Y2 donde x3, y; pertenecen a la misma parte y
X2, Y2 pertenecen a la misma parte (nétese que las partes son distintas porque
x1 Y X2 son adyacentes), es por ello que y; es necesariamente diferente a y,; de
ahi que x1 e y, son adyacentes (asi también son adyacentes x; e y1). La figura
3.7 muestra lo anterior.

G

\

(50— 0> > 0—>0—

° i B °
CZ Kyl Yy Al Y2 Y2 yz\

Figura 3.7: El vértice y; es diferente a y» y las flechas
X1 — Y, y1 — X1, X2 — Yyaeyr — x (flechas gri-
ses) no existen.

Si existiera la flecha xy — y2 o y1 = — xp, entonces D tendria el ci-
clo hamiltoniano Ci[x2, x1] U (x1,¥2) U CGalya, 27| U (y27,x2) o el ciclo
Cilx2, x1] U (x1,117) U Calya™,y1] U (y1,x2). Por lo tanto existen las flechas
Yo — X1y X2 — Y. Véase la figura 3.8.

Si entre y; e y» hay dos o mds vértices dentro de C,, los vértices y1~, y1,
117, y2~, Y2 e Yo+ contenidos en C, son diferentes entre si, entonces la flecha
x1 — Xz en C; tiene dos socios en Cy, los cuales son: 1~ — y1eyx — 127,
como se muestra en la figura 3.9.
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C1
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20% 09 S>e—> o\,\
- Wn
3/1 yz

Figura 3.8: Existen las flechas y, — x1y xo — 1.

Cl X1 X2 \xl X2 Cl
S~ - >.0 o----- >e—
/’1 Phe ~~ A}
’ o’ ~ .
l’ ‘4 \\ kN
t’ - ~ \\
Set5 e > e *—i, o« " o% > e—e—ul

o i B °
G, /’yl_ Y1 e - Y2 1 \\ /’ _n ]/1 12 Y2 sz\Cz

Figura 3.9: En cada figura se observa un socio en C; de la
flecha x; — xp de C;.

Ahora bien, si entre y; e y, hay uno o ningtn vértice, notemos en la figura
3.10, que x; — x, también tiene dos socios en C; y son los mismos que en la
proposicion 2.

, + 2 u Un e
Cz/y1_ n 17 / yz\ /y1 17 it yz\vcz

Figura 3.10: En la figura de la derecha, y; e y; tiene solo
un vértice entre ellos, sobre el ciclo Cp; en la figura de la
izquierda no hay vértices intermedios.

Observemos que los dos socios de la proposicion 3sony;~ — y1eys — Yo"
pero esto es considerando que los vértice y17, y1, 1+, 2, y2 e yo T en el ciclo
C, son diferentes. Analicemos lo que sucede si el vértice y;, su predecesor o
sucesor coincide con alguno de los vértices 1,, su predecesor o sucesor, que
como vemos en la figura figura 3.11 hay tres posibilidades.
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i y1+ yi N ]/fr VA4 y1+
o— >e— e — >e— e o— >e— e
o— >e— e — Se— e — >e— e
2o V2ot oy V2ot yoo Y2y

Caso a) Caso b) Caso ¢)

Figura 3.11: Los incisos (a), (b) y (¢) muestran los tres casos
en que pueden coincidir los vértices y;~, y1 e y2, Yo+
Casod)y1 =12 , 1=V =y .
Este caso no puede darse por que y; es diferente a y,.
Casob)y1~ =1yey1 =1y .

Este caso no puede darse. Recordemos que x; — x; tiene a y;~ — y; como
socio en C, (véase la figura 3.12). Sea C* el ciclo:

Ci[xz, x1] U (v, n ") UCa[a ™, y2 ] U (2, x2)

que contiene a todos los vértices del conjunto V(C;) U V((C,), excepto por
los vértices de la flecha y1;~ — y; en C,. Por la proposicién 2, sabemos que
y1~ — Y tiene un socio en Cj, ese socio no puede ser x; — Xz, pues Y
no domina a x;; recordemos que si esto es cierto, se formaria el ciclo hamilto-
niano:

Ci[xz, x1] U (x1, 11 7) UCalya ™, y1] U (y1, x2).

Entonces y1~ — Y1 tiene un socio en la trayectoria P[xz, x1] que pertenece a
C*, formando asi un ciclo hamiltoniano de D, lo cual no es posible porque
supusimos lo contrario. Por lo tanto, este caso tampoco puede darse.

Caso i~ =1

Similarmente al caso anterior, cuando examinamos que si entre y; e y> no hay
vértices sobre el ciclo C,, entonces x; — x5 tiene dos socios en C,. Podemos
observar este caso en la figura 3.13. Con esto terminamos la demostracién de
la proposicion 3.

Concluimos que todas las flechas de C; tienen al menos dos socios en Cs_; para
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Figura 3.13: Caso c) y1~ =y ™.

Por ultimo, supongamos sin pérdida de generalidad que la longitud de C; es
igual o mayor a C,, por la proposicién 3 cada flecha en C; tiene dos socios en
C». Por lo tanto, en C; existen dos flechas x; — y; (i = 1,2) con un socio comin
u — ven C,. Como C; es impar, una de las trayectorias Q = Ci[y1t, %27 ]y
P = Cily2", x17] tiene longitud impar y la otra par. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que la trayectoria Q) es impar; tenemos que:

C* = Cz[?), 1/[] U (1/[, XZ) U C1 [xz,yl] U (y1,7))

es un ciclo de D que deja fuera a los vértices de la trayectoria Q. De igual
forma que en la proposicién 3, cada flecha de Q tiene un socio en C, diferente
de u — v; por lo tanto, cada flecha de Q tiene socio en C*.

Notemos que Q es trayectoria de longitud impar, C* es el ciclo con vértices
en D — Q y todas las flechas en Q (en particular las de la forma u; — u;q
con i impar) tienen un socio en C*. Entonces por el lema 3.2 D contiene un
ciclo cuyos vértices contienen al conjunto V(C*) U V(Q), obteniendo un ciclo
hamiltoniano, lo cual contradice la suposicion inicial.

Por lo tanto D contiene un ciclo hamiltoniano. =
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El lema 3.6 nos proporciona nuevas condiciones suficientes para que una DMS
sea hamiltoniana. El resultado es importante ya que servird para demostrar el
teorema 3.7.

Lema 3.6
Sea D una digrafica multipartita semicompleta. Si D contiene un buen factor
C1 U Gy, entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. La demostracion se divide en casos.
Caso 1. Alguno de los dos ciclos no tiene vértices singulares.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C; no tiene vértices singulares
con respecto a Cy.

Caso a) C; no tiene vértices singulares.
Por el lema 3.5, D tiene un ciclo hamiltoniano.
Caso b) C; tiene vértices singulares.

Como C; no tiene vértices singulares con respecto a C,, entonces en C, hay
flechas que salen y entran, por lo tanto los vértices de C, no pueden ser todos
in-singulares ni todos ex-singulares con respecto a Cj.

Caso b.1) G, tiene al menos un vértice ex-singular.

Sea x € V(C,) un vértice ex-singular con respecto a Cj, tal que x* no es ex-
singular, de ahi que x* absorbe a un vértice del ciclo C;. Sea y en V(C;) que
domina a x™.

Si x e y son adyacentes, la flecha entre ambos es x — y pues x es ex-singular,
entonces x — x* es socio de y. Supongamos que D no es hamiltoniana, por
el lema 3.4 cada flecha de Cj, el vértice de la cola o el de la cabeza de la fle-
cha tiene socio en C,. Consideremos la trayectoria C1[y ™", y] y observemos que
cumple las condiciones del lema 3.1, por lo tanto existe un ciclo cuyos vértices
contienen tanto a los vértices de C1[y™, y] como de C,. Dado que éstos vértices
abarcan todos los vértices de D, entonces D es hamiltoniana, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto para el caso en que exista la flecha x — y, existe un
ciclo hamiltoniano en D (véase la figura 3.14).
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N
™

o——— e

/x x‘L\JCZ

Figura 3.14: El vértice x es ex-singular con respecto a C; y
son adyacentes x e y.

Si x e y no son adyacentes entonces pertenecen a la misma parte. Asi x e y*
son adyacentes, con lo que tenemos la flecha x — y* porque x es ex-singular
con respecto a C,. Se forma el ciclo:

Gly"yl Uy UG U (xy")

que pasa por todos los vértices de D y por lo tanto es hamiltoniana (véase la
figura 3.15).

+ G
\ ]Z%yo/

———e

/x x’L\JCZ

Figura 3.15: El vértice x es ex-singular con respecto a C; y
no son adyacentes x e y.

Caso b.2) C; tiene al menos un vértice in-singular.

Sea x € V(C;) un vértice in-singular con respecto a Cj, tal que x™ no es in-
singular, de ahi que x~ domina a un vértice del ciclo C;. Sea y € V(C;) tal
que x~ — y. Al igual que en el inciso b.1), se analiza el caso en que x e y
son adyacentes y el caso en que no son adyacentes la demostracion es similar
(véase la figura 3.16).

Caso 2. Ambos ciclos tienen vértices singulares.

Por la definicién de buen factor, C; y C, tienen vértices in-singulares o ambos
tienen vértices ex-singulares.
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a) C b) C
Ny s oy v

™ Pt

o———e ———e

/x‘ x\Cz /x‘ X\Cz

Figura 3.16:

a) El vértice x es in-singular con respecto a C; y son adya-
centes x e y. La flecha x~ — x essocio de y.

b) El vértice x es in-singular con respecto a C; y no
son adyacentes x e y. Se forma el ciclo hamiltoniano
il vl U (1,%) U Gl x ] U (x-,yt).

Caso a) C; y C; tienen vértices ex-singulares.

Sea x un vértice ex-singular de C; y sea y un vértice ex-singular de C,. El vérti-
ce x no puede ser adyacente a y, por lo tanto pertenecen a la misma particion,
de ahi que x — y* ey — x* forman el ciclo hamiltoniano:

Cilx™, x] U (x,y") UG[y™,y] U (v, xT).

Véase la figura 3.17.

C1
+
\\ f%xo/

s

*—— e

/y y+\4c2

Figura 3.17: El vértice x es ex-singular con respecto a
G e y es ex-singular con respecto a Cj, los dos vérti-
ces pertenecen a la misma particiéon. Se forma el ciclo
Gyt yl U (y,x") U Gl 2] U (oy”)

Caso b) C; y C,, tienen vértices in-singulares.

Sean x un vértice in-singular de C; e y un vértice in-singular de C,. Esos vér-
tices pertenecen a la misma particién, porque no pueden ser adyacentes, en-
tonces tenemos que x~ — y ey~ — x, con ello se forma el ciclo hamiltoniano:
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Coly,y 1V, x) UG, x7 U (x 7, y).
Véase la figura 3.18.

C1
N

*—— e

/ - y\c2

Figura 3.18: El vértice x es in-singular con respecto a
C2 e y es in-singular con respecto a Cj, los dos vérti-
ces pertenecen a la misma particiéon. Se forma el ciclo

Cly,y 1 U (y,x) UCGlx,x ] U (x7,y).

El teorema 3.7 proporciona condiciones suficientes para que torneos multipar-
titos en general sean hamiltonianos. Y en los resultados siguientes se aplica el
teorema 3.7 para obtener informacién de hamiltonicidad en DMS que no cum-
plen todas las condiciones del teorema.

Teorema 3.7

Si D es una digrafica multipartita semicompleta fuerte que contiene un buen
factor de ciclos F = C;UC,U...UC; (t > 1), entonces D tiene un ciclo hamil-
toniano.

Demostracion. La demostracion se sigue por induccién sobre el ntimero de
ciclos en el factor.

a) Para t = 1 es trivial y para el caso t = 2 queda demostrado con el lema 3.6.

b) Supongamos que si D’ es una DMS, cumple con las hipétesis del teorema y
su factor de ciclos tiene t — 1 elementos, entonces D’ es hamiltoniana. Demos-
traremos que si el factor de D es 7 = C; UG, U ... U Gy, entonces D tiene un
ciclo hamiltoniano.

Demostracion. La subdigrafica inducida D(C; U C, U ... U C;_4) tiene un
factor de t — 1 ciclos. Notemos que es buen factor ya que un subconjunto de
elementos de un buen factor también lo es, de ahi que es fuerte. Por lo tanto
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al aplicar la hipétesis inductiva, tenemos que la subdigrafica tiene un ciclo
hamiltoniano, llamemos H a tal ciclo.

Si H y C; es un buen factor, por el lema 3.6, D tiene un ciclo hamiltoniano.

Si H y C; no es un buen factor en D entonces, por la definiciéon de buen factor,
los dos ciclos tienen vértices singulares y por ser D fuerte tanto en C; como en
H hay vértices no-singulares. Si suponemos, sin pérdida de generalidad, que
H tiene vértices ex-singulares con respecto a C; (y por lo tanto C; tiene vértices
in-singulares con respecto a H) y denotemos a los subconjuntos de vértices
como sigue (véase la figura 3.19):

- V(H) = EUN, donde E es el subconjunto de vértices ex-singulares y N el
subconjunto de vértices no-singulares de H con respecto a C;.

-V(C;) = 1US, donde I es el subconjunto de vértices in-singulares y S el
subconjunto de vértices no-singulares con respecto a H.

Ninguno de los cuatro subconjuntos es vacio por el argumento antes expuesto.

V(H) V(C)
E (ex — singulares) I (in — singulares)
N (no — singulares) S (no — singulares)

Figura 3.19: Agrupacion de los vértices de H y C;. Cada sub-
conjunto es no vacio (H y C; no es un buen factor).

Por hip6tesis de induccién existe un ciclo hamiltoniano Q contenido en
D(Cy U ... U C;).Como la digrafica inducida tiene un buen factor formado
por t — 1 ciclos, entonces es fuertemente conexa.

Si C; contiene solo vértices de N, entonces son no-singulares con respecto a Q
(véase la figura 3.20) y por el lema 3.6 D es hamiltoniana.

Como C; contiene también vértices de E y por ser C; y C; elementos de un
buen factor, entonces existe un vértice x € V(C;) ex-singular con respecto
a C; y x pertenece necesariamente a S, ya que un vértice ex-singular de C;
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con respecto a C; no puede ser in-singular con respecto a H (véase la figura
3.21). El vértice x pertenece a Q y también es ex-singular con respecto a Cy,
por lo tanto H U C; es un buen factor de D y por el lema 3.6, D tiene un ciclo
hamiltoniano.

Figura 3.20: Los vértices no-singulares en C; con respecto a
C: también son no-singulares con respecto a Q.

Figura 3.21: Hay un vértice y en C; ex-singular con respecto
a C; y por ser los dos ciclos elementos de un buen factor,
entonces hay un vértice x en V(C;) ex-singular con respecto
a Cy; x € S ya que un vértice ex-singular de C; con respecto
a Cq no puede ser in-singular con respecto a H.

El reciproco del teorema 3.7 no es necesariamente cierto, un contraejemplo lo
encontramos en la figura2.9!, donde tenemosuna digrafica semicompleta

IP4gina 31
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3 - partita, fuerte con un factor de ciclos C; U C,. Dicha digréafica es hamiltoniana
pero C; U C; no es buen factor, ya que todos los vértices son no-singulares

excepto dos: Up es ex—singular con respecto a(Cy Yy Uz es in—singular con respecto
a C1.

Teorema 3.8
Una digrafica multipartita semicompleta D tiene una trayectoria hamiltoniana
siy solo si tiene un casi-factor.

Demostracion.
Si D tiene una trayectoria hamiltoniana P, entonces D tiene un casi-factor for-
mado solo por la trayectoria P.

Para demostrar la suficiencia del teorema vamos a dividir el andlisis en dos ca-
sos: cuando el casi-factor de D contiene una trayectoria P y un ciclo; y cuando
contiene una trayectoria P y més de un ciclo.

Caso 1. P U C es un casi-factor de D.

Demostraremos que existe una trayectoria P’ que pasa por todos los vértices
de D. Sean u y v los vértices inicial y final de P respectivamente.

Caso a) Si u es no-singular o es in-singular con respecto a C.

Existe un vértice x en el ciclo tal que u — x y se forma la trayectoria hamilto-
niana C[x*,x] UP.

Caso b) Si v es no-singular o es ex-singular con respecto a C.

Existe un vértice y en C tal que y — v que forma la trayectoria hamiltoniana
Cly*,y] UP. En la figura 3.22 se ilustran los casos a) y b).

Caso ¢) Si u es ex-singular y v es in-singular con respecto a C.

Sea D’ la digrafica multipartita semicompleta obtenida al agregar un nuevo
vértice w a D, asi como la flecha w — u y las flechas z — w para todo vértice
z en D excepto por u. El vértice w es el inico vértice de una nueva parte, los
ciclos C y C’ (formados por P[u, v] U (v, w) U (w, u)), son un factor de ciclos de
D' (véase la figura 3.23). Pero como el ciclo C’ tiene vértices tanto ex-singulares
como in-singulares con respecto a C, se sigue que son un buen factor de ciclos.
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Por el lema 3.6, D’ posee un ciclo hamiltoniano y al quitar el vértice w de dicho
ciclo, obtenemos una trayectoria hamiltoniana en D.

) ‘ x/ \f b) /.\C

" ° Yy
4 .
A A
l' »
K L P ) L P “‘
l’ '
! \
\4
— Se—e—>---—>e—>e ° ° ° — e
u P 0 u P 0
Figura 3.22:

a) El vértice u es no-singular o in-singular con respecto a
C, se forma la trayectoria hamiltoniana C[x™, x| U P, para
algun vértice x de C y en donde x™ es el sucesor de x en el
ciclo.

b) El vértice v es no-singular o ex-singular con respecto a
C, se forma la trayectoria hamiltoniana C[y™,y] U P, para

algun vértice y de C y en donde y* es el sucesor de y en el
ciclo.

Figura 3.23: El vértice u es ex-singular y el vértice v es in-

singular con respecto a C. Agregamos a D el vértice w para
formar el ciclo C'.

El vértice x en C no es ex-singular y y en C no es in-singular
con respecto a C'.

Cas02. PUC; UCyU...U Cy es un casi-factor de D (k > 1).

Al aplicar recursivamente el caso 1) a la subdigréfica inducida por la trayec-



CAPITULO 3. CICLOS HAMILTONIANOS EN TORNEOS MULTIPARTITOS 51

toria y uno de los ciclos del casi-factor, obtenemos la trayectoria hamiltoniana
buscada. =

Lema 3.9

Sea D una digréfica multipartita semicompleta y fuertemente conexa, que con-
tiene una subdigréfica 1-dirregular ¥ = C; UG, U...UC; tal que para cada
,j (1 <i<j<t)setiene que C; = Cjo C; = C;. Entonces D tiene un ciclo de
longitud al menos |V (F)].

Demostracion. Mostraremos que en D existe un ciclo que pasa por todos los
vértices de F y por lo tanto tendré longitud al menos el orden de F.

Sea T(F) el torneo que se obtiene al condensar C; en ¢;. Notemos que
C1,€2,...,C son sus vértices y ¢; — ¢j siy solosi C; = C;jen D. Sea H la
subdigréfica inducida por los vértices de 7 en D y W es una parte de D tal
que C; pasa por ella.

Consideremos dos casos:

Caso 1. T(F) es fuerte.

Notemos que T(F) tiene un ciclo hamiltoniano. Sin pérdida de generalidad
supongamos que dicho ciclo hamiltoniano es (¢1, ¢y, ..., ¢, ¢1) en T(F) (véase
la figura 3.24); porlotantoC; = G, = ... = C, = Cyen D.

Cs C, . .
2 H: DTE): v

C4 < O Cl ) @ e (]

Figura 3.24:

a) F = C1 U Cp UC3 U Cy es una subdigrafica 1-dirregular y
H es D<C1 UCUC3U C4>.

b) T(F) es fuerte y tiene un ciclo hamiltoniano. Reenume-
ramos los vértices de forma tal que la numeracién corres-
ponda con el recorrido que hace el ciclo hamiltoniano.



52

Sea {wy, wy, ..., w;} una coleccién de vértices donde a w; € V(C;) lo seleccio-
namos de la siguiente forma:

i) Para los ciclos C; que pasan por W, elijamos un vértice w; € V(C;) N W
(por la forma en cémo escogimos W sabemos que C; pasa por W).

i) En los ciclos donde tanto C; como C;;; no pasan por W, elijamos un
vértice w; tal que w;” y w;+1 no estén en la misma parte (1 < i < £).

i11) Si C; no pasa por W pero C;1 si pasa por W, elijjamos como w; a cual-
quier vértice de C;. En particular w; es cualquier vértice de C;.

Observacion: Existe la flecha w;~ — w;1 conw;~ € V(C;) y wit1 € V(Ciy1)
donde 1 < i < t. Si C; pasa por W, entonces existe w;~ — wj. Si C; no pasa
por W, entonces cualquier vértice de C; es adyacente a w; y existe la flecha
wy — W1.

Obtenemos en H el ciclo hamiltoniano:

Cilwy, w1 | U Clwy, wo | U ... UCwy, wy | U (w;—, wr).
Por lo tanto D tiene un ciclo de longitud |V (F)| .
Caso 2. T(F) no es fuerte.

De acuerdo al teorema 2.3 ? que demostramos en el capitulo 2, T(F) tiene una
coleccién ordenada de componentes fuertes Xy, Xy, ..., X tal que X; = X; si
i < j. Nombremos a £ como la subdigrafica 1-dirregular inducida por la colec-
ciéon de componentes. Notemos que V(L) = V(F). Definamos a T(£L) (conoci-
do como la condensacién de T(F)) como el conjunto de vértices Z1,Zy, ..., Z;
donde Z; corresponde a X; paratodai = 1,...,s condenso X; en Z;. Entonces
T(L) tiene una trayectoria hamiltoniana y si renombramos los vértices pode-
mos expresarla como (Z1,Z;,...,Z;s), donde cada Z; es un ciclo de £. Como
T(L) es aciclica, implica que no hay flechas que vayan de Z; a Z; con i < j
(véase la figura 3.25).

ZP4gina 24
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a) H: G &) b) T(F) :

C3
°

LN

7

c c
c c 5 6
¢) D(X;1 UXo U X3 U Xy) d) T(L)
C
\/\02 X Zy Z
o C; ) < ° ®
e
Cy
[ J [ J
2y Z3
X; X,
Figura 3.25:

a)]—":C1UC2UC3UC4UC5UC6.

b) T(F) no es fuerte. Los ciclos C;, C; y C3 forman una co-
leccion de ciclos que inducen una componente fuerte.

c) L = (X3 UXpUX3UXy) es una subdigréfica 1-dirregular.
d) T(L) no tiene ciclos. Se renombran los vértices para ver
la trayectoria hamiltoniana de la forma (Z1, Z,, Z3, Z4).
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Por ser D fuerte, existen trayectorias que van de los vértices de Z; a vértices de
Z; (i < s) y para estas trayectorias son necesarias flechas que lleven el sentido
opuesto al que tiene la subdigrafica inducida por F, entonces necesariamente
dichas trayectorias contienen por lo menos un vértice en el complemento de
V(F). Asi podemos encontrar una trayectoria P que va de algan vértice de
Zs hacia un vértice en Z,;, donde g < s, siendo g el menor posible, tal que los
vértices intermedios de P no estén en F.

Seanu, € V(Z,) y us € V(Z;) los extremos de P andlogamente al ciclo del caso
1), construyamos una trayectoria que recorra todos los vérticesde Z, U. .. U Z;.
Asi tenemos la trayectoria:

Zolug, ug 1 U Zgq[uga, uga | U U Zg[us™, ug).
Si insertamos P a esta nueva trayectoria, obtenemos un ciclo:
7" = Zglug, ug U Zga[uga, uga U U Zg[us ™, us] U Plug, ug).

Véase la figura 3.26.

Figura 3.26: P(Z1 UZyU...UZ,;U...UZ;) es una trayecto-
ria hamiltoniana en F.

D es fuerte, existe la trayectoria P(us, uq), los vértices in-
termedios pertenecen a V(D) \ V(F). Es posible reempla-
zar los ciclos PU Z, U... U Zs por un solo ciclo Z*.

Si reemplazamos los ciclos Z,, ..., Z; por la subdigréfica 1-dirregular Z*, ob-
tenemos un ntiimero menor de ciclos Zy, ..., Z, 1,Z*, que es una subdigréfica
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de D y contiene los vértices de F, més otros que no estdn en F.

Procediendo recursivamente habremos construido un ciclo que pasa por todos
los vértices de F y vértices que no estan en F, por lo tanto existe un ciclo en
D de longitud al menos |V (F)|. =

Lema 3.10

Sea D una digrafica multipartita semicompleta fuerte tal que puede ser partida
en dos ciclos C y C’ que contienen a todos los vértices de D. Entonces D tiene un
ciclo de longitud al menos n — 1 que incluye a todos los vértices de C.

Demostracion. La demostracion la dividimos en dos casos.
Caso 1. C y C’' son un buen factor de D.

Por el teorema 3.7, D es hamiltoniana y por lo tanto tiene un ciclo de longitud
al menos n — 1.

Caso 2. C y C' no son un buen factor de D.

Como no es un buen factor, ambos ciclos tienen vértices singulares con res-
pecto al otro. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que todos los vértices
singulares de C con respecto a C’' son ex-singulares y que todos los vértices
singulares de C’ son in-singulares con respecto a C. Como D es fuertemente
conexa, tanto C como C’ deben tener vértices no-singulares.

Tomemos x un vértice de C que sea no-singular con respecto a C’, tal que su
predecesor x~ en C sea ex-singular e y un vértice en C’ que domine a x. Si x~
es adyacente a y*, entonces D tiene un ciclo hamiltoniano:

Clx,x JU(x7,y") UCTy", vy U (y,x).

Si x~ no es adyacente a y* entonces ambos vértices pertenecen a la misma
parte; por lo tanto x~ e y* pertenecen a partes distintas y como x~ es ex-
singular, tenemos que x~ — y 't (véase la figura 3.27). Entonces D tiene un
ciclo de longitud n — 1 que contiene a todos los vértices de C y a los de C,
menos el vértice y:

Clo, x U (a7, y ) Uy YU (Y, x). =
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Figura 3.27: El vértice x es no-singular con respecto a C' y
x~ es ex-singular con respecto a C’; hay flecha de x~ hacia
yT ohaciaytt.

Teorema 3.11

Si

D es una digrafica multipartita semicompleta fuerte y contiene una subdigra-

fica 1-dirregular 7 = C; UGy U... U C; con p vértices (p < n), entonces para
cada ciclo C; existe un ciclo en D de longitud al menos p — t 4 1, que pasa por
todos los vértices de C;.

Demostracion.

Escojamos un ciclo C; en . Si los vértices de algtin par de ciclos de F inducen
una subdigrafica fuerte en D entonces, por el lema 3.10, existe un ciclo C* que
excluye a lo mds a un vértice de uno de los dos ciclos, evitando que sea de Cs.
Con los ciclos restantes repetimos el proceso anterior tantas veces como sea
necesario, cuidando que los vértices de C; permanezcan en los nuevos ciclos,
hasta llegar a cualquiera de los dos casos siguientes:

Caso a) Un solo ciclo que habré perdido a lo méas t — 1 vértices, y por lo tanto
la longitud del ciclo es por lo menos p — (t — 1), que por construccién contiene
a los vértices de C;.

Caso b) Un conjunto de ciclos C'1,C’y, ..., C', tales que ningun par induzca
digraficas fuertes y tal que para alguna i, los vértices de C; estén en C’;. Dicho
conjunto de ciclos ha perdido alo mas t — k — 1 vértices. Las flechas entre cada
par de ciclos C'; y C'; (i # j) vande C'; a C'; o de C’; a C'; (si hay flechas en
ambas direcciones entonces C’; y C’; inducen una subdigréfica fuerte, lo cual
no puede suceder). Aplicando el lema 3.9, obtenemos un ciclo con todos los
vértices de C'y,C’y, ..., C', de longitud por lo menos p — t + k, que es mayor
oigualap—t+1. »
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Corolario 3.12

Si una digrafica multipartita semicompleta D es fuerte y tiene una subdigrafica
casi 1-dirregular / = PUC; UG U... U C; con p vértices, donde la trayectoria
es P = (x9,x1,...,Xr), entonces D contiene una trayectoria de longitud al menos
p —t — 1, que comienza por xo.

Demostracion.

Agreguemos un vértice w a D junto con las flechas z — w para todo z en
F excepto xg y la flecha w — x¢. De esta forma obtenemos la digréfica
D' que es multipartita con la misma particién que D, salvo que w queda en
una parte, un ciclo C’ = P U (y,w) en D’ y una subdigrafica 1-dirregular
F' = C UC UGC U ... UC(conp+1vértices) en D’ (véase la figura
3.28).

- P " Cr

S Xo X1
. e—>e—> eo O—>@ eO

Figura 3.28: Al agregar el vértice w a D tal que w domine
a xo ys los demads vértices de D dominen a w, formamos
la digrafica D’ que contiene un ciclo C’ que pasa por los
vértices de P y por w. Con esto tenemos una subdigréfica
1-dirregular de D’ a la que llamaremos F’ formada por los
ciclosC'UC; UG U...UC.

Por el teorema 3.11, tenemos que en D’ existe un ciclo C” de longitud al menos
(p+1)—(t+1)+1, que incluye a todos los vértices de C’. Si recorremos a
C” a partir de w, el vértice que debe ser sucesor es x, ya que éste es el tinico
vértice que absorbe a w. Entonces al quitar el vértice w de C” nos queda una
trayectoria en D’ y también en D que inicia en xy y tiene como longitud al
menosp —t+1—2.
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El siguiente teorema nos proporciona las condiciones suficientes y necesarias
para que un torneo bipartito sea hamiltoniano.

Teorema 3.13
Una digrafica bipartita semicompleta B es hamiltoniana si y solo si es fuerte y
tiene un factor.

Demostracion. La demostracion de la necesidad es inmediata, ya que si B es
hamiltoniana, entonces es fuerte y tiene un factor de ciclos que contiene tni-
camente un ciclo.

Para demostrar la suficiencia, recordemos que los ciclos en una digrafica bi-
partita siempre tienen longitud par.

Sean C y C’ dos ciclos del factor de B, donde s y t son el niumero de vértices
de C y C’ respectivamente. Si los dos ciclos inducen una subdigréfica fuerte,
entonces aplicamos el lema 3.10 para obtener un ciclo cuya longitud es s 4-t o
s+t — 1. La segunda opcién nos resulta un ntimero impar y ya que s y f son
pares, entonces la longitud del ciclo es s + ¢, por lo tanto contiene a todos los
vértices del conjunto V(C) U V(C').

Aplicando recursivamente el mismo argumento llegaremos a un ciclo hamil-
toniano o a un factor F’ de ciclos X; U X, U...U X}, donde X; = X;0 X; = X;
(para todo i # j). Apliquemos el lema 3.9 al factor anterior y concluimos que
hay un ciclo de longitud |V (F")|, i.e., hamiltoniano y por lo tanto B es hamil-
toniana. =

Y por ultimo, en el teorema 3.14 nos indica otra subclase de DMS en donde
existen condiciones suficientes y necesarias para tener un ciclo que recorra a
todos sus vértices.

Teorema 3.14
Una digrafica multipartita semicompleta y ordinaria D, es hamiltoniana si y solo
si es fuerte y tiene un factor.

Demostracion.

Si D es hamiltoniana, entonces es fuerte y tiene un factor formado por un solo
ciclo. Con esto queda demostrada una parte del teorema, para la suficiencia
tenemos lo siguiente.
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Sea F el factor de ciclos de D y t el niimero de ciclos de /. Notemos que cada
subdigréfica inducida por un subconjunto de ciclos de F es también ordinaria,
ya que la direccién de las flechas entre los vértices de la subdigrafica es la
misma en D. Sit = 1, ya terminamos, en otro caso procedemos como sigue:

Tomemos un par de ciclos C y C' de F, que induzcan una subdigrafica fuerte
en D. Supongamos que existen dos vértices x e y en la misma parte, tales que
x € V(C)ey € V(C'). Como x va a x* entonces y también va a x, por ser
ordinaria la subdigréfica. De igual forma ocurre con la existencia en D de la
flecha x — y™. Por lo tanto se obtiene el ciclo:

Clx™, x]U (x,y" ) UC[y", y] U (y,x7)

que recorre a todos los vértices de C U C'. La construccién de dicho ciclo se
observa en la figura 3.29.

\f x-S )

A,

Figura 3.29: Los vértices x e y no son adyacentes. Con las
flechas punteadas o las no punteadas, existe un ciclo que
contiene al conjunto V(C) U V(C").

Si entre C y C’ no hay vértices que pertenezcan a la misma parte, también se
puede construir un ciclo hamiltoniano para la subdigréafica D(C U C’); la de-
mostracion de esta afirmacion es similar a la del lema 3.10, la cual se reproduce
brevemente a continuacion.

Sea D' = D(CUC'). Si Cy C’ son un buen factor de D’, entonces por el teo-
rema 3.7 D’ es hamiltoniana y tiene un ciclo de longitud |V(C) U V(C’)|. Si
no son un buen factor entonces C y C’ tienen vértices tanto singulares como
no-singulares (por tratarse de una digrafica fuerte) con respecto al otro. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que los vértices singulares de C con res-
pecto a C’ son dnicamente vértices ex-singulares y los vértices singulares de
C’ con respecto a C son solo in-singulares.
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Sea x € V(C) un vértice no-singular con respecto a C’, tal que su predecesor
x~ en C sea ex-singular y sea y el vértice de C’ adyacente a x dado por la
flechay — «x. El vértice x~ es adyacente a y pues no pertenecen a la misma
particion, entonces D’ tiene un ciclo hamiltoniano:

Clx,x7] U (x—,y") U C'ly",y] U (v, x).

Véase la figura 3.30.

\ x )

Figura 3.30: El vértice x~ es ex-singular con respecto a C' y
x es no-singular con respecto a C'.

En conclusién, cada par de ciclos que induzcan subdigraficas fuertes contie-
nen un ciclo que pasa por todos sus vértices. Continuamos el proceso hasta
llegar a un solo ciclo (con lo cual terminarfamos la demostracién) o hasta que
ningtn par de ciclos sea fuerte. Este tltimo caso se traduce en que no hay fle-
chas en ambas direcciones entre dos ciclos, i.e., tendriamos las condiciones del
lema 3.9, con lo cual D es hamiltoniana. =



Conclusiones

Los teoremas 2.5 3, 3.13 * y 3.14 ° nos muestran que para subclases de DMS
encontramos condiciones suficientes y necesarias para la existencia de ciclos ha-
miltonianos. Las subclase son:

- 1. Bipartitas.
- 2. Torneos (donde el orden 1 es igual al niimero de partes de la particion).
- 3. Ordinarias.

El teorema 3.7 ® proporciona condiciones suficientes para la hamiltonicidad en
digraficas multipartitas semicompletas en general. Al aplicarlo en DMS que no
cumplen con todas las condiciones del teorema, nos da informacién sobre la exis-
ten de trayectorias hamiltonianas y ofrece un mejor limite inferior de la longitud
del ciclo més largo.
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