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Introduccion

Es razonable pensar que para encontrar propiedades sobre procesos es-
tocasticos definidos en estructuras algebraicas, es conveniente estudiar éstas
por separado. A esas estructuras las podemos estudiar de muchas maneras,
en particular, a través de ciertos homomorfismos. En nuestro caso las estruc-
turas algebraicas seran los grupos finitos. El estudio lo haremos a través de las
representaciones lineales de grupos finitos (las cuales son homomorfismos), y
los procesos estocasticos seran las caminatas aleatorias en un grupo finito GG
generadas por cualquier medida de probabilidad () definida en G.

En un curso de licenciatura de procesos estocasticos se demuestra que
cualquier cadena de Markov (cualquier caminata aleatoria es una cadena de
Markov) aperiédica, irreducible y positiva recurrente tiene una tnica dis-
tribucion estacionaria. Si ademés suponemos que el espacio de estados es
finito entonces podemos asegurar que, sin importar cual sea la distribucién
inicial X, la distribuciéon de la cadena convergerd a la distribucion esta-
cionaria cuando n — oo. Muchas veces dicha distribuciéon estacionaria es
la distribuciéon uniforme. Este trabajo es un intento de obtener cotas para
estimar el tiempo necesario para alcanzar ese estado estacionario, es decir,
acotamos el tiempo requerido para que la cadena tenga una distribuciéon
aproximadamente uniforme.

En el capitulo 1 se aborda la teoria elemental de las representaciones
lineales de grupos finitos. El capitulo 2 es de referencia, y en él se aborda
brevemente el tema de cadenas de Markov. En el capitulo 3 estudiamos las
caminatas aleatorias en Z y finalizamos el capitulo dando un teorema sobre un
criterio de recurrencia para caminatas aleatorias en Z. En el capitulo 4 (que
es la aplicacion del capitulo 1) se estudian las caminatas aleatorias definidas
en un grupo finito G generadas por cualquier medida de probabilidad @
definida en G. Ademas se obtienen cotas (superiores e inferiores) acerca del
tiempo que le toma a la cadena aproximarse al estado estacionario. En el
apéndice A se introducen los tiempos de paro y las martingalas. El apéndice
B es acerca de teoria de grupos y algebra lineal. El trabajo finaliza con un
glosario de simbologia, seguido por la bibliografia.
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Capitulo 1

Representaciones lineales

En las secciones 1.1 y 1.2 de este capitulo desarrollaremos la teoria ele-
mental de las representaciones lineales de grupos finitos. Introduciremos la
nocion de caracter de una representacion y se vera qué relacion guarda con la
representacion, ademés de otros resultados. En la seccién 1.3 expondremos
los conceptos de transformacion de Fourier asociada a una representacion
y el de convolucion de dos medidas de probabilidad definidas en un grupo
finito. De esto ultimo se obtendran algunos resultados que seran de vital im-
portancia en el capitulo 4. Los requisitos para este capitulo son: teoria de
grupos finitos, algebra lineal y probabilidad, todos a un nivel elemental. La
bibliografia de este capitulo es [1], [7] v [8].

1.1. Representaciones lineales de grupos finitos

Definicion 1.1. Sean G un grupo, V' un espacio vectorial y GL(V) el con-
junto de automorfismos de V. Una representacién lineal de G en V es
un homomorfismo p : G — GL(V). A la dimension de V' la llamaremos el
grado de la representacion y la denotaremos por d,.

Asi, una representacion lineal es un homomorfismo de G en el conjunto de
automorfismos de V. Siempre consideraremos grupos finitos y espacios vec-
toriales complejos o reales de dimension finita a menos que sea especificado.

Observacion. Denote por GL(n, F) al grupo de matrices invertibles de
n x n sobre F. A veces convendra trabajar con matrices. Teniendo en cuenta
que GL(V) ~ GL(n, F') y tomando una base  de V' podemos considerar el
homomorfismo de grupos p : G — GL(n, F') dado por p'(g) = [p(g9)]s, que

1



2 CAPITULO 1. REPRESENTACIONES LINEALES

por conveniencia, seguiremos llamando p. Es importante senalar que el ho-
momorfismo depende de la base, y siempre que podamos utilizaremos bases
canonicas.

Ejemplo 1.1. Sea G un grupo finito, consideremos p : G — GL(1,C) dada
por p(g) = 1 para todo g € GG, entonces p es la representacion trivial de G.

Ejemplo 1.2. Sea p : G — GL(V) una representacion lineal de G en V' y
sea H < G cualquier subgrupo de G. Entonces 7 = p|g es una representacion
lineal de H en V. Note que n : H — GL(V). Si hg, hy € H, es claro que
hohi € H'y

n(hoh1) = p(hoh1) = p(ho)p(h1) = n(ho)n(h1).
Por lo tanto n = p|y es una representacion lineal de H en V.

Ejemplo 1.3. Sea G un grupo finito de orden n, entonces una representacion
compleja de G de grado d, = 1 es un homomorfismo p : G — GL(1,C) tal
que para todo g € G se tiene p(g)" = p(g™) = 1, asi p(g) es una de las n
rafces n-ésimas de la unidad, es decir, p(g) = (e )™, donde m, es un entero
no negativo que depende de g.

Ejemplo 1.4. Sean Zs el grupo de enteros modulo 3 y p : Zz — GL(R?)
dada por
Id si [n] = [0],
pin)) = § rot(Z) i [n] = [1],
ror(25) i [n] = [2),

donde rot(0) es la rotacion por € grados, entonces p es una representacion de
grado d, = 2. Notemos que ni rot(3F) ni rot(%) son diagonalizables.

Ejemplo 1.5. Sean G = S, (el grupo de todas las permutaciones en
{1,2...,n}), B la base candnica de R", y p: S, — GL(n,R) dada por

p(m)(e:) = exi).
Sean w,0 € S,, entonces tenemos que
p(moo)e; = erogy = p(T)eq) = p(m)p(o)e.

Asi, p es una representacion de grado d, = n. Aterricemos este ejemplo para
n = 3. Sean m = (12), 0 = (23)! ambas permutaciones en S3. Entonces

0(7)61 = e2, P(W)€2 = e, 0(7)63 = €3;

IEscribiremos las permutaciones como producto de ciclos disjuntos, cuya forma es tinica,
salvo por el orden de los productos. Los ciclos de longitud 1 los omitiremos. Asi tenemos
que 7(1) =2, 7(2) = 1 y 7(3) = 3, es decir 7 = (12)(3) = (12). Mientras que 7o (1) = 2,
mo(2) =3y mo(3) =1, es decir, mo = (12)(23) = (123).
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plo)er = e1, p(o)es = es, p(o)es = eo.

De esta forma,

010 100
pm)=[1 0 0], ple)=10 0 1
00 1 010

0 1
0 0] =p(123) = p(7o)
1 0

como era de esperarse. Dicha representacion es llamada representacion de
permutaciones.

Ejemplo 1.6. Sean G cualquier grupo finito de orden n, V' espacio vectorial
de dimension n sobre R o C, y 5 = {v,}4ec base de V, entonces p : G —

GL(V) dada por

p(h)vg = ng
es una representacion de grado d, = n. Para cada h € G, p(h) simplemente
permuta la base (. Verifiquemos que p es homomorfismo. Sean g, h € G y
v, € O entonces,

p(gh)vk = V(g = Vghky = P(9)Vhk = p(g)p(h)V.
p es llamada representacién regular y la denotaremos por pg.

Observacion. Note que para todo g € G, la matriz asociada a la base
B = {vg}4ec es una matriz de ceros y unos. Abusando de notacién tenemos

que [PR(Q)]B(M) = 5(gz’)j donde

1 sigi=j,
Ogiyj = {

0 en otro caso,

es la delta de Kronecker.

Definicién 1.2. Sean p : G — GL(V') una representacion con d, < ooy W
un subespacio de V. Diremos que W es invariante o estable bajo G, si
para todo g € Gy w € W se tiene que p(g)w € W.

Observacion. Es inmediato que los subespacios W =V y W = {0} son
Invariantes.
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Si W es invariante bajo (G, entonces para todo g € G se tiene que
p(g)lw : W — W es un isomorfismo (ya que es inyectivo y W tiene di-
mension finita).

Definicion 1.3. Si W es invariante bajo G entonces, la restriccion a W,
pw : G — GL(W) es una representacion de G en W, y decimos que py es
una subrepresentaciéon de p.

Definicion 1.4. Si los unicos subespacios invariantes de V' son V' y {0}
diremos que la representacion p es irreducible. En particular toda repre-
sentacion de grado d, = 1 es irreducible.

Ejemplo 1.7. Sean p : S5 — GL(3,R) la representacion de permutaciones
yW={(r,y,2) eR*: 2 +y+2=0}.Sean 7 € S3y w = (v,y,2) € W,
entonces tenemos que

p(m)(w) = p()(zer + yes + ze3) = Ter1) + Yer(2) + 2r(3)

lo que implica que la suma de las entradas de p(m)(w) es igual a la suma de
las entradas de w, las cuales suman cero. Por tanto, W es invariante bajo
S3. Mostraremos que la subrepresentacion py, : S5 — GL(W) definida por
pw(m) = p(m)|w es irreducible. Sean

wp = €1 — €z = (1> —170)5

Wo = €9 — €3 = (0, 17 —1)

Tome [ = {wy,wsy}, entonces B es base de W. Para ver esto considere lo
siguiente, denote por (/) el subespacio generado por (. Si u € (/) entonces
existen a, b € R tales que u = (a,b — a,—b) y por tanto u € W, es decir,
(B) C W. Por otro lado, si w = (z,y,z) € W, entonces z = —x —y y

(xvya Z) = (I,y, —T — y) = xw; + (I + y)wQ

Por lo tanto W C (). Asi 3 es base de W y dim(W) = 2.

Supongamos que existe W' tal que {0} < W’ < W y que ademaés es
estable bajo py, y por tanto, invariante. Sea w' = (z,y,z) € W’ distinto de
cero y supongamos que x # 0 (los casos y # 0 0 z # 0 son anélogos). De esta
forma tendriamos que (1,4, 2) € W’. Permutando las primeras dos entradas

Tx’x

(£,1,2) € W', y al restarlos obtendriamos (1 — £,% —1,0) € W’. Por un
lado si £ # 1, entonces w; € W'. Permutando la primera y tercera entrada
llegariamos a wy € W', una contradiccion.

Por otro lado, si £ = 1, entonces (1,1, —2) € W’. Permutando las tltimas

dos entradas tendriamos que (1,—2,1) € W’ y restandolos obtendriamos
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(0,3,—3) € W', es decir, wy € W’. Permutando la primera y tercera entrada
llegariamos a que w; € W', otra contradiccion.
Calculemos las matrices pw (12) v pw(132). Entonces tenemos que

pw(12)wy = —wy, pw(12)wy = w1 + wy;

pW(132)w1 = —(U)l + ’LUQ), pW(132)w2 = w1

de modo que al expresarlas en la base 8 = {wy,wy} obtenemos

w1z = (1 1) otz = () )

Definicion 1.5. Sea V un espacio vectorial y W < V. Decimos que W,
es un complemento de W si Wy < V' y ademés se cumple W N W, = {0},
V =W + W,. En este caso escribiremos V =W & W,,.

El siguiente teorema nos dice por qué es importante encontrar subespacios
invariantes.

Teorema 1.1. Sea p : G — GL(V) una representacion con d, < oo y
W <V invariante. Entonces existe un complemento Wy invariante bajo G.

Demostracion. Sea (-, -); un producto interior en V. Definimos (-, -), un nue-
vo producto interior en V', de tal forma que para todo u,v € V,

(u,v)g == Z (p(g)u, p(g)v), -

geG

Es facil ver que (-, -), es producto interior, por ejemplo

(w+w,v)y = (plg)(u+w),p(g)v),

geG

= Z (p(g)u+ plg)w, p(g)v),

geG

= " {plg)u. plg)v), + > (p(g)w. plg)v),

gel geqG
= (u,v), + (w,v),.

Las otras propiedades también son faciles de verificar.
Mostraremos que

Wo=W*={zeV:(x,w), =0 para todo w € W}
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es el subespacio buscado. Observe que (-, -), es invariante, es decir, para todo
g€ Gyu,veV secumple

(p(g)u. p(9)v)g = > _ {p(s)p(g)u, p(s)p(g)v),

seG

=" (plsg)u. p(sg)0),

seG
= (u,v),.

Queremos mostrar que para todo g € Gy wy € Wy se tiene que p(g)wy € Wy.
Es decir, queremos ver que para todo v € W se tiene que (p(g)wo,v), = 0.
Como pw(g) es isomorfismo, existe z € W tal que pw(g)z = p(g9)z = v, y
por tanto,

(p(g)wo, v)y = (p(g)wo, p(g)2)y = (w0, 2)y = 0.
De forma que W es invariante bajo G y por construccion, V =W e W, O

Observaciones. 1. Sea p: G — GL(V) una representacion, y sean W'y
W, subespacios G-invariantes tales que V' = W & W), entonces todo
v € V se puede escribir de manera tinica como v = w + wy, con w € W
y wy € Wy. De manera que para todo g € G obtenemos

p(g)v = p(g)(w +wo) = pw(g)w + pw,(g)wo

con pw(g)w € W'y pw,(g)we € Wy (pues W y Wy son G-invariantes).
En este caso diremos que p es la suma directa de py y pw, v escribire-
mos p = pw @ pw,. Si a 'y [ son bases de W y W)y respectivamente
entonces 7 = a U 3 es base de V' y para todo g € G tenemos

wiall = (7 )

[pwo(9)]s

Este resultado lo podemos generalizar de la siguiente forma. Sean
Wy, ...,W, <V, decimos que V es la suma directa de los W; denotado
V=Wi@& - @W,siV=W+--+W,y Win_,,,W;={0} para
1 <i<n.SiV eslasuma directa de los W; y cada W; es G-invariante
entonces podemos escribir

p=pw, DD pw,. (1.1)
Si B; es base de W; para 1 <1 < n, entonces § = U, 3; es base de V,
y para todo g € G tenemos

[le (g>]51 T 0
[0(9)]s = : : : (1.2)
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2. El complemento G-invariante del teorema 1.1 no es necesariamente tini-
co. Dada o € S,,, definimos

(0) 1 sioespar
sgn(o) =
g —1 sio esimpar

donde el ser par significa que se puede escribir como un ntimero par de
transposiciones (el hecho de que sgn esté bien definido y que sgn(om) =
sgn(o)sgn(m) para todo o,m € S, es un tema fundamental de teoria
de grupos). Definimos p : S,, — GL(R?) dada por

p(o)(x,y) = sgn(o)(z,y).

Entonces p es una representaciéon llamada representaciéon alter-
nante. Si W = {(z,z) : * € R} entonces W es estable bajo S,.
Tomando

Wy ={(z,—x) :x € R}, Wo ={(z,—22):z € R}

tenemos que W; y W, son estables bajo S,, RZ=W oW, =W @& W,
y sin embargo Wy # V5.

Veamos como es el subespacio W, que construye el teorema 1.1. Sea
(-,+), el producto interior usual de vectores en R?. Tenemos que

W ={7 = (z,z) : x € R},
en consecuencia
Wo ={y = (u,v) € R*: (7,7), =0, para todo T € W}.

Resolviendo, obtenemos

Por lo tanto u = —v y concluimos

Wy = {(w, —w) : w € R} = Wj.
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3. El teorema 1.1 puede ser falso para grupos infinitos. Sean G = (R, +),
V={f:R—-R: f(r) = ar +b, a,b € R} y consideremos
p: R — GL(V) dado por

p(r)f(z) = f(r + ).

Entonces p es una representacion de grado d, = oco. Veamos por ejemplo
P
que p es homomorfismo, sean r,t, x € R arbitrarios, entonces

pir+t)f(x)=f(r+t+x)
=ar+at+ar+b

= p(r)(ax + (at + b))
= p(r)p(t) f(z).

Sea

W={feV:f(x)=b beR}.

Entonces W es un subespacio de V' invariante bajo R (ya que p(r)f =
few)y

Wo={feV: f(zr)=ax, a R}

es el tinico subespacio de V' tal que V = W & Wj. Sin embargo, Wj no
es invariante (p(r)f = f + ar & Wy).

4. Sea [ ={eq,...,e,} una base ortonormal de V' con respecto al producto
interior (-,-), que definimos en el teorema 1.1. Entonces para todo 4, j
y g € G se tiene

(p(g)ei p(g)es)y = (ei, e5)y = dij. (1.3)

Asi los p(g)e; forman una base ortonormal de V para todo g € G.
Recuerde que una matriz A es unitaria si AA* = Id = A*A (donde
A* = AP). Considere A = [p(g)]s, entonces afirmamos que A es una
matriz unitaria para todo g € G. Para convencernos de esto, sean
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1<j<nyplg)e; = i aije;. Entonces

1= (p(g)ej, p(g)es),
= <Z Qij€i, Z aijei>
i=1 i=1 0
=Y (age, aye,
=1
=Dyt (e ey
i=1
= aa; = (ATA);.
=1

La primera, tercera y quinta igualdad se dan por la ecuacion (1.3).
Las demas igualdades se dan por definiciéon y por las propiedades que
cumple cualquier producto interior. De la misma manera se muestra
que si i # j, entonces 0 = (A*A),;, por lo tanto A*A = Id. Ahora, A,
A* € GL(n,C) y como GL(n,C) es grupo, tenemos que el inverso es
tnico, asi debe ser el caso que A* = A~!. De modo que siempre que se
quiera se podran utilizar matrices unitarias.

El siguiente teorema nos dice como se descompone cualquier representa-
cion de un grupo finito de grado d, < oo.

Teorema 1.2 (Maschke). Toda representacion de un grupo finito es suma
directa de representaciones irreducibles.

Demostracion. Lo haremos por inducciéon sobre el grado de la representacion.
Sea p: G — GL(V). Si d, = 1 entonces, p es irreducible, y no hay nada que
probar.

Supongamos que d, = n + 1 y que el resultado es cierto para m < n.
Tenemos dos casos. El primero es que p sea irreducible en donde no habria
nada que demostrar. El segundo es que p no sea irreducible, asi existe un
subespacio W estable bajo Gy por el teorema 1.1 existe un complemento de
W, digamos W), estable bajo G. Por tanto p = pw @ pyw,.

Finalmente, como las dimensiones de W y W, son menores 6 iguales a n
podemos aplicar la hipotesis de inducciéon y en consecuencia, tanto py, como
pw, son sumas de irreducibles lo que implica que p también lo es. O

Observacion. El teorema 1.2 nos dice que toda representacion p de G se
puede escribir en la forma de las ecuaciones (1.1) y (1.2).
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Definiciéon 1.6. Sean p; : G — GL(V}) v po : G — GL(V4) dos representa-
ciones. Decimos que p; y p2 son isomorfas si existe un isomorfismo lineal
f Vi — V4 tal que para todo g € G se cumple f o p1(g) = p2(g) o f.
Ejemplo 1.8. Sean p; : S,, — GL(R) la representacion trivial (p;(o)z = )y
p2 S, — GL({e1 + - - - + €,)) la representacion de permutaciones (pa(0)e; =
€o(s)) restringida a V = (e; +---+e,) . Es claro que (e; +---+e,) es
po-invariante (po(o)z(e; + -+ +e,) = x(er + -+ €,) € {1+ -+ €,)).
Sea f:R — (e; + - -+ + e,) definida por

flx)=az(er + -+ ep).
Entonces

fop(o)(x) =x(er+ - +en) = pao)(z(er + - +en)) = pa(0) 0 f(2)
lo que implica que p; y p2 son isomorfas.
Lema 1.3 (Schur). Sean p; : G — GL(V}) y p2 : G — GL(V4) dos repre-
sentaciones irreducibles de G. Sea f : Vi — V4 lineal, tal que para todo g € G,
se cumple f o pi(g) = p2(g) o f, entonces

(1) Si p1 y pa no son isomorfas, entonces f = 0.

(i) Si p1 = p2 (en particular Vi = V3 ), entonces f = Ad.

Demostracion. (i) Mostraremos que si f # 0 entonces f es isomorfismo y
por consiguiente p; y po son isomorfas. Afirmamos que tanto Nuc(f)
como Im(f) son subespacios invariantes de V; y V4 respectivamente.
Para ver esto, sean g € G, € Nuc(f) y f(z) € Im(f) arbitrarios,
entonces

F(p1(9)(x)) = p2(9)(f(2)) = p2(9)(0) = 0;
p2(9)(f(2)) = f(pr(9)(2)),

lo que demuestra la afirmacion. Si f # 0, entonces como p; y ps son
irreducibles concluimos que Nuc(f) = {0} e Im(f) = V5 y por tanto f
es isomorfismo.

(ii) Suponga que p; = py y Vi = Vi. Sea A un valor propio? de f. Entonces
h = f — Ald cumple

2 Aqui asumimos que p; = ps es una representacién compleja, esto garantiza que exista
A € C valor propio de f.
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Por lo tanto, para todo g € GG, h cumple

hopi(g) = p2(g)oh

y en consecuencia, Nuc(h) e Im(h) son invariantes. Como Nuc(h) #
{0} (ya que existe un vector propio asociado al valor propio A) entonces
Nuc(h) =Vi. Asi h =0, y en consecuencia f — A[d = 0.

O

Definiciéon 1.7. La traza de una matriz A (la matriz debe ser necesaria-
mente cuadrada), se define como la suma de las entradas de su diagonal. La
traza de A se denota por Tr(A).

Observaciones. Resultados elementales de algebra lineal nos garantizan que
la traza del producto de dos matrices AB es igual a la traza de la matriz
BA. Ademés, la traza de la matriz asociada a una transformacion lineal no
depende de la base con la que se haya expresado.

Corolario 1.4. Sean p; : G — GL(V1) y ps : G — GL(V,) dos repre-
sentaciones irreducibles de G. Sea h : Vi — V5 una transformacion lineal

arbitraria, y sea
|G| Z p2 hpl
geG

entonces,

(i) Si p1 y p2 no son isomorfas se tiene que h° = 0.

() Si p1 = pa, entonces h° = () 1d.

Demostracion. (i) Note que para cualquier s € G se tiene

p2(sRpy(s |G|ZP2 “Hhpi(9)pr(s)

geG

= @ Z pa(s g~ )hpa(gs)

geG

= h.

Asi que f = h° cumple las hip6tesis del lema de Schur (h%p;(s) =
p2(s)hY). Aplicando el inciso (i) de dicho lema se sigue el resultado.
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(ii) La parte (ii) del lema de Schur nos dice que h° = cId. Aplicando la
funciéon traza obtenemos

cd, =Tr(cld)
= Tr(ho)

Z pa2(g hpl )

geG
|G|<|G|Tr< )
=Tr(h).

La primera igualdad se da porque c/d es una matriz de tamano d, x d,,.
Las demas igualdades son cuentas sencillas, y se deben a como se definio
RO,

O

Corolario 1.5. Si G es un grupo abeliano finito, entonces todas sus repre-
sentactones irreducibles son de grado d, = 1.

Demostracion. Sea p : G — GL(V) irreducible, G finito y abeliano. Sea
h € G arbitrario, entonces para todo g € G se tiene que

p(h)p(g) = p(hg) = p(gh) = p(g)p(h).

Por tanto, el isomorfismo p(h) : V' — V cumple las hipotesis del lema de
Schur. Aplicando el inciso (ii) del lema de Schur obtenemos p(h) = A\, 1d, lo
que implica que todo subespacio de V es invariante. De esta forma, si v € V'
con v # 0 tenemos que (v) es invariante, pero como p es irreducible entonces
los tnicos subespacios invariantes de V' son, V' y {0}. Como (v) # {0},
llegamos a (v) = V.

1.2. Caracteres de grupos finitos

Definicién 1.8. Sea p : G — GL(V) una representacion con d, < oco. El
caracter de p se define como la funciéon x, : G — C dada por

Xo(9) == Tr(p(g)).

Proposicion 1.6. Sean p : G — GL(V) una representacion con d, =n y x
su cardcter, entonces
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(i)

(ii

(iii

(v

(vi

(vii

)
)
(iv)
)
)
)

Si p es compleja, entonces para todo g € G, p(g) es diagonalizable y
cada valor propio de p(g) es raiz de la unidad.

x(1)=d, =n.

x(tgt™') = x(g) para todo g,t € G.

Si p es compleja, entonces x(g7') = Wg)
Si p es compleja, entonces |x(g)] < n.

St p = p1 &P p2, entonces x = x1 + X2-

St p1 y pa son isomorfas, entonces sus caracteres son iguales.

Demostracion. (i) Sean g € G, m el orden de g, y H = (g) < G. Con-

(iv)

sidere 7 = p|g. Entonces, por el ejemplo 1.2 se tiene que 1 es una repre-
sentacion de H en V. Utilizando el teorema 1.2, sea ny, @---®nw, =17
una descomposicion de 7 en subrepresentaciones irreducibles.

Como H es abeliano, obtenemos por el corolario 1.5, que cada ny, es
de grado d,, = 1, lo que implica que k& = n. Por el ejemplo 1.3, se
tiene que para cada h € H, nw,(h) es una raiz m-ésima de la unidad
multiplicada por la identidad, es decir, ny, (k) = (e ) Id.

Finalmente, para 1 < i < n sean wj, tales que (w;) = W; y sea § =
{wy,...,w,} entonces  es base de V' y

27i a;

p(g)w; = n(g)w; = nw,(g)w; = (e ) w;.

Asi, [p(g)]s es una matriz diagonal.

El hecho de que p sea compleja es necesario en la demostracion, pues
hay representaciones reales que no son diagonalizables ejemplo 1.4.

Note que p(1) = Id, pues p es homomorfismo. Al aplicar la funcién
traza el resultado sigue.

Se tiene que
X(tgt™) = Tr(p(t)p(g)p(t™")) = Tr(p(t)p(t")p(9)) = Tr(p(9)) = x(9).
Dado g € G tenemos que

Id=p(e) =plgg™") = plg)plg™"),
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por lo tanto, los valores propios de p(g~") son los inversos de los valores
propios de p(g). Es decir, ); es valor propio de p(g), si y solo si, A; ' es
valor propio de p(g~1).

Por la parte (i) de esta proposicién, cada valor propio de p(g) es una
raiz de la unidad y asi, A;' = \;.  En consecuencia

X =N =3 A =g,

Por (i), tenemos que x(g) es la suma de n raices de la unidad (los
valores propios). Por lo tanto |x(g)| = |>_, Al <D, |\ =n.

Tomemos « y 3 bases de V; y V5, entonces para todo g € G

plas = (P00 ).

lp9)ls

El resultado se sigue de la definiciéon de caracter.

Sean Y1 y X2 los caracteres de p; y po respectivamente. Como p; y po
son isomorfas existe f : Vi — V5 isomorfismo tal que para todo g € G,
fpi(g) = p2(g9)f. En consecuencia fpi(g)f~' = p2(g). Aplicando la
funcion traza, se sigue el resultado.

]

Definicién 1.9. Sea G un grupo finito y sea C el conjunto de funciones de
G en el conjunto de nimeros complejos C. Para ¢, 1 € CY definimos

(6, ) = é S 6(0)9(9).

gelG

Observacion. Es facil ver que C es un espacio vectorial (de hecho si |G| =
n, entonces C% ~ C"). También es facil ver que (-,-) es un producto interior,
y se le conoce como producto interior estandar en C¢. Si ¢, 1) son caracteres,
entonces la propiedad (iv) de la proposicién 1.6 nos garantiza que (¢, 1) =

(¥, ).

Teorema 1.7. Sea G un grupo finito, entonces

3Multiplicar complejos es multiplicar sus normas y sumar sus angulos. Si A; es raiz de
la unidad, entonces al mutliplicarlo por A; obtenemos un nimero complejo de norma 1 y
angulo 0.
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(i) St x1 y x2 son caracteres de dos representaciones irreducibles no iso-
morfas de G, entonces (x1,x2) = 0, es decir, los caracteres son orto-
gonales.

(i) Si x es el cardcter de una representacion irreducible de G, entonces
(x,X) =1, es decir, x es unitario.

Demostracion. (i) Utilizaremos la notacion del corolario 1.4. Asi, sean p; :
G — GL(V}) y p2 : G — GL(V3) dos representaciones irreducibles no
isomorfas de GG, h : V; — V5 una transformacion lineal arbitraria y

Z p2(g~ ) hpi(g

gEG

Sean [p1(9)] = (ai;), [p2(9)] = (a);) v [h] = (&) las matrices corres-
pondientes ([h] se expresa con las bases con las que se expresaron p; y

p2).

Con esta notaciéon tenemos que
Z p2(g [p1(9)]-
gGG

Ahora, como p; y p2 no son isomorfas, obtenemos, por el corolario
1.4, parte (i), que h® = 0. Al evaluar en cualquier entrada ij de [hg],
llegamos a

0= ho ;= ’G|ZZ is _1 sztat]

geG s

|G| Zzazs xStat](g) (14)

geG st

Lo méas importante es que la igualdad (1.4) es cierta para cualquier
valor que tomen de los x4. En particular, si

1 sis=1,t=7,
Tst =
0 en otro caso,

concluimos que para cualquier 7, j,

|G| Z zz _1 a]] (15)

geG
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Ahora, si x1 v x2 son los caracteres de p; y ps respectivamente, entonces

(X1:X2) Z)ﬁ

gEG
1« S
= @262 <Zauu<g)> (Zavv )]
- S [ St ws)
geG L uv

De las ecuaciones (1.5) y (1.6) se sigue que (x1, x2) = 0.

(ii) Supongamos que p; = p, = p y sea d, = n. El lado derecho de la
ecuacion (1.4) nos dice como es la entrada ij de [hY], pero por otro lado
el corolario 1.4, parte (ii), nos dice que

Tr(h
ho = (L) g
n
Por consiguiente,
Tr(h
[ = ( TE ))5z‘j~

Pero a su vez,

De modo que,

1 Tr(h 1
|G‘ Z Z ais(g_l)lﬂst(ltj(g) = [ho]zj - |: TE ):| 51] - E Z xstdstd’i]"
s,t

(1.7)
La ecuacion (1.7) es cierta para cualquier valor que tomen los z4. De
esta forma, si g = 0y obtenemos

1 o . .
_1 )y sti=gys=1,
|G| g ais(g~ " )a;(g —{ (1.8)

poere 0, en otro caso.
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Por ltimo,

(X x) |G|Zx

|G|Zc:; Zauu(g)Zaw(gl)]
|G|Z Zam(g‘l)auu(g)]
Z; Zavv avv )] = (n)% =1 (19)

El lado derecho de la ecuacién (1.9) es consecuencia directa de la
ecuacion (1.8).

]

Corolario 1.8. Sea G un grupo finito y p : G — GL(V) una representacion
con cardcter x. Sea pw, & --- B pw, = p una descomposicion de p en sub-
representaciones irreducibles. Si p; : G — GL(V}) es una representacion
irreducible de G con cardcter 1, entonces (x,1) es un nimero entero que
cuenta las pw, isomorfas a p1. Ademds, el nimero de pw, isomorfas a p1 no
depende de la descomposicion de V.

Demostracion. Sea x; el caracter de py,, entonces

n

(Cv)=(a+ -+ xm ) =Y (i)

i=1

Por el teorema 1.7 tenemos que

1, si pw, y p1 son isomorfas,
0, si no lo son.

Para la segunda parte del corolario recuerde el hecho de que el caracter no
depende de la base. Asi, si cambiamos de descomposicion cambiamos de base,
pero no de carécter. O

El siguiente corolario es de gran utilidad y nos ayudara a simplificar la
busqueda de representaciones lineales isomorfas.

Corolario 1.9. Dos representaciones py y ps son isomorfas, si y solo si, sus
caracteres son iguales.
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Demostracion. La proposicion 1.6 parte (vii) nos dice que si p; y p2 son

isomorfas, entonces sus caracteres son iguales. Por otro lado si x; = x»
concluimos, por el corolario 1.8, que cualquier representacion irreducible que
ocurra en p; ocurre el mismo nimero de veces en ps y viceversa. O

Observaciones. 1. El nombre de caracter de una representacion se debe
al corolario 1.9, pues el caracter caracteriza a la representacion.

2. Sea p una representacion con caracter x. Sean k el numero de repre-
sentaciones irreducibles no isomorfas de p y py, @ --- ® pw, una des-
composiciéon de p como suma de irreducibles.

Sea x; el caracter de py, y sea

mi = (X, Xi) -
Entonces escribiremos
p=mipw, O D mgpw,
para denotar que p contiene a py, m; veces. Al niimero m; lo llamaremos

la multiplicidad de py,.

Esta notacion es muy 1til y nos induce una descomposicion natural del
caracter en combinacion lineal de caracteres irreducibles de la forma

X =mix1+ -+ MeXk-

Sabemos que si x es irreducible entonces necesariamente (x, x) = 1. El
inciso (ii) del siguiente corolario nos garantiza que es suficiente que (x, x) = 1
para afirmar que x es irreducible.

Corolario 1.10. Sea x el cardcter de p expuesto como en la observacion 2.
de arriba, entonces

(i) (ex) =22, mi
(i) x es ireducible, si y solo si, (x,x) = 1.

Demostracion. (i) Tenemos que x = myx1 + ... + myXk. Por el teorema
1.7, si @ # j, entonces (m;x;,m;x;) = 0. Pero si i = j, entonces,
(mixi, mjx;) = m3.

(ii) Del teorema 1.7 sabemos que si y es irreducible entonces (x, x) = 1. Si
(x,x) = 1 concluimos por el inciso (i), que x = m;Y; para algin i, con
]
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Observacion. Considere la representacion regular de G' (ejemplo 1.6). Asi,
|G| = n, V es espacio vectorial de dimension n con base f = {vy}sec v
pr(g)vn = vg. Note que si g # 1 entonces pr(g)vy, = vgn # vp,. Asi, si g # 1
llegamos a que la diagonal de la matriz [pr(g)]s consta de puros ceros. Si
g = 1 entonces pr(g)v, = v, = v, y en consecuencia, la diagonal de la
matriz [pr(1)]s consta de puros unos. Sea xp el caracter de la representacion
regular. Por las observaciones que acabamos de mencionar concluimos

n, sig=1,
Xr(9) = { (1.10)
0, en otro caso.

Proposicion 1.11. Toda representacion irreducible p; de G estd contenida
en la representacion reqular de G' con multiplicidad m; = d,,.

Demostracion. Si g # 1, entonces por la ecuacion (1.10) tenemos yr(g) = 0.
Sea x; el caracter de p; entonces

m; = (XR, Xi)

La primera igualdad es por definiciéon de m;, la segunda, por coémo definimos
el producto interior. La tercera, porque yg(g) = 0 para g # 1. La cuarta se
debe a la ecuacion (1.10) (|G| =n = xr(1)). O

Corolario 1.12. (i) St G es un grupo finito, entonces G tiene sélo un
numero finito de representaciones irreducibles no isomorfas.

(i) Sip1,...,pr son todas las representaciones irreducibles de G y si d; es
el grado de p;, entonces Y. d? = |G|.

(iii) Sea g € G, y g # 1. Entonces ). d;xi(g) = 0.

Demostracion. (i) Cualquier representacion irreducible de G esta conteni-
da en la representacion regular y el espacio de la representacion regular
tiene dimension |G| = n < co. Supongamos que existen py, ps, ... una
infinidad de representaciones irreducibles no isomorfas de GG, cada una
de grado d; > 1. Se sigue que

0o
=1
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lo cual es imposible.

(ii) Para 1 <1 <k, sea x; el caracter de p;. La proposicion 1.11 nos dice
que

Xr = dixi + -+ dpXk- (1.11)

En particular, al evaluar la ecuacion (1.11) en 1, obtenemos

G| = xr(1) = dixi(1) + - - - + dpxn(l) = de

(iii) Evaluando la ecuacion (1.11) en g # 1, tenemos
0=xr(g) = _dixi(g).

]

Nuestro siguiente objetivo es obtener el niimero exacto de representa-
ciones irreducibles no isomorfas de un grupo finito GG. Para ver esto recorde-
mos el concepto de clase de conjugacion.

Definicién 1.10. Dado un grupo G y a, b € G, decimos que a y b son
conjugados si existe ¢ € G tal que a = gbg~!. Esta es una relacion de
equivalencia y llamamos a sus clases, clases de conjugacién. Una funciéon
f : G — C es una funciéon de clases si es constante en cada clase de
conjugacion, lo que equivale a decir que f(b) = f(gbg™!) para todo b, g € G.

Observacion. Sea W el conjunto de todas las funciones de clases de G, es
facil ver que W es subespacio de CY. Podemos heredarle a W el producto
interior de funciones que tenemos en C¢ simplemente restringiéndolo a W .
Si x es un carécter, entonces x(t) = x(gtg~') para todo g, t € G. Asi, los
caracteres son funciones de clases.

Proposicion 1.13. Sean, f : G — C una funcion de clases y p : G — GL(V')
una representacion irreducible de grado n y cardcter x. Sea

Flo):=>"f(g)r(g).

geG

Entonces f(p) = \d, con A\ =15 . f(g)x(9) = Z(f.%).
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Demostracion. Veamos que ]?(p) satisface las hipotesis del lema de Schur.
Sea h € GG arbitrario, entonces

p(W) F(p)p(h™Y) =" p(h)f(9)p(g = f9)p(hgh™

9eG geqd

Ahora, si g varfa en GG, entonces también v = hgh_1 varfa en GG. Por lo tanto

> Fg)plhgh™) =" f(h wh)p(v) =D f(v)p Flp).

geG veG veG

De esta forma demostramos que p(h)f(p)p(hil) = f(p), y por el inciso (ii) del
lema de Schur, tenemos f(p) = AId. Aplicando la funcion traza obtenemos

)\n—TT =Tr (Zf ) Zf =|G|(f,x). O

geG geG
Teorema 1.14. Sea G un grupo finito, entonces

(i) Los caracteres irreducibles x1, ..., Xx de G forman una base del espacio
de funciones de clases W .

(ii) El numero de representaciones irreducibles no isomorfas de G es igual
al numero de clases de conjugacion de G.

Demostracion. (i) Por el teorema 1.7, los caracteres irreducibles x1, ..., xx
de G forman un sistema ortonormal, lo que implica que son linealmente
independientes. De esta forma, basta probar que generan a todo el
espacio. Para demostrar esto, basta mostrar que {X1,... Xk = {0}
(aqui notemos que f € {X1,...,¥e} ", si ysolosi, f € {x1,...,xe}").
Sea f € {x1,--- ,ﬂ}L y sea p una representacion con caracter y. Con-
sidere f(p) = > 4ec [(9)p(g) como en la proposicion 1.13. Si p es i-
rreducible, entonces x = y; para algin ¢, y por la proposiciéon 1.13
tenemos

|G|

flp)y = =2 {f.3) 1d = =2 (f.x;) Td = 0.

Si p no fuera irreducible, entonces al descomponerla en suma directa
de subrepresentaciones irreducibles obtendriamos el mismo resultado,

es decir, f(p) = 0.
Sea pr : G — GL(V) la representacion regular de G y sea {v,} e una

\GI

base de V. De esta forma, tenemos que fA(pR) = 0. Evaluando fA(pR) en
v (donde 1 es el elemento neutro de G'y vy € {v,}4ec), obtenemos

= F(9rr(9)(v1) = flg)v, =0.

geG geq
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De la tdltima igualdad y del hecho de que {v,},ec es base de V', con-
cluimos que f(g) = 0 para todo g € G. Por lo tanto, {X1,...,Xx}" =

{0}.

(ii) Sean C4,...,C,, las clases de conjugacion de G. Se demostrara que la
dimension del espacio de funciones de clases de GG es m. La afirmacion
es inmediata, para 1 < ¢ < m, basta definir f; : G — C dadas por

fi(C5) = 035
Es evidente que las f; forman una base del espacio de funciones de
clases de G. Por lo tanto tienen la misma cardinalidad que el conjunto
de los caracteres irreducibles de G' que también es base, ademés de ser

ortonormal.

]

Teorema 1.15. Un grupo finito G es abeliano, si y solo si, todas las repre-
sentaciones irreducibles de G son de grado d; = 1.

Demostracion. Si GG es abeliano, entonces, por el corolario 1.5, todas las
representaciones irreducibles de G son de grado d; = 1. Reciprocamente, si
todas las representaciones irreducibles de GG son de grado d; = 1, entonces,
por el corolario 1.12 tenemos que Y, d; = Y, d? = |G|. Por lo tanto, hay |G|
representaciones irreducibles no isomorfas. Por el teorema 1.14 este niimero
es igual al namero de clases de conjugacion. De esta forma existen |G| clases
de conjugacion.

Si existen |G| clases de conjugacion, entonces cada clase consta tnica-
mente de un elemento, esto debido a que las clases de conjugaciéon forman
una particion de G. Como ¢ siempre pertenece a su clase de conjugacion
concluimos que la clase de conjugacion de ¢ es {g}, lo que quiere decir
que tgt~' = g para todo t, ¢ € G, y en consecuencia tg = gt para todo
t,g€G. m

1.3. Funciones asociadas a representaciones

Definiciéon 1.11. Sean G un grupo finito y P y @ probabilidades en G.
Definimos la convolucién entre P y () como la probabilidad en G dada por

PxQ(s) = Z P(st™HQ(t).
teG

Observaciones. 1. Px(@) puede ser interpretada como “primero seleccione
t usando @, luego independientemente seleccione u usando P y forme
el producto ut”.
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2. Veamos que en efecto P x () es una probabilidad en G. Como P y @)
son probabilidades es claro que P x (Q > 0. Note que,

D PxQ)(s) =) > P(stHQ(t)

=<§:P@>(§:Q@>=%DU)IL
teG teG

Esto demuestra que P * () es una probabilidad en G.

3. Si G es abeliano, es facil ver que P x Q) = @ % P (todo sumando de
(P*Q)(s) es sumando de (@ * P)(s) y viceversa). Sin embargo, si G no
es abeliano puede suceder que P x @) # @ * P. Por ejemplo si G = S3,
P(123) # P(132) y Q(23) = 1 entonces

(PxQ)(12) = P(123) # P(132) = (Q * P)(12).
Definiciéon 1.12. Sea () una probabilidad en GG. Para n = 1, definimos
Q=@
Para n > 2, definimos
Q*n — Q ” Q*n—l'
Decimos que Q*" es la n-ésima convoluciéon de Q).

Definicion 1.13. Si G es un grupo de orden n la distribuciéon uniforme
en (G es la funcion U que a cada elemento en G le asocia el valor %

Observacion. Es claro que U es una probabilidad en G y ademas cumple
U x P = U para toda probabilidad P pues

UxP(s) =) %P(t) = %(1) - %

teG

Definiciéon 1.14. Sea () una probabilidad en G y p una representacion con
dominio . La transformacién de Fourier de () en la representacion p es

la matriz
Qp) =>_Q(s)p(s).

seG

La misma definiciéon sirve para cualquier funciéon f.

Proposicion 1.16. Sea p cualquier representacion con dominio G y P, Q)
probabilidades en G. Entonces P x Q(p) = P(p)Q(p).
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Demostracion. Note que,

PrQlp) =3 (P Qo) = 33 PLt QW) (112

veG veG teG

Adicionalmente,

(zp )(z@ )zzzmsmw

seG teG seG teG
(1.13)

Basta probar que el lado derecho de la ecuacion (1.12) es igual al lado derecho
de la ecuacion (1.13).

Sea v = st, entonces vt~! = s. Sustituyendo el valor vt~! y sumando
sobre s en la ecuacion (1.12) obtenemos

P«Qlp => ) P(s)Q

seG teG

y el resultado sigue. O

Corolario 1.17. La transformacion de Fourier de la n—ésima convolucion
de Q) en la representacion p es igual a la transformacion de Fourier de () en
la representacion p a la n, es decir,

— ~

Q" (p) = [Q(p)]".

Demostracion. Lo haremos por inducciéon sobre n. Para n = 1 la prueba es
trivial. Supongamos que vale para k = n, entonces

—

Q" 1(p) = Q* Q™(p) = Q(P)Q™(p) = Q(P)[Q(P)]" = [Qp)]"*".

En donde en la segunda igualdad utilizamos la proposiciéon 1.16 y en la pentl-
tima la hipotesis de induccion. m

El corolario 1.17 sera de gran utilidad en la seccion 4.3 de la tesis.

Proposicion 1.18. Si p es la representacion trivial, entonces U(p) =1Id. Si
p es cualquier representacion irreducible no trivial, entonces U(p) = 0.

Demostracion. Si p es la representacion trivial, entonces

=> Ulgplg) =) @m Id.

geG geG
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Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible no trivial de Gy sea
{v1,...,v,} base de V. Considere

ai: p Uz Gzp
Gl

Entonces para todo h en G tenemos que p(h)a; = a;. Por lo tanto, (a;) es un
subespacio G-invariante. Asi (a;) =V o (a;) = {0}. Si (a;) =V, entonces p
serfa la representacion trivial, en contradiccion con nuestra hipotesis. O]

Teorema 1.19. Sea G un grupo finitoy f, h : G — C funciones arbitrarias.
Entonces valen

(i) Teorema de la Inversion de Fourier

~

1 _
f(s) = Gl > diTr(pi(s™) f(pi).
(ii) Formula de Plancherel

> f(s7Hn(s) |G|ZdT7~f Vh(p:).

seG

Donde la suma en ‘i” es sobre todas la representaciones irreducibles de
G y d; es el grado de p;.

Demostracion. (i) Tenemos

’_(1_;’ ZdiTT(Pi(S_l)f(pi)) = |_é‘] Zd Ir ( Zf et )

geG

g#s

%Z 2 J|C(g|) 2_ 4T (pi(s™'9)
fs)

G |G| +0
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Donde en la cuarta igualdad hemos utilizado el corolario 1.12 que nos
dice
> diTr(p(1)) = Zd? = |Gl;

> dTr(pi(s™'g Z dix,,(s7'g)) = 0 para g # s.

(ii) Note que
|G|ZdTrf /f; |G|ZdTr Zf s)pi(s EpZ]
seG

—Zf |G|ZdT7’[ E,ol)]

seG

:Zfs

seG

= f(s7Hh(s). (1.14)

seG

En la tercera igualdad utilizamos |G| veces el inciso anterior.
O

La féormula de Plancherel sera de vital importancia en la seccion 4.2 de
la tesis.



Capitulo 2

Cadenas de Markov

En este capitulo introducimos los conceptos, definiciones y teoremas ele-
mentales de cadenas de Markov, todo a manera de recordatorio y en forma
compacta. Lo que se presenta aqui serd usado para la parte de aplicaciones de
teoria de representaciones a la estimacion de tasa de convergencia al estado
estacionario para cadenas de Markov. Este es un capitulo de referencia. La
bibliografia correspondiente puede consultarse en (3], [4], [5] ¥ [6].

2.1. Nociones elementales
Definicién 2.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Un proceso
estocastico es una familia de variables aletorias
X={X,:Q— S;iel}
indexadas en un conjunto / y que toman valores en un conjunto S.

Observacion. Los procesos estocasticos se clasifican dependiendo de como
sean [ y S. Para nuestro estudio, bastara tomar / = N y S un conjunto a lo
mas, numerable.

Definiciéon 2.2. Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad y
X={X,: Q= Sn=01,2..1

una sucesion de variables aleatorias asumiendo valores en un conjunto S,
donde S es finito o numerable. Decimos que dicha sucesion forma una cadena
de Markov si para todo n € N y para todo xg,...,x,_1,%,7 € S se cumple

P(Xn+1 = j|Xn = i, c. ,X() = l’o) = P(Xn+1 = ]|Xn = Z) (21)

siempre y cuando los eventos con los que se estd condicionando sean de
probabilidad positiva. S es llamado el espacio de estados de la cadena X.

27
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Observacion. Si P(X,,;1 = j| X, = i) no depende de n, diremos que la cade-
na es homogénea en el tiempo. Siempre consideraremos cadenas homogéneas.

Definiciéon 2.3. La probabilidad de transicién de la cadena se define para
i, j € S como

p(’l,j) = P(Xn+1 = .]‘XTL = Z)v
la cual denotaremos por p;;, mientras que la matriz de transicion P de la
cadena se define como

Pij = pij.
Definiciéon 2.4. Definimos a la probabilidad 7wy como

Wo(i) = P(XQ = Z), 1€ S.

Observaciones. 1. Con la funciéon de transicion y la distribuciéon inicial
podemos encontrar la distribucién de X,, para cualquier n. Esto lo
hacemos notando que

P(X,=j)=P(X,=j, X, €8) =) P(Xy1=i)py. (22)
€S
Para n = 1, tenemos que
P(Xl = Z) = Zﬂ'o(’l)pm
€S

Repitiendo este proceso (n — 1) veces mas, obtenemos la distribucion
de X,,.

2. La distribucién conjunta de Xy, ..., X,, también se puede obtener en
términos de la distribucion inicial y las probabilidades de transicion.
Por induccion sobre n se verifica facilmente que

P(Xo=x0,..., X5 = ) = T0(T0)Paows Prrzo * * " Daryron - (2.3)

La siguiente propiedad es muy ttil a la hora de calcular probabilidades
conjuntas.

Proposicion 2.1. Para X = {X,, : n > 0} una cadena de Markov con espa-
cto de estados S y probabilidad de transicion p;;, i, j € S, sean Ay, ..., A1,
By, ..., B, subconjuntos de S y x € S entonces

P(Xn+m € Bm7' B 7Xn+1 € Bl|Xn = ann—l € An—la s 7XO € AO)

= Z ce Z Dy Pyrys Py 1ym - (24)

y1€B1 YmEBm
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Demostracion. Ver [5], p.12. O

Definicién 2.5. La probabilidad de transiciéon en m-pasos (m > 1) de
la cadena X se define como

pij(m) = P(Xpym = j|Xn =) = Z T Z Piyi Pyrys ** " Pym—1j-
y165 ym—165'

La tltima igualdad se da en virtud de la proposicion 2.1. Para m = 0 la
funciéon de transicion de la cadena X se define como la delta de Kronecker,
es decir, p;;(0) =1 y p;;(0) = 0 para j # 1.

Definicion 2.6. Sea S el conjunto de estados de una cadena de Markov.

Si S es finito, entonces para m > 0 se define la matriz de transicion en
m-pasos P(m), cuya entrada ij es

P = py(m).
Proposicion 2.2 (Ecuacion Chapman-Kolmogorov). Sea X = {X,, : n > 0}
una cadena de Markov con espacio de estados S y probabilidades de transicion
en m-pasos p;;(m), i, j € S, m € N. Entonces, para todo i, j € S y para
todo n, m € N se cumple

pii(n+m) =Y pi(n)ps;(m (2.5)

z€S

Demostracion. Observe que
pij(n+m) = P(Xpim = j|Xo = 1)
= ZP(Xn = 2| Xo =) P(Xypym = j| Xy = 2, Xo = 1)

z€eS
= P(X, = 2|Xo = i) P(Xoim = j| X = 2)
z€S
= 3" pian)pss(m). s
z€S
Observacion. De la ecuacion Chapman-Kolmogorov, con n = m = 1 se
deduce que, para S finito, P® = PP, es decir, la matriz de transicion en
dos pasos es el producto de la matriz de transiciéon en un paso consigo mis-
ma. Suponiendo el resultado valido para n y haciendo m = 1, la ecuacién
Chapman-Kolmogorov nos garantiza que para S finito,

n+1
pth —p...p

Y

lo que equivale a decir que para cualquier m, P eg el producto de P consigo
misma m-veces.
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Definiciéon 2.7. Sea S = {ay, ...,aq}, entonces para n € N definimos
ﬂ-n(ai) = P(Xn - ai)? a; € Sv

e indicamos

Antes de ver como se relacionan las matrices de transicion P™ y los
vectores m,, veamos una proposicion.

Proposicion 2.3. Las siguientes igualdades son vdlidas

(1)
=" 70(@)pi (n)- (2.6)

iesS
(i)
P(Xp41=17) ZP = 1)pij- (2.7)

€S

Demostracion. (i) Note que
P(X,=j)=P(Xo€ S, X, =)

— ZP(XO =i, X,=j)= Zﬁo(i)pzj(n)

€S €S

(ii) La demostracion sale directamente de la ecuacion (2.2).
[

Observacion. En términos matriciales obtenemos las siguientes relaciones
T = mP™; (2.8)

i1 = TP (2.9)

Estas ecuaciones son consecuencia directa de (2.6) y (2.7), respectivamente.

2.2. Clasificaciéon de estados y teoremas limite

Utilizaremos las notaciones P;(-) y E;[-| para indicar probabilidades y
esperanzas, respectivamente, de variables aleatorias definidas en términos de
una cadena de Markov que haya empezado en el estado i (es decir, mo(i) =
P(Xy=1)=1).
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Definicion 2.8. Sea A C S, el tiempo de arribo a A lo definimos como
Ty :=min{n >0:X, € A}

si X, € A para algin n > 0,y Ty = oo si X,, ¢ A para todo n > 0. En caso
de que A = {i}, escribiremos T; en lugar de T7;.

Definiciéon 2.9. Un estado 7 es llamado recurrente si
P(T; < o0) =1
En otro caso diremos que 7 es transitorio.

Observaciones. 1. Utilizaremos las notaciones
fiyn) =P(T;=n), y fi; = > _ fu(n).
n=1

Con esta notaciéon tenemos que ¢ es recurrente si f; = 1 y transitorio
sifu < 1.

2. Sea N(j) la variable aleatoria que indica el ntimero de visitas (sin contar
el tiempo n = 0) al estado j. Si I; es la funcion indicadora del conjunto
{j}, entonces

N(j) = LX)

Observe que

Ez[N<j)] =E;

ij(Xn)] =Y BlL(X)] =) pin).
n=1 n=1 n=1
Teorema 2.4. (i) Sea j un estado transitorio, entonces

Bi(N() <o0) = 1.

Ademas,
> n) = EING) = 2

es finito para todo i € S.
(ii) Sea j un estado recurrente, entonces

Pi(N(j) =00) =1, y Y pj;(n) = Bj[N(j)] = oc.
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Ademds, para todo i € S se tiene

Pi(N(j) = 00) = B(T; < 00) = fi.
Si fij =0, entonces E;[N(j)] =0. St fi;; >0, entonces E;[N(j)] = oc.
Demostracion. Ver [5], p.19-20. O
Definicién 2.10. El tiempo medio de recurrencia y; del estado i se

define por

[e.9]

pi = Ei(T) =Y nfu(n),

n=1

la ultima igualdad siendo cierta sélo cuando P;(T; < oo) = 1.

Observacion. Note que P;(T; = oo) > 0, si y sdlo si, el estado i es transito-
rio. En este caso, yu; = E;(T;) = 0.

Definicion 2.11. A los estados recurrentes para los cuales p; = 0o, (p; < 00)
los llamaremos nulos recurrentes, (recurrentes positivos).

Teorema 2.5. Un estado recurrente i es nulo, si y solo si, p;(n) — 0 cuando
n — 0o0. Si esto sucede, entonces p;i(n) — 0 para todo j € S.

Demostracion. Ver [4], p.222. O
Definicion 2.12. El periodo d(i) del estado i de la cadena X se define por
d(i) == med{n : p;;(n) > 0}.

Decimos que i es periddico si d(i) > 1 y aperiédico si d(i) = 1.

Definicion 2.13. Un estado de la cadena X es llamado ergddico si es
recurrente positivo y aperiodico.

Definicién 2.14. Decimos que j es accesible a partir de ¢, y escribimos
i — j, sipi;(n) > 0 para algin n > 0. Decimos que ¢ y j se comunican, si
1 —JyJ— 1,y escribimos i <> j.

Observacion. Es inmediato que la relacién <> es de equivalencia.

El siguiente teorema habla de las relaciones que guardan los elementos de
las diversas clases de equivalencia.

Teorema 2.6. Sii <> j, entonces,

() @ y j tienen el mismo periodo,
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(i) 7 es transitorio, si y solo si, j lo es,
(iii) 7 es nulo recurrente, si y sdlo si, j lo es,

(iv) @ es recurrente positivo, si y sélo si, j lo es.

Demostracion. Ver [4], p.224. O
Definicién 2.15. Sea A C S, entonces A es llamado

(i) cerrado, si p;; =0 paratodoi € A, j ¢ A,

(ii) irreducible, si i <> j para todo i, j € A.

Observacion. Una cadena de Markov es llamada irreducible si todos sus
estados se comunican. De igual manera, si todos sus estados son recurrentes
nulos, recurrentes positivos o ergodicos entonces ésta se llama cadena recur-
rente nula, recurrente positiva o ergddica, respectivamente.

En virtud del teorema 2.6, si una cadena es irreducible, entonces basta
saber si un estado es recurrente o ergodico para saber si los demés lo son.

Teorema 2.7 (Teorema de descomposicion). El espacio de estados S de la
cadena X se puede particionar de manera unica como

S=TUC,UC,U:-- (2.10)

donde T" es el conjunto de estados transitorios y los C; son conjuntos cerrados
e irreducibles de estados recurrentes.

Demostracion. Ver [4], p.224. O

Lema 2.8. Si el espacio de estados S es finito, entonces por lo menos uno
de los estados es recurrente. Todo estado recurrente es positivo recurrente.

Demostracion. Ver [4], p.225. O

Definicién 2.16. Sea p;; la probabilidad de transicion de la cadena de
Markov X. Si 7(i), ¢ € S son numeros no negativos que suman 1, y si
ademas, para todo j € S se cumple

Zﬂ-(i)pij =7(J),
ies

entonces diremos que 7 es una distribucién estacionaria para la cadena

X.
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Observacion. En términos matriciales, tenemos que 7P = 7. Asi,
7P® = (7P)P = 7P = 7. (2.11)

En general, tenemos que para todo n > 0, P™ = 1.
La ecuacion (2.11) y la ecuacion (2.8) nos dicen que si la distribucion
inicial 7 es estacionaria, entonces la distribucion de X,, no depende de n.
Anélogamente, si la distribuciéon de X,, no depende de n, entonces toman-
do n =1 llegamos a que para todo j € S se cumple

> moli)piy = P(X1 = j) = m(j).
i€s
En consecuencia m; es estacionaria. Concluimos entonces que la distribucion

de X,, no depende de n, si y solo si, la distribucién inicial es estacionaria.

Teorema 2.9. Una cadena irreducible tiene distribucion estacionaria 7, sty
solo si, todos los estados son recurrentes positivos. En este caso, la distribu-
cion es tunica y estd dada para i € S por w(i) = i, donde p; es el tiempo
medio de recurrencia.

Demostracion. Ver [4], p.227-230. O

Corolario 2.10. Cualquier cadena irreducible que toma valores en un espacio
de estados finito tiene una unica distribucion estacionaria dada por 7(i) = /%’

T
donde p; es el tiempo medio de recurrencia.

Demostracion. Por el lema 2.8, existe un estado recurrente positivo. Como
la cadena es irreducible, entonces todos los estados son recurrentes positivos
y podemos aplicar el teorema 2.9. O

Teorema 2.11. Para una cadena irreducible y aperiodica se tiene que

1
lim p,;;(n) = —, para todo i, j.
n—oo ]

En particular, este resultado vale para cualquier cadena ergodica.
Demostracion. Ver [4], p.232-235. O

Teorema 2.12. Una cadena ergodica que toma valores en un espacio de
estados finito converge a la distribucion estacionaria sin importar cudl sea la
distribucion inicial X.
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Demostracion.
lim P(X, = j) = lim P(X, € S, X, = j)
n—oo

n—oo
= nlggoZP(XO =4, X,=17)

€S
= lim > P(Xq = i)pi(n)
> ies
=3 [P0 =) Jim py(n)
€S
11
= P(Xg=i)—=—.
i€S Hi Hi

En la cuarta igualdad utilizamos el hecho de que S es finito.

35
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Capitulo 3

Caminatas aleatorias en 7

Aqui estudiaremos las caminatas aleatorias en Z. En la seccién 3.1 uti-
lizaremos el principio de dualidad para obtener resultados elementales. En la
seccion 3.2 daremos un criterio para decir si una caminata aleatoria en Z es
o no recurrente. La bibliografia de este capitulo es [4] y [6].

3.1. Dualidad en caminatas aleatorias

Definiciéon 3.1. Sean X, X, ... variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con un mismo espacio de estados S C Z finito, y con
E[|X;|] < o0. Sea Yy = ¢, y paran > 1 sean Y, = Yy + > | X;. El proceso
Y ={Y, :n > 0} es llamado caminata aleatoria.

Proposicion 3.1. La caminata aleatoria Y = {Y, : n > 0} es una cadena
de Markov con probabilidad de transicion p;; = a;—;, donde a; = P(X; =1).

Demostracion. Sean x1,...,x, 1,1, ] estados arbitrarios en S entonces,

PY,p1=jYn=14,....Y1=21,Y9=¢)
 PYa=5,Ya=14,...,Y1 =121, =¢)

N P(Y,=1i,....,Y1=x,Y) = c)

 PXap =i, Xp=i—2p1,..., X1 =21 —C)
N PX,=i—2p1,...,X1 =21 —¢)
:P<Xn+1:j_i)

= Qj—y.

En la tercera igualdad utilizamos la independencia de las X;. Por otro lado,
P(Xn+1 :j—Z,Yn :Z)

P(Yn—H = ]|Yn = Z) = P(Y — 2,) = P(Xn+1 = ] — Z) = Qj—;-

37
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En la altima igualdad volvimos a utilizar la independencia de las X;. O]

Observacion. Si ¢ = Y, diremos que la caminata aleatoria empieza en el
estado ¢. De ahora en adelante (a menos que sea especificado lo contrario)
solo consideraremos caminatas aleatorias con ¢ = 0, es decir, que empiecen
en el origen.

Como Xy, X»,... son independientes e idénticamente distribuidas tene-
mos que, la distribucion de (X, Xo,...,X,) es igual a la distribucion de
(Xn, Xpn-1,...,X1). Esta propiedad llamada principio de dualidad es muy
util y la emplearemos en la demostracion de varios resultados referentes a la
caminata aleatoria.

Sea R, el numero de distintos valores en el vector (Y, ...,Y,). Por ejem-
plo,si Yy =0,Y; =1,Y;, =1y Y; =4, entonces R3 = 3. La siguiente
proposiciéon nos dice como calcular la probabilidad, en términos de R, de
que la caminata aleatoria jaméas regrese al origen.

Proposiciéon 3.2.

lim E[R"]

n—oo n

= P(la caminata aleatoria nunca regrese a 0).

Demostracion. Sea

I L osiYy # Y1, Ve # Yo, Vi # Y,
g 0 en otro caso.

Es claro que R, =1+ ;_, I}, por lo tanto

B[R, =1+ Z E[L]

:1+ZP(Yk#kal,Yk#qu,---,Yk#%)

k=1

=14+> PXp#0,Xp+ X410 # 0, Xp+ Xpmy + -+ + X1 #0)

k=1
=14+ P(X1#0, X1+ X #0,..., X1+ -+ X #£0).
k=1

En la ultima igualdad utilizamos el principio de dualidad. Sea T' el tiempo
del primer regreso al 0. Asi,

E[Rn]=1+§:P(Y1#O,YQ%0,...,Yk7£0):zn:P(T>k;).
k=1 k=0
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Notemos que [T"> 1] D [T > 2] D ... lo que implica que
P(nunca regresar al 0) = P(T = o0) = kh’m P(T > k).
—00

Puesto que

E[R.] _ 25 kP(T =k) + (n+ H)P(T > n)

Y

n n

basta probar

) k
g&; ~P(T'=k) =0.

Sea av € N tal que 37 P(T' =Fk) < 5. Sea 3 € N tal que % < 5. Entonces,
para todo n > méax{«, f} tenemos que

iSP(T:k):iSP(T:k>+ i %P(T:k)

k=a+1
60& n
<3 P(T=k)+ > P(T=k)
k=1 k=a+1
3 g
<-4 O
273

Definiciéon 3.2. Una caminata aleatoria simétrica es una caminata aleato-
ria en Z tal que p; ;41 = % =1 — pi;—1 para todo ¢ € Z.

Proposicion 3.3. En la caminata aleatoria simétrica, el nimero esperado
de visitas al estado k antes de regresar al origen es 1 para todo k # 0.

Demostracion. Lo haremos para k > 0 el caso k < 0 es analogo. Sea

1 sial tiempo n, la caminata visita el estado k
I, = sin antes haber visitado el origen,

0 en otro caso.

Esto es equivalente a

[ 1 siY,>0Y,1>0,...,Y7, >0,Y, =k,
" 10 en otro caso.
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Sea Z el namero de visitas al estado k£ antes de regresar al origen. Entonces
Z =% 1, asi

E[Z] = P(Y,>0,Y,1>0,....Y1,>0,Y,=k)

NE

3
Il
»—-

P(Xn+"'+X1>0,Xn_1+"'+X1>0,...,X1>0,

I
WE

3
Il
—

Xp+ -+ X =k)

[
WE

PXi+ - +X,>0,Xo+--+X,>0,..., X, >0,

3
Il
—

Xi+-+ X, =k)

=Y PY,>0Y,>Y;,. .Y, >Y, Y, =k)

n=1
)

= Z P(la caminata aleatoria simétrica llegue a k por vez primera
n=1
al tiempo n)
= P(la caminata aleatoria simétrica llegue a k alguna vez)
=1.

En la tercera igualdad utilizamos el principio de dualidad y en la ultima el
hecho de que la caminata aleatoria simétrica es recurrente (teorema 3.5) cuya
demostracion es independiente a esta. O

Definiciéon 3.3. Paran > 1, sea M, el valor maximo que toma una caminata
aleatoria hasta el tiempo n, es decir, M,, = max{0,Yy,..., Y, }.

Definicion 3.4. Sea X : 2 — R una funciéon. Definimos su parte positiva
como X1 : Q — R definida para w € 2 como X (w) = max{0, X (w)}.

Proposicion 3.4 (Identidad de Spitzer). La esperanza de M, es igual a la
suma desde k = 1 hasta k = n, de las esperanzas de las partes positivas de

Yy, multiplicadas cada una por %, es decir,

B = S B

Demostracion. La demostracion se basa en descomponer M, de forma ade-
cuada. Sea I4(z) la funcién indicadora en A, es decir, I4(z) =1siz € A,y
es 0 en otro caso. Entonces

M, = Iy, ~oM,, + Iy, <oMy;
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IYn>OMn = [yn>0(X1 + méX(O,XQ, e ,XQ 4+ Xn))

Aplicando la funciéon esperanza a Iy, ~oM,,, obtenemos

Elly,>oMp] = E[ly,>0X1]
+E[IYn>0mé“X(07X27"'aX2+"'+X7l)]' (31)

Ahora X1, Xs,..., X, v X,, X1, Xs...,X,_1 tienen la misma distribucion
conjunta. Por lo tanto,

Elly,»omax(0, Xa,..., Xo + -+ + Xp)| = E[ly,>0M,1]. (3.2)

Como las X; tienen la misma distribucion, y como la distribucion de (X;,Y;)
no depende de i € {1,...,n} concluimos que,

EYuly,sol = E | > Xilv,=0| = nE[Xily,50],
i=1
de forma que,
1
ElXiIy, 5] = EE[YJ]- (3.3)

Sustituyendo las ecuaciones (3.2) y (3.3) en la ecuacion (3.1) llegamos a
1
Elly,»0My] = Elly,»0My] + ~E[Y,],
y del hecho de que Iy, <oM,, = Iy, <oM,_1, se tiene que

1
E[Mn] = E[IYH>OMTL—1] + EE[YH—F] + E[IYnSOMn—l]

= E[M,_1] + %E[Yj].

Repitiendo este proceso para 2 < k < n — 1 y teniendo en cuenta que
M, = Y;|" obtenemos el resultado. O

3.2. Un teorema sobre recurrencia

Definicion 3.5. Un proceso estocastico Z = {Z,, : n > 1} es una martin-
gala si para todo n > 1 se cumple que E[|Z,|] < ooy E[Z,.1|Z1,...,Z,] =
.

Es inmediato de la definicion que E[Z,] = E[Z;] para todo n.
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Ejemplo 3.1. Sean X, X5, ... variables aleatorias independientes con media
0. Sea Z, = > ", X;, entonces Z = {Z, : n > 1} es martingala. Esto se debe
a que

E[Zn+1|Zl,...,Zn] - E[Zn"i_XnJrl‘Zl’;Zn]
= FEZ,| 21, ..., 2 + B Xn1| 21, ., Zy)
- Zn+E[Xn+1]

Ejemplo 3.2. Sean X, Xy, ... variables aleatorias independientes con media
1. Sea Z,, =[], X, entonces Z = {Z,, : n > 1} es martingala. Esto se debe
a que

E[Znii|Z1, ..., 2] = E[Z0Xps1| 21, - . ., Zon]
= ZoE[Xpsr1|Z1s ..., 2]

= Z, B[ Xp1]-
Teorema 3.5. Sean X1, Xs,... variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas, las cuales pueden tomar valores en 0, £1,+2, ..., +M <

00. Entonces Y = {Y,, : n > 0} es una cadena de Markov recurrente, si y
sdlo si, E[X] = 0.

Demostracion. Si E[X] > 0, entonces, por la Ley Fuerte de los Grandes
Ntameros, Y,, — oo cuando n — oo con probabilidad 1 y por consiguiente la
cadena es transitoria. El caso E[X] < 0 es analogo.

Supongamos ahora que E[X] = 0, lo cual implica que Y ={Y,, : n > 1}
es martingala. Sea

A={-M,—(M—-1),...,—1}.
Supongamos que el proceso empieza en el estado ¢ > 0. Para j > 1, sea
A;={j,j+1,....j+ M}

y sea 7T la variable aleatoria que indica la primera vez que entramos en A o
A;. Si sabemos los valores de Y7, ...,Y,, es claro que podemos decir si 7 = n
o no. Asi, 7 es tiempo de paro de Y;,. Ademas la propiedad (i) del teorema
A.2 se cumple, ya que para n > 0 se tiene

_M<Yn/\7'<j+M7

lo que implica que
E[Y;] = E[Y,] =i.
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Ahora,

l

EY:Y; € A]P(Y; € A) + E[Y;|Y; € Aj|P(Y; € Aj)
> —MP(Y, € A) +j(1 - P(Y, € A)).

Aislando P(Y, € A) llegamos a

j—i
PY. € A) > = .
( )_3+M

Por tanto,

j—i
P(el trea A) > P(Y, € A) > - )
(el proceso en ) > P( )_j+M

Lo importante de esta desigualdad es que vale para toda j > ¢ > 0. Haciendo
j — oo llegamos a

P(el proceso entre a Alempez6 en i > 0) = 1.
Sea B =1{1,2,..., M}. Repitiendo el mismo argumento, llegamos a
P(el proceso entre a Blempezo en i < 0) = 1.
Lo que implica que
P(el proceso entre a AU Blempezo6 en i € Z) = 1.

Lo anterior implica (se demostrara) que el conjunto finito AU B seré visitado
infinitas veces. Si la cadena fuera transitoria, entonces todo conjunto finito
serfa visitado un ntmero finito de veces y como esto no sucede, llegamos a
que el proceso es recurrente.

Solo falta demostrar que AU B sera visitado una infinidad de veces. Una
forma de hacerlo es la siguiente, sea N (AU B) la variable aleatoria que cuenta
el nimero de visitas a AU B, entonces para cualquier w € [N(AU B) < o0
se cumple que existe k € N tal que si n > k entonces Y,,(w) ¢ AU B, por lo
tanto
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PIN(AUB) <o0] < PYy €8, Y1 ¢ AUB,Y, ¢ AUB, .. ]
+PYoeSYieSYs¢d AUBYs ¢ AUB, .. |
+...
=Y PYo=x,Y1¢ AUB,..]
xeS
+Y PVi=2,Y,¢ AUB,.. |+
zeS
:ZP[no regresar a AU B|Yy = z|P[Yy = z]
z€S
—i—ZP[no regresar a AU B|Y] = z|P[Y] = 1]
x€S
+...
= 0.



Capitulo 4

Caminatas aleatorias en grupos

En este capitulo presentamos los resultados referentes a caminatas aleato-
rias en grupos. En la seccion 4.1 se define qué es una caminata aleatoria en un
grupo finito y vemos ciertas propiedades elementales de dicho concepto. La
seccion finaliza introduciendo la distancia de variaciéon total, nocion que seré
util para dar criterios para la convergencia de distribuciones relacionadas con
caminatas aleatorias. En la seccién 4.2 probaremos el lema de la cota supe-
rior (e inferior), el cual, como su nombre lo dice, acota la distancia entre la
distribucién al tiempo n de la caminata aleatoria y la distribucién uniforme
en términos de variacion total. En la seccion 4.3 damos dos aplicaciones del
lema de la cota superior y estimamos en cuanto tiempo se alcanza el esta-
do estacionario. La primera aplicacion es en la caminata aleatoria simple y
simétrica en Z,, mientras que la segunda es sobre cierta caminata aleatoria
en Z4. La bilbliografia de este capitulo es [1].

4.1. Fundamentos

Antes de definir formalmente qué es una caminata aleatoria en un grupo
finito veamos una definiciéon informal pero ilustrativa. Sean G un grupo finito
con operacion e, y () una probabilidad en G. Caminar aleatoriamente en GG
significa movernos en el grupo G de la siguiente manera; supongamos que al
instante n = 0 nos encontramos en el neutro e € G. Ahora, para el instante
n = 1 nos moveremos de e al elemento s; € G con probabilidad Q(s;).
Para el instante n = 2 nos moveremos de s; € G al elemento s, @ 51 € GG
con probabilidad @Q(s3). En general, si en el instante n = k estamos en
spe®---es € (G, entonces nos moveremos al elemento s, es,0-- -5, € G
con probabilidad Q(sy41).

Visto de esta manera, es natural hablar de la caminata aleatoria generada

45
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por el grupo G y la probabilidad (). Ahora bien:

,Cual es la probabilidad de que la caminata aleatoria se encuentre en el
estado s € G al tiempo n = k?

.Se puede encontrar un n tal que para todo k > n la distribucion de la
caminata aleatoria generada por @ al tiempo k “diste en menos de £”! de la
distribuciéon uniforme?

La primera pregunta es facil de responder. Veremos que la respuesta afir-
mativa es la k-ésima convolucion de Q, es decir, Q**(s). La segunda pregunta
es més dificil, dependera eventualmente del grupo G y de como sea Q).

Definicién 4.1. Sean G un grupo finito con operaciéon e y () una probabi-
lidad en G. Para i > 1, sean X, : {2 — G variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con distribuciéon comun ). En particular, para
todo i > 1 y para cualquier s € GG se tiene que

P(Xi = s) = Q(s). (4.1)

Para n > 1, sea
Y, =X, - -0X;. (4.2)

Decimos que el proceso Y = {Y,, : n > 1} es la caminata aleatoria en G,
generada por ().

Proposicion 4.1. La caminata aleatoria en G generada por () es una cadena
de Markov con probabilidad de transicion p;; = Q(ji™").

Demostracion. Sean x1,...,x,_1,1,J elementos arbitrarios en GG entonces,

PY,=jlYo=0,Yy 1=x,1...,Y] = 1)
_ PY,p1=3Y,=0,Yy 1=z, 1...,Y] =11)
P(Y,=i,....Y: = 1)
P(Xpy1 =715 X =iy, X = mox 5, Xy = 1)
P(X, =ix;'), ..., Xo = 2027 ", X1 = 1)
= P(X,1 =ji")

=Q(ji ).

En la segunda igualdad, para 1 <7 < n+ 1, escribimos Y,, en funcién de las
X; de la ecuacion (4.2). En la tercera igualdad utilizamos la independencia

IPosteriormente definiremos formalmente una métrica en el conjunto de las medidas de
probabilidad en G.
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de las X;. Por otro lado,
P(Y,1=13Y,=1)
P(Y, =1)
 P(Xpp = Ji~lY, =1)
P(Y, =1)

= P(Xn-i-l = ji_l)

= Qi)
En la segunda igualdad, utilizamos el hecho de que Y,,;1 = X,,.10Y,, yen la
tercera volvimos a utilizar la independencia de las X;. O

P(YnJrl = ]|Yn = Z) =

Observacion. Hemos considerado caminatas aleatorias que empiezan en el
neutro e € (. Podemos considerar también caminatas aleatorias que em-
piecen en cualquier s € G, modificando Y, por

V=Y, es=X,0---0X es.

La prueba de que Y’/ = {Y,) : n > 1} es cadena de Markov es anéloga. En
general consideraremos caminatas aleatorias que empiezan en el neutro e € GG
a menos que sea especificado lo contrario.

A continuacién resolvemos la primera pregunta que planteamos al prin-
cipio de la seccion.

Proposicion 4.2. La probabilidad de que la caminata aleatoria en el grupo
G generada por Q) al instante n, se encuentre en s € G, es Q™ (s), es decir,

P(Y, =s)=Q™(s).

Demostracion. Lo haremos por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial.
Por definicién tenemos que Q*' = @, asi, la distribucién de @ es igual a
la distribucion de X; pero X; = Y] y por tanto, el resultado es cierto para
n = 1. Supongamos ahora que el resultado es cierto para n. Entonces tenemos
que

QM (s) = Q*Q™(s)
=D Qst™HQ" (1)

teG

= " Q(st P, =1)
teG

=Y P(Xoyp = st " )P(Y, =1)
teG

= P(Xpar = st Yo = ) = PV = 5).
teG
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La primera y segunda igualdad son por definicién, mientras que en la tercera
utilizamos la hipotesis de induccion. La cuarta igualdad se da por como
definimos las X; ecuacion (4.1). Para la quinta igualdad utilizamos el hecho
de que las X; son independientes. O

Definicion 4.2. Sean GG un grupo finito y P, ) probabilidades en G. La
distancia de variacion total entre P y () se define como

1P = Qllrv = méx[P(4) — Q(A)].
Esta definicion serd muy usada, por lo que veremos algunas de sus pro-
piedades.
Proposicion 4.3. Sean [ : G — [-1,1] y P(f) = > e [(s)P(s) el valor

esperado de f bajo P, entonces

1P = Qllav = 5 S 1P(s) — Q)| = 3 méx [P(F) — QU

= 2 |51

Demostracion. Como P(A¢) =1 — P(A), tenemos que
[P(A) = Q(A)] = |P(A) — Q(A%)].
Sea
A={seG:P(s) > Q(s)}
Sea B C (&, entonces
[P(B) — Q(B)| = [(P(ANB) — Q(AN B)) + (P(A°N B) = Q(A°N B))|
<max{|P(ANB) — QAN B)|,|P(A°N B) — Q(A°N B)|}
< mdx{|P(4) — Q(A)],[P(A%) — Q(A%)}
= |P(A) = Q(A)[.
La primera desigualdad se da porque

(P(A°NB)—Q(A°NB)) <0< (P(ANB) —Q(ANB)).

La segunda desigualdad se debe a las siguientes dos desigualdades

|[P(ANB) —Q(ANB)|=P(ANB) - Q(ANB)
<P(ANB)—-Q(ANDB)
+P(A-—ANB)—Q(A—ANDB)
= P(A) = Q(A).



4.1. FUNDAMENTOS 49

Anéalogamente
[P(A°N B) = Q(A°N B)| < Q(A%) — P(A%).

Dado que A ={s € G : P(s) > Q(s)} es el conjunto en el que se alcanza
el maximo valor de |P(:) — Q(+)|, es inmediato que

2/[P = Qllrv = |P(A) = Q(A)[ + [P(A%) — Q(A°)]
= P(A) = Q(A) + Q(A%) — P(A)
= _|P(s) = Q(s)l,

seG
lo que prueba la primera igualdad.

Sean f: G — [—1, 1] arbitraria y h: G — [—1, 1] dada por

hs) = 1 s?seA,
—1 sise A°.

Note que
[P(h) = Q)] = | Y h(s)(P(s) — Q(s))
seG
= D _h(s)(P(s) = Qs)) + Y h(s)(P(s) — Q(s))
s€A se€Ac
=Y [P(s) = Q(s)].
seG
Tenemos entonces,
[P(f) = QNI = > F(s)(P(s) — Q(s)
seG
<D 1F©)P(s) - QLs)]
seG
<3 1P(s) ~ Qs)|
seG
= |P(h) = Q(h)].
Por tanto,
[P(h) = Q(h)| = mdx |P(f) — Q(f)]. O

If11<1
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Corolario 4.4. La distancia de variacion total ||-,-||rv es una métrica en el
conjunto de las medidas de probabilidad en G, es decir, para cualesquiera P,
Q y H probabilidades en G, tenemos que

i) [P = Qllrv = IQ — Pllzv,
(ii) ||P — Q||rv =0 si, y sdlo si, P =Q,
(iii) [|P —Qllrv < ||P — H||zv + ||H — Q||7v. Adicionalmente,
(iv)
Demostracion. En todos los casos utilizaremos la proposicion 4.3.
(1)
1P=Qllrv = 5 3" 1P(s)~ Q(s)| = 5 3~ 1Q() — P(5)] = [Q Pl

seG SEG

0<||P=Qllrv £ 1.

(i) |[P — Qllrv = 0, si y solo si, £ > |P(s) — Q(s)| = 0, si y solo si,
|P(s) — Q(s)| = 0 para todo s € G.

(iii) Note que

1P~ Qllrv = §Z|P<s> Q)

seG

Z—ZIP s)+ H(s) — Q(s)]
seG

S—ZIP s)| 4 [H(s) — Q(s)])
seG

=||P— Hl|rv + ||H — Q||rv.

(iv) Por definicion tenemos que ||P — Q||ry > 0. Ahora

1P=@Qllzv = 5 3°1P(s) - Q)] < 3 S(PEI+1QEs)) = 5(2) =1

SGG seG

]

Observacion. Ahora podemos hablar formalmente acerca de la distancia
entre dos distribuciones definidas en GG. Recuerde de la proposicion 4.2, que
(Q*"(s) es la probabilidad de que la caminata aleatoria en G generada por @
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al instante n, se encuentre en s € (. Teniendo esto en cuenta, note que el
ndamero

e =|Q" = Ullrv (4.3)

se interpreta como “la distribucion de la caminata aleatoria en GG generada
por @ al tiempo n, dista en € de la distribucién uniforme U.” Gran parte de
lo que resta del trabajo nos dedicaremos a ver en qué casos se puede hacer
tender € a 0 conforme n tiende a oo.

El siguiente es un ejemplo muy tutil para ver como funciona la distancia
de variacion total ||Q — Ul|rv.

Ejemplo 4.1. Encontrar la variacion total ||Q—U||rv para los siguientes dos
casos. Sean G = S,,, U la distribucién uniforme en S, es decir, U(c) = 2

o

o€ S,y AC{l...,n}, con |A =k < n. Definimos las medidas de
probabilidad @ en S,, dadas por

(i) “La primera carta esta hasta el frente, y todas las demas son aleatorias.”

1 .
. m S1 0'(1) = 1,
o) =
Q( ) { 0 en otro caso.

Para encontrar ||@Q — Ul|rv sélo hay que considerar dos casos. Cuando
o(1) =1y cuando o(1) # 1. Note que

HoeS,:0(l)=1}=(n—-1)!
v que
Hoe S,:0(l)# 1} =nl—(n—1!=(n—-1l(n-1).

Utilizando la proposicion 4.3, tenemos que

1@~ Ullv = 5 3 1Q(0) ~ Ulo)

gESy,
=2 Y 100 -UO) 5 Y 1) - Ul)]
o:0(1)=1 o:0(1)#1
1 1 1 1 1
:i(n_l) =1 nl -I—E(n—l)!(n—l)‘O—m
1 (n—1) 1(n-—1)
25( - n! 2 n
-1 o)1

2 n 2 n n
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Note que la distancia de variacion total entre @) y U, que es 1 — %,

concuerda con la intuiciéon, pues ) se distribuye uniformemente sobre
o(1) =1.

“La primera carta es distribuida aleatoriamente en A, y todas las deméas
son aleatorias.”

0 en otro caso.

Qo) - {<—> sio(l) € 4,

Evidentemente este caso es, una generalizacion de (i). Para encontrar
[|Q — Ul|rv hay que considerar dos casos. Cuando (1) € A y cuando
o(1) ¢ A. Note que

H{o e S,:0(l) € A} =k(n —1)!
y que
Ho€ S,:0(l)¢ A =n!—k(n—1)!=(n—1)!(n—k).

Utilizando la proposicion 4.3, tenemos que

1@~ Ullrv = 5 3 1Q(0) ~ Ulo)

o€Sn
= Y 00 -UE) s Y Q) - U)]
oio(1)eA owo(1)¢A
= “k(n —1)! k<n1_1)! —% +%(n—1)!(n—k)'0—%
= Zk(n—1)! % — % +s(n=1Dln - k)%
:%ﬂn—m+”%k=1—§

Observe que la distancia de variacion total entre QQ y U, que es 1 — %,
concuerda con la intuicién, pues () se distribuye uniformemente sobre
(1) € A (ademéas de que |A| = k). Finalmente, si A = {1,...,n}
entonces

n
1Q = Ullrv =1~ —=0,
n

lo cual es logico ya que Q = U.
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4.2. Lema de la cota superior

En esta seccion acotaremos ||QQ — Ul|ry (més precisamente, acotaremos
||Q — Ul|%y,) para cualquier probabilidad @ en G, es decir, encontraremos

0<e<e <1,

tales que
e <11Q ~ UlBy <.

Los ntimeros £y y €1 dependeran de quién sea GG y de cémo sea (). La siguiente
proposiciéon nos sera de gran ayuda para encontrar dichas cotas.

Proposicion 4.5. Sean G un grupo finito, y () cualquier probablidad en G,
entonces

> " d,Tr(Q(p)Qp)") = 1G> Q%(s) — 1.

seG

Donde la suma en ‘p’ es sobre todas las representaciones irreducibles de G,
salvo la trivial.

Demostracion. Debido a la observacion 4. del teorema 1.1, podemos asumir
que nuestras representaciones son unitarias, es decir, para cualquier p repre-
sentacion irreducible de G y para cualquier s € G tenemos que la matriz p(s)
es unitaria, es decir,

p(s)t = p(s)" = p(s)™ = p(s7"). (4.4)
Definimos la probabilidad H en G dada por
H(s) = Q(s™ ") para todo s € G.

Note que

B0y = [z @<s>p<s>] Y QT = S Qs ) = ). (49

seG seG seG

La primera igualdad es por definicién, mientras que la segunda se da por la
linealidad, tanto de la transpuesta como de la conjugada. La tercera igualdad
se da en virtud de que las representaciones son unitarias, ecuacion (4.4). La
cuarta igualdad se da por como definimos H. Si p = 1 es la representacion
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tivial, entonces

4,71 (Q(p)Q(p)") = d,Tr

= ()Tr ( @(s)(l)) (Z@@F)]
= ()Tr (ZQ(s)) (Z@(s))]

= 1. (4.6)

Por dltimo, recuerde que la representacion trivial es irreducible. Si p/
recorre todas las representaciones irreducibles de G (incluyendo la trivial)
obtenemos

seG
G Qs 1
seG
=G Q™) —1=1GI Y Q%(s) -
selG seG

La primera igualdad se debe a que, es lo mismo sumar sobre todas las
irreducibles salvo la trivial (parte izquierda), a sumar sobre todas las irre-
ducibles y restarle el término correspondiente de la trivial (parte derecha).
La segunda igualdad se da por la ecuacion (4.6). La tercera ecuacion consiste
simplemente en aplicar la formula de Plancherel, teorema 1.19 inciso (ii). O

Lema 4.6 (Lema de la cota superior-Diaconis y Shahshahani). Sean G un

grupo finito, U la probabilidad uniforme en G y Q) cualquier probablidad en
G, entonces

10~ Ullhy < § 32 d,7r(@n)00)).

Donde la suma en ‘p’ es sobre todas las representaciones irreducibles de G,
salvo la trivial.
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Demostracion. Definimos las funciones f : G -+ Ry g : G — R dadas por
f(s) =1Q(s) = U(s)| (4.7)
g(s) =1 (4.8)
para todo s € G. Ahora, con el producto interior usual de funciones de G a

R,
)= 9(s)f(s)

seG
tenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz que nos afirma

<, ) 1< llgll - 1£1]-

Donde ||f|| = /(f, f) es lanorma de f. Aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz para f y ¢ definidas como en (4.7) y (4.8), llegamos a,

S7lRes) = Us) < VIGT D 1Q(s) —

seG seG

Elevando al cuadrado obtenemos
2

[Z Q) —Us)| <161 1Q(s) -
seG :seG
=G| | Y (Q*(s) — 2Q(s)U(s) + U*(s))
L seG
e[S 2@ 1
= |G| _SEZG(@H Tl +‘G‘2>
ol . Q(s)
= |G SEZG@ ZG ,GP |G‘ )
= |G Q*(s)
el s o |G|]
=|G|ZQ2( —1—ZdTr@ )Qp)").  (4.9)
selG

La tdltima de las igualdades se da por la proposiciéon 4.5. Todas las demés
igualdades son cuentas sencillas. Finalmente, por la proposicion 4.3, tenemos
que

1@~ Ullzy = 5 3°1Q(s) ~ U(s)]

seG
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Por lo tanto,
2

Q= Ullzy = [Z!Q(S) —U(s)| (4.10)

seG

Sustitiyase el lado izquierdo de la ecuacion (4.10) en el lado izquierdo de la
desigualdad (4.9). O

Observaciones. 1. Sea G cualquier grupo finito y () cualquier probabi-
lidad en G. Supongamos que tenemos informacioén que nos hace pensar
que la caminata aleatoria en GG generada por () converge a la distribu-
cion uniforme. Una forma para verificar lo anterior es utilizar el lema de
la cota superior. Para eso, hay que encontrar todas las representaciones
irreducibles de G y acotar el término

Q" ~Uly < § S dTr@ 0@ (p)),  (41)
p

donde la suma en ‘p’ es sobre todas las representaciones irreducibles
de G, salvo la trivial. Mas importante atn, el término a la derecha en
(4.11) estéa en funcion de n, por lo que si converge, sabremos qué tan
rapido converge.

2. El término C/QR(p) no es tan complicado como parece, recuerde que el
corolario 1.17 nos dice que Q**(p) = [Q(p)]™.

Lema 4.7 (Lema de la cota inferior). Sean G un grupo finito, U la probabil-
tdad uniforme en G y Q) cualquier probablidad en G, entonces

1 A A *
1Q = Ullrv = 3G zp:deT(Q(p)Q(ﬂ) )-

1Q — Uy > ﬁ S 4,7 Q0.

Donde la suma en ‘p’ es sobre todas las representaciones irreducibles de G,
salvo la trivial.
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Demostracion. (i) Tenemos que

D 1Q(s) = U =D _(Q*(s) —2Q(s)U(s) + U*(s))

seG seG

gy 290) 1
=@ -G \GW

seG

_ 2 )
_ZQ Z |G\2 G

seG SEG

= Q%(s) |G| (4.12)

seG

Como |Q(s) — U(s)|? § |Q(s) — U(s)| para todo s € G, obtenemos por
la ecuacion (4.12)

D Q) = =D 1Qs) U <) 1Q(s) -

seG seG seG

Por lo tanto,

G Q(s) —1] <> 1Q(s) = U(s)| = 2/|Q — Ullrv-

seG seG

IGI
Utilizando la proposicion 4.5 llegamos a

~

d,Tr(Q
|G|Z r@WRK) = g

G]> Qs —1] <2[|Q = Ullzv.
seG
(ii) Note que

2

4lQ - Ullzy = [ZIQ(S) —U(s)|

seG

>371Q(s) -

seG

_SEZGQ i
1G> Q%(s) ]

seG

|G\

~

|G‘ZdTr@ p)Q(p)).
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La primera igualdad se da en virtud de la proposiciéon 4.3. La tercera
se debe a la ecuacion (4.12), y la ultima se da por la proposicion 4.5.
O

4.3. Dos aplicaciones del lema de la cota supe-
rior

El siguiente teorema nos habla de la caminata aleatoria simple y simétrica
en Z, con p impar (el caso cuando p es par lo tratamos en la observacion
posterior al teorema 4.8). El inciso (i) nos dice que se necesitan n = p?
pasos para que dicha caminata aleatoria tenga una distribucién cercana a
la uniforme en términos de variacion total. El inciso (ii) nos dice que atn
cuando el limite sea la distribuciéon uniforme, la distribuciéon de la caminata
aleatoria al tiempo n, es distinta de la distribuciéon uniforme para todon € N.

Teorema 4.8. Sean Z, el grupo de enteros maodulo p, y Q) la probabilidad en
Z,, definida por

1
Q1) = 5= Q(—1), y cero en otro caso.

(i) Paramn > p*, con p impar tenemos

2

™n
Q" = Ullry < exp(-35)
(ii) Sip > "7, entonces para cualquier n,
1 wn  7win
0l > = exp(— et — Ty
Demostracion. (i) Como Z, es abeliano, tiene |Z,| = p clases de conju-

gacion. Por el teorema 1.14 inciso (ii), tenemos que existen p repre-
sentaciones irreducibles no isomorfas de Z,. Ademés, por el corolario
1.5, todas sus representaciones son de grado d, = 1. Como Z,, es cicli-
co, basta definir cualquier representacion en el generador 1 € Z,,. Para
0 <7 < p—1 definimos

27rij)

pj : Z, = GL(1,C), dadas por, p;(1) = e

Es claro que cada p; es una representacion irreducible de Z,, y si k, j
€ Z, con k # j, entonces p; # p;, puesto que pi(1) # p;(1). Por tanto,



4.3. DOS APLICACIONES DEL LEMA DE LA COTA SUPERIOR 59

hemos encontrado todas las representaciones irreducibles de Z,. Note

que
1 (2mid) (Zmide=1) 2myg
= > Qh)p;(h) = S e ) = cos(=2). (4.13)
heZy P
Ahora
152 _—
Q™ = Ul|7y < 1 > dy, Tr(@Q™(p))Q"(p;)")
j=1

Z—ZTT [Q(p)I™")

_ _ZTT cos(2™) (COS(QZJ) )

7j=1
1 & 27Tj 7Tj
=1 Z Zcos (4.14)

La primera desigualdad es aplicar el lema de la cota superior (lema
4.6). La segunda igualdad se da porque d,, = 1 para toda j, y por el
corolario 1.17. En tanto que la tercera, se da en virtud de la ecuacion
(4.13). La ultima igualdad se da por las propiedades del coseno y porque
p es impar. De esta forma, solo basta acotar el término

p—1
1< ]
5 Zcos(ﬂ)2
=1 P

de la desigualdad (4.14). Definimos & : [0, 5) — R dada por

Entonces tenemos que

W) = zes cos(x) — e sin(x)

> =z — tan(z);
ez cos(z)

h'(z) = 1 —sec*(z) < 0 para = € (0, g)
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Lo que implica que h es decreciente en (0, 5), y en consecuencia

2

In(e cos(z)) = h(x) < h(0) = 0 para z € (0, g)
Por tanto,

In(e= cos(x)) <0
22
ez cos(r) <1
2

cos(z) < e 2, (4.15)

lo cual es vélido para x € (0, 7). Observe que

I
N | —
i)+
0]

4
=

|

5
SR

3

j=1 b
1 — —725%n
<33T
2
exp(—7") & —7%(j2 - 1)n
= exp
J_
exp(—7") —3m2jn
< S S
2 = P
_7r2n
exp
— 5 i (4.16)

La primera desigualdad ocurre debido a la desigualdad (4.15). Lo demas
son cuentas sencillas. Note que para n > p? obtenemos

1
0< = < 1
2(1 —exp(=%"))
y por tanto,

p—1
1 22: (7Tj>2n - <—71'2n)
— cos(— exp .
24 1 p?
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Finalmente, de la desigualdad (4.14) obtenemos

—2n

p—1
1< mJ
o] 2 2n <
197 = Ulfhy <53 eos(Gh™ < expl(5)

el resultado se sigue calculando raiz cuadrada.

(ii) Sea k = 1. Definimos f : Z, — [—1, 1] dada por

, 2n gk
f(j) = cos(——)
p
para toda j € Z,. El valor esperado de la n-ésima convolucion de ()

bajo f es

[y

p—

O (f) = 3 @ (j) cos(ZRE

p

). (4.17)

<.
Il
=)

Como la caminata aleatoria es simétrica, tenemos para 0 < j <p —1,
que

Q") = Q™M(=j) = Q" (p—J)- (4.18)

Para k = 7%1, tenemos
p—1
Q" (pr) = > _ Q" ()px(j)
j=0

p—1
=> Q" (j)e ¥
=0

>_ Q") 03(27Tjk) +iy Q"(j) sm(%jk)
B b j=0 p
=3 Q"G) os<27;7’<)
=0 P »
I Q*n(j)cos(zgk)' (4.19)

La cuarta igualdad se debe a la ecuacion (4.18). En la quinta igualdad
utilizamos el hecho de que la funcién seno es impar.
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De las ecuaciones (4.17) y (4.19) obtenemos

Q™ (f) = Q™ ().

Pero a su vez

La primera igualdad se da por el corolario 1.17. La segunda se debe a
la ecuacion (4.13). La tercera, a que k = p%l. Por tanto,

—_

Q™(f) = Q™ (p) = <—1>“[cos<§>]"-

Ahora, el valor esperado de f bajo la distribuciéon uniforme es

p—

U() = S UGG = 5 3 eos(*%) = 3 cos(2) <o

1
Jj=0 p

Por la proposicion 4.3 obtenemos
2™ = Ul = 1Q™(f) UM = I(-1) [COS(E)] — 0] = ICOS(;) k

Six < %, entonces

2 xt

cos(z) > exp(—; — ﬁ)

Sip > 7, entonces % < % y obtenemos

2Q" ~ Ul| > [ eos(5)"| > [exp<—% - %)] .
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Observacion. El hecho de que p sea impar es fundamental en la demostracion
del teorema 4.8. Si p fuera par, tendriamos, por el lema de la cota inferior,
que

1 p—1 _ _—
1Q™ = Ullrv > i > d Tr(@7 (p1) Q7 (1))
j=1

1 p—1 9
=5 cos(ﬂ)%
P p
1 27k 1
> —cos(—2)*" = —.
2p 2p

De modo que, sin importar qué tan grande sea n, siempre sucedera

1
U > —
™ = Ullrv > 5

Definicién 4.3. El grupo Z4, es el producto cartesiano de Z; consigo mismo
d veces. La suma se define entrada a entrada modulo 2. Los elementos de Z4,
son vectores binarios. Para x € Z4, definimos el peso de z, como el niimero
de unos que tiene el vector z, y lo denotamos por w(z). Llamamos a Zg, el
cubo d dimensional.

El siguiente teorema acota la distancia de variacion total entre “la cami-
nata aleatoria del vecino mas cercano” y la distribucién uniforme en el grupo
Z4. La caminata aleatoria del vecino mas cercano en Z4 consta en moverse a
uno de los vecinos mas cercanos o no moverse, donde los vecinos mas cercanos
de z € Z4 son los y € Z3 tales que ||z — y|| = 1.

Teorema 4.9. Sea G = 74, definimos la probabilidad Q en Z4, dada por,

Q(O):Q<1’07"'70):"':Q(O,...,O,l):m

y cero en otro caso. Sean ¢ € Ry y k = 1(d + 1)(In(d) + ¢). Entonces para
n €N, conn >k, tenemos

. 1, -
Q™ — Ul < (e — 1),
Demostracion. Como Z$ es abeliano, tiene |Z4| = 27 clases de conjugacion.

Por el teorema 1.14 inciso (ii), tenemos que existen 2¢ representaciones
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irreducibles no isomorfas de Z4. Ademés, por el corolario 1.5, todas sus repre-
sentaciones son de grado d, = 1. Para x € Z4, definimos p, : Z4 — GL(1,C)
dadas por

px(y) - (_1)<$’y>7

donde (x,%) es el producto interior usual. Sean y, z € Z4, entonces

px(y + z) _ (_1)(w,y+z> _ (_1)<w,y)+<w,2> _ (_1)<w7y>(_1)(w,z> _ px(y)pm(z)-

Lo que implica que cada p, es una representacion irreducible de Z4. Sean z
y 2o € Z& con x # x¢. Sin pérdida de generalidad, supongamos que difieren
en la j-ésima entrada, lo que implica,

px(ej) 7é pxo(ej)'

Por lo tanto las p, son todas las representaciones irreducibles de Z¢. La
transformacion de Fourier de la probabilidad ) en la representacion p, es

(pa) = > Q)pa(y)

yEZS
1 N d—w(@) w)
Cd+1 0 d+1 d+1
2w(x)
=1- . 4.20
d+1 (4.20)

Donde el primer término en la segunda igualdad corresponde a y = 0. El
segundo término corresponde a los y = e; que difieren de z en la j-ésima
entrada, y el tercer término corresponde a los y = e; que son iguales a x en
la j-ésima entrada.

Antes de utilizar el lema de la cota superior veamos dos desigualdades
que nos seran de utilidad. Supondremos que d es par, asi %l es entero (el caso
impar es analogo y utilizariamos el nimero LgJ + 1, que es entero). Tenemos

para1<]< S, que

(4 Goy)u 2= () Ju -2
_(d d+1—2d+2¢—®
Q) d+1 ™
-() Qf;ff”
:(j) 2”. (4.21)
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La desigualdad se da en virtud de que (j) es creciente para 0 < 7 < 2. La

ultima igualdad se da porque 2n es par.

[JIsH

Ahora acotaremos el término (¢)(1 — -2.)27, Sea 1 < j < ¢ entonces
j di1 J 2

para n > k = 1(d + 1)(In(d) + ¢), tenemos que

(d)(l Yoy oY @b

i)V d+1 T d=Hy d+1
@1 22 m@
= d+d
o 2j ] R0+
- (1=
(e
< dé [e—2j]%(1n(d)+c)
VE
_ ¥ i@
5!
& —je
= Feln(d Ne—ie — ej' . (4.22)

En este caso, todas las igualdades y desigualdades son sencillas y utilizan
propiedades elementales del logaritmo y la exponencial.

Utilizando el lema de la cota superior, obtenemos

_—

1
1Q™ = Ullzy < § > dp Tr Q" (pr) Q" (pa)")

x#0
= ST [1@1 (@]

x#0
1 [ 2w(x),, 2w(x) nlt
. 1 [ 2W(£) 2n
_—;Tr _(1— d—i-l) ]

1 d d 2 2n

R (j)(l i)

La segunda igualdad se da porque d,, = 1 para todo x, y por el corolario
1.17. La tercera igualdad se da en virtud de la ecuacion (4.20). Concluimos
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que
li d(_ 2] >2n li d<1 2] )2n+1i d( 2] )2n
4~ \j d+1 4 J d+1 4 J d+1
Jj=1 Jj=1 j=4%+1
g
1 d 27
<@ (f)a- 2o
4j:1 J d+1
g
1 el le=e e 1, .
<z < Z — (e =1
—22]'!—2, ;! 5 )
J=1 7j=1

La primera desigualdad es consecuencia de la ecuacion (4.21) mientras que
la segunda desigualdad se da en virtud de la ecuacion (4.22). O



Apéndice A
Tiempos de Paro

Definicion A.1. Una variable aleatoria 7 que toma valores en Z; U {oco} es
un tiempo de paro del proceso Z = {Z,, : n > 1} si el evento [T = n| queda
determinado por 7, ..., Z,, es decir, sabiendo 71, ..., Z,, podemos decir si
7 =mn omno. Si P(T < co) = 1, entonces diremos que 7 es un tiempo de
paro finito.

Definicién A.2. Sea 7 un tiempo de paro del proceso {Z, : n > 1}, y sea
Zp sin<rT,

27 = Zupe = { T
Z; sin>T.

Llamamos a Z™ = {Z7 : n > 1} el proceso detenido en 7.

Proposicion A.1. Sit es un tiempo de paro de la martingala {Z, : n > 1},
entonces Z" también es una martingala.

Demostracion. Puesto que Z1,. .., Z,_ determinan a Ziar, ..., Zm—1)ar, bas-
ta probar que E[Zun-|Z1, ..., Zn-1] = Zn—1)a-- Sea

1 sin<rT,
In: .
0 sin>rT1

entonces
Z’I’L/\T - Z(nfl)/\T + ]n<Zn - Zn—1>'

El resultado se verifica dividiendo en los casos n < 7y n > 7 y evaluando
por separado. Ahora,

E[Zn/\T‘ZIJ ceey anl] = E[Z(n—l)/\T + [n(Zn - anl)|Z17 CIE) anl]
= Z(nfl)/\T + InE[Zn - Zn—1|Z17 SRR Zn—l]
- Z(n—l)/\T‘

67
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La segunda igualdad se da debido a que Z;,_1)rr € I,, quedan determinados
por Zy, ..., Z, 1,y la tercera, porque {Z, : n > 1} es martingala. O

Observacion. Puesto que Z,, = Z7, tenemos que para todo n, E[Z,x.] =
E[Z;]. Si 7 es un tiempo de paro finito, es decir, si P(7 < 0o) = 1, entonces
Znnr — Zr cuando n — oo con probabilidad 1. En caso de que E[Z,,,] —
E[Z.], cuando n — oo tendriamos que E|Z;| = E|[Z;].

Teorema A.2 (Teorema de muestreo opcional). Si se cumple cualquiera de
estas propiedades

(i) {Zunr} estd uniformemente acotado o

(i) 7 es acotada o

(iii) E[r] < oo y existe M < oo tal que E[|Zn1 — Zn||Z1, ..., Zn] < M.
Entonces E[Z,z,| = E[Z;] cuando n — oo, y por tanto, E[Z,| = E[Z].

Demostracion. Ver [6], p.300. O

Corolario A.3 (Ecuacion de Wald). Sean X1, X, ... variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con E[|X]|] < oo, y sea T un
tiempo de paro para Xy, Xa, ... con p = E[X;] y E[r] < 0o, entonces

>
i=1

Demostracion. Sea Z, =Y . (X; — u). Es claro que {Z,,} es martingala. Si
conocemos los valores 71, ..., Z,, entonces quedan determinados los valores
de Xi,..., X,. Asi, 7 es tiempo de paro para {Z,}. La propiedad (iii) del
teorema A.2 se verifica dado que

El|Zn1 — Zo|| 24, - - -, Za)

E — ElrE[X].

E[|Xn+1 — [1,||Zl, ey Zn]

= E[| X — ]
< E[[X]] +[ul,
lo que implica que
E|Z;| = E[Z] = 0.

Ahora note que

T

i=1

-F iXi_Tﬂ - F
Li=1 i

La segunda igualdad se da porque P(7 < c0) = 1. O



Apéndice B
Teoria de Grupos y algebra lineal

Definiciéon B.1. Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una op-
eracion binaria e (e : G x GG — () que satisface las siguientes propiedades

(i) La operacion e es asociativa. Asi, para cualesquiera a,b,c € G se tiene

ae(bec)=(aeb)ec.

(ii) Existe un elemento neutro e € GG. Asi, para cualquier a € G se tiene

aeec—=aq—=ced.

(iii) Para cada elemento a € G existe un elemento o’ € G tal que

l l
aeaq =€e=a eqa.

Observaciones. 1. Si la operacién e conmuta, es decir, siaeb =bea
para cualesquiera a, b € GG, diremos que G es abeliano.

2. Algunas veces denotaremos al neutro e de G por 1 6 0.

3. Por la importancia de la operacion algunas veces escribiremos G =

(G o).

Ejemplo B.1. El conjunto de los niimeros reales con la suma R = (R, +) es
un grupo abeliano. La suma, por definicion es asociativa y conmutativa. El
neutro es e = 0 y el inverso de a es —a.

Ejemplo B.2. El conjunto de ntimeros complejos sin el ntimero 0 y con la
multiplicacion usual, C* = (C — {0}, ), es un grupo abeliano. La multipli-
cacion asocia y conmuta en C. El neutro es e = 14-40. El inverso de x = a+1ib
esy = s+ zﬁ

69
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Ejemplo B.3. Sean n,m € 7Z, decimos que n divide a m si existe k € 7Z tal
que nk = m y lo denotamos por n|m. Decimos que a es congruente con b
modulo n si a — b es divisible por n, es decir, si nla — b y lo denotamos por
a=b (méd n).

La definicion anterior es una relacion de equivalencia en Z y sus clases de
equivalencia son llamadas clases residuales moédulo n. Veamos por ejemplo,
que la definicién de congruencia es transitiva (la reflexividad y simetria son
triviales). Supongamos que ¢ = b (méd n) y que b = ¢ (méd n) entonces
existen ky, ko € Z tales que nky = a — by nky = b — c¢. De modo que
n(ky + ke) = a — ¢y por tanto, a = ¢ (méd n).

Definimos
Ly, :=Z/nZ = {[a] : a € Z},
donde
[a] ={b€Z:a=b (mbédn)}
es la clase de equivalencia de a. Sea A = {[0],...,[n —1]}. Entonces A = Z,.

Para ver esto, basta probar que Z,, C A. Si [a] € Z,, entonces, por el algoritmo
de la division, existen tnicos k, r € Z tales que nk+r = a, con 0 < r < n. De

modo que a = r (méd n) y por consiguiente [a] = [r]. Asi, [a] € A. Es facil
ver que ningun elemento en A se repite de modo que hay n clases residuales.
En Z,, definimos la siguiente operacion [a] + [b] := [a + b]. También es facil

ver que la operaciéon no depende del representante. Tenemos entonces que Z,
es un grupo abeliano con esta operacion. La asociatividad y conmutatividad
se heredan de Z, |0] sirve de neutro y el inverso de [a] es [—a].

Definicion B.2. Sea GG un grupo, definimos el orden de G' como el cardinal
asociado a |G|. Un grupo es finito si |G| € N, de otro modo, es infinito.

Definicion B.3. Sea BC Ay f: A — (C una funciéon. Definimos la restric-
cion de f a B denotada f|p como la funcion f|g : B — C, con f|g(x) = f(x).

Definiciéon B.4. Sea V' un espacio vectorial sobre F' (donde F' = R o C).
Un producto interior en V' es una funcion (,) : V- x V' — F tal que para todo
x,y,z € V y para todo c € F,

(1) (z+y,2) = (z,2) + (y, 2).
(cz,y) = c(z,2).

(z,y) =
{

x,x)y >

y, ) (conjugacion compleja).

ii)
(iii)
1v)

si x # 0.



(Glosario de Simbologia

A: Matriz cuya entrada ij es A_U

A": Matriz cuya entrada ij es Aj;.

A* = At: Matriz cuya entrada ij es A_ﬂ

(B): Espacio vectorial generado a partir del conjunto £.

C: Numeros complejos.

d,: Grado de la representacion p.

e; =(0,...,1,...,0): El i-ésimo vector canonico.

|G|: Cardinalidad del conjunto G.

GL(n, F): Grupo de matrices invertibles de n x n, sobre F.

GL(V): Grupo de transformaciones lineales invertibles de V' en V.

H < G, (H < G): H es subgrupo de G (subgrupo propio).

N: Nidmeros naturales.

pij = P(X,11 = j|X,, = ): Probabilidad de transicion.

pij(m) = P(X,4m = j|X,, = ©): Probabilidad de transicién en m-pasos.
||P — Q||7v: Distancia de variacion total ente Py Q.

P % @Q: Convolucion entre Py Q ((P*Q)(s) =3 ,cc P(st™")Q(t)).
Q" = Q* Q"' La n-é¢sima convolucion de Q (paran =1, Q*! = Q).
Qlp) = > e Q(s)p(s): La transformacion de Fourier de @ en p.

p: G — GL(V): Representacion lineal de G en V.
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R: Ntmeros reales.

Sn: Grupo de todas las permutaciones en {1,2...,n}.

(u,v): Producto interior entre u y v.

Tr(A): Traza de la matriz A.

||v]| = v/(v,v): Norma de v.

|z|: Parte entera de x.

W <V, (W < V): W es subespacio de V' (subespacio propio).
X, = Xx: Caracter de la representacion p.

Z:: Numeros enteros.

Ly, =7/nZ = {[0],...,[n —1]}: Grupo de enteros modulo n.



Bibliografia

[1] P. Diaconis: Group Representations in Probability and Statistics. Insti-
tute of Mathematical Statistics. Lecture Notes-Monograph Series Vol.
11, 1988.

[2] P. Diaconis, L. Saloff-Coste: Comparison Techniques for Random Walk
on Finite Groups. The Annals of Probability, Vol. 21, No.4, 1993.

[3] W. Feller: Introduccion a la Teoria de Probabilidades y sus Aplicaciones.
Limusa, Tercera Edicion, 1973.

[4] G. Grimmett, D. Stirzaker: Probability and Random Processes. Oxford
University Press, Third Edition, 2001.

[5] P. Hoel, S. Port, C. Stone: Introduction to Stochastic Processes.
Houghton Mifflin Company, 1972.

[6] S. Ross: Stochastic Processes. Wiley Series in Probability and Mathe-
matical Statistics, Second Edition, 1996.

[7] J. Serre: Linear Representations of Finite Groups. Springer, G.T.M.,
Vol.42, Second Edition, 1977.

[8] F. Zaldivar: Introduccion a la Teoria de Grupos. S.M.M.-Reverté, Vol.
32, 2006.

73



	Portada

	Índice General

	Introducción

	Capítulo 1. Representaciones Lineales

	Capítulo 2. Cadenas de Markov

	Capítulo 3. Caminatas Aleatorias en Z 

	Capítulo 4. Caminatas Aleatorias en Grupos

	Apéndices

	Bibliografía


