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Introducciéon

Dentro de la década de los sesenta del siglo XX, S. E. Dickson
desarrolld un importante concepto mateméatico que permitié dar un
giro muy original al estudio de anillos atravez de las categorias de
modulos sobre un anillo: el concepto de Teorias de Torsion. El impulso
logrado por este concepto se centré principalmente en las teorias de
torsion hereditarias a las que varios matematicos de reconocida calidad
han dedicado una gran cantidad de trabajos.

La presente tesis tiene como tema central el estudio del articulo
"Pseudo complementos en la reticula de clases de Torsion" publicado
por los investigadores Gary F. Birkenmeier y Richard Wiegandt.

En este trabajo se desarrolla un calculo de operadores sobre clases
de R-médulos. Este calculo de operadores es aplicado a clases de torsion
y clases libres de torsion para obtener caracterizaciones de complemen-
tos y pseudo complementos en la reticula de clases de torsion de un
anillo R. Ejemplos son provistos para ilustrar y delimitar los resulta-
dos.

En el capitulo 1, se usa el calculo de operadores para obtener una
clase, HE~, la cual es una precursora para una clase de torsién o una
clase libre de torsion. Posteriormente, esta clase juega un papel funda-
mental en el trabajo.

Todos los anillos son asociativos con uno y R siempre denota un
anillo. Todos los médulos seran R-modulos derechos y Mod-R denotara
a esta categoria.

Sea M € Mod-R entonces K < M(K < M) denota que K es un
submédulo (esencial) de M. Sea X < M, un pseudo complemento de X
en M es cualquier K < M méaximo con respecto a la propiedad XNK =
0; se dice que X es un submodulo esencialmente cerrado de M si X no
tiene una extension esencial propia dentro de M. Usamos la notacion
K < M para denotar que K es isomorfo a un submédulo de M.
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VI INTRODUCCION

E(M) simboliza la capsula inyectiva de M. Los simbolos Z, Z,,, Zy~
representan a los enteros, los enteros médulo n y al grupo cuasiciclico.
Se le llama a una clase v de R-mddulos estable si para cada M €
existe I € v tal que M — [ e I es inyectivo. Una clase 7 de R-moédulos
es una clase de torsion si es cerrada bajo cocientes, sumas directas y
extensiones (7(M) denota > {X < M|X € 7}). Una clase ¢ de R-
modulos es una clase libre de torsion si es cerrada bajo submoddulos,
productos directos y extensiones. Una clase § de R-moédulos es una
clase TTF si es una clase de torsion y una clase libre de torsion.



Preliminares

Sea v una clase de R-modulos, definimos los siguientes operadores:

Hy={M e Mod— R | M — X €~}

Ey={M € Mod — R | X < M para algin X € v}

Iy=yU{EM) | M €~}

P~ es la clase de todos los productos directos de elementos de ~

Sv es la clase de todos los productos subdirectos de elementos de ~

h~ es la mayor subclase de v cerrada bajo cocientes

Ty={M € Mod — R | M/X € ~ implica que X = M}

Ly ={M € Mod—R | toda imdgen homomorfa de M distinta de cero
tiene un submédulo distinto de cero en v}

Fy={M € Mod—R| X <My X €~ implica que X = 0}

sy={M € Mod— R | M es un médulo simple y M € ~}

Observe que H, E, I, P, S, h, s y L son operadores idempotentes.
También, Ly siempre es una clase de torsiéon. Si v es una clase cerrada
bajo cocientes, entonces v C L~y y L~ es la menor clase de torsion que
contiene a . Mas aun, si ademas v es hereditaria, también lo es L.
Nétese que si v es una clase hereditaria, entonces T+ es una clase de
torsion, la mayor con respecto a v N Ty = {0}.

H, E, I, P, S, h, s y L son operadores idempotentes:

« Hy=H(H~») :
C| Sea M € Hy. M — M € Hy
..M € H(H7).
D] Sea M € H(H~) entonces 3X € Hy y Y € v tal que
M—XyX—Y, dedonde M —Y €~
o.M e Hy
.. Hy =H(Hy).

» Ey =E(Ey):
C| Nétese que v C E~y ya que para todo M € v, M < M.
Sea M € Ev entonces 3X € v tal que X <1 M. Ademas tene-
mos que ¥ C E~v por lo que X € Ev

1



PRELIMINARES

o.M e E(En).

D] Sea M € E(E~), entonces 3X € Ev tal que X < M y ya
que X € Evy, dY e ytal que Y < X

LY aM

o.M e Ey

o Ey = E(Ey).

Iy =1(Iy) :

IIy) =1y U {EM) | M € In} =y U {EM) | M €
2} U {BE(M) | M e Ty}

Notese que

{EQMDIM € Ty} = {E(M)|M € 1}U{E(M)|M & {E(N)|N €

71}
pero

{E(M)|M e {E(N)IN € 7}} ={EM)|M €~}
por lo que
{E(M)|M €I} ={EM)|M €~}
entonces
I(Iy) = 5 U {E(M)|M € v} U{E(M)|M € 7}

=Y U{E(M)[M € v} =1I.
Py=P(Py):
C| Noétese que v C Py ya que M € « es producto directo de
una copia de si mismo, por lo que trivialmente Py C P(P~).
DO| Sea M € P(Pr) entonces M = [],ca M, para alguna fa-
milia {M, }aca de médulos de Pry.
Para cada o € A 3 B, tal que M, = Ilg,ep, Np, donde
{Npg, }p.ep. es una colecciéon de mddulos de 7.
Consideremos E = UyeaB,, (la unién disjunta) entonces ten-
emos que M = [[scg Ns
o.M e Py
Py =P(Py).
Sv=8S(Sy) :
C| Para todo M € Mod— R pasa que M es producto subdirecto
de él mismo (como producto de una sola copia de M) por lo
que trivialmente Sy C S(Sv)
D] Sea M € S(Sv) entonces I{M,}aca € Sv tal que M <
[Toca M, es un producto subdirecto. Para cada a € A existe
un conjunto de indices B, y una familia {Ng, }g.en, C 7 tal
que My <Tlg,ep, N, es un producto subdirecto.
Por el inciso anterior sabemos que [[,c4 M, € Py de esta ma-
nera sabemos que [[,eq Mo = [],cp K, para alguna coleccion
{K,} C v, de modo que para cadan € E, Ja € Ay 35, € B,



PRELIMINARES 3

tal que K, = Ng,.
Por otro lado, 11, [p: M — M, y g, [am,: My — Ng, son
epimorfismos, también sucede que si Ng, = K, entonces II, =
g, oIy & [Taea Mo — K, por lo que IL, |y : M — K, es un
epimorfismo, es decir M € S~
.Sy =S(Sv).

» hy =h(hv):
Por definicién del operador h, tenemos que hy = h(hvy) ya que
h~v ya es una clase cerrada (bajo cocientes).

» sy =s(sy):
Por definicién del operador s, tenemos que
s(sy) ={M € Mod — R | M € sy, M es un médulo simple}
pero todo mdédulo en sy es simple
c.sy =s(sy)

» Ly =L(Ly) :
C|] Sea M € L~ y supongamos por contradiccion que M ¢
L(L~), esto es 3N # 0 imagen homomorfa de M tal que VK <
N, K #0, K ¢ L. En particular N ¢ L. Esto a su vez quiere
decir que 3J # 0 imagen homomorfa de N tal que VI < J, I #
0, I ¢ v!yaque M € Ly y J es una imagen homomorfa de
M.
o.M e L(Ly)
D] Sea M € L(Ly) y sea N # 0 una imagen homomorfa de
M, entonces 3K < N, K # 0 tal que K € L~. Dado que K es
imagen homomorfa de si mismo, 3J < K, J # 0 tal que J € 7.
Por lo que N tiene un submddulo (J) distinto de 0 en v , es
decir M € Ln.
. Ly = L(Ly).

L~ es clase de torsion:

Ly = {M € Mod — R] todo cociente de M distinto de cero tiene
un submoédulo distinto de cero en 7}

» /| Sea M € Ly, N < M y K # 0 una imagen homomorfa
de M/N bajo un homomorfismo h : M/N — K, entonces f =
hon: M — K hace que K sea una imagen homomorfa (distinta
de cero) de M y por tal razén tiene un submédulo distinto de
ceroen vy (n: M — M/N es la proyeccién canénica dada por
n(m) —m -+ N)

S.M/N €~

» @] Sean {Mytaeca y F @ @acaM, — K un homomorfismo

distinto de cero. Sea g € A tal que fo, = [ [ma,: Moy —
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K es distinta de cero. Como M,, € Ly tenemos que dN,, <
Im(fa,) < Im(f) < K tal que Ny, 0y Noy €7
@QGAMQ € L’y

» —— | Consideremos el siguiente diagrama con renglén exacto
donde My, My € L y h es un morfismo distinto de cero

1)

0 M, L v —2 0

N

Y consideremos los siguientes casos:

Im(f) = Nu(g) € Nu(h):

Sea m € Im(f) \Nu(h) y consideremos el morfismo h; =
ho f. Como m € Im(f) \Nu(h), h; no es cero.

S.AN; < N talque Ny #0y Ny €y

() = Nu(g) € Nu(h):
Definimos hy : M — N dada por hy(ms) — H(m), donde
m € M es tal que g(m) = ma.

Nétese que en este caso (no asi en el caso 1) hy si es funcion
ya que si se da el caso en que dm, m’ € M y my € M tales
que g(m) = g(m’) = my, entonces m—m’ € Nu(g) C Nu(h)
y por lo tanto h(m) = h(m') = ha(ms).

Como h : M — N no es cero Im € M tal que h(m) # 0y
dado que Nu(g) C Nu(h), también sucede que g(m) # 0. Sea
msy € My tal que g(m) = msy entonces hy(msy) = h(m) # 0
por lo que hy : My — N no es cero

o.dNy; < N tal que Ny #0y Ny €

En cualquiera de los casos resulta que M € Ly
.. Ly es cerrada bajo extensiones

.. Ly es clase de torsion.
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Si v es cerrada bajo cocientes, entonces v C Ly y L~ es la menor
clase de torsién que contiene a v. Més atn, si ademés v es hereditaria,
L~ también lo es:

Demostracién:

» Sea v C Mod — R cerrada bajo cocientes y sean M € vy
N < M, dado que 7 es cerrada bajo cocientess, tenemos que si
M/N # 0, entonces M/N € vy yaque M/N < M/N, tenemos
que M € L~

= Sea 7 C Mod — R una clase de torsién que cumple con v C 7,
ademés sean M € Lyy N € Mod— R tal que VT € 7, Hom(T,
N) = 0. Veamos que Hom(M, N) = 0.

Supongamos que 3f € Hom(M, N), f # 0, entonces AN’ <
N, N'#0talque Ne~vyCr
. Hom(N', N)#0! . Hom(M, N)=0
S Mer
SLyCrT

= Supongamos ademas, que 7y es hereditaria. Veamos que L~y tam-
bién lo es.

Sean M € Ly, N < M y K < N entonces 0 # N/K <
M/K € Ly. M/K contiene un submédulo H € v distinto de
cero.

Si N/JK <« M/K entonces NJKNH#0y NJKNH € .

Si N/K no es esencial en M/K, entonces N/K tiene un pseu-
do complemento T'/K < M/K, T/K # 0, entonces N/K <
(M/K)/(T/K) € Ly y (M/K)/(T/K) contiene un submdédulo
distinto de cero H; € v, entonces N/KNH, # 0y N/KNH, € v
.. N € Ly

.. Ly es hereditaria.

Notemos que si v es una clase hereditaria entonces T+ es una clase
de torsion, la mayor con respecto a y N Ty = {0}

» Ty ={M € Mod — R|[M/X € ~ implica X = M} es clase de
torsion:
o /|Sean M € Ty, N<MyX < M/N talque (M/N)/X €

7. Como X < M/N, X es de la forma X = K/N para algin
K < Mcon N <K, asi (M/N)/X = (M/N)/(K/N) =
M/K y M/K €~
LK =M
.. X=K/N=MJN
S.M/N € Tr.
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e @] Sean {M,}oer € Ty, M = @perMy y X < M tal
que M/X € . Como X < M = @ner M, entonces X =
@acr N, donde N, < M, de esta manera tenemos M/X =
(EBQGIMQ)/(EBQEINa) = EBaEI<Ma/Na) Yy para cada 6 S
I, Mg/Ng < @®aci(My/N,) por lo que Msz/Ng € vy ya
que Mz € T, tenemos asi que N3 = MgV g€ ]

SX = @QEINQ = @aefMa =M
o.M e Ty.

e —>—| Sea 0 M’ M M" 0 una suce-
sién exacta con M', M" € Tyy X < M tal que M/X € ~.
Tenemos que M'/(M'NX) = (M'+X)/ X <M/X €vyy
ya que v es hereditaria M'/(M' N X) € ~
M NX =M yaque M' € Ty
LM< X
Como M’ < X < M, tiene sentido hablar de los cocientes,
es decir, (M/M")/(X/M') = M/X € vy como M/M' =
M" € T, entonces X/M' = M/M’, entonces X = M
SoM e Ty
.. T es cerrada bajo extensiones.

.. T~ esclase de torsion.

= T es la mayor clase de torsién con respecto a v N Ty = {0}:

Sean T una clase de torsién tal que yN7 = {0}, M €1y

N < M tal que M/N € ~. Como T es clase de torsién, pasa que

M/N € 7 por lo que M/N € yn1 = {0}

SN=M

SoM e Ty

ST CTy

.. T es la mayor clase de torsién con respecto a yNTy = {0}.



Pseudo complementos en la reticula de clases de

torsion

1. Los operadores Hy E

En este capitulo establecemos las bases para los capitulos 2 y 3
desarrollando resultados basicos para los operadores H y E.

Nuestro primer lema proveé una lista de propiedades conocidas o
cuyas pruebas son rutina. Estas propiedades seran usadas posterior-
mente, algunas veces sin mencionarlo.

LEMA 1.1. Sea v una clase de R-modulos.

1.

Si v es cerrada bajo sumas directas o productos directos, en-
tonces Hvy es cerrada bajo sumas directas o productos directos,
respectivamente.

. Si v es cerrada bajo cocientes, entonces Hvy es cerrada bajo

cocientes.

. 51y es estable, entonces Hy = EHy = HEy = IH7.
. 51 v es cerrada bajo sumas directas, entonces Evy es cerrada

bajo sumas directas.

. Si 7y es hereditaria, entonces Evy es hereditaria.
. 91 v es cerrada bajo extensiones, entonces vy es cerrada bajo

sumas directas finitas.
Sea (T, @) una teoria de torsion. T es hereditaria si y sdlo si ¢
es estable.

. Si Iy = 7y, entonces 7y es estable. Aun mds, si vy es cerrada bajo

sumandos directos, entonces Iy =~ si y solo si vy es estable.

Demostracién:

1.

Sea {M,;}ic;r € Hy una familia de R-mé6dulos, entonces para ca-
da M; existe un X; € 7y un monomorfismo «; : M; — X, esta
familia de morfismos induce un monomorfismo « : ®;ec; M; —
DicrX; por lo que si v es cerrada bajo sumas directas, entonces
H~ también lo es. De manera analoga la misma familia de mor-
fismos induce un monomorfismo 38 : [[ie; M; — Il;er Xi por
lo que si v es cerrada bajo productos directos, entonces Hry

7



8 PSEUDO COMPLEMENTOS EN LA RETICULA DE CLASES DE TORSION

también lo es. Los monomorfismos inducidos no son mas que
a = Bier; y B = [licr i

2. S5ea M € Hy y N < M. Como existe X € v tal que M — X

3.

podemos decir que N < X y asi X/N € yporloquei: M/N —
X/N nos dice que M/N € Hr.
= Hy C EH~y:

Sea M e Hy. M a1 M y M € Hy

..M € EHy

EH~ C HE~:

Sea M € EH~. Sean X € Hy y Y € ~ tales que X < M
y X — Y. Como X < M tenemos que E(X) = E(M),
ademas M — E(M) =E(X) — EY) (X =Y <= E(Y)
por lo que E(Y) = E(X) & E’ entonces E(X) — E(Y)) y
Y QE(Y)

..M € HEy

HE~ C IH~:

Sea M € HE~. Sean X € Evy, Y € ~ tales que Y < X
y M — X. Dado que Y € 7, existe I € v inyectivo tal
que Y < [ entonces Y — E(Y) — [ y como YV < X,
tenemos que E(Y) = E(X) por loque M — X — E(X) =
EY)—=I1ecy

..M e Hy C IHy

IHv C H~:

Sea M € IH~. Si M € H~v no hay nada que probar. Supong-
amos entonces que M = E(N) para algin N € H~. Sean
X, I € vy tales que N — X < [ con [ inyectivo, entonces
I=E(N)® E porloque M = E(N)— I

..M € Hy.

4. Sean {Mi}ie[ - E’}/ N Xl €y tal que Xz < Mz Si X = @iEIXi

vy M = @;c;M; entonces X € vy X < M, por lo que si vy es

cerrada bajo sumas directas, también lo es E~.

.Sea M € Ey, X € vy N < M tal que X < My N # 0,

entonces X NN <Ny X NN ey
SN e Ery.

. Sean My, My € vy M = M; ® M. Por la sucesion exacta

0O—-M —M— My —0

tenemos que M € . Por inducciéon sobre el ntimero de
sumandos directos, se obtiene que 7y es cerrada bajo sumas di-

rectas finitas.
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7. =| Sabemos que Hom(T', F) =0 VT €T, F € ¢. Sean M €
¢ entonces M — E(M)y M < E(M). Si Hom(T, E(M)) #0
para algin T' € 7, digamos f € Hom(7T, E(M)), f # 0 entonces
tenemos Im(f) N M # {0} entonces " = f~(Im(f)NM) < T,
entonces T' € T pero f [ T" — M no es cero !

EM)eo
<|Sean T €7y T <T.SiT ¢ 7 entonces IM € ¢ tal
que Hom(7", M) # 0. Sea " € Hom(71", M), f’' # 0, entonces
existe una f € Hom (7", E(M)) dada por f =io f' # 0 donde
i: M — E(M) es la inclusién. Ya que E(M) es inyectivo, f
puede extenderse a una funcion f” # 0, f” € Hom(T, E(M)) !
yvaque E(M)eopyTerT
ST er.
8. = Sily=~entoncesV M €, E(M) €~
..y es estable.
» = | Esto es el inciso anterior
«<| Sean M € v e I € « inyectivo tal que M < I.
I = E(M) @& E' pero v es cerrada bajo sumandos direc-
tos entonces E(M) € ~

S Iy =1

PROPOSICION 1.2. Sea v una clase de R-mddulos. Entonces ten-
emos que ITHy C EHy = HEy = HIy

Demostraciéon:
1. IHy C EH~ :
Sea M € IH~. Si M € H~ entonces M < M y M € EH~; si
no es asi, M = FE(X) para algin X € H~v entonces X << M y
M € EHn
.. IHy C EHy.
2. EHy = HE~ :
C| Sea M € EH~ entonces existe Y € Hvy tal que Y < M
y como Y € Hr~, entonces existe X € ~ tal que ¥ — X.
Como Y < M entonces E(Y) = E(M) y como Y — X, pasa
que E(Y) — E(X) € E~v entonces tenemos M — E(M) =
E(Y) — E(X) € Ey
..M € HEy
.. EHy C HE~
D] Sea M € HE~ entonces existen X € Eyy Y € v tales
que M — X yY < X por lo que {0} # M NY € Hy y ya que
Y a9 XyM<X tenemos que MNY <1 M
..M € EHy
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.. HE~y C EHy
.. EHy = HE~.
3. HEy = HIvy :
C| Sea M € HE~. Entonces existen X € Eyy Y € ~ tales que
M—XyY<Xporloque M - X — EX)=E®Y)ely
..M € Hly
D] Sea M € HIv entonces existe X € Iy tal que M — X
por lo que:
= Si X € vtal que M — X, como X < X € Ev entonces
M € HEv
» SidY € ytal que M — E(Y), como Y < E(Y) € Evy
entonces M € HE~y
..M € HEvy
.. HIy C HEy
.. HEvy = HI~.

Noétese que bajo composicion de operadores, S” = {E, H, I} genera
un semigrupo de orden 5 con EH el elemento cero. {E, H} genera un
subsemigrupo conmutativo e idempotente de orden 3.

Demostracion: Notemos primero que

» ITHy={M|M — X ey} U{E(M)|M — X € v}

» HIy = {M|M — X y X € vy o X = E(N) para algin N € v}

«Ely={M|XaM Xelyl={MX <M, X cr}U
(M|X <M, X = E(N), Ner}={M|XaM X e

}
. ¥E7 = EyU{E(M)|M € Ey} = {M|X < M, X € 4} U
{E(M)|M €~} = {M|X <M, X €9} =Ey

Por lo que E = EI = IE, HE = HI = EH, H, I, IH son cin-
co operadores distintos y E conmuta con ambos: H e I. Si al conjunto
{E, H, I, EH, IH} lo llamamos S, podemos ver que < H, E, I >= S
ya que para cualquier combinacién de tres elementos de S' = {H, E, I}
(no necesariamente distintos), la composicién de ellos es igual a la com-
posicién de dos elementos de S’.

Veamos que EH es un elemento cero para S:
(E)(EH) = (EE)H = EH = E(EH) = E(HE)
H)(EH) = E(HH) = EH = E(HH) = (EH)(H)
J(EH) = (IE)H = EH = E(EH) = E(HI) = (EH)(I)
E

EH)(EH) = EEHH = EH
H)(EH) = (IE)HH = EH = E HH = HEH = HEIH =
EH)(IH

(
(1
(

(1
(EH)(IH)
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.. EH sirve como elemento cero para S.

Como vimos anteriormente HE = EH, por lo que {E, H, EH} es
un subsemigrupo de orden 3 que es conmutativo e idempotente.

EJjEMPLO 1.3. El presente ejemplo sirve como base para varios re-
sultados posteriores.

» Sea e = e* € R tal que eR = eRe (nota, er =ere ¥V r € R) y
X = ReR = Re. Entonces X es un ideal idempotente de R y la
clase T ={M € Mod — RIM = MX} ={M € Mod — R|M =
Me} es una clase de torsion. Ya que 7 = {M € Mod— R|M(1—
e) = 0}, se sigue que T es hereditaria (de hecho es una clase
TTF).

» Consideremos un caso especial del inciso anterior. Sea S un

S s]

anillo no singular derecho y no autoinyectivo. Sea R = lo g

oo
Y=o 1|’
0 S
Tomemos X = 0 S y17={M € Mod — RIMX = M}.

Entonces T es una clase de torsion hereditaria. Observe que
0 0 0 0 0 0 0 0
0 S g gl por lo que g g € E7 pero g g ¢ It

. It = IHTt #+ HIr = EHT = Et

<

= Veamos que efectivamente ReR = Re:
C| Sea a € ReR entonces a = bec, b, ¢ € R pero por hipdtesis
ec = ece entonces a = (bec)e € Re
.. ReR C Re
DOJ Siaae € Re lo escribimos como ael, es trivial que Re C
ReR.
= X es un ideal idempotente:
a) X es ideal ya que aRe C Re y ReR = Re implica que
(Re)a C Re
.. X es ideal.
b) X? = (X)(X) = (Re)(Re) = R(eRe) = R(eR) = X
.. X es idempotente.
» La clase 7 = {M € Mod — RIM = MX} = {M € Mod —
R|M = Me} es de torsién:
e /| Sea N < M € 7, entonces (M/N)X = MX/N = M/N
S.MJ/N e T.
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e D] Sea {M;}ier € 7y M = @®;e/M;, tenemos entonces
MX = (®ierM;) X = @ier(M;X) = @it M; = M.

e ——| Sea 0 M, ! M —2= M, 0 exacta con

Mla
My e mym e M. Sim € Im(f) entonces m = f(my) =
f(mie) = f(m})e ya que my € My. Sim ¢ Im(f) = Nu(g)
entonces g(m) # 0, es decir, Ims € M, tal que g(m) =
me = mhe, ademds g(me) = g(m)e = mae = mhee = mbe,
entonces m — me € Nu(g) = Im(f) por lo que Im; € M,
tal que f(mi) = m —me pero f(mi) = f(mie) = f(mj)e
entonces tenemos que m = f(my) +me = f(mje) + me =
f(m))e+me=(f(m)) +m)e € Me
.M C Me
Como siempre pasa que Me C M tenemos que M = Me
.. T es cerrada bajo extensiones
.. T es clase de torsion.

e <|Si N<M,entonces N(1 —e) < M(1—¢e)=0
.. 7 es hereditaria.

o [I| Sea {M;}ic; C 7y M = [l;c; M;. Tenemos que Me =
(Tlier Mi)e = Tlies(Mie) = Tlies M;
S MerT
.. T es una clase TTF.

. 0 0 0 0 .
» En i7) tenemos que 0 S < g S} ya que los ideales de
0 91 son dela forma | 2| con Ay B ideales derechos d
g g| sondelaforma |, 5 co y eales derechos de

SyBCAyB#0

PROPOSICION 1.4. Sea v C Mod — R cerrada bajo sumas directas
finitas.

= 57y es estable, entonces Hy es cerrada bajo extensiones.
= HE~y es cerrada bajo submodulos, sumas directas finitas, exten-
siones esenciales y extensiones.

Demostracion:

» Sean N y X R-médulos tales que X/N, N € Hy. Sea E € «
inyectivo tal que N — E y P el coproducto fibrado de N — F
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y N — X, entonces obtenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo con renglones exactos:

0 N2 x " X/N ——0

o )

0 E—t>p—"s X/N—>0

donde h es el morfismo inducido por n : X — X/N y 0 :
E — X/N, f y g son monomorfismos ya que iy e ig lo son
y P = FE & X/N ya que (por la inyectividad de E) el renglén
inferior se escinde. Entonces por 1.1 incisos (1) y (3), P € Hy,
entonces X € Hry.
» e <| HJ es hereditaria para cualquier clase § C R — Mod, en
particular para 6 = Evy
o @] Por 1.1 (4), Ev es cerrada bajo sumas directas finitas
y por 1.1 (1) HE~ es cerrada bajo sumas directas finitas
e —.| Por 1.1 (3), EHEy = HEy y EHE~ es cerrada bajo
extensiones esenciales
e ——| Por la primera parte de esta proposicion, tenemos
que HE~ es cerrada bajo extensiones.

El segundo inciso de 1.4 nos dice que la clase HE~ tiene la posi-
bilidad de convertirse, tanto en clase de torsién como en clase libre de
torsion. Esto motiva naturalmente los siguientes problemas:

(1) Determinar condiciones que aseguren que HE~ es una clase de
torsion.

(2) Determinar condiciones que aseguren que HE~ es una clase
libre de torsion.

Observe que si v es la clase libre de torsiéon correspondiente a una
una clase de torsion hereditaria, entonces HE~y = v es libre de torsién.
Antes de dar alguna respuesta a los problemas anteriores, presentamos
ejemplos que muestran que, en general, HE~ no es clase de torsién ni
clase libre de torsiéon para algunas elecciones de v C R — Mod.

EjEMPLO 1.5. Existe una clase de torsion hereditaria 7 tal que
HET no es una clase de torsion. En el ejemplo 1.3 i), por 1.2, HET =
Er. Observe que E(R) € ET ya que R contiene esencialmente modulos
de T, pero E(R)/T(E(R)) ¢ Er por lo que ET no es cerrada bajo
cocientes y por lo tanto no es clase de torsion.

Recordemos que a un grupo abeliano G se le llama p-grupo elemen-
tal si pG = 0, donde p es un primo.
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EJEMPLO 1.6. FExiste una clase v de R-modulos que es cerrada bajo
submodulos, productos directos, cocientes y sumas directas tal que HEry
no es una clase libre de torsion. Tomemos R = Z y v la clase de p-
grupos abelianos elementales para un primo p fijo. Por 1.2, HEy = Ey.
Observamos que si M € v, entonces M es un grupo de torsion en el
sentido usual (es decir, ¥ x € M, x # 0, In € Z, n # 0 tal que
nx = 0). Tenemos que Zy~ € Ey pero cualquier producto infinito de
copias de Zy~ tiene elementos que no son de torsion por lo que HEy
no es cerada bajo productos directos y por lo tanto no es clase libre de
torsion.

COROLARIO 1.7. Si v es una clase de R-modulos tal que Iy es
cerrada bajo cocientes y sumas directas, entonces HEvy es una clase de
torsion hereditaria y estable.

Demostracién: Por 1.1 (1) y (2), HIy es cerrada bajo sumas di-
rectas y cocientes, respectivamente. Por 1.2, HIy = HEy = EH~,
entonces HE~ es una clase cerrada bajo sumas directas y cocientes
que ademas es estable. HE~ es cerrada bajo submoddulos y extensiones
como consecuencia de 1.4.

COROLARIO 1.8. Sea v una clase de R-maodulos.
= HEPy C HPE~.
= HPE~y es una clase estable libre de torsion.
» Si E(I1M;) =TI E(M;) para todo M; € v, entonces HEPy =
HPE~.

Demostracion:

» Sea M € HEP~. Entonces, 3{M;} C v tal que M — E([TM;)
pero E(ITM;) < [1 E(M;) ya que [T M; — ] E(M;) esencial-
mente, por lo que M — [] E(M;)

.. HEPy C HPE~.

= PE~ es una clase estable ya que si M € PE~v entonces M =
[1N; con {N;} C E. Para cada N; IM; € v tal que M; — N;
esencialmente por lo que N; < E(M;) (esencialmente) y por lo
tanto [T N; < [[ E(M;), de esta manera tenemmos que M <
[T E(M;), el cual es inyectivo y esta en PE~; consecuentemente
HPE~ es estable. Por 1.4, HEPE~ es cerrada bajo submddulos
y extensiones y por 1.1 (3), HEPEy = HPE~. Por 1.1 (1)
HPE~ es cerrada bajo productos directos.

.. HPE~ es una clase estable libre de torsion.

» Sea M € HPE~, entonces 3{X;} C v tal que M — [] E(X)).
Pero [T E(X;) = E(I] X;) por tanto M € HEP~. Por la primera
parte tenemos HPEy = HEP~.
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Notese que el operador E es necesario en el corolario 1.8. Para
verlo tomemos 7 como en el ejemplo 1.6. Entonces HPy = ~, pero v
no es cerrada bajo extensiones (0 — Z, — Z,2 — Z, — 0). Entonces
HP~ no es clase libre de torsion. El ejemplo 1.6 también muestra que
HE~y = HEP~ # HPE~y por lo que, en general, para una familia
{M;} CZ— Mod, E(T] M;) # II1 E(M;). De cualquier manera, si R es
semisimple entonces todo médulo es inyectivo y E([] M;) = [1 E(M;).

El siguiente resultado estd relacionado con el Problema (1).

PROPOSICION 1.9. Sea v una clase de R-mddulos cerrada bajo su-
mas directas finitas. Entonces LHEy = hHEY es una clase de torsion
hereditaria.

Demostracién: 2| Es directo que hHEy C LHE~ ya que V M €
hHEy yV N < M, M/N € HE~.

C| Como 7 es cerrada bajo sumas directas, por 1.1 iv) y i), HE~y
es cerrada bajo sumas directas. Sea M € LHEy y X < M entonces
dN < M, X < N tal que N/X € HEy. Si N = M no hay na-
da que probar. Supongamos que N # M. Como HE~ es cerrada
bajo sumas directas, gracias al lema de Zorn, podemos tomar N/X
una suma directa méaxima de elementos de HEv (un elemento méxi-
mo entre las sumas directas de elementos de HE~). Mas ain, pode-
mos tomar N/X cerrado (bajo extensiones esenciales) en M/N. N/ X
tiene un pseudo complemento (# 0) en M /X, digamos P/X. Entonces
M/N = (M/X)/(N/X) tiene un submédulo esencial P isomorfo a
P/X. Ademas 3K < M, N < K tal que K/N € HE~, entonces
JY < M tal que Y/X < P/X y Y/X < K/N NP por lo que
N/X @ Y/X es una suma directa de elementos de HE~/.

SN=M

S.M/X € HEy
..M € hHE~y

.. LHE~ = hHE~.

Ya habiamos visto que L6 es una clase de torsién para cualquier
0 C Mod — R. Ademas LHE~ es hereditaria gracias a que HE~ lo es.

Nétese que el operador E es necesario en 1.9. Sea v como en 1.6.
Entonces hHy = ~ y aunque v es cerrada bajo sumas directas, no es
cerrada bajo extensiones, por lo que hH~v no es clase de torsién.
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2. Pseudo complementos

En lo que sigue, R — TORS denotara a la clase de todas las clases
de torsion, R —tors, denotara al conjunto de todas las clases de torsion
hereditarias.

La relacién 7 < ¢ si 7 C ¢ es un orden parcial en la clase R-TORS
con el cual R-TORS es una reticula donde el infimo y el supremo pueden
ser descritos como sigue:

TAP=TNO

TV ¢ =L(TrU9)

La familia R-tors, de todas las clases de torsion hereditarias, es una
subreticula distributiva importante de la reticula R-TORS (de hecho es
un marco [5, p.277]). Por esta razon es relevante la bisqueda de conex-
iones entre estas dos reticulas. Desarrollamos el concepto de 'pseudo
complementacion’ en estas reticulas. En una reticula con elemento 0,
un pseudo complemento (si éste existe) de un elemento a es un ele-
mento @&, maximo con la propiedad de que a A@ = 0. En este capitulo
obtendremos caracterizaciones explicitas de pseudo complementos en
R-TORS y R-tors. Mas atn, mostraremos que, en general, para un
elemento 7 € R-tors sus pseudo complementos en R-TORS y R-tors
son distintos. También para 7 € R-TORS, determinamos una clase de
torsion hereditaria 7 que contiene a 7.

El primer lema proveé una lista de propiedades bien conocidas cuya
prueba es rutina. Estas propiedades seran utilizadas repetidamente en
lo que sigue.

LEMA 2.1. Sean v y 0 clases de R-médulos y 7, ¥ € R-TORS.

1. La relacion 7 < 9 es equivalente a que T(M) < (M), para
todo M € Mod-R.
2. Toda clase de R-modulos que sea libre de torsion es cerrada bajo
subproductos directos.
. Sty CH, entonces TO C Ty y FO C Fry.
4. Ty = hTy, Thy es cerrada bajo extensiones, TH~ es una clase
de torsion y Fry = HF.
5. Sty C T6, entonces yNO = {0}. También, si hy =~ y~yNo =
{0}, entonces v C T9.
6. St Hy = v, entonces v C FTvy. También, v es libre de torsion
sty solo si v = FTy.
. v es clase de torsion si y solo si v = TFx.

w

J
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8. L(yUl) = T(FyNn FP) y FL(t Uy) = Fr N Fy.
Demostracion:
1. =] Como 7 < % tenemos que 7(M) € )
S T(M) < 9(M)
<| Sea M € 7 entonces M = 7(M) <p(M) < M
M =y(M) ey
ST <.
2. Toda clase libre de torsiéon es cerrada bajo productos directos y

3.

submodulos por lo que es cerrada bajo subproductos directos.

» Sean M € TO y X < M tal que M/X € v C 6 entonces
X=M
coM e Ty
. TO C Ty

m Sea M € FO si X < M es tal que X € v C 6 entonces
X=0
o.M e Fy
- FO C Fy.

s» Ty =hTy: Sean M € Ty, N < M y X < N tales que
(M/X)/(N/X) € 7. Como M/N = (M/X)/(N/X) € 7,
tenemos que N = M, entonces N/ X = M/X
S M/X € Ty
o.M € hTy
STy ChTy
Como la otra contencién siempre se da, tenemos que T~y =
hT~y

» Th~ es cerrada bajo extensiones: Consideremos la siguiente
sucesion exacta

0 N M M/N —=0

con Ny M/N € Thryysea X < M tal que M/X € hy. Co-
mo M /X € hry, tenemos que M/(N+X) = (M/X)/((N +
X)/X) € hy. Ademéas, como M/N € Thyy M/(N+X) =
(M/N)/((N+ X)/N) € hy, tenemos M/N = (N + X)/N,
entonces M = N + X. Por otro lado, N € Thy y N/(N N
X)=(N+X)/X =M/X € hynos dice que N =NNX,
porloque N < X.Yaque M =N+ Xy N < X, tenemos
que M = X
..M € Thy

» TH~ es clase de torsion: Como Hry es hereditaria, TH~ es
clase de torsién
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D.

6.

8.

» Fy = HF~: Esto es claro ya que todo submoédulo de N es
submodulo de M.
» Sea M € yN46. Dado que M/0 = M € 0, tenemos que
M =0
» Sean M € v =hyy X < M tal que M/X € 6. Entonces
M/X € vn 6 = {0}, entonces M = X
o.M e To
Sy € T6.
H~ = v nos dice que 7 es hereditaria y T+ es clase de torsién
tal que Ty N~ = {0}.
Sean M € vy N < M tales que N € Tv. Entonces N €
Tyny={0}
o.M e FTy
5.y CFTy
Recordemos que dada una clase v de R-modulos, podemos
asociarle dos clases particulares de R-médulos:

JT={T € Mod-R| Hom(T,C)=0 VY Ce€~r} vy
JF={F € Mod-R| Hom(T,F)=0 VT ¢e,T}

tales que (,7, ,F) es una teorfa de torsién (a la cual se le
conoce como la teorfa de torsién cogenerada por v) y ,F es la
menor clase libre de torsion que contiene a . De esta manera
tenemos que si v es una clase libre de torsién (en general se
cumple para una clase hereditaria cualquiera), entonces 1" =
{T € Mod-R | Hom(T,C) =0 V C € v} = Ty y también
F={F € Mod-R| Hm(T,F)=0 VIe 7} =FTyy
Sy =FTy
El regreso es claro ya que 7y es hereditaria.
De manera andloga a la del inciso anterior obtenemos la teoria
de torsién generada por la clase v: (7, F,), donde

F,={F € Mod-R| Hom(C,F) =0V C € v}
T, = {T € Mod-R | Hom(T,F) =0V F € F,}

también sucede que T, es la menor clase de torsiéon que
contiene a vy I, = Fv, T, = TF~.
El regreso es claro por 4.
» L(yUl) =T(FyNFo):
o C| Sean M € L(yU#) y X < M tales que M/X €
FyNFoO. Si M/X # 0, entonces 3 N < M tal que
X <Ny N/X € yUb pero M/X € FyNnF6 por lo
que N/X =0




2. PSEUDO COMPLEMENTOS 19

M/X =0
..M e T(FynFo)

e DO| Sea M € T(FynF@) y supongamos que M ¢ L(yU
0),estoes 3 X < M tal que VY < M con X <Y,
Y/X ¢ yU0, entonces M/X es tal quesi Y/X < M/X
y Y/X # 0 entonces Y/X ¢ vy Y/X & 0, es decir
M/X € FyNF0, esto tltimo junto con M € T(FyNFH)
nos dice que X = M !

.M e L(yUb)
» FL(TUv) = FrNFy:

e C|Sea M € FL(7Uv) y supongamos que M ¢ FrNF,
entonces 3 X < M, 0# X € 7 U1 pero como 7, ¢ €
R-TORS, 7 U4 es cerrada bajo cocientes, por lo que
VY <X, X/Y €7U1, esdecir X € L(tU) !

S MeFrnFy

e DO Sea M € FrNFy y supongamos que M ¢ FL(7Uv),
entonces X < M, 0 # X € L(t U), entonces 3Y <
X, 0#Y erUyperoY < X< MecFrnFkFy!
.M € FL(T Uv)

Ahora preparamos el escenario considerando las siguientes condi-
ciones sobre 7, 1 € R-TORS, las cuales jugaran un papel fundamental
en el desarrollo de este trabajo

a) TNy = {0}
b) 7(M)Nyp(M)=0V M € Mod — R

SiT, ¥ € R— tors, entonces las condiciones anteriores son equiv-
alentes, de cualquier manera, si al menos una de las dos no es hered-
itaria, en general, s6lo la segunda implica la primera. Para ver esto,
sean R, S, X como en el ejemplol.3 ii) (de hecho S puede ser un
anillo arbitrario). Sea Y = (g g
resultan ser de torsién como sigue: 7 = {M € Mod — R | MX = M}
y Y ={M € Mod — R | MY = M}. Entonces 7 N4y = {0}, pero

T(M)Ny(M) = <8 g) # 0. Notese que 7 es una clase de torsién

. Definamos las clases 7 y ¥, que

hereditaria, no asi . Como veremos, el hecho de que las condiciones
a) y b) no sean equivalentes provee la diferencia entre pseudo comple-
mentos en R-TORS y R-tors.

Una clase de torsién ¥ se dice que suplementa a la clase de torsion
T si es maxima con la propiedad b). Por lo mencionado antes, si 7, 1 €
R-tors, ¢ suplementa a 7 si y sélo si ¥ es un pseudo complemento para
7 en R-tors. El siguiente teorema nos dice que siempre existe la clase
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suplementaria de una clase de torsiéon 7, es Unica y hereditaria; mas
aun, es la clase de torsiéon hereditaria cogenerada por la clase 7 ([5])

TEOREMA 2.2. Sean 7 € R-TORS y 7= THET, entonces

1. 7 € R-tors

2. 7(M)N7T(M) =0 para todo M € Mod — R

3. Sip € R-TORS es tal que T(M)Ny(M) = 0 para todo M €
Mod — R, entonces ¢ < T.

Demostracion:

1. Por la proposicién 1.2, HET = EHT es estable y hereditaria.
Sean N < M € 7= THET y K < N tal que N/K € HE7
asi, n’ : N — FE(N/K) (la composicion de 1 y la inclusién
i: NJK — F(N/K)) puede extenderse a 77 : M — E(N/K),
entonces M /Nu(7) € HET, lo que nos dice que Nu(7) = M
. K =Nu(n) =N
.. T es hereditaria.

2. Sean M € Mod-R y K un pseudo complemento de 7(M) en
M. Entonces 7(M) = ((1(M)+ K)/K) < M/K y por tanto
T(M/K) < M/K. Entonces M/K € Er C HET C FTHET =
F7. Entonces tenemos que (7(M) + K)/K) < M/K € FT.
También (7(M) + K)/K =7(M)/(T(M)N K) € 7. Por lo que
TM)+K)/K e FTNT={0} yasiT(M) < K.
ST(M)YNT(M) <7t(M)NnK =0.

3. Sea M € Mod-R tal que 0 # M € Er. Entonces 7(M) N
W(M) =0y 0 # 7(M) < M nos dice que (M) = 0. En-
tonces ET C Fv, de esta manera HET C Fv. Por lema 2.1
7) ¢ = TFy, 3) TF C THET = 7
YT

De aqui en adelante para una clase v de R-moédulos, 7 denota
THE.

COROLARIO 2.3. Sea 7 € R-tors. Entonces:

1. 7 es el unico pseudo complemento de T en la reticula R-tors
2. T=hFrT.

Demostracién:

1. Por el Teorema 2.2 3) no hay una clase 1) € R-tors distinta a
T que pueda ser pseudo complemento de 7 ya que para toda
1 € R-tors que cumpla 7 A ¢ = 0 se tiene ¢ < 7. T es pseu-
do complemento de 7 por el Teorema 2.2 2) y lo mencionado
enteriormente sobre las condiciones a) y b) y la relacién b) = a).
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2. C| Por el Teorema 2.2 i7), 7 C Fr, entonces 7 C hF7.
2O| Sea M € hFr y supongamos que M ¢ 7, entonces 3 X < M
tal que 0 # M/X € HET, entonces 3 K € 7y Y € Er tales
que K @Y, M/X < Y pero esto nos dice que M/X <
EM/X) — E(Y) = E(K) por lo que KN (M/X) # 0, en-
tonces 7(M/X) #0!
S MeT
o. T =hF7
COROLARIO 2.4. Sea 7 € R—TORS, entonces:
(i) ET C Fr.
(ii) Er C FT.
(iii) 7 = hFT
Demostracion:
(i) Sea M € Er y supongamos que 7(M) # 0. Como 7T < M,
tenemos 7(M)N7(M) #0!.
(ii) Nétese que 7 € HET C FTHET = F7. Por el Teorema 2.2 (i),
7 € R-tors y por el Lema 1.1 (vii), FT es estable
. ET CEFT =FT.
(iii) Por el Teorema 2.2 (i) T € R-tors y por el Corolario 2.3 (i)
7 = hF7.

LEMA 2.5. Sean 7, v € R —TORS, entonces:

(i C Tr.
T C T7 C THr C Tr. En particular 7 C T7 N Fr.
7T=hFF C hFr C Tr.

Las asignaciones T — T y T —— T son una conexion de Galois
y una operacion de cerradura en R-TORS.

> Al

Demostracion:

(i) Como 7, ¢ € R-TORS, el Lema 2.1 (v) nos da el resultado.

(ii) Notese que T N7 = {0}, entonces la primera parte nos dice
que T C T, por el Corolario 2.4 (i) tenemos ET C Fr, por el
Lema 2.1 (vii) y (#i1) 7 = TFr C TET y como T es hereditaria
7 = H7, entonces ET = EH7T = HET, entonces TET =7
S TCT. _ _

(iii) Por la segunda parte 7 C 7 C T7. Como 7(M)NT(M) =
0V M e Mod-Ry 7 CT7, tenemos 7(M)NT(M) =0V M €
Mod-R. Por el Teorema 2.2 (iii) T C 7
ST=T.

Por el Teorema 2.2 (i) T es hereditaria, entonces Hr C 7, por
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el Lema 2.1 (4i7) TT C TH7 C T7.
Como 7 C E7, el Corolario 2.4 (i) y la segunda parte nos dan
el resultado particular.

(iv) Por la tercera parte y el Corolario 2.4 (iii) tenemos 7 = T =
hF7. Por el Corolario 2.4 (i) 7 C Fr por lo que 7 C hFr. Ya
que 7 C Hr C HE7, el Lema 2.1 (ii) y el Corolario 2.3 (i7) nos
dicen hFr =7 =THEr C THr C Tr.

(v) El resultado se sigue del Teorema 2.2 ya que ¢ <7 = (M) N
T(M) <7(M)NT(M) = 0; y la tercera parte, respectivamente.

Gracias al Lema 2.1 (v), puede verse que si 7 € R-TORS tiene

un pseudo complemento 7, entonces 7 C T7. De cualquier manera el
Ejemplo 2.17 muestra que en general TT ¢ R-TORS. En el siguiente
resultado mostramos que 7 "se ajusta bien'a 7 (en el sentido de que si
1 € R-TORS es tal que 7 < 9 < 7, entonces ¥y N ET # {0} y ¢ =7),
y 7 tiene pseudo complementos en R-TORS y en R-tors.

TEOREMA 2.6. Sea 7 € R—TORS, entonces:

(i) 7 estd contenida en la clase de torsion hereditaria T la cual tiene
un unico pseudo complemento T en R-tors y un unico pseudo
complemento TT en R-TORS tal que T C T7 N FT.

(ii) Si T € R —tors, entonces T y TT son sus unicos pseudo com-
plementos en R-tors y R-TORS, respectivamente.

(iii) Si {0} #v¢Y € R—TORS es tal que v C TT, entonces N ET #
{0} y ET C FT.
(iv) Siv € R —tors es tal que ¢ C TT, entonces ¢ < T.

(v) Si{0} #¢ € R—TORS es tal que v C T, entonces 1 N ET #
{0}.

(vi) Sip € R—TORS y1 C1 C7T, entonces ) =7.

Demostracion:

(i) Por el Lema 2.5 (i) 7 C T y por el Teorema 2.2 (i) T € R-tors.
El Lema 2.5 (i4i) nos dice que 7 = T y el Corolario 2.3 (i) nos
dice que T es el tnico pseudo complemento de 7 en R-tors. Por
el Lema 2.5 () TT es el tnico pseudo complemento de 7 en R-
TORS. El Lema 2.5 (iii), el resultado particular, nos dice que
TCTTNFT.

(ii) 7 es el tnico pseudo complemento de 7 en R-tors por el Coro-
lario 2.3 (7). El Lema 2.1 (v) nos muestra que T7 es el tnico
pseudo complemento de 7 en R-TORS.

(iii) Por el Teorema 2.2 (4i7) 3X € Mod-R tal que (X )NT(X) # 0,
de otro modo tendriamos ) C T7N7 = {0}, una contradiccion.
Sea M = ¢(X) y K un pseudo complemento de 7(M) en M.



2. PSEUDO COMPLEMENTOS 23

AsiT(M) = (T(M)+K)/K < M/K, por lo que M/K € {)NET.
Por el Corolario 2.4 (i) tenemos E7 C F7.

(iv) Como ¢ C TT, por el Lema 2.5 (i), ©» AT = 0 pero la segunda
parte nos dice que ¢ < 7.

(v) Por el Teorema 2.2 (4i7) 3X € Mod-R tal que ¢(X)N7(X) # 0,
de otro modo, ¥ < Ty ¢ <TTAT=0.Sea M = ¢(X) y
K < M un pseudo complemento de 7(M) en M. Asi 7(M) =
(T(M)+ K)/K < M/K por lo que M/K € ¢y N Er.

(vi) Ya que 7 C ¢ C T, tenemos también HEr C HEy C HET,
por el Lema 2.1 (iii) tenemos 7 < ¢ < 7 y finalmente porl el
Lema 2.5 (i74) tenemos ) = 7.

Nuestro siguiente resultado relaciona el operador L con el pseudo
complemento de una clase de torsion.

PROPOSICION 2.7. Sea 7 € R — TORS, entonces:

(i) 7C TLHEr = ThHET C THhEr C THr C Tt C LTr.
(ii) Si hHET o hET son estables, entonces TLHET o THhET son
hereditarias, respectivamente.

(iii) TT € R —TORS si y solo si LTt es un pseudo complemento
de T en R-TORS.

Demostracion:

(i) Afirmacién: Si v C Mod-R, entonces Hhy C hH~.
Demostracion (de la afirmacién): Sean M € Hhy C Hy y
N < M, entonces 3X € hy tal que N — M — X, asi tenemos
que X/N ehyC~yy M/N — X/N
..M € hHy.
Es facil ver que Hr C HhE7. De la afirmacion se sigue que
HhE7r C hHE7. Por la Proposicion 1.9 LHET = hHET.
Ademéds LHE7T = hHET C HE7. Asi tenemos las siguientes
relaciones 7 € Hr € HhE7r C hHET = LHE7T C HE7 y
por el Lema 2.1 (ii) 7 = THET C TLHET = ThHE7 C
THhET C THT C Tr.
Notese que si v = hvy, entonces v C Ly por lo que T C LTr.

(ii) Sean M € TLHET = ThHE7 (THhE7) y N < M. Ademés
sea X < N tal que N/X € hHE7 (HhET), entonces E(N/X) €
hHE7r (HhE7). Si f = igon: N — E(N/X), donde 7 :
N — N/X es la proyeccion candnica e ig : N/ X — E(N/X)
es la inclusién, entonces f puede ser extendida a f : M —

E(N/X). Como hHET (HhET) es hereditaria, Im(f) e Im(f) €
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hHET (HhE7) y M/Nu(f) = Im(f) € hHE7 (HhET)
. M =Nu(f)
. N =Nu(f)
.. N € ThHE7 (THhET)
(iii) =] Esto es claro ya que LT7 es la menor clase de torsién que
contiene a T'7.
< | Todo pseudo complemento de T estd contenido en TT, en-

tonces la primera parte nos dice que TT = LTr.

Notese que, por la Proposiciéon 1.9, LHET € R-tors por lo que
TLHET € R-TORS.

DEFINICION 2.8. Un R-médulo B es subdirectamente irreducible si
no es un producto subdirecto.

En adelante usaremos ¢ para denotar la clase de R-mddulos subdi-
rectamente irreducibles. Notese que Ho = ¢ = Eg. En los resultados
restantes de esta seccidén derivamos caracterizaciones de 7 en términos
de o.

TEOREMA 2.9. Sea M € Mod — R, entonces M es un producto
subdirecto si y solo si I{N,} C Subr(M), tales que N, # 0 Va y
NN, = 0.

Demostracion:

=| Sea {X,} € Mod-R tal que M es un producto subdirecto de
[T X, Sea Ng = Nu(mg o), donde i : M — []X, es la inclusién y
7g : [1Xa — Xp es la proyeccién, entonces 0 = Nu(i) = N, Nu(m, 019)
= NaNa, ademas cada N, # 0.
<] Como NeN, =0, f: M — I[,(M/N,) es monomorfismo. Ademés
fl=maof: M — M/N, es epimorfismo (es la proyeccién natural)
.. M es un producto subdirecto.

COROLARIO 2.10. Sea B € Mod — R. Entonces B es un modulo

subdirectamente irreducible si y solo si ¥ {No} C Subr(M) tal que
N, #0V a, NeN, # 0.

Demostracion: La demostracion es directa del Teorema anterior.

Nota: Como [T E(S), el producto de las capsulas inyectivas de mé-
dulos simples, es un cogenerador para Mod-R tenemos que V M €
Mod-R, i : M — [[ E(S). Si Mg = Im(wg 01), S € R-Simp, entonces
M =[] Mg, asi tenemos que cada Mg es un moédulo subdirectamente
irreducible y para cada Mg 3 Kg < M tal que M/Kg = Mg
..V M € Mod-R, M es producto de modulos subdirectamente irre-
ducibles.
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LEMA 2.11. Sean M € Mod — R y ™ € R—TORS. Si M €
Er, entonces M es un producto subdirecto de {M;};e; C o tales que
T(M;) < M; ¥V jelJ.

Demostraciéon: Sea M € Er. Por lo mencionado en la nota, ex-
iste un conjunto {K;};e; C Subr(M) tal que V j € J M/K; € o'y
NjesK; = 0. Para cada j € J pasa una de las siguientes opciones:

= 7(M) < K;
= (T(M) + K;)/K; < M/K;

Por lo que J es la unién disjunta de B y D, donde B = {j €
J|TM)<K;}yD={jeJ|((M)+K;)/K; < M/K;}. De esta
manera tenemos 7(M)N(NjepK;) C (NjesK;)N(NjepK; = NjesK; =
0. Ya que 7(M) < M, tenemos que NjepK; = 0. Asi M es un producto
subdirecto de los médulos subdirectamente irreducibles M/Kj;, j € D.

LEMA 2.12. Sea v una clase de R-modulos, entonces:
(i) E(yNg)=EyNao.
(i) Ivyne)=IyNg.
(ii) HIyNo) = HI(yNg)=EH(yNo) = HE(yNg) = HEyN
o) C HEyNo.

Demostracion:

(i) €] Sea M € E(ynNa). Es claro que M € Ev. Sea {N,} C
Subr(M) tal que N, # 0V a. Como M € E(yNg), 3X € a
tal que X < M. Asi {X N N,} C Subgr(X)y X NN, # 0 Va,
entonces 0 # (X N N,) = X N (NN,) < NN,

Mea

S MeEynag.

D] Sea M € EyN g, entonces 3X € v tal que X < M € g,
entonces X € o

MeE(nnNaga.

(i) I(yNag) = (yNa) U{EM) [ M € yNa}telyNa = (yU
{E(M) | M e~})nag = (yna)U(eN{E(M) | M € ~v}). Es claro
que si M € g, entonces E(M) € g. Asi tenemos {E(M) | M €
yNa} CanN{E(M)| M € ~}. Del hecho de que ¢ es hereditaria,
se sigue que c N{E(M) | M e v} C{E(M) | M € yNa}.

(iii) Por la Proposicién 1.2, la primera y segunda parte, las igual-
dades son claras. Como EyNg C HEy N g y ésta ultima es
hereditaria (ambas clases lo son), si M € H(EynNg), 3X €
Eyno CHEyNg tal que M — X
- M cHEyNa.
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TEOREMA 2.13. Sea 7 € R —TORS, entonces:

(i) 7= T(HETNg) = THE(tNg) = THI(tNc) = T(ETNg) =
TE(TNa).

(i) FT = SHET = S(HErN¢g) = SHE(tNog) = SHI(tNg) =
SET = S(ETNo)=SE(TNa).

Demostracion:

(i) Por el Teorema 2.2, el Lema 2.1 (ii7) y el Lema 2.12, tenemos
queT = THEr C T(HETNg) C TH(ETNo) = THE(TNo) =
THI(rNg) = TH(Ir Ng). Sea p = THI(T N g).
Afirmacién: p(M)N7(M) =0 VM € Mod-R.

Demostracion (de la afirmacién): Sea M € Mod-Ry K < M
un pseudo complemento para 7(M) en M. Entonces 7(M) =
(tT(M)+K)/K <9 M/K porloquer(M/K)< M/K € Er. Por
el Lema 2.11 M /K es un producto subdirecto de médulos subdi-
rectamente irreducibles {M; };c; tales que 7(M;) << M; Vj € J.
Como 7(M;) € TNa, tenemos que M; < E(1(M;)) € I(tNa) C
HI(rng) € FTHI(r Ng) = Fp, entonces M/K € Fp. Asi
(p(M)+K)/K € Fp. También (p(M)+K)/K = p(M)/(p(M)N
K) € p, por lo que (p(M)+ K)/K € Fpn p = {0}, por lo que
p(M) C K. Tenemos pues que 7(M)Np(M) C7(M)N K = 0.
Por el Teorema 2.2 (iii), p < 7.

.. 7T=THEr =THETNg) =THE(rN¢g) = THI(r Na).
Como 7 = 7 (Lema 2.5 (i77)) y HT = 7 (Teorema 2.2 (i)), la
Proposicién 1.2 y la conclusion anterior nos dicen que 7 =7 =
T(HETNo)=T(EHTNg)=T(ETNg) =TE(TNo).

(ii) Por el Lema 2.12, SHI(t N¢) = SHE(r Ng) C S(HET N
o) € SHET. Por el Corolario 2.4 (iii) y el Lema 2.1 (i) y (iv),
SHEr C SHF7 = F7. Por la proposicién 1.2 HI(7 N g) es
una clase hereditaria y cerrada bajo extensiones esenciales. Por
la primera parte 7 = THI(7 N g). Por el Teorema 73 de [10],
F7 CSHI(tNo)

.. F7 = SHET = S(HET No) = SHE(r N¢) = SHI(T N o).
Como 7 = 7y HT = 7, por la conclusién anterior tenemos
F7 = SHE? = SE7 = S(EFN¢) = SE(F N o).

El Teorema 2.13 produce teoremas de descomposicién subdirecta
para moédulos de ciertas clases libres de torsién como puede verse en
el siguiente corolario, en el cual usamos [[* para denotar un producto
subdirecto. Recordemos que el corazén de un moédulo subdirectamente
irreducible M es el tinico submédulo minimo H (M) de M.
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COROLARIO 2.14. SeanT € R—TORS, M € Mod— R y 60 = Lsr,
entonces:
(i) 7(M) =0 si y sélo si M = [[* M, o € A donde H(M) €
(ii) F(M) = 0 si y sélo si M = [[* M,, o € A donde H(M) €
(iii) O(M) =0 si y sélo si M = [[* M,, a € A donde H(M) €

(iv) 7C 0 y si T € R—tors, entonces T = 0.

il

Demostracion:

(i) Afirmacién: E(TNo)={X g | H(M) € 7}.
Demostracion (de la afirmacion):
ClSean M € E(TNg)y N € TNa tales que N < M, entonces
M € gy por la definicion de H(M ), tenemos que H(M) < N €
7. Ya que T es hereditaria, M € {X € o | H(X) € T}.
DO| Note que VM € g, HM) <M. SeaM e {X e | HX) €
T}, como ¢ es hereditaria, H(M) € TNga
M eE(TNa).
Ahora, el resultado se sigue de F7 = SE(T N ¢g) (Teorema 2.13
(ii)). B

(ii) Ya que 7 =7, el resultado se sigue de la primera parte.

(iii) Como s7 es hereditaria y cerrada bajo cocientes, entonces 6 € R-
tors y s = s7.Ademas V X € g, H(X) € R-Simp. Asi HE(6 N
o) =EHOnNg)=Elng) ={Xecag| HX) b} ={X €
oc|HX)es=st} ={X €o| HX) € 7} y el resultado se
sigue de F§ = SHE(0 N o) (Teorema 2.13 (ii4)).

(iv) Como st C 7, entonces 6 C 7 y por el Lema 2.1 (iii) 7 C . Si
7 € R-tors, entonces sT = sT, entonces la primera y la tercera
parte nos dicen que F7 = F por lo que 7 = 6.

Observe que a partir del Corolario 2.14 (ii) tenemos el siguiente
resultado estructural: 7 = 7 si y s6lo si todo M € Mod-R con 7(M) = 0
es un producto subdirecto de modulos subdirectamente irreducibles con
corazén en 7.

PROPOSICION 2.15. Sea 7 € R — TORS, entonces T =T si y sélo
si T es la teoria de torsion hereditaria cogenerada (en el sentido de [5])
por un conjunto de modulos simples.

Demostracion:
=] Sea 7 € R-TORS tal que 7 =7 y sea € C R-Mod, € = {M | M €
R-Simp y M es de T-torsién }. Sea M € € y consideremos la teorfa de
torsion generada por M:
Fy={F|Hom(M,F)=0}y Ty ={T | Hom(T,F) =0V F € Fy}.
Entonces Ty <7y {0} < Ty AT<TAT={0} porloque Tyy A7 =
Ty AT = {0}, entonces Ty ﬁ 7. Esto quiere decir que M no es de
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T-torsién y por lo tanto es libre de 7-torsién. Ahora consideremos la
teoria de torsion cogenerada por M:

uT ={T | Hom(T,M) =0} y yF ={F | Hom(T,F) =0V T €
m T}

Tenemos que y F < F;, entonces 7= T, < ;T

ST < Amee M T = ¢ T (la igualdad es en el sentido de [5]).

Ahora, sea 7" = N{yT | M € R-Simp y M es libre de 7-torsion}.
Tenemos que 7 < 7’ y asi tenemos que TA ¢ T< 7'A e T=N{ uT| M €
R-Simp } = {0}. Entonces ¢ T<7 =7

ST = @T.

Nota: Lo anterior nos dice que para v € R-tors, 1 es la teoria
de torsién (hereditaria) cogenerada por € = {M € R-Simp | M es de
Y-torsion }.
< | Sea 7 € R-tors de la forma 7 = T para € C R-Simp y sea © =
{M € R-Simp | M ¢ €}. Si M' € ©, entonces Ty < yTV M €
¢, entonces M’ es de 7-torsion. Reciprocamente, si M’ es un médulo
simple de 7-torsién, entonces M’ no es isomorfo a elemento alguno de
¢ y por lo tanto debe ser isomorfo a algin elemento de ®. Por la nota
previa tenemos que T = p 1. Usando de nuevo este argumento, tenemos
queT=T=r7.

Notese que el Ejemplo 3.2 provee una clase de torsion hereditaria
estable 7 para la cual 7 # 7. También, las descomposiciones del Coro-
lario 2.14 (i) y (4i7) son, en general, distintas para 7 € R-tors como
puede verse en el Ejemplo 2.17. Los siguientes ejemplos ilustran varios
resultados de esta seccion.

EJEMPLO 2.16. FExiste una clase de torsion hereditaria T tal que
7 # T, por lo cual los pseudo complementos de T en R-tors y R-

TORS son distintos. Sean F' un campo, R = (F F), X = (O F),

0 F 0 F
F F 0 F
Y‘(o o)yK—<o 0)

Tomemos 7 = {M € Mod— R | MX = M}. Entonces Y € Tr. Para
ver esto ultimo, observe que Y ¢ 7 yY/K ¢ 7 (ya que K € T y T
es cerrada bajo extensiones). De cualquier manera K <Y, por lo que
Y € Er. AsiY ¢ TEr =7 (por la Proposicion 1.2). De esta manera
T estd contenida propiamente en TtT. También, dado que K <Y vy
K ¢ Tr, Tt no es una clase hereditaria.

EJEMPLO 2.17. Fxiste una clase de torsion estable T tal que T # Tt

y Tt no es una clase de torsion. Sea T = L{Zy~, 0}. Entonces T =
{M € Mod -7 | M es una suma directa de copias de Zy=}. Observe
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queT = It = ET, pero Hr # 7.7 = T7 = THr = {M € Mod—7Z | M
es un grupo de torsion cuya componente p-primaria es cero}. También
tenemos las siguientes propiedades:
(i) Como Z € Tr, entonces Tt ¢ Z-TORS.
(ii) Notese que Z, € hFr, pero Z, ¢ 7. De esta manera T # hFrT.
(iii) Como todo elemento de T es inyectivo, Tt C Fr, pero Tt # Fr
ya que el conjunto de los numeros racionales estd en Fr, pero
no en T'r.
(iv) T=TrNnFr
(v) T es estable y hereditaria, por lo que T = TT = {M € Mod-
Z | M es igual a su componente p-primaria}.
(vi) T estd contenida propiamente en T, y ST estd contenida propi-
amente en ST.
(vii) Para 0 = Lst, tenemos que 6 = {0}, por lo que 0 = Mod — 7.
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3. Complementos

En este capitulo caracterizamos la condicion de que ET (con 7 €
R-tors) sea una clase libre de torsién (véase el Problema (2)) en térmi-
nos de la complementacién de 7 (Teorema 3.3). Como corolario somos
capaces de caracterizar aquellos anillos para los cuales Tt = F7 para
toda 7 € R-TORS. Después consideramos condiciones para que 7 = 7.
Nuestro primer resultado muestra que si 7 es hereditaria o cerrada bajo
extensiones esenciales y 7 tiene un complemento en R-TORS, entonces
T es dicho complemento.

PROPOSICION 3.1. Sean 7, ¢ € R — TORS tales que T AN =0y
7V = Mod — R.

(i) Si Hyp = 1), entonces:

(a) ¥
(b)

()

_
T=T.

St R-TORS es una reticula modular, entonces T = Tt y
T=1Tr.

(ii) Si By = 1), entonces Hyp = ).

Demostracion:

(i) Supongamos que Hy = 1.

(a)

Sea 8 =T N. Por el Teorema 2.6 (v), si 8 # {0}, entonces
existen M e y NEry K <M con K € p N7 !

{0} =0=7TnN4.

De este modo v es el complemento de 7 en R-tors. Como R-
tors es una reticula distributiva, en particular es modular,
tenemos que 1) es un pseudo complemento de 7 en R-tors.
Por el Teorema 2.6 (i), ¢ = 7.

Por hipétesis 7 es complemento (en R-TORS) de . De la
parte (a) tenemos que ¥ N7 = {0} y como 7 < 7, resulta
que T es complemento (en R-tors) de . Supongamos que
7 ¢ R-tors. Entonces existe M € 7y K < M tal que
0#K ¢r1.Asi0# K/7(K) e Fry M/7(K) € 7 C ET por
el Corolario 2.4 (ii) Er C F7, entonces K/7(K) € FrNF7 !
.7 € R-tors.

Como R-tors es una reticula distributiva, los complementos
son unicos. Asi 7 =T.

Supongamos que R-TORS es una reticula modular, entonces
los complementos son pseudo complementos, por lo que 7
es un pseudo complemento de 7 = 7, entonces por el Teo-
rema 2.6 (i) y la parte (b) tenemos 7 = T7 = Tr. De
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igual manera 7 es un pseudo complemento de 7 = 7 y asi
T=7=T7 =T7. _

(ii) Supongamos que 1» = Et¢) y ¢ # Hy. Sea § = 7 N1 y supong-
amos que = {0}. Como ¢ € R-tors, 1) = H1) y se cumplen las
hipétesis para la primera pate cambiando 1 por E, por lo que
T =7 y por lo tanto 7 = Hr. Con estas condiciones podemos
intercambiar los papeles de 7 y ¢ en la primera parte. Entonces
tenemos que :7@ y asi v = Hy !

{0} #£0=1N4.

Ahora, como {0} # 6 C 9, por el Teorema 2.6 (v) {0} #
ONEYy =0Ny Crnay !
Y = Hq.

EJEMPLO 3.2. Existe una clase de torsion hereditaria y estable T
que no tiene pseudo complemento distinto del trivial (y por lo tanto no
tiene complemento) en R-TORS. Sea R = Z y 7 la clase de grupos
abelianos de torsion. Entonces T es una clase de torsion hereditaria y
estable. Por el Teorema 2.27T = Tt. Sea 0 # M € Tr. M es libre de
torsion y por lo tano AK < M tal que K = 7. Ya que Tt es hereditaria
y Z ¢ Tt tenemos una contradiccion. De esta manera Tt = {0} y
T = Mod —Z.

Nuestro siguiente resultado no sélo caracteriza la condicion de que
T sea complemento de 7, sino que lo hace en direccion del Problema
(2) del capitulo 1.

TEOREMA 3.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) TV?—Mod—R.

(ii) BT =

(iii) BT = FT

(iv) 7 es una clase hereditaria y ET es cerrada bajo productos direc-
tos.

(v) Er es una clase libre de torsion.
(vi) ET es una clase libre de torsion.

Demostracion:

1. (i) = (ii)] Por el Corolario 2.4 (ii) sabemos que Er C F7.
Supongamos que ET # F7. Sea M € F7 tal que 0 # M ¢ Er.
Entonces 3X < M tal que 0 # X y 7(M) N X = 0, ademés
X € F7. Por la Proposicion 3.1 7 es hereditaria por lo que
7(X) <7(M)NX =0, entonces X € Fr. Asi, por el Lema 2.1
(viii), 0 # X e FrNFT =FL(TN7T) = (T\/T) {0} !

“ET =FT.
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=| C| Por el Corolario 2.4 (i) ET C Fr.

O] Sea M € Fr y supongamos que M ¢ E7. 7(M) # 0, de
otro modo M € F7 = Er, contradiciendo que M € Fr. Sea
0 # N < M un pseudo complemento de 7(M) en M. Entonces
NNT(M) =0y como 7 es hereditaria, 7(N) = 0. Entonces
NeFr=Eryasit(N)<N < M!

o.M e ET.

< | C] Por el Corolario 2.4 (i7) Er C F7.

O] Nétese que 7 es hereditaria ya que Fr = ET es estable. Aho-
ra, la misma prueba de la implicacién anterior, intercambiando
los papeles de 7 y 7, nos da el resultado.

3. (i) y (#i) = (iv)] Ya que F7 es estable, 7 es hereditaria. De
(71) tenemos que ET es una clase libre de torsion y por lo tanto
es cerrada bajo productos directos.

4. (iv) = (v)] Por la hipétesis y la proposicién 1.2, Er = EH7 =
HET es cerradabajo productos directos. La proposicion 1.4 nos
dice que HET es cerrada bajo submoddulos y extensiones (el
Lema 1.1 (iv) nos asegura que ET es cerrada bajo sumas direc-
tas).

5. (v) = (7)) Sea v la clase de torsion correspondiente a la clase
libre de torsiion E7 (es decir Er = Fv). Entonces EFy =
EE7T = E7 = F, esto nos dice que F1 es cerrada bajo exten-
siones esenciales, por lo que 1 es hereditaria. Por la Proposicion
1.2 tenemos EH7T = HET = HFy = Fv» = E7. Entonces para
todo M € Mod-R tenemos 7(M)NyY(M) e Ny CHrNy C
EHr Ny =Er Ny =FyY Ny ={0}. Por el Teorema 2.2 (7ii),
1 < 7, entonces F7 C F¢ = E7. Por el Corolario 2.4 (i),
F7 = Er. Entonces Fr NF7 = FrNEr = {0}

.7 NT = Mod-R.

6. (vi) < (i)] La equivalencia (v) < (i) y la simetria de (i) nos

dan la equivalencia deseada.

El Corolario 2.4 (i) y (ii), el Lema 2.5 (i) y el Teorema 3.3 (i) y
(#4) motivan a investigar condiciones que aseguren que alguna o todas
las igualdades siguientes se cumplan: 7 = Fr; 7 = F7; Tt = Fr. Los
resultados restantes de este capitulo se enfocan en estos asuntos.
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COROLARIO 3.4. Sea 7 € R —TORS. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) F=7y7VT=Mod— R.
(ii) 7 = Fr.
(iii) 7 es una clase estable TTF y T =T.
(iv) 7= T7 y T es una clase TTF.

Demostracion:

1. (i) = (i1)] Por hipétesis y la Proposicion 1.2, tenemos 7 =
H7 = HI7 = EH7T = E7T y por el Teorema 3.3 (iii) ET = Fr
ST =Fr1.

2. (i) = (i17)] Como 7 = F7 y Fr es una clase libre de torsién, 7

es una clase TTF. Por el Corolario 2.4 (i), 7 es estable. Como

T es hereditaria y estable tenemos que 7 = THET = T7 =

TFT =1.

. (7i1) = (iv)| Como T es hereditaria y estable 7 =7 = T7.

4. (iv) = (i) | Como T es una clase TTF, en particular es una clase
libre de torsién por lo que existe 1 € R-TORS tal que 7 = F.
Afirmacién: F(7U) = {0}.

Demostracion (de la afirmacion):

Sea M € F(T U). Entonces (M) € vy M/p(M) € Fy =
Como M € F(TU1), tenemos que ¢(M) = 0, entonces M €
por lo que M = 0. Asi F(7U) = {0}.

Entonces 7V ¢ = Mod-R. También 7 = T7 = TFy = 1. Por el
Teorema 3.3 (i) y (iv) 7 es hereditaria por lo que 7 = Fy = Fr
es estable.

w

T.
=

COROLARIO 3.5. Sea 7 € R —TORS. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Tr = Fr y 7 es una clase TTF.
(ii) 7= Fr y 7 es estable.
(iii) 7= Pr y 7 = Pr.
(iv) 7 y T son clases TTF estables.

Demostracion:

1. (i) = (ii)] Como 7 es una clase TTF, en particular es heredi-
taria, por lo que T es una clase de torsién, la cual es hereditaria
por ser igual a Fr. Por el Teorema 2.2 (iii) T C 7 C E7. Por
el Corolario 2.4 (i) ET C Fr = TT.

S T=Fr=Tr=E7

Ahora por el Corolario 3.4 y el Teorema 3.3 tenemos que E7 =
FT=FFr=FTr=r1

.. T es estable.
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2. (i1) = (i17)| Por el Corolario 3.4 7 = 7, asi Hr = 7. Por el
Lema 1.1 (¢i7) Hr = EH7. Entonces 7 = E7 y por el Teorema
337=ETr =F7T.

3. (4i1) = (iv)] Una aplicacién del Corolario 3.4, por cada una de
las hipotesis, nos da el resultado.

4. (iv) = (i)| Como 7 es hereditaria y estable, 7 = THE7T = T'r.
Ademés 7 = E7 es una clase libre de torsién, entonces ET = Fr
(Teorema 3.3). Ya que 7 = E7, tenemos 7 = E7F7
STt =Fr.

COROLARIO 3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T'r = Fr, para toda 7 € R —TORS.

(ii) 7 = Fr, para toda T € R —TORS.

(iii) Toda clase de torsion T C R — Mod es una clase TTF.

(iv) R es una suma directa finita de anillos de matrices sobre anillos
R;, donde cada R; es local "left and right perfect'.

Demostracion:

1. (i) = (i7)] Como 7 € R-TORS, F7 es una clase libre de torsion
y por lo tanto es hereditaria, cerrada bajo sumas directas (es
cerrada bajo productos directos y submédulos) y extensiones,
ademas es cerrada bajo cosientes por ser igual a T7. Entonces
T € R-tors. Por el Teorema 2.2 (i7i) Tt C 7 C E7. Entonces
por el Corolario 2.4 (i) Tr C7 CE7 C Fr =Tr.

S T=F1
Como la hipotesis es para toda 7 € R-TORS, tenemos el resul-
tado.

2. (i1) = (vit)] Por el Corolario 3.4 (i7) y (iti), 7 = 7. Entonces
7 =7 = F7. Ahora, por el Corolario 3.5 (ii7) y (iv), toda clase
de torsiéon de R-modulos es una clase TTF.

3. (#i1) = (iv)] Esta condicién es la condicién (ii) del Teorema
(3) en [3], la cual (en el mismo teorema de [3]) es equivalente a
(iv) (la cual es la condicién (v) de dicho teorema).

4. (iv) = (1)] Esta condicién es la condicién (v) del Teorema (3)
en [3], la cual (en el mismo teorema de [3]) es equialente a que
V 7 € R-TORS, 7 es TTF y estable. Entonces por el Corolario
3.5 (i) y (iwv), Tt = Fr para toda 7 € R-TORS.

El siguiente ejemplo ilustra los resultados de este capitulo y muestra
que R-TORS no es, en general, una reticula modular.

EJEMPLO 3.7. Como en el Ejemplo 1.3 (i), sea e = €* € R tal que
eR =eRe y X = ReR = Re. Entonces T ={M € Mod— R | MX =
M} € R—tors y Fr = {M € Mod — R | MX = 0}. Ndtese que
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hFr = Fr. Entonces por los Corolarios 2.3 y 3.4, T = F1 es una clase
TTF estable y VT = Mod — R. Como F1 es estable y hereditaria,
T = THET = Tt = TFr = 7. Asi Tt = Tr. Note ahora que en el
Ejemplo 2.16, que es un caso particular de este ejemplo, T # TT. Como
consecuencia, la Proposicion 3.1 nos muestra que, en general, R-TORS
no es una reticula modular. Mds aun, del Corolario 3.5 podemos ver
que la condicion T = Fr1 no implica que Tt = Fr ni 7 = FT.



36 PSEUDO COMPLEMENTOS EN LA RETICULA DE CLASES DE TORSION

4. Problemas

Los resultados y ejemplos anteriores motivan los siguientes proble-

mas (los cuales discutimos en este capitulo).

(3) Determinar condiciones necesarias y/o suficientes para 7 tales
que la clase de torsion suplementaria 7 de 7, sea el pseudo
complemento de 7 en R-TORS.

(4) Caracterizar aquellos anillos R para los cuales la clase de torsion

suplementaria 7 de 7, es igual al pseudo complemento de 7, para
toda 7 € R-TORS.

LEMA 4.1. Sean 7,19 € R—TORS tales que T C 1 C TTt, entonces:
(i) 7 C Ty.
(i) Si T C 9, entonces T = 1.

Demostracion:
(i) Sea M € 7 tal que M ¢ T. Existe X < M tal que 0 # M/X €
YN CTrnT={0}!
T C T
(ii) Como 7 C 1, entonces ¢ C 7. Asi
1 C 7, porloquey =7, p

T C C 7. Entonces
ro ¢ C

\n ||
[l =l

-
Y.
PROPOSICION 4.2. Sean 7, ) € R—TORS tales que 7 C ¢ C Tr.

Si R es un anillo tal que toda clase de torsion hereditaria (estable) es
estable (hereditaria) y 1 es hereditaria (estable), entonces T = ).

Demostracion: B
Por hipétesis v = THEy = T. Por el Lema 4.1 7 C Ty = 1,
entonces T = 1.

PROPOSICION 4.3. Si R es un anillo neteriano conmutativo, en-
tonces toda clase de torsion hereditaria es estable.

Demostracién: La demostracién puede verse en [9, p.170].

El siguiente resultado proveé algunas respuestas para los problemas

(3) y (4).

PROPOSICION 4.4. Sea 7 € R — TORS. Entonces T = Tt si
cualquiera de las siguientes condiciones se satisface.
(i) 7 es hereditaria y estable.
(ii) 7 y Tt son estables.
(iii) 7 € R—tors y R es un anillo neteriano conmutativo.
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Demostracioén:

(i) Es inmediato de la definicién de 7.

(ii) Por el Lema 2.5 (zii), 7 € T7. Supongamos que existe M € Tr
tal que M ¢ 7 = THET = THIr (Proposicién 1.2). Entonces
existe X < M e I € 7 tales que 0 # M/X < I e I es inyectivo.
Como M/X € Tt (Tt es cerrada bajo cocientes), por ser T
estable, tenemos que E(M/X) € Tr. Como [ es inyectivo ten-
emos que [ = E(M/X)®&I' y por lo tanto E(M/X)=1/I' € T
LO0#£FEM/X)eTrnT!

S T=Tr.

(iii) Por la Proposicién 4.3 7 es estable y le parte (i) nos da el

resultado.

Para el tltimo corolario usaremos la siguiente definicion [9, p.152]:

DEFINICION 4.5. Una teoria de torsién hereditaria se dice que es
estable si la clase de maodulos de torsion es cerrada bajo cdpsulas inyec-
tivas.

COROLARIO 4.6. Si R satisface cualquiera de las siguientes condi-
ciones, entonces Tt =T, para toda T € R — TORS.

(i) Toda teoria de torsion es estable.
(ii) Toda clase de torsion es hereditaria.
(iii) Ewziste un dtomo en R-TORS, el cual estd contenido en todo
elemento no trivial de R-TORS.

Demostracién:

(i) Como toda teoria de torsién es estable, toda clase de torsién es
hereditaria y estable, entonces por la Proposicién 4.4 (i) ten-
emos el resultado.

(ii) Por el Teorema 2.6 (i7), 7 y T7 son los tnicos pseudo com-
plementos de 7 en R-tors y R-TORS, respectivamente. Ahora,
como toda clase de torsion es hereditaria, R-tors = R-TORS y
por lo tanto 7 = T'7.

(iii) Sea @ € R-TORS un atomo de R-TORS tal que V 1) € R-TORS,
a < 9. Entonces 7 = T7 = {0}, de otro modo o« < 7 AT C
TN 7= {0}, una contradiccion.
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