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Introduccion

Con el transcurso del tiempo, gran variedad de juegos se han estudiado a través
de su representacion en teoria de graficas. Juegos como el solitario (peg solitaire) y los
soldados de Conway, donde se colocan fichas sobre un tablero y se permiten ciertos
movimientos, que habian sido el objeto de diversos estudios, son ahora el origen del
desarrollo de los movimientos de damas en graficas, o graph pegging.

Asi pues, en esta ocasion nos concentraremos en la representacion de los movimien-
tos del juego de damas, en el que, teniendo dos fichas en casillas adyacentes entre si
y una casilla vacia junto a una de ellas, podemos hacer que la primera “coma” a la
segunda, saltandola, y llegue asi a la casilla vacia. Sin embargo, las reglas de nuestro
juego seran distintas, pues no tendremos contrincante, y nuestro objetivo seré llegar
a cualquier parte del tablero, que sera representado por una digrafica, a partir de la
distribucién original de las fichas.

Aunque el término peg en inglés nos remite a los tronquitos o estacas de madera
que se usan en el solitario (peg solitaire), nosotros pensaremos cada peg como una
dama o ficha, debido al claro parecido que tienen la manera en la que ejecutan los
movimientos en el juego de damas. Ademas, pensaremos en cada vértice de una
digrafica como una casilla que puede ser ocupada por una dama. Pero, tenemos
una restriccién adicional, pues nuestro tablero esta dirigido, de cierta forma esta
restriccion esta presente en el juego original de damas, donde los movimientos de las
piezas s6lo se hacen en direccién de ataque.

o] —[e]—[] ==l

Figura 1: Ejemplo de un movimiento de damas. Los rectidngulos representan las
casillas y los circulos las damas.

Si tenemos damas en dos vértices adyacentes, y el vértice que es la cabeza de
la flecha es ademés la cola de una flecha cuya cabeza es un vértice vacio, podemos
realizar un movimiento de damas, que consistird en quitar las dos damas y colocar
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una de ellas en el vértice vacio, donde la direccion de las flechas refleja de cierta
forma la direccion del movimiento. Asi, también podemos ver a los movimientos
de damas como “saltar” una dama y “comerla”, como se hace al jugar a las damas
(mientras la direccion de las casillas lo permita). En efecto, fue esta idea la que sugirio
la traduccion de movimientos de damas, llamados originalmente pegging moves en
inglés.

En nuestro caso, el juego tiene un unico participante, cuyo objetivo es el poder
ocupar cualquier casilla con una dama a partir de una distribucion inicial de damas
en el tablero, usando s6lamente el tipo de movimientos antes descrito. De ser posible
lo anterior, entonces se gana el juego. Claramente si iniciamos el juego con una dama
en cada casilla el juego se ha ganado. En el desarrollo buscaremos, dado un tablero
determinado, el minimo niimero de damas necesarias para poder ganar el juego y
la posiciéon inicial que deban tener, asi como el minimo nimero de damas que se
necesiten para ganar el juego sin importar su posicion inicial en el tablero.

El presente trabajo sobre movimientos de damas en digréaficas, se inspira en el
articulo Graph pegging numbers [1|, publicado en 2009. Es justo en este articulo
donde se introducen los movimientos de damas en graficas, o graph pegging. Al ser
un tema en pleno desarrollo, se espera que pueda encontrar diversas y numerosas
aplicaciones.

El concepto de graph pegging o movimientos de damas en gréaficas fue introducido
por David Petrie Moulton durante el programa de verano Research Experience for
Undergraduates (REU) de la University of Minnesota Duluth en 1994. Anteriormente
se trabajaba ya sobre graph pebbling.

De esta forma, en el primer capitulo estaran contenidos todos los conceptos béasi-
cos de la teoria de graficas y digraficas necesarios para el desarrollo del presente
estudio. En el segundo capitulo se hara la pertinente presentacion de los conceptos
a estudiar, como lo son: movimientos de damas, distribuciones, multidistribuciones,
alcance, nimero de damas y nimero de damas 6ptimo, asimismo hallaremos intere-
santes propiedades como la monotonia del alcance. El tercer capitulo esta abocado
a resultados que son mas generales, es decir, son resultados que a casi cualquier
digrafica le atanen, como el isomorfismo en damas, y se estudia a la familia de la
digraficas transitivas y el comportamiento de la operacion composicion. A su vez, el
cuarto capitulo se enfoca en las familias de trayectorias y ciclos, mientras que en el
quinto capitulo observamos a los torneos y a las digraficas circulantes. Finalmente,
en el sexto capitulo se estudia el comportamiento de la operacién producto cuadro,
en particular, entre dos trayectorias.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Graficas

Una grdfica G esta formada por un conjunto no vacio V(G), cuyos elementos son
llamados los vértices de G, y un conjunto E(G), cuyos elementos son subconjuntos de
V(G) con 2 vértices distintos, a dichos elementos los llamaremos aristas; denotaremos
{z,y} como zy. Nos referiremos a V(G) como el conjunto de vértices de Gy a E(G)
como el conjunto de aristas de G. El orden de G es el nimero de vértices en G,
asimismo, el tamano de G es el nimero de aristas en G.

Siz,y € V(G)y zy € A(G) entonces diremos que x es adyacente a y, o bien, que
x es vecino de y. Asimismo, definimos a la vecindad de x, denotada Ng(z), como el
conjunto de los vértices adyacentes a x, es decir, Ng(z) = {y € V(G) | zy € A(G)}.
Ademas, denotaremos con dg(zx) al grado de z, definido dg(x) = |Ng(x)|.

Dadas dos graficas G, H, diremos que H es subgrifica de GG, denotado por H C G,
$i V(H) CV(G) v E(H) C E(G).

Uz Uus Ug Uz Ug
/ (@)
51 Uy
O o)
Uy Us U7 Uy Us U7
G H

Figura 1.1: Una grafica G y una subgréfica H.
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Un camino (no dirigido) en una grafica G se define como una sucesion de elemen-
tos alternados, W = (g, a1, %1, as, . .., Tx_1, ax, Tr), tales que z; € V(G), 0 < i < k,
ya; =xj12; € E(G), 1 < j < k. De esta forma decimos que W es un camino de z;
hacia zj, también podremos decir que es un xjzi-camino. Denotaremos por V(W)
al conjunto de vértices del camino {z; | 0 < i < k}, y por E(W) al conjunto de
aristas {a; | 1 < j < k}. Asimismo se dird que W es un camino cerrado si xo = xy.
Al entero k lo llamaremos la longitud del camino W. Diremos que una grafica es
coneza si para cualquier par de vértices z,y € V(G) existe un xy-camino en G. Las
subgraficas conexas maximas por contencién de G seran llamadas las componentes
conezas de G.

Una trayectoria en una grafica G es un camino en G, donde para cualesquiera
0<14,j <k, sit# j,entonces z; # x;, es decir, todos sus vértices son distintos dos
a dos, y en cuyo caso también puede llamarsele una xqx,-trayectoria. Asimismo, un
ciclo (no dirigido) es un camino cerrado donde z, ..., x;_; son distintos dos a dos
y k > 3. De esta forma decimos que una grafica es aciclica cuando dicha grafica no
contiene ciclos.

Ug us

Uy Us

Figura 1.2: Una grafica G con un camino (uj,uy,ug, U1, uz) y una trayectoria
(1, ug, ug, us, Uz).

1.1.1. Arboles y bosques

Cuando G sea una gréafica conexa y aciclica le llamaremos drbol, de aqui resulta
que en general a las graficas aciclicas (no necesariamente conexas) también se les
llame bosques. Observemos que cada componente conexa de un bosque es un arbol,
y que un arbol es también, por definicion, un bosque. A los vértices de un bosque
cuyo grado sea igual a 1 se les llama hojas, a los demas nos referimos como vértices
interiores.



1.2 Digraficas 3

Sea GG un arbol y sea r un vértice fijo en G, al cual definimos como la raiz de G,
entonces se dice que G es un arbol arraigado en r (o bien, un arbol con raiz r). Si
P = (r=x¢,x1,..., ;) es una trayectoria en G, entonces decimos que:

(1) zx_1 es padre de zy, y xy es hijo de zy_;.
(17) x; es ancestro de xj y x; es descendiente de z;, si0 <i < j <k —1.

Un arbol binario es un arbol arraigado donde todos los vértices son hojas o tienen
exactamente dos hijos. Analogamente, un bosque binario es un bosque donde todas
sus componentes conexas son arboles binarios, o equivalentemente, es un bosque re-
sultado de la union ajena de arboles binarios.

Uy U2

us Uy

Figura 1.3: Un arbol binario arraigado 7' con raiz r.

1.2. Digraficas

1.2.1. Conceptos y definiciones béasicas

A continuacién veremos gran parte de los conceptos, terminologia y resultados
previos relacionados con la teoria de digraficas que usaremos en el presente trabajo.

Una digrdfica (o grafica dirigida) D esta formada por un conjunto no vacio V(D),
cuyos elementos son llamados los vértices de D, y un conjunto A(D), cuyos elemen-
tos son pares ordenados de vértices, a dichos elementos los llamaremos flechas. Nos
referiremos a V' (D) como el conjunto de vértices de D y a A(D) como el conjunto de
flechas de D. El orden de D es el nimero de vértices en D, asimismo, el tamano de
D es el nimero de flechas en D. Si los conjuntos V(D) y A(D) son finitos diremos
que D es una digrafica finita.
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Dada una flecha (u,v) al vértice u se llama la cola de la flecha y al vértice v
la cabeza, asimismo podremos referirnos a ambos como los extremos de la flecha,
ademéas diremos que dichos vértices son adyacentes, es decir, u es adyacente a v y
v es adyacente a u. También decimos que la flecha (u,v) sale de u y entra en v,
y que u domina a v (o bien, v es dominado por u), en general, dados X,Y dos
subconjuntos ajenos de vértices de D se dice que X domina a 'Y (Y es dominado por
X) si para cualesquiera u € X, v € Y se tiene que (u,v) € A(D). Analogamente,
si (u,v) € A(D) decimos que v absorbe a u (u es absorbido por v), de forma mas
general, si X, Y son dos subconjuntos ajenos de vértices de D se dice que Y absorbe a
X (X es absorbido por Y) si para cualquier u € X existe v € Y tal que (u,v) € A(D).

Para cada vértice v en D definimos al conjunto Nt (v) como la exvecindad de v
formado por todos los vértices u distintos a v tales que existe una flecha (v,u) en D,
es decir, N*(v) = {u € V(D)\{v} | (v,u) € A(D)}; de forma analoga, la invecindad
de v es el conjunto N~ (v) formado por todos los vértices u distintos a v tales que
existe una flecha en A(D) cuya cola es u y cuya cabeza es v, dicho de otra forma,
N=(v) = {u € V(D) \ {v} | (u,v) € A(D)}. A los vértices en N*(v) y N~ (v) los

llamaremos exvecinos de v e invecinos de v respectivamente.

El exgrado de v, denotado d*(v), es el nimero de flechas que salen de v, es
decir, d*(v) = [{(v,u) € A(D) | u € V(D)} y 6} es el exgrado minimo definido
65 = min{d*(v) | v € V(D)}; de la misma forma el ingrado de v, d~(v), es el
nimero de flechas que entran en v, es decir, d~(v) = |{(u,v) € A(D) | u € V(D)}|
v 05 es el ingrado minimo definido d, = min{d~(v) | v € V(D)}. Cuando no haya
lugar a confusion escribiremos simplemente 0 y 6.

Si D, H son dos digraficas tales que V(H) C V(D) y A(H) C A(D), entonces di-
remos que H es subdigrdfica de D, y lo denotaremos H C D. Cuando D, H cumplan
que H C Dy V(D) =V(H) se dird que H es subdigrafica generadora de D. Asimis-
mo, si X es un subconjunto de vértices de D, definimos la subdigrafica de D inducida
por X, denotada D[X], de forma que V(D[X]) = X y donde (u,v) € A(D[X]) siy
solo si (u,v) € A(D).

Se dice que dos o més flechas son paralelas (o multiples) cuando tienen la misma
cabeza y la misma cola, asimismo a una flecha se llama lazo cuando su cabeza y su
cola coinciden. Una digrdfica simple es aquella que no contiene flechas paralelas, ni
lazos. El estudio de este trabajo se limitara a digraficas finitas y simples, asi que a
partir de este momento siempre que nos refiramos a una digrafica asumiremos que
es una digrafica finita simple. Observemos que en estas digraficas se cumple que

d™(v) = [NT(v)] y d”(v) = [N~ (v)].
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V2 L U1 V2 U1
ol 530
o)

(@)

U3 V4 V3 V4

D H
Figura 1.4: Una digrafica D y una subdigrafica generadora H.

1.2.2. Caminos, trayectorias, ciclos, longitud y conexidad

El concepto de camino en una digrafica es, tal vez, uno de los mas ttiles para
el estudio de las digraficas y sus propiedades como estructura, esto se debe no sélo
a que es una de las subestructuras més basicas, sino también porque a partir de
este concepto se define toda una variedad de parametros y propiedades, los cuales
veremos a continuacion.

Un camino (dirigido) en una digrafica D se define como una sucesion de elemen-
tos alternados W = (ug, a1, uy, a9, ..., up_1,ax,ug) donde u; € V(D), 0 <i < k, y
aj = (uj_1,u;) € A(D), 1 < j < k. Dado esto decimos que W es un camino de
up hacia uy, o bien, que es ugui-camino. El conjunto de vértices {u; | 0 < ¢ < k}
se denotara V(W), y el conjunto de flechas {a; | 1 < j < k} se denotara A(W).
Diremos que W es un camino (dirigido) cerrado si uy = .

La longitud del camino W se define como el niimero de flechas que se recorren
para ir de ug hasta uy sobre W (sin importar la repeticion), dicho de otra forma, si
W = (ug, a1, u1, as, . .., ux_1, ax, ug ), entonces la longitud de W es k.

Si W es un camino en D, diremos que es una trayectoria (dirigida) en D (o
bien, ugug-trayectoria) si todos los vértices ug,uy, ..., ug_1,u; son distintos dos a
dos. Ademés diremos que una trayectoria W en una digrifica D es hamiltoniana si
V(W) =V(D), es decir, W recorre a todos los vértices de D. Asimismo, diremos que
W es un ciclo (dirigido) si los vértices u, . .., u,_1 son distintos dos a dos, k > 2y
Uy = Ug.
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Observemos que en las digraficas simples los caminos y trayectorias quedan deter-
minados de manera tnica por los vértices que contienen, es decir, en dichos casos si
W = (ug, a1, uq, as, ..., ux_1, ag, ux), entonces podemos escribir de forma mas simple
W = (ug, uy, ..., Up_1, Ug).

Figura 1.5: Una digrafica D con un camino (ve,vs,vy,v2,v1), una trayectoria
(/067 Us, V4, U2, Ul) y un CiClO (U27 V3, Us, U4, UQ)'

Proposiciéon 1.2.1. Sea D una digrdfica con u,v € V(D) distintos. Si W es un
uv-camino en D, entonces hay P, una uv-trayectoria en D, tal que A(P) C A(W).

Demostracién. Tomemos P = (u=x1,xs,...,T,=0v) un uv-camino de longitud
minima con A(P) C A(W). Si z; = z; para algunos 1 < ¢ < j < k, entonces el
camino (21, ...,%;_1, L;=;, Tjt1, . .., L) €s Mas corto que P, contradiciendo la elec-
cion de P. Por lo tanto todos los vértices de P son distintos, entonces P es una
uv-trayectoria en D con A(P) C A(W). [

Proposicion 1.2.2. Si W = (x1,29,...,2z=r1) es un camino cerrado contenido
en una digrdfica D, entonces hay un ciclo C' contenido en D tal que x1 € V(C) y

A(C) C AW).

Demostracion. Dado que D no tiene lazos se tiene que xp_; # xj, entonces por
la proposicion anterior podemos considerar a P = (z1=y1,¥2,...,Yp==2k_1) UNa
x1T_1-trayectoria en D tal que A(P) C A(W). Por lo tanto, podemos tomar a
C = (r1=y1,Y2, - -, Yn=Tk_1, T ), €l cual es un ciclo en D que contiene a x; y tal que
A(C) C A(W). [ |

Sean u, v vértices de una digrafica D, se define a la distancia de u a v, denotado
d(u,v), como la minima longitud de cualquier uv-camino en D, es decir,

d(u,v) = min{k € Z | hay un uv-camino de longitud k en D},
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en caso de no existir un wv-camino en D tomaremos d(u,v) = 00.
Apoyados en lo anterior, definimos al didmetro de D, denotado diam(D), como
la distancia maxima entre dos vértices de D, es decir,

diam(D) = max{d(u,v) | u,v € V(D)}.

Definimos a la grdfica subyacente de una digrafica D como la tinica grafica simple
G(D) tal que V(D) = V(G(D)), y donde zy € E(G(D)) siy solo si (z,y) € A(D) o
(y,x) € A(D). Dada una digréafica D, diremos que es conezxa si G(D) es conexa.

Si para cualquier par de vértices u,v € V(D) tenemos que existen un uv-camino
o un vu-camino en D, entonces diremos que D es unilateralmente conexa o, de forma
mas sencilla, unilateral.

Proposicion 1.2.3. Toda digrdfica unilateral contiene un camino generador.

Demostracion. Sea W = (ug, a1, uq, ..., U1, ag, ) un camino de orden maximo
en un digrafica D y supongamos que hay v € V(D) \ V(W). Ademéas como D es
unilateral, existen Fy,..., P, tales que P; es un vu;-camino o un w,;v-camino para
cada 0 < i < k. Si Py = (v=x0,b1,...,b.,x,=ug) fuera un vup-camino, entonces
(v=xq, ..., T;=ug, U1, ..., Ux_1,u;) seria un camino de orden mayor a W. Entonces
Py es un ugv-camino, andlogamente P, es un vug-camino.

Consideremos a j = min{2 < i < k | P, es un vu;-camino}, es decir, P;_; es un
uj_1v-camino y P; es un vu,-camino, digamos que P;_y = (uj_1=x0, b1, ..., b, z,=0)
y que P; = (v=yo, c1,. .., Cs, Ys=Uu;), por tanto

(u07 Ay, ... ,Uj,1:$0, bla s 7b1“7 Tr=V=Yo,C1, - .., Cs, yS:uj7 ceey Uk—1, QF, uk:)

es un camino de orden mayor a W, contradiciendo la eleccion de W. Por lo tanto no
hay v € V(D) \ V(W), lo que implica que V(W) = V(D). |

Ademas, si para cualesquiera u,v € V(D) se tiene que existen un wv-camino y
un vu-camino en D, entonces diremos que D es fuertemente conexa o simplemente
fuerte. A las subdigraficas conexas maximas por contenciéon de D las llamaremos
componentes conexas de D, y a las subdigraficas fuertes maximas por contencion de
D las llamaremos las componentes fuertes de D.
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1.2.3. Otros conceptos y operaciones

Si una digrafica cumple que para cualquier par de vértices distintos u, v las flechas
(u,v), (v,u) estan en la digrafica, entonces decimos que tal digrafica es completa.

Diremos que una digrafica D es asimétrica si para cualesquiera dos vértices dis-
tintos de D hay a lo mas una flecha que los hace adyacentes.

Un subconjunto S de V(D) se dice independiente si para cualesquiera u,v € S
se cumple que (u,v) ¢ A(D) y (v,u) ¢ A(D), nos referiremos al tamano méximo
de un conjunto independiente en D como el nimero de independencia de D y lo
denotaremos ap.

Dado X C V(D), denotaremos por D — X a la subdigrafica de D inducida por el
conjunto V(D) \ X, es decir, D— X = D[V(D)\ X]. Si X tiene un tnico elemento u,
es decir X = {u}, para simplificar la escritura, se utiliza D — u en lugar de D — {u}.

1.2.4. Digraficas transitivas, composicién y condensaciéon

Una digrafica D es transitiva si para cualesquiera u, v, w € V(D) tales que u # w
v (u,v), (v,w) € A(D), entonces (u,w) € A(D).

Proposicion 1.2.4. Sea D una digrdfica transitiva, si u,v € V(D) distintos tales
que eziste un uv-camino en D, entonces (u,v) € A(D).

Demostraciéon. Dado que existe un uv-camino en D, por la Proposicién 1.2.1 sea
P = (u=xg, z1,...,7,=v) una uv-trayectoria en D, y procederemos por induccion
sobre k.

Si k =1, la tnica flecha del camino es (u, v). Supongamos entonces que para cua-
lesquiera x,y € V(D) si existe una xy-trayectoria en D con longitud k& — 1, entonces
(x,y) € A(D), y tomemos P = (u=xg,x1,...,rx=0v). Claramente al considerar a
P’ = (u=x, 21, ...,25_1), la uxr,_;-trayectoria contenida en P, entonces por hipote-
sis inductiva (u,xi_1) € A(D), ademés (zgx_1,v) € A(P) C A(D) y D es transitiva,
por lo tanto (u,v) € A(D). |

Proposicion 1.2.5. Una digrdfica D es fuerte y transitiva si y sdlo si D es completa.

Demostracion. Supongamos inicialmente que D es una digréfica fuerte y transitiva,
asi para cualesquiera dos vértices distintos u, v en D existen una uv-trayectoria y una
vu-trayectoria en D, entonces la proposicion anterior implica que (u, v), (v,u) € A(D)
y por lo tanto D es completa.
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[
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Figura 1.6: Ejemplos de digraficas transitivas.

Por otro lado, si D completa, para cualesquiera dos vértices u,v € V(D) se tiene
que (u,v), (v,u) € A(D), dichas flechas forman por si mismas un uv-camino y un
vu-camino respectivamente, entonces D es fuerte. Ademas si (u,v), (v,w) € A(D),
tenemos que (u,w) € A(D) por ser D completa, por tanto D es transitiva. [ |

Corolario 1.2.6. 5i H es componente fuerte de una digrdfica transitiva D, entonces
H es completa.

Proposicion 1.2.7. Sea D una digrdfica transitiva y sean Hy, Hy dos componentes
fuertes distintas de D. Entonces, Hy domina a Hy si y solo si existen u € V(Hy),
v € V(Hy) tales que (u,v) € A(D).

Demostracion. Claramente la primera implicacion es trivial. Para la implicacion
reciproca, sean x € V(H;), y € V(H,) y dado que Hy, Hy son fuertes, entonces
existen P; una xu-trayectoria en H; y P, una vy-trayectoria en Hy respectivamente,
entonces P U {(u,v)} U P, forman una zy-trayectoria en Dy D es transitiva, lo cual
implica que (z,y) € A(D), por lo tanto H; domina a Hs. [

Dada una digrafica D donde Dy, D, ..., Dy son las distintas componentes fuertes
de D, definimos a la digrdfica de condensacion de D como la tinica digrafica simple D*
tal que V/(D*) = {Dy, Dy, ..., Dy}, con D; # D; sii # j, y donde (D;, D;) € A(D*)
si y solo si hay una flecha (u,v) € A(D) tal que v € D;, v € Dj, con 1 < i,5 <k,
1.

Resulta claro a partir de la definicion anterior que para toda digréfica D su di-
grafica de condensacion D* es aciclica. Ademas a las componentes fuertes H de D
que cumplan que d . (H) = 0, las llamaremos las componentes fuertes iniciales de D.
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Proposicion 1.2.8. Sea D una digrifica y sea v € V(K), donde K es una compo-
nente fuerte no inicial de D, entonces existe w € V(H), donde H es una componente
fuerte inicial en D, tal que hay una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea K una componente fuerte no inicial de D y sea v € V(K).
Consideremos a W = (21, ..., 2,=v) un camino maximo por contencion cuyo vértice
final sea v, y sea H la componente fuerte de D que contiene a z7.

Si dp.(H) > 0, entonces hay una componente fuerte H' (distinta a H y K) tal
que existe una flecha con cola u € V/(H') y con cabeza w € V(H), y observemos que
(u,w) € A(D). Como H es fuerte hay un wzx;-camino (w=yy,...,ys=x;1), entonces
el camino (u, w=yi,...,ys=x1,...,x,) contiene propiamente a W, contradiciendo su
eleccion, lo que implica que dp.(H) = 0. Asf obtenemos que H es una componente
fuerte inicial y W es un xjv-camino en D tal que z; € V(H), por lo cual existe una
riv-trayectoria en D. [

Corolario 1.2.9. Sean D una digrdfica transitiva y K una componente fuerte no
inicial de D, entonces existe H una componente fuerte inicial en D tal que H domina
a K.

Demostracion. Sea v € V(K), entonces, por la proposicion anterior deducimos
que existe u € V(H), donde H una componente fuerte inicial en D, tal que hay
una uv-trayectoria. Ademéas D es transitiva, asi por la Proposicién 1.2.4 tenemos que
(u,v) € A(D). Finalmente, utilizando la Proposicién 1.2.7, obtenemos que H domina
a K. [

Sea D una digrafica donde V(D) = {uy, ..., u,}, y tomemos Hy, ..., H, digréaficas
ajenas dos a dos. La composicion D[Hy, ..., H,] es la digréafica tal que

V(D[Hy, ..., Hy)) = CJ V(H;) y donde

A(D[H,,...,Hy)) = {(h,}) | h € V(H;),} € V(H,), (u;,u;) € A(D)} U OA(HZ-).

En particular, cuando H = H; para cualquier 4, denotaremos D[H, ..., H,| como
D[H].

Teorema 1.2.10. Sea D una digrifica con Dy, Do, ..., Dy las distintas componentes
fuertes de D. Entonces, D es transitiva si y sélo si Dy, Ds, ..., Dy son completas,
D* es transitiva y D = D*[Dy, Dy, ..., Dy].
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Demostracion. Consideremos inicialmente que D es una digrafica transitiva, donde
D1y, Ds, ..., Dy son las distintas componentes fuertes de D, entonces, utilizando el
Corolario 1.2.6, Dy, D, ..., Dy son completas. Sean (Dy, D;), (D;, D;) € A(D*), en-
tonces existen u € Dy, v,v" € D;,w € D; tales que (u,v), (v,w) € A(D), ademés D,
es fuerte y por lo tanto existe P una vv'-trayectoria, asi {(u,v)} U P U {(v/,w)} es
una uw-trayectoria en D, y por lo visto anteriormente, (u,w) € A(D), lo que implica
que (Dy, Dj) € A(D*), obteniendo que D* es transitiva.

Ahora observemos que V(D) = Ui, V(D;) = V(D*[Dy, Dy, ..., Dy]), y consi-
deremos la funcion biyectiva ® : V(D) — V(D*[Dy, Da, ..., Dy]) tal que ®(u) = u
y sean u,v € V(D) tales que u € V(D;),v € V(D;) v (u,v) € A(D). Si D; = D;
se tiene que (u,v) estd en D*[Dy, Dy, ..., Di] por la definicion de la composicion;
y cuando D; # D, tenemos que D; domina a D;, asi (D;,D;) € D* y entonces
(u,v) € A(D*[D1, Ds, ..., Dy).

Consideremos a la flecha (u,v) € A(D*[Dy, Ds, ..., Dg]) y ademéas supongamos
que u € V(D;), v € V(D;), lo que nos entrega dos casos. Primero, cuando i = j,
entonces (u,v) € A(D;) C A(D). Luego, si i # j, tenemos que (D;, D;) € A(D*), lo
que implica que D; domina a D;, entonces (u,v) € A(D). Por lo tanto se deduce que
D = D*[Dy, Ds, ..., Dyl.

Para la implicacion reciproca, tenemos que D = D*[Dy, Ds, ..., Dy] y considere-
mos (u,v), (v,w) € A(D), donde u € V(Dy,), v € V(D;), y w € V(D;), entonces:

(i) Si h=j, como Dy es completa, entonces (u,w) € A(D).
(1) Sih =1 j 6 h# 1= j, entonces (Dy, D;) € A(D*), por tanto (u,w) € A(D).

(i1) Si h # i # j # h, entonces (Dy,D;),(D;,D;) € A(D*) y ademés D* es
transitiva, lo que implica que (D, D;) € A(D*), por lo tanto (u,w) € A(D).

Obteniendo asi que D = D*[Dy, Dy, ..., Dy] es transitiva. [ |

1.2.5. Torneos

Decimos que una digrafica T' es torneo si para cualesquiera u,v € V(T) se tiene
que (u,v) € A(D) o (v,u) € A(D), pero no ambas. Es decir, para cualesquiera dos
vértices de T" hay una tnica flecha que los hace adyacentes, o bien, T" es torneo si es
una digrafica asimétrica en la cual cualesquiera dos vértices son adyacentes.
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PN

U3 V4

T

Figura 1.7: Un torneo T' con trayectoria hamiltoniana (v, v4, v, v3, vs).

Teorema 1.2.11. Todo torneo T tiene un trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Consideremos a P = (uq,...,u;) una trayectoria con longitud
méaxima contenida en 7. Supongamos que existe v € V(T') \ V(P), entonces ob-
servemos que (v, uy), (ug,v) ¢ A(P), de lo contrario (v,us,...,ux) o (ug,...,ux,v)
serian trayectorias de longitud mayor a P. Asi (uy,v), (v,ux) € A(P) y dado que
T es torneo, tenemos que v es adyacente a wu; para cualquier 2 < ¢ < k — 1. Sea
f=min{i | 2 <i<k-1(v,u) € AT)}, entonces (u;_1,v), (v,u;) € A(D), por
lo tanto (u1,...,u;—1,v,u;,...,u;) es una trayectoria de longitud mayor a la de P,
contradiciendo la eleccion de P. Entonces V(P) = V(T). |

Teorema 1.2.12. Sea T un torneo. Entonces, T es transitivo si y solo si T es
aciclico.

Demostracién. Primero supongamos que T es transitivo, si C' = (uq,...,u;) s un
ciclo contenido en 7', entonces para cualesquiera v, w € V(C) hay una vw-trayectoria
y una wo-trayectoria contenida en C' C T'. Entonces por la proposicion 1.2.4 tenemos
que (v,w), (w,v) € V(T), contradiciendo que T es torneo. Por tanto T" es aciclico.
Por otro lado, supongamos que 7' es aciclico y tomemos (u,v), (v,w) € A(T),
observemos que como T' es torneo u # w. Esto implica que (w,u) ¢ A(T), de lo
contrario (u,v,w,u) seria un ciclo en T. Por tanto (u,w) € A(T). |

Dadas D, H dos digraficas y ® : V(D) — V(H) una funcién, diremos que D y
H son isomorfas bajo ®, denotado D =g H (o simplemente D = H cuando no hay
lugar a confusion), si ® es biyectiva, y (u,v) € A(D) siy solo si (®(u), P(v)) € A(H).



1.3 Series 13

Teorema 1.2.13. Existe un tinico torneo aciclico de orden n salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean T y T dos torneos aciclicos de orden n y consideremos a
P = (uy,ug,...,u,) vy P'=(v1,vg,...,v,) dos trayectorias hamiltonianas en 7"y T"
respectivamente. Definamos la funcion ® : V(T') — V(T”) tal que ®(u;) = v; para
cada 1 <1 < n, la cual claramente es biyectiva.

Ademas, del teorema anterior tenemos que 7'y 7" son torneos transitivos, y por
tanto, (u;,u;) € A(T) siy sélosii < jsiy solosi (v;,v;) = (P(w;), P(uy;)) € A(T),
obteniendo que 7" = T". [ |

1.3. Series

Dados dos conjuntos A y B definimos una funcion f : A — B como un subcon-
junto de A x B tal que si (a,b), (a,c) € f, entonces b = ¢, es decir, el elemento b
que esta relacionado con a es tinico y al cual llamamos la imagen de a y denotamos
por f(a). En este caso, A es llamado el dominio de f, B el contradominio de f, y el
conjunto f[A] = {f(a) | a € A} es llamado la imagen de A bajo f.

Asimismo, una sucesion (de niimeros reales) es una funcion a : N — R, denotare-
mos a la sucesion por {a, },en, ademas para cada i € N denotaremos al elemento a(7)
por a; y lo llamaremos el i-ésimo término de la sucesién. A veces serd conveniente
iniciar las sucesiones desde el indice n = 0, es decir, considerar f como una funciéon
cuyo dominio sea N U {0}.

Ademas diremos que una sucesion {a, }nen converge a L € R si para toda ¢ > 0
existe N € N tal que para cada n € N con n > N, se cumple que |a, — L| < &, en
dicho caso denotaremos lim,,_,, a, = L; también diremos que la sucesion {a,}nen
tiende a L o que el limite de la sucesion {a, }nen s L. Andlogamente una sucesion
es convergente si existe L € R tal que la sucesion converge a L, en otro caso diremos
que la sucesion diverge.

Dada una sucesion {a, }nen, podemos construir la sucesion {s, },en, la cual esta
conformada por los términos s, = a1 + as + - -+ + a5 para cada k € N, la sucesion
{$n}nen es llamada la serie formada a partir de la sucesion {a, }nen. La serie {s, }nen
también podré ser denotada por

Zak:a1+a2+a3+...
k=1

La sucesion {s,},en es la sucesion de sumas parciales, donde usaremos la notacion
Sk = Y,y @;. Sila sucesion de sumas parciales tiene limite L, entonces diremos que
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la serie converge a L, y escribiremos

o n
E ak:a1+a2+a3+---:LzlimE a;
n—o0
k=1 i=1

En este trabajo interesa el comportamiento de la llamada serie geométrica, donde
para algiin r € R fijo consideramos a;, = r* para toda k € NU {0}, es decir, la serie
geométrica se expresa

[e.@]
Zrk:r1+r2+r3~l—...
k=1

Particularmente en el caso |r| < 1 tenemos que 1 — r # 0 y podemos calcular

Sy = =14 r+r24+ 40"
k=0

TSy, =T rF=r e
k=0

1 — rnJrl
Entonces s,(1 —r) = 1 — r"™! es decir, s, = 4, Ademés tenemos que
-
lim,, .o, 7™ = 0, y por tanto

- 1 — it 1
g r* = lim ! =

n—oo 1 —1r 1—7r
k=0

Ahora consideremos la ecuacion z? + x = 1, claramente sus dos soluciones son
(v5—1)/2 y (—v/5 —1)/2. De aqui en adelante nos enfocaremos particularmente
en el comportamiento de la raiz positiva de dicha ecuaciéon y la denotaremos por

o= (v5-1)/2.
Proposicién 1.3.1. o* = "' + ¢**2 para toda k € Z.

Demostracion. Dado que 1 = 0% + o, entonces multipliquemos % en ambos lados

de la ecuacién, asi obtenemos que o = o**+1 4 o*+2. [ |

Ademas utilizando la serie geométrica tenemos que

> 1 1-1 — 2
Zo_k: g +0c—0+o0 _ 1
P 1—0 1—0
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Este tltimo resultado es de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo, el
mayor uso de este argumento se verd en el tltimo capitulo.

Otra sucesion cuyo uso nos sera util es la sucesion de Fibonacci {Fj}renuoy, en
la cual definimos Fy =0, Fy =1,y F, = F,,_1 + F,,_» para cada n > 2.

Proposicion 1.3.2. Para cualesquiera k,n € 7Z tales que k,n > 0, se cumple que
o™ = 0" *(Fyy1 + Fyo), donde F; denota el i-ésimo niimero de Fibonacci.

Demostracion. Por inducciéon sobre k.
Si k = 0, tenemos que ¢" = ¢"(1 + 00) = o"(F} + Fyo).
Si k =1, entonces ¢" = " + ¢"2 = "1 + o) = " (F, + Fio).
Supongamos que la afirmacion es cierta para cada k' < k, entonces por hipotesis
de induccion
o" = O'n+k_1(Fk -+ Fk_10')
— Fk0n+k_1 =+ Fk_10n+k
= Fko'nJrk + Fk0n+k+1 + Fk,10'n+k
— (Fk + Fk_l)o_n-i-k + Fko_n-l-k—‘rl
— Fk+10n+kz + Fk0n+k+1

= O'n+k(Fk+1 + F]df)

[ |
La afirmacién anterior implica que dado un polinomio ag + a0 + - -+ + a,o"
donde ag,aq,...,a, € Z, para cualquier entero k > n existen by, by € Z tales que

ap+aio+---+a,o" = ak(bo + b10). Nuestro interés se enfoca en un caso particular
de esta propiedad.

Proposicion 1.3.3. Para cualesquiera k,n € Z tales que k > 1, n > 0, se cumple
que 1 — o™ = 0" *(F i pi1 — Feor + (Fpyr — Fi)o).
Demostracion. Utilizando la afirmacion anterior tenemos que

1—0c"=0"—o"

O'n+k(Fn+k+1 -+ Fn+ka> - O'n+k(Fk+1 + Fk0>
= 0" (B + Fosro — Fipq — Fro)

" (Bt — Fipr + (B — Fy)o).
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Capitulo 2

Elementos basicos

A continuacién presentamos los conceptos, nociones y definiciones basicas rela-
cionadas al nimero de damas en las digraficas. Aun cuando este parametro fue
definido originalmente para graficas veremos que su traslado a las digraficas se logra
de manera muy natural y simple, tal como lo es para las primeras.

2.1. Distribuciones y movimientos

Definicién 2.1.1. Dada D una digrafica, llamaremos a ) una distribucion de D si
Q C V(D).

Sean u,v,w € V(D) tales que u,v € Q, w ¢ Q y (u,v), (v,w) € A(D), entonces
el movimiento de damas (valido) m = (u,v,w) reemplaza a la distribucion @ por la
distribucion m(Q) = (Q \ {u,v}) U {w}, en este caso al conjunto {u,v} se le llama
la fuente de m y al vértice w el objetivo o destino de m.

Asimismo, diremos que una sucesion finita de movimientos M = {my, ma, ..., my}
es valida sobre () si m; es un movimiento valido sobre ) y m, es valido sobre
M1 (my_o(...(Mm1(Q)...)) para cada 2 < r < k, en dicho caso, a la distribucion
my(mg_1(...m2(m1(Q))...)) la denotaremos por M(Q).

Se dice que un vértice u € V(D) es alcanzable desde una distribucion @ si existe
una sucesion finita valida de movimientos M = {my, ma, ..., my} de tal manera que
u € mg(mg—1(...ma(m1(Q))...)) o bien u € M(Q). El alcance de una distribucion
Q) se define como el conjunto de todos los vértices alcanzables desde () v se denota
Reach(@Q). Claramente Reach(Q) C Q.
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Cuando cualquier vértice de la digraficaD sea alcanzable desde la distribucion @),
es decir, Reach(Q) = V(D), diremos que @ es una distribucion ganadora. Observemos
que siempre ) C Reach(Q), pues podemos considerar la sucesion de movimientos
nula. Ademas si |Q| < 1, entonces ) = Reach(Q), puesto que no pueden definirse
movimientos validos a partir de Q).

Definicién 2.1.2. El nimero de damas de una digrafica D es el minimo entero d

tal que cualquier distribucién de cardinalidad d es una distribucion ganadora y se
denota P(D).

Definicién 2.1.3. El numero de damas optimo de una digrafica D es el minimo
entero d tal que existe una distribucion ganadora de cardinal d y se denota p(D).

Asi por definicion para toda digrafica D se tiene n > P(D) > p(D), en particular
si D es no trivial n > P(D) > p(D) > 2.

(%1 (%1
° o)

A

Figura 2.1: A la izquierda: una digrafica D con distribucion @ = {v1,vs,v5}. A la
derecha: D después de aplicar el movimiento m = (vy, ve, v3), donde m(Q) = {vs, vs}.

Ademas los primeros dos incisos del siguiente teorema establecen que los nimeros
de damas de una digrafica cualquiera estan determinados de forma exacta por los
numeros de damas de sus componentes conexas, y por tanto después solo observare-
mos ambos paramétros en familias de digraficas conexas.

Teorema 2.1.4. Sea D una digrifica y sean H el conjunto de las componentes
conezas de D y IKC el conjunto de las componentes fuertes de D, entonces:
(i) P(D)=|V(D)| —mingex{|V(H)| — P(H)}
(#1) p(D) =3 penP(H)
(iii) P(D) < [V(D)| — mingex{|V(K)| — P(K)}
() p(D) <3 gexP(K)
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Demostracién. (i) Primero consideremos a () una distribucion de cardinalidad
[V(D)| — mingen{|V(H)| — P(H)} y tomemos H' € H observemos que

QNV(H > Q|- > |V(H)

H#H'
= V(D) = min{|V(H)| = P(H)} = ([V(D)| = [V(H)])

> P(H') — [V(H")| +|V(H')|
— P(H).

Entonces @ es distribucién ganadora en cada H' y por lo tanto () es también gana-
dora en D, es decir, P(D) < |V(D)| — mingen{|V(H)| — P(H)}.

Por otro lado, consideremos a una componente conexa Hy € H de manera que
|V (Ho)| — P(Ho) = mingey{|V(H)|— P(H)} y tomemos @' una distribucion tal que
V(H) CQ paracada H# Hyy |[QNV(Hy)| = P(Hp) — 1, la cual claramente no es
ganadora en Hj y por lo tanto no es ganadora en D, ademés observemos que

QI = P(Hy) —1+ > [V(H)
H=#Hj
= P(H,) — 1 +|V(D)| — |V (Ho)|

= V(D) = min{|V(H)[ - P(H)} — 1.

Es decir P(D) > |V(D)| — mingen{|V(H)| — P(H)}, uniendo ésto a lo visto previ-
amente obtenemos la primera igualdad.

(17) Para cada H € H sea Qg una distribucion de tamano p(H), y de esta forma
consideremos la distribucion @ = |J <, @n la cual claramente es distribucion gana-
dora en cada H € H y por lo tanto también en D. Ademéas podemos observar que

Q| = ZHe’H Qo = ZHe’Hp(H)? es decir, p(D) < ZHer(H>'

Ahora, sea @' cualquier distribucion de tamano (ZHGH p(H)) — 1, entonces hay
H' € H tal que |QNV(H")| < p(H'), por lo tanto ' no es ganadora en H', entonces
@ no es ganadora en D, es decir, p(D) < > 5, p(H). Lo que aunado a lo anterior
implica la segunda igualdad.

Para (ii7) y (iv) basta reemplazar H por K en la obtencion de las cotas superiores
de (i) y (7i) respectivamente. [
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Las siguientes digréficas son ejemplos de la independencia entre los incisos (7ii) y
(1v) del Teorema 2.1.4, ademés de que muestran que amdas cotas son justas, en cada
caso los vértices negros representan una distribucion. A la izquierda se muestra una
distribucion ganadora de cardinalidad minima, es decir, de tamano p(D), mientras
que a la derecha se muestra una distribuciéon no ganadora de cardinalidad méaxima,
es decir, de tamano P(D) — 1.

Uy Us
Uy @ O o) o Ug

N

U @—> O U3 U O«— @ U7

Uy Us
U1 O () ) o Ug

1IN

Ug O— > O U3 US @<— @ U7

[y

U @ U1 o
Uy / Uy
U3 o/ Uz o
UL e o Uy U1 O o Us
| \“.2_,“;/‘ D [\_,/‘
us o/ \O Ug us O/ \. Ue
v v
v 9 ' .U7 v 9 ' .U7
] » o]
Vo O\\\ / \o vy O\\\ / \.
.vl U8 Ovl U8

Figura 2.2: Digraficas que muestran la independencia que hay entre los incisos (i)

y (iv) del Teorema 2.1.4.
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| P(Di) | | V(D] = mingexc{|V(K)| = P(K)} || p(Ds) | | X ke P(K)
D, 7 = 8—1=7 4 =] 242=4
D, 3 < 4—-0=14 2 <| 241=3
Dy 5 = 6—1=5 3 < | 242=4
Dy 6 < 8—1=7 4 =] 242=4

Tabla 2.1: Aqui se muestran los nimeros de damas y los niimeros 6ptimos de damas
de las digréficas en la Figura 2.2.

Proposicion 2.1.5. Para cualquier digrifica D se tiene que ap < P(D). Ademds,
si D tiene al menos una flecha, entonces ap + 1 < P(D).

Demostracion. Supongamos que ap = k 'y sea A = {uy,ug,...,ux}t C V(D) un
conjunto independiente, tomemos la distribucion @ = A\ {ux} la cual tiene tamano
k — 1. Observemos que si m = (u,v,w) es movimiento valido, entonces u,v € () son
adyacentes, pero ) es un conjunto independiente, por lo tanto no hay movimientos
validos, es decir, Reach(Q) = @, y dado que uy, ¢ @ = Reach(Q), entonces @ no es
ganadora y k = ap < P(D).

Si ademéas D tiene al menos una flecha, entonces existe v € V(D) \ A. Conside-
remos A como distribucion, dado que la observacion anterior es ahora aplicable a la
distribucién A tenemos que no hay movimientos validos, por lo tanto v ¢ Reach(A),
es decir, A no es ganadoray k+1=ap+ 1 < P(D). [ |

Definicién 2.1.6. Dada una distribucion @) en una digrafica D y v € V(D), defini-
mos el peso de () respecto a v como:

wt,(Q) =Y o™
ueQ
V5—1

donde o = Y=~ es la raiz positiva de r?’4+x =1,y d(u,v) es la distancia en D de u a v.

Lema 2.1.7 (Monotonia del peso). Sea v € V(D), sea Q una distribucion en una
digrdafica D, y sea Q' obtenida de QQ por una sucesion finita de movimientos, entonces
wt,(Q') < wt,(Q). Ademds, si wt,(Q) < 1, entonces v ¢ Reach(Q).
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Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que @' = m(Q), donde
m = (u,v,w). Ademés, sabemos que para cualquier z € V(D) d(u, z) < d(w, z) + 2
y d(v,z) < d(w, z) + 1. Entonces:

) Q . O,d(u,z) . O,d(v,z) + O,d(w,z)

dw,z)+2 O_d(w,z)+1 + O_d(w,z)

— oA (g? 4o —1)

Por otro lado, si v € Reach(Q), entonces v estd en alguna distribucién @' obtenida
a partir () al aplicar una sucesion finita de movimientos, lo que a su vez implica que
o) = 50 = 1 es un elemento de la suma D uc0 o) = wt,(Q"), por lo cual se
deduce que 1 < wt,(Q") < wt,(Q). |

Proposicion 2.1.8. Para cualquier digrifica D que tenga diam(D) = d, tenemos
que P(D) > d.

Demostracion. Sean g, xy € V(D) tales que d(zg,x4) = d, sea (xg,1,...,%q)
una zrorg-trayectoria de longitud d y tomemos @ = {xg, ..., 74 2} una distribucion.
Entonces wt,,(Q) = 0> + 03+ -+ + 0% < 1. Asi por Lema 2.1.7 25 ¢ Reach(Q) y
P(D) > d. n

Ahora procederemos a definir nuevos tipos de movimientos, pero para tener un
mayor conocimiento de lo que cada movimiento le hace a la distribucion dada en la
digrafica nos valdremos de numerar el conjunto de damas para que sepamos, turno
a turno, la posicion de cada dama en la digrafica.

Dada un digrafica D definimos Zp = {v, | v € V(D), n € N}, usaremos el
término v, para decir que la n-ésima dama esté en el vértice v. A partir de esto defi-
nimos una multidistribucion () como un subconjunto finito de £y tal que para toda
1 81 u;,v; € Q, entonces u = v, es decir, cada dama puede estar en a lo mas un vér-
tice a la vez, pero varias damas pueden estar en un mismo vértice simultaneamente.
Es claro que al tomar una distribucién y numerar sus damas podemos verla como
una multidistribucién, pero para remarcar este hecho las llamaremos distribuciones
propias.

Dados u,v,w € V(D) distintos donde (u,v), (v,w) € A(D) y u;,v; € Q defini-
mos un movimiento de apilacion m = (u;,v;,w;) como el que sustituye la multidis-
tribucion @ por la multidistribucion m(Q) = (Q \ {wi,v;}) U {w;}. Observemos que
los movimientos de damas son un caso particular de los movimientos de apilacion.
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Asimismo definimos un movimiento de impulso como aquel que dados u,w € V(D)
distintos con (u,w) € A(D), u;,u; € Qy i # j m = (u;, uj, w;) sustituye la multidis-
tribucion @ por la multidistribucion m(Q) = (Q \ {wi, u;}) U{w;}. El movimiento de
remocion m respecto a u; es aquel que dado u; € @) sustituye la multidistribuciéon @)
por la multidistribucion m(Q) = Q \ {w;}. Por tltimo, dada una multidistribucion
@ definimos su alcance global Reach,(Q) como el conjunto de todos los vértices que
son alcanzables desde () usando un nimero finito de movimientos de cualquier tipo.

Claramente Reach(Q)) C Reach,(Q).

2.2. La monotonia del alcance

Teorema 2.2.1 (Monotonia del alcance global). Si Q' y Q son dos multidistribu-
ciones tales que Q' C @, entonces Reach,(Q") C Reach,(Q).

Demostracion. Sea u € Reach,(Q)'), entonces hay una sucesion de movimientos
M, tal que u € M,(Q'). Consideremos una sucesion M que consta tinicamente de
movimientos de remocion respecto a todos los w; € Q \ @', entonces M(Q) = Q'
Definiendo M’ como la sucesion resultante de concatenar a M con M, tenemos que
ue M,(Q)=M,(M(Q)) =M Q), por lo tanto u € Reach(Q). [

Definicién 2.2.2. Dada () una multidistribucion, un bosque de movimientos de )
es un bosque binario etiquetado (conformado por la unién ajena de arboles binarios
etiquetados) que cumple las siguientes tres propiedades:

(f1) La etiqueta de cada vértice del arbol es un elemento de .£p, varios vértices
pueden tener la misma etiqueta.

(f2) La etiqueta de cada hoja es un elemento de @, pero no puede haber hojas con
la misma etiqueta.

(f3) Todo vértice interior tiene un hijo izquierdo y un hijo derecho, tales que si dicho
vértice interior tiene etiqueta w;, entonces se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

e El hijo izquierdo tiene etiqueta w; y el hijo derecho v;, donde u, v, w son
distintos vértices tales que (u,v), (v,w) € A(D) e i # j.

e Kl hijo izquierdo tiene etiqueta u; y el hijo derecho u;, donde u,w son
distintos vértices tales que (u,w) € A(D) e i # j.
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s
O Q Q O

e
O—0O @ —O
= 0 Q
O—0O Q Q O

Figura 2.3: Ejemplo de una digrafica con multidistribucion Q = {ry,rs, 73, w4, ws} y
una sucesion de movimientos M = {my, mg, ms, my}.

Una transversal de un bosque de movimientos es una ordenaciéon de todos los vér-
tices interiores tal que cada vértice interior precede a sus ancestros. Cada transversal
N = (ny,ng,...,n,) corresponde a una sucesion valida de movimientos de apilacion
y de remocién M = (mq,my,...,m,) de @), donde my, = (u;, v;, w;) si el vértice ny y
sus hijos tienen etiquetas wj, u;, v; respectivamente, y my; = (u;, u;, w;) si el vértice
ng y sus hijos tienen etiquetas w;, u;, u; respectivamente. A partir de esto resulta
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claro que existe una biyeccion, dada por la correspondencia anterior, entre las suce-
siones validas de movimientos a partir de () y las transversales de los bosques de
movimiento de (). Por ejemplo, en la Figura 2.4 tenemos el arbol de movimientos de
la sucesion M = (my, mg, mg, my) de la Figura 2.3, lo cual nos genera la transversal
N = (ny = s3,n9 = t1,n3 = ugq,ny = v1), pero ademas, a partir de 7', podemos con-
struir la transversal N’ = (n}| = uy, ny = s3,n}y = t1,n) = v1), la cual corresponde a
la sucesion de movimientos M’ = (mg, mq, ma, my).

U1

r3

Figura 2.4: El &rbol de movimientos 7" de la sucesiéon de movimientos M en la digrafica
de la Figura 2.3.

Claramente, a partir de lo anterior, podemos deducir que si M es una sucesion de
movimientos y F' es su bosque de movimientos, entonces M(Q) = (Q \ h(F))Ur(F),
donde h(F) es el conjunto de hojas F'y r(F) es el conjunto de raices de F.

Teorema 2.2.3. Si Q) es una distribucion propia, entonces Reach(Q) = Reach,(Q).

Demostracion. Por induccion sobre |Q).

Si |@| = 1 se cumple claramente. Entonces supongamos que se cumple para
cualquier distribucion de cardinalidad menor a ¢, y tomemos () una distribucion
de cardinalidad ¢. Sea = € Reach,(Q) \ @, entonces existe una sucesion vélida de
movimientos M = {my,mo,...,m,} tal que € M(Q). Observemos que por hipote-
sis de induccién, nos basta encontrar un movimiento de damas valido m’ sobre (Q tal

que = € Reach,(m'(Q)).
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Si quitamos todos los movimientos de remociéon en la sucesion M obtenemos una
nueva sucesion valida M’ tal que x € M'(Q) y solo consta de movimientos de api-
lacion y de impulso (los tnicos cambios posibles es que algunos movimientos ya no
sean de damas sino de apilacion). Entonces podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que M esta formado solamente por movimientos de apilacion y de impulso.
Dado esto podemos considerar a F' el bosque de movimientos que corresponde a M,
observemos que F' tiene un vértice interior etiquetado x, para algin r € N. A con-
tinuacién demostraremos que podemos suponer que M no contiene movimientos de
impulso.

Sea m € M de impulso, es decir, m = (u;, uj,v;), y sea n el vértice de F corres-
pondiente a m; como ¢ # j y () es propia se cumple que u; ¢ () o u; ¢ @, es decir,
algtin hijo de n no es hoja en F. Afirmamos que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que el hijo izquierdo de n, digamos n’ (etiquetado u;) no esta en @, de
lo contrario el hijo derecho de n no es hoja de F', entonces podemos intercambiar los
subarboles izquierdo y derecho de n al reemplazar cada ocurrencia de ¢ por j en las
etiquetas de n y sus ancestros para crear un bosque de movimientos que pone una
dama en z y donde el hijo izquierdo de n no es hoja. Consideremos los siguientes
Casos:

(a) Si el hijo derecho de n' tiene etiqueta wy para algin vértice w # v, reem-
plazamos el subarbol izquierdo del vértice n por el subarbol derecho del vértice
n' y reemplazamos cada ocurrencia de ¢ por k en las etiquetas n y sus ancestros.

(b) Si el hijo derecho de n’ tiene etiqueta vy, reemplazamos a n y su subarbol por el
subéarbol derecho de n’ y cambiamos cada ocurrencia de ¢ por k en las etiquetas
de los (anteriormente) ancestros de n.

En cualquier caso obtenemos un nuevo bosque de movimientos (respecto a Q) que
pone una dama sobre z y tiene menos movimientos de impulso que M. Gracias a
este procedimiento y utilizando un argumento inductivo, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que M no tiene movimientos de impulso. Por lo tanto podemos
suponer sin pérdida de generalidad que F' consta tinicamente de movimientos de api-
lacion.

Sea m el primer movimiento en M cuyo vértice objetivo no esté en (), digamos
m = (u;,vj, w;); observemos que dada nuestra eleccion de m existen ug, v, € Q
tales que m’ = (ug,v;, wy) es movimiento de damas valido sobre (). Recordemos
que = € Reach(Q) C @, mostraremos que x € Reach(m’(Q)) construyendo un nue-
vo bosque de movimientos F’ que contenga un vértice cuya etiqueta sea x; para
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algin ¢ € N y un vértice interior etiquetado wy cuyos hijos izquierdo y derecho
sean hojas con etiquetas ug, v; respectivamente. De esta forma cualquier transversal
de F’ que inicie con tal vértice interior pondréa la dama t sobre z, obteniendo que
x € Reach(m/(Q)).

Tomemos n el vértice en F' que corresponde a m, sean L y R los subarboles izquier-
do y derecho de n respectivamente, y sean H el conjunto de hojas de F'\ (L U R)
y K el conjunto de elementos de ) que no son hojas de F', ahora procederemos a
construir F’. Si A es un subéarbol de F' donde uy, es una hoja, llamaremos A’ al arbol
resultado de reemplazar k por ¢ en u; y en todos sus ancestros, andlogamente, si
A es un subarbol de F' donde v; es una hoja, llamaremos A” al arbol resultado de
reemplazar [ por j en v; y en todos sus ancestros.

Primero, al considerar F', reemplazemos L por una hoja con etiqueta u; y R
por otra hoja con etiqueta v;, y observemos que las hojas del arbol resultante son
elementos de ). Si u; y v; son hojas de L U R o no son hojas de F', entonces no hay
dos hojas con la misma etiqueta, el nuevo bos que sera F. Por otro lado, observemos
que si ug o v; son hojas de H, entonces hay dos hojas con etiqueta u; o dos hojas
con con etiqueta v;. Si u es hoja de H, hay dos casos:

(7) Si v no es hoja de L, entonces reemplazaremos la hoja uy de H por L.

Wk

Fl
¢ Uk U
o 3o ’y

S O ¢

od oo )

Figura 2.5: Ejemplo de un bosque de movimientos F' para el caso (7).

(#7) Si v, es hoja de L, tenemos dos subcasos:

(a) Si wvj, el hijo derecho de n, es hoja de F, entonces reemplazamos la hoja
v; de L por vj, y también reemplazaremos la hoja uy de H por L".
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Figura 2.6: Ejemplo de un bosque de movimientos F' para el caso (ii.a).

(b) Si vy, el hijo derecho de n, no es hoja de F, entonces reemplazaremos la
hoja v; de L por R”, y al arbol resultante de esta operacion lo colocamos

en el lugar de la hoja u;, de H.
Wy
F/
U (v

Ug U;

Figura 2.7: Ejemplo de un bosque de movimientos F' para el caso (ii.b).

De forma anéaloga, Si v; es hoja de H, tenemos:

(7) Si ug no es hoja de R, entonces reemplazaremos la hoja v; de H por R.

(17") Si uy es hoja de R, tenemos dos subcasos:
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(a@") Si wy, el hijo izquierdo de n, es hoja de F, entonces reemplazaremos la
hoja uy de R por u;.

(t') Si wy, el hijo izquierdo de n, no es hoja de F', entonces reemplazaremos la
hoja u, de R por L', y al arbol resultante de esta operaciéon lo colocamos
en el lugar de la hoja v; de H.

En cualquier caso, elegimos cualquier transversal de este bosque, y recorriendo las
vértices interiores en orden, cambiamos el subindice en la etiqueta del vértice por el
subindice en la etiqueta del hijo izquierdo. Al bosque resultante de esta construccion
lo nombraremos F’.

Afirmamos que F’ es un bosque de movimientos. Es claro que F’ cumple f;. La
propiedad f5 se cumple pues s6lo agregamos hojas con etiquetas ug, v; y quitamos
las hojas que tenian esas etiquetas. Y por la reetiquetacion hecha se cumple f3.
Ademas F” tiene un vértice etiquetado wy, cuyos hijos izquierdo y derecho son hojas
con etiquetas wuy,v; respectivamente, y el vértice etiquetado x, de F debe existir
en F’, aunque posiblemente la etiqueta haya cambiado a z; para alguna t € N. De
esta manera, cualquier transversal de F’ que inicie con el vértice n muestra que
x € Reach(m/(Q)), lo que prueba el teorema. [

Teorema 2.2.4 (Monotonia del alcance). Para cualesquiera dos distribuciones tales
que Q' C Q, se cumple que Reach(Q') C Reach(Q).

Demostracion. Reach(Q') = Reach,(Q') C Reach,(Q)) = Reach(Q). |

Sea D una digrafica y sea () una distribuciéon en D, entonces para cada u € V(D)
definimos al conjunto @,, = {v € @ | hay un vu-camino en D}, andlogamente defini-
mos ), = {v € @ | no hay un vu-camino en D} = Q \ Q..

Lema 2.2.5. Sea D una digrifica. Para toda distribucion @ y para cada u € V(D)
se cumple que st M es una sucesion vdlida de movimientos de damas minima tal que
u € Reach(Q), entonces para cada v € V(D) que ocurra al menos una vez en M hay
una vu-trayectoria en D.

Es decir, si Fyy es el bosque de movimientos de M, entonces Fyy es un drbol.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre |Q|. Para |Q] = 1 es trivial.
Supongamos que el resultado es valido para cualquier distribuciéon con cardinalidad
menor a la de Q. Sea M = {my,...,m,} una sucesion valida de movimientos de
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damas de tamano minimo tal que u € M(Q) y consideremos M’ = {ma,...,m,},
observemos que M’ es una sucesién valida de movimientos de damas de tamano
minimo tal que u € M'(m(Q)). De no ser asi existirfa M"” = {m},...,m}} con

s <r—1tal que u € M"(m1(Q)), entonces M"” = {m;}UM" es una sucesion valida
tal que u € M"(Q) de tamano s + 1 < r, contradiciendo la eleccion de M.

Ademas si my = (z,v, 2), entonces my(Q) = (Q \ {x,y}) U{z}, vy es claro que
|m1(Q)| = |Q|—1y por hipotesis inductiva tenemos que Fyyr es un arbol. Observemos
que si z no es etiqueta de ninguna hoja en Fjy, entonces la etiqueta de cada hoja
estd en () y entonces M’ es sucesion vélida en @ tal que u € M'(Q) pero de tamano
r —1, lo que es una contradiccion. Entonces z es etiqueta de (exactamente) una hoja
de Fy;. Ademas, es claro que Fy C F)y, pero z no es etiqueta de ninguna hoja en
F), entonces el vértice cuya etiqueta es z v es hoja en Fjy tiene dos hijos en Fyy, v
dado que ms, ..., m, ya estan representados en F; los hijos de dicho vértice tienen
etiquetas x, y respectivamente. Por lo tanto F); es arbol. [ |

Teorema 2.2.6. Sea D una digrifica. Para cualquier distribucion @ y para cada
u € V(D) se cumple que u € Reach(Q,) si y sélo si u € Reach(Q).

Demostracion. La suficiencia se tiene por la monotonia del alcance. Para la necesi-
dad tenemos que u € Reach(Q), sea M = {my,...,m,} una sucesion valida de
movimientos tal que u € M(Q), entonces para todo vértice v que ocurre en M existe
una vu-trayecteria en D, en particular para los vértices que son la etiqueta de las
hojas de Fj; que a su vez estdn en (). Por lo tanto dichos vértices estan en ), v
entonces u € Reach(Q,,). [



Capitulo 3

Primeros resultados

3.1. Algunos resultados generales

Proposicion 3.1.1. Sea D una digrdfica con r vértices de ingrado cero, entonces
p(D) =r.

Demostracion. Sea () una distribucion con r — 1 vértices, entonces hay un vértice
u € V(D) \ Q tal que d~(u) = 0. Claramente tenemos que ), = &, por tanto
u ¢ Reach(Q,) € Reach(Q), de esto se sigue que () no es ganadora y entonces
p(D) >r. |

Teorema 3.1.2. Sea D una digrdfica de orden n, son equivalentes

=1

—~
.

~—
N

(ii7) p(D) =1

Demostracion. Sin =1, entonces 1 < P(D) < n =1, por tanto P(D) = 1.

Si P(D) = 1, sabemos que 1 < p(D) < P(D) = 1, por tanto p(D) = 1.

Si p(D) = 1, como no hay movimientos vélidos, entonces no hay vértices fuera de
la distribucién ganadora, asi n = 1. |

Corolario 3.1.3. Sea D una digrdfica de orden n = 2, entonces p(D) = P(D) = 2.

Demostracion. Por la proposicion anterior 2 < p(D) < P(D) < n = 2, por tanto
p(D) = P(D) = 2. m
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Teorema 3.1.4. Sea D una digrdfica asimétrica de ordenn > 3. Entonces, p(D) = 2
si y solo si existen u,v € V(D) distintos tales que (u,v) € A(D) y dj,(v) =n — 2.

Demostracion. Para la primera implicacion, sea Q = {u,v} una distribucion ga-
nadora en D, dado que n > 3, vemos que no hay w,w’ € V(D) \ @ distintos
tales que m = (u,v,w), m" = (v,u,w’) sean movimientos validos, pues entonces
(u,v), (v,u) € A(D), contradiciendo que D es asimétrica. Asi supongamos sin pér-
dida de generalidad que m,, = (u,v,w) es valido para todo w € V(D) \ @, entonces
(u,v) € A(D), df(v) =n—2.

Para la reciproca, consideremos @ = {u,v} donde d},(v) = n — 2, y definamos
el movimiento m,, = (u,v,w) para cada w € N*(v) = V(D) \ @, y asi obtenemos

Reach(Q) = V(D). |

Teorema 3.1.5. Sea D una digrdfica de orden n > 3. Entonces, P(D) = 2 si y
sélo si para cualesquiera u,v € V(D) distintos se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

(i) (u,v),(v,u) € A(D), NT(u)UN*t(v) =V(D)
(i7) (u,v) € A(D), (v,u) ¢ A(D), N*(v)U{v} =V(D)
(i13) (v,u) € A(D), (u,v) ¢ A(D), N*(u) U{u} =V (D).

Demostracion. Para la primera implicacion, sean u,v cualesquiera dos vértices
distintos, por hipotesis @ = {u,v} es distribucion ganadora, es decir, cualquier
w € V(D) también estd en Reach(Q). Observemos que después de aplicar algin mo-
vimiento valido m a partir de @ tenemos que |m(Q)| = 1, entonces cualquier sucesion
valida consta de un tinico movimiento de damas. Sea w € V(D) \ @, sabemos que
w € Reach(Q), entonces m,, = (u,v,w) es movimiento valido o m,, = (v,u,w) es
movimiento valido, dependiendo de los siguientes tres casos:

(1) (u,v), (v,u) € A(D), puesto que ambas flechas estan en D, si hacemos variar a
w, entonces la validez de m,, y m}, también varia, pero en cualquier caso al menos uno
de los dos movimientos es valido (pues @ es ganadora), es decir, w € N*(u)UNT(v),
por lo tanto NT(u) U NT(v) = V(D).

(17) (u,v) € A(D), (v,u) ¢ A(D); la segunda condicion implica que m), no es
valido, entonces m,, es vélido, es decir, w € N (v), por lo tanto N*(v)U{v} = V(D).

(i7i) (v,u) € A(D), (u,v) ¢ A(D); analogo a (i7).

Para el regreso sean u, v € V(D) distintos, @ = {u, v}, y definamos para cualquier
weV(D)\

— (u,v,w) siw € NT(v),
“ 1 (v,u,w) en otro caso.
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Claramente m,, es un movimiento valido, puesto que en cualquier caso se cumple que
weV(D)\Q C Nt(u) UNT(v), y asi w € Reach(Q). Concluimos entonces que @
es una distribucion ganadora y P(D) = 2. |

Corolario 3.1.6. 5i D es una digrifica completa con orden n > 2, se cumple que
p(D) = P(D) =2.

Demostracion. Dada D una digrafica completa con orden n > 2, es claro que
cualesquiera u,v € V(D) cumplen la condiciéon (i) del teorema anterior, por lo tanto

P(D) = 2. Ademas P(D) > p(D) > 2, entonces P(D) = p(D) = 2. |
Teorema 3.1.7. Sea D de orden n. Si 6~ = 0, entonces P(D) = n. Ademds cuando
D es asimétrica, si P(D) = n, entonces 6~ = 0.

Demostracién. Primero supongamos que hay v € V(D) tal que d"(v) = 0, y

consideremos @ = V(D) \ {v}. Observemos que para que algiin movimiento de damas
m = (z,y, z) sea valido se debe cumplir que z,y € Q, z ¢ Q y (z,v), (y,2) € A(D),
entonces z # v ya que d_(v) = 0. Por lo tanto z € V(D) \ {v} = Q, pero z ¢ Q,
entonces no hay movimientos de damas validos, es decir, () = Reach(Q), entonces
v ¢ Reach(Q), y por lo tanto P(D) = n.

Ahora supongamos que D es digrafica asimétrica y P(D) = n, entonces existe
v € V(D) tal que @ = V(D) \ {v} no es una distribucion ganadora. Si d~(v) = 0
ya acabamos; por otro lado, si d~(v) > 1, entonces hay un vértice v € N~ (v) C Q.
Observemos que d~(u) = 0, pues de lo contrario hay w € N~ (u) C Q, w # vy
por consecuencia el movimiento m = (w,u,v) es valido, de lo cual se deduce que
Reach(Q) € Q U {v} = V(D), contradiciendo que @ no es ganadora. |

3.2. Isomorfismo en damas

Recordemos ahora que cualesquiera dos digraficas D, H se dicen isomorfas si
existe & : V(D) — V(H) una funcion biyectiva tal que (u,v) € A(D) si y solo si
(®(u), ®(v)) € A(H), y lo denotamos D =~ H.

Si consideramos () una distribuciéon en D es claro que ®[Q)] es una distribucion
en H, dado lo anterior, podemos extender de manera natural el isomorfismo ® a los
movimientos de damas validos en @) de la siguiente forma, si m = (u,v,w) es un
movimiento de damas vélido, entonces definimos ®(m) = (®(u), ®(v), ®(w)), el cual
resulta un movimiento vélido, y ademéas ®[m(Q)] = ®(m)[®(Q)], lo cual inspira el
siguiente teorema.
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Teorema 3.2.1 (Isomorfismo en damas). Sean D, D’ digrdficas isomorfas bajo la
funcion ® : V(D) — V(D'), con Q una distribucion en D, entonces:

(1) Si M es una sucesion vdlida en D a partir de Q, entonces ®[M] es una sucesion
vdlida en D" a partir de ®[Q] y P[M(Q)] = O[M](P[Q])-

(17) Si A C Reach(Q), entonces ®[A] C Reach(®[Q)]). Ademds si Q es distribucion
ganadora, entonces ®[Q)] es distribucion ganadora.

(171) Reach(®[Q]) = P[Reach(Q)].

(iv) P(D)=P(D') y p(D) = p(D').

Demostracion. (i) Por induccién sobre |M]; si |M| = 1, entonces M = {m4},
sea my = (z,y,z), por tanto x,y € Q, z ¢ Q, v (z,y),(y,z) € A(D). Ademas,
por hipétesis D = D', de lo cual tenemos que ®(x), P(y) € ¢[Q], (2) ¢ P[Q)], v

(®(2), B(y)), ((y), (=) € A(D'). Ast obtenemos que B(my) = ((z), B(y), B(2)
es un movimiento valido en D" a partir de ®[Q]. Ademés

O[M(Q)] = [Q\ {z, y}) U {z}]
= [Q\ {z, y}] U D[{z}]
= (P[QI\ ®[{z,y}]) U{2(2)}
= (PRI \{P(x), 2(y)}) U{P(2)}
= G[M](®[Q)).

Supongamos que si M es una sucesion valida en Dy |M| = k, entonces ®[M] es
valida en D'y ®[M(Q)] = ®[M](P[Q)]).

Sea M = {mq,ma,...,my41} una sucesion valida en D, entonces si tomamos
M = {my,my,...,my} tenemos que, por hipotesis de induccion, ®[M’] es suce-
sion valida en D' y ®[M'(Q)] = ®[M'|(P[Q]). Consideremos a my1 = (u,v,w),
entonces u,v € M'(Q), w ¢ M'(Q), (u,v), (v,w) € A(D), y por lo tanto deduci-
mos que ®(u), &(v) € BM(Q)] = DM(BIQ]), B(w) ¢ BI(Q)] = DM(P[Q)),
(P(u), P(v)), (P(v), P(w)) € A(D'), entonces P(my,1) es un movimiento valido en
D', de lo cual se deduce que ®(my1)P[M'] = ®[M] es una sucesion valida en D'.
Ademas
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(i7) Sea ®(x) € P[A], de esta forma z € A C Reach(Q), es decir, hay una
sucesion vélida M tal que x € M(Q), entonces utilizando el inciso (i) tenemos
que ¢(z) € P[M(Q)] = ®[M](P[Q]) donde P[M] es sucesion valida, por lo tanto
®(z) € Reach(®[Q]), lo que implica que ®[A] C Reach(P[Q]). En particular para
A = V(D), como ®[A] = @[V(D)] = V(D'), se tiene que si @ es distribucion
ganadora en D, entonces ®[Q)] es distribucion ganadora en D'.

(17i) Veamos que Reach(®[Q]) C P[Reach(Q)]. Sea y € Reach(®[Q)]), es decir,
existe M, una sucesion véalida en D', tal que y € M (®P[Q)]), al usar (i) y las propiedades
de ® se obtiene que

¢l (y) € 7 [M(P[Q))] = 7 M](@ T @[Q]) = ¢ [M](Q),

donde ®~![M] es una sucesion vélida en D, por lo tanto ®~!(y) € Reach(Q), y por
propiedades de ® se tiene y = ®®~1(y) € ®[Reach(Q)].

Para ®[Reach(Q)] C Reach(®[Q]), tomemos ®(x) € P[Reach(Q)], asi tenemos
que = € Reach(Q) y usando (iz) obtenemos que ®(x) € Reach(®[Q)]).

(1v) Esto resulta directo a partir de (7). [

3.3. Composiciéon

En este momento nos abocaremos a revisar el comportamiento de los niimeros
de damas en la composiciéon de digréaficas, para las cuales sélo encontraremos cotas
superiores de dichos parametros. En esta seccion consideraremos que D es una di-
grafica de orden n donde V(D) = {uy,...,u,}, y ademéas Hy, ..., H, seran digraficas
ajenas.

Proposicion 3.3.1. Si Qp = {u1,...,uyp)} es una distribucion ganadora en D,
entonces p(D[Hy, ..., H,]) < fol))p(ﬂi). En particular, si H = H; para cualquier
1 <i <mn, entonces p(D[H]) < p(D)p(H).

Demostracion. Sean Hq, ..., H, digraficas con orden hq,...,h, respectivamente,
donde V(H;) = {vj,,... ,vjhj}, ademés sin pérdida de generalidad podemos con-
siderar que @Q; = {vj,,... ,Ujp(Hi)} es distribuciéon ganadora en H; para cualquier
1 < j < n. De esta forma, tomemos @) = Ufg) Qi, asi |Q| = fg)p(Hl-).

Sea vy, vértice de la composicion, con u, € ()p, vy sea Dy, la subdigrafica inducida
de D[H,..., H,] por el subconjunto de vértices V(Hy) (en la composicion), y sea
Q) : Hpy — Dy, tal que @(v) = v, entonces Hy =g, Dj. Observemos de esta forma
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que ®,[Qr] = Qr C Q. Entonces, utilizando el Teorema de Isomorfismo en damas y
la Monotonia del alcance, tenemos que

Reach(®[Qk]) = P[Reach(Qx)] = ®[V (Hy)] = V(D) C Reach(Q),

y por lo tanto (J/') V(H,) C Reach(Q).

Ahora, consideremos vy, un vértice de la composicion, con u, ¢ Qp, dado que
u, € Reach(Qp) tenemos que hay M = {my,...,m,}, una sucesion valida en D a
partir de Qp, tal que u, € M(Qp). Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que dicha sucesion es minima por cardinalidad, lo que nos asegura que la primera (y
Ginica) ocurrencia de wuy, en M es como vértice destino en el movimiento m,.

Tomemos w; € Q); paracada 1l < j < n,y definamos una sucesiéon de movimientos
M' = {mj,...,m,} donde si my = (u,,us, u;), entonces

m/ — (wT7wS7wt) Sllgqu—l,
e (wy, ws,vg,) siqg=1y.
Tomemos V(M) como el conjunto de vértices que ocurren al menos una vez en la
sucesion M y V(M') su andlogo en M’ entonces consideremos a Dy v Dy las

subdigraficas inducidas por V(M) en Dy V(M) en la composicion respectivamente,
al definir ® : V(M) — V(M’) tal que

B(u;) = { w;  siu; £ uy

Vg, SLU; = Up.

A partir de esto ultimo, resulta claro que D), =g D)y v ademas observemos que
Q[Qp NV (M) € U~ (D) = (Q, entonces aplicando nuevamente el Teorema de
[somorfismo en damas y la Monotonia del alcance, tenemos que M’ es sucesion valida

en Ufﬁf) Q; = Q vy ui € Reach(Qp NV (M)), obteniendo asi que
g = ©(ux) € ®[Reach(Qp NV (M))]
= Reach(®[Qp NV (M)])
C Reach(®[Qp])
= Reach(Q).

Por lo tanto UZ:p(D)—H V(Hy) C Reach(Q) y anteriormente hemos obtenido que

p(D) . V(Hy) C Reach(Q), entonces J,_, V(Hy) = Reach(Q) De esta forma deduci-
mos que @ es una dlstrlbu(non ganadora en D[Hq,..., H,], lo que a su vez implica

quep<D[H17"-> ]><Zz 1 p( )
En particular, si H = H; para cualquier z' entonces p(H) = p(H;) para cualquier

i, y asi se tiene que p(D[Hy,..., H,]) < Zz 1 ) p(H) = p(D)p(H). [
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Observemos que la cota anterior es justa en el caso de que D sea una digrafica sin
flechas, y la cota es estricta en el caso de que D y H sean las digraficas mostradas
abajo, pues |V(D)| =2 < p(D[H]) =3 < p(H)p(D) = 6.

D H

o o o o o

Uy U2 U1 (5 U3
Uy O—> O u’l
D[H] U9 O @) u’z
U3 O———— 0 Uy

Figura 3.1:
Proposicion 3.3.2. Sea Qp = {u1, ..., uyp)} distribucion ganadora en D yn > 2.

Si 6, > 1, entonces p(D[H;, ..., Hy,]) < min{n, ngl)) p(H;)}.

Demostracion. Sean D, Hy, ..., H, como en la proposicion anterior y supongamos
que 6, > 1. Para cada 1 < i < n tomemos w; € V(H;) y definamos a la distribucion
Q ={w; |1 <i<n}. Seav ¢ @ un vértice de la composicion, es decir, v € V(H,)\Q
para algun 1 < r < n. Observemos que por hipotesis, N~ (u,) # @, sea us € N~ (u,),
andlogamente N~ (us) # &, sea u; € N~ (us), entonces (ug, us), (us,u,) € A(D), y
por lo tanto (wy, w;), (ws,v) son flechas de la composicion.

De esta forma obtenemos que m = (wy, ws, v) es un movimiento valido a partir de
@, entonces v € Reach(Q), es decir, @ es una distribucion ganadora en la composicion
y p(D[Hy,...,H,]) < n. Esto altimo, aunado al resultado anterior, implica que
p(D[H,, ..., Hy)) < min{n, 207 p(H;)}. u

Resulta claro a partir de la Figura 3.1 que la condicién 0, > 1 es necesaria
para asegurar que el nimero de damas de la composiciéon sea menor al orden de D.
Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra a C3[C3], dicha digrafica cumple que
p(C5[C5]) = 3 = |V (C})|, es decir, la cota de la Proposicion 3.3.2 es justa.
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C5]C5)

Figura 3.2:

Proposicion 3.3.3. P(D[H,,..., H,]) <n—min;<,<,{|V(H;)| — P(H;)}. En par-
ticular, si H = H; para cada 1 <1i <n, entonces P(D[H]|) <n—|V(H)|+ P(H).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que

[V(H| = P(Hy) = min {V(H0)| = P(H:)},

y sea () una distribucion de cardinalidad n — |V (H;)| + P(H;). Al tomar cualquier
H; observemos que

QN V(H))| =n— |V(H)|+ P(Hy) = > _|V(H))|
i£]
=n—|V(Hy)| + P(Hy) —n+ |V(Hj)|
= |V(Hj)| = |V (Hy)| + P(H,)
> |V(Hy)| = [V(H;)| + P(Hj) = P(Hj)

asi obtenemos que |Q NV(H,)| > P(H;), entonces Q NV (H;) es ganadora en H;
para toda 1 < j <n, y por lo tanto

P(D[Hy,...,H,)) <n— min{|V(H;)| — P(H;)}.

1<i<n

Finalmente, cuando se cumpla que H; = H para toda 1 <17 < n, entonces ten-
dremos que min, <;<,{|V(H;)|—P(H;)} = |V(H)|—P(H), y de esta forma deducimos
que P(D[H]) <n—|V(H)|+ P(H). |
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Proposicién 3.3.4. Supongamos que |V (Hy)| > |V(Hy)| > --- > |V(H,)| y que
05 > 1, entonces P(D[Hy, ..., H,)) <1+ 30221 [V(H,)|. En particular, si H = H,
para toda 1 <1i <mn, entonces P(D[H]) <1+ (n—1)|V(H)|.

Demostracién. Sea Q una distribucion de cardinalidad 1+Y"7—1 |V (H})], entonces
para cada 1 < i < n se tiene que V(H;) N Q # . Tomemos w; € V(H;) N Q para
cada 1 < i < n,ysea @ ={w; | 1 <i<n} CQ. Observemos ademds que, por
lo visto en la demostracion de la Proposicion 3.3.2, Q) es una distribucion ganadora.
Por lo tanto @ es ganadora y P(D[H]) <14 (n—1)|V(H)|. |

Proposicion 3.3.5. Sean Hi,...,H, no vacias con |V(Hy)| > --- > |V(H,)| y
\V(Hp-1)| > 2. Si 6, > 1, entonces

P(DIHy, . Ho]) < i (PUH)} + 3 IV (Hy)|
T k=1

Si H = H; para toda 1 < i < n, entonces P(D[H]) < P(H) + (n —2)|V(H)|.

Demostracion. Tomemos a () C V(D) cualquier distribucion donde se cumpla que
Q| = méx,<ic, {P(H:)} + 3727 |V(Hy)|, por lo cual tenemos dos casos:

(1) Si para cada 1 <i <mn se tiene V(H;) N Q) # &, entonces para cada 1 <i <n
sea w; € V(H;)NQ y definimos Q' = {w; | 1 <i <n} CQ, tenemos que Q' es
ganadora por la Proposicion 3.3.2, por tanto () es ganadora.

(71) Supongamos sin pérdida de generalidad que V(H,) N = &, entonces para
toda 1l < j <mn—1secumple |V(H;)NQ| > P(H;) > 2, por lo tanto V(H,)NQ
es ganadora en H;, y entonces V(H;) C Reach(Q) para toda 1 < j <n — 1.
Ademés como d, > 1, hay u, € N~ (u,), y tomemos v,w € Q NV (H,) con
(u,w) € A(H,), entonces m, = (u,w,y) es un movimiento valido para toda
y € V(H,), asi V(H,) C Reach(Q). Por lo tanto |J._, V(H;) = Reach(Q),
obteniendo que () es ganadora.

En ambos casos P(D[Hy, ..., H,)) < méxi<i<,{P(H,;)} + 3022 |V (H,)).
En particular, si para toda 1 < i < n tenemos que H; = H, entonces se deduce
que max;<;<,{P(H;)} = P(H), y por lo tanto

P(DLH]) < s [P(H)} + 3 IV(HL)| = P(H) + (0~ 2V (H).
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3.4. Digraficas transitivas

Ahora es turno de las digraficas transitivas, en éstas veremos que es posible calcu-
lar de manera precisa el niimero de damas y el nimero de damas 6ptimo. Recordemos
que, como vimos en el Capitulo 1, las componentes fuertes de una digrafica transi-
tiva son digraficas completas, entonces en particular para D una digrafica transitiva
fuerte no trivial se tiene que p(D) = P(D) = 2.

En esta seccién, el conjunto de componentes fuertes iniciales de D sera denotado
por Ko(D), es decir, Ko(D) = {H € V(D*) | dp.(H) = 0}.

Teorema 3.4.1. Sea D transitiva, y denotemos por A al conjunto de vértices de
ingrado cero de D, es decir, A = {u € V(D) | dp(u) = 0}, entonces tenemos que
p(D) = [Ko(D)| + [Ko(D — A)].

Demostracion. Supongamos que Ko(D) = {Hy, Ho, ..., H,} donde H; # H; sii # j,
y Ko(D—A) ={Ky, Ks, ..., K,} con K, # K, sir # s. Consideremos una distribucion
Q = {h1,....;hp, k1, ..., k;} tal que para cada 1 < i < py para cada 1 < j < ¢ se
cumpla que h; € V(H;), k; € V(Kj), y h; # k;. Dicha eleccion esta garantizada
puesto que si H; = K para algunas 1 <7 <p, 1 < j <g, entonces |K;| = |H;| > 2y
por tanto hay k; € K tal que k; # h;. Entonces |Q| = p+q = |[o(D)|+|Ko(D—A)].

Claramente A C @, pues cada vértice en A es el representante (tinico) de la
componente fuerte correspondiente. Observemos que si H € Ko(D) con |H| > 2,
entonces H € Ko(D — A) y por tanto |V(H)NQ| = 2.

Sean u € V(D) \ Q y H la componente fuerte que lo contiene, entonces tenemos
varios casos:

(a) Si H € Ko(D); entonces |H| > 2, por tanto sean h;, k; € V(H)N(Q, dado que
H es completa, entonces el movimiento m = (h;, k;,u) es valido, asi u € Reach(Q).

(b) Si H ¢ Ko(D) y H € Ko(D — A); dado que H € Ky(D — A), entonces hay
ki e VIH)NQ y (kj,u) € A(D) pues H es completa, ademas como H ¢ Ky(D)
entonces hay H; € Ko(D) para alguna 1 < ¢ < p tal que todo vétice de H; domina a
todo vértice de H, en particular, (h;, k;) € A(D), lo que implica que m = (h;, kj, u)
es valido y por lo tanto u € Reach(Q).

(¢)Si H ¢ Ko(D) y H ¢ Ko(D — A); entonces H es componente fuerte no inicial
de D\ A, entonces hay K; € Ko(D—A) que domina a H, en particular (k;, u) € A(D).
Si K; € Ko(D), entonces hay h; € Kj; si K; ¢ Ko(D), entonces hay H; € KCo(D)
que domina a K. En cada caso (h;, k;) € A(D), entonces m = (h;, k;, u) es valido y
obtenemos que u € Reach(Q).

Teniendo asi que @ es distribucion ganadora y que p(D) < |Ko(D)|+|Ko(D—A)].
Para ver que p(D) > |Ko(D)| + |Ko(D — A)| tomemos ' una distribucion con
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IKo(D)| + |[Ko(D — A)| — 1 vértices y supongamos que es ganadora. Claramente
A C @, pues cualquier vértice de ingrado 0 no esté en alcance de las distribuciones
que no lo contienen. Sea H; € Ky(D), con |H;| > 2, entonces H; € Ko(D — A), por
tanto |V (H;) N Q'| > 2, de lo contrario (dado que no hay flechas que entren en H;
desde otra componente) no pueden ser definidos movimientos validos cuyo vértice
final esté en H;, por tanto V(H;) no esta contenido en Reach(Q’), contradiciendo
que @' sea ganadora.

De lo anterior se deduce que hay K; € ICo(D—A)\Ko(D) tal que V(K;)NQ' = 2.
Como K; € Ko(D — A), entonces cualquier flecha que entre en K, viene de un
vértice en A, pero A es un conjunto independiente, implicando esto que no hay
movimientos validos cuyo vértice final esté en K, entonces V (K;) no estd contenido
en Reach(Q)’), contradiciendo la eleccion de @'. Por lo tanto @' no es distribucion
ganadora, entonces p(D) > |Ko(D)| + |Ko(D — A)|, y por lo visto anteriormente
p(D) = |Ko(D)| + [Ko(D — A)]. u

Lema 3.4.2. Sea D una digrifica, y sea Ko(D) el conjunto de las componentes
fuertes iniciales de D, entonces

PD) z V(D) = | min {|V(H)] - P(H)}

Demostracion. Tomemos a H' una componente fuerte inicial de D tal que cumpla
\V(H")| = P(H'") = mingexyp){|V(H)| — P(H)} y sea Q" C V(H’) una distribucion
no ganadora (en H’) tal que |Q'| = P(H')—1. Consideremos Q) = Q'U(V(D)\V (H')).
Es claro que para cada u € V(H') se tiene que @, = Q' puesto que d,.(H') = 0.
Como @' no es distribuciéon ganadora, entonces existe un vértice v € V(H’) tal
que v ¢ Reach(Q'), por lo tanto v ¢ Reach(Q). Asi @ no es distribucion ganadora y
P(D) = [V(D)| — mingex,p){|V (H)| — P(H)}. u

Teorema 3.4.3. Sea D una digrifica transitiva de orden n > 2, entonces
(i) Si 6y =0, entonces P(D) = n.

(it) P(D) = |V(D)| —mingex,py{|V(H)| - P(H)}. Ademds, si 6, # 0 y tomamos
Hy € Ko(D) de cardinalidad minima, entonces P(D) =n+ 2 — |V (Hp)|.

(i13) Si D unilateral, entonces p(D) = 2.

(iv) Si D fuerte, entonces P(D) = 2.
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Demostracion. (i) Se sigue del Teorema 3.1.7.

(71) Observemos primero que si hay alguna componente fuerte inicial trivial se
tiene que mingex,py{|V(H)| — P(H)} = 0, ademés 6, = 0y asi P(D) = n
cumpliéndose el resultado. Por tanto, podemos suponer que no hay componentes
fuertes iniciales triviales en D. Consideremos a Q C V(D) una distribucion tal que
Q| = n — mingex,py{|V(H)| — P(H)}. Sea H' € Ko(D) y sean Kji,..., K, las
distintas componentes fuertes tales que K; # H' para cada 1 < i < r, entonces

varnelzel -3 VK

=n-hin {IV(H)| = P(H)} —n+ |V (H')]

= [V(H')| ~  min {[V(H)| - P(H)}

> |V(H')| = |V(H)| + P(H)
= P(H') > 2,

lo que implica que V(H') N Q es ganadora en H', por tanto V(H’) C Reach(Q) para
toda H' € Ko(D). Si K ¢ Ko(D) es una componente fuerte tenemos dos casos. Si
V(K) C @, entonces V(K) C Reach(Q). Supongamos que hay w € V(K) \ Q y sea
H una componente fuerte inicial que domina a K, entonces hay u,v € V(Hg) con
(u,v) € A(Hg), por tanto el movimiento m = (u, v, w) es valido. Asi w € Reach(Q),
entonces V(K) C Reach(Q) para toda K ¢ Ky(D). De esta forma obtenemos que
Q es ganadora, es decir, P(D) < |V(D)| — mingex,p){|V (H)| — P(H)}. Asi, por lo
visto en el Lema 3.4.2, tenemos que P(D) = |V(D)| — mingex,p){|V (H)| — P(H)}.

Ademas si 6, # 0, entonces toda componente fuerte inicial H no es trivial, es
decir, P(H) = 2 y dado que Hj es la componente fuerte inicial de cardinal minimo,
tenemos que

min {[V(H)| = P(H)} = min {[V(H)| -2}

HeKo(D) HeKo(
= -2
in {!V( I
= \V<Ho)\ -2,

lo que nos da el resultado.

(73i) Si D es unilateral, entonces existe un camino generador (uq,us,...,ux),
entonces por ser D transitiva (ug,u;) € A(D) para cada u; # uq, 3 < j < k.
Consideremos ) = {uy, us}, entonces m; = (uy, ug, u;) es movimiento véalido y por lo
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tanto u; € Reach(Q)) para cada u; # uz, 3 < j < k. Por lo tanto V(D) = Reach(Q)

y p(D) <2,y como D no es trivial entonces p(D) > 2. Obteniendo que p(D) = 2.
(1v) Si D es fuerte y transitiva, entonces es completa y utilizando el Corolario

3.1.6 P(D) = 2. [ |
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Capitulo 4

Trayectorias y ciclos

En esta seccion observaremos con detalle el comportamiento de los nimeros de
damas correspondientes a las trayectorias dirigidas y a los ciclos dirigidos de orden
n, que denotaremos por P, y C,, respectivamente. En ambos casos utilizaremos que
V(P,) = V(C,) = {x1,29,...,2,} donde A(P,) = {(x;,xis1) | 1 <i<n-1}y
A(C,) = A(P,) U{(xn, 1)}

4.1. Resultados

Proposicion 4.1.1. Sea D una digrifica con vértices xg,xr € V(D) tales que
d(xzg,zx) = k y tomemos H una xoxp-trayectoria (de longitud minima) tal que
H = (xo,x1,...,25). Si Q C V(H) \ {zk—1, 2%} es una distribucion, entonces Q
no es distribucion ganadora.

Demostracion. Observemos que wt,, (Q) < 0? + 03+ -+ + o < 1, y entonces se
obtiene que z; ¢ Reach(Q) y P(D) > k. [

Proposicion 4.1.2. Para todas D, H digrificas, si se tiene que H C D generadora,
entonces se cumple que P(D) < P(H) y p(D) < p(H).

Demostracion. Claramente si () es una distribucién ganadora en H, entonces
Reach(Q) = V(H) = V(D) lo que implica que también es ganadora en D, por
lo tanto P(D) < P(H) y p(D) < p(H). |

Teorema 4.1.3. Para todan > 3 se cumple que P(C,,) =n—1 y p(Cy,) = |n/2|+1.
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Demostracién. Primero veremos P(C,) = n — 1. Sea @) cualquier distribucion de
tamafo n — 1, entonces hay un tnico v € V(C,) \ @ y sean u,v los dos vértices
anteriores inmediatos sobre C,,, es decir, (u,v), (v,w) € A(C,), pero u,v € Q. En-
tonces, definiendo el movimiento m = (u,v,w) tenemos que w € Reach(Q), asi
P(D) <n—1y dado que el didmetro de C,, es n — 1, entonces P(C,,) > n — 1. Por
lo tanto P(C,,) =n — 1.

Para ver p(C,) < |n/2] + 1 hay dos casos:

(a) Si n es par, tomemos la distribucion @@ = {x1} U {z; | i es par}. Entonces
para cada xopr; € V(C,), con 2 < 2k + 1 < n, definamos la sucesién de
movimientos M, = (my, ..., my) donde m; = (xg9;_1, T2j, Taj4+1) con 2 < j < k.
Resulta claro que M}, es una sucesion de movimientos valida y xe, € M (Q),
entonces V' (C,,) = Reach(Q).

(b) Si n es impar, consideremos la distribucion @ = {z; | 7 es impar}, entonces
1, T, € QY (xn,x1) € A(Cy). Asi para cada xq, € V(C,,), con 2 < 2k < n,
definimos a la sucesion de movimientos My = (myq,...,my) donde para cada
1 < j < k tenemos que m; = (9j_2, T2j_1, T2;). Resulta claro que z9, € M (Q),
entonces V(C,,) = Reach(Q).

Resulta claro que en ambos casos tenemos que |Q| = [n/2] + 1 y por lo tanto
p(D) < |n/2]+1. Ahora, sea ) una distribuciéon de tamafio |n/2], entonces tenemos
dos casos:

(a) No hay vértices adyacentes en @ (esto puede darse efectivamente cuando n es
pary Q = {z; | i es impar}), entonces es claro que Reach(Q) # V (C,,).

(b) Hay dos vértices adyacentes en (), entonces también hay dos vértices adyacentes
en V(C,) \ @, supongamos sin pérdida de generalidad que z,,_1, x, son dichos
vértices, dado que d(z,,x,—1) =n—1y Q CV(H) \ {zn_1,2,}, entonces por
la Proposicién 4.1.1 tenemos que Reach(Q) # V (C,,)

En cualquier caso p(C,) > [n/2] 4+ 1, y por lo tanto p(C,) = [n/2] + 1. |
Teorema 4.1.4. Para cualquier n > 1 se cumple P(P,) =n y p(P,) = [n/2| + 1.

Demostracion. De forma trivial tenemos que P(F,) < n. Si consideramos la dis-
tribucion Q = V(P,) \ {z1}, es claro que x; ¢ Reach(Q), y entonces P(P,) > n. Por
lo tanto P(P,) = n.

Por la Proposicion 4.1.2 tenemos que p(P,) > p(C,) = [n/2] + 1. Si tomamos la
distribucion Q = {x1, 22, T4, ..., x,} si n es par, o bien, Q = {x1, 22, T4,...,Tp_1} si
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n es impar. En cualquiera de los casos resulta claro que la sucesién de movimientos

M = {my,...,my}, donde m; = (xop_1, Tog, Top+1) ¥ 3 < 2k + 1 < n, es valida en
P,. Entonces Reach(Q) = V(P,), obteniendo asi que p(P,) < |n/2|+1. Por lo tanto
p(P,) = |n/2] + 1. |

Teorema 4.1.5. Sea D una digrdfica asimétrica conexa, entonces D = Py ¢ D = (3
st y sélo si P(D) = 2.

Demostracion. La primera implicacion es directa a partir de los dos teoremas
anteriores. Para la reciproca, si D es de orden 2, es claro que D = P.

Supongamos ahora que |V(D)| > 3 y sean z1, 29,23 € V(D) vértices distintos,
entonces () = {x1,x2} es una posible distribucién que por hipotesis es ganadora.
Dado que z3 € Reach(Q), entonces existe una flecha en D que hace adyacentes a
T1y Ta, sin pérdida de generalidad podemos suponer (x1,z5) € A(D), de donde se
sigue que NT(xg) = V(D) \ {x1,22}. De haber otro vértice x4 en D al tomar la
distribucion @' = {3, x4}, como D es asimétrica, entonces xo ¢ N (x3) UNT(24), y
por tanto xs ¢ Reach(Q'), contradiciendo que P(D) = 2. De esta forma deducimos
que |[V(D)| =3y (x1,x2), (x2,23) € A(D).

Finalmente consideremos la distribucion Q" = {xs, 23}, dado que x; € Reach(Q),
entonces (x3,x1) € A(D). Por lo tanto D = (5. [

Uy
o)
P2 OS
o) o)
Uy U2
O— >0
Uz us

Figura 4.1: Las tnicas digraficas asimétricas con ntimero de damas 2.
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Capitulo 5

Torneos

Los torneos son una familia importante de digraficas que cumple propiedades in-
teresantes respecto a sus nimeros de damas. De hecho el niimero de damas 6ptimo
de todo torneo es menor o igual a 3, pero esto contrasta, como veremos més ade-
lante, con el hecho de que existen torneos cuyos ntimeros de damas pueden ser tan
pequenos o tan grandes como queramos y, aiin mas importante, podremos construir
recursivamente tales torneos, pero primero necesitamos obtener cierta herramienta
importante.

5.1. El nimero de damas 6ptimo

Teorema 5.1.1. Si T torneo transitvo de orden n, entonces P(T) =n y p(T) = 2.

Demostracion. Dado que T es un torneo, entonces podemos considerar una trayec-
toria hamiltoniana P = (1,2, ...,x,), vy ademas T es transitivo, por tanto si hay
una uv-trayectoria en 7', entonces (u,v) € A(T). Entonces (z1,2), (z2,2;) € A(D)
para cada j € {3,4,...,n}.

Definamos () = {x1, x2} una distribucion, al considerar el movimiento de damas
m; = (x1, X2, ;) es claro que z; € Reach(Q) para toda j > 3, y ademds sabemos que
@ C Reach(Q), entonces Reach(Q) = V(T), siendo asi () una distribucién ganadora
y por lo tanto p(T') = 2.

Ademas se tiene que (z;,21) ¢ A(T) para cada i, es decir, d7-(z1) = 0. Por lo
tanto, si consideramos @ = V(T') \ {z1}, entonces el vértice x; ¢ Reach(Q), y asi
deducimos que P(T') = n. [
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S

U3 V4

T
Figura 5.1: Un torneo T tal que p(T) =3y P(T) =5

Observemos que trivialmente para cualquier torneo 7', p(T) = 1 si y sélo si
|[V(T)| = 1. Ademas como consecuencia del Teorema 3.1.4 y dado que 7' es torneo,
se obtiene que p(T') = 2 si y solo si hay u € V(T) tal que d”(u) = 1, lo que implica
que en cualquier torneo con 2 < |V(T)| < 3 se cumple que p(T") = 2. Nuestro
siguiente objetivo es caracterizar a los torneos con respecto a su numero de damas
optimo.

Proposicion 5.1.2. Dado T un torneo, si hay v € V(T') tal que d~(u) = 2, entonces
p(T) <3.

Demostracion. Consideremos a la distribucion @ = {u,v,w} C V(T) tal que
N~ (u) = {v,w}, y supongamos sin pérdida de generalidad que (v,w) € A(T), en-
tonces para cada y € V(T) \ @ = N*(u) podemos definir el movimiento de damas
my = (v,u,y), lo que implica que Reach(Q) = V(T') y por tanto p(T) < 3. [ |

Proposicion 5.1.3. Dado T un torneo, si 6~ = 2, entonces p(T) = 3.

Demostracion. Primero tomemos cualesquiera u,v € V(T'), sin pérdida de gene-
ralidad (u,v) € A(T). Estos dos vértices no forman una distribucion ganadora, pues
0~ = 2 y entonces hay w # u tal que (w,v) € A(T), por tanto no hay movimiento
de damas vélido cuyo vértice destino sea w, asi tenemos que p(7") > 3.

Sea w € V(T) tal que d~(w) = 2, entonces por la Proposicion 5.1.2 deducimos
que p(T") < 3. Por lo tanto concluimos que p(7") = 3. |
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Lema 5.1.4. Para cualquier torneo T de orden n se tiene que p(T) < 3.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre el orden. Si n < 3 se tiene por
lo visto anteriormente. Sea entonces n > 4 y supongamos el resultado valido para
toda k < n. Ademas por lo visto anteriormente podemos suponer que hay =z € V(7))
con d~(x) > 3, entonces por hipdtesis inductiva hay una distribucién ganadora ) en
T[N~ (x)] tal que 2 < |Q| < 3, lo que nos entrega dos casos:

(a) Si|Q| = 2, consideremos ) = {u,v} y tomemos Q" = {u, v, x}. Asi para cada
y € V(T)\ Q = N*(z) definimos el movimiento de damas m, = (u,x,y), por
lo tanto Reach(Q) = V(T) y p(T) < 3.

(b) Si |Q| = 3, supongamos @ = {u,v,w} y sin pérdida de generalidad supon-
gamos (u,v) € A(T), entonces m = (u,v,z) es valido, y asi x € Reach(Q).
Ademas para cada y € N*(z) definimos el movimiento m, = (w,z,y), el cual
es valido en m(Q), entonces N*(z) C Reach(Q). Por lo tanto se concluye que
Reach(Q) = V(T) y p(T) < 3.

De lo observado previamente se deduce la siguiente caracterizacion.
Teorema 5.1.5. Para cualquier torneo T de orden n se cumple:
(1) p(T) =1 si y sélo sin=1
(17) p(T) =2 siy solo sid (u) =1 para algin u € V(T)

(1i1) p(T) =3 si y solo sin >4 y para cada u € V(T) se tiene d~(u) # 1.

Demostracion. (i) Es consecuencia del Teorema 3.1.2.

(i7) A partir del Teorema 3.1.5 obtenemos que p(7T") = 2 siy solo si d*(u) =n—2
para algin u € V(T) si y solo si (dado que T es un torneo) d~(u) = 1 para algtn
ue V(T)

(731) Si p(T) = 3, por (i) obtenemos n # 1, y por (ii) sabemos que para cada
u € V(T) se tiene d~(u) # 1, lo que a su vez implica que 2 # n # 3, por lo tanto
n > 4.

Por otro lado, si n > 4 y para cada u € V(T') se tiene d~(u) # 1, por (i) y (i7)
tenemos que p(7') > 3, y por el lema anterior p(T") < 3. Por lo tanto p(7) =3. W
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5.2. Las digraficas circulantes

Dado un entero n > 2 y un conjunto S C {1,2,...,n—1}, se define a la digrifica
circulante C,,(S) como aquella en la cual:

V(C(S)) = {x1,22,...,2,}

A(CR(9)) = {(zp, ) | g —p = s, s € 5}

Figura 5.2: Cg({1,2}).

Proposicion 5.2.1. Sea C,(S) una digrdfica circulante, entonces la distribucion
Q = {xi, Tiy, ..., 7, } €s ganadora si y solo si Q' = {xj,,,,...,2; } también es

ganadora, donde j, = im — P, donde p € 7.

Demostracion. Esto resulta de considerar el automorfismo ®, de D definido por
®,(vp) = vy donde k' =k — p. |

Proposicién 5.2.2. Sea D = C,({1,2,..., [25*]}) con x5, 2,2, € V(D) tales que
1< 7 <k, entonces se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(i) z; € N~ (z;) " NT(xy)
(11) xj € N~ (z) "N N ()
(i13) x € N~ (z;) N Nt (z;)

Demostracion. Tomemos a z;, z;, entonces hay dos casos:

(a) Si x;, z; no son vecinos, entonces son antipodales, es decir, i + & = j, por lo

tanto tenemos que k — j = sy, 1 — j = s con 51,52 < 5. Deducimos entonces que

xr € N7 (z;) N NT(x).
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(b) Si @;, x; son vértices vecinos, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
(zi,z;) € A(D). Observemos que si z, € N~ (z;) 0 x € NT(x;) se cumple (i) o (ii)
respectivamente, supongamos que z ¢ N~ (z;) U NT(z;).

Como z ¢ N~ (xz) implica que k — j = s; con s, > %,y asuvez r, & N (x;)
implica que i — j = = 5y cOn Sy > %, por lo tanto s; + s2 +1 > n lo que contradice que
[V(D)| =n. |

Lema 5.2.3. Si D = C,({1,2,...,[%]}) es una digrdfica circulante con n > 4,
entonces p(D) = P(D) = 3.

Demostracion. Primero veremos que P(D) = 3. Sea V(D) = {x1,22,...,2,} ¥
sea () una distribucion con |@Q| = 3. Por lo visto en las dos proposiciones ante-
riores podemos suponer sin pérdida de generalidad que Q = {x1,x,, 2z} y ademas
(1, 2), (T, x5) € A(D).

Es claro que los movimientos m, = (21, z,y), m, = (z,, x5, z) donde y € N*(x,),
z € NT(x,) son validos, entonces

{Tr41, Trgo, ... ,:EanTAJ} = NT(z,) UNT(x,) C Reach(Q).

Para N*(x;) C Reach(D) hay dos casos:

(a) Si(xs,21) € A(D), definiendo para caday € Nt (z;) al movimiento m, (zs, 21, y)
se obtiene el resultado.

(b) Si (x5,x1) ¢ A(D), entonces tenemos que n — [%5] > s > 3, por tanto
n>s+ 25 23+ (55 yast1— (s+ [25H)) Sp < [25H).
Entonces m = (xr,ms,msﬂ%—lj), my = (z Typ|nsl ], T, y) con y € N*(x1) consti-

tuyen a la sucesion valida de movimientos {m, m,}, y de esta manera se deduce
que y € my(m(Q)) € Reach(Q). Concluimos que N*(z;) C Reach(Q).

Observemos que r + 2| "5~ > r4n—2>24n—2>n,lo que implica que

(r+ [%52]) + [%5L] > n y por lo tanto tenemos (xr_,'_LnT—lJ,.Tt) € A(D) para todo

te{s+|%1],...,n}, teniendo asi dos casos:

(i) Si s =r+ [21], definimos el movimiento m; = (mr,xrﬂ%w,zt) para todo
te{s+[%1],...,n}, entonces {z 2y, 20} © Reach(Q).

(1) Sis <r+[21], definimos m = (xl,xr,eranJ), my = (xs,xrﬂn%lj,a:t) para
n—1

todo t € {s+ |"5=],...,n}, entonces se tiene que x; € my(m(Q)), y por tanto

{msﬂ’%lJ’ ..., Tn} € Reach(Q).
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Se concluye V(D) = Reach(Q)) donde @ es arbitraria tal que |Q| = 3, entonces
P(D) < 3. Para ver que P(D) > 3 sin pérdida de generalidad podemos considerar
Q = {1, x;} con i <2+ [251], donde hay dos casos:

(a) Sii =2, entonces z,, ¢ Reach(Q).
(b) Sii > 3, entonces o ¢ Reach(Q).

De esta forma obtenemos que P(D) = 3, y sabemos que p(D) < P(D). Ademés,
dado que D es una digrafica asimétrica y para cualquier u € V(D) se tiene que
INT(u) U{u}| = |%52] +1 < n, es decir, N (u) U {u} # V(D), entonces p(D) > 2.
Concluimos asi que p(D) = 3. [ |

Claramente, a partir del Lema 5.2.3 y de la Proposiciéon 4.1.2 se sigue que para
toda digrafica D de orden n > 4 tal que C,({1,2,...,|%5*|}) € D se cumple que
p(D) < P(D) < 3.

Corolario 5.2.4. Sea D una digrdfica asimétrica de orden n > 4 tal que contiene
como subdigrifica a C,({1,2,...,|%5*]}), entonces P(D) = 3. Ademds si n > 5,
entonces p(D) = 3.

Demostracion. Para la primera afirmacion, del Lema 5.2.3 y la Proposiciéon 4.1.2
se sigue que P(D) < 3, ademas D 2 P, y D 2 (5 entonces P(D) > 2, por lo tanto
P(D) = 3. Si ademéas n > 5, observemos que para cada vértice u € V(D) tenemos
que |N~(u)| > 2, entonces |[NT(u)| < n — 2y por el Teorema 3.1.4 se tiene que
p(D) < 2, por lo tanto p(D) = 3. |

Teorema 5.2.5. Para cualquier torneo T de orden n > 4 tal que D C T con
D =C,({1,2,...,|%7+]}) se cumple que P(T) = 3.

Demostracion. Del Lema 5.2.3 se sigue que P(T) < P(D) =3, ademés T2 Py y
T 2 Cs, entonces 2 < P(T), y por lo tanto P(T) = 3. [

Este tltimo teorema nos define toda una familia de torneos cuyo nimero de
damas es 3 sin importar cuan grande sea su orden, y es esta familia a partir de la
cual construiremos torneos que tendran el orden y ntimero de damas que nosotros
deseemos. Para este fin denotaremos Tp(n, k) a la familia de todos los torneos de
orden n y con nimero de damas k.

Observemos que la familia 7p(1, 1) sélo contiene al torneo trivial, Tp(2,2) = { P},
Tp(3,2) = {Cs}, vy como consecuencia del teorema anterior tenemos que, si n > 4,
entonces {T" | C,({1,2,...,|%5*]}) € T} C Tp(n,3). Igualmente por los resultados
anteriores se tiene Tp(n, k) = & para cualesquiera n, k tales que n >4, 1 <k < 2.
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Teorema 5.2.6. Sean 11,15 dos torneos con Ty € Tp(n, k) y |[V(T2)| =m. Si T es
un torneo tal que V(T) =V (T1) UV (Ty) y

A(T) = A(T) U A(Tz) U{(u,v) | ue A(Ty),v € A(T3)},
entonces T € Tp(n +m,k+ m).

Demostracion. Tomemos una distribucion () de tamano k+m, claramente se tiene
que [QNV(Ty)| > k, entonces V(T;) C Reach(Q NV (T1)) C Reach(Q). Para ver que
V(T3) € Reach(Q) hay dos casos:

(a) Sin =1, entonces QQ = V(T') y en particular V(73) C Reach(Q).

(b) Si n > 1, entonces k > 2, lo que implica que hay u,v € Q NV(T3) tales que
(u,v) € A(Ty) € A(T). Definiendo el movimiento m = (u,v,w) para todo
w € V(T3) obtenemos que V(T3) C Reach(Q).

En ambos casos V(T') = Reach(Q), y entonces P(T") < k+m. Ahora tomemos una
distribucion @ de tamano k+m —1 tal que V(13) C Q, es decir, |QNV(T7)| = k— 1.
Ademas P(T)) = k, de lo cual deducimos que existe u € V(T7) \ Reach(QNV(T})), y
dado que @, C V(T1) (pues no hay flechas con cola en T, y cabeza en T}), entonces
por el Teorema 2.2.6 tenemos que u ¢ Reach(Q), vy asi P(T) > k+ m — 1. Por lo
tanto P(T) = k + m. |

Este resultado implica que, como ya conocemos algin elemento en las familias
Tp(1,1), Tp(3,2), Tp(n,3) con n > 4, que son las familias con menor niimero de
damas para cada orden, somos capaces de encontrar al menos un torneo en cualquier
otra familia deseada. En particular con Tp(1,1) podemos construir elementos en
Tp(n,n) para toda n, y con Tp(3,2) hacemos lo mismo en 7p(n,n — 1) con n > 3.
De manera similar si tomamos un torneo en 7p(n,3) con n > 4y le unimos un nuevo
vértice que sea dominado por todos los deméas obtenemos un torneo en 7Tp(n + 1,4)
donde n+1 > 4. De hecho, si queremos encontrar un torneo en 7Tp(n, k) sélo debemos
observar cual es el valor de n — k:

e Sin — k=0, entonces tomamos 77 como el torneo de orden 1.
e Sin — k=1, entonces consideramos a T} = Cj el tnico torneo en Tp(3,2).

e Sin —k > 2, basta tomar algun torneo T} € Tp(n — k + 3,3), cuya existencia
estd garantizada por el Lema 5.2.3 y el Teorema 5.2.5.

Hecho esto, en cualquier caso basta elegir 75 un torneo de orden n — k y aplicar la
construccién utilizada en el Teorema 5.2.6.
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5.3. Torneos infinitos

Hemos visto que existen torneos de orden finito arbitrariamente grande cuyo
numero de damas es exactamente 3, entonces ahora nos podemos plantear la pregunta
jexisten torneos infinitos con dicha propiedad?

Consideremos N = {0,1,2,...} y un torneo infinito Ty tal que V(Iy) = Ny
donde A(Ty) = {(i,5) | i <4, j—i=1}U{(i,5) | j <4, i —j = 0}. Dada la
definicion anterior, observemos que para cada ¢ € N tenemos

. . . .2 . . .2
Nt@)={jeN|j<ij=ijU{jeN|j>i j=i+1}
. . . .. 2, . . .2
N-()={jeN|j<ijZ2i+1U{eN|j>i j =i
Es decir que, si i es par, entonces domina a los impares mayores y a los pares menores,
a la vez que es dominado por los impares menores y los pares mayores. Analogamente,

si ¢ es impar, entonces domina a los pares mayores y a los impares menores, y es do-
minado por los pares menores y los impares mayores.

Teorema 5.3.1. P(Ty) = p(Tx) = 3.

Demostracion. Claramente para toda i € N tenemos que i +2r ¢ N7 (i) para cada
r € N, entonces N*(i)U{i} # N. Por tanto P(Ty) > p(Ty) > 3. Ahora consideremos
Q = {i,j,k} C Ny sin pérdida de generalidad supongamos que (4, j), (j, k) € A(Ty)
y sea r € N\ @, entonces hay dos posibilidades:

(a) Si (k,7) € A(Ty), entonces forman un ciclo y podemos suponer sin pérdida de
. . .. . R .2 2,
generalidad que i < j e i < k, es decir, i = min{4, j, k}, entonces i = k = j + 1
2 . 2
e i < j < k.Cuando r =1 = k hay dos casos. Si r < k, entonces (j,k,r) es
movimiento vélido, y si r > k entonces (i, 7,7) es movimiento valido. Por otro

lado, cuando r = j también hay dos casos. Si r < j, el movimiento (7, j,7) es
valido, y si 7 > j, entonces (k,i,r) es valido.

(b) Si (i, k) € A(Tn), tenemos tres casos:

(1) Sea i = min{i,j, k}, entonces i %j—i—l = E+lei<k<j.Sir =
hay dos casos. Cuando r > k el movimiento (i, k,r) es valido, y si r < k,
entonces my; = (i,7,7 + 1), me = (k,j + 1,r) forman una sucesion vélida.
asi (j + 1,4),(k,j + 1) € A(Ty). Ahora, si r 2k = J también hay dos
casos. Cuando r < j el movimiento (7, j,r) es valido, y si r > j, entonces
my = (i,7,7 + 1), me = (k,7 + 1,7) conforman una sucesion valida.
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(2) Sea j = min{i, j, k}, entonces i %j 2 ka1 y j < i< k.Cuandor =y éj
tenemos dos posibilidades. Si r > i los movimiento m; = (j,k,7 + 1),
me = (i,7 + 1,r) forman una sucesion valida, mientras que si r < i,
entonces my = (7, k,k + 1), me = (k+ 1,7,7) es sucesion valida. Por otro

2 . . .
lado, cuando r = k, si v < k, entonces (j, k,r) es valido, y si r > k el
movimiento (i, ,7) es valido.

.. .2, 2 . .
(3) Sea k = min{i, j, k}, entonces i = j = ky k < j < i. Supongamos que
2 .2 .2 . . . . . .
=i =j=k,sir <jel movimiento (i, j,r) es valido, y si r > j entonces
my1 = (1,7,7+1), mg = (k,j+1,7) es una sucesion valida. De otra forma,
2
r =i+ 1,sir >k entonces (i,k,r) es valido, y si r < k los movimientos

m1 = (1,7, + 1), mg = (k,j + 1,r) forman una sucesion valida.

r

En cualquier caso r € Reach(®), lo que implica que @ es distribuciéon ganadora,
entonces 3 > P(Ty) > p(In) > 3, y por lo tanto P(Ty) = p(Tn) = 3. [

Resulta claro que la prueba anterior funciona también para el torneo 77, donde

L. . L. .2 L. . L. .2
V(Tz) = Zy A(Tz) = {(i,5) | i < j, j—i=1}U{(i,j) | j <1, i —j =0}, y por
tanto P(Tz) :p(Tz) = 3.
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Capitulo 6

Producto cuadro

En esta seccion nos dedicaremos a explorar el comportamiento del nimero de
damas y al ntimero de damas 6ptimo en el producto cuadro de dos digréficas, de
manera particular observaremos dicho comportamiento en el producto cuadro entre
dos trayectorias P, y Ps; con r,s > 1.

Sean D, H digraficas, entonces el producto cuadro de D con H es la digréafica
DOH tal que

V(DOH) =V (D) x V(H) ={(d,h) | de V(D),he V(H)}y

A(DBH) ={((d, h), (d, n))|(h, 1) € A(H)} UL{((d, h), (', h))|(d, d") € A(D)}

Observemos que DOH =4 HOD, donde ¢ : V(DOH) — V(HOD) es tal
que ®((d,h)) = (h,d). Esto altimo, por el isomorfismo en damas, nos dice que
p(DOH) =p(HOD)y P(DOH) = P(HOD).

6.1. Resultados

Teorema 6.1.1. Sean D y H dos digrificas, entonces p(DOH) < p(D)p(H).

Demostracion. Tomemos Qp = {u1,us, ..., upp)} ¥ Q@ = {v1,v2,...,vpm)} dos
distribuciones ganadoras en D y H respectivamente, y sea () = (Jp X Qg, la cual es
una distribucion en DOH de cardinalidad p(D)p(H ). Ahorasea (d,h) € V(DOH)\Q,
tenemos tres casos:

(1) Side Qpy h ¢ Qu, entonces d = u; para algin 1 < i < p(D) y, ya que Qg
es ganadora en H, hay M una sucesion vélida de movimientos tal que h € M (Qg).
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Consideremos al isomorfismo ®,, : V(H) — {w;} x V(H) que esta definido por
®,,(v) = (u;,v), entonces tenemos que H = {u;}0H C DOH y ademés observemos
que O,,[Qu] = {wi} x Qu C Q, asi por el Teorema de Isomorfismo se deduce que
(uiy h) € O [M]({u;} x Qu) y por tanto (u;, h) € Reach(Q).

(i1) Sid ¢ Qp y h € Qu, entonces h = v; para algiin 1 < j < p(H) y, como @Qp
es ganadora en D, hay M una sucesion vélida de movimientos tal que d € M(Qp).
Tomemos al isomorfismo ®,, : V(H) — V(D) x{v;} definido por @, (u) = (u, v;), asi
D = D0O{v;} y ®,,[Qp] = Qp x {v;} € @, entonces por el Teorema de Isomorfismo,
(d,v;) € ®,,[M](Qp x {v;}) y por tanto (d,v;) € Reach(Q).

(tii) Sid ¢ Qp v h ¢ Qp, sea M, una sucesion valida de movimientos tal
que h € My(Qg) y consideremos M; = &, (M},) para cada 1 < ¢ < p(D), entonces
(wi, h) € M;(Q). Observemos que sii # j, entonces M; y M, son sucesiones ajenas, ya
que todos los vértices que ocurren en M; son elementos de {u;} x H, todos los vértices
que ocurren en M; estan en {u;} x Hy ({u;} x H)N({u;} x H) = @. Sea M la suce-
si6n vélida de movimientos en DOH que resulta de concatenar My, Ms, ..., M,p),
entonces tenemos que Qp x {h} € M(Q).

Ahora sea M, una sucesion valida de movimientos tal que d € My(Qp) v sea el
isomorfismo @, : V(D) — V(D) x {h} tal que ®,(u) = (u, h), entonces D = DO{h}
y ®n[Qp] = Qp x {h}, y por el Teorema de Isomorfismo tenemos que ®[My] es
una sucesion valida tal que (d, h) € ®[My](Qp x {h}). Asi al considerar M’ como
resultado de concatenar M con ®[M,], se tiene que M’ es sucesion valida en DOH
y por lo tanto (d, h) € Reach(Q).

Entonces @ es ganadora y p(DOH) < p(D)p(H). |

En adelante, dado r € N, consideraremos, al igual que en el capitulo 4, a P, como
la digrafica tal que V(P,) ={z; |1 <i<r}y A(P) ={(zj,zj11) | 1 <j<r—1}

Teorema 6.1.2. Para cualesquiera r,s > 1 se cumple P(P,OP;) = rs.

Demostracion. Dado que no hay flechas incidentes en el vértice x; (tanto en P,

como en F;), entonces tenemos que d~ ((z1,21)) = 0, deducimos de esta forma que
P(P,OP,) = |V(P,OP,)| = rs. n

Teorema 6.1.3. Para cada r > 1 se tiene que p(P.0OP)) =1+ |r/2].
Demostracion. Observemos que P,OP, =g P,, y sea ® : V(P.OP,) — V(P,) el

isomorfismo definido por ®((x;,z1)) = z;, entonces utilizando el Teorema de Isomor-
fismo en damas y el Teorema 4.1.4 obtenemos que p(P,0P;) =1+ [r/2]. |
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Lema 6.1.4. La distribucion
Qr ={(x1, 1)} U{(ap,21) | 1L <k <rk=0}U{(zg,22) | 1<k <r k=41}
es ganadora en P,OP,, y por lo tanto p(P,0OP,) <1+ |r/2| + [r/4].

Demostracién. Por inducciéon sobre 7.

Si r =1, se tiene que V(P OP,) = )1 C Reach(Q).

Si r = 2, entonces @y = {(x1,21), (21, 22), (x2,21)} y ademés tenemos que el
movimiento m' = ((z1, z1), (z2, z1), (T2, 22)) es valido. De esta forma obtenemos que
V(PQDPQ) = Reach(Qg).

Si r = 3, observemos que Q3 = {(x1, 1), (x1,22), (x2,21)}, v por otro lado,
podemos considerar los siguientes tres movimientos m = ((x1, z1), (22, 1), (3, 21)),
m' = ((x1,21), (T2, 1), (T2, 22)), m" = ((x2,21), (T2, x2), (T2, x3)). De esta forma se
deduce que (z3,71) € m(Q3), (2, x2) € M (Q3), ¥y (x2,23) € m"(m'(Q3)). Entonces
concluimos que V(P30P,) = Reach(Q3).

Si r = 4, entonces Q4 = {(z1,21), (x2, 1), (x4,21), (x1,22)}, v observemos que
Q3 C @4, entonces basta ver que (x4, 1) € Reach(Qy), pues Reach(Q3) C Reach(Qy).
Ahora, consideremos a la pareja de movimientos m = ((x1, 1), (22, 1), (3, 21)),
m” = ((z3,21), (x4, 21), (24, 72)), y asi obtenemos que (x4, 1) € m” (m(Qy)). Por lo
tanto V(P,0P,) = Reach(Q,).

Entonces supongamos que r > 4 y que para toda s < r, se cumple que ) es
ganadora en P,OP,.

Dado que Q4 C @Q,, entonces V(P,0P,) C Reach(Q4) C Reach(Q,), de esta
forma, elijamos al siguiente par de movimientos my; = ((x1, 1), (z2, 1), (x3,21)) ¥y
me = ((z3,21), (x4, 1), (5,21)). Tomemos a la digrafica D = (P.0P,) — V(P,0P,)
y la distribucion Q" = ma(my(Q,)) NV (D), observemos que D C P,0OP;.

Asimismo tomemos el isomorfismo @ : V(P,_40P,) — V(D) definido de forma
que ®((x;, ;) = (Tita, ), €l cual cumple que @[Q,_4] = Q', y ademés:

V(D) = ®[V(P._,0P,)]
= ®[Reach(Q,_4)]
= Reach(®[Q,_4])
= Reach(Q")
C Reach(ma(m1(Q,))
C Reach(Q,).
Como V(P,OPF,) = V(D) U Reach(Qy), entonces Reach(Q,) = V(P,.0F), y por lo

tanto @, es ganadora en P.0OP,. Ademas |Q,| = 1+ |r/2] + [r/4], obteniendo que
p(P.OPy) <1+ [r/2] + [r/4]. ]
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Vale la pena observar que el lema anterior implica que p(P0OP,) <2y sir > 1
entonces

2 sir=

p(POPy) < p(P_,0P)  sir=3,

p(P,_10Py) +1 en otro caso.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que la igualdad se cumple siempre para la
ecuacion anterior. Aclaremos que de aqui en adelante @),, donde r > 1, siempre
denotara a la distribucion definida en el lema anterior.

Proposicion 6.1.5. Sean r,s > 2. Si Q es una distribucion ganadora en P,OP;,
entonces Q2 C Q).

Demostracion. Observemos que d~((x1,21)) = 0, entonces (z1,x1) € Q. Ademas,
como tenemos que {(z1,21)} = N~ ((x1,22)) = N~ ((x2,21)), entonces no es posible
definir movimientos validos cuyo vértice destino sea (x1,x2) 0 (x2,21), por lo tanto

Q2 C Q. [

o—>©0
®e—>O
O———>O
®——>O
O—e
®—>O
O———>O
®—>O
O———>0
®e—>O

Figura 6.1: La distribuciéon Q)19 contenida en PjyOP;.

Teorema 6.1.6. p(P.0P,) = 1+ |r/2| 4+ [r/4]. Ademds sir = 3, entonces @, es
la dnica distribucion ganadora P,OP, de cardinalidad p(P.OP,).

~Y

Demostracion. Por inducciéon sobre r. Si r = 1, dado que P, = P,0OPF;, entonces
p(POPy) = 2. Si r = 2, entonces por los dos resultados anteriores p(P,0P;) = 3.
Analogamente, si 7 = 3 los dos resultados anteriores implican que p(P,0PFP;) = 3,
ademéas de que )3 es la tnica distribuciéon ganadora en P;O0P, de tamano 3. Ahora
sea r = 4, como wi(y, .,)(Qs) = 0% + 0 < 1, esto junto con los dos resultados
anteriores implica que p(P,0P,) = 4. Entonces supongamos que para toda s < r se

cumple que p(P,0P,) = 14 |s/2]| 4+ [s/4] y ademas si s = 3, entonces Qs es la inica
distribucién ganadora en P,0P, de cardinalidad p(P,0P,).

Sir = 3, como Q,_1 = @, es ganadora en P,OP,, entonces por hipotesis de
induccion tenemos que |Q,| = p(P._10P) < p(P,0P,) < |Q,|, por tanto obtenemos
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p(P,_10P,) = p(P,0P,). Ahora demostraremos que (), es tnica, tomemos @ # @,
ganadora en P,0P; con |Q| = p(P.0P,) = p(P,_10PF,), entonces Q C V(P,_;0P,),
a partir de lo cual es claro que (z,, x1), (2, 22) ¢ Q, (z,—1,21) € @ y ademas también
(xr_9,21) € Q 0 (x,_3,21) € Q, por tanto 2 < |Q N (V(R.OR) \ V(P,_4,0P))| < 3.

Supongamos primero que |Q N (V(P.OP,) \ V(P,_40PF,))| = 3, entonces tenemos
que |Q NV(P._4,0P)| = p(P,_40P,), lo que implica por hipétesis de induccion que
QNV(P_40P) = @Q,—4 y ademas (x,_3,71) € @, lo que implica a su vez que
Q = Qr—aU{(x,—1,21), (xr—3,21),y} donde y € {(z,-2,21), (z,—3,22)} pues Q, # Q.
En cualquier caso:

W(z,,20)(Q) < Z o2k 1 Z g2 o8y o
k=1 k=1

0_2 6

g 3 T
:1—02+1—04+0 o

=0+ + 0%+ o

11+ 70
1+ 110 + 70% + 116% + 70 + 110" + To™ !
11+ 70
B 8+ 4o + T0% + 403 + 70" ! + 40"
B 11+ 70
11+0+40%+40% + 40" 2+ 307!
11+ 70
11450 +30"3+0"2
11+ 70
11+50+0"4+20"73
11+ 70
11+50+0"5+0"3
11+ 70
11+70
< 11+70

Por tanto |QN(V(P,0P)\V(P._40PF,))| = 2, es claro que r = 4n+ 3 para algin
ne{l,2,3,...} yp(POP) =1+ (2n+1) + (n+ 1) = 3n + 3, ademas recordemos
que (z,_1,71),y € Q, donde y € {(z,_9,21), (x,_3,21)}, por tanto deducimos que
Wiz, 20) (Tr; 21)) + Whiz, ) () < 0% + 07
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Entonces definamos la distribucion @, = Q N V(P,0PF;) para toda s < r, ob-
servemos que |@Q5 > 3 (pues p(P,0PFP,) = 3) ysi 1 < k < n — 1 entonces tenemos
que [Qyio \ Qip_o| = 3 (pues p(Puy20F) — p(Pap—20F) = 3). Sean vy, va, v3 € Q%
y tomemos Vs 1, Usp+2, Usk+s € Qo \ @ip_o para cada 1 <k <n — 1, entonces

o2 + 20773 > wt(%x?)(vl) + wt(%m)(vg) + wt(xmm)(vg)
0" 8 4+ 207 T > W (g, 20) (Va) + Wz, 20)(V5) + Wiz, 2,)(V6)

o2 | 9 r—dk=3 W, ) (v3ra1) + WE(z, 20) (Vsk2) + WE(z, 25) (V3k13)

05 + 206 Z Wt(:pr,wg)(viin—Q) + wt(zr,zg)(UBn—l) + wt(am,xg)(”iin)?

lo que implica que

-1 n—1
§ Wz, 25 (V) §§ oVt 42 gt
j=1 j=1

De esta forma hemos acotado el peso de 3n — 1 elementos de @, llamemos al
elemento faltante z, es decir, Q = {v1, ..., V3, (¥, 21),y, z}. Claramente z € Q._, y
entonces wt(,, .,)(z) < o, por tanto

W, 00)(Q) < Y 09T 423" 0442 4 02 4 6% 4 ot
j=1 j=1
o’ 20
— 2 2
1—a4+1—04+ 7
1+ 20 9
= 2
Txdo T °
1+ 20 + 1402 + 8¢*
7T+ 40
1 4 100 + 602
7T+ 40
7—|—40_1

T 7+4o

lo cual implica que (z,,x2) ¢ Reach(Q), entonces ) no es ganadora y por lo tanto
Q. es la unica distribucion ganadora en P.OP; de cardinalidad p(P,0OP;).
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el
- —5>0—>0—F—>0—>0—>0—0

o 1T

-—>0—>0—H>e0—>0—>0—0

Figura 6.2: @ en el caso r = 3, subcaso |Q N (V(P.OFR,) \ V(P,_40F))| = 3. En
negro se muestran los vértices de @\ {y}, mientras que en gris se representan las dos
posibles ubicaciones de y, observemos que el segmento inical de @) es isomorfo a la
distribucion Q,_4.

QIR
O0——O
e——O
O——0O

Figura 6.3: Q) en el caso r = 3, subcaso |QN(V(P,OP)\V(P._4,0F,))| = 2. En negro
se muestra al vértice (x,_1, 1) y en gris se representa la ubicacion de los elementos
de @\ {(x,_1,21)} que acota su peso respecto a (x,., Ts).

Ahora consideremos 7 = 0,1, 2, entonces utilizando el lema anterior tenemos que
p(P,0P,y) < p(P._10PF;) 4+ 1, y supongamos que existe una distribucion @) ganadora
en P.OP, tal que |Q| = p(P,_10P,), observemos ademéas que P, 0P, C P,0OP;,
entonces Q) C V(P,_10P,), y por tanto (z,,x1), (2., 22) ¢ Q, y tenemos tres casos.

Sir = 0, por la hipoétesis inductiva p(P,_20P,) = p(P,_10P,) = p(P.0F,), en-
tonces deducimos que (x,_1,21), (T,_1,%2), (T, 21), (T, x2) ¢ @, en particular se
tiene (z,_1,21), (2., 21) ¢ @, entonces del Teorema 2.2.6 y la Proposicion 4.1.1
se sigue que (z,,21) ¢ Reach(Q(q, .,)), entonces @ no es distribucion ganadora y
p(P,—10P,) < p(P.0F,), por lo tanto obtenemos que p(P,0P,) = p(P,_10F,) + 1.

4
Si r = 1, por hipotesis inductiva tenemos que

p(P.OP) = p(P,_10P,) = p(P,_20P,) + 1,

ademés (z,,r1) ¢ Q, entonces |QN(V (P,OP)\V(P._20PF,))| = 1, asi por la unicidad
de @Q,_o tenemos que @ = Qo U {(x,_1,21)}, y observemos que:
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Wz, 20)(Q) < Z ot 4 Z ot 4o
k=1 k=1

o? ot

:1—02+1—a4+a

=0+ + 0"

44 30
1+40 +30% + 40" + 30"
4+ 30

_4—1—0—1—30“1—1-0’“
N 4+ 30

Ad4+0+0""2+4201
N 44 30
_d4o+0 P40
N 44 30

44+ 30

< —
4+ 30

Contradiciendo la eleccion de @, entonces p(P.0P,) = p(P,_10P,) + 1.

 —>0—>@0—>0—>0—1>0—>0

o 1T T

- —>0—>0—>0—>0—>e—0

. .. . 4 ..
Figura 6.4: La distribucion @) en el caso r = 1, observemos que el segmento inical de
@ es isomorfo a la distribucion @, _4.

Sir = 2, entonces por hipotesis inductiva
p(PTDPZ) = p(Pr,:LDPQ) = p(Pr,QDPQ) + 1 = p(Prf‘SDPQ) —+ 2,

y dado que (x,,z1) ¢ @, entonces se tiene que (z,_1,71) € Q de lo cual deducimos
que 1 < |QN(V(P.OR) \ V(P,_30R))| < 2.

Supongamos que |QN(V(P,OP)\V(P,_30PF,))| = 2, de esta forma tenemos que
Q=Qr—s3U{(x,_1,21), (x,—2,21)} ¥y podemos observar que:
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wt(Ir,Iz)(Q) < Za2k+l + Za4k+l + 0,2 +o"
k=1 k=1

0_3 5

g 2 r
:1—02+1—04+g o

=20° +

+o"

7+ 40
1+ 1402 + 803 + To" + 4o}
74 4o
1480 + 60% + 40" + 30"
7+ 4o

T+20430" 2+ 0!
N 7+ 40

T+20+0"3 42072
N 7+ 40
7420+ 0" 402

7+ 40
7+ 40

<
7+ 40

Por lo tanto (z,,x2) ¢ Reach(Q), contradiciendo la eleccion de @ lo que implica que
p(PTDPQ) = p(Pr,1DP2) —+ 1

i —>@—>0—>0—">0—>0—>0

o T

- —>0—>0—>0—H>e—>e—0

Figura 6.5: @ en el caso r 2 2, subcaso |Q N (V(P.0P) \ V(P._30F))| = 2. Ob-
servemos que el segmento inical de ) es isomorfo a la distribucion @, _4.

Supongamos entonces que |Q N (V(P.OPR,) \ V(P,_30P,))| = 1, asi tenemos que
(Xr—1,21), (Tr—3,21) € Q, entonces |Q NV (P,_4O0P)| = p(P,_40P,), y entonces
(por el mismo argumento utilizado previamente en la prueba para la unicidad de la

.. ., 4 .
distribucion cuando r = 3) podemos considerar que:
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Wz, 20)(Q) < Z otk 49 Z gkl | o2 | g4
k=1 k=1

:1—a4+1—a4+0 +o

1+2
_ 1+ U+02+U4

1420 +40% + 30" 4 40" + 30°
N 4+ 30

B 34 20% 4+ 503+ 20 + 00

N 4+ 30

B 34204202+ 0%+ 0°

N 44 30

_4—1—20—1—05

44 30
44 30

< =
4+ 30

Contradiciendo asi la eleccion de @, entonces p(P.0P;) = p(P,_10P,) + 1.
Asi en cualquier caso obtenemos que p(P.0P,) = p(P,_10P,) + 1. [ |

—t
O——O
e—O
O——O

Figura 6.6: ) en el caso r = 2, subcaso |QN(V(P.OFP,)\V(P,_30P))| = 1. En negro
se muestra a los vértices (z,_1,21), (x,_3,21) y en gris se representa la ubicacion de
los elementos de Q \ {(z,-1, 1), (x,—3,71)} que acota su peso respecto a (z,, ).

Este ultimo resultado no sélo nos permite calcular de forma exacta el nimero de
damas 6ptimo de P.OP, para cualquier r > 1, sino que ademés @),., la distribucion
ganadora propuesta, es una generalizacion de la distribucion ganadora utilizada en el
Teorema 4.1.4 para la trayectoria P,, pues observemos que el conjunto Q,. NV (P,0P;)
es la imagen de dicha distribucion bajo la inclusiéon natural ¢ : P, — P.OPF,, donde

W) = (x5, 21).
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Figura 6.7: Una distribuciéon ganadora en P.0Py,.
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Siguiendo este razonamiento, podemos construir a la distribucion Q(oo,24) en
la digrafica P, OP,,, representada en los vértices de color negro en la Figura 6.7,
donde el segmento encerrado entre las lineas punteadas, correspondiente al conjunto
Q(00,24) N {(x;,z;) | 25 < i <32, 1 <j <24}, se repite de ahi en adelante.

Definamos entonces, para cualesquiera » > 1, 24 > s > 1, a los conjuntos
Qr,t) = Q(r,24) N {(zs,2;) | 1 <i <, 1 <j < s}

Claramente p(P.0P;) < |Q(r, s)|, ademés observemos que Q(r,2) = @, y por ende
Q(r, 1) es isomorfa a la distribucion ganadora de P, establecida en el Teorema 4.1.4,
es decir, Q(r,24) es una generalizacion de una distribucion ganadora para P.0OP,y,
lo que nos lleva a establecer lo siguiente.

Conjetura 6.1.7. Sir > 1y 24 > s> 1, entonces p(P,0OP;) = |Q(r, s)|.

Como ya hemos visto anteriormente, esta conjetura es cierta cuando 2 > s > 1,
pero conseguir el resultado para s > 3 parece ser mas complicado. Por ejemplo, en
el caso de s = 3, tenemos que, para cualquier 7, la distribuciéon

Q'(r,3) = {(z1,22)} N{(wi,z1) [ 1 < i <}

es también ganadora en P.OPs y |Q'(r,3)| = |Q(r, 3)|.

Pero por otro lado si r > 3, entonces Q'(r,3) # Q(r,3), es decir que Q(r,3) no
es la tinica distribuciéon ganadora de tamatno r + 1 en P.0OP;, y es justo la unicidad
en ciertos casos la que nos ayuda a resolver el problema en el caso s = 2. A pesar de
esto, es posible verificar el resultado para los primero valores r.

®e— 0 —O
e——>O0——O
e——>0O0——>O
e——>0O0——>O
e——>0O0——>O
e——>O0——>O0
e—>O0——>O0
e—>O0——0O
®e—>O0O——O
e——>O0O——O

Figura 6.8: () en el caso r = 2, subcaso |QN(V(P,OP)\V(P,_30PF,))| = 1. En negro
se muestra a los vértices (z,_1,21), (x,_3,71) vy en gris se representa la ubicacion de
los elementos de Q \ {(z,-1, 1), (x,—3,21)} que acota su peso respecto a (z,, ).
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Teorema 6.1.8. 5i 6 > r > 1, entonces p(P,0P;) = |Q(r,3)| =7+ 1.

Demostracion. Para r = 1 tenemos que P\OP; = Pj y del Teorema 4.1.4 se
sigue que p(P0OP;) = 2. Si r = 2, entonces P,0P; = Py0P,, asi por el Teorema
6.1.6 tenemos p(P,0P;) = 3. Para los siguientes casos, supongamos que existe una
distribucion ganadora () de tamano r y por la Proposicion 6.1.5 deducimos que
{(z1,21), (21, 22), (22, 1)} € Q.

Para el caso r = 3, se deduce que Q = {(z1,x1), (z1,22), (r2, 1)}, vy ademas
observemos que wt(y, .,)(Q) = 20° + o' = 0 + 0% = 0 < 1, por tanto @ no es
ganadora y entonces p(P;0P;) = 4.

Sir =4, entonces Q = {(z1,z1), (x1,x2), (x2,21),y}, donde tenemos dos casos:

(1) Siy ¢ {(xs3,21), (x4,71)}, entonces por el Teorema 2.2.6 y la Proposicion 4.1.1
tenemos que (x4, 1) ¢ Reach(Q).

(17) Siy € {(x3,21), (x4, 21)}, entonces
Whizg ) (Q) < 0° + 20" +0° =0* +0° + 0" =20 =0 < 1.
Por tanto (x3,23) ¢ Reach(Q).

De lo cual se deduce que @ no es ganadora y entonces p(P,0P;) = 5.

Para el caso r = 5, considerando el caso anterior y la Proposiciéon 4.1.1 deducimos
que Q@ = {(x1,21), (71, 72), (T2, 71), (¥4, 21),y}, ¥ observemos que p(P0P;) = 4,
entonces y € V(P30P;), por lo tanto

Wt(w4,x3)(Q) <o?l+0d42004+0=0+4+0t+0° =0+ < 1.

Entonces @ no es distribucion ganadora y p(Ps0P;) = 6.

Para r = 6, tenemos que Q = {(z1, 1), (x1,22), (z2, 1), (x5, 21),y, 2} por el caso
anterior y la Proposicion 4.1.1, ademas p(P;0P;) = 5, entonces y,z € V(P,0OP;) vy
utilizando de nuevo la Proposicion 4.1.1, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que y € {(x3,x1), (24, 21)}, entonces

wt(w57w3)(Q) <+t +o*+2+0" =+ +ot+0°+05% < 1.

Por lo tanto @ no es distribucion ganadora y p(Ps0OP;) = 7. [ |



Capitulo 7

Conclusiones

La relevancia del presente trabajo consiste en la presentacion de este tema ante
la comunidad matemaéatica universitaria, estableciendo las bases de futuras investi-
gaciones. Hemos hecho el traslado de los conceptos de movimiento de damas, del
nimero de damas y del naimero de damas 6ptimo, que originalmente sélo se habian
definido para graficas no dirigidas, al universo de las digraficas. Hecho esto, hicimos
el computo de dichos parametros para distintas familias de digraficas.

Hemos hallado que tanto el nimero de damas, como el nimero de damas 6p-
timo, quedan totalmente determinados por la conexidad de la digrafica (Teorema
2.1.4). Asimismo, se determiné la relacion que existe en las digraficas transitivas del
nimero de damas 6ptimo con las componentes fuertes iniciales de la digrafica (Teo-
rema 3.4.1). En el cuarto capitulo se establecen de forma precisa el nimero de damas
y el niimero de damas 6ptimo para las familias de trayectorias y ciclos.

En el quinto capitulo nos hemos encontrado con que, tanto en la familia de los
torneos, asf como en cierta subfamilia de las digraficas circulantes, existen digraficas
cuyo orden y nimero de damas pueden ser tan grandes o tan pequenos como que-
ramos, y, ain mejor, hay una forma constructiva de hallar la digrafica que estemos
buscando. Finalmente, en el sexto capitulo se lograron determinar de manera exacta
ambos parametros para el producto cuadro entre una trayectoria de orden 2 con otra
trayectoria de orden arbitrario, al igual que para el producto cuadro entre una trayec-
toria de orden 3 con otra trayectoria de orden menor o igual a 6, y ademés hemos
acotado el nimero de damas 6ptimo para el producto cuadro entre una trayectoria
de orden menor o igual a 24 con otra trayectoria de orden arbitrario.
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Queda mucho todavia por estudiar al respecto, por ejemplo, podemos pregun-
tarnos acerca del comportamiento de los nimeros de damas en el producto cuadro
entre dos trayectorias de orden arbitrario o dos ciclos, o también su comportamiento
bajo la operacion potencia, o clausura transitiva. Incluso, dado que parametros co-
mo la independencia, los ingrados y exgrados tanto minimos como maximos tienen
cierta influencia en los nimero de damas, podriamos también preguntarnos si los
parametros presentados en este trabajo tienen alguna relacion con los niicleos de una
digrafica.



Apéndice A

.Por qué o7

A.1. El solitario y los soldados de Conway

El senku o solitario es un juego de mesa (llamado en inglés peg solitaire) de un
solo jugador sobre un tablero como el mostrado abajo (llamado tablero inglés), uti-
lizando inicamente movimientos de damas, como los definimos en el Capitulo 2, pero
que sblo pueden realizarse si las tres casillas correspondientes son colineales. A estos
movimientos se las llama usualmente saltos.

El objetivo es, iniciando el juego con la distribucion inicial @)y (una ficha en cada
casilla, salvo la central), ir reduciendo la cantidad de fichas usando saltos, hasta tener
una so6la ficha en el tablero. La forma méas comin de jugar consiste en buscar que la
ultima ficha termine en la casilla central.

Qo

Figura A.1: Tablero de solitario, cada circulo representa una casilla y cada circulo
negro representa una casilla ocupada en la distribucion inicial Q.
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Los soldados de Conway es una variante del solitario creado por J.H. Conway
que se juega en un tablero de damas infinito. Tomando una linea horizontal sobre
el tablero como referencia, se colocan damas en todas las casillas inferiores a la
linea y las casillas superiores se dejan vacias. El objetivo es, a partir inicamente de
movimientos de damas horizontales o verticales (como en el solitario), colocar una
dama en un rengléon superior a la linea de referencia lo mas arriba posible.

Figura A.2: Tablero para los soldados de Conway, cada circulo representa una casilla
y cada circulo negro representa una casilla ocupada en la distribucion inicial.

Es durante el estudio de estos juegos que se desarrollaron las funciones pagoda
[3], éstas pueden ser descritas como funciones que asignan un valor a cada casilla
y donde a cada distribuciéon de fichas se la asigna el valor resultante de la suma de
casillas ocupadas por dicha distribucion, ademaés las funciones pagoda deben cumplir
una propiedad esencial que las define, la cual es que a partir de una distribucion
dada, ningun movimiento debe incrementar el valor de la distribucion resultante.
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A.2. Funciones pagoda

Una funcion pagoda puede ser definida de manera méas formal como una funcién
pag : C — R, donde C es el conjunto de casillas del tablero, y ademés a cada
distribucion @), que podemos considerar como un subconjunto de C', se la asigna

pag(Q) = > pag(q),

q€Q

y tal que cumple la condicion de la funcion pagoda la cual es que para cualesquiera
tres casillas colineales a, b, ¢ donde la casilla a es adyacente a la casilla b y la casilla
b es adyacente a la casilla ¢, entonces se cumple que

pag(a) + pag(b) > pag(c).

A partir de lo anterior, es facil observar que la funcién de peso definida en el
Capitulo 2 es una funcién pagoda por definiciéon, y por lo tanto la Monotonia del
Peso es una consecuencia de la condicion de la funcion pagoda.

El objetivo de las funciones pagoda es poder determinar la imposibilidad de que
a partir de una distribucion dada de fichas, usando los movimientos permitidos, se
pueda llegar a otra distribucion establecida.

Cabe aclarar que para distintos pares de distribuciones, de la cuales se quiera
estudiar su relacion, se definen distintas funciones pagoda, es decir, se construyen
funciones hechas a la medida para cada problema a resolver.

Por ejemplo, en la siguiente figura se muestran dos distribuciones, junto con
dos funciones pagoda correspondientes, a las que no se puede llegar a partir de la
distribucién inicial del juego @, pues en el primer caso pag(Qo) = 4 no puede
incrementar a pag(P;) = 6; y para el segundo caso pag(Qo) = 8 tampoco puede
incrementar a pag(P,) = 10. En ambos casos, el resultado es inmediato a partir de
la condicion de la funcién pagoda.
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Figura A.3: Dos problemas imposibles y sus funciones pagoda correspondientes.

En el caso de los soldados de Conway se determina, mediante una funciéon pagoda,
que no es posible alcanzar el quinto renglén superior repecto a la linea de referencia.
Es en dicha funcion pagoda donde surge o = @, y es a partir de la cual se inspira la
funcion de peso definida en el Capitulo 2. A continuacion se dara una forma analitica
para la construcion de la funcion de peso.
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A.3. La funcién de peso

Para el estudio del niimero de damas y el nimero de damas 6ptimo de una di-
grafica arbitaria constriuremos una funciéon pagoda que nos auxilie para determinar
cuando un vértice esta en el alcance de una distribucion dada, para ello tomaremos
en cuenta ciertas condiciones extras para definir de forma mas concreta la funcion
buscada.

Asi la condicion de la funcién pagoda tiene una ligera modificacion para una
digrafica arbitraria: para cualesquiera u,v,w € V(D) vértices distintos tales que
(u,v), (v,w) € A(D), entonces se cumple que

pag(u) + pag(v) > pag(w).

De esta forma extendemos la forma de los movimientos permitidos, pues la nocion
de colinealidad en una digrafica pierde sentido.

Consideremos entonces a D una digrafica, () una distribucion en D y u € V (D),
y de aqui en adelante, denotaremos por f, : V(D) — R a la funciéon pagoda por

establecer, asf tenemos que f,(Q) = >_ o fu(q).

Una condicién util para f, es que refleje la distancia que hay entre los vértices
de D y el vértice u, es decir, el valor de f, ird decreciendo conforme nos alejemos de
u, de esta forma, si consideramos una sucesion de niimero reales {a, }renufoy tal que
ag > ai; > as > --- > 0, podemos definir

k,

Q.

ap sid(v,u)

Jul®) :{ 0 sid(v,u)

Otra propiedad que observamos que debe cumplir f, es que f,(v) < 1 para todo
v # u, ya que el orden de D es arbitrariamente grande y también el de @), de lo cual
deducimos que si f, no tuviera esta propiedad, la serie f,(Q) = quQ fu(q) no seria
convergente. De esta forma podemos tomar ag = 1.

Asimismo, podemos considerar que, cuando realizamos un movimiento de damas,
el peso de la distribucion disminuye lo menos posible, esto se refleja en la condicion
de la funcién pagoda de manera que para toda k£ > 0 se cumpla que

Ak = Q41 + Qky2.
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Lo que implica que agio = ax — axy1, es decir, al definir los primeros dos terminos de
la sucesion, entonces queda determinada de forma recursiva toda la sucesion (como
ocurre en la sucesion de Fibonacci). Ademas, las condiciones previas definen una
funcién pagoda en su totalidad, pues podemos considerar que existe r € R positivo
tal que a; = ras, lo que indica que
l=a14+a=(14r)a

apy = ag+as = a

a2 = a3+ a4 = ray

a3 =as+as=(1—r)ay

ay = as +ag = (=14 2r)a;

as = ag+ar = (2 —3r)a,

Es decir, todo término de la sucesion es multiplo de aq, esto lo podemos establecer de
manera mas formal. Recordemos que la sucesion de Fibonacci {F), },enugoy se define
de forma que Fy =0, F; = 1y para toda k > 2 se tiene Fj, = Fj_1 + Fj_o.

Proposicion A.3.1. Si k > 2, entonces ap = [(—1)* 1 Fy_o + (=1)*Fy_17]ay.
Demostracion. Por induccion sobre k. Para k = 2 tenemos que as = ra; por la
existencia de r. Entonces supongamos que la ecuacién se cumple para toda n < k,
es decir, a, = [(—=1)""'F,_5 + (=1)"F,_1r]a;. Asi observemos que
g = Ag—2 — g1

= (=D 3F 4+ (=D 2F_gr]ar — [(—1)F 2 Fp_s 4+ (=1 L Fy_or]ay

= (=) 3F_4a1 + (-1 2F,_gra; — (=12 F, 301 — (=1)" ' Fy_oray

= (=D 2 F 4+ (—DF 2 Fu_slay — [(—1)* 2 F_s + (=1)* 2 F_y)ray

= [Fry + Fos] (=1 3a) — [~ Fu_s + Fos](—1)"?ray

= Fpo(—1)"3ay + Fr_1 (=1 %ra;

= [(-1)" ' Fy + (—=1)*F}_i7]a.

[ |

A partir de lo anterior y dado que a, > 0, podemos observar que para toda k > 2
se cumple que (—1)¥1F, 5+ (—=1)*F,_17 > 0, asf la Proposicién A.1.1 establece una
sucesion de restricciones para r que dependen de la paridad de k, entonces

r < Fyo/Fp si k es impar
r > Fp o/Fr1 si k es par.
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De esta forma tenemos que

0 1 3 8 13 5 2 1
<g<g<p<Sr<o<g<g<z<t
Asi podemos definir dos sucesiones {ay, }nen, {Bntnen tales que a,, = Fo/Fony1 y
Bn = Fopi1/Fonio, resulta claro que ambas sucesiones son monotonas y acotadas
(g <ag<---<1yfy>p>-->0),y por lo tanto son convergentes. Ademas
podemos definir una nueva sucesion {7, }nen tal que

2
B By By F5 i — Fondongo
Tn = 6n — Op = F - F - F F
2n—+2 2n+1 2n+142n+4-2

Lema A.3.2. Para todan € N se cumple que F22nJrl — F5,Fopi0 = 1.

Demostracion. Por inducciéon sobre n.

Para n = 1 tenemos que F? — FyFy = 22 — (1)(3) = 1. Entonces supongamos
que la ecuaciéon se cumple para toda k£ < n, es decir, F22k+1 — FopForio = 1. Asi
observemos que

Fy o — FopFopio = (Fop + Fop1)? — Fop(Fon + Fong1)
= Fy, + 2Fon Fon 1+ F3, = F3, — Fou Foia
=2F5, F5,_1 + F22n71 — Fon(Fon_1 + Fyy)
= FonFour + Fs,_ — F3,
= FonFon 1+ F3y | — Fon(Fon_1 + Fap_o)
=F,  — Fo oFb,
=1.

El lema anterior implica que la sucesion {, },en es una subsucesion de {1/n},en,
y dado que lim,_,, 1/n = 0, entonces tenemos que
0= lim 1/n = lim ~, = lim 5, — a,, = lim 5, — lim «,.
n—0o0 n—oo n—oo n—oo n—0o0
Por lo tanto lim,,_,. 5, = lim, o @, = r. Ademaés de la definicion de la sucesion

de Fibonacci, tenemos que F,, = F,,_1+F,,_ paran > 2, y dividimos ambos lados por
F,_1, asi obtenemos F,,/F,_1 = F,_1/F, + F,_2/F,_1 =1+ F,_»/F,_1, y entonces

1

—— =14F, 5/F,_1.
Fn—l/Fn * 2/ !
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En particular, se cumple que 1/8, = 1 + «,, asi cuando n — oo obtenemos que
1/r =1+, de lo cual se deduce que 1 = r + r% y dado que r > 0, se concluye que

T:O':—\/z_l.

Teorema A.3.3. Para toda n € N se cumple que a, = o™.

Demostracion. Por induccion sobre n.
Para n = 1 observemos que 1 = (1 + 0)a; = o 'ay, y por lo tanto a; = o.
Entonces supongamos que a; = o se cumple para toda k < n. De esta forma

Uy = Gp_o — 0y =0" 2 —0" L =0"2(1~0)=0" [

1

De esta forma queda establecido que f, = wt,, y entonces wt, es una funcién
pagoda construida que nos ayudara a determinar, en ciertos casos, cuando un vértice
n esta en el alcance de una distribuciéon. Es claro que no funcionara en todo caso,
por ejemplo, en la siguiente figura se muestra una digrafica D y una distribucion @)
donde wt,, pierde su utilidad (pues wt,(Q) = 20 > 1), pero a pesar de ésto hemos
podido observar su funcionalidad en la Proposicion 2.1.8 y en el Capitulo 6.

u
O

Figura A.4: La distribucion @ esta representada por los circulos negros.
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