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Introduccion

Cuando estudiamos una estructura matamatica algunas veces constru-
imos otras estructuras que nos permiten visualizar los problemas en formas
diferentes.

Afortunadamente, al hacer este tipo de busqueda en espacios creados a
partir de otros, descubrimos nuevos mundos en los que se puede desarrollar
una teoria totalmente diferente.

Un ejemplo muy exitoso en esta direccion lo constituyen los hiperespacios
de un continuo.

A groso modo, si X es un continuo (un espacio métrico, compacto, conexo
y diferente del vacio), podemos definir un hiperespacio de X como una familia
de subconjuntos cerrados de X que cumplen alguna propiedad particular.

En este sentido, la teoria de hiperespacios actualmente juega un papel
sobresaliente en la topologia, ya que por un lado nos ayuda a caracterizar
distintas propiedades topolégicas del espacio para el que se definen, y por
otro invaden al mundo matematico de una increible cantidad de problemas
nuevos.

En general, si H representa un hiperespacio de un continuo X, algunos
de los problemas mas naturales que se estudian son los siguientes.

Problema 0.1 Sea X un continuo y P una propiedad topoldgica.

1. ;51 X tiene la propiedad P, entonces el hiperespacio H tiene la propiedad
P?

2. 51 un hiperespacio tiene la propiedad P, entonces X tiene la propiedad
p?
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3. ¢ Qué propiedades topolégicas naturales hereda el hiperespacio H, como
por ejemplo: conexidad, compacidad, etc.?

4. ;Qué nuevas propiedades topolégicas adquiere el hiperespacio H ¢

Con el afan de seguir caracterizando algunas propiedades intrinsecas en
teoria de continuos y extender diversos resultados en teoria de hiperespacios,
asi como el hecho de buscar nuevas herramientas y objetos de estudio en las
matematicas; los topdlogos siempre estan a la busqueda de definir nuevos
hiperespacios para un continuo.

De aqui es de donde surge el tema de investigacién de este proyecto.

Recordemos que una definicién basica en topologia, nos dice que un sub-
conjunto cerrado de un espacio topoldgico es un cerrado regular si la cerradu-
ra de su interior recupera el conjunto con el que empezamos. Podemos pensar
este tipo de conjuntos, geométricamente, como aquellos que son ” gorditos” en
todos lados, o que en cierta forma, guardan toda su informacién conjuntista
en el abierto mas natural contenido en ellos, su interior.

Estudiando las propiedades de este tipo de conjuntos en un continuo, nos
dimos cuenta que preservan muchas propiedades interesantes y asi fue como
surgio la idea de estudiar el siguiente hiperespacio.

Definicién 0.2 Si X es un continuo, definimos el hiperespacio de sub-
continuos regulares como:

D(X)={AC X : A es cerrado, conexo, no vacio yint(A) = A}.

Desde el principio del estudio del hiperespacio de subcontinuos regulares,
nos dimos cuenta que los elementos de este hiperespacio necesitaban comple-
mentarse con otro tipo de conjuntos, asi fue como surgié la idea de definir el
siguientes hiperespacio.

Definicién 0.3 Si X es un continuo, definimos el hiperespacio de sub-
continuos magros como:

M(X)={AC X : A es cerrado, conezxo, no vacio e int(A) = 0}.



VII

Notemos que los subcontinuos magros son como los opuestos de los sub-
continuos regulares, ya que los subcontinuos magros no arrojan ninguna in-
formacién cuando pensamos en su interior.

Podria dar mil razones por las cuales el estudio de estos dos hiperespa-
cios resulta ser importante, pero creo que a lo largo de la lectura de este
trabajo, nos vamos a convencer que estos nuevos hiperespacios forman una
poderosa herramienta que caracteriza, no solo propiedades topolégicas del
continuo del que provienen, sino también caracterizan importantes relaciones
y propiedades entre algunos hiperespacios que ya se han estudiado antes.

A continuacién hago un resumen de lo que vamos a tratar en cada uno
de los capitulos de este trabajo.

En el capitulo uno daremos una breve introduccién a los continuos y sus
hiperespacios. Mostramos la topologia que se le asigna a éstos y enunciamos
una serie de resultados de la literatura general que nos seran de gran utilidad
a la largo de todo el trabajo.

En el capitulo dos definimos formalmente el hiperespacio de subcontinuos
regulares y estudiamos algunas de sus propiedades topoldgicas basicas, tales
como conexidad, compacidad, arco conexidad, densidad, contractibilidad,
etc. También enunciamos algunas preguntas relacionadas con este hiperes-
pacio y al final del capitulo, definimos una funcion que liga la estructura de
los subcontinuos regulares, con funciones conjuntistas que ya se han estudia-

do.

En el capitulo tres definimos formalmente el hiperespacio de subconti-
nuos regulares y estudiamos sus propiedades topolégicas basicas, como son
conexidad, compacidad, arco conexidad, densidad, etc. Enunciamos algunas
preguntas abiertas relacionadas con este hiperespacio.

En el capitulo cuatro estudiamos la contractibilidad del hiperespacio de
subcontinuos regulares en la familia de los dendroides suaves por arcos. En
este capitulo construimos una contraccion particular para este hiperespacio
usando fuertemente la estructura de esta familia.

En el capitulo cinco desarrollamos algunos elementos que nos permiten
demostrar que el hiperespacio de subcontinuos regulares nunca es un subcon-
junto compacto infinito.



VIII INTRODUCCION

En el capitulo seis estudiamos la relacién conjuntista que existe entre
los subcontinuos regulares y magros, y los singulares de un continuo. Mas
concretamente, algunos de los problemas que abordamos son el encontrar
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales el hiperespacio de subcon-
tinuos de un continuo se puede describir mediante sus subcontinuos regulares
y magros, o cuando el hiperespacio de singulares coincide con los subconti-
nuos magros.

En el capitulo siete describimos la relaciéon que existe entre los subcon-
tinuos regulares y magros entre dos espacios cuando estan relacionados por
una funcion que satisface alguna condicién particular. Asi también, caracteri-
zamos algunas propiedades topoldgicas de estos espacios usando la estructura
de sus hiperespacios regulares y magros.

En el capitulo ocho introducimos un concepto que denominamos com-
posante magra. Estudiamos algunas de sus propiedades topoldgicas basicas,
enunciamos algunos problemas relacionados con este concepto y mostramos
los avances que obtuvimos en la solucion de los Problemas 24 y 25 que se
encuentran en [1].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

En este capitulo voy a mencionar algunas de las definiciones y resultados
mas importantes que se conocen en la teoria de continuos y sus hiperespacios,
los cuales nos permitiran desarrollar satisfactoriamente este trabajo.

No incluimos la demostraciéon de algunos de ellos, debido a que nos
desviaria del propésito fundamental de esta tesis, que es el estudio de los

hiperespacios de subcontinuos regulares y subcontinuos magros.

Para comenzar introducimos la notaciéon que vamos a utilizar.

Notacion 1.1 St X es un espacio topologico y A CY C X, entonces:

.Y denota la cerradura deY en X.

~

2. A" denota la cerradura de A en Y, como subespacio de X .

3. Fr(Y) denota la frontera de' Y en X.

4. Fry(A) denota la frontera de A en'Y', como subespacio de X .
5. int(Y') denota el interior de Y en X.

6. inty (A) denota el interior de A en'Y, como subespacio de X .
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1.2. Introduccion a los Continuos

Definicién 1.2 Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
diferente del vacio.

Si X es un continuo, un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de X,
recibe el nombre de subcontinuo.

En esta seccién voy a enunciar una serie de resultados que se satisfacen
en forma general para un continuo. En este sentido el siguiente resultado es
una herramieta muy til que nos permite construir subcontinuos.

Teorema 1.3 [5, Teorema 1.1] Si X es un continuo y {A,}22, es una suce-
sion anidada de subcontinuos de X, es decir A,y1 C A,, para toda n € N,
entonces (,cn An €s un subcontinuo de X.

Teorema 1.4 [10, Teorema 5.6] de los Golpes en la Frontera.

Sea X un continuo y E un subconjunto propio y no vacio de X. Si K es
una componente de E, entonces K N Fr(E) # 0.

Notacién 1.5 Durante todo el trabajo, me voy a referir al Teorema 1.4 como
Teorema de los Golpes en la Frontera.

Lema 1.6 [10, Corolario 5.9] Sean X un continuo y A un subcontinuo propio
de X. Si K es una componente de X — A, entonces K UA es un subcontinuo
de X.

Definicién 1.7 Sea X un espacio topoldgico, entonces:

1. X es un espacto de Baire si y solo si la interseccion de toda familia
de subconjuntos abiertos y densos es densa.

2. Un subconjunto A C X es denso en ninguna parte si y solo si

int(A) = 0.

3. Un subconjunto A C X es de la primera categoria si y solo si A =
Unen An, donde A, es denso en ninguna parte, para toda n € N.

Teorema 1.8 [2, Teorema 10.1] Todo espacio localmente compacto es de
Baqre.
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Como consecuencia directa del Teorema 1.8, tenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 1.9 Todo continuo es un espacio de Baire.

El siguiente lema tendra un papel importante en diversos resultados que
presentaremos en capitulos posteriores.

Teorema 1.10 /2, Teorema 10.5] En un espacio de Baire, todo conjunto de
la primera categoria tiene interior vacio.

Lema 1.11 Sean X un continuo y A1, ..., A, subcontinuos de X tales que:
(a) int(A;) =0 para toda i € {1,...,n},

(b) AinN Ay #0, para todai € {1,...,n—1}.
Entonces A = A, U...UA, es un subcontinuo de X con interior vacio.

Demostracién. Por (b) obtenemos que A es conexo y al ser la unién finita
de cerrados, obtenemos que A es un subcontinuo de X.

Supongamos que int(A) # @, entonces existe un abierto no vacio U de
X tal que U C A. Como int(A;) = (), tenemos que U ¢ Ay, lo que implica
que U; = U — A; es un abierto diferente del vacio en X. Como int(Ay) = 0,
también tenemos que Us ¢ As, lo que implica que Uy = Uy — Ay = U — (A1 U
Ay) es un abierto diferente del vacio en X. Continuando con este proceso
obtenemos que el subconjunto U,,_1 = U, 2 — A, 1 =U— (A U...UA,_1)
es un abierto diferente del vacio en X. Pero U,_; C A,, lo que es una
contradiccién, ya que int(A,) # 0. Asi concluimos la demostracién de este
lema. m

1.2.1. Continuos Localmente Conexos

Definicién 1.12 Un espacio topologico X es localmente conexo, si existe
U una base de vecindades conexas y abiertas para X .

Teorema 1.13 [6, Teorema 10.2] Si X es un continuo localmente conexo,
entonces X es arco conexo.
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Definicién 1.14 Sean X un continuo y x € X. Decimos que X es conexo
en pequeno en x, si para todo abierto U tal que x € U, existe un subconjunto
conexo K de X, tal que x € int(K) y K C U.

Observacion 1.15 Si X es un espacio localmente conexo, entonces X es
conexo en pequeno en todos sus puntos.

Teorema 1.16 [13, Teorema 27.6] Sea X un espacio topoldgico. Si X es
conexo en pequeno en todo punto, entonces X es localmente conexo.

Como una consecuencia directa de la Observacion 1.15 y del Teorema
1.16, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.17 St X es un espacio topoldgico, entonces X es localmente
conexo si y solo st X es conexo en pequeno en todo punto.

Definicién 1.18 Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que d es una métri-
ca convexa si para cualesquiera x,y € X existe z € X, tal que:

d(z,z) = 3d(z,y) = d(z,y).

Teorema 1.19 [6, Teorema 10.3] Si X es un continuo localmente conexo,
entonces X admite una métrica conveza.

Teorema 1.20 [4, Teorema 3.6] Si X es un continuo localmente conexo y
U es un subconjunto abierto y conexo de X, entonces U es arco conexo.

Durante todo el trabajo, cuando trabajemos con un continuo localmente
conexo, por el Teorem 1.20, podemos suponer que tiene una métrica convexa.

1.2.2. Continuos Interesantes

A continuacién voy a definir algunos tipos de continuos que son muy
importantes y que estaremos usando a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.21 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Algunos ejemplos de dendritas son el espacio de la Figura 2.5 y la dendrita
D, de la Figura 6.1.
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Definicién 1.22 Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que AUB = X, se tiene que AN B es conexo.

Definicién 1.23 Un continuo hereditartamente unicoherente si todos
sus subcontinuos son unicoherentes.

Definicién 1.24 Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente.

Algunos ejemplos de dendroides son: el doble abanico armoénico de la
Figura 2.1, el continuo Z de la Figura 2.4 y el peine de Cantor de la Figura
3.1

Definicién 1.25 Un continuo es descomponible, si se puede describir co-
mo la union de dos subcontinuos propios.

Existen muchos ejemplos de continuos descomponibles, entre los cuales
puedo mencionar el intervalo [0, 1] y cualquier n-celda (espacio homeomorfo
a [0,1]", con n € N).

Definicién 1.26 Un continuo es tndescomponsible, si no es descomponible.

En otras palabras, un continuo X es indescomponible si y sélo si para
cualesquiera subcontinuos A y B de X tales que X = A U B, se tiene que
A=XoB=X.

Algunos ejemplos de continuos indescomponibles son el arcoiris de Knaster,
el seudoarco, etc. El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacion
muy util de este tipo de espacios.

Teorema 1.27 [8, Teorema 2, p. 272] Un continuo es indescomponible si y
solo si todo subcontinuo propio tiene interior vacio.

Definicién 1.28 Sean X un continuo yp,q € X dos puntos diferentes. Deci-
mos que X es irreducible entre p y q, si no existe ningun subcontinuo
propio de X que los contiene.

Definicién 1.29 Un continuo X es irreducible, si existen dos puntos p,q €
X de tal forma que X es irreducible entre p y q.
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Un ejemplo clasico de un continuo irreducible es el seno del topdlogo,
espacio que se define en R? de la siguiente forma.

sen(1) = {0} x [-1,1] U {(x, sen(2)) e R* : z € (0,1]}.

Teorema 1.30 [10, Ejercicio 4.35, Inciso (a)] Sea X un continuo. Sip,q €
X son dos puntos diferentes, entonces existe un subcontinuo A de X irre-
ducible entre p y q.

Por 1ltimo quiero mencionar que a lo largo de este trabajo voy a ir recor-
dando algunas definiciones que he incluido en esta seccién y también pon-
dré algunos otros resultados, segin los necesite.

1.3. Introduccién a los Hiperespacios

En esta seccién voy a incluir las definiciones y algunos de los resultados
mas importantes en la Teoria de Hiperespacios. Vamos a definir la métrica
con la que se usan, y probaremos algunos lemas que nos seran de gran utilidad
méas adelante.

Si X es un continuo, definimos el hiperespacio de subconjuntos ce-
rrados de X como:

2X ={A C X : A es cerrado y no vacio}.

Quiero mencionar que, hasta cierto punto, el hiperespacio de subconjuntos
cerrados es el mas importante que se le asocia a un continuo; debido a que
todos los demés hiperespacios son un subconjunto de éste.

A continuacion doy la definicion de los hiperespacios mas populares que
se le asocian a un continuo.

Si X es un continuo y n € N, entonces definimos:
El n-ésimo producto simétrico de X como:
F.(X)={A € 2% : A tiene a lo més n puntos}.

También definimos:
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Cn(X) ={A € 2% : A tiene a lo mds n componentes}.

Notemos que para n = 1, de las definiciones anteriores, obtenemos dos
hiperespacios muy particulares. El primero de ellos es:

Fi(X)={{z} €2¥ : 2 € X}.

Este conjunto recible el nombre de el hiperespacio de singulares de X
y tiene la propiedad particular de ser isométrico al continuo X.

También tenemos:
C1(X) ={A €2¥ : A es un subcontinuo de X}.

Este conjunto recibe el nombre de el hiperespacio de subcontinuos de
X y en adelante lo denotaremos simplemente por C(X).

Es importante mencionar que los hiperespacios F; (X) y C(X) tendran un
papel muy importante en el desarrollo de algunos capitulos de este trabajo.

1.3.1. La Métrica de Hausdorff

Para darle una métrica a los hiperespacios de un continuo, basta con
definir una métrica para el hiperespacio de subconjuntos cerrados.

Para definir la métrica en 2%, necesitamos la siguiente definicién.

Si X es un continuo con métrica d, A € 2% y € > 0, definimos la nube
de radio £ con centro en A como:

N(e,A) ={z € X : d(z,a) < € para algin a € A}.
Si X es un continuo y A, B € 2%, definimos:
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.

Teorema 1.31 [5, Proposicion 2.1] Si X es un continuo y A, B,C € 2%,
entonces:

» H(A, B) estd bien definida,
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« H(A,B) >0,
» H(A,B) =0 siy solo si A= B,
» HA,B)< HA,C)+ H(C,B).

Como consecuencia directa del Teorema 1.31, tenemos que H es una
métrica para 2%, a la que se le da el nombre de métrica de Hausdorff.

Algunos resultados que nos ayudan a entender el comportamiento de la
métrica de Hausdorff y que serdan de gran utildad en el desarrollo de este
trabajo, son los siguientes.

Lema 1.32 Si X es un continuo y A, B € 2%, entonces H(A,B) < € si y
solo st AC N(e,B) y B C N(g, A).

Demostracion. Sea € > 0.
Supongamos que H(A, B) < ¢

Como e > mnf{r >0: AC N(r,B)y B C N(r,A)} = H(A, B), por
propiedades de infimo, existe 1o € {r > 0: A C N(r,B) y B C N(r,A)}
tal que ¢ > 1y = H(A,B). Por lo tanto A C N(ro,B) C N(¢,B) y
B C N(rg,A) C N(e, A). Con esto concluimos la demostracién de esta im-
plicacion.

Ahora supongamos que A C N(g,B) y que B C N(g, A).

Por propiedades de infimo, basta demostrar que existe r < e tal que
A C N(r,B) y B C N(r,A). Para esto primero probaremos la siguiente
afirmacion.

Afirmacion. {N(6,A):0< B <e}y{N(4,B):0 < < e} son cubiertas
abiertas de los conjuntos B y A, respectivamente.

Demostracion. Demostremos que {N (5, A) : 0 < § < ¢} es una cubierta
abierta de B.

Sea b € B, como B C N(e, A), existe a € A tal que d(a,b) < €. Del
hecho que 0 < € — d(a, b), existe Gy > 0 tal que fy < ¢ — d(a,b) < e. De esto
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podemos concluir que d(a,b) < € — ffy < €. Por lo tanto b € N(e — [y, A).
Esto demuestra que {N(3,A) : 0 < # < €} es una cubierta abierta B.

De forma anéloga podemos demostrar que {N (0, B) : 0 < § < €} es una
cubierta abierta de A. Asi concluimos la demostracién de esta afirmacién.

Por ser A y B subconjuntos compactos de X, existen n, m € N y nimeros
reales 67',..., 62 v 6B ... 68 tales que 0 < 6 < ey 0 < 5;3 < € para

Y m)

cualesquiera i € {1,...,n} y j € {1,...,m}, A C .CJIN(@A,B) y B C
U B
jL:JlN(ch JA).

Si 0 = max{od, ..., 04,68 ... 6B} entonces § < ey se tiene que A C

ryn

GIN((LA,B) C N(6,B)C N(e,B)y B C ,"u“lN(ajB,A) C N(3,A) C N(z, A),
1= 1=
que es lo que desedbamos demostrar. m

Observacién 1.33 Para toda e > 0, si 6 > &, como A C N(g, A) tenemos

que A C N(0, N(g, A)) y como también N(g, A) C N(6,A), por el Lema 1.32,
tenemos que H(A, N (e, A)) < 4.

Por lo tanto si {€,}52, es una sucesion de nimeros positivos tales que
lime, = 0, tenemos que lim H(A, N(g,, A)) = 0, lo que nos dice que lim N (g, A) =
A.

Pero notemos que lo mds natural es que lim N(g,, A) = N(0,A), sin
embargo N(0,A) =0, lo que no tiene mucho sentido.

Por lo tanto, es natural definir, para todo A € 2%, la nube de radio 0 con
centro en A como:

N(0, A) = A.

Lema 1.34 Sea {A,}>2, una sucesion en 2% tal que lim A,, = A para algin
A € 2% entonces a € A si y sdlo si existe una sucesion {a,}°, en X tal
que a, € A, para toda n € N y ademds lim a,, = a.

Demostracién. Para toda n € N, sea r, = H(A, A,). Observemos que
limr, =0, pues lim A4,, = A.
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Supongamos que lim A,, = A y sea a € A.

Sea n € N, como H(A,A,) < r,+ %, por el Lema 1.32, tenemos que
AC N(r, + %, A,); asi existe a, € A, tal que d(a,a,) < r, + %

Demostremos que la sucesién {a, }°, satisface que lim a,, = a.
Sea £ > 0, como limr, = 0, existe N € N tal que si n > N, entonces
Tn < 5y que ademds % < 5. De esta forma, si n > N, entonces d(an,a) <

rn + % < g; lo que demuestra que lima,, = a.

Como por construccion se cumple que a, € A, para toda n € N, con-
cluimos la demostraciéon de esta implicacion.

Para demostrar la otra implicacion, supongamos que a € X tiene la
propiedad de que existe una sucesién {a, }5°; en X tal que lima, = a y que
ademas a,, € A,, para toda n € N.

Sin € N, como H(A,,A) < r, + %, por el Lema 1.32, tenemos que
A, C N(rn%—%, A), lo que implica que existe b, € A tal que d(by,, a,) < rn—i-%.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que lim b,, = b, para algin
b € A. Vamos a demostrar que lim a,, = b.

Sea € > 0, como limr, = 0, existe N € N tal que r, < % y que ademas
% < 3, para toda n > N. Como limb, = b, también podemos suponer que
d(bn,b) < 3.

Por lo tanto, si n > N, tenemos que d(a,,b) < d(a,,b,) + d(b,,b) <
Tn + % + £ < e. Lo que demuestra que a = lima, = b € A.

Con esto terminamos la demostracién de este lema. m

Lema 1.35 Si{A,}5°, y{B,}%, son dos sucesiones en 2% tales que lim A,, =
A ylim B, = B, para algunos A, B € 2%, entonces:

(a) lim(A, U B,) = AUB.

(c) Si B, C A, para toda n € N, entonces B C A.
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Demostracién. Demostremos (a).

Sea ¢ > 0 y tomemos N € N con la propiedad que H(A, A,) < €y
H(B, B,) < € para toda n > N. Por el Lema 1.32, tenemos que:

(1) AC N(e,A,) vy A, C N(e, A) para todan > N.
(2) BC N(e,B,)y B, C N(e,B) para todan > N.
Notemos que si n > N, entonces:

(i) AC N(e,A,) C N(e,A,UB,)y BC N(¢,B,) C N(¢,A, U B,), lo
que implica que AU B C N(g, A, UB,).

(17) A, C N(e,A) C N(e,AUB)y B, C N(¢,B) C N(e, AU B), lo que
implica que A, U B, C N(e, AU B).

De (2) y (i), aplicando el Lema 1.32, podemos concluir que H(A,UB,,, AU
B) < ¢ para toda n > N, lo que demuestra que lim A,, U B, = AU B.

Demostremos (b).

Sea b € B. Por el Lema 1.34 existe {b,}>2; una sucesién en X tal que
b, € B, para toda n € N y que ademés limb,, = b.

Notemos que b, € A,, para toda n € N, lo que implica, por el Lema 1.34,
que b=1imb, € A. Porlo tanto BC A. m

Notacion 1.36 Sea 'H un hiperespacio de un continuo X. Dados A € 'H y
e > 0, cuando no se preste a confusion, a la bola de radio € con centro en
A, inducida por la métrica de Hausdorff en el hiperespacio H, la vamos a
denotar por:

BI(A)={BeH:H(A,B)<e}.

€
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1.3.2. Algunos Resultados Generales

Los siguientes resultados son de gran importancia, ya que nos indican que
los hiperespacios que se le asocian cominmente a un continuo, siguen siendo
continuos.

Teorema 1.37 [6, Corolario 14.10] Si X es un continuo, entonces 2% y
C(X) son continuos arco conezos.

Teorema 1.38 Si X es un continuo y n € N, entonces:

(a) F,(X) es un continuo,
(b) Cr(X) es un continuo.

Por tltimo enunciaremos algunas definiciones y resultados en teoria de
hiperespacios, que vamos a usar mas adelante.

Definicién 1.39 Sean X y Y continuos. St f : X — Y es una funcion,
definimos 2/ : 2X +— 2V la funcién inducida de f al hiperespacio 2%,
por:

Teorema 1.40 /5, Ejercicio 2.10] Si f : X — Y es una funcion continua
entre continuos, entonces 2% estd bien definida y es continua.

Definicién 1.41 Sea X un continuo. Entonces una funcion de Whitney
es una funcion continua p : 2% — [0,00) que satisface las siguientes condi-
clones:

(a) p({p}) = 0 para todo p € X,
(b) w(A) < u(B) siempre que A C B.

Teorema 1.42 [5, Teorema 5.3] Si X es un continuo, entonces 2% admite
funciones de Whitney.

Definicién 1.43 Sean X un continuo y A, B € C(X) tales que A C B,
diremos que una funcion continua o : [0,1] — C(X) es un arco ordenado
de A a B en C(X), si:



1.3. INTRODUCCION A LOS HIPERESPACIOS 13
(a) 2(0) = A ya(l) = B,
(b) a(s) C a(t), cuando 0 < s <t < 1.

Teorema 1.44 [5, Teorema 6.10] Si X es un continuo y A, B € C(X) son
tales que A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Teorema 1.45 [5, Ejercicio 2.17] Si X es un continuo localmente conexo,
entonces C(X) es localmente conexo.
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Capitulo 2

El Hiperespacio D(X)

2.1. Introduccion

Recordemos que, si X es un continuo, entonces el Hiperespacio de
Subcontinuos Regulares se define como:

D(X) ={A € C(X) : int(A) = A}.

Como es natural, decimos que A C X es un subcontinuo regular si
A es un elemento del hiperespacio D(X); es decir, si A € C(X) y ademds
int(A) = A.

El propésito de este capitulo es incursionar en el estudio del hiperespacio
de subcontinuos regulares de un continuo X.

Cuando definimos un nuevo hiperespacio, inmediatamente nos pregunta-
mos si éste es conexo y compacto, ya que estas propiedades son fundamentales
en la Teoria de Hiperespacios, pues nos indican que seguimos trabajando en
la familia de los continuos.

En las siguientes secciones, nos encargaremos de estudiar la conexidad y la
compacidad de este hiperespacio. También veremos que, cuando restringimos
este hiperespacio a familias particulares de continuos, adquiere propiedades
muy interesantes que no se cumplen en forma general.

15
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2.2. Conexidad de D(X)

El siguiente ejemplo, tiene como propédsito el de ilustrar que el hiperes-
pacio de subcontinuos regulares, desafortunadamente, no siempre resulta ser
conexo.

Ejemplo 2.1 FEl doble abanico armonico.
Para toda n € N, sea L, el segmento convexo en R? que une al punto
(1,0) con el punto (0, %) Consideremos:
Y = ([0,1] x {0}) U (U{Ln : n € N}).
Y
Y- ={-xz:2€Y}.
Definimos el doble abanico arménico como (Figura 2.1):

X=YUY".

Observaciéon 2.2 El doble abanico arménico es un dendroide.
Lema 2.3 Sean X el doble abanico armonico y B € D(X), entonces:

(a) Si BN [—1,1] x {0} = 0, entonces existe n € N de tal forma que
BCL,oBC{—xz:x€lL,}.

(b) Si BN[—1,0)x{0} # 0 y BN(0,1]x{0} # @, entonces (—1,0),(1,0) €
B.

Demostracién. Demostremos (a).

Como las componentes de X — ([—1,1] x {0}) son los conjuntos de la
forma L, — {(1,0)} y {—z : € L, — {(1,0)}} donde n € N; al ser B un
conjunto conexo tal que B C X —([—1,1] x{0}), existe n € N tal que B C L,
oBC{-z:2€L,}.

Demostremos (b).
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Figura 2.1: El doble abanico arménico.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (—1,0) ¢ B; como B N
[—1,0) x {0} # 0, existe ¢ € [-1,0] tal que =1 <c <0y B=(BNY)U
(e, 0] x {0}).

Entonces int(B) C B, asi (¢,0) € int(B) = B, lo que es una contradic-
cién. Por lo tanto (—1,0),(1,0) € B. =

Afirmacién 2.4 Si X es el doble abanico armdnico, entonces D(X) no es
conexo.

Demostracion. Siguiendo la notacion del Ejemplo 2.1, vamos a demostrar
que D = D(X)NC(Y) es un subconjunto abierto y cerrado en D(X).

Como C(Y) es cerrado en C(X), tenemos que D = D(X) N C(Y) es
cerrado en D(X).

Demostremos que D es abierto en D(X).

Ssea A € D y consideremos los siguientes casos:
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Caso 1. (1,0) € A.

Como (—1,0) ¢ A, por el inciso (a) del Lema 2.3, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que A C L, para alguna n € N. Como L, — {(0,1)}
es un subconjunto abierto en X, existe ¢ > 0 con la propiedad que B (A) C
C(L,). Esto implica que A € BZ(A)N D(X) C D.

Caso 2. (1,0) € A.

Sean ¢ = ¢ y B € B¥(A) N D(X).

N[ —=

Como H(B,A) < %, por el Lema 1.32, obtenemos que A C N(%,B) y
BCN(}A).

Supongamos que B ¢ Y, entonces B N ([—1,0)
N(L, B)y (1,0) € A, existe b € B tal que d(b, (1,0)

29

de B, tenemos que BN ((0,1] x {0}) # 0.

x {0}) # 0. Como A C
)

< ¢. Por la conexidad

Por el inciso (b) del Lema 2.3; tenemos que (—1,0) € B. Como B C
N(3,A), existe a € A tal que d(a,(—1,0)) < €, y por la conexidad de A,
tenemos que A N ([—1,0) x {0}) # 0; lo que es una contradiccién, ya que
ACY.

Por lo tanto B¥(A) N D(X) C D.
2

Por lo tanto D es abierto en D(X), como también es cerrado en D(X),
obtenemos que D(X) no es conexo. m

Por la Afirmacion 2.4, tenemos que el hiperespacio de subcontinuos regu-
lares no siempre es conexo; mas aun, al ser el doble abanico amoénico un
dendroide, nos indica que el continuo para el cual se construye este hiperes-
pacio, no necesita ser muy complicado para romper con la conexidad.

Sin embargo, veremos que cuando nos restringimos a algunas familias par-
ticulares, obtenemos resultados agradables, en lo que a conexidad se refiere.
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2.3. D(X) en Localmente Conexos

En esta seccion vamos a suponer que X es un continuo localmente conexo
con métrica convexa (Teorema 1.19) y que ademds didm(X) = 1. Para estu-
diar algunas propiedades del hiperespacio D(X) en la familia de los continuos
localmente conexos, los siguientes lemas nos seran de gran utilidad.

Lema 2.5 Sea X un continuo. Si U es un subconjunto abierto y conexo de
X, entonces U es un subcontinuo reqular.

Demostracién. Como U es conexo, tenemos que U € C(X). Por ser U
abierto en X, tenemos que U C int(U) C U, lo que implica que U C int(U) C
U. Por lo tanto U € D(X). m

Lema 2.6 Sean X un continuo localmente conexo y A un subcontinuo de X .
Sie >0, entonces N (e, A) es un subcontinuo regular.

Demostracién. Como la métrica de X es convexa (Teorema 1.20), si e > 0,
tenemos que B.(a) es conexo, para toda a € A. Por lo tanto N(e, A) es un
abierto conexo de X.

Por el Lema 2.5, obtenemos que N(g, A) es un subcontinuo regular. m

Proposicién 2.7 Sea X un continuo localmente conexo. Si s,t € [0,1] y
A e C(X), entonces N(s, N(t,A)) = N(s+t, A).

Demostracion. Tenemos que verificar los siguientes casos.
Caso 1. s=t=0.

En este caso, por la Observacion 1.33, tenemos que N(0+0,4) = Ay
que N(0,N(0,A)) = N(0,A) = A.

Caso2.s=0yt>0.

Por la Observacién 1.33, tenemos que N (0, N(t, A)) = N(t,A) = N(0+
t,A).

Caso3.t=0y s> 0.
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Por la Observacién 1.33, tenemos que N (s, N(0,A)) = N(s,A) = N(s +
0,A).

Caso 4. t,s > 0.
Para mostrar este caso debemos verificar ambas contenciones.

Sea x € N(s,N(t,A)). Entonces existen y € N(t,A) y a € A tales que
d(xz,y) < syd(y,a) <t loqueimplica que d(z,a) < d(z,y)+d(z,a) < s+t.
Esto demuestra que

N(r,N(s,A)) C N(r+s, A).

Para la otra contencion, si x € N(s+1t, A), existe a € A tal que d(z,a) <
s 4+ t. Como la métrica d es convexa, por [6, Proposiciéon 10.4], existe una
isometria v : [0,d(z,a)] — X tal que v(0) = a y y(d(z,a)) = x.

Sea ¢ = (s +t) —d(z,a) > 0. Sea v > 0 tal que t — 5§ < r < t. Como
v es una isometria, d(a,y(r)) =r <ty d(y(r),z) = d(z,a) —r =t + s —
e—r<t+s—e—(t—35) =s5—5 < s Demanera que d(a,y(r)) <ty
d(v(r),x) < s. De aqui que y(r) € N(t,A) y x € N(s, N(t, A)). Por lo tanto
N(s+t,A) C N(s,N(t, A)).

Con esto terminamos la demostracion de esta proposicién. m
Lema 2.8 5t X un continuo localmente conexo con métrica convexa d, en-

tonces la funcion K : [0,1] x C(X) + C(X) dada por K((t,A)) = N(t, A)
es continua.

Demostracién. Sean:
(1) {tn}5°, es una sucesién en [0, 1] con lim ¢, = ¢, para algin ¢ € [0, 1],

(17) {An}52, es una sucesién en C(X) con lim A,, = A, para algin A €
C(X).

Probaremos que lim N(t,, A,) = N(t, A).
Sea £ > 0. Entonces:

existe N1 € N tal que ¢, € (t — 5,1+ £), para toda n > Ny, y
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existe Ny € N tal que H(A,, A) < £, para toda n > N.
Sea N = méax{ Ny, No}, entonces si n > N, tenemos que:
(1) t, <t+7%,
(2) t <t,+5.
Como H(A, Ay,) < §, por el Lema 1.32, también se cumple que:
(3) An C N(5,4),
(4) ACN(%, Ay).
Aplicando la Proposicién 2.7, tenemos las siguientes contenciones:
De (3), tenemos que N (t,, A,) C N(t,, N(5,A)) = N(5, N(tn, A)).
De (1), obtenemos que N(t,, A) C N(t+ 5, A).
Lo que implica que:

N(5,N(tn, A)) € N5, N(E+ 5, 4) = N+t + 5. 4) = N(5, N(t, A).
Como N(t, A) € N(t, A), concluimos que N (t,, A,) C N(%,m)
Por lo tanto:

Nt An) € N(5,N(t, A)) C N(e, N(t, A))

Por otro lado, de (4), tenemos que N (t, A) C N(t,N(5, A,)) = N(5, N(t, An)).

De (2), tenemos que N(t, A,) C N(t, + 5, An).
Lo que implica que:

N(§,N(t,Ay)) C N5, N(tn+5,A4n)) = NS+t +5, An) = N(5, N(tn, An)).
Como N(t,, A,) C N(t,, A,), concluimos que N(t, A) C N(%,m)

Por lo tanto:
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N(t,A) C N(5,N(tn, An)) C N(e,N(t,, Ayn))

Lo que hemos demostrado es que para todo £ > 0, existe N € N, tal que
sin > N, entonces: N(t,,A,) C N(e,N(t,A)) y N(t,A) C N(g, N(t,, An)).

Por lo tanto, por el Lema 1.32, obtenemos que H (N (t, A), N(t,, A,)) < &,
para toda n > N, lo que demuestra que lim N (t,, A,) = N(t,A). =

Lema 2.9 Sea X un continuo localmente conexo. Si A € D(X) yt € [0,1],
entonces a: [0,1] — D(X), definida por:

a(s) = N(s-t,A).
Estd bien definida y es continua.

Demostracién. Si s € [0,1], por el Lema 2.6, tenemos que N(s-t, A) €
D(X), lo que demuestra que « estd bien definda.

Para ver que « es continua, sea {s,}°°; una sucesién en [0,1] tal que
lims, = s, para algin s € [0,1]. Como lims, -t = s -t, por el Lema 2.8,
tenemos que lima(s,) = lim N(s, -t,A) = N(s-t,A) = a(s). Por lo tanto
a es continua. m

Teorema 2.10 Si X es un continuo localmente conexo, entonces D(X) es
localmente conezo.

Demostracién. Sea A € D(X). Demostraremos que D(X) es conexo en
pequeno en A. Sea € > 0.

Por el Teorema 1.45, tenemos que C(X) es localmente conexo. Sea V un
abierto conexo en C'(X) tal que A € V C Bg (A), definimos:

U={N{tB):0<t<Z:yBeV}

Por el Lema 2.6, N(t, B) € D(X) para toda t > 0.

Afirmacion 1. A € intpxy(U N D(X)).

Demostracion. Si B € V, entonces B = N(0, B) € U, lo que implica que
YV CUu.
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Como VN D(X) es un abierto en D(X) y se cumple que A € VN D(X) C
U N D(X), obtenemos que A € intpx)(U N D(X)).

Afirmacion 2. U N D(X) C BE(A) N D(X).

Demostracion. Si E € U N D(X), entonces existen B € Vy 0 <t < ¢

tales que £ = N(t, B). Como V C B’;(A), tenemos que H (B, A) < &.

Como B C N(5,N(t,B)),yalsert < § se cumple también que N(t, B) C

N(§,B), por el Lema 1.32, concluimos que H(B, N(t,B)) < 5.

Por la desigualdad del tridngulo tenemos que H(A,E) < H(A,B) +
H(B,N(t,B)) < e. Esto demuestra que Y N D(X) C BH(A) N D(X).

Afirmacion 3. U N D(X) es conexo.

Demostracion. Si E € U N D(X), entonces existen B € Vy 0 < t5 <
S tales que B = N(to, B). Como V es abierto y conexo en C(X), que es
localmene conexo, por el Teorema 1.20, tenemos que V es arco conexo.

Sea «v: [0,1] — V un encaje tal que o(0) = Ay a(1) = B. Consideremos
los siguientes casos.

Caso 1. tg > 0.

Sea (3 :1[0,1] — U N D(X), definida por

B(s) = N(stg, a(s)).
Como para toda s € [0,1] se tiene que 0 < sty <ty < 5y a(s) € V;
tenemos que f[(s) € U para toda s € [0, 1]. Por el Lema 2.6, tenemos que
B(s) € D(X) para toda s € [0, 1], lo que demuestra que /3 estd bien definida.

Verifiquemos que (3 es una funcién continua.

Sea {s,}5°, una sucesién en [0, 1] tal que lim s,, = s para algin s € [0, 1].
Por la continuidad de « tenemos que lim a(s,) = a(s). Aplicando el Lema
2.8, tenemos que lim (3(s,) = lim N(s,to, (s,)) = N(sto,a(s)) = B(s). Lo
que demuestra que (3 es continua.




24 CAPITULO 2. EL HIPERESPACIO D(X)

Como [(0) = N0+ o,a(0)) = N(0,4) = A y B(1) = N(1-fo, a(1)) =
N(to, B) = E, concluimos que (3(]0,1]) es una trayectoria de A a E en U N
D(X).

Caso 2. tg = 0.

Fijemos un ¢; tal que 0 < #; < 5. Consideremos las siguientes funciones:
B:[0,1] — U N D(X), definida por G(s) = N(st1,a(s)) y
v :[0,1] = U N D(X), definida por (s) = N(st, B).

Por el Caso 1, tenemos que 3 es una funcion que esta bien definida y que
es continua; y que ademds cumple que 3(s) = Ay (1) = N(t1, B).

Como B € V y st; < g, para toda s € [0, 1], obtenemos que (s) €
U N D(X), para toda s € [0, 1], lo que demuestra que v esta bien definida.
Por el Lema 2.9, tenemos que v es una funcién continua.

Como 7v(0) = N(0,B) = E'y (1) = N(t1,B), podemos concluir que
B([0,1]) U~(]0,1]) es una trayectoria de F a A, contenida en U N D(X).

Lo que hemos demostrado es que todo elemento en U N D(X), se puede

unir por una trayectoria en 4 N D(X) con el punto A. Lo que demuestra que
U N D(X) es conexo.

Por lo tanto & N D(X) es un subconjunto conexo en D(X), que tiene a
A en su interior y que estd contenido en B (A) N D(X). Lo que demuestra
que D(X) es conexo en pequeno en A

Por el Teorema 1.17, obtenemos que D(X) es localmente conexo. m

A continuacion estudiaremos algunas propiedades adicionales del hiperes-
pacio D(X), en la familia de los continuos localmente conexos.

Teorema 2.11 Si X es un continuo localmente conexo, entonces D(X) es
denso en C(X).
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Demostracién. Sean A un elemento en C'(X) y € > 0.

Por el Lema 2.6, tenemos que N(5, A) es un subcontinuo regular.

Como A C N(e,N(5,A))y N(5,A4) C N(e, A), por el Lema 1.32, tenemos

que H(A,N(5,4)) <e.

Por lo tanto N (5, A) € BY(A) N D(X), lo que demuestra que D(X) es
denso en D(X). m

Teorema 2.12 Si X es un continuo localmente conexo, entonces D(X) es
arco conexo.

Demostracién. Sea A en D(X) y consideremos « : [0, 1] — D(X) dada por
a(t) = N(t, A).

Por el Lema 2.9, tenemos que « esta bien definida y es continua.

Como «a(0) = N(0,A) = Ay a(l) = N(1,A) = X, tenemos que todo
elemento en D(X) se puede conectar por una trayectoria con X en D(X), lo
que implica que D(X) es arco conexo. m

Teorema 2.13 Si X es localmente conexo, entonces D(X) es contrdctil.

Demostracién. Sea G : D(X) x [0,1] — D(X), definida por

G((A, 1)) = N(L, A).

Si (A,t) € D(X) x [0,1], por el Lema 2.6, tenemos que G((A,t)) =
N(t,A) € D(X), lo que demuestra que G esta bien definida.

Por el Lema 2.8, G es continua.

Por 1ltimo, notemos que:

= G((A4,0)) = N(0,A) = A, para todo A € D(X).

= G((A,1)) = N(1,A) = X, para todo A € D(X).
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Lo anterior demuestra que G es una contraccién de D(X) en X. m

Desgraciadamente muchas propiedades topoldgicas para el hiperespacio
D(X) son algo complicadas de estudiar, debido a que D(X) no preserva las
propiedades naturales que se esperarian a primera vista.

Por ejemplo, tenemos que existen espacios muy sencillos para los cuales
D(X) no es conexo, y en estos espacios no tendria mucho sentido preguntarse
si D(X) es arco conexo, contractil, etc.

Mas adelante estudiaremos qué sucede con la compacidad de D(X), pero
antes de esto, necesitamos presentar un espacio que va a tener un papel muy
importante en diferentes etapas del estudio del hiperespacio de subcontinuos
regulares.

2.4. B un Ejemplo Especial

Recordemos que si X es un continuo indescomponible, entonces todo sub-
continuo propio de X tiene interior vacio (Teorema 1.27).

Por lo tanto, si X es indescomponible, entonces:
D(X) ={X}.

En este sentido, quiero mencionar que durante mucho tiempo, al estudiar
la estructura de los subcontinuos regulares en diversos espacios, creimos que
el hecho de que X fuera el unico subcontinuo regular, era una condicién
necesaria y suficiente para que un continuo fuera indescomponible.

En esta secciéon vamos a construir un continuo descomponible, el cual
contiene sélo un subcontinuo regular.

Comencemos por tomar C el conjunto de Cantor candnico contenido en
el intervalo [0,1] y denotemos por K el arcoiris de Knaster en R? que se
construye con base en el conjunto C x {0}.

Consideremos T : K — R3, definida por

_ [ (z,y+1,0), siy>0
T((:c,y))_{ (r,y —1,0), siy<0
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Notemos que geométricamente podemos pensar a 7'(XC) como la traslacién
de la parte superior de K una unidad hacia arriba y la parte inferior de K
una unidad hacia abajo (ver Figura 2.2).

Denotemos por Z al cilindro del conjunto de Cantor en R? determinado
por

Z={(c,;t,0) eR3:ceCyte[-1,1]}.
Sea
Y = T(K) U Z.

Notemos que Y es de nueva cuenta una copia del arcoiris de Knaster,
pero que contiene, de manera natural, el cilindro del conjunto de Cantor Z
(Figura 2.2).

Figura 2.2: El Arcoiris de Knaster.

Para cada punto ¢ en C, sea:
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Y. ={(z,c,y) € R3: (z,9,0) € Y}

Notemos que para cada ¢ € C, el conjunto Y, es una copia del espacio Y
posicionado de manera natural en el plano y = ¢ (Figura 2.3).

Si para cada ¢ € C, denotamos por L. al arco definido por {(¢,¢,0) € R? :
t € [—1,1]}, entonces:

Y.NY =L..

Con las construcciones anteriores estamos listos para definir el continuo
que nos interesa.

Definicién 2.14 FEl Continuo B.
En R3, sea B el continuo dado por

B=YU(UYo).

ceC

Observacion 2.15 Las siguientes propiedades del continuo B se cumplen
por construccion:

(a) Y es un subcontinuo propio de B que tiene interior diferente del vacio

(el punto wy = (3,2,0) pertenece al interior de Y, ya que B — (|JY.)

272
ceC
es un abierto en B que tiene a wy ).
(b) Y.NY, =0, para cualesquiera c,v € C tales que ¢ # v.
(c) int(Y.) =0, para todo c € C.

(d) Si {cn,}22, es una sucesion en C tal que lime,, = ¢, para algin ¢ € C,
entonces limY, =Y..

A lo largo de esta seccién usaremos la notacion que usamos para definir
al continuo B.

Observaciéon 2.16 FEl conjunto B—Y es un subconjunto abierto y no conezo.
Mas ain, sus componentes coinciden con los conjuntos Y, — L., donde ¢ € C.

Afirmacion 2.17 B es descomponible.
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Figura 2.3: El conjunto Y U Yj.

Demostracion. Como Y es un subcontinuo propio de B con interior diferente
del vacio, por el Teorema 1.27, concluimos que B es descomponible. m

En lo que resta de esta seccién mostraremos que B no contiene subcon-
tinuos regulares propios. Para esto vamos a introducir la siguiente notacion
que facilitara la escritura de algunos resultados.

Sean A € C(B) y c € C tales que ANY,. # 0 y que ademas A ¢ V...

Siz € ANY., entonces denotaremos por C¢ la componente de ANY,. que
tiene a x y por C, a la composante de Y, que tiene a z.

Lema 2.18 Sean A € C(B) y e € C tales que A ¢ Y.. Sixz € ANY,,
entonces CS N L, es un subconjunto conexo y no vacio.

Demostracién. Primero demostremos que C¢N L, # 0.

Supongamos que C¢N L, = ). Entonces C¢ C B—Y. Por el Teorema 1.44,
existe un arco ordenado « : [0,1] — C(X) de C$ a A. Por la continuidad de
«, existe t > 0 tal que a(t)NY = (.
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Por la Observacién 2.16, tenemos que B—Y es un subconjunto no conexo
cuyas componentes coinciden con los conjuntos Y, — L. con ¢ € C. Dado que
a(t) es un subcontinuo de B — Y, existe ¢ € C tal que a(t) C Y. — L.. Como
ademds x € a(t) NY,, concluimos que a(t) C Y.

Pero C¢ es la componente de A N'Y, que tiene a x, asi tenemos que
a(z) C C¢. Lo que es una contradiccion ya que C¢ = a(0) C a(t) C C¢.

Con esto concluimos que C¢ N L, # (.

Como Y, es indescomponible y C¢ es un subcontinuo de Y., para de-
mostrar que C¢ N L, es conexo, tenemos dos casos.

Caso 1. C¢ =Y.
En este caso C; N L. = L. y terminamos el andlisis de este caso.
Caso 2. CS C Y.

En este caso C¢ es un arco de C,, como también L. C C, y CS N L, #
0, tenemos que C¢ U L. es un arco. Como la interseccién de dos subarcos
conenidos en un arco mas grande, es también un arco, concluimos que C{N L,
es conexo.

Asi concluimos la demostracion de este lema. m

Afirmacion 2.19 Si A es un subcontinuo de B, entonces ANY es un sub-
congunto conexo de Y .

Demostracién. Sea A un subcontinuo de B tal que A ¢ Y y supongamos
que ANY no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos cerrados, ajenos
y no vacios H y K de B tales que ANY = HU K.

Sixe A-Y, existe ¢ € C tal que x € Y.. Por el Lema 2.18, tenemos que
C¢ N L. es conexo y no vacio. Como CSNL. C ANY = H U K, obtenemos
que CsNL.CHoCSNL,CK. Sean

H={reA: existeceCtalquex €Y. yC-NH#APIUHy

K ={reA:existeceCtalquer €Y,y CcNK # (0} UK.
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Verifiquemos que H’ es un subconjunto cerrado de B.
Sea {y,}>° | una sucesién en H' tal que limy,, = y para algin y € B.

Si la sucesién {y, }5°, estd contenida en H, es claro que y € H. Supon-
gamos que y, € B — Y, para toda n € N. Entonces existe una sucesion
{cn}nl, contenida en C, tal que y, € Cyr. Podemos suponer, sin pérdida de
genera-lidad, que lime, = ¢ para algin ¢ € C. Como y, € H’' para toda
n € N, se cumple que Cy» N H # (.

Para toda n € N, sea z, € Cj;» N H. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que limz, = x para algin x € B. Pero {z,}3°, es una sucesién
contenida en H, que por ser cerrado, tenemos que x € H.

Como {Cyn 102, es una sucesion de subcontinuos de C(A), podemos supo-
ner, sin pérdida de generalidad, que lim C» = C para algtin subcontinuo C
de A. Més atin, por el Inciso (d) de la Observacién 2.15, como C;» C Y,
para toda n € N, tenemos que C' C limY, =Y..

Por el Lema 1.34, tenemos que z = limz, € C y y = limy, € C.
Entonces, si C} es la componente de A NY. que tiene a y, se cumple que
C C C;. Lo que demuestra que Cy N H # () y concluimos que y € H'.

Con esto hemos demostrado que H' es un subconjunto cerrado de B. De
forma andloga, podemos probar que K’ es un subconjunto cerrado de B.

Verifiquemos que H' y K’ son ajenos.
Para esto vamos a demostrar que ningin punto de H' pertenece a K'.

Sea x € H'.

Sixz € H,entonces x ¢ K. Six € K', entonces existe ¢ € C tal que x € Y,
y CcN K # (. Por el Lema 2.18, tenemos que C¢ N L. es un subconjunto
conexo de Y, perox € (CSNL.)NH. Como C:NY = CINL, C ANY = KUH
y por ser H y K una separaciéon de ANY, concluimos que CSNY C H. Lo
que demuestra que = ¢ K.

Supongamos entonces que r € B —Y.

Sea ¢ € C tal que z € Y. Entonces C¢NH # (). Por el Lema 2.18, tenemos
que C¢N L. es un subconjunto conexo. Como CSNL. C ANY = HUK, por
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ser H y K una separacion de ANY y CSNH # () tenemos que CSNY C H.
Lo que demuestra que C¢N K = (). Por lo tanto x & K.

Con esto obtenemos que H' y K’ son ajenos. Como A = H'UK’, tenemos
que H' y K’ forman una separacién de A, lo que es una contradiccion, ya

que A € C(B).
Asi demostramos que ANY es un subconjunto conexo de Y. m

Afirmacién 2.20 Si A € C(B) y c € C, entonces ANY. es un subconjunto
conexo de Y,

Demostracién. Sean A € C(B) y ¢ € C tales que ANY, es no vacio y que
ademas A Z Y.

Por el Lema 2.18, tenemos que toda componente de A NY, intersecta al
arco L.. Sea a € AN L., analicemos dos casos.

Caso 1. Existe una componente C' de ANY,, tal que C ¢ C,,.

Por el Lema 2.18, tenemos que CN L. # (), lo que implica que C' intersecta
dos composantes diferentes de Y,.. Como C' es un subcontinuo de un continuo
indescomponible, que intersecta més de dos composantes, tenemos que C' =
Y,. Porlo tanto Y, =C C ANY, CY,, lo que demuestra que ANY, =Y, es
un subconjunto conexo de Y,.

Caso 2. Toda componente de A NY, es un subconjunto de C,.

Afirmacién 1. Existe un arco pg en C, tal que ANY, C pq y es minimo
con esta propiedad.

Demostracién. Recordemos que L. = {(t,c,0) € R® : t € [-1,1]},
asi podemos asignar a L. el orden natural inducido por [—1,1]. Como ANY,
es un subconjunto cerrado, existen r = min{z € L.: z € A} y s = méx{z €
L. : z € A}. Denotemos por rs el arco contenido en L. con extremos r y s.

Sean C¢y C¢ las componentes de ANY, que tienen a r y s, respectiva-
mente.
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Por hipétesis tenemos que C¢ C C, y CS C C,, lo que implica que Cf
y C¢ son dos arcos contenidos en C,. Por lo tanto Cf U rs U C¢ es el arco
minimo que contiene a ANY,.

Por la Afirmacion 2.19, tenemos que ANY es un subconjunto conexo de
Y, como también es cerrado en Y, concluimos que A NY es un subcontinuo
de Y. Por ser Y indescomponible, debemos analizar dos casos.

Caso 2.1 AnY =Y.

En este caso tenemos que L. C A, lo que implica que L. C ANY,.
Asi tenemos que L, = rs y concluimos que CFU L, U C¥¢ es un arco contenido
en C, que contiene al conjunto ANY,. Como también CYUL.UCS C ANYL,
concluimos que Cf U L. U C¢ = ANY, es un subconjunto conexo de Y.

Caso 22 ANY CY.

Como Y es homeomorfo al arcoiris de Knaster y AN L. # ) tenemos que
ANY esun arco contenido en la composante de Y que tiene a los puntos r
ys. Comor,s € ANL. C ANY, tenemos que ANY es un arco que tiene a
los puntos r y s, lo que implica que el arco rs esta contenido en ANY.

Por lo tanto rs C Ay rs C L. C Y., lo que nos dice que rs = AN L.
Asi obtenemos que ANY, = CfUrsUCY, que es un arco contenido en C,,.

Con los casos anteriores, hemos probado que ANY, es conexo. m
Afirmacion 2.21 Si A es un subcontinuo reqular de B, entonces Y C A.

Demostracion. Por la Afirmacién 2.19, tenemos que B = ANY es un
subconjunto conexo de Y, como ademaés es cerrado en B, concluimos que B
es un subcontinuo de B.

Notemos que BN (B — JY.) # 0. Pues de lo contrario A C |JY., por
ceC ceC
ser A conexo tendriamos que A C Y, para algtin ¢ € C. Pero int(Y,) = 0, lo

que implica que int(A) = (), lo cual no puede suceder.

Seax € BN(B— |JY.), como |JY. es cerrado en B, existe un abierto U
ceC ceC
talquex e Uy UnN JY. =0.

ceC
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Como z € A = int(A), existe y € U Nint(A). Notemos que W = U N
int(A) es un abierto no vacio de B tal que W C B.

Lo que hemos demostrado es que B es un subcontinuo de Y con interior
diferente del vacio, al ser Y indescomponible, por el Teorema 1.27, obtenemos
que Y =B.PorlotantoY C A. m

Afirmacién 2.22 Sean A un subcontinuo de B y ¢ € C. Si int(A) N (Y. —
L.) # 0, entonces Y, C A.

Demostracion. Por la Afirmacion 2.20, tenemos que B = AN Y, es un
subcontinuo de Y,.

Sea x € int(A) N (Y, — L.) y U un abierto en B tal que z € U C Ay
uny =9.

Entonces U N'Y,. es un abierto no vacio de Y. contenido en B, lo que
demuestra que B es un subcontinuo de Y. con interior (en Y,) no vacio. Al
ser Y, indescomponible, por el Teorema 1.27, concluimos que Y. = B. Asi que
Y.CA m

Afirmacién 2.23 Si A es un subcontinuo regular de B, entonces D = {c €
C:Y.C A} es denso en C.

Demostracion. Por la Afirmacién 2.21, tenemos que Y C A.
SeanceCye>0.

Sea x € L., tal que z € int(|JY.). Como A es regular se cumple que
ecC

int(A) = A, dado que z € L. C Y C A =int(A), existe y € int(A) tal que

y € B.(x). Sea U un abierto tal que y € U C AN (B:(z) N Y Ye).
ecC

Como y € int(|JYe), existe ¢; € C tal que y € Y,,, lo que implica que
ecC

UNn (Y, — L) # 0, es decir int(A) N (Y., — L.,) # 0. Por lo tanto, por la
Afirmacion 2.22, tenemos que Y., C A.

Como x € L.y y € L., existen t,s € [0,1] tales que x = (t,¢,0) y
y = (s,¢1,0). Pero y € B.(z), lo que implica que:
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lc — | <d(x,y) <e.
Por lo tanto D es densoen C. m

Teorema 2.24 FEl continuo B no contiene subcontinuos requlares propios;
en otras palabras D(B) = {B}.

Demostracién. Sea A un subcontinuo regular de B.

Por la Afirmacion 2.21, tenemos que Y C A; y por la Afirmacion 2.23,
tenemos que {c € C : Y. C A} es denso en C, lo que implica que A es denso
en (JY,.

ceC

Por lo tanto, al ser A un subconjunto cerrado, tenemos que B = Y U

(UY.) C A, porlotanto A=D5. =

ceC

2.5. Compacidad de D(X)

Otra de las propiedades topoldgicas que nos interesa que un hiperespacio
preserve, es el de ser un subconjunto compacto.

En el Capitulo 6, abordamos por completo el problema de determinar
si el hiperespacio de subcontinuos regulares es compacto; en esta seccion
quiero hablar sobre algunos temas secundarios del resultado principal que
obtenemos en dicho capitulo.

Por tal motivo me permito usar el siguiente resultado, el cual demostramos
mas adelante (ver Teorema 5.20):

Teorema 2.25 Si D(X) es infinito, entonces D(X) no es cerrado.

El Teorema 2.25 nos da una caracterizacion inmediata sobre la compaci-
dad del hiperespacio D(X).

Teorema 2.26 Sea X un continuo, entonces D(X) es compacto si y sdlo si
D(X) es finito.
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Demostracién. Si D(X) es finito, claramente D(X) es compacto.

Por otro lado, si D(X) es compacto, por el Teorema 2.25, tenemos que
D(X) no es infinito.

Por lo tanto D(X) es finito. m

Teorema 2.27 Si X es un continuo, entonces D(X) es un continuo si y
sélo si D(X) es degenerado.

Demostracién. Si D(X) es un continuo, entonces D(X) es un subconjunto
cerrado y conexo. Por el Teorema 2.26, tenemos que D(X) es cerrado si y sélo
si D(X) es finito. Pero un conjunto finito es conexo si y s6lo si es degenerado.
n

El Teorema 2.27, podria terminar con nuestras ilusiones de estudiar el
hiperespacio de subcontinuos regulares, ya que nos indica que la tinica opor-
tunidad que tenemos para que el hiperespacio D(X) sea un continuo, es
que D(X) sea degenerado. Pero de forma muy natural tenemos el siguiente
problema.

Problema 2.28 ;Cudl es la familia de continuos X, para los cuales D(X)
es degenerado?

En este sentido, debo mencionar que, por mucho tiempo crei que los
unicos subcontinuos que iban a satisfacer que su hiperespacio de subcontinuos
regulares es degenerado, serian los continuos indescomponibles.

Afortunadamente (o desafortunadamente) el continuo B (Definicién 2.14)
que estudiamos en la seccién anterior, nos proporciona un ejemplo que no
satisface esta propiedad; ya que por la Afirmacién 2.17 tenemos que B es
descomponible, pero por el Teorema 2.24 obtenemos que D(B) = {B}.

Indagando un poco en las propiedades del espacio B, lo inico que podemos
decir en relaciéon al Problema 2.28; es la siguiente conjetura.

Conjetura 2.29 Si D(X) = {X}, entonces X contiene un subcontinuo in-
descomponible.
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Ahora bien, continuando con la discucién de la compacidad del hiperes-
pacio D(X), por el Teorema 2.26 tenemos que la tnica posibilidad para que
D(X) sea compacto es que sea finito, de esta forma podemos pensar en el
siguiente problema:

Problema 2.30 ;Para qué enteros n € N | existe un continuo X de tal
forma que D(X) tenga exactamente n elemenentos?

Para discutir un poco el Problema 2.30, pensando en la estructura de los
subcontinuos regulares de un continuo indescomponible, consideremos X co-
mo la unién de dos subcontinuos indescomponibles Y] y Y5 que se intersectan
s6lo en un punto p.

Notamos que si A es un subcontinuo de X que no tiene al punto p,
entonces A es un subcontinuo propio de Y; o Y3, y en cualquier caso, el
interior de A es vacio. Por otro lado, sip € A, y ANY; es un subcontinuo
propio no degenerado de Y7, entonces A no es regular, ya ningtin punto en
ANY), diferente de p, pertenece a int(A). Esto nos dice que D(X) tiene sélo
tres elementos, a saber Yy, Yo y X.

Siguiendo la idea de unir adecuadamente continuos indescomponibles para
obtener una cantidad finita de subcontinuos regulares, en la siguiente seccion
construiremos algunos espacios para los cuales el nimero de subcontinuos
regulares de X tiene un patrén particular.

2.5.1. Contando en D(X)

Proposicién 2.31 Sea X =Y, U...UY, un continuo, tal que n > 2 y:
1.'Y; es indescomponible para toda i € {1,...,n}.
2. Erxiste y € X tal que Y;NY; = {y} para cualesquiera i # j.
Entonces D(X) tiene 2" — 1 elementos.

Demostracion. Notemos que el punto y € X es de corte.

Observacion 1. Si A € D(X) y ANY; es no degenerado para algin
i€ {l,...,n}, entonces Y; C A.



38 CAPITULO 2. EL HIPERESPACIO D(X)

Para argumentar esta observacion, analicemos dos casos.
Caso 1. y ¢ A.

Como y es de corte en X, tenemos que A es un subcontinuo propio de
Y; y por el Teorema 1.27, obtenemos que inty,(A) = (. Sea a € A, como
U =Y;— {y} es un abierto de X tal que a € U, dado que A € D(A), se
cumple que @) # int(A)N(Y;—{y}) C ANY;, lo que implica que inty,(A) # 0,
lo que es una contradiccién.

Caso 2. y € A.

Siz e ANY;, por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que
y € C,, donde C, es la componente de x en ANY;. Como y € A, concluimos
que ANY; es un subcontinuo de Y;.

Si ANY; es un subcontinuo propio de Y;, tenemos que inty,(ANY;) = 0.
Seaa € ANY;, cona # y,comoa € A =int(A)yY;—{y;} es un abierto que
tiene al punto a, entonces () # int(A) N (Y; — {v:}) € AN (Y), lo que es una
contradiccion, al Teorema 1.27. Por lo tanto Y; C A. Con esto concluimos la
demostracion de esta observacion.

La Observacién 1, muestra que si A € D(X), entonces:

A= Uie[ Yi,
donde [ es un subconjunto no vacio de {1,...,n}.
Como existen 2" — 1 subconjuntos no vacios de {1,...,n}, concluimos

que D(X) tiene 2" — 1 elementos. m
Proposicién 2.32 Sea X =Y, U...UY, un continuo, tal que:

1. Y; es indescomponible para toda i € {1,...,n}.
2.Y,NY;#0 siysolosi|i—j|<1.
3. Y;NYi1 =4y} para toda i € {1,...,n—1}.

Entonces D(X) tiene @ elementos.
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Demostracion. Notemos que X se puede pensar como una cadena donde
los eslabones son los subcontinuos Yy, ..., Y,. Ademas tenemos que el punto
y; € Y;NY;; es de corte en X, para toda i € {1,...,n—1}.

Observacion 1. Si A € D(X) y ANY, es no degenerado, para algin
i€ {l,...,n}, entonces Y; C A.

Para argumentar esta observacion, analicemos los siguientes casos.
Caso 1. A CY,.

Si A es un subcontinuo propio de Y;, al ser Y; indescomponible, por el
Teorema 1.27, tenemos que inty,(A) = (. Como A es un subcontinuo no
degenerado, existe a € A—{y;_1,v;}. Asique U = Y;—{y;_1,y;} es un abierto
en X tal que a € U. Como A € D(X), se tiene que @) # int(A)NU C ANY;,
lo que implica que inty,(A) # 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto

A=Y,
Caso 2. AZY;.

Sea xr € ANY,. Si C, es la componente de A N'Y; que tiene a x, por el
Teorema de los Golpes en al Frontera, tenemos que y; € C, o y;+1 € C, lo
que implica que ANY; tiene a lo mas dos componentes.

Sean C; y C;,1 las componentes de ANY; tales que y; € C; v yivq1 € Ciy.
Si ANY; es no conexo, entonces C;NCi 1 =0y ANY; = C; UCi4q, es decir,
C; y C;yq forman una separacién de ANY;.

De esta forma H = C;U(AN (Y1 U...UY; 1))y K =Ciiy U(AN (Yo U
... UY,)) forman una separacién de A en Y, lo que es una contradiccion.
Con este hemos demostrado que C; = (1, es decir, tenemos que ANY; es
conexo en Y;.

Si ANY; es un subcontinuo propio de Y;, entonces inty,(ANY;) = 0.
Sea a € AN (Y; — {yi,yir1}), como Y; — {y;, i1} es un abierto que tiene
al punto a, tenemos que ) # int(A) N (Vi — {yi, yir1}) C ANY;, lo que es
una contradiccién al Teorema 1.27. Por lo tanto Y; = ANY,. De modo que
Y, C A.

Con lo anterior terminamos la demostracién de esta observacion.
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Con ayuda de la Observacion 1, demostraremos por induccién sobre n

que D(X) tiene @ elementos.

Para la base de induccion, demostremos que el resultado se cumple para
n=2.

En este caso X = Y;UY; donde Y] y Y5 son indescomponibles y Y1 NY, =
{y1}, asf por la Afirmacién 2.31, D(X) tiene 22 — 1 = 3 = %2 elementos.

Supongamos que el resultado se cumple para una n > 3; es decir, todo
continuo X =Y, U...UY,, tal que:

1. Y; es indescomponible para toda i € {1,...,n}.
2. ViNY; #0siysélosi|i—j|<1.
3. YN Yy = {y;} para todai € {1,...,n—1}.

Cumple que D(f( ) tiene w

Sea X =Y, U...UY,., donde

elementos.

1. Y; es indescomponible para toda i € {1,...,n+ 1}.
2.Y,NY; #0siysélosi|i—j|<1
3. Y;NY 1 ={y;} paratodaie {1,...,n}.

Por hipétesis de induccion tenemos que si X =Y, U...UY,, entonces
D(X) tiene w elementos.

Notemos que si B € D(X)y B ¢ D(X), por ser B la unién ” consecutiva”
de subcontinuos Y; (Observacién 1), se cumple que B = Y;, 11 o existe A €
D(X) con y, € A, tal que B = AUY,;. De esta forma obtenemos que:

D(X)c D(X)U{AUY,p - AeD(X)yy, € AU{Y, 1}

Como todo subcontinuo que es la uniéon de los subcontinuos Y; es un
elemento en D(X), concluimos que:

D(X)=DX)U{AUY, 1 : A D(X)yy, € A}U{Y, 41}
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Como los elementos A € D(X) tales que y,, € A son:

Y, Y,UY, 1,....Y,UY, 1 U...UY;
Concluimos que D(X) tiene @ +n+1= w elementos.

Lo anterior termina la demostracion de esta proposicion. m

Notacién 2.33 En la siguiente proposicion parai,j € {0,...,n—1}, vamos
a considerar i ® j como la suma mddulo n en el conjunto {0,...,n—1}.

Proposicion 2.34 Sea X =YyU...UY,_1 un continuo tal que:
1.'Y; es indescomponible para toda i € {0,...,n—1}.
2.Y,NY; #0siysolosi|i—j|=10{ij}={0,n—1}.
3. Y;NYie1 = {yia1} para toda i € {0,...,n—1}.
Entonces D(X) tiene n(n — 1) + 1 elementos.

Demostracion. Notemos que X se puede pensar como una cadena circular
de subcontinuos.

Observacion 1. Si A € D(X) e int(A)NY; # 0, para algini € {0,...,n—
1}, entonces Y; C A.

Para argumentar esta observacion, consideremos los siguientes casos.
Casol. ACY,.

Si A es un subcontinuo propio de Y;, al ser Y; indescomponible, por el
Teorema 1.27 tenemos que inty,(A) = (. Sea a € A — {y;, Yie1}, como U =
Y: — {¥i, Yie1 } es un abierto tal que a € U y A € D(X), obtenemos que
0 #int(A)NU C ANY;, lo que implica que inty,(A) # 0, lo que es una
contadiccion. Por lo tanto A =Y

Caso 2 A ¢ Y.

En este caso debemos considerar los siguientes subcasos.
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Caso 2.1y, € Ay yie1 € A.

Six e ANY;, por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que
y; € Cy, donde C, es la componente de ANY; que tiene a z. Como y; € ANY;,
obtenemos que A NY; es un subcontinuo.

Si ANY; es un subcontinuo propio de Y;, entonces inty,(ANY;) = 0.
Sea a € AN(Y; — {vi, Yier1 }), como Y; — {y;, yix1 } €s un abierto que tiene al
punto a, tenemos que () # int(A) N (Y — {vi, vis1}) € ANY;, lo que es una
contradiccién al Teorema 1.27. Por lo tanto Y; = ANY; C A.

Caso 2.2 y;, yim1 € A.

Siz e ANY;, por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que
y; € Cyp 0 yim1 € C,, donde C, es la componente de x en A NY;. Como
Vi, Yim1 € ANY;, obtenemos que A NY; tiene a lo mas dos componentes,
digamos C; y Cig;.

Si C; = Cig1, entonces ANY; es conexo, y por el Caso 2.1, obtenemos
que Y; = ANY,.

Si C; N Ciyy = 0, entonces A NY;, es un subconjunto propio de Y; y
inty,(ANY;) = (0. Sin pérdida de generalidad, sea a € Cjg;, como Y; —
(C; U{yip1}) es un abierto que tiene al punto a y A € D(X), se cumple que
0 # int(A) N (Y — (C; U{yig1})) € ANY,, lo que es una contradiccién al
Teorema 1.27. Asi terminamos la demostracion de esta observacion.

Si B € D(X) — {X}, por la Observacién 1, tenemos que B se puede
pensar como la unién consecutiva (médulo n).

De esta formasi Y = Y U...UY,_1,y B € D(X) con B ¢ D(Y), entonces
se cumple que B =Y o existen A, , A, € D(Y) conyy € Ay, y 11 € Ay,
tales que B = A, UYyo B=Y,UA, o B=A4, UYyUA,; es decir, se

cumple que Yy C B.

Como todo subcontinuo que se vea como la unién de subcontinuos Y, es
un elemento en D(X), tenemos que se cumple que:

D(X)=DY)U{Ae D(X):Y, C A}.
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Por la Proposicién 2.32, tenemos que D(Y) tiene "

Tl)" elementos.
Contemos el nimero de elementos en M ={A € D(X) : Y, C A}.
Si A € M, por la Observacion 1, tenemos que A = X o que:

A=Y,U...UYUYUY U...UY, (jeo),
donde i € {0,1,....n—2yje{n,n—1,...,i+ 2}

Como para toda i € {0,...,n — 2} fija, podemos construir n — (i & 1
elementos diferentes en M, concluimos que M tiene 1437 2[n— (i +1)] =

1+[(n—1)+...+1]:14—(”_71)"e1ementos.

. . . (n—1)n (n—1)n o
De lo anterior podemos concluir que D(X) tiene === + 5= + 1 =

(n — 1)n + 1 elementos, lo que termina la demostracién de esta proposicion.
|

Para finalizar esta seccién, deseo incluir una pregunta que surge de for-
ma natural en relacion al nimero de elementos que tiene el hiperespacio de
subcontinuos regulares.

Problema 2.35 ;S5i n € N, existe un continuo X con la propiedad de que
D(X) tiene n elementos?

2.6. La Funcion N

En esta seccién quiero introducir la definicién y enunciar algunas propiedades
basicas de una funcién que estudiamos en este proyecto.

La funcién que quiero presentar esta relacionada con una de las funciones
entre conjuntos mas famosas que se han estudiado en teoria de continuos, la
funciéon T de Jones, la cual estd definida de la siguiente forma.

Definicién 2.36 Si X es un continuo, definimos T : 2% — 2% por
TA)={xeX:siWeC(X)yaxecint(W), entonces W N A # 0}.

Se conocen diversas propiedades interesantes de esta funciéon. A conti-
nuaciéon mencionamos algunas.
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Afirmacion 2.37 Sea X un continuo, entonces:

1. T estd bien definida [3, Lema 1.5, p. 86,
2. ACT(A), para toda A € 2% [3, Lema 1.5, p. 86],
3. T(A) Cc T(B), st AC B [3, Lema 1.5, p. 86],

4. T(A) = A para toda A € 2% si y sélo si X es localmente conexo [3,
Teorema 1.28, p. 94].

Tomando como base al papel tan importante que juega el interior de
los subconjuntos al definir la funciéon T de Jones, resulta natural definir lo
siguiente:

Definicién 2.38 Sea X un continuo, definimos N : 2% s 2% por
NA)={x e X :siD e D(X) yx € int(D), entonces DN A # (}.
Afirmacion 2.39 Si X es un continuo, entonces N estd bien definida.

Demostracién. Para demostrar que N estd bien definda, como () # A C
N(A) para todo A € 2%, s6lo tenemos que verificar que N(A) es cerrado
para todo A € 2%,

Sea A € 2%, si 2 € X — N(A), entonces existe D € D(X) tal que
z €int(D)y DNA=10,asi z € int(D) C X — N(A), lo que implica que
X — N(A) es abierto. Por lo tanto N(A) es cerrado. m

Afirmacion 2.40 Sea X un continuo, entonces:
(a) ACT(A) C N(A), para toda A € 2%;
(b) N=T, si X es localmente conezo.
Demostracién. (a) Sea A € 2X.

Por 2 de la Afirmacién 2.37, tenemos que A C T(A). Sea = € T(A),
si D € D(X) tal que z € int(D), como z € T(A) y como D € C(X),
obtenemos que D N A # (). Por lo tanto x € N(A). Lo que demuestra que
ACT(A) C N(A).
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(b) Supongamos X localmente conexo, como Ty N tienen el mismo do-
minio y codominio, sélo necesitamos verificar que cumplen la misma regla de
correspondencia.

Sea A € 2% por (a) tenemos que T(A) C N(A).

Verifiquemos la otra contencién. Sea z € N(A) y W € C(X) tal que
z € int(W). Como X es localmente conexo, existe un abierto conexo U en
X tal que # € U C W. Por el Lema 2.5, tenemos que U € D(X), lo que
implica, por definicién de N, que UN A # 0, por lo tanto W N A # (), lo que
demuestra que x € T'(A).

Por lo tanto N = Ty terminamos la demostracién de (b). m

Teorema 2.41 Sea X un continuo. Entonces N(A) = A para toda A € 2%
sty solo si X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos X localmente conexo.

Si A € 2% por 4 de la Afirmacién 2.37 y por (b) de la Afirmacién 2.40,
se cumple que A =T(A) = N(A).

Demostremos la otra implicaciéon. Supongamos que N(A) = A para toda
A€ 22X,

Consideremos z € X y U un abierto tal que x € U. Como z ¢ X — U =
N(X —U), tenemos que existe D € D(X) tal que z € int(D)y DN(X-U) =
(. Asi x € int(D) C D C U, lo que demuestra que X es conexo en pequeno
en .

Como X es conexo en pequeno en todos sus puntos, obtenemos que X es
localmente conexo. m

A continuacién vamos a construir el ejemplo de un continuo para el cual
la funciéon N no coincide con la funcion 7.

Ejemplo 2.42 Para este ejemplo vamos a considerar tres abanicos armonicos
en R?, los cuales van a ser la estructura del espacio (ver Figura 2.4).

Construccion del abanico A;.
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Para toda n € N, sea L,, el segmento convexo en R? del punto (0,—1,0)

al punto (0,0, %), y sea L el segmento convexo del punto (0,—1,0) al punto
(0,0,0). Sea:

A = [UJLaUL.
n=1

Notemos que el abanico armdnico Ay esta contenido en el plano Y Z y L
es su arco limaite.

Construccion del abanico As.

Para toda n € N sea I, el segmento convero en R? del punto (0,0,0)

al punto (%,2,0); y sea I el segmento convezro del punto (0,0,0) al punto
(0,2,0). Sea:

A =[UIJul.
n=1

Notemos que el abanico armdnico Ao, estd contenido en el plano XY e I
es su arco limite.

Construccion del abanico As.

Para toda n € N, sea J, el segmento convero en R del punto (0,0,0)
al punto %(%, 2,0); y sea J el segmento convexo del punto (0,0,0) al punto
1(0,2,0). Sea:

Ay =[] U J.
n=1

Notemos que el abanico armonico As, estd contenido en el plano XY y
J es su arco limite.

Como ademds, para toda n € N, se cumple que J, es la mitad del arco
I,,, tenemos que As C Ay y geométricamente podemos pensar que As es la

mitad de As,.

Para poder definir el ejemplo que nos interesa, necesitamos construir tam-
bién los siguientes abanicos, los cuales tienen como base a As.

Para toda n € N, sea:
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A" ={7+(0,0,2) : T € As}.
Notemos que:

(a) A™ es la traslacion del abanico As al punto (0,0, +).

Por lo tanto A™ es homeomorfo a un abanico armonico con arco limite
J"={z+(0,0,2): 7 € J}, para toda n € N.

(b) lfm A" = As.
(¢) AN Ay ={(0,0,%)}, para toda n € N.

Finalmente consideremos el siguiente continuo en R® (Figura 2.4):

Z= A UAUA U A",
n=1

Figura 2.4: El continuo Z.
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Proposicion 2.43 Si Z es el continuo del Ejemplo 2.42 y denotamos p =
(0,~1,0) y ¢ = (0,2,0), entonces ¢ € N({p}) pero ¢ & T({p}).

Demostracién. Verifiquemos que ¢ € T'({p}).

Notemos que A, es un subcontinuo de Z, que por construccion satisface
que q € int(Ay) y que p € As, lo que demuestra que ¢ & T'({p}).

Verifiquemos que ¢ € N(p).
Sea D € D(Z) tal que q € int(D).
Sea U un abierto en Z tal que ¢ € U C D y que ademas U N (A; U. A3 U

(ya) =0

Como h'm(%, 2,0) = ¢, existe N € N tal que (%, 2,0) € U. Por ser (%, 2,0)
el punto extremo de [,, para toda n € N, y por la conexidad de D, existe
Ny € N, tal que I, C D, para toda n > Nj.

Como J, C I, para toda n € N, tenemos que J,, C D, para toda n > N.

Sea r € Jy, —{(0,0,0), %(NLO,Q,O)} y sea ¢ > 0 tal que B.(r)N I, = 0,
para toda m # Ny y que ademads (0,0,0), %(NLO, 2,0) € B.(r).

Como r € D = int(D), existe z € B.(r) Nint(D). Consideremos los
siguientes casos:

Caso 1. z & Jy,.

Por la eleccién de € y por tener que lim A" = Aj, se cumple que z € AM,
para alguna M € N.

Si p & D, al ser p un punto de corte de X, tendriamos que U = (A U
Ly —{p})NDyV =(Z—[AM U Ly]) N D formarian una separacién de
D, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto p € D.

Caso 2. z € Jy.
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Como z € B.(r) Nint(D) que es un abierto, al tener que lim A" = A;,
existe My € Ny zy € AM tal que 2y € int(D) N B.(x).

Aplicando el Caso 1 al punto zy, obtenemos que p € D.
Esto termina la demostracion de esta proposicion. m

Observacién 2.44 Si Z es el continuo del Ejemplo 2.42, por la Proposicion
2.43, tenemos que ¢ € N({p}) — T({p}), lo que demuestra que la funcion N
no siempre coincide con la funcion T de Jones.

Teorema 2.45 Si A € C(X), entonces N(A) € C(X).

Demostracién. Supongamos que N(A) es disconexo, entonces existen dos
subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios H y K de X tales que N(A) =
H U K. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A C H.

Sea U un abierto en X tal que H C U ¢ U C X — K. De esta forma
tenemos que Fr(U) C X — N(A). Por lo tanto para toda x € Fr(U) existe
D, € D(X) tal que z € int(D,) y D, N A = (). Como Fr(U) es compacto
y Fr(U) C U{int(D,) : x € Fr(U)}, existe n € N y existen xy,...,z, €
Fr(U) tales que:

Fr(U) th(Dm c UD,..

i=1 i=1
Sean D= JD,, y E=(X-U)UD.

i=1
Notemos que D y E son subconjuntos cerrados de X.

Afirmacion 1. E tiene un numero finito de componentes.

Demostracion. Sea C' una componente de E. Por el Teorema de los Golpes
en la Frontera, tenemos que C' N Fr(U) # 0, lo que implica que C'N D,, # 0,
para algin ¢ € {1,...,n}. Por ser D,, conexo, tenemos que D,, C C, para
todai e {1,...,n}.

Lo anterior nos dice que las componentes de F son las componentes de
E que contienen a los conjuntos D,,, ..., D, . Asi concluimos que F tiene a
lo mas n componentes y terminamos la demostracion de la Afirmacién 1.
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Sean (1, ..., C,, las componentes distintas de F.
Afirmacion 2. Sii € {1,...,m}, entonces C; € D(X).

Demostracion. Al ser E' un subconjunto cerrado en X, obtenemos que C;
es cerrado en X.

Como int(C;) C C;, entonces int(C;) C C;. Asi, para demostrar que
C; € D(X), s6lo tenemos que ver que C; C int(C;).

Sea ¥ € C; y supongamos, sin pérdida de generalidad, que C; N D, # 0
siysélosij=1,...,r; donde r < n. Analicemos dos casos.

Caso 1. v € D,, para alguna j € {1,...,7}.

En este caso tenemos que D,, C Cj, asi int(D,,) C int(C;). Como D, €

D(X), tenemos que v € D,, = int(D,,) C int(C;); lo que implica que
x € nt(C;).

Caso 2. x € C; — (D, U...UD,).

Como C, N C; = () para toda k # i, existe € > 0 tal que:

r

Be(x) N ([U Dy, JU[UCh]) = 0

=1 ki

Por la eleccién de e, tenemos que B.(x) C C;, lo que demuestra que
x € mnt(C;), asi x € int(U;).

Esto termina la demostracion de la Afirmacion 2.
Sea k € K, como K C X — U podemos suponer que k € C;, para algin
i € {1,...,n}. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que C; N D, # 0 si

y sélosi j € {1,...,7}, entonces

ke X —(UU[UC) c .
J#
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Por lo tanto k € int(C;). Por la Afirmacién 2, tenemos que C; € D(X)
y por construccién se cumple que C; N A = () lo que es una contradiccién ya
que k € K C N(A).

Por lo tanto N(A) es conexo, si A es conexo. m

Como podemos apreciar, la funcién N se comporta, hasta cierto pun-
to, como la funcién T de Jones. Dado que la funcién T' caracteriza varias
propiedades topolégicas de un continuo, es natural preguntarse si la funcién
N es capaz de caracterizar condiciones similares.

En este sentido, me gustaria enunciar el siguiente resultado que carac-
teriza el hecho de que un continuo sea indescomponible en términos de la
funcién T

Teorema 2.46 Sea X un continuo, entonces X es indescomponible si y solo
si T({z}) = X para todo x € X.

Seria agradable obtener un resultado como el Teorema 2.46 para la funcién
N. Desgraciadamente no se tiene una caracterizacion de este estilo, como
mostramos a continuacion:

Afirmacion 2.47 Si B es el continuo de la Definicion 2.1/, entonces:
(a) B es descomponible.
(b) N({z}) = B para todo x € B.
Demostracién. El inciso (a) se cumple por la Afirmacién 2.17.
Demostremos (b).

Sea x € By seape€ B—{x}. Por el Teorema 2.24, tenemos que D(B) =
{B}, por lo tanto si D € D(B) y p € int(D), entonces D = B, lo que implica
que x € D.

Por lo tanto T'({z}) = B. =

Si tratamos de extender a la funcion N a otros resultados que se tienen
para la funcién T de Jones, como los que caracterizan la aposindesis, la
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conexidad en pequeno, etc; se pueden encontrar ejemplos (algo complicados
de plasmar en papel y que no incuyo en este trabajo ya que nos desviarian
del propésito principal de este trabajo) que muestran que la funcién N no
preserva dichas propiedades.

En el Sexto Taller de Investigacion en Continuos y sus Hiperespacios,
evento que se realizé del 1 al 14 de julio de 2012 en la Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla, el Dr. David P. Bellamy presenté las siguientes
funciones:

Definicién 2.48 Si X es un continuo, definimos:

n Y 2% 2% definida por

Y(A)={x € X : si Be C(X) conint(B) conexo y x € int(B),
entonces BN A # (}.

» T: 2% = 2% definida por

['(A) ={z € X : si B€2X, B tiene a lo mds una cantidad numerable
de componentes y x € int(B), entonces BN A # 0}.

Directamente de la definicén tenemos que, si A € 2%, entonces:
ACT(A) CY(A) CcT'(A).

Lo natural es preguntarse donde esta posicionada la funciéon N, en este
sentido tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 2.49 Si X es un continuo y A € 2%, entonces N(A) C Y (A).

Demostracién. Sea z € N(A), si B € C(X) es tal que int(B) es conexo y

y € int(B), por el Lema 2.5, tenemos que int(B) € D(X), asi int(B)NA # 0,
lo que implica que BN A # ().

Por lo tanto z € Y/(A). Con esto demostramos que N(A) C Y(A). m

Como es natural, a continuacién presentamos un ejemplo donde N no
coincide con Y.
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Figura 2.5: Continuo donde Y # N.

Ejemplo 2.50 Sea n € N, para toda m € N, sea I el segmento convexo
en R? que une al punto (%, 0) con el punto (n_lH, ﬁ) Ademds consideremos
I, = [-*-, Y] x {0}, para toda n € N.

n+tl’n

Para toda n € N, sea:

Av=[U I?| UL,

meN

Notemos que, para todan € N, A,, es hoemomorfo a un abanico armaénico
con barra limite el arco I,,.

Por dltimo consideremos:

X = [ U An] U {(070)}

neN

Notemos que X es el tipico ejemplo de un espacio que es conexo en
pequeno en el punto (0,0), pero no localmente conexo en ese punto (Figu-
ra 2.5).



54 CAPITULO 2. EL HIPERESPACIO D(X)

Como podemos apreciar, si A € C(X) es tal que int(A) es conexo y
ademds (0,0) € int(A), entonces (1,0) € A. Por lo tanto (0,0) € Y ({(1,0)}).

[e.e]

Por otro lado, es claro que A = [|J A,] U {(0,0)} es un subcontinuo de
n=2

X tal que (0,0) € int(A), A € D(X) y (1,0) € A. Lo que demuestra que
(0,0) & N({(L,0)}).

El Ejemplo 2.50, nos dice que N no siempre coincide con Y.
Por lo tanto, si X es un continuo y A € 2%, entonces:
ACT(A) CNA) CY(A) CcT(A).

Con esta observacion concluyo esta seccidon, y como comentario final, men-
ciono que me reservo el estudio de la funcién N en investigaciones proximas,
considerando el enfoque que el Dr. David P. Bellamy nos presenté en el taller
que mencioné.



Capitulo 3

El Hiperespacio M (X)

3.1. Introduccion

Recordemos que, si X es un continuo, entonces el Hiperespacio de
Subcontinuos Magros se define como:

M(X) = {A € C(X) : intA = 0}.

Como es natural, decimos que A C X es un subcontinuo magro si
A es un elemento del hiperespacio M (X), es decir, si A € C(X) y ademds
int(A) = 0.

En este capitulo vamos estudiar algunas de las propiedades topoldgicas
generales del hiperespacio M (X)), vamos a discutir diversos ejemplos intere-
santes y mencionaremos algunos problemas relacionados con este hiperespa-
cio.

3.2. Propiedades de M(X)

Para abordar la conexidad de M (X), recordemos que si A,B € C(X) y
A C B, un arco ordenado de A a B es una fucién continua « : [0, 1] — C'(X),
que cumple las siguientes condiciones:

(a) a(0) = Ay o(1) = B,
(b) si t < s, entonces a(s) C a(s).

95
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Teorema 3.1 Si X es un continuo, entonces M(X) es conexo.

Demostracién. Sea X un coninuo y A un elemento en M (X). Sea p un punto
en A, por el Teorema 1.44 existe un arco ordenado « : [0,1] — M (X) de {p}
a A. Notemos que para toda t € [0, 1], se tiene que a(t) C A; asi int(a(t)) C
int(A) = 0, para todo ¢t € [0, 1].

Lo anterior demuestra que todo elemento en M (X) se puede unir por
un arco en M (X), al hiperespacio F;(X). Como Fj(X) es un subconjunto
conexo de M (X), concluimos que M (X) es conexo. m

Ejemplo 3.2 (a) Sea X un continuo indescomponible. Por el Teorema 1.27,
tenemos que todo subcontinuo propio de X tiene interior vacio, asi obtenemos
que:

M(X) = C(X) - {X}.

(b) Sea I* = [0,1] x [0,1] como subespacio de R* y consideremos un
subconjunto denso B = {a,, : n € N} de I?. Para toda n € N, denotemos por
J, el segmento convezo en I? del punto a; al punto a,.

Para toda m € N, sea B, = U{J, : n € {1,...,m}}. Como B, es la
union finita de subcontinuos magros que se intersectan en un punto, por el
Lema 1.11 tenemos que B, € M(X). Ademds se cumple que By, C Bpi1,
para toda m € N,

Como B C U{B,, : m € N}, obtenemos que [*> = B C U{B,, : m € N} C
I?, lo que muestra que lim B,, = U{B,, : m € N} = I*.

Los espacios que ilustramos en (a) y (b) del Ejemplo 3.2, muestran que
el hiperespacio M (X) no siempre es cerrado, ni siquiera cuando el espacio es
localmente conexo, que es el caso de I2. Asi, un problema interesante en este
sentido es el siguiente:

Problema 3.3 ;Para qué familias de continuos se cumple que el hiperespa-

cio M(X) es cerrado?

En la siguiente seccién, nos daremos a la tarea de caracterizar algunas
familias de continuos para los cuales el hiperespacio M (X) es cerrado.
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3.3. Compacidad de M (X)

Definicion 3.4 Sean X un continuo y pq un arco no degenerado en X con
extremos p y q. Decimos que pq es un arco libre, si pq — {p,q} es un sub-
conjunto abierto de X.

Proposicién 3.5 Si A € C(X) y {A,}22, es una sucesion en M(X), tal
que lim A,, = A, entonces A no contiene arcos libres.

Demostraciéon. Supongamos que existe un arco libre pq con extremos p y
q, contenido en A.

Sear € pg—{p,q} y tomemos € > 0 de tal forma que B.(r) C pg—{p, q}.
Como lim A,, = A, existe N € N tal que H(Ay, A) < e.

Por el Lema 1.32, tenemos que pg C A C N(e, Ay), asi existe a € Ay tal
que d(r,a) < €. Por la eleccién de €, tenemos que a € pg — {p, ¢}.

Sea C, la componente Ay N B.(r) que tiene a a, por el Teorema de los

Golpes en la Frontera, tenemos que C, es un subarco no degenerado de pq,
supongamos que s,t € pq son dos puntos diferentes tales que C, = st.

Como st — {s,t} es abierto en pq, existe un abierto U de X tal que
UNpqg = st—{s,t}. Entonces st — {s,t} = U N (pqg — {p,q}) es un abierto
no vacio de X contenido en el int(Ay), lo que es una contradiccion.

Por lo tanto A no contiene arcos libres. m

Notacion 3.6 Si X es un continuo, denotaremos por Ax a la union de todos
los arcos libres de X.

Teorema 3.7 Sea X un continuo. Si Ax es denso en X, entonces M(X)
es compacto.

Demostracién. Supongamos que M(X) no es compacto, entonces existe
una sucesion {B,}>°, en M(X) tal que lim B,, = B, para algin B € C(X)
con int(B) # (.

Como Ay es denso en X, existe un arco libre pg con extremos p y ¢ tal
que pg C int(B), lo que es una contradiccién a la Proposicion 3.5.

Por lo tanto M (X) es compacto. m
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Corolario 3.8 Sea X un continuo. Si Ax es denso en X, entonces M(X)
€s un continuo.

Demostracién. Por el Teorema 3.1, tenemos que M (X) es conexo, por el
Teorema 3.7, tenemos que M (X) es compacto; por lo tanto M (X) es un
continuo. m

El Teorema 3.7 es muy practico en el sentido que, si nuestro espacio fa-
vorito se puede visualizar geométricamente, a veces podemos intuir de forma
casi inmediata si el hiperespacio M (X) es compacto; pues los arcos libres en
un continuo son "faciles” de identificar desde un punto de vista geométrico.

Con el siguiente ejemplo ilustro la utilidad de este resultado.

Definicién 3.9 Sea X un continuo. Una compactacion del rayo con
residuo X, es un continuo Y para el cual existe un encaje h : [0,1) — Y
tal que:

1. h(][0,1)) es denso en Y,
2. Y —h([0,1)) es homeomorfo a X.

Definicién 3.10 Sea X un continuo, decimos que A un subcontinuo de X
es terminal, si para todo subcontinuo B de X tal que AN B # (); se cumple
que AC B oBCA.

Lema 3.11 Si Y es una compactacion del rayo con residuo X, entonces X
es terminal.

Demostracién. Sea h: [0,1) — Y un encaje tal que h([0, 1)) es denso en Y
y X =Y —1([0,1)). Notemos que, para toda s € (0,1), h(s) es un punto de
corte, ya que los conjuntos h([0,s)) y h((s,1)) U X son abiertos y cerrados
en Y —{h(s)}.

Demostremos que X es terminal, para esto sea A un subcontinuo propio
de X tal que ANX # (.

Si A ¢ X, existe t > 0 tal que h(t) € A. Como A es conexo, se cumple
que para toda s > t, h(s) € A, pues de lo contrario tendriamos que A C Y —
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{h(s)} vy asi, los conjuntos h([0,s)) y h((s,1))UX formarfan una separacién
de A.

Lo anterior demuestra que h([t,1)) C Ay como X C h([t,1)), concluimos
que X C A. Por lo tanto X es terminal. m

Afirmacion 3.12 Si Y es una compactacion del rayo con residuo X, en-
tonces M(Y') es compacto, mds ain, se cumple la siguiente igualdad:

M(Y) = B (Y)UC(X).

Demostracién. Sea h : [0,1) — Y un encaje como en la definicién de
compactacién. Para cualesquiera ¢,s € [0,1) con s < t, por ser h un home-
omorfismo en su imagen, tenemos que h((s,t)) = (Y — X) N h((s,t)) es un
abierto en Y, lo que implica que h([s,?]) es un arco libre. Como h([0, 1)) es
denso, obtenemos que Ay es denso en Y. Por el Teorema 3.7, concluimos que
M (Y') es compacto.

Para concluir la demostracion de esta afirmacion, demostremos que M (Y)
Fi(Y)UC(X); para esto verifiquemos ambas contenciones.

Como Y — X = 1([0,1)) es denso, tenemos que int(X) = ). Por lo tanto,
si A € C(X), entonces int(A) = 0. Esto demuestra que:

F(Y)UC(X) C M(Y).

Para demostrar la otra contencién, tomemos A € M(Y'). Por ser X ter-
minal, debemos analizar los siguientes casos:

Caso 1. ANX #0y ACX.
En este caso tenemos que A € C(X).
Caso 2. ANX #0y X ¢ A.

En este caso, existe t € [0,1) tal que A = X UhA([t, 1)), lo que implica que
int(A) # 0, lo cual no puede suceder.

Caso 3. AN X = 0.
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En este caso existen t,s € [0,00) tales que s <ty A= h([s,t]). Sis<t,
entonces int(A) # ), lo cual no puede ser, por lo tanto s = ¢ y tenemos que
A=h(t) e Fi(Y).

Con los Casos 1, 2 y 3, hemos demostrado que
MY)c Fii(Y)UC(X).
Asi concluimos la demostracion de esta afirmacién. =

Corolario 3.13 Si Y es una compactacion del rayo, entonces M(Y) es un
continuo.

Demostracién. Por el Teorema 3.1, tenemos que M (Y') es conexo y por el
Teorema 3.12, tenemos que M (Y') es compacto; por lo tanto M(Y) es un
continuo. m

A continuacién mostraremos que, cuando nos enfocamos al estudio de al-
gunas familias particulares de continuos, podemos obtener condiciones nece-
sarias y suficientes para la compacidad del hiperespacio M (X). Como po-
dremos observar, estos resultados estan ligados, en cierta forma, a la estruc-
tura geométrica de los espacios que consideramos, en el sentido de los arcos
libres.

Teorema 3.14 Sea X un continuo localmente conexo, entonces M(X) es
cerrado si y solo si Ax es denso en X.

Demostracién. Supongamos que M(X) es cerrado, demostremos que Ax
es denso.

Si suponemos lo contrario, existe un punto z € X — Ay y U un subcon-
junto abierto y conexo de X tal que x € Uy UNAx = 0.

Observemos que si L es un arco contenido en U, por ser U ajeno a Ay,
entonces int(L) = ().

Vamos a construir una sucesiéon {B,}>; en M(X) con la propiedad que
lim B,, = U.
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Sea B = {x, : n € N} un subconjunto de U, tal que B = U. Como U
es un abierto conexo en un continuo localmente conexo; por el Teorema 1.20
tenemos que U es arco conexo, por lo tanto para toda n € N, podemos tomar
un arco J, contenido en U que une al punto a; con el punto a,,. Dado m € N,
sea

B, =U{J,:ne{l,...,m}}.

Notemos que B,, C B,,41 para toda m € Ny que ademds B C U{B,, :
m € N}, lo que implica que:

U=BcU{B,:meN}cU.

De donde, por el Lema 1.35 concluimos que lim B,, = U. Como B,, es la
union finita de subcontinuos magros con un punto en comun, por el Lema
1.11, tenemos que B, € M(X), para toda m € N.

Por ser M (X) cerrado, tenemos que U € M(X), lo que es una contradic-
cién.

Por lo tanto Ax es denso en X.

La otra implicacion de este teorema, la obtenemos gracias al Teorema 3.7.
|

Corolario 3.15 Sea X un continuo localmente conexo, entonces M(X) es
un continuo si y solo si Ax es denso en X.

Demostracién. Como M (X) es compacto, tenemos que M(X) es un sub-
conjunto cerrado, por el Teorema 3.14, obtenemos que Ax es denso en X.
Por otro lado, si Ay es denso en X, por los Teoremas 3.14 y 3.1 concluimos
que M (X) es compacto y conexo, respectivamente, por lo tanto M (X) es un
continuo. m

La caracterizacion de la compacidad del hiperespacio de subcontinuos
magros que nos proporciona el Teorema 3.14, intuitivamente nos sugiere
que basta con tener densidad de arcos libres para poder caracterizar dicha
propiedad. Los siguientes ejemplos y observaciones muestran que ésta es una
idea errénea y que desgraciadamente, esta propiedad topoldgica es dificil de
acotar en forma general.
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Ejemplo 3.16 Denotemos por C al conjunto de Cantor candonico contenido

en el intervalo [0,1]. El Peine de Cantor es el dendroide determinado por
el siguiente subconjunto de R? (Figura 3.1):

P = ([0,1] x {0}) U (C x [0,1]).

| 2/3 1/3 1
Figura 3.1: El Peine de Cantor.

Afirmacion 3.17 Si P es el peine de Cantor, entonces:

(1) M(P) = Fi([0,1] x {0})) U ({A € C(P) : A C {c} x [0,1] para algin
ceC}).

(2) El hiperespacio M(P) es cerrado.

(3) Ap no es denso en P.

Demostracién. Para demostrar (1), verifiquemos que se cumplen ambas
contenciones.
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Dado que int({c} x [0,1]) = 0, para toda ¢ € C; podemos concluir que, si
A € C(P) es tal que A C {c} x [0, 1] para algin ¢ € C, entonces int(A) = (.
Esto demuestra que:

Fi([0,1] x{0})u({A e C(P) : A C {c} x[0,1] para algin c € C}) C M(P).

Para demostrar la otra contencion, sea A un subcontinuo de P y analice-
mos los siguientes casos.

Caso 1. AN ([0,1] x {0}) = 0.
En este caso, tenemos que A C C x [0, 1], para algin ¢ € C.
Caso 2. AN ([0,1] x {0}) # 0.

Por ser P hereditariamente unicoherente, tenemos que A N ([0, 1] x {0})
es un subcontinuo, més aun, podemos suponer que dicha interseccion es de
la forma [s,¢] x {0}, con 0 < s <t < 1.

Si s < t, por ser C denso en ninguna parte en [0, 1], concluimos que
int([s,t] x {0}) es no vacio, lo cual es una contradicién.

Lo anterior demuestra que s = ¢, asi obtenemos que A C {c} x [0, 1] para
algin ¢ € C o que A = {(¢,0)} para algin ¢ € [0, 1]. Entonces

M(P) Cc Fi([0,1] x {0})) U({A € C(P) : A C {c} x [0,1] para algin c € C}).
Con esto terminamos la demostraciéon de (1).

Demostremos (2). Para verificar que M (P) es cerrado, sea {A,}22; una
sucesion en M (P) tal que lim A,, = A, para algin A € C(P).

Por la igualdad del inciso (1), sin pérdida de generalidad, basta con veri-
ficar los siguientes casos:

Caso 1. A, = {cu} X [sn, tn], donde 0 < s, < t, < 1y ¢, € C, para toda
n € N.

En este caso, como C y C([0,1]) son cerrados, existen ¢ € C'y [s,t] €
C'([0,1]) tales que ¢ = lim ¢, € Cy [s,t] = lim [s,, t,]. Entonces A = lim A4,, =
lim {c,} X [sn,tn] = {c} X [s,1], que es un elemento en M (P).
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Caso 2. A, = {(t,,0)} vy t, € [0,1], para toda n € N

En este caso existe t € [0, 1], tal que t = lim¢,. Asi A = lim {(¢,,0)} =
{(t,,0)} es un elemento en M(P).

Por los Casos 1 y 2, podemos concluir que M (P) es cerrado.

Para tener (3), notemos que los arcos libres de P, estan contenidos en la
base [0, 1] x {0}; lo que implica que Ap no es denso. m

Observacion 3.18 FEl peine de Cantor es un espacio que no es localmente
conexo y que, por ser un dendriode, es hereditariamente arco conero, que
satisface que su hiperespacio de subcontinuos magros es cerrado, pero la union
de los arcos libres no es denso.

Asi tenemos que la condicion de ser localmente conexo en el Teorema
3.14, no se puede eliminar de las hipdtesis, mas aiun, tenemos que este re-
sultado no se puede extender a la familia de continuos hereditariamente arco
CONETOS.

Definiciéon 3.19 Decimos que un continuo X es aproximable por arcos,
si para todo subcontinuo A de X y para toda € > 0, existe un arco L en X,
tal que H(A,L) < e.

Ejemplo 3.20 Consideremos a I* = [0,1] x [0, 1] como subespacio de R
Notemos que I? es un espacio localmente conexo, que es aproximable por
arcos; pero que satisfaces que Az = 0 ya que todo arco en I? tiene interior
vacio.
Por (b) del Ejemplo 3.1, tenemos que el hiperespacio M (I?) no es cerrado.

Por lo tanto el Teorema 3.14 no se puede extender a la familia de espacios
aproximables por arcos.

3.4. Densidad de M(X)

En esta seccion estudiaremos las condiciones bajo las cuales el hiperespa-
cio M(X) es denso en el hiperespacio C(X).
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El motivo por el cual ponemos esta propiedad en esta parte del trabajo,
es debido a que esta condicién esta fuertemente ligada a la estructura de los
arcos libres que tiene un continuo X.

Afirmacién 3.21 Sea X un continuo. Si M (X) es denso en C(X), entonces
Ax = 0; en otras palabras, X no contiene arcos libres.

Demostracién. Supongamos que Ax # (), entonces existe un arco libre
pq con extremos p y q. Como M(X) es denso en C(X), existe una suce-
sién {A,}22, de elementos en M(X) tal que lim A, = pgq, lo que es una
contradiccion a la Proposicion 3.5.

Por lo tanto Ax = 0. =

Teorema 3.22 Si X es un continuo localmente conezo, entonces M(X) es
denso en C(X) si y solo si Ax = 0.

Demostracion. Por la Afirmacion 3.21, sélo necesitamos demostrar que, si
Ax =0, entonces M (X) es denso en C(X).

Sean A € C(X) y € > 0; vamos a construir un elemento C' € M (X) tal
que H(A,C) < e.

Sea U un abierto conexo en X tal que H(U, A) < £. Consideremos un
<

subconjunto B = {uy,...,u,} de U tal que H(B,U)

[MJIUECITON

Como U es abierto y conexo, entonces U es arco conexo, asi para toda
i€ {l,...,n}, existe un arco L; que une a u; con u; y esta contenido en U.
Sea

C=W{L:ie{l,...,n}}

Dado que Ax = (), tenemos que L; € M(X) para toda i € {1,...,n}; de
esta forma, al ser C' la unién finita de subcontinuos magros con un punto en
comun, por el Lema 1.11, obtenemos que C' € M (X).

Como C' C U, entonces C C N(%,U). Por otro lado, como H(B,U) < 5
por el Lema 1.32 tenemos que U C N(3,B), y como B C C, podemos
concluir que U C N(3,C), aplicando de nuevo el Lema 1.32, concluimos que
H(U,C) < %.

Asi, por la desigualdad del triangulo, tenemos que H (A, C) < H(A,U)+
H(U,C) < g; esto termina la demostracién de este teorema. m
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Teorema 3.23 S5i X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
M(X) es denso en C(X) si y sélo si Ax = 0.

Demostracion. Por la Afirmacion 3.21, sélo necesitamos demostrar que, si
X no tiene arcos libres, entonces M (X)) es denso en C'(X).

Sean A € C(X) y € > 0; consideremos un subconjunto B = {ay,...,a,}
de A tal que H(A, B) < e.

Como A es arco conexo, para toda i € {1,...,n}, existe un arco L; que
une a; con a; y esta contenido en A. Sea

C=U{Li:ie{l,...,n}}

Como C' C A, entonces C' C N(g, A). Por otro lado, como A C N(e, B)
y B C C, concluimos que A C N(g,C). Por el Lema 1.32, obtenemos que
H(AC) <e.

Como Ay = (), tenemos que todo arco en X tiene interior vacio; al ser C
la unién finita de subcontinuos magros que tienen un punto en comun, por
el Lema 1.11, concluimos que C' € M(X). Esto muestra que M (X) es denso
en C(X). m

Teorema 3.24 Si X es un continuo aproximable por arcos, entonces M(X)
es denso en C(X) si y sdlo si Ax = 0.

Demostracion. Por la Afirmacion 3.21, sélo necesitamos demostrar que si
X no tiene arcos libres, entonces M (X)) es denso en C'(X).

Sean A un subcontinuo de X y ¢ > 0. Como X es aproximable por arcos,
existe un arco L tal que H(A, L) < . Como Ay = (), tenemos que int(L) = 0,
lo que implica que L es un elemento en M (X). Esto demuestra que M (X)
es denso en C(X). =

Como podemos apreciar, la densidad del hiperespacio M (X) en C(X),
estd en el polo opuesto de la compacidad del hiperespacio M(X); ya que
como vimos en la seccién anterior, para que M (X) sea cerrado necesitamos
la condicién que Ax sea denso en X; y por el contrario, para que M(X) sea
denso, necesitamos Ay = (.
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3.5. Arco Conexidad de M(X)

En esta seccién vamos a estudiar bajo qué condiciones el hiperespacio
M(X) es arco conexo. En este sentindo, la primer propiedad que podemos
apreciar es la siguiente.

Teorema 3.25 Si X es un continuo arco conexo, entonces el hiperespacio
M(X) es arco conezo.

Demostracién. Sean A y B dos elementos diferentes en M (X ), analicemos
los siguientes casos.

Caso 1. A, B € Fi(X).

Como X es homeomorfo a F(X) y X es arco conexo, existe un encaje
a:[0,1] — Fi(X) tal que a([0,1]) es un arco de A a B.

Caso 2. Ae Fi(X)y B ¢ Fi(X).

Sea b un punto en B tal que b € A. Sean « : [0, 3] — F1(X) un encaje tal
que a;1(0) = {a} y au(3) = {b}, y sea as : [3,1] — M(X) un arco ordenado

de b a B. Sea «: [0,1] — M(X) definida por:

ai(t), sitelo, ],

ap(t), sitel;z1].

Como « es una funcion que esta definida en dos subconjuntos cerrados en

los cuales es continua, al tener que a;(3) = {b} = as(3), podemos concluir
que « es continua.

Como a(0) = a1(0) = {a} = Ay a(1l) = ay(1) = B, tenemos que «(]0, 1])
es una trayectoria en M (X) de A a B, por lo tanto existe un arco 3 en M (X)
de A a B.

Por los Casos 1y 2 obtenemos que cualquier elemento en M (X)) se puede
conectar con un elemento de F(X) por un arco y como Fi(X) es arco conexo,
concluimos que M (X) es arco conexo. m

Con la finalidad de verificar que las condicones del Teorema 3.25 no son
suficientes, en la siguiente seccién estudiaremos las propiedades de un con-
tinuo, que recibe por nombre el Tendedero de Pseudo Arcos, asi como
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las propiedades de su hiperespacio de subcontinuos magros, para mostrar
un ejemplo de un continuo que no es arco conexo, pero que su hiperespacio
M(X) silo es.

3.5.1. El Tendedero de Seudoarcos

Si X es un continuo, recordemos que A € C'(X) es terminal, si para todo
B e C(X) tal que AN B # (), se cumple que A C Bo B C A.

Definicién 3.26 Sea X un continuo y D una descomposicion de X en sub-
continuos. Decimos que D es una descomposicion continua si la funcion
natural ™ : X — C(X), definida para un elemento v € X como w(x) = B,
donde B es el unico elemento en D tal que x € B, es continua.

Ejemplo 3.27 FEl Tendedero de Seudoarcos.

El tendedero de seudoarcos es un continuo T, para el cual existe una
funcion continua f : T — [0,1] que cumple las siguientes propiedades:

1. f7Y(t) es homeomorfo al seudoarco para toda t € [0, 1],
2. f7Ht) es terminal para toda t € [0,1],

8. D={f"1t):te0,1]} es una descomposicion continua de T.

Observacion 3.28 La existencia del tendedero de seudoarcos lo garantiza la
Proposicion 3.1 de [9)].

Observacion 3.29 (1) Si T es el tendedero de seudoarcos y f la funcion
asociada a T, como f~'(t) es homeomorfo al seudoarco para toda t €
[0, 1], obtenemos que f es una funcién mondtona.

(2) Si T es el tendedero de seudoarcos, entonces la proyeccion natural
7 : T — C(T), estd definida para un elemento x € T por w(x) =

f7Hf (@)

El siguiente resultado nos dice que el tendedero de seudoarcos no es arco
conexo.

Proposicion 3.30 FEl tendedero de seudoarcos no es arco conexo.
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Demostracion. Supongamos que X es arco conexo. Sean a y b dos puntos
en f71(0) y f7*(1), respectivamente; y sea a : [0,1] — X un encaje tal que
a(0) = a y a(l) = b. Como f~1(0) es compacto existe t = max{s € [0,1] :
a(s) € f71(0)}

Notemos que a([t, 1]) es un subcontinuo de X tal que a([t, 1])Nf~1(0) # 0;
pero a([t,1]) € f71(0) y f71(0) € a([t,1]). Lo que es una contradiccién, ya
que f71(0) es terminal. m

Los siguientes enunciados y propiedades nos van a ayudar a verificar que
el hiperespacio de subcontinuos magros del tendedero de seudoarcos es arco
conexo.

Lema 3.31 Si T es el tendedero de seudoarcos, entonces f~(t) € M(X)
para toda t € [0, 1].

Demostracién. Supongamos que existe ¢ € [0, 1] de tal forma que int(f~*(¢))
# (); podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢ > 0.

Como f es mondtona (Observacién 3.29), tenemos que A = f~1([0,t)) es
un subcontinuo de X. Sea {t,}5°, una sucesion en [0,¢) tal que lim¢, = t.
Para toda n € N, sea a, € f~1(t,) de tal forma que lima, = a, para algtin
a € T. Como D = {f7t) : t € [0,1]} es una descomposicién continua,
tenemos que lim f~1(t,) = f~1(t). Asi, por el Lema 1.34, concluimos que
lima, =a€ f71(¢).

Por lo tanto, hemos demostrado que AN f~1(t) # (. Sea U un abierto
no vacio en X, tal que U C f~1(¢). Si x es un punto en U, entonces x & A.
Como f71(0) € A— f~%(t), obtenemos que A € f~1(t) y f~*(t) € A, lo que

es una contradiccién ya que f~1(¢) es terminal. m

Proposicion 3.32 Si T es el tendedero de seudoarcos, entonces
M(T) = {A € C(T) : f(A) € M(0,1))}.

Demostracién. Demostraremos las dos contenciones.

Sea A € C(T) tal que f(A) € M([0,1]), entonces existe ¢ € [0, 1] para el
cual A C f71(t). Asi, por el Lema 3.31, tenemos que int(A) C int(f~1(t)) =
0, 1o que implica que A € M(T). Por lo tanto,
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{A€C(T): f(A) € M([0,1))} C M(T).

Sea A € M(T) y supongamos que f(A) = [a,b] con a < b. Notemos
que si t € [a,b], entonces existe x € A tal que f(z) = ¢, lo que implica que

YN A#0.

Si t € [a,b], como f7!(t) es terminal y A ¢ f~!(t), obtenemos que
f7Yt) C A; por lo tanto f~'([a,b]) C A, pero esto es una contradiccién
va que 0 # f~'((a,b)) C int(f~*([a,b])), as{ tenemos que

M(T) c {A € C(T): f(A) € M([0,1])}.
Con esto terminamos la demostracion de esta proposicién. m

Lema 3.33 Si f es la funcion asociada a T, entonces la funcion g : [0,1] —
C(T) definida para un elemento t € [0,1] por g(t) = f~1(t), es un homeo-
morfismo en su imagen.

Demostracion. Notemos que g esta bien definida porque f es mondtona.
Como el dominio y el contradominio de g son compactos y métricos, sélo es
necesario demostrar que h es continua e inyectiva.

Para demostrar la continuidad de g, sea {t,}>°; una sucesién en [0, 1] de
tal forma que limt, = ¢, para algin t € [0, 1]. Para toda n € N, tomamos un
punto z,, € f~!(t,). Como X es compacto podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que existe x € X tal que lim x,, = x. De esta forma, por la con-
tinuidad de f, se cumple que t = lim¢,, = lim f(x,) = f(x). Asi obtenemos
que z € f1(¢).

Por la continuidad de 7 : T — C(T), la proyeccién natural sobre la des-
composicién, tenemos que lim f~1(¢,) = limn(z,) = w(z) = f~'(t). Como
r € f7Y(t), por la definicién de 7, se concluye que w(z) = f~1(¢). Por lo
tanto lim f~'(¢,) = f~1(¢); lo que demuestra que g es continua.

Para demostrar la inyectividad de f, si ¢t y s son dos elementos en [0, 1]
tales que f~1(s) = g(s) = g(t) = f71(t), si tomamos z € f~(s) = f~(t),

tenemos que s = f(x) = t.

Con esto terminamos la demostracion de este lema. =
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Proposicién 3.34 Si T es el tendedero de seudoarcos, entonces M(T) es
arco conexo.

Demostracién. Sean A y B dos elementos diferentes en M (T). Considere-
mos los siguientes casos:

Caso 1. Existe t € [0,1] tal que A, B C f~1(¢).

En este caso A, B € C(f7*(t)), como C(f~'(t)) es arco conexo (Teorema
1.37), concluimos que existe un encaje « : [0,1] — C(f~1(t)) € M(T) tal
que o(0) = Ay a(l) = B, asi «([0,1]) es un arco que une A con B.

Caso 2. Existen ¢, s € [0,1] con s < t, tales que A C f~(s) y B C f~'(¢).

Como C(f~!(s)) y C(f~'(t)) son arco conexos (Teorema 1.37), existen
dos funciones continuas «y : [0,1] — C(f~*(t)) € M(T) y ay : [0,1] —
C(f~1(t)) € M(T) tales que a;(0) = A, ay(1) = f7'(s), aa(0) = By
ax(1) = ().

Por el Lema 3.33, tenemos que g |s4: [s,t] — C(T), es un encaje tal que
g(0) = fX(s) y g(1) = f71(t) en M(T), ya que para toda r € [s, ] se cumple
que g [js (r) = f7'(r) € M(T).

Asi, v = a1([0,1]) Ug |14 ([s,t]) Uaa([0, 1]), es una trayectoria que une a
A con B en M(T), y de esta forma, existe un encaje « : [0,1] — v C M(T)
tal que a(0) = Ay a(l) = B.

Con esto concluimos que M(T) es arco conexo. ®

Observacién 3.35 Al ser el tendedero de seudoarcos, la imagen inversa de
una funcién mondtona del intervalo [0, 1], tenemos que T es un continuo que
ademds, por la Proposicion 3.30, no es arco conexo. Pero por la Proposicion
3.34, tenemos que M(T) es arco conezo.

Asi, la condicion del Teorema 3.25 no es suficiente.
En la siguiente seccién mostraremos una serie de resultados con la fina-

lidad de dar condiciones necesarias y suficientes para la arco conexidad del
hiperespacio M (X).
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3.5.2. Una Caracterizacion

Es muy importante resaltar que los resultados obtenidos para caracterizar
la arco conexidad de M(X), estan fuertemente inspirados en la estructura
del hiperespacio de subcontinuos magros que apreciamos para el tendedero
de seudoarcos.

Notacién 3.36 Sea X un continuo, denotaremos por Dx a la coleccion de
todos los subcontinuos terminales mazximales propios de X, es decir:
Dx ={A e C(X)—{X}: A es terminal mazimal en X}.

Lema 3.37 Sea X un continuo, si A es un subcontinuo terminal propio de
X, entonces A € M(X).

Demostracion. Supongamos que existe un subcontinuo terminal propio A
de X, tal que int(A) # (.

Como A es un subconjunto propio, existe un punto r € X — A. Sea
C, la componente de X — A que tiene a z, por el Teorema de los Golpes
en la Frontera, tenemos que C, es un subcontinuo no degenerado tal que
C,NA#(, mas atin, se cumple que C, N A C Fr(A).

Notemos que C, ¢ A, pues z € Cp — A; y que ademés A ¢ C,, pues
int(A) C A — Cy; lo que es una contradiccién ya que A es terminal. m

Corolario 3.38 Si X es un continuo, entonces Dx es un subconjunto de
M(X).

Demostracion. Sea A un elemento de Dy, como A es terminal, por el Lema
3.37, tenemos que A € M(X). m

Teorema 3.39 Sea X un continuo tal que:

1. Para toda A € M(X), existe C € Dx tal que A C C,

2. Dx es una descomposicion continua de X .

Entonces, M (X) es arco conexo si y sdlo si Dx es arco conezo.
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Demostracién. Supongamos que Dy es arco conexo, demostremos que M (X)
es arco conexo.

Sean A; y A, dos elementos diferentes en M (X), por la condicién 2,
existen Fy y Ey en Dy tales que A; C E;, para cada i € {1,2}. Consideremos
dos casos.

Caso 1. By = E».

Como C(E1) es arco conexo (Teorema 1.37), existe un encaje « : [0, 1] —
C(E1) tal que a(0) = Ay y a(1) = Ay. Por el Lema 3.37, si ¢ € [0, 1] tenemos
que int(a(t)) Cint(E;) = 0, lo que demuestra que «([0,1]) es un arco de A,
a Ay contenido en M (X).

Caso 2. FEy y E5 son ajenos.
Como C(E;) es arco conexo, para cada i € {1,2}, existen

(a) Una funcién continua oy : [0,3] — C(Ey), tal que ay(0) = A; y
5)
3

a1 (3) = E; es decir oy ([0, 5]) es una trayectoria de Ay a Ey.
(b) Una funcién continua ay : [3,1] — C(Es), tal que as(1) = By y
az(2) = Ap; es decir ay([2,1]) es una trayectoria de Ey a As.

Por el Lema 3.37, tenemos que para toda ¢ € {1,2} y toda B € C(E;), se
cumple que int(B) C int(E;) = 0. Asi, Im(a;) C M(X).

Como Dy es arco conexo, sea Qg : [%, %] — Dx un encaje tal que ag(%) =

Eiy a(%) = FE, es decir Qg([%, %]) es un arco de E; a Fs; que por el Lema
3.37, tenemos que as([3, 2]) € M(X).

Sea a: [0,1] — M(X), definida por

ai(t) sitel0,4],
alt) =< as(t) site [%, %],
as(t) site[3,1]

Sabemos que « estd definida en tres subconjuntos cerrados de [0, 1], en
los cuales es continua, como se cumple que oy (3) = B = as(3) y ao(3) =

Ey = a3(2), concluimos que o estd bien definida y es continua.
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Como «(0) = a1(0) = A1 y (1) = az(1) = As, concluimos que ([0, 1]) es
una trayectoria de A; a Ay en M (X), por lo tanto existe un arco v C a([0, 1])
que une a A; con A,.

Lo anterior demuestra que M (X) es arco conexo.

Ahora supongamos que M (X) es arco conexo y demostremos que Dy es
arco COnexo.

Sean A y B dos elementos diferentes en Dx. Por el Lema 3.37, tenemos
que A y B son dos elementos en M (X). Como M(X) es arco conexo, existe
un encaje « @ [0,1] — M(X) tal que a(0) = Ay a(l) = B. Para cada
t € [0,1], por la propiedad 1, existe un unico D; € Dx tal que a(t) C D;.
Definimos

v :[0,1] = Dx; por v(t) = Ds.
Notemos que v(0) = Ay (1) = B.
Afirmacion. v estd bien definida y es continua.

Demostracidn. -y estd bien definda ya que si t € [0, 1], entonces ~(t) =
D, € Dx.

Para demostrar la continuidad de =, sea {t,}>%, una sucesién en [0, 1],
tal que lim ¢, = t, para algin ¢ € [0, 1].

Como « es una funcién continua, tenemos que lima(t,) = «a(t). Sea
r € «ft) y para toda n € N sea x, € a(t,), tal que limz,, = z. Por la
continuidad de la proyeccién natural 7 : X — Dy, tenemos que lim D;, =
lim7(x,) = w(x) = D;. Esto demuestra la continuidad de v y termina la
demostracion de esta afirmacion.

Para concluir la demostracion de esta implicacién, notemos que ([0, 1])
es una trayectoria de A a B en Dy. Por lo tanto existe un arco 8 C ([0, 1])
que une a Acon B. m

A continuaciéon mostraremos que el Teorema 3.39 es una generalizacién
del Teorema 3.25. Posteriormente estudiaremos dos ejemplos en los cuales se
aprecia que las condiciones 1 y 2 del Teorema 3.39 no se pueden eliminar de
las hipétesis.
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Lema 3.40 Si X es un continuo arco conexo, entonces Dx = F1(X).
Demostracion. Demostremos ambas contenciones.
Supongamos que A € Dx y que A tiene mas de un punto. Sea a € A.

Seanz € X — Ay «a:[0,1] — X un encaje tal que a(0) =z y a(1) = a.
Sea t = min{s € [0,1] : a(s) € A}. Como z € X — A, tenemos que t > 0.
Por la eleccion de ¢, obtenemos que «([0,¢]) N A = {«(t)}.

Por lo tanto «([0,t]) es un subcontinuo de X tal que «([0,¢]) N A # 0,
a([0,t]) ¢ Ay A Z «([0,t]), lo que demuestra que A no es terminal.

Por lo tanto Dx C Fi(X).

Para la otra contencién, sea x € X, notemos que {z} es un subcontinuo
terminal. Supongamos que existe un subcontinuo propio y no degenerado
A en X tal que x € A, procediendo como antes, concluimos que A no es
terminal, con esto tenemos que {z} € Dx.

Por lo tanto F1(X) C Dx. =

Corolario 3.41 Si X es un continuo arco conezo, entonces M(X) es arco
conexo.

Demostracién. Por el Lema 3.40, tenemos que Dy = Fj(X), al ser Dy
arco conexo ya que es homeomorfo a X, por el Teorema 3.39, concluimos que
M(X) es arco conexo. m

Afirmacion 3.42 Sea Y una compactacion del rayo con residuo X. Si h :
[0,1) — Y es la funcion asociada a Y y R = h([0,1)), entonces

(1) Dy = {X} UFy(R).

(2) M(Y) = C(X)UF/(Y).

(3) Dy es una descomposicion semicontinua superiormente.
(4) Para todo A € M(Y), existe B € Dy tal que A C B.

(5) Dy no es una descomposicion continua (cuando X no es degenerado).
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Demostracién. (1) Demostremos ambas contenciones.

Sea A € Dy. Como Y, es una compactacion del rayo con residuo X, por la
Afirmacién 3.11, tenemos que X es terminal, analicemos los siguientes casos.

Caso 1. ANX =0.

En este caso A C R, si A es no degenerado, existen t,s € [0,1) con t < s,
tales que A = h(]s,t]). Por lo tanto B = X U h(t,1)), es un subcontinuo no
degenerado tal que A ¢ B, B¢ Ay BN A # (). Asi, A no es terminal. Esta
contradiciéon muestra que A € Fi(R).

Caso 2. ANX #0y X C A

Como A es un subcontinuo propio de X, existe t € [0,1) tal que ¢t >0y
A = XUR([t,1)). Por lo tanto B = h([0, t]), es un subcontinuo no degenerado
talque AZ B, B¢ Ay BNA#{. Asi, A no es terminal.

Caso 3. ANX #£0Qy ACX.

Si A estd contenido propiamente en X, al ser X terminal en Y, tenemos
que A no es maximal, lo que es una contradiccién.

Con los Casos 1, 2 y 3, hemos mostrado que
Dy C {X}UFi(R).
Verifiquemos la otra contencién.

Como X es terminal, si A un subcontinuo de X tal que X C Ay X # A,
por el Caso 2 de la contencién anterior, tenemos que A no es terminal, esto
demuestra que X es maximal, es decir, hemos demostrado que X € Dy.

Por otro lado, si B € Fi(R), como B es terminal, para verificar que
B € Dy, s6lo debemos ver que B es maximal.

Supongamos que A es un subcontinuo propio terminal tal que B C A.
Analicemos las siguientes posibilidades.

Si ANX = (), el Caso 1 de la contencién anterior, nos dice que A es
degenerado, como B C A, concluimos que A = B.
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Si AN X # (), en este caso tenemos que X C A, ya que X es terminal.
En esta situacién, el Caso 2 de la contenciéon anterior nos dice que A no es
terminal.

Con esto hemos demostrado que:
{X}UFi(R) C Dy.

(2) Como Y es una compactacion del rayo con residuo Y, por la Afirma-
cion 3.12, tenemos que

M(Y) = C(X)UFy(Y).

(3) Sean D € Dy y U un abierto en Y tales que D C U, vamos a
demostrar que existe un abierto Dy-saturado V tal que A C V C U.

Caso 1. D = X.

Como la funcién h es continua, existe t € [0,1) tal que V = X U {h(s) :
s € (t,1)} es un abierto de Y y que ademds X C V C U. Como V =
{XTU(U{{h(s))} : s € (t,1)}) es la unién de elementos de Dy, obtenemos
que V' es Dy-saturado.

Caso 2. D = {r}, para algun r € R.

Por la continuidad de la funcién h, existe un abierto W en [0, 1) tal que
r € W. Entonces V = {h(z) : x € W} es un abierto en Y, con r € V. C U.
Como V = U{{h(s)} : s € W} es la unién de elementos de Dy, obtenemos
que V' es Dy-saturado.

Por lo anterior y por la Poposicién 3.7 de [10], concluimos que Dy es una
descomposicién semicontinua superiormente.

(4) Sea A € M(X).

Por (2) tenemos dos posibilidades, la primera es que A € C(X), lo que
implica que A C X, como X € Dy, entonces A cumple la propiedad deseada.
La otra posibilidad es que A = {r} para algin r € R, entonces por el Inciso
(1), tenemos que A € Dy.
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(5) Sea x € X y {z,}°°, una sucesién en R tal que limz, = z. Si
7 :Y — Dy es la proyeccién natural, por (1), tenemos que 7(z) = X y que
7(z,) = {z,} para toda n € N, como lim {z,} = {z} # X, tenemos que 7
no es continua.

Con esto concluimos que Dy no es una descomposicién continua. ®

Afirmacion 3.43 SiY es una compactacion del rayo con residuo no degen-
erado X, entonces:

(i) Dy es un arco.
(11) M(Y) no es arco conexo.

Demostracién. (i) Para demostrar este inciso, recordemos que D recibe la
topologia cociente. Como Dy es una descomposicién semicontinua superior-
mente, tenemos que Dy es un continuo, mas aun, obtenemos que f : [0, 1] —
Dy, definida por:

ro={ MO s

Es una funcién continua y biyectiva, lo que implica que Dy es un arco.

(74) Supongamos que M (Y) es arco conexo. Sea A € C(Y') y supongamos
que existe un encaje « : [0,1] — M(X) tal que «(0) = Ay a(l) = {h(0)}.
Sea ty = max{t € [0,1] : a(t) N X # 0}.

Si t > tg, entonces a(t) N X = (), como ademds a(t) € M(Y), por (2) de
la Afirmacién 3.42, tenemos que «a(t) € Fi(Y).

Sea {t,}>°, una sucesién en (tg,1] tal que limt, = ¢y, como « es un
homeomorfismo, tenemos que lim a(¢,,) = a(tp), lo que demuestra que a(ty) €

Fi(X).

Con esto tenemos que a |yy1y: [to,1,1] — Fi(Y) es un homeomorfismo
que une a un elemento de Fy(X) con {h(0)} € Fi(Y) — Fi(X), lo que es
una contradiccién ya que Fi(Y') no es arco conexo y Fi(Y) — Fi(X) es una
componente arco conexa de F;(X).

Como esta contradiccién nacié de suponer que M(Y') es arco conexo;
hemos terminado la demostraciéon de esta afirmacién. m
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Observacién 3.44 Si Y es una compactacion del rayo con residuo no dege-
nerado X, por (4) y (5) de la Afirmacion 3.42, tenemos que:

1. Para toda A € M(X), existe D € Dy tal que A C D,

2. Dy no es una descomposicion continua.

Pero, por la Afirmacion 3.43, se cumple que Dy es arco conexo y M(X)
no es arco conero.

Esto muestra que la condicion 2. del Teorema 3.39, no se puede eliminar
de las hipotesis.

Ejemplo 3.45 En R? consideremos el continuo sen(%), definido por:

sen($) = ({0} x [-1,1]) U {(z, sen(1)) : = € (0,1]}.
Hacemos L = {0} x [-1,1] y R = {(z, sen(2)) : z € (0,1]}.

Sea h : [0,1) — {(z,y) € R* : © > 0} un encaje con las siguientes
propiedades:

(a) h(0) = (0,-2),
(b) h(t) € {(z,y) € R? : x > 0}, para toda t > 0,

(¢) Y =h([0,1)) es una compactacion del rayo con residuo X = sen(L).

Con la notacion de este ejemplo, consideremos el siguiente continuo en
R? (Figura 5.2).
Notemos que J = {0} x [=2,—1] es un arco libre en Z tal que h([0,1))N

J = {(_17())7 (_270)}

Afirmacion 3.46 Si Z es el continuo definido en el Ejemplo 3.45, entonces:

(1) Dy = F1(2),
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Figura 3.2: Una Compactacién de R con Residuo sen(2).

(2) Dy es una descomposicion continua,

(3) M(Z) = C(sen(D)) U F1(2).
(4) Existe A € M(Z), para el cual no existe D € Dy, tal que A C D.

Demostracién. (1) Como todo elemento en Fj(Z) es terminal, para de-
mostrar este inciso, basta demostrar que si A es un subcontinuo propio ter-
minal, entonces A es degenerado.

Supongamos que A es no degenerado.
Sea A € C(Z), a continuacién analizaremos los diferentes tipos de sub-
continuos en Z, y en cada caso describiremos un subcontinuo B4 que cumple

que AN By # ), pero que A ¢ Byy By ¢ A.

Caso 1. A es un subcarco de la gréfica de la funcién sen(+) o A es un
subarco de L U J U h([0,1)).
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Como la gréfica de sen(+) es un rayo y lo mismo ocurre con LUJUR([0,1)),
A puede ser extendido a un arco I en Z de tal maneraque A C I e Il = AUB,
donde B es un arco y AN B consta sélo de un extremo de A. Entonces By = B
cumple lo requerido.

Caso 2. A no esté contenido en la gréfica de sen(L) ni en LUJUA([0,1)).

Sea T la gréfica de sen(L) y sea S = LU J U A([0,1)). Notemos que T
y S son arco conexos. En este caso A intersecta tanto a T como a S. Como
A # 7, podemos tomar un punto p € Z — A. Si p € T, como A es cerrado y
T C S, existe g € T tal que ¢ € A. Si p € T, hacemos ¢ = p. De cualquier
manera, tenemos un punto ¢ € 7' — A.

Sea a € ANT y sea o un arco en T que une a ¢ con a. Podemos suponer
que a es el primer punto de a en A, yendo de ¢ hacia a. Entonces By = «
satisface las propiedades requeridas.

Esto termina la demostracion de este inciso.

(2) Como Dy = Fy(Z) tenemos que 7 : Z +— Fy(Z) es un homeomorfismo,
lo que demuestra que D es continua.

(3) Como intm(sen(%)) = 0, tenemos que intz(sen(2)) = 0, lo que
demuestra que

C(sent) U F1(Z) ¢ M(Z).

Demostremos la otra contencién. Sea A € M(Z) y supongamos que A ¢

sen(L), analicemos dos casos.

Caso 1. AN sen(2) # 0.

En este caso existe una componente C' de AN J U h([0,1)) que no es
degenerada, y por lo tanto existe un arco no degenerado F' tal que F C C,
as{ ) # int(F) C A, lo que no puede ser.

Caso 2. ANsen(2) = 0.

En este caso A C J U h([0,1)), lo que implica que A es un subarco en
JUh([0,1)) y si A es no degenerada, entonces int(A) # 0, lo que no puede
ser. Por lo tanto A € Fi(Z).
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Con los Casos 1 y 2 hemos mostrado que
M(Z) C C’(sen YU Fi(2).
Con esto terminamos la demostracion de este inciso.

(4) Sea A € C(sen( )) tal que A no es degenerado, como A € M(X) y
Dy = Fi(Z), no existe B€ Dy talque AC B. m

Afirmacion 3.47 Si Z es el continuo definido en el Ejemplo 3.45, entonces:

(i) Dz no es arco conezxo,

(ii) M(Z) es arco conexo.

Demostracién. (i) Por el Inciso (1) de la Afirmacién 3.46, tenemos que
Dy = Fi(Z). Como Fi(Z) no es arco conexo, terminamos la demostracién
de este inciso.

(74) Vamos a verificar que todo elemento en M (Z) se puede conectar por
un arco con el elemento {(0,—1)}. Para esto recordemos que, por el Inciso
(3) del la Afirmacién 3.46, se cumple que

M(X) = C(sen(1)) U Fy(2).

Caso 1. A€ C(sen(2)) y A # {(0,-1)}.

Como C(sen(%)) es arco conexo (Teorema 1.37), existe un arco « :
[0,1] — C(sen(1)) tal que «(0) = Ay a(1) = {(0,—1)}.

Caso 2. Ac Fi(Z) y A¢ C(sen(1)).

En este caso existe a € J U h([0,1)
es arco conexo, existe un encaje ay : [0
ap(1) = (0,—1). Por lo tanto a: [0, 1] — Fi(Z), definida por a(t) = {a1(t)}
es un encaje tal que a(0) = a(l) ={(0,-1)}.

) tal que A = {a}. Como J U A([0,1))
1] — JUA([0,1)) tal que ay(0) = a y

Con los Casos 1 y 2, terminamos la demostracién de este inciso. m
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Observacion 3.48 Si Z es el continuo del Ejemplo 3.45, por la Afirmacion
3.46, tenemos que:

1. Dy es una descomposicion continua,

2. Exziste A € M(Z) para el cual no existe B € Dy, tal que A C B.

Ademdas, por la Afirmacion 3.47, se satisface que M(Z) es arco conezo
pero Dz no lo es.

Este espacio muestra que la condicion 1 del Teorema 3.39, no se puede
eliminar de las hipotesis.

3.6. M(X) es Gs

En esta seccién vamos a mostrar que el hiperespacio M (X ) es un conjunto

G5 en C(X)
Definicién 3.49 Sea X un espacio topologico y A C X, decimos que:

1. A es un subconjunto F, de X, si A es una union numerable de subcon-
juntos cerrados de X.

2. A es un subconjunto Gs de X, si A es una interseccion numerable de
subconjuntos abiertos de X.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la definiciéon an-
terior.

Teorema 3.50 Sean X un espacio topologico y A un subconjunto de X,
entonces A es un subconjunto Gs de X si y solo si X — A es un subconjunto
F, de X.

Teorema 3.51 Si X es un continuo, entonces M (X) es un subconjunto Gy

de C(X).

Demostracién. Demostremos que C(X) — M(X) es un subconjunto F, de
C(X).

Sea W = {U,, : n € N} una base numerable de abiertos no vacios para
X. Para toda n € N definimos
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U, ={AecC(X): T, C A}

Como U, es un subconjunto cerrado, tenemos que U, es un subconjunto
cerrado en C(X), para toda n € N ([5, Ejercicio 2.7, Inciso (b)]). Vamos a
demostrar la siguiente igualdad:

C(X) — M(X) =, U

neN Y.
Verifiquemos ambas contenciones.

Sean n € Ny A € U, entonces U, C A, lo que implica que int(A) # 0.
Asi A e C(X) — M(X), de esta forma obtenemos que

UnenUn € C(X) — M(X).

Demostremos la otra contencién. Si A € C(X)—M(X), entonces int(A) #
(), como W es una base de X, existe n € N tal que U,, C A, de donde U,, C A.
Esto demuestra que A € U,, y tenemos que

C(X)—M(X) C U,enUn-

Lo que hemos demostrado es que C(X) — M(X) es un subconjunto F,
de C(X), y por el Teorema 3.50, concluimos que M (X) es un subconjunto
G(;. |

En general no sabemos si el hiperespacio M (X) es un subconjunto F, de
C(X); en este sentido s6lo podemos decir lo siguiente.

Teorema 3.52 Sea X un continuo tal que C'(X)—M(X) es denso en C(X).
Si M(X) es un subconjunto F,, entonces:

(a) M(X) es de la primera categoria,
(b) M(X) tiene interior vacio.

Demostracién. (a) Como M (X) es un subconjunto F,, existe F una familia
numerable de subconjuntos cerrados tales que M(X) = Upr F.

Entonces C'(X) — M(X) = Nper(C(X) = F). Como C(X) — M(X) es
denso, tenemos que C'(X) — F' es un conjunto abierto y denso, para toda
F € F. Esto demuesta que F' es un conjunto denso en ninguna parte, para
toda F' € F y termina la demostracion de este inciso.

(b) Como C(X)—M(X) es denso, tenemos que M (X)) tiene interior vacio.
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Lema 3.53 Si X es un continuo localmente conexo, entonces C'(X)— M (X)
es denso en C(X).

Demostracién. Sean A € C'(X) y € > 0. Tomemos a € A y U un abierto
conexo tal que a € U C B.(a). Como U € C(X), tenemos que AUU € C(X).

Como A C N(e, AUU)y AUU C N(e, A), por el Lema 1.32 tenemos que
H(A,AUU) < ¢, lo que demuestra que C(X) — M(X) es denso en C(X). m

Corolario 3.54 Sea X un continuo localmente conexo. St M(X) es un con-
Junto F,, entonces:

(a) M(X) es de la primera categoria,
(b) M(X) tiene interior vacio.

Demostracién. Por el Lema 3.53, tenemos que C(X) — M(X) es denso,
asi el resultado se sigue por el Teorema 3.52. m
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Capitulo 4

Contractibilidad y M (X)

4.1. Introduccion

En este capitulo mostraremos los resultados que obtuvimos en relacién a
la contractibilidad del hiperespacio M (X).

Es importante mencionar que en general tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 4.1 Si X es un continuo contrdactil, entonces M(X) es con-
tractil.

Desgraciadamente s6lo logramos resolver este problema en la clase de los
dendroides suaves.

En las siguientes dos secciones voy a enunciar y demostrar diversos re-
sultados, que ya son conocidos, pero que es muy importante recordar ya que
nos ayudardn a definir una buena contraccién en M (X).

4.2. Suavidad

Definicién 4.2 Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es suave
por arcos en p, si existe una funcion continua o : X — C(X) tal que:

(a) a(p) = {p},

(b) a(z) es un arco de p a x, para todo v € X — {p},

87
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(¢) a(z) C a(y) para todo x € a(y).

Definicién 4.3 Sea X un continuo. Decimos que X es suave por arcos,
st existe p € X tal que X es suave por arcos en p.

Notacion 4.4 En adelante p va a denotar una funcion de Whitney para
C(X) tal que p(X) = 1.

Sea 1 un funcion de Whitney. Si pq es un arco de p a q, para toda t <
w(pq), vamos a denotar por x; al tinico punto en pq tal que el subarco px;
contenido en pq, satisface que p(pr,) = t.

Definicién 4.5 Sea X un continuo suave por arcos en p, con « la funcion
de suavidad y p una funcion de Whitney. Para (z,t) € X x [0,1] definimos
f: X x|[0,1] — X por

f<<x,t>)={ 5 o ulalo)) <t

xy, st p(a(z)) ;

Observaciéon 4.6 Si X es un continuo suave por arcos en p, « es la funcion
de suavidad y p una funcion de Whitney, entonces

(a) Como {p} es el inico subarco (en este caso degenerado) en a(x) que
cumple que p({p}) = 0, para toda x € X, tenemos que f((x,0)) = p
para toda v € X.

Es decir [ coincide con la funcion constante p, cuando se restringe al
conjunto X x {0}.

(b) Como u(a(z)) <1, para toda x € X, tenemos que f((x,1)) = x, para
toda v € X.

Es decir f coincide con la funcion identidad en X, cuando se restringe
al conjunto X x {1}.

Teorema 4.7 St X es un continuo suave por arcos en p, « es la funcion de
suavidad y j es una funcion de Whitney, entonces la funcion f : X x [0, 1] —
X esta bien definida y es continua.
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Demostracién. Para verificar que f esta bien definida, sea (z,t) € X x [0, 1]
y supongamos que p(a(x)) = t. Notemos que si x; # x, entonces a(x;) <
a(zx), lo que implica que pu(a(x;)) < p(a(z)) = t, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto x = x4, lo que demuestra que f esta bien definida.

Demostremos que f es continua. Sea {(zn,t,)}>>, una sucesiéon en X X
[0, 1] tal que lim(x,,t,) = (z,t) para algin (x,t) € X x [0, 1]. Notemos que
se sumplen las siguientes condiciones.

Como lim(x,, t,) = (z,t), entonces limz,, = x y lim ¢, = t.
Como « es continua y lim x,, = , tenemos que lim a(x,,) = a(x).
Como p es continua, tenemos que lim p(a(x,)) = p(a(z)).
Consideremos tres casos.

Caso 1. p(a(x)) < t.

En este caso f((z,t)) = z. Como p es continua y lima(x,) = a(x),
existe N € N tal que pu(a(z,)) < M, para toda n > N. Como ademas
limt, = t podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢, > %

para toda n > N.

Por lo tanto, para toda n > N, se cumple que u(a(z,)) < M <
tn. Lo que implica que f((zp,t,)) = x,, y obtenemos que lim f((z,,t,)) =
limz, =z = f((x,t)).

Caso 2. p(a(x)) > t.

En este caso fi(x) = x;. Como p es continua y lim a(x,) = a(x), existe
N € N tal que p(a(z,)) > %, para todan > N. Como ademds limt,, =
t podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢, < M para toda

n > N.

Entonces para toda n > N, se cumple que u(a(x,)) > % > t,. Lo
que implica que f((x,,t,)) = (x,):,, donde (z,,);, es el dnico punto en a(x,,)
tal que p(a((xy,)s,)) = t,. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
lim (z,):, =y € a(z).
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Por la continuidad de « y p, tenemos que ¢t = lim¢,, = lim p(a((z),)) =
p(a(y)), pero z; es el inico punto en a(x) tal que p(a(x)) = t, lo que implica
que y = xz; y demuestra que lim f((z,,t,)) = f((z,1)).

Caso 3. p(a(x)) =t.

En este caso fi(z) = x = z;. Como para cada n € N, u(a(z,)) < t, o
p(a(zy,)) > t,, es suficiente con que consideremos dos subcasos.

Caso 3.1. p(a(x,)) < t, para toda n € N.

En este subcaso tenemos que f((x,,t,)) = x,. Lo que implica lim f((z,,t,)) =
limz, =z = f((x,1t)).

Caso 3.2. p(a(z,)) > t, para toda n € N.

En este subcaso f((zn,t,)) = (z,):,, donde (z,):, es el tnico punto en
a(zy,) tal que p(a((z,):,)) = tn. Sin pérdida de generalidad, podemos supon-
er que lim (x,);, =y para algin y € a(x).

Por la continuidad de « y p, tenemos que p(a(y)) = lim p(a((z,):,)) =
limt, = t, pero ; es el unico punto en «a(z) tal que p(a(z;)) = t, lo que
implica que y = z; y demuestra que lim f((z,,t,)) = f((z,1)).

Con esto finalizamos la demostracion de la continuidad de f. =

Corolario 4.8 §i X es un continuo suave por arcos, entonces X es con-
tractil.

Demostracion. Sean p € X el punto de suavidad de X, « la funcion de
suavidad y g una funciéon de Whitney. Por el Teorema 4.7 tenemos que la
funcién f : X x [0,1] — X de la Definicién 4.5 estd bien definida y es
continua.

Notemos que, por la Observacién 4.6, se cumple que:

1. f((x,0)) = p, para toda z € X,

2. f((x,1)) = z, para toda =z € X.

Lo que demuestra que f es una contraccion de X al punto p. m
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Definicién 4.9 Sean X un continuo suave por arcos en p, « su funcion de
suavidad y p una funcion de Whitney. Sea F: C(X) x[0,1] — C(X) definida
por

F((A,1)) = f(AxA{t}).

Teorema 4.10 Sean X un continuo suave por arcos en p, & su funcion de
suavidad y p una funcion de Whitney. Si F: C(X) x [0,1] — C(X) es la
funcion de la Definicion 4.9, entonces F' estd bien definida y es continua.

Ademds se cumple que:

1. F((A,0)) = {p} para todo A € C(X).

2. F((A,1)) = A para todo A € C(X).
Demostracion. Verifiquemos que F' esta bien definida.

Sea (A,t) € C(X) x [0,1]. Por el lema 4.7, tenemos que la funcién f :
X x [0,1] — X es continua. Como A x {t} es un subconjunto cerrado y
conexo de X x [0, 1], obtenemos que f(A x {t}) es un subcontinuo de X. Lo
que demuestra que F' estd bien definida.

Verifiquemos que F' es continua.

Sea {(An, t,) 122, unasucesion en C'(X) x [0, 1] tal que lim(A,,, t,) = (A,1)
para algin (A,t) € C(X) x [0,1].

Notemos que lim A,, = A y limt, = t.

Como F((A,,t,)) € C(X) para toda n € N, podemos suponer, sin pérdi-
da de generalidad, que lim F'((A,,t,)) = B para algin B € C(X). De-
mostremos que B = F((A,t)) = f(A x {t}), para esto mostraremos ambas
contenciones.

Sea © € f(A x {t}). Entonces existe a € A tal que f((a,t)) = x, como
lim A,, = A, por el Lema 1.34, tenemos que existe una sucesién {a, 2, en
X tal que a, € A, para toda n € N y que ademas lima,, = a.

Asi tenemos que lim(a,,t,) = (a,t). Por la continuidad de la funcién f,
concluimos que lim f((an,t,)) = f((a,t)). Notemos que (a,,t,) € A, x {t,}
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para todan € N| lo que implica que f((an,t,)) € f(Anx{tn}) = F((An, tn)).
Por lo tanto, por el Lema 1.34, concluimos que =z = f((a,t)) € B.

Con esto hemos demostrado que F((A,t)) C B. Demostremos la otra
contencion.

Sea x € B. Por el Lema 1.34 existe una sucesién {z,}32, tal que z,, €
F((An,t,)) para toda n € Ny que ademas lim z,, = x.

Asi, para cada n € N existe a,, € A, tal que f((an,t,)) = x,. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que lima,, = a, entonces lim (a,,t,) =
(a,t). Por la continuidad de f y el Lema 1.34, tenemos que = = limz, =

lm f((an, tn)) = f((a, 1)) € (A x {t}) € F((A,1)).
Con esto hemos probado que B C F((A,t)).

Por lo tanto F'((A,t)) = B = lim F'((A,, t,)) y concluimos la demostracion
de la continuidad de F'.

Por la Observacion 4.6, tenemos que f coincide con la funcién constante p
cuando la restringimos a X x {0} y coincide con la funcién identidad cuando
la restringimos a X x {1}. Por lo tanto se cumple que:

1. F((A,0)) = {p} para todo A € C(X).
2. F((A,1)) = A para todo A € C(X).
Con esto finalizamos la demostracién de este teorema. m

Corolario 4.11 Si X es un continuo suave por arcos, entonces C(X) es
contrdctil.

Demostracion. Sean p el punto de suavidad, « la funcién de suavidad y
i una funciéon de Whitney. Por el Teorema 4.10 tenemos que la funcion
F : C(X) x[0,1] — C(X) definida por F((A,t)) = f(A x {t}), es una

funcién continua. Adicionalmente se cumple que:
1. F((A,0)) = {p} para todo A € C(X).
2. F((A,1)) = A para todo A € C(X).

Lo que demuestra que F es una contraccién de C'(X) al punto {p}. =
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4.3. Selecciones

Definicién 4.12 Sean X un continuo y I una familia de subconjuntos de
2X . Una seleccion para T' es una funcion continua s : I' — X, tal que

s(A) € A para todo A €T.
Decimos que X admite selecciones, si existe una seleccion para C(X).

Lema 4.13 St X es un dendroide suave por arcos en p y « es la funcion
de suavidad, entonces para toda A € C(X) existe un tinico as € A tal que

alaa) VA ={aa}.

Demostracién. Sean A € C(X) y z € A. Como a(x) es un arco que une a p
con x € A, existe un primer punto en a(x) yendo de p a x, al que llamaremos
as. Ya que afay) es el subarco de a(x), que une a p con au, tenemos que

alaa) VA ={aa}.

Verifiquemos que a4 es tinico. Sea a € A tal que a(a) N A = {a}. Por ser
A arco conexo, existe un arco asa contenido en A que une a a4 con a.

Como a(as) Nasa = {aa}, tenemos que a(as) U aza es un arco de p al
punto a, al ser X tUnicamente arco conexo, concluimos que a(aas) U aga =

ala).

Por lo tanto {a} = a(a)NA = (a(as)Uasa) N A = aaa, lo que demuestra
que {a} = aaa. De donde concluimos que a = a,. m

Teorema 4.14 Si X es un dendroide suave por arcos enp y « es la funcion
de suavidad, entonces la funcion s : C(X) — X, definida por s(A) = aa,
estd bien definida y es continua.

Demostracion. Por el Lema 4.13 tenemos que s esta bien definida.

Demostremos que s es continua. Sea {A,}°°, una sucesién en C'(X) tal
que lim A,, = A, para algin A € C'(X).

Para simplificar la notacion de esta demostracion, para todo n € N, de-
notemos por a, al punto a4, = s(A,).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lim a,, = a, para algiun
a € X, como lim A, = A, por el Lema 1.34, tenemos que a € A.
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Como « es una funcién continua, tenemos que lima(a,) = a(a). Como
a € a(a) N A, lo Gnico que tenemos que verificar es que a(a) N A = {a}.

Supongamos que existe x € a(a)NA tal que z # a. Entonces a(x) C a(a).
Como x € A, para toda n € N, existe x,, € A, tal que limz,, = z.

Sea n € N, dado que a(z,) N A, # 0, existe y, € a(z,) tal que {y,} =
a(y,)Na(A). Pero a, es el inico punto que cumple esta condicién, asi tenemos
que a, =y, € a(z,). Por lo tanto, se cumple que a(a,) C a(z,), para toda
n € N. Esto implica que a(a) = lim a(a,) C lima(z,) = a(x), lo que es una
contradiccion.

Asi concluimos que {a} = lim s(A,,) = s(A), y obtenemos que s es una
funcién continua. m

Corolario 4.15 5i X es un dendroide suave por arcos, entonces X admite
selecciones.

Demostracion. Sea p el punto de suavidad de X, por el Teorema 4.14,
tenemos que la funcién s : C(X) — X, definida por s(A) = x4, para todo
A € C(X), es una funcién continua. Como z4 € A, para todo A € C(X),
tenemos que s es una seleccion para C(X). m

Notacion 4.16 Sean X un dendroide suave por arcos en p y « su funcion
de suavidad. A la seleccion s : C(X) — X, que a un elemento A € C(X) le
asocia el unico elemento a en A tal que a(aa) VA = {aa}, la vamos a llamar
la seleccion natural de X.

Teorema 4.17 Sea X un dendroide suave por arcos en p y « su funcion de
suavidad. Si s es la seleccion natural para X y A € C(X), entonces A es
suave por arcos en s(A)
Demostracién. Sea A € C'(X), consideremos la funcién
ag:A— C(A).
Definida por

as(x) = a(z)N A.
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Como X es hereditariamente unicoherente y a(x), A € C(X), tenemos
que a4(x) = a(z) N A € C(A), lo que demuestra que a4 esta bien definida.

Demostremos que a4 es una funcién continua.
Sea {z,}5°, una sucesién en A, tal que lim z,, = a, para algin a € A.

Como « es continua y X es hereditariamente unicoherente, tenemos que

lima(z,) = ala), ala) N A€ C(A) y a(x,) N A € C(A), para toda n € N.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que lim a4 (x,,) = B, para algin
B € C(X). Demostremos que B = a(a) N A.

Sean € N, como z,, € A, tenemos que a(z,) N A # (. Como antes, existe
y € a(z,) tal que a(y) N A = {y}, pero s(A) es el tinico con esta propiedad,
lo que implica que s(A) =y € a(x,)

Por lo tanto s(A),x, € a(x,) N A para toda n € N, lo que implica
que s(A),a € B. Por ser X hereditariamente arco conexo, existe un arco
s(A)a que une al punto s(A) con a contenido en B. Como X es tnicamente
arco conexo, se tiene que a(a) = a(s(A)) U s(A)a. Como todo punto z €
a(s(A)) —{s(A)} cumple que x ¢ A, concluimos que a(a)NA = s(A)a C B.

Demostremos que B C «a(a) N A.

Siy € B, por el Lema 1.34, para toda n € N, existe y, € a(z,) N A, tal
que limy,, =y. Asi y € a(a) N A, lo que demuestra que B C a(a) N A.

Por lo tanto lim avs(z,,) = aa(a) y obtenemos que a4 es continua.
Verifiquemos que a4 satisface las tres condiciones de la Definicion 4.2.

(a) Por definicién s(A) es el inico punto en A tal que a(s(A)) N A =
{s(A)}, lo que implica que aa(s(A4)) = a(s(A)) N A= {s(A)}.

(b) Sea z € A—{s(A)}.

Sea v : [0,1] — «(z) un homeomorfismo tal que (0

)=pYy
sea to = min{t € [0,1] : v(t) € A}. Como ([0,%]) N A = {7(¢ )} por el
Lema 4.13, tenemos que y(ty) = s(A).
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Por ser X hereditariamente unicoherente, tenemos que a4(z) = ([0, 1])N
A = 7([to, 1]). Concluimos que a4(z) es el arco que une a s(A) con el punto
.

(c) Sean y € Ay = € aa(y), entonces x € a(y) N A, lo que implica que
a(z) C a(y), por lo tanto as(z) = a(z) N A C aly) N A = aa(y).

Con esto concluimos que A es suave en s(A), donde a4 es la funcién de
suavidad. m

Lema 4.18 Sea X un dendroide suave por arcos en p tal que:

1. « es la funcion de suavidad de X,
2. s es la seleccion natural para X,

3. ay es la funcion inducida por o, que hace que A sea suave en s(A),

para todo A € C(X).

Sean A € C(X) ya € A tales que ezisten una sucesion {A,}22, en C(X)
y una sucesion {a,}5°, en X con las siguientes propiedades:

(i) a, € A, para toda n € N,
(ii) lim A, = A y lima,, = a.
Entonces limay, (a,) = aa(a).

Demostracién. Recordemos que por el Teorema 4.17,si Y € C(X), entonces
la funcién de suavidad para Y, ay : Y +— C(Y), en s(Y), estd definida por

ay(y) =a(y)NY.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que lim a4, (a,,) = B, para algin

B e C(X).

Como X es inicamente arco conexo, tenemos que a(a) = a(s(A))Uaq(a)
y también a(a,) = a(s(A,)) U aa, (a,) para toda n € N.

Por ser a continua, tenemos que lim a(a,,) = a(a).
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Como a, (a,) C afay,) para toda n € N, por el Lema 1.35 obtenemos
que B C a(a). Més ain, como s(A,),a, € aa,(a,) = ala,) N A, para toda
n € N, se cumple que s(A),a € B.

Por ser B arco conexo, existe un arco s(A)a contenido en B que une al
punto s(A) con a. Como X es inicamente arco conexo, tenemos que «(a) =
a(s(A)) Us(A)a. Asi obtenemos que aa(a) = a(a) N B = s(A)a C B.

Demostremos que B C a4(a).

Si x € B, por el Lema 1.34 existe una sucesion {z,}>°, en X tal que
T, € ay,(a,) para toda n € N, con la propiedad de que limx,, = x. Como
aa,(a,) = ala,) N A,, tenemos que = = limz,, € a(a) N A € as(a). Por lo
tanto B C a4(a).

Asf concluimos que lim a4, (a,) = aa(a). =

4.4. La Contraccién de M (X)

Sean X un dendroide suave por arcos en p, « la funcién de suavidad, s
la seleccién natural de X y p una funcion de Whitney.

Sea Y € C(X).

Por el Teorema 4.17, Y es suave en s(Y) y la funcién de suavidad oy :
Y — C(Y) esta definida por ay(z) = a(z)NY.

Por el Teorema 4.6, tenemos que la funcién fy : Y x [0,1] — Y definida
por

fy((x,t)):{ v, siploy(v) <,

zy, siplay(z)) > t.

Esta bien definida y es continua.

Por el Teorema 4.10, tenemos que la funcién Fy : C(Y) x [0, 1] — C(Y)
definida por Fy((A,t)) = fy(A x {t}), estda bien definida y es continua; y
que ademas, al ser s(Y') el punto de suavidad de Y, se cumple que:

1. Fy((A,0)) ={s(Y)} para todo A € C(X).



98 CAPITULO 4. CONTRACTIBILIDAD Y M(X)

2. Fy((A,1)) = A para todo A € C(X).
Con todo lo anterior, podemos construir la funcién

E:C(X)x[0,1] — C(X).
Definida por

E((Y,1) = Fy((Y,1)) = fy (Y x {t}).

Observacion 4.19 Si Y € C(X), entonces E((Y,t)) C Y para todo t €
[0, 1].

Teorema 4.20 La funcion E : C(X) x [0,1] — C(X), estd bien definida, es
continua y ademds se cumple que:

1. E((Y,0)) ={s(Y)} para toda Y € C(X).
2. E((Y,1)) =Y para toda Y € C(X).
Demostracion. Verifiquemos que F esta bien definida.

Sea (Y,t) € C(X) x [0,1]. Por el Teorema 4.10, tenemos que E((Y,t)) =
Fy((Y,t)) € C(Y) C C(X). Por lo tanto E esta bien definida.

Verifiquemos que E es una funcién continua.

Sea {(Yy, t,) }52; una sucesién contenida en C'(X)x [0, 1] tal que lim (Y;,, t,,) =
(Y, t) para algin (Y, t) € C(X)x|0, 1]. Notemos que se cumple que limY,, =Y
y limt, = t.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que lim Fy, ((Y,,,t,)) = Z, para
algin Z € C(X). Demostremos que Z = Fy((Y,t)), para esto demostremos
ambas contenciones.

Notemos que Fy((Y,1)) = fr(Y x {t}) v Fy, (Yn, 1n)) = fro, (Y X {tn})
para toda n € N.

Demostremos que Z C fy (Y x {t}).
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Por la Observacion 4.19, tenemos que fy (Y x {t}) C Y y ademas fy, (Y, X
{t,}) C Y, paratodan € N, lo que implica que Z = lim fy, (Y,, x {t,}) C limY,, C
Y.

Sea z € Z. Entonces para cada n € N, existe z, € fy, (Y, x {t,}) tal que
lim z,, = 2. Asi, para cada n € N, existe y,, € N tal que fy, ((yn,tn)) = 2n.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que lim y,, = y para alginy € Y.
Por el Lema 4.18 tenemos que lim ay;, (y,) = ay (y)

Por definicién de la funcién fy, , tenemos que fy, ((yn, tn)) € oy, (yn), para
toda n € N; asi concluimos que z = lim fy, ((yn, tn)) € ay(y).

Como para cada n € N, p(ay, ((yn))) < tn 0 play, ((Yn))) > tn, es sufi-
ciente con que consideremos dos casos.

Caso 1. p(ay, (yn)) < t, para toda n € N.
En este caso tenemos que fy, ((yn,tn)) = yn, para toda n € N.

Por la cotinuidad de pu, tenemos que u(ay(y)) < t, lo que implica que

Ky, 1) =y

Como z = Im fy, ((yn, tn)) = Mmy, =y y y = fr((y,1)) € (Y x{t}),
obtenemos que z € fy (Y x {t}).

Caso 2. u(ay, (yn)) > t, para toda n € N.

En este caso fy,((yn,tn)) = (Yn)t,, donde recordemos que (y,):, es el
unico punto en ay, (y,) que cumple que p(ay, ((yn)i,,)) = tn, paratodon € N.

Por la continuidad de pu, tenemos que u(ay (y)) > t, lo que implica que

Fr((y; 1) = wr-

Como limy,, = lm fy, ((yn,tn)) = 2z, por el Lema 4.18, tenemos que
lim avy,, (Y, ) = ay(2) y por la continuidad de p, obtenemos que ¢ = lim¢,, =

lim pi(ay, (Yn,,,)) = play(2)).

Pero z € ay(y) v y; es el inico punto en ay(y) con esta propiedad, por
lo tanto z = fY (y) € fY(Z).
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Por los Casos 1 y 2 obtenemos que Z C fy (Y x {t}).

Demostremos que fy (Y x {t}) C Z.

Sea x € fy(Y x {t}). Entonces existe y € Y tal que fy((y,t)) = x.
Para toda n € N, sea y, € Y, tal que limy, = y. Asi{ lim(y,,t,) = (y,1).
Por el Lema 4.18, tenemos que lim ay,, (y,) = ay (y).

Como fy, ((Yn,tn)) € fy,(Yn x {t,}) para toda n € N, podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que lim fy, ((y,,t,)) = 2z para algin z € Z.

Como para cadan € N, u(ay, (yn)) < tn 0 u(ay, ((yn))) > tn, es suficiente
con que consideremos dos casos.

Caso 1. p(ay, (yn)) < t, para toda n € N.
En este caso tenemos que fy ((yn,tn)) = yn, para toda n € N.

Por la cotinuidad de pu, tenemos que u(ay(y)) < t, lo que implica que

Ky, 1) =y

Como = = lfm fy, (9 ta)) = iz, = y y = = fr((y,)) = 2, obtenemos
que r € Z.

Caso 2. u(ay, (y,)) >t para toda n € N.

En este caso tenemos que fy, ((Yn,tn)) = (Yn)s,, donde (y,):, es el tnico
punto en oy, (y,) que satisface que p(ay, ((Yn)e,)) = ta-

Por la continuidad de pu, tenemos que p(ay (y)) > t, lo que implica que

;1) = v

Como lim (y,)s, = lim f¥*((yn,t,)) = 2, por el Lema 4.18, tenemos que
t=1limt, = play, ((yn)i,)) = play(2)).

Como z € ay(y) y y; es el unico punto en ay(y) con esta propiedad,
obtenemos que z = y;. Pero v, = fy((y,t)) = z, por lo tanto z € Z.

Con esto hemos probado que fy (Y x {t}) C Z.
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Por lo tanto podemos concluir que lim E((A,, t,)) = lim fy, (Y, x {t,}) =
fr(Y x{t}) = E((A,t)) y obtenemos que E es una funcién continua.

Ahora demostremos que se cumplen las condiciones 1 y 2 del enunciado.
Verifiquemos 1.

Sea Y € C(Y). Por la propiedad 1 del Teorema 4.10, tenemos que la
funcién Fy : C(Y) x {0} — Y se comporta como una funcién constante,
donde dicha constante es el punto de suavidad por el cual se definié. De
esta forma tenemos que Fy((Y,0)) = s(Y), para todo Y € C(Y), lo que
demuestra que E((Y,0)) = {s(Y)}.

Verifiquemos 2.

Sea Y € C(Y). Por la propiedad 2 del Teorema 4.10, tenemos que la
funcién Fy : C(Y) x {1} +— Y se comporta como la funcién identidad.
De esta forma tenemos que Fy((Y,1)) = Y, para todo Y € C(X), lo que
demuestra que E((Y,0)) =Y.

Con esto terminamos la demostracién de este teorema. m

Lema 4.21 La funcion G = E |y(x): M(X) x [0,1] — M(X) estd bien
definida y es continua. Ademds se cumple que:

(1) G((A,0)) = {s(A)} para toda A € M(X),
(i) G((A,1)) = A para toda A € M(X).

Demostracion. Verifiquemos que GG esta bien definida.

Sea (A,t) € M(X) x [0,1], como H((A,t)) = E((A,t)), tenemos que

G((A,t)) € C(X). Por el Lema 4.19, tenemos que E((A,t)) C A, como
int(A ) = (), concluimos que G((A,t)) € M(X). Por lo tanto G estd bien
definida.

Por el Teorema 4.20, tenemos que G es continua, ya que es la restriccién
de una funcién continua; por ultimo notemos que las condiciones (7) y (i) se
satisfacen por la Propiedades 1 y 2 del Teorema 4.20. m
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Teorema 4.22 Si X es un dendroide suave por arcos, entonces M(X) es
contrdctil.

Demostracion. Sea p el punto de suavidad de X, por el Corolario 4.11,
existe una funcién continua G : X x [0,1] — X tal que:

(1) G1((z,1)) = z para toda = € X,
(2) G1((x,0)) = p para toda z € X.

De donde la funcién Gy : Fy(X)x[0,1] — F;(X), definida por Go(({z},t)) =
{G1((z,t))}, es una funcién continua tal que:

(1) Go(({z},1)) = {z} para toda {z} € Fy(X),
(2) Ga2(({x},0)) = {p} para toda {z} € F1(X).

Si s es la seleccion natural, por el Lema 4.21, existe una funcién continua
G: M(X) x[0,1] — M(X), tal que:

(i) G((A,0)) ={s(A)} para toda A € M(X),
(ii) G((A,1)) = A para toda A € M(X).
Definimos K : M(X) x [0,1] — M(X) por

G?((G«A’O))’ 2t))7 site [07 %]7
K((4.9) = { G((A,2t— 1)), sitel[i1].

Verifiquemos que K esta bien definida.

Si A€ M(X), con la primera definicién, tenemos que

K(A,3) = G2(G((A,0)),2(3)) = G2({s(A)}, 1) = {s(A)}.

Con la segunda definicion, tenemos que

K(A 3) = G(A,2(3) — 1)) = G(A,0) = {s(4)}.

72

Lo que demuestra que K, esta bien definida.

Como K esté definida en dos cerrados, a saber M (X) x [0, 3] y M(X) x
[%, 1], en los cuales es continua; concluimos que K es una funcién continua.

Por 1dltimo notemos que:
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L. K((A,0)) = G2(G(A,0),2(0))) = Ga(({s(A)}.0)) = {p}.
2. K((A,1)) = G((4,2(1) — 1)) = G((A4,1)) = A.

Lo que demuestra que K es una contracciéon de M (X). =



104 CAPITULO 4. CONTRACTIBILIDAD Y M(X)



Capitulo 5

La no Compacidad de D(X)

5.1. Introducciéon

En este capitulo vamos a retomar la problematica de determinar cuando
el hiperespacio de subcontinuos regulares es cerrado.

Recordemos que en la Secciéon 3.3 del Capitulo 3, abordamos este pro-
blema y mostramos algunos espacios, construidos mediante la unién apropi-
ada de continuos indescomponibles, que nos proporcionan ejemplos de con-
tinuos para los cuales su hiperespacio D(X), resulté cerrado pero no conexo.

Es importante senalar que el problema de determinar si el hiperespacio de
subcontinuos regulares podia ser un continuo no degenerado, o mas concre-
tamente, el problema de construir un ejemplo para el cual su hiperespacio de
subcontinuos regulares resultara ser un cerrado no finito, nos quité el sueno
durante mucho tiempo, sin obtener ningtin avance significativo en este senti-
do, sin embargo dichas desveladas nos proporcionaron una gran cantidad de
espacios fascinantes.

Finalmente, al presentar una platica en el ”V International Conference
Japan-México on Topology and its Applications” que se celebré en septiem-
bre de 2010 en la ciudad de Colima, donde presenté éste y otros problemas
relacionados con mi investigacion de doctorado, el Dr. Christopher Mouron
del Rhodes College, Memphis, Tennessee, me proporcioné las herramientas

105
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necesarias para demostrar que este hiperespacio nunca puede ser un subcon-
junto cerrado e infinito. Por su interés y su paciencia para explicarme en
varias ocasiones sus ideas, le estoy muy agradecido.

Asi, en lo que resta de este capitulo nos vamos a dedicar a desarrollar todo
lo necesario para demostrar que el hiperespacio de subcontinuos regulares
nunca puede ser un cerrado infinito.

5.2. Subconjuntos Regulares

Definicién 5.1 Sea X un continuo.

1. Decimos que un subconjunto cerrado Y de X es un cerrado regular,
siint(Y)=Y.

2. Decimos que un subconjunto Y de X es regular, si Y es un cerrado

reqular.

Proposicién 5.2 Un subconjunto Y de X es regular si y sélo si Y es un
congunto reqular.

Demostraciéon. Supongamos que Y es un conjunto regular y demostremos
que Y es un conjunto regular.

Como Y es cerrado, tenemos que Y =Y. Dado que Y es un conjunto

regular, se cumple que int(Y) = Y =Y. Lo que demuestra que Y es un
conjunto regular de X.

Ahora supongamos que Y es un subconjunto regular de X, entonces por
definicién Y es un subconjunto regular. m

Proposicion 5.3 Si A y B son cerrados requlares en X, entonces AU B es
un cerrado regular.

Demostraciéon. Como A U B es cerrado en X, tenemos que verificar que
se cumple la igualdad int(AU B) = AU B. Para esto demostremos ambas
contenciones.
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Como int(A) C int(AU B) e int(B) C int(A U B), tenemos que A =
int(A) C int(AUB) y B = int(B) C int(AU B), lo que demuestra que
AUB C int(AU B).

Por otro lado, como int(AU B) C AU B, al ser AU B cerrado, tenemos
que int(AUB) C AU B. Con esto terminamos la demostracién de esta
proposicion. m

Proposicién 5.4 Sea Y un subconjunto no vacio y cerrado de X, si {Y }22,
es una sucesion de subconjuntos de X tales Y, Nint(Y) = 0 para todan € N
ylimY, =Y, entonces Y no es reqular, mds ain int(Y") = ().

Demostracién. Basta demostrar que int(Y) = 0.

Supongamos que existen un punto y € Y y € > 0 tales que B.(y) C Y.
Como limY,, = Y, existe N € N tal que H(Yy,Y) < €. Por el Lema 1.32
tenemos que Y C N(g,Yy), asi existe yy € Yy tal que d(yn,y) < e. Por
lo tanto Yy Nint(Y) # 0, lo que es una contradiccién. Esto demuestra que
int(Y) = (), y termina la demostracién de esta proposicién. m

Proposicion 5.5 Sean A y B subconjuntos de X. Si A es cerrado, entonces
int(B — A) =int(B) — A.

Demostracion. Demostremos ambas contenciones.

Sea z € int(B— A). Entonces existe un abierto U tal que x € U C B— A,
como B — A C B, tenemos que z € int(B), por lo tanto x € int(B) — Ay
concluimos que int(B — A) C int(B) — A.

Para la otra contencion, como A es cerrado, entonces X — A es abierto,
lo que implica que int(B) N (X — A) = int(B) — A es un abierto contenido
en B — A, lo que demuestra que int(B) — A C int(B — A). =

Proposicion 5.6 Sea B un conjunto regular de X. Si A es un subconjunto
cerrado, entonces B — A es un conjunto reqular de X.

Demostracion. Podemos suponer que B — A es no vacio. Para demostrar

que B — A es regular debemos demostrar la igualdad int(B — A) = B — A;
para esto vamos a verificar ambas contenciones.
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Sean x € B— A y U un abierto en X tales que x € U, entonces existe
beUtalquebe Byb¢g A. Como A es cerrado, tenemos que X — A es
abierto, ast W = U N (X — A) es un abierto tal que b € W N B — A. Como

b € B C B = int(B), tenemos que W Nint(B) # (.

Entonces existen by € W Nint(B) y b ¢ A. Por la Proposicién 5.5,
by € int(B — A) Cint(B — A). Esto demuestra que W N (int(B — A)) # 0.

Por lo tanto U N int(B — A) # 0 y obtenemos que = € int(B — A).
Asi concluimos que B — A C int(B — A)

Para demostrar la otra contencidn, sélo es necesario observar que int(B — A) C
B — A, lo que implica que int(B—A) C B—A. =

Corolario 5.7 Si B es un subconjunto reqular de X y V es un abierto,
entonces BNV es un subconjunto reqular de X .

Demostracion. Como X —V es cerrado en X, por la Proposicién 5.6, obte-
nemos que B — (X —V) = BNV esregular. m

Proposicién 5.8 Si Y y C son dos subconjuntos de X y Y es cerrado,
entonces int(Y U C) C Y Uint(C).

Demostracién. Si x ¢ Y Uint(C) y W es un abierto en X tal que z € W,
entonces definimos U = W — Y. Tenemos que U es un abierto, x € U y
UNY = 0. Como z ¢ int(C), tenemos que U ¢ C, por lo tanto U € YUC, lo
que demuestra que W ¢ YUC'. De manera que z ¢ int(YUC'). Asi concluimos
que int(Y UC) C Y Uint(C). =

5.3. Regularidad y Componentes

Definicién 5.9 (1) Si A es un subconjunto de X, definimos
Com(A)={C C A:C es componente conezxa de A}.

(2) Si A es una coleccion de subconjuntos de X, definimos

A" =Usea 4
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Lema 5.10 Sea X un continuo. Si A es un subconjunto no conexo de X y
A =U"UV’' es una separacion de A, entonces existen dos subconjuntos no
vacios A y B de Com(A); y dos subconjuntos abiertos y ajenos U yV de X
tales que:

(1) ANB =10,
(2) AUB = Com(A),
(3) AxCU yB*CV,
(4) U cUyV' CV.
Demostracion. Como A = U’ UV’ es una separacion de A, tenemos que
LUNV =0y V' nU =0.
2. U #0y V' #£0.
3. A=U"uV".

Por ser X completamente normal existen dos abiertos ajenos U y V tales
que U cUy V' CcV.Sean A ={C € Com(A) : C Cc U}y B={C €
Com(A) : C C V}. Notemos que, por 2, existe un punto x € U’, de donde la
componente C, de A que tiene a x, es un elemento de A. De forma analoga
podemos ver que B es diferente del vacio.

Demostremos que los conjuntos A y B y los abiertos U y V' cumplen las
condiciones que deseamos.

(1) Como U y V son ajenos y A* C Uy B* C V, obtenemos que ANB = ().

(2) Por construccién tenemos que AU B C Com(A). Por otro lado, si
C € Com(A), entonces C C A C UU YV, lo que implica que C € AU B. Por
lo tanto Com(A) = AU B.

(3) y (4) se cumplen por construccién. m

Proposicién 5.11 Sea A un subconjunto reqular de X y sea A = U UV’
una separacion de A. Si C € Com(A) y A es un subconjunto de Com(A) tal
que:
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(1) C € A,

(2) AANU #0y ANV #£0,
(3) A* es cerrado en A,

(4) A* es regular.

Entonces existe un subconjunto A; de A tal que:
(a) C € Ay y Ay es un subconjunto propio de A.
(b) A; es cerrado en A,

(c) Aj es regular.

Demostracién. Dado que |A| > 2, A* no es conexo, por el Lema 5.10,
existen dos subconjuntos A; y By de Com(A*) = A y dos subconjuntos
abiertos y ajenos U y V' de X tales que:

1. AinB; =0,
2. A[,UB = A,
3. AicUyByCV.

Como A; U B; = A, podemos suponer que C € A;. Verifiquemos que A,
satisface las condiciones que necesitamos.

a) Por construccién, tenemos que C' € A;. Como B; es no vacio y A; N
Bi = (), tenemos que A; es un subconjunto propio de A.

(b) Como X — V es cerrado en X y A* es cerrado en A, tenemos que

AT =ANA*N (X — V) es cerrado en A.

(¢) Como A7 es un subconjunto propio de A* y U es un abierto, por el
Corolario 5.7, tenemos que A7 = A* N U es un subconjunto regular. m

A continuacion demostraremos un resultado, que es una variacién del Teo-
rema de Reduccion de Brouwer, que nos ayudard a demostrar dos resultados
fundamentales de este capitulo.
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Teorema 5.12 Sean Y un espacio topologico sequndo numerable y Z una
familia no vacia de subconjuntos cerrados de Y. Si para cualquier sucesion
decreciente de elementos en Z cumple que su interseccion estd en Z, entonces
Z tiene elementos minimales.

Demostracién. Sea U = {U,, : n € N} una base numerable de abiertos no
vacios para Y.

Si ningun elemento de Z es un subconjunto propio de Y, tenemos que
Z = {Y}, y en este caso, Y es el elemento minimal que buscamos. Por lo
tanto, podemos suponer que existe G; € Z tal que G; es un subconjunto
propio de Y.

Sea y; € Y —G;. Como (G es un subconjunto cerrado en Y, existe n € N
tal que y; € U, y U, NGy = . Por lo tanto el conjunto {n € N : existe
FeZtalque FCY y FnNU, =0} es diferente del vacio. Por el principio
del buen orden, existe

n1 =min{n € N:existe FF € Z tal que F CY y FNU, = 0}.

Sea F} € Ztalque F} CY y F1NU,, = 0. Si F} es un elemento minimal
para Z, hemos terminado la demostracion de este teorema. De lo contrario,
existe un elemento Gy € Z tal que Gy C F7.

Sea 1y € F} — G5. Como GGy es un subconjunto cerrado en Y y como U
es una base numerable, existe n > n; tal que y, € U, y U,, N Gy = (). Por lo
tanto el conjunto {n > n; : existe F' € Z tal que FF C Fy y FNU, = (0} es
diferente del vacio. Por el principio del buen orden, existe

ne =min{n >n; :n € N:existe F € Z talque F C F} y FNU, = 0}.
Sea Fy € Z tal que Fy, C Fy y FoNU,, = 0.
Continuando con este proceso, tenemos dos casos.
Caso 1. El proceso es finito.

Sea k € N la ultima vez que podemos realizar este proceso. Entonces
existen {nq,...,nx} C Ny {F,..., F} C Z, tales que:
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(a) nj <mnji paratoda j € {1,....k—1},

(b) n; =min{n >n;_y :existe F € Ztalque F C F,,_ y FNU,,_, =0}
para toda j € {1,...,k— 1},

(c) Fjt+1 € Fjparatoda je {1,...,k—1},

(d) F;NU,, =0 para toda j € {1,...,k}.

Si Fj no es minimal, entonces existe un elemento Gy € Z tal que
Gk:Jrl g_ Fk

Sea ypi1 € Fr — Giy1. Como Ggi1 es un subconjunto cerrado en Y y
como U es una base numerable, existe ngi1 > nyg tal que yo € Uy, ., ¥
Unpor NGry1 = (. Por lo tanto el conjunto {n > ny : existe F' € Z tal que
FCF,y FNU,,_, = 0} es diferente del vacio. Por el principio del buen

orden, existe

k+1

Nk = min{n > ny, : existe F' € F tal que F C F, y FNU,,,, = 0}.

Sea Fjy1 € Z tal que Fpyy C Frpy FrpiNU,

>=

w1 = 0. Pero esto es una
contradiccon, ya que este proceso s6lo lo podiamos realizar en k ocasiones.
Por lo tanto F}, es el elemento minimal de Z que buscamos.

Caso 2. El proceso descrito es infinito.

: . - . ~
En este caso existen una sucesién {n;}52, en N y una sucesion {F};}52,
de elementos en Z, tales que:

(a)

(b) n; = min{n > n;_, : existe F' € Z tal que FNU,, , =0},
)
)

F;NU,, =0.

Sea F' =)oy Fj. Por hipétesis tenemos que F' € Z.

jEN

Verifiquemos que F' es un elemento minimal para Z.
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Supongamos que F' no es minimal para Z. Entonces existe G € Z tal que
G C F.

Sea y € F — G. Como G es un subconjunto cerrado en Y, Y — G es

abierto, asi que existe n € N tal que G N U, = (). Por el principio del buen
orden, existe

no =min{n e N: GNU, = 0}.

Como {n;}32, es una sucesién estrictamente creciente, existe j € N tal
que n; > ng. Sea e = min{j € N:n; > ng}.

Recordemos que por definicién tenemos que n, = min{n > n._; : existe
FeZtalque FCF, ,yFnU,,_ , =0}

Perong <n.y G € Zestalque GNU,, =0y G C F =,y F; C F,_,,

lo que es una contradiccion a la eleccion de n.. Por lo tanto F' es minimal, y
terminamos la demostracién de este teorema. m

Teorema 5.13 Sea A un subconjunto regular diferente del vacio y C' una
componente de A. Si C no es regular, entonces existe una sucesion {B,}2
de subconjuntos en Com(A) tal que:

(1) C € B,, para todan € N,

(2) B,i1 € B, para todan € N,

(3) B} es regular para toda n € N,

(4) B es cerrado en A para toda n € N,

(5) B=_, By es un subconjunto de Com(A) con la propiedad que B* es
cerrado en A pero no es reqular.

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto.

Z={B*CA:CeBCCom(A),B* es cerrado en A y regular en X}.
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Analicemos dos casos.

Caso 1. Para toda sucesién decreciente {B:}>°, en Z se cumple que
Nhen Bp € Z.

En este caso tenemos que la familia Z cumple las hipotesis del Teorema
5.12, asi Z tiene elementos minimales.

Sea B* un elemento minimal en Z. Entonces tenemos que B* es un sub-
conjunto regular de X tal que:

(1) C € Com(B*) =B,
(2) B* es cerrado en A,

(3) B* es un subconjunto regular.

Como C' € Com(B*) = B, al ser B* regular, tenemos que B tiene al menos
dos elementos, lo que muestra que B* no es conexo, por lo tanto existen dos
subconjuntos no vacios U’ y V' de B* tales que B* = U’ UV’ forman una
separacién de B*. Por lo tanto, por la Proposicién 5.11, existe un subconjunto
propio By de B tal que:

(a) C' € By y B; es un subconjunto propio de B,
(b) Bj es cerrado en B*,
(c) Bj es regular.

Notemos que, por (a), tenemos que C' € By C B C Com(A). Por (b),
tenemos que B es cerrado en B*, pero por ser B* cerrado en A, concluimos
que Bj es cerrado en A. Por (¢), tenemos que Bj es regular. Con esto hemos
demostrado que B} € Z.

Pero por la condicién (a), tenemos que B; es un subconjunto propio de
B, lo que implica que Bj es un subconjunto propio de B*, lo que es una
contradicén, ya que B* es un elemento minimal de Z.

Caso 2. Existe una sucesién decreciente {B; }7 | en Z, tal que (),oy B} &
Z.
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Si la sucesion {B}}>°, tiene un ndmero finito de elementos, entonces
existe N € N tal que B = B} para toda n > N. Lo que implica que
Mnen B, = By € Z, 1o que es una contradiccién.

Por lo tanto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {B}}>
es una sucesién estrictamente decreciente, es decir, By, C B} para toda
n € N.

Consideremos la sucesion {B,}22, en Com(A) inducida por la sucesién
{B;}> . Demostremos que la sucesién {B,,}>°, cumple las condiciones que
necesitamos.

Sean € N. Como B} € Z, tenemos que C' € B,, C Com(A), B es cerrado
en Ay regular en X. Por lo tanto la sucesién {8, }5°; cumple las condiciones

(1), B) y (4).
Verifiquemos (2).

Sean € N. Como By, C By, existe y € B;, — B;, ;. Sea F' la componente
de A que tiene a y. Entonces F' € B,, — B,,;1, lo que demuestra este inciso.

Verfiquemos (5).

pu— n- p— V
Sea B nen Brn- Demostremos que B* nen By, Para esto vamos a
demostrar ambas contenciones.

Sea x € B*. Como B C Com(A) tenemos que la componente F' de A que
tiene a x, cumple que F' € B, lo que implica que F' € B, para toda n € N.
De esta forma « € F' C B;, para toda n € N. Por lo tanto & € (), Bj-

Sea x € (),cy By~ Entonces x € B} para toda n € N. Lo que implica la
componente F' de A que tiene a x, cumple que F' € B,, para toda n € N. Por
lo tanto I € [),,cn Bn. lo que implica que x € ' C B*.

Con esto hemos mostrado que ((,cy Brn)* = B* = (,,en Bir-
Notemos que C' € B, ya que C € B,, para toda n € N. También B* es un

subconjunto cerrado de A, ya que es la interseccién de los subconjuntos B,
y B es un subconjunto cerrado de A para toda n € N.
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Pero {B}}>° | es una sucesién en Z tal que B* = [
demuestra que B* no es un subconjunto regular de X.

B! ¢ Z, lo que

neN

Con esto concluimos la demostracion de este teorema. ®

5.4. D(X) no es Compacto

En esta seccién aplicaremos los resultados de las secciones anteriores para
demostrar que el hiperespacio de subcontinuos regulares no puede ser cerrado,
si tiene una cantidad infinita de elementos.

Proposicion 5.14 Sean Y y C dos subconjuntos de X tales que:

1. Y y Y UC son cerrados,
2.YNC=0,

3. C' no es regular.
Entonces Y U C no es regular.

Demostracién. Como C no es regular, tenemos que C contiene propiamente
a int(C), de esta forma podemos tomar un punto x € C — int(C) y un

subconjunto abierto U de X tal que x € U y U Nint(C) = ).

Seay € CNU. Como YNC = ), tenemos que y € Y y ademds y & int(C).

Notemos que y € Y UC. Como Y U C es cerrado, tenemos que Y U C' =
Y U C. Por la Proposicién 5.8, obtenemos que int(Y UC) C Y Uint(C) =
Y Uint(C).

Comoy €Y yy & int(C), tenemos que y ¢ int(Y U C), lo que demuestra
que int(Y UC) € Y UC. Por lo tanto Y U C no es regular. m

Lema 5.15 Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X. Si C es un sub-
conjunto cerrado de B — A, entonces AU C' es un subconjunto cerrado de
X.
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Demostracion. Como C es un subconjunto cerrado de B — A, existe un
subconjunto cerrado D de X tal que C'= DN (B — A). De donde AU C =
AUDN(BN(X — A))], lo que implica que X — (AUC) = (X —A)N[(X —
BYU(X —-D)UA]=(X —-A)N[(X — B)U(X — D)], que es un abierto en
X. Esto demuestra que AU C' es un subconjunto cerrado. m

Proposicién 5.16 Sean A y B dos elementos de D(X). Si B — A tiene una
componente que es no regular, entonces D(X) no es cerrado.

Demostracion. Sea C' una componente en B — A que no sea regular. Por ser
B regular, por el Corolario 5.7, tenemos que B— A = BN (X — A) es regular
en X. Asi, por el Teorema 5.13, existe una sucesién {B,,}°°; de subconjuntos
de Com(B — A) tal que:

1. C' € B, para todan € N,

2. B,y1 C B, paratodan € N,

3. B} es regular para toda n € N,

4. B} es cerrado en B — A para toda n € N,

5. B =(),en Br es un subconjunto de Com (B — A) con la propiedad que
B* es cerrado en B — A pero no es regular.

Para cada n € N, definimos K,, = AUB! y K = AU B*. Por el Lema
1.6, tenemos que K y K, son conexos, para toda n € N. Como B* y B son
cerrados en B — A, para toda n € N, por el Lema 5.15, tenemos que K y K,
son cerrados en X.

Sean € N, como B es regular, tenemos que B es un subconjunto cerrado
regular, asf por la Proposicién 5.3, tenemos que K, = AUB: = AUB; es
regular, pero por la Proposicion 5.14 tenemos que K no es regular. Como
B* = (,en By, tenemos que AUB* =, .y AUB;, entonces K =, oy K-
Por lo tanto lim K,, = K.

Lo que hemos demostrado es que {K,}2°, es una sucesién en D(X) tal
que lim K,, = K, pero K ¢ D(X), lo que prueba que D(X) no es cerrado. m
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Definicién 5.17 Un elemento B € C(X) es un elemento limite mi-
nimal de D(X), si B es un punto de acumulacion de D(X) y siempre que
A e C(X) con AC By que A sea punto de acumulacion de D(X), se cumple
que A = B.

Lema 5.18 Sea X un continuo tal que D(X) es un subconjunto cerrado. Si
Ae D(X) y{A.}>2, es una sucesion en D(X) tal que:

1. A, es un subconjunto propio de A, para toda n € N,

2. lim A,, = A.
Entonces A no es un elemento limite minimal de D(X).

Demostracién. Como A; € D(X), tenemos que int(A;) es un abierto de
X diferente del vacio contenido en A. Dado que lim A,, = A, existe N; € N
tal que A, NU # () para toda m > N;. De esta forma podemos concluir que
A, N Ay # () para toda m > N;. Consideremos tres casos.

Caso 1. A; U A,, es un subconjunto propio de A para toda m > Nj.

Sea K, una componente de A —(A; U Ay,). Como D(X) es cerrado, por
la Proposicion 5.16, tenemos que Ky, es regular y por la Proposicion 5.2,
tenemos que Ky, es regular.

Afirmacion 1. Existe Ny > N; tal que int(Ay,) Nint(K y,) es un abierto
no vacio de X.

Demostracion. Como K y, es regular, tenemos que int(K y,) es un abierto
no vacio de X contenido en A. Dado que lim A,, = A, existe N, € N tal que
A Nint(Ky,) # 0 para toda m > N,. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que Ny > Nj.

Consideremos = € Ay, Nint(Ky,), como Ay, es regular y el int(K y, ) es
un abierto diferente del vacio de X que tiene al punto x € Ay, = int(An,),
tenemos que int(Ay,) Nint(Ky,) # 0. Esto termina la demostracién de la
Afirmacion 1.

Como A; U Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente
Ky, de A — (A; U Ap,). Como D(X) es cerrado, por la Proposicién 5.16,
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tenemos que Ky, es regular y por la Proposicién 5.2, tenemos que K y, es
regular.

Afirmacion 2. Ky, # Ky, .

Demostracion. Como Ky, C A — (A; U Ay,), tenemos que Ky, C A —
int(An,). Como A — int(Ap,) es un subconjunto cerrado de X, tenemos
que Ky, C A—int(Ay,). Por la Afirmacién 1, tenemos que Uy = int(Ay,) N
int(K y,) es un abierto no vacio de X tal que U;NK y, = 0. Como U; C K y,,
obtenemos que Ky, # Ky, y concluimos la demostracién de esta afirmacion.

Supongamos que existen numeros naturales Ny, No, ..., N;_; de N tales
que N; < N;;1 para toda i € {1,...,t — 2}, con la propiedad que para toda
i € {1,...,t—1} existe una componente Ky, de A— (A;UAy,), tal que Ky,
es regular y que ademas FNi =+ FNJ., para cualesquiera i,j € {1,...,t — 1}
con i # j.

Afirmacion 3. Existe N; > N,_; tal que int(Ay,) Nint(K y,) es un abierto
no vacio de X para toda i € {1,...,t— 1}.

Demostracién. Como Ky, es regular, tenemos int(Ky,) es un abierto
diferente del vacio de X para toda i € {1,...,t—1}.

Sea i € {1,...,t = 1}. Como lim A,, = A, existe M; € N tal que A, N
int(Ky,) # () para toda n > M;.

Sea N; = max{M; : i € {1,...,¢t — 1}}. Podemos suponer ademads que
N; > N;_;. Notemos que si n > N, entonces A, Nint(Ky,) # () para toda
ie{l,...,t—1}.

Verifiquemos que N; cumple lo que deseamos.

Sea i € {1,...,t — 1}. Consideremos = € Ay, Nint(Ky,), como Ay, es
regular y el int(K y,) es un abierto diferente del vacio de X que tiene al punto
x € Ay, = int(Ay,), tenemos que int(Ay,) Nint(Ky,) # 0. Asi terminamos
la demostracion de esta afirmacion.

Como A; U Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente
Ky, de A — (A1 U Ay,). Como D(X) es cerrado, por la Proposicién 5.16,
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tenemos que Ky, es regular y por la Proposicién 5.2, tenemos que Ky, es
regular.

Afirmacion 4. Ky, # Ky, para todai € {1,...,t—1}.

Demostracion. Seai € {1,...,t—1}. Como Ky, C A—(A;UAy,), tenemos
que Ky, C A —int(Ay,). Como A — int(Ay,) es un subconjunto cerrado de
X, tenemos que Ky, C A — int(Ay,). Por la Afirmacién 3, tenemos que
U; = int(Ay,) Nint(K y,) es un abierto no vacio de X tal que U; N Ky, = 0.

Como U; C K y,, obtenemos que Ky, # K y,. Asi concluimos la demostracién
de esta afirmacién.

De forma inductiva hemos demostrado que existe una sucesion {K y, }%°,
de subconjuntos regulares y diferentes dos a dos tales que Ky, es una com-
ponente de A — (A; U Ay,) para toda i € N.

Por ser D(X) cerrado podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
lim Ky, = K para algin K € D(X). Mas atn, como Ky, # Ky, para
cualesquiera i # j, tenemos que K es un elemento de acumulacién de D(X).

Como Ky, C A— (A UAy,) para toda i € N, por ser A un subconjunto
cerrado de X, tenemos que Ky, C A, lo que implica que K = lim Ky, C A.

Como Ky, C A — (A1 U Ay,) C A —int(A), por ser A — int(A;) un
subconjunto cerrado de X, tenemos que Ky, C A—1int(A;) para toda i € N.
Por lo tanto K = lim K y, C A—int(A;), lo que demuestra que K Nint(A;) =
0.

Como A; es un cerrado regular, tenemos que int(A;) # . Esto demuestra
que K es un subconjunto propio de A, lo que prueba que A no puede ser un
elemento limite minimal de D(X).

Caso 2. A; U A, = A, para una cantidad finita de elementos en {m € N :
m > K}.

Sea Ny = méx{m € N: A; U A,, = A}. Entonces A; U A,, es un subcon-
junto propio de A para toda m > Np, y podemos aplicar el Caso 1.

Caso 3. A; U A,,, = A para una subsucesiéon {m;}2, de {m}_,.
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Para no hacer mas complicada la notaciéon, en este caso vamos a suponer,
sin pérdida de generalidad, que A; U A,, = A para toda m > Nj.

Como Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky,
de A— Ay, C A;. Como D(X) es cerrado, por la Proposicién 5.16, tenemos
que Ky, es regular y por la Proposicién 5.2, tenemos que Ky, es regular.

Afirmacion 5. Existe Ny > Ny tal que int(Ap,) Nint(Ky,) es un abierto
no vacio de X.

Demostracion. Como Ky, es regular, tenemos que int(K y,) es un abierto
no vacio de X. Dado que lim A4,, = A, existe N, € N tal que A, Nint(Ky,) #
() para toda m > N,. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
Ny > Nj.

Consideremos = € Ay, Nint(K y,), como Ay, es regular y el int(K y,) es
un abierto diferente del vacio de X que tiene al punto z € Ay, = int(An,),
tenemos que int(Ay,) Nint(Ky,) # 0. Esto termina la demostracién de la
Afirmacién 1.

Como Ay, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky,
de A— Ay, C A;. Como D(X) es cerrado, por la Proposicion 5.16, tenemos
que Ky, es regular y por la Proposicién 5.2, tenemos que Ky, es regular.

Afirmacion 6. Ky, # K, .

Demostracion. Como Ky, C A— Ap,, tenemos que Ky, C A —int(An,).
Como A — int(Ay,) es un subconjunto cerrado de X, tenemos que Ky, C
A —int(Ay,). Por la Afirmacién 5, tenemos que U; = int(Ay,) Nint(K y,)
es un abierto no vacio tal que Uy N K_N2 = (). Como U; C FNI, obtenemos

que Ky, # Ky, y concluimos la demostracién de esta afirmacion.

Supongamos que existen numeros naturales Ny, No, ..., N;_; de N tales
que N; < N;;1 para toda i € {1,...,t — 2}, con la propiedad que para toda
i € {1,...,t — 1} existe una componente Ky, de A — Ay,, tal que Ky, es
regular y que ademas K y, # FNJ., para cualesquiera i,j € {1,...,t— 1} con

i .

Afirmacion 7. Existe N; > N;_; tal que int(Ay,) Nint(K y,) es un abierto
no vacio de X para toda i € {1,...,t —1}.
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Demostracion. Como K y, es regular, tenemos que int(K y,) es un abierto
diferente del vacio de X para toda i € {1,...,t —1}.

Sea i € {1,...,t — 1}. Como lim A, = A, existe M; € N tal que A, N
int(Ky,) # () para toda n > M;.

Sea N; = max{M; : i € {1,...,¢t — 1}}. Podemos suponer ademds que
N; > N;_;. Notemos que si n > N, entonces A, Nint(Ky,) # () para toda
ie{l,....t—1}.

Verifiquemos que N; cumple lo que deseamos.

Sea i € {1,...,t — 1}. Consideremos x € Ay, Nint(Ky,), como Ay, es
regular y el int(K y,) es un abierto diferente del vacio de X que tiene al punto
x € Ay, = int(Ay,), tenemos que int(Ay,) Nint(Ky,) # 0. Asi terminamos
la demostracion de esta afirmacion.

Como Ap, es un subconjunto propio de A, existe una componente Ky,
de A — Ap,. Como D(X) es cerrado, por la Proposicién 5.16, tenemos que
Ky, es regular y por la Proposicién 5.2, tenemos que Ky, es regular.

Afirmacion 8. Ky, # Ky, para todai € {1,...,t—1}.

Demostracion. Sea i € {1,...,t — 1}. Como Ky, C A — Ap,, tenemos
que Ky, C A —int(Ay,). Como A — int(Ay,) es un subconjunto cerrado
de X, tenemos que Ky, C A —int(Ay,). Por la Afirmacién 7, tenemos que
U; = int(Ay,) Nint(K y,) es un abierto no vacio de X tal que U; N Ky, = 0.
Como U; C FNZ., obtenemos que FNt + FNZ.. Asi concluimos la demostracion
de esta afirmacién.

De forma inductiva hemos demostrado es que existe una sucesién {K y, }5,
de subconjuntos regulares y diferentes dos a dos, tales que Ky, es una com-
ponente de A — Ay, para toda ¢ € N.

Seai € N. Como Ky, C A—An, vy AiUAN, = A, tenemos que Ky, C A;.
Como A; es un subconjunto cerrado de X, tenemos que Ky, C A;.

Como D(X) es cerrado podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que lim Ky, = K para algin K € D(X). Como Ky, C A; para toda ¢ € N,
tenemos que K C Aj;.
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Dado que {K v, }2, es una sucesién de subconjuntos regulares y diferentes
dos a dos, tenemos que K es elemento de acumulacién de D(X), como ademds
K C A; € A, tenemos que K es un subconjunto propio de A.

Por lo tanto A no es elemento limite minimal de D(X).

Con esto terminamos la demostracion de este lema. m

Lema 5.19 Si D(X) es infinito, entonces existe un elemento limite minimal

de D(X).

Demostracién. Como D(X) es infinito y C'(X) es compacto, existe un ele-
mento de acumulacién A de D(X), en C(X).

Sea Z ={B € C(X): BC Ay B es un elemento de acumulacién de
D(X)}. Como A € Z, tenemos que Z es no vacio.

Vamos a demostrar que la familia Z tiene elementos minimales. Para
esto, usaremos el Teorema 5.12. Demostremos entonces que toda sucesion
decreciente en Z cumple que su intersecién pertenece a Z.

Sea {A,,}5°_, unu sucesién decreciente en Z. Analicemos dos casos.
Caso 1. {A,,}2°_, tiene un niimero finito de elementos.

Entonces existe M € N tal que A, = Ay paratodam > M. Asi(), .y Am
Ay € Z.

Caso 1. {A,,}2°_, tiene un nimero infinito de elementos.

En este caso existe una subsucesion estrictamente decreciente de {A,,}5°_,
que, sin pérdida de generalidad podemos suponer que coincide con {A,, }5o_,.

Para toda m € N existe una sucesion {A7}5°, en D(X), formada por
elementos diferentes, tales que lim A" = A,,.

n—oo

Sea A}, un elemento de la sucesion {A)}72, tal que H(A;, A},) < 1.

1
. 2‘
son diferentes dos a

Sea A%, un elemento de la sucesién {AZ}22, tal que H(Ay, A%,) <
Como los elementos que forman la sucesién {42},
dos, podemos suponer que A3, # A}, .
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Supongamos que para toda ¢ € {1,...,m} existe un elemento A}V de
la sucesién {A%}>°, con la propiedad que H(A;, Ay ) < 1y que ademds
Ay, # AR, , para cualesquiera j, k € {1,...,m} tales que j # k.

Sea AT un elemento de la sucesién {A7*+1} . con la propiedad que
Npt1 n n=1
H(Aq1, A" ) < —L Como los elementos que forman la sucesién { A7+ 100
+b N1 m+1 n n=1
son diferentes dos a dos, podemos suponer que AT £ Aﬁvi, para toda

i N1
ie{l,...,m}.

De esta forma podemos construir una sucesién {A% }oo_; formada por
elementos diferentes dos a dos, tales que H(A,,, A% ) < +.

m

Sea B = (°_, A, como {A,,}°° | es una sucesién estrictamente decre-
ciente, tenemos que lim A,, = B. De esta forma, si ¢ > 0, podemos encontrar
M € N tal que para toda m > M, se cumple que H(B, A,,) < 5y % < 5. Por
lo tanto, si m > M, entonces H(B,AY ) < H(B,An) + H(An, A% ) < e.
Lo que demuestra que lim A = B.

Lo que hemos demostrado es que A es un elemento de acumulacion para
D(X) y concluimos que toda sucesién decreciente en Z cumple que su in-
terseccion pertenece a Z. Asi, por el Teorema 5.12, concluimos que Z tiene
elementos minimales.

Si D es un elemento minimal de Z, entonces D es un elemento de acu-
mulacién de D(X) que no contiene subcontinuos propios de acumulacion de
D(X), lo que demuestra que D es un elemento limite minimal de D(X).

Con esto concluimos la demostracion de este lema. m

Teorema 5.20 Si D(X) es infinito, entonces D(X) no es cerrado.

Demostracién. Supongamos que D(X) es cerrado, entonces por el Lema
5.19, existe un elemento limite minimal Y € C(X), de D(X). Notemos que
D(X) cerrado, implica que Y € D(X).

Sea {A,}52, una sucesién en D(X)—Y tal que lim A,, =Y, por el Lema
5.18, podemos suponer que A, no estd contenido en Y para ninguna n € N.
Mas atin, como int(Y) # () por la Proposicién 5.4, podemos suponer que
A, NY # () para toda n € N.



5.4. D(X) NO ES COMPACTO 125

Sea K; una componente de A; — Y. Como D(X) es cerrado, por la
Proposicién 5.16, tenemos que K; es regular y por la Proposicion 5.2, te-
nemos que K; es regular. Como K; una componente de A; — Y, tenemos que
K, C K, UFr(Y). Asf concluimos que K; Nint(Y) = (.

Afirmacion 1. Existen ny > 1 y una componente K,, de A,, — Y tales
que

(i) K,, es regular,
(11) Kp, Nint(Y) =10, y
(iii) Kn, # K.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces para toda n > 1, la
cerradura de toda componente de A,, — Y no satisface alguna de las condi-
ciones (7), (i7) o (4i7). Analicemos lo siguiente.

Sin > 1y K es una componente de A, — Y, como D(X) es cerrado,
por la Proposicién 5.16, tenemos que K, es regular y por la Proposicion 5.2,
tenemos que K, es regular. Es decir, K,, cumple (7).

Como K, C A, —Y, tenemos que K, C A, — mt_(Yn), que por ser
Ay, —int(Y,) un subconjunto cerrado de X, tenemos que K, C A, —int(Y).
Lo que demuestra que K, cumple (i).

Por lo anterior podemos concluir que no se cumple la Condicién (iii) para
toda n > 1, por lo tanto para toda n > 1, la cerradura de toda componente
de A, — Y coincide con K.

Entonces K, C A,, para toda n € N.

Por (b) del Lema 1.35, tenemos que K, C limA, =Y, lo que es una
contradiccién ya que K es un subconjunto no vaciode X y K1 C X —Y.

Esto termina la demostracion de esta afirmacion.

Por lo tanto existen ny > 1 y una componente K,, de 4,, —Y tal K.,
es regular, K,, Nint(Y)=0y K,, # K;.
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Inductivamente, supongamos que para toda i € {L ..,t — 1} existe una
componente K, de A,, —Y tal que Ky, es regular, K,,, Nint(Y) =0y que
ademds K,, # K,,, para cualesquiera i, j € {1,...,t — 1} tales que i # j.

Afirmacion 2. Existen ny > ny_; y una componente K, de A,,, — Y tales
que

(i) K,, es regular,
(ii) K, Nint(Y) =0,y
(iii) K,, # K,, paratodai € {i,...,t —1}.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces para toda n > n; 1, la
cerradura de toda componente de A, — Y no satisface alguna de las condi-
ciones (7), (i7) o (4i7). Analicemos lo siguiente.

Sin>mnyyy K, es una componente de A,, — Y, como D(X) es cerrado,
por la Proposicion 5.16, tenemos que K, es regular y por la Proposicion 5.2,
tenemos que K, es regular. Es decir, K,, cumple (7).

Como K, C A, —Y, tenemos que K, C A, — int(Y,), que por ser
A, —int(Y,) un subconjunto cerrado de X, tenemos que K, C A, —int(Y).
Lo que demuestra que K, cumple (i4).

Por lo anterior podemos concluir que no se cumple la Condicién (iii), por
lo tanto para toda n > n;_1, la cerradura de toda componente de A, —Y
coincide con K, para algin i € {1,...,t —1}.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que para toda n > n_y, la
cerradura de toda componente de A, — Y coincide con K1, lo que implica
que K1 C A, para todan < n;_;.

Por (b) del Lema 1.35, tenemos que Ky, Cc limA, =Y, lo que es una
contradiccion ya que K es un subconjunto no vaciode X y K1 C X =Y.

Esto termina la demostracién de esta afirmacién.

Lo que hemos demostrado es que existe una sucesién {K,, }22, de D(X)
tal que K, # Fnj para toda i # j. Como D(X) es cerrado podemos supo-
ner, sin pérdida de generalidad, que lim K, = K para algin K € D(X).
Asi tenemos que K es un elemento de acumulacién de D(X).
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Como K,, C A, ylimA,, =Y, tenemos que K C Y. Como Y es un
elemento limite minimal de D(X), tenemos que K =Y.

Por lo tanto lim K,,, = Y, como ademas K, Nint(Y) = () para toda
1 € N, por la Proposicion 5.4, tenemos que Y no es regular, lo que es una
contradiccion.

Esto demuestra que D(X) no es cerrado. m

5.5. Un Ejemplo Fuera de Lugar

Como mencionamos en algin momento de este trabajo el hiperespacio de
subcontinuos magros juega un papel complementario para el hiperespacio de
subcontinuos regulares, ya que mientras los subcontinuos regulares son los
elementos en C'(X) que se pueden recuperar de su interior, los subcontinuos
magros son, por el contrario, los elementos en C'(X) que no proporcionan
ninguna informacién cuando consideramos su interior.

Pensando en esa dualidad por algin tiempo creimos cierta la siguiente
conjetura.

» X es indescomponible si y sélo si M(X) es abierto.

Como podemos apreciar una de las implicaciones es inmediata, ya que
si X es un continuo indescomponible, por el Teorema 1.27, tenemos que
todo subcontinuo propio tiene interior vacio, lo que implica que M(X) =

C(X) — {X}, que es un abierto.

Sin embargo la otra implicacién no es verdadera y el propdsito de esta
seccién es el de mostrar un ejemplo que lo ilustre.

Proposicion 5.21 51 X =Y, UY, es un continuo tal que:

1. Yy y Yy son indescomponibles,

Entonces M(X) es abierto.
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Demostracion. Para demostrar esta proposicion, vamos a ver que el com-
plemento de M (X) es cerrado.

Verifiquemos que se cumple la siguiente igualdad
C(X)—M(X)={AeC(X):Y; C Aparaalginie {1,2}}

Sea A € C(X) tal que Y; C A para alguna i € {1,2}, como () # int(Y;) C
A, tenemos que A € C(X) — M(X). Por lo tanto {A € C(X) :Y; C A para
algun ¢ € {1,2}} € C(X) — M(X).

Para demostrar la otra contencién, sea A € C'(X)— M(X) y supongamos
que Y; ¢ A para ninguna i € {1,2}. Consideremos dos casos.

Caso 1. yo € A.

En este caso, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A es un
subcontinuo propio de Yi, que al ser indescomponible, por el Teorema 1.27
obtenemos que int(A) = ), lo que es una contradiccion.

Caso 2. yy € A.

Como yg es un punto de corte de X, tenemos que ANY; vy ANY; son
subcontinuos propios de Y] y Y3, respectivamente, y ademas A = (ANY;)U
(ANY5). De esta forma, int(A) C inty,(ANY) Uinty,(ANYsy) = 0, ya
que Y] y Y3 son indescomponibles. Por lo tanto int(A) = 0, lo que es una
contradiccion.

Con los Casos 1y 2, hemos mostrado que C'(X) — M (X) C {A € C(X):
Y; C A para algin i € {1,2}}; y obtenemos la igualdad deseada.

Para demostrar que C'(X)— M (X) es cerrado, consideramos una sucesion
{A,}5°, en C(X)—M(X) de tal forma que lim A,, = A para algin A € C(X).

Por lo anterior podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Y; C A,
para toda n € N. De esta forma, por el Lema 1.35, tenemos que Y; C A,
lo que implica que A € C(X) — M(X), y concluimos que C(X) — M(X) es
cerrado.

Por lo tanto M (X) es abierto. m
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Observaciéon 5.22 St X =Y, UY5 es un continuo tal que:

1. Y7 y Yy son indescomponibles,

Entonces, M (X) es abierto y X es descomponible.
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Capitulo 6

D(X), M(X) y otros
Hiperespacios

6.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar las relaciones conjuntistas que existen
entre los hiperespacios de subcontinuos regulares y magros; con los hiperes-
pacios de subcontinuos y el de singulares de un continuo.

Para motivar los problemas que abordaremos en las siguientes secciones,
mostraremos el comportamiento de los hiperespacios D(X) y M(X) en al-
gunos espacios con estructura sencilla.

Definicién 6.1 Una grdfica finita es un continuo que se puede ver como
una union finita de arcos, los cuales dos a dos, se intersectan en un conjunto
finito.

Observaciéon 6.2 5i G una grdfica finita, entonces existen arcos aiby, . .., a,b,,
contenidos en G, tales que

G = Uaibz
i=1
Y que ademds a;b; es un arco libre en G para toda i € {1,...,n}. Por
lo tanto, si ab es un arco no degenerado contenido en a;b; para alguna i €
{1,...,n}, y a;a y bb; son las componentes de a;b; — (ab — {a,b}), entonces

131
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G — (ab—{a,b}) = (Ua;b;) UaaUbb;.
J#i

Que al ser la union finita de subconjuntos cerrados, obtenemos que ab es
un arco libre en G; mds ain, tenemos que ab € D(X).

Proposicién 6.3 Si G es una grdfica finita, entonces M(G) = F1(G),

Demostracién. Como F;(G) C M(G), sélo es necesario demostrar que
M(G) C Fi(G).

n
Supongamos que G = |Ja;b;.
i=1

Sea A € M(X), si A es no degenerado, existe i € {1,...,n} tal que a;b;NA
es no degenerado. Sea ab un subarco de a;b; tal que ab C A; como ab es un

arco libre en G, tenemos que () # int(ab) C A, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto A € Fi(X). m

Proposicién 6.4 SiG es una grdfica finita, entonces D(G) = C(G)—Fi(G).

Demostracién. Como D(G) C C(G) — Fi(G), s6lo es necesario demostrar
que C(G) — F1(G) € D(G).

Sean A € C(G) — F1(G) y x € A. Si U es un abierto en G tal que z € U,
como A es no degenerada, existe i € {1,...,n} tal que x € a;b; y existe
un subarco ab de a;b; con extremos a y b, tal que ab C A. Como =z € U
y ab € D(G), tenemos que U Nint(ab) # 0, pero int(ab) C int(A), lo que
demuestra que U Nint(A) # 0.

Lo anterior demuestra que A C int(A), como int(A) C A, concluimos
que A = int(A). Por lo tanto A € D(G) y D(G) =C(X) — Fi(G). =

Observacién 6.5 Si G es una grafica finita, por las Proposiciones 6.3y 6.4,
tenemos que:

(a) M(G) = F1(G),
(b) D(G) = C(G) — Fi(G) = C(G) — M(G).
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Mds aiun, notemos que el hiperespacio de subcontinuos de G se puede
describir como:

C(G) = D(G)U M(G).
Ejemplo 6.6 Sea X un continuo indescomponible.

Por el Teorema 1.27 tenemos que un continuo es indescomponible si y
solo si todo subcontinuo propio tiene interior vacio, asi tenemos las siguientes
igualdades:

M(X) = C(X) — {X},
y
D(X) = {X}.

En este ejemplo también podemos expresar al hiperespacio de subcontin-
uos de X mediante los hiperespacios de subcontinuos regulares y magros, de
la siguientes forma:

C(X)=DX)UM(X).
Los ejemplos anteriores motivan a pensar en el siguiente problema

Problema 6.7 ;Para qué familias de continuos se cumple alguna de las
siguientes relaciones:

(a) M(X) = Fi(X),
(b) D(X) = C(X) — Fi(X),
(¢) D(X) = C(X) - M(X),

(d) C(X) = D(X)UM(X)?

En las siguientes secciones mostraremos los resultados que obtuvimos en
relacion el Problema 6.7.
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6.2. Una Dendrita Especial

En esta seccion estudiaremos los subcontinuos regulares y magros de una
dendrita muy particular, que posteriormente jugara un papel muy importante
para dar algunas soluciones al Problema 6.7.

Definicién 6.8 En R? sea L = [0,1] x {0} y para toda n € N, si m €
{1,...,2" — 1} definimos:

Ly ={2}x10,1].

La dendrita Dy es el continuo localmente conexo determinado por (Figura
6.1):

DlzLu[@l{Lm:me{1,...,2n—1}}]

lll‘llllll’lll lll‘llllllllll

Figura 6.1: La Dendrita D;.

A continuacién describimos a la dendrita D; de una forma mas general,
que hace mas facil identificarla como subespacio de un continuo cualquiera.
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Definicién 6.9 Un continuo Y es una dendrita Dy, si existen:
(a) Un arco pq contenido en'Y con extremos p y q.
(b) Un conjunto denso y numerable {x, : n € N} de pq — {p, q}.
(¢) Un conjunto numerable {y, : n € N} enY — pq.
(d) Para cada n € N, un arco x,y, con extremos T, y Yp.
Que satisfacen las siguientes condiciones:
(1) xnyn Npg ={z,} para toda n € N.
(2) Tpyn N TpYm = O para cualesquiera n # m.

(3) didm(z,y,) es menor que %, para toda n € N.
(4) Y =pqU]| L)lxnyn]-

o

Observacién 6.10 Si Y = pqU [|J z,ys] es una dendrita Dy, siguiendo la
n=1

notacion de la Definicion 6.9, x,y, es un arco libre, para toda n € N, pues:

X — (TpYn — {xn’yn}) = pq U [ 9 Inyn] U {yn}

El complemento de x,y, — {xn,yn} en X, es un subconjunto cerrado.

Como una aplicacién de algunos resultados que obtuvimos en el Capitulo
3, demostremos que el hiperespacios de subcontinuos magros es un continuo
para toda dendrita D;.

Proposicién 6.11 SiY = pqU[ | z,yx] es una dendrita Dy, entonces M(Y)
n=1

es un continuo.

Demostracion. Por el Corolario 3.15, basta demostrar que Ay, la uniéon de
los arcos libres de Y, es denso en Y.

Por la Observacion 6.10 tenemos que x,¥, es un arco libre, asi tenemos
que z,y, C Ay, para toda n € N, como ademés {z, € pq: n € N} es denso
en pq, concluimos que:
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Y C U, en Tnln C Ay CY.

Lo que demuestra que Ay es denso en Y y concluimos que M (Y') es un
continuo. m

Lema 6.12 Si X es un continuo yY = pqU [ znyn] es una dendrita Dy
n=1

contenida en X, entonces pq € M(X)

Demostracién. Sean z € pgy € > 0. Como {xz,, € pq : n € N} es denso en
pg, existe N € N tal que zy € B:(2) y que ademas didm(zyyy) < 5, lo que
implica que xyyy C B:(2).

Como yn ¢ pq, concluimos que B:(z) N (X — pq) # 0, lo que demuestra
que int(pg) = 0. =

6.3. Hereditariamente Localmente Conexos

6.3.1. Sobre M(X) = Fi(X)

En esta seccién clasificaremos a la familia de los continuos que cumplen
que su hiperespacio de subcontinuos magros coincide con su hiperespacio de
singulares.

Lema 6.13 Sea X un continuo que no es localmente conexo. Entonces existe
un subcontinuo A no degenerado tal que A € M(X).

Demostracion. Como X no es localmente conexo, entonces X contiene un
subcontinuo de convergencia [10, Teorema 5.12]; es decir, existe un subcon-
tinuo no degenerado A de X y existe una sucesién {4, }°°, en C(X), tal que
limA, = Ay A, N A= para toda n € N.

Verifiquemos que A € M (X).

Supongamos que int(A) # (), entonces existen € > 0y x € A tales que
xr € B:(z) C A. Como lim A,, = A, existe N € N tal que H(A, Ay) < e.

Por el Lema 1.32, tenemos que A C N (e, Ay), lo que implica que podemos
tomar a € Ay, tal que d(z,a) < e. Por lo tanto a € B.(z) C A, lo que
demuestra que ANAy # 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto int(A) =

0. m
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Teorema 6.14 Sea X un continuo. St M(X) = F1(X), entonces X es here-
ditariamente localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es hereditariamente localmente cone-
x0, entonces existe un subcontinuo no degenerado Y de X que no es local-
mente conexo.

Por el Lema 6.13, existe un subcontinuo no degenerado A de Y tal que
A e M(Y). Como inty(A) = (), tenemos que intx(A) = 0; asi A € M(X),
lo que es una contradiccién ya que A es no degenerado y M (X) = F1(X). m

El Teorema 6.14 nos indica que la propiedad de que el hiperespacio de
subcontinuos magros coincida con el hiperespacios de singulares, sélo tiene
sentido en la familia de los continuos hereditariamente localmente conexos.

A continuacion enunciaremos algunos resultados agradables en relacién al
Problema 6.7 y que involucran a la familia de los continuos hereditariamente
localmente conexos.

Afirmacién 6.15 Sea X un continuo. Si M(X) = Fi(X), entonces X no
contiene dendritas D;.

o

Demostracién. Supongamos que Y = pqg U [|J z,y,] es una dendrita D
n=1
contenida en X, por el Lema 6.12, tenemos que el arco pg es un subcontinuo

no degenerado de X con interior vacio, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto X no contiene dendritas D; m

Lema 6.16 Sea X un continuo localmente conexo. Si existe un arco L €
M(X), entonces X contiene dendritas D;.

Demostracion. Por el Teorema 1.19, podemos suponer que la métrica d de
X es convexa. Sea L € M(X) un arco con extremos pg. Consideremos una
coleccién de subconjuntos abiertos {U, : n € N} en X, tales que {U, Npq :
n € N} forma una base para el arco pg y que ademas didam(U,,) < %, para
toda n € N.

Vamos a demostrar por induccion que, para toda n € N, existe un ar-
co T,Yn, de tal forma que los arcos x1y,,...,ZT,y, cumplen las siguientes
propiedades:
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1. x;y; Npg = {z;}, para toda i € {1,...,n},
2. xyy; Nzjy; = 0, para cualesquiera i # 7,

3. z;y; C U; para toda i € {1,...,n},

4. didm(z;y;) < 1, para todai € {1,...,n}.
Demostremos la base de induccién para n = 1.

Sea z1 € U1 N (pg — {p, q}) vy consideremos un abierto conexo V; en X tal
que z; € Vi C Uy y Vin{p,q} = 0. Como pq € M(X), existe y; € V1 — pq.

Por ser X localmente conexo y ser V; un abierto conexo, por el Lema 1.20
tenemos que V; es arco conexo. Sea z1y; un arco contenido en V; de 21 a iy
y consideremos x; el punto en el arco z1y; de tal forma que el subarco xy,
contenido en z1y; y con extremos x1 y yi, cumple que x1y; N pg = {x1}.

Como z1y; C U y didm(U;) < 1, al tener X métrica convexa, tenemos
que didm(z,y,) < 1. Por lo tanto el arco x1y;, cumple las condiciones 1, 2,

y 3.

Supongamos que el resultado es valido para una n > 1, es decir, existen
T1Y1, - - -, TnYn, arcos no degenerados en X, tales que:

1. xy; Npg = {x;}, para toda i € {1,...,n},

2. z;y; Nxjy; = 0, para cualesquiera ¢ # 7,

3. x;y; C U;, para toda i € {1,...,n},

4. didm(z;y;) < 1, para toda i€ {1,...,n}.
Verifiquemos que el resultado es valido para n + 1.

Sean z,11 € Upt1 N (pqg — {p,q,x1,...,2,}) ¥ Vpy1 un abierto conexo en
X tales que zny1 € Vg1 C Unyr, Vot N {p,q} = 0y Vi Ny = 0, para
todaie {1,...,n}.

Como pg € M(X), existe Y11 € Vi1 — pgq.
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Por ser X localmente conexo y ser V11 un abierto conexo, tenemos que
V11 es arco conexo. Sea 2z,41Yn+1 un arco contenido en V,, 11 de 2,11 a ypi1
y consideremos x,,.1 el punto en el arco z,1y,11, de tal forma que el subarco

Tri1Yn+1, contenido en 2,4 1Yn41, cumple que Ty 1Yni1Npg = {Tpy1} (Figura
6.2).

Figura 6.2: Construccién de la Dendrita D;.

Por construccién, tenemos que z,11Yn+1 N Pq = {Tnt1} ¥ Tnt1Ynt1 C Uy

1

07> al tener X métrica convexa,

Como Yp1Zns1 C Upyr y didm(Up,y1) <
concluimos que didm(y, 1Tn11) < n+r1

Dado que V.1 Na;y; = 0, para toda i € {1,...,n} ¥ Tni1¥ns1 C Vart,
tenemos que T, 11Yns1 Nz;y; = 0 para todai € {1,...,n}.

Lo anterior demuestra que los arcos x1y1, . . ., £p11Yn+1 cumplen las condi-
ciones 1, 2, 3 y 4.

Esto completa la construccién inductiva y prueba la existencia de una
sucesion de arcos {z,y,}>°, que satisface las propiedades requeridas.
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Notemos que si z es un punto cualquiera en el arco pg y W es un abierto
tal que z € W, al ser {U,Npq : n € N} una base para pq, existe Ny € N tal que
Un, Npqg C W. Por las propiedades 1 y 3, tenemos que zx, € n,Yn, N Pqg C
Un, Npg C W. Esto demuestra que {x, : n € N} es denso en pq.

Por la propiedad 1, tenemos que {y, : n € N} es una sucesién contenida
en X — pq.

Con lo anterior tenemos que, para el conjunto:

o

Y = [ xnyn} U pg
=1

n

Existen:

(a) Un arco pq contenido en Y con extremos p y g,
(b) Un conjunto {z, : n € N} denso en pg,
(¢) Un conjunto numerable {y, : n € N} contenido Y — pg,

(d) Un arco x,y, con extremos x,, y ¥, contenido en Y.
Y que por las condiciones 1, 2, 3 y 4, se cumple que:

(1) 2pyn Npg = {x,} para todan € N,
(2) TpYn N TmYm = O para cualesquiera n # m,

(3) didm(z,y,) < = para toda n € N,

wr-[0

n=1

xnyn] U pg.

Lo que demuestra que Y es una dendrita D;. m

Teorema 6.17 Sea X es un continuo hereditariamente localmente conexo,
entonces M(X) = F1(X) si y solo si X no contiene dendritas D;.
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Demostracion. Supongamos que X no contiene dendritas D;.

Si F1(X) es un subconjunto propio de M(X), tenemos que existe A €
M(X) tal que A es no degenerado.

Por ser X hereditariamente localmente conexo, tenemos que A es arco
conexo, lo que implica que existe un arco no degenerado L contenido en A.
Como int(A) = @ y L C A, tenemos que L € M(X), por el Lema 6.16,
tenemos que X contiene una dendrita D;; lo que es una contradiccion.

Por lo tanto M (X) = F1(X).

La otra implicacion la obtenemos gracias a la Afirmacion 6.15, que dice
que, para cualquier continuo X tal que M (X) = F;(X), se tiene que X no
contiene dendritas D;.

Esto termina la demostracién de este teorema. m

El siguiente espacio muestra el ejemplo de un continuo que ilustra que la
condicién de ser hereditariamente localmente conexo no se puede eliminar de
las hipdtesis en el Teorema 6.17.

Definicién 6.18 Sean X y Y dos espacios topoldgicos ajenos, entonces:

(a) La union libre de X y Y, que denotamos por X +Y, es el conjunto
X UY con la topologia determinada por: U C X +Y es abierto si y solo si
UNX es abierto en X yUNY es abierto en Y.

(b) Si A C X es cerrado y f : A — Y es una funcidn continua, la
adjuncion de X con Y por la funcién f, que denotamos por X U; Y,
es el espacio que resulta de X +Y al identificar a con f(a), para toda a € A.

Ejemplo 6.19 Denotemos por G a la Dendrita de Gehman y sea C el con-
junto de Cantor formado por los puntos extremos de G. Si P es un continuo
hereditariamante indescomponible, por [10, Teorema 7.7], existe una funcion
continua y suprayectiva f : C — P. Denotemos por Z el espacio adjuncion
de G con P por la funcion f (Figura 6.3):

Z=GU; P
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Figura 6.3: El Espacio Adjuncién de G con P.

Afirmacién 6.20 Sea Z = G Uy P el espacio adjuncion de G con P por la
funcion f, entonces:

(a) Z es localmente conezo,

(b) Z no contiene dendritas D1,

(c) Fi(2) ¢ M(2),

(d) Z no es hereditariamente localmente conexo.

Demostracion. Sean 7 : G — G+ P la inclusion y 7 : G+ P — Z la
proyeccién natural.

(a) Como moi : G +— Z es continua y suprayectiva, como G es un continuo
localmente conexo, obtenemos que Z es un continuo localmente conexo.

(b) Supongamos que Y = [U :z;nyn} U pg es una dendrita D; contenida
n=1

en Z; por el Lema 6.12, tenemos que pq € M(Z).



6.3. HEREDITARIAMENTE LOCALMENTE CONEXOS 143

Notemos que pg C 7(P), ya que al ser 7(P) hereditariamente indescom-
ponible, no contiene arcos. Sean y € pg — n(P) y C, la componente de
7(G) — m(P) que tiene a y. Por el Teorema de los Golpes en la Frontera,
tenemos que Fy es un subcontinuo no degenerado de Z.

Por lo tanto i~ }(7~1(C,)) es un subcontinuo no degenerado de G. Si
observamos la dendrita de Gehman, notaremos que todos sus subcontinuos
no degenerados tienen interior diferente del vacio. Entonces existe un abierto
no vacio U en G tal que U C i~*(7~(C,)) — C, lo que implica que 7(i(U))
es un abierto no vacio contenido en pq, lo que es una contradiccion.

Asi concluimos la demostracion de este inciso.

(c¢) Si A es un subcontinuo propio y no degenerado de P, entonces A C
G + P tiene interior vacio, lo que implica que m(A) es un subcontinuo no
degenerado de Z con interior vacio, lo que demuestra que Fy(Z) C M(Z).

(d) Notemos que 7(P) C Z es un subcontinuo de Z que no es localmente
conexo. ®

6.3.2. Sobre D(X)=C(X)— Fi(X)

En esta seccion clasificaremos a la familia de continuos que cumple que
su hiperespacio de subcontinuos regulares coincide con sus subcontinuos no
degenerados y estudiaremos algunas otras relaciones entre los hiperespacios
de los continuos hereditariamente localmente conexos.

Teorema 6.21 Sea X un continuo. Si D(X) = C(X) — F1(X), entonces X
es hereditariamente localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es hereditariamente localmente conexo,
entonces existe un subcontinuo Y de X que no es localmente conexo.

Como Y no es localmente conexo, por el Lema 6.13, existe un subcontinuo
no degenerado A de Y tal que inty(A) = 0, lo que implica que A € M(X);
asi D(X) # C(X) — F1(X).

Por lo tanto X es hereditariamente localmente conexo. m

El Teorema 6.21 nos indica que la propiedad de que el hiperespacio de sub-
continuos regulares coincida con los subcontinuos no degenerados, sélo tiene
sentido en la familia de los continuos hereditariamente localmente conexos.
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Afirmacién 6.22 Sea X un continuo. Si D(X) = C(X) — Fy(X), entonces
X no contiene dendritas D;.

Demostraciéon. Supongamos que Y = [U $nyn] U pq es una dendrita D,
n=1

contenida en X. Por el Lema 6.12, tenemos que pg € M(X), lo que implica
que pg ¢ D(X). Como pq es un subcontinuo no degenerado, obtenemos que
D(X) # C(X) — F1(X), lo que es una contradiccion.

Por lo tanto X no contiene dendritas D;. =

Lema 6.23 Sea X un continuo, si A es un subcontinuo no degenerado de X
que no es regular, entonces eziste B € M(X) — Fy(X).

Demostracién. Sea A € C(X) — F1(X) y tal que A no es regular, entonces
A —int(A) es diferente del vacio. Sea a € A — int(A) y denotemos por C, a
la componente de A — int(A) que tiene a a.

Por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que C4 es un
subcontinuo no degenerado de X. Verifiquemos que C, € M(X).

Supongamos que existen z € C, v un abierto U en X tales que z € U C
Cy. Sea z € UNC,, como X — int(A) es un abierto en X, obtenemos que
UnN (X —int(A)) es un abierto en X tal que:

z € UN(X —int(A)) C C,N (X —int(A)) C A—int(A).

Por lo tanto z es un punto interior de A que no pertenece a int(A), lo que
es una contradiccién. Por lo tanto C,, € M (X) y terminamos la demostracién
de este lema. m

Teorema 6.24 St X es un continuo hereditariamente localmente conexo,
entonces D(X) = C(X) — F1(X) si y sélo si X no contiene dendritas D;.

Demostracion. Supongamos que X no contiene dendritas D;.

Como todo elemento en D(X) es no degenerado, tenemos que D(X) C
C(X) — F1(X). Demostremos la otra contencién.

Supongamos que existe A € C(X) — F;(X) tal que A no es regular, por
el Lema 6.23, existe B € M(X) que no es degenerado.
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Como X es hereditariamente localmente conexo, por el Teorema 1.13 ten-
emos que B es un subcontinuo arco conexo, asi existe un arco no degenerado
L contenido en B. Como B € M(X), tenemos que L € M(X), y por el Lema
6.16, X contiene una dendrita Dy, lo que es una contradiccion.

Lo anterior demuestra que todo subcontinuo no degenerado de X es regu-
lar, y termina la demostracion de esta implicacion.

Para demostrar la otra implicacién de este teorema, recordemos que la
Afirmacién 6.22, nos garantiza que si un continuo cumple que D(X) =
C(X) — F1(X), entonces X no contiene dendritas D;. =

Observaciéon 6.25 Sea Z = GUy P la adjuncion de la dendrita de Gehman

G con un continuo hereditariamente indescomponible P como en el Ejemplo
6.19.

Por la Afirmacion 6.20 tenemos que:
(a) Z es localmente conezo,
(b) Z no contiene dendritas Dy,
(c) Fi(Z) € M(Z),
(d) Z no es hereditariamente localmente conexo.

De esta forma, si A € M(Z) es no degenerado, entonces A € C(Z) —
F\(Z), lo que implica que D(Z) # C(Z) — F1(Z).

Por lo tanto la hipdtesis de ser hereditariamente localmente conexo no se
puede eliminar del Teorema 6.24.

Corolario 6.26 5i X es un continuo hereditariamente localmente conexo y
X no contiene dendritas Dy, entonces D(X) = C(X) — M(X).

Demostracién. Por el Teorema 6.17 tenemos que Fy(X) = M(X); y por
el Teorema 6.24 tenemos que D(X) = C(X) — F1(X), lo que implica que
DX)=C(X)—M(X). =

Los siguientes resultados nos ayudan a proporcionar una mejor caracte-

rizacién para los continuos hereditariamente localmente conexos, con relacion
al Problema 6.7.
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Lema 6.27 Sea X wun continuo localmente conexo. Si D(X) = C(X) —
M(X), entonces M(X) = Fi(X).

Demostracién. Como F;(X) C M(X), s6lo tenemos que demostrar la otra
contencion.

Supongamos que existe un subcontinuo no degenerado A de X tal que
A€ M(X). Sean py g dos puntos diferentes de A y U un abierto conexo en
X, talquepe U, peroq & U. Sea B=AUU.

Verifiquemos que g & int(B).

Supongamos lo contrario. Como V = X — U es un abierto en X tal que
q € V, entonces int(B)NV es un abierto no vacio. Pero int(B)NV € B—U C
A, lo que implica que int(B) NV C A, lo que es una contradiccién ya que
Ae M(X).

Por lo tanto B € C(X) — M(X) es tal que B ¢ D(X), lo que es una
contradiccén. Por lo tanto M(X) = F1(X). =

Teorema 6.28 St X es un continuo, entonces las siguentes condiciones son
equivalentes:

1. D(X) = C(X) — M(X),
2. O(X) = D(X) U M(X).

Demostracién. Supongamos que D(X) = C(X) — M(X). Entonces D(X)
es el complemento de M (X). De modo que C'(X) = D(X) U M(X).

Supongamos ahora que C(X) = D(X) U M(X). Claramente C(X) —
M(X) ¢ D(X).

Como D(X) es ajeno a M(X), podemos concluir que D(X) = C(X) —
M(X). m

Corolario 6.29 Si X es un continuo hereditariamente localmente conezxo,
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) X no contiene dendritas Dy,
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(i) M(X) = Fy(X),
(iii) D(X) = C(X) — Fi(X),
(iv) D(X) = C(X) — M(X),
(v) C(X) = D(X)UM(X).
Demostracion. (i) < (i) Se cumple por el Teorema 6.17.
(i) < (iii) Se cumple por el Teorema 6.24.

(i1) = (w) Si M(X) = Fi(X), entonces D(X) = C(X) — Fi(X) =
C(X) - M(X).

(iv) = (i) Se cumple por el Lema 6.27.
(iv) < (v) Se cumple por el Teorema 6.28. m

A continuacién enunciaremos algunas definiciones y resultados que nos
permitiran extender las equivalencias del Corolario 6.29 y podremos clasificar
algunas familias més especificas de continuos con relacién al Problema 6.7.

Lema 6.30 Sea X un continuo. Si L € C(X)— M(X) es un arco, entonces
L contiene un subarco libre.

Demostracién. Sea L € C(X) — M(X) un arco con extremos p y q.

Como int(L) # (), existen un abierto U en X y un punto a € L, tales que
a €U C L. Sea :[0,1] — L un homeomorfismo con 3(0) =py ((1) = q.
Cosideremos z, € (0, 1), tal que #(x,) = a. Por la continuidad de 3, existe

Ya € (x4, 1) tal que B([zq,ya]) C U.

Por ltimo notemos que, por ser 3 un encaje, se tiene que (T4, va|) —
{B(4), B(ya)} =UN[X — (B([0,z4)) U B([ya, 1]))] es un abierto en X. m

Dados un continuo X y un subcontinuo Y de X, definimos By = |J{a C
X :«esun arco libreen X y a C Y}
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Teorema 6.31 Sea X un continuo, entonces D(X) = C(X) — Fi(X) si y
sélo si para todo Y € C(X) — F1(X), se cumple que By =Y .

Demostracién. Supongamos que D(X) = C(X) — Fy(X), por el Teorema
6.21, tenemos que X es hereditariamente localmente conexo.

SeaY € O(X) — F1(X). Como By C Y, entonces By C Y. Demostremos
la otra contencion.

Sean x € Y y U un abierto de X tal que x € U. Sea yx un arco en Y que
una al punto x con el punto y tal que xy C U. Como xy € C(X) — F1(X) =
D(X), por el Lema 6.30, existe un arco libre J de X contenido en xy. Por lo
tanto z € By C Y.

Lo anterior demuestra que Y = By-.

Para demostrar la otra implicacion, supongamos que para todo Y €
C(X) — Fi(X), se cumple que By =Y.

Como D(X) C C(X) — Fi(X), s6lo es necesario demostrar la otra con-
tencién.

Sea Y € C(X) — Fi(X). Verifiquemos que int(By) es denso en Y.

Sean z € Y y U un abierto en X tales que x € U, como By es denso en
Y, existe un arco libre pg en X tal que pg U # 0, asi U N (pg — {pq}) # 0.
Como (pg — {pq}) C int(By) concluimos que z € int(By). Lo que demuestra
que Y = int(By).

Para concluir la demostracién de esta implicacién, notemos que int(By ) C
int(Y'), de donde tenemos que Y = int(By) C int(Y) C Y; por lo tanto
int(Y)=Y.

Lo anterior demuestra que D(X) = C(X) — Fi(X). =

Definicién 6.32 Un continuo A es un n-odo simple con vértice p, si A es la
union de n arcos no degenerados pqy, ..., PG, con extremos p y q; para toda
i € {1,...,n}, tales que para cualesquiera j, k € {1,...,n} con j # k, se
tiene que pq; N pgr = {p}.
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Definicién 6.33 Sean X un continuo localmente conexo y p un punto en
X.

(a) Decimos que el orden de p en X es mayor o igual que n, si existe un
n-odo con vertice en p.

(b) Decimos que el orden p en X es igual a n, si el orden de p en X es
mayor o igual que n y el orden de p en X no es mayor o iqual que
n+ 1. Es decir, existe un n-odo con vertice en p pero no existe ningun
(n+ 1)-odo con vértice en p.

(c) Siel orden dep en X es mayor o igual que n para toda n € N, entonces
diremos que el orden de p en X es infinito.

(d) Sipe X vamos a denotar al orden de p en X por Ordx(p).

Observaciéon 6.34 St pg es un arco libre en X, entonces para todo x €
pq — {p,q} se cumple que Ordy(x) = 2.

Lema 6.35 Sea X un continuo localmente conexo, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) Todo arco contiene un subarco libre,
(b) Todo arco J en X satisface que J = By,

(¢) Todo arco J en X cumple que {x € J : Ordx(xz) > 2} no es denso en
J.

Demostracién. Supongamos (a) y demostremos (b).

Sea J un arco en X. Si x € J y U es un abierto en X tal que z € U,
existe un punto z € J — {x}, tal que el subarco zz de J cumple que zz C U.
Por hipdtesis, existe un arco libre L de X contenido en xz. Por lo tanto
UnNBy+#0.

Lo anterior demuestra que J C By, como B, C J, concluimos que J = B,.

Supongamos (b) y demostremos (c).
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Sea J un arco en X. Por hipétesis existe un subarco libre pg de J en X,
de donde para todo x € pg—{p, q}, se cumple que Ordx(z) = 2. Por lo tanto
{z € J:Ordx(z) > 2} no es denso en J.

Supongamos (¢) y demostremos (a).

Sea J un arco en X con extremos p y ¢, como {z € pq : Ordx(z) > 2} no
es denso en pq, existe x € J—{x € pq : Ordx(z) > 2} tal que x & {p, q}. Sea
U un abierto conexo de X tal que x € U C J — ({z € pq : Ordx(z) > 2} U

{p.q}).

Demostremos que U C pq.

Supongamos lo contrario, entonces existe y € U —pq, como U es un abierto
conexo en un continuo localmente conexo, por el Teorema 1.20 tenemos que
U es arco conexo, de donde existe un arco yr que une a y con = y que
esta contenido en U.

Sea r € yx tal que el subarco yr de yz, satisface que yr Npg = {r}; de
esta forma el orden de r es mayor que 2, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto U C pq.

Como U es un abierto conexo de X contenido en arco pq, existen dos
puntos diferentes a,b € pq tales que, al considerar el subarco ab de pg que
une a con b, se cumple que U = ab. Esto demuestra que ab es un arco libre
contenido en J. m

Corolario 6.36 Sea X un continuo hereditariamente localmente conexo, en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene dendritas Dy,
(i) M(X) = (X)),

C(X) - [(X),
C(X) - M(X),

(iii) D(X)

(iv) D(X)

(v) C(X) = D(X)UM(X)
(vi) Para todo Y € C(X) — F1(X), se cumple que By =Y
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(vii) Todo arco J en X satisface que J = By,
(viii) Todo arco en X contiene un subarco libre,

(iz) Todo arco J en X cumple que {x € J : Ordx(xz) > 2} no es denso en
J.

Demostracién. (i), (ii), (i), (iv) y (v) son equivalentes por el Corolario
6.29.

(i77) < (vi). Se cumple por el Teorema 6.31.
(vi) = (vid). Si J es un arco en X, por hipdtesis obtenemos que J = B;.

(vii) = (vi). Sea Y un subcontinuo de X, como X es hereditariamente
localmente conexo, tenemos que Y es arco conexo, lo que implica que

Y=U{JCY:Jesunarco} = |J{By:Jessubarcode Y} C By C Y.
Por lo tanto Y = By-.

(vii), (viii) y (iz) son equivalentes por el Lema 6.35. m

6.4. Continuos Localmente Conexos

Definicién 6.37 Sea X un continuo, decimos que un subcontinuo no dege-
nerado A de X es peludo si existe una coleccion de arcos {a,b, : n € N},
con extremos a, y b,, tales que:

(a) anb, N anb, =0, para toda n,m € N yn # m,
(b) anb, N A ={a,}, para toda n € N,

(¢) El conjunto {a, : n € N} es denso en A.

Observacién 6.38 Notemos que si X es un continuo yY = [U xnyn] U pq
n=1

es una dendrita Dy contenida en X, entonces pg es un subcontinuo peludo
de X.
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Lema 6.39 Sea X un continuo localmente conexo. Si A € M(X) — Fi(X),
entonces A es peludo.

Demostraciéon. Por el Teorema 1.19 podemos suponer que la métrica d de
X es convexa. Consideremos una coleccién de subconjuntos abiertos {U,, :
n € N} en X, tales que {U, N A : n € N} forma una base para A.

Vamos a demostrar por inducciéon que, para toda n € N, existe un arco
anby,, tal que los arcos a1by, ..., a,b,, camplen las siguientes propiedades:

1. a;b;N A= {a;} paratodai e {1,...,n},

2. a;b; Na;b; = () para cualesquiera i # j,

3. a;b; C U; para toda i € {1,...,n},
Demostremos la base de induccién para n = 1.

Sea z; € Uy N A y consideremos un abierto conexo Vi en X tal que
2z € V4 C Up. Como A € M(X), existe by € V; — A.

Por ser X localmente conexo y ser V; un abierto conexo en X, por el
Teorema 1.20 tenemos que V; es arco conexo. Sea z1b; un arco contenido en
V1 que une a z; con by y consideremos el punto a; en el arco z1b; de tal forma
que el subarco ayby, contenido en z1by, cumple que a;b; N A = {a;}. Esto
demuestra la base de induccién.

Supongamos que el resultado es valido para una n > 1, entonces tenemos
que existen arcos no degenerados a by, ..., a,b, en X, tales que:

1. a;b;N A= {a;} para toda i € {1,...,n},

2. a;b; N ajb; = () para cualesquiera i # j,

3. a;b; C U; para toda i € {1,...,n},

Verifiquemos que el resultado es valido para n + 1.

Sean z,11 € Upy1 N (A —A{a1,...,a,}) vy Viy1 un abierto conexo en X
tal que z,41 € Vogp1 C Unpr vy que ademds Vi, Na;b; = 0, para toda i €

{1,...,n}.
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Como A € M(X), existe b1 € V11 — A.

Por ser X localmente conexo y ser V,,.1 un abierto conexo, por el Teorema
1.20, tenemos que V,, 1 es arco conexo. Sea z,,1b,;1 un arco contenido en
V,11 que une a 2,41 con b, y consideremos el punto a1 en el arco 2z, 1b,1,
de tal forma que el subarco a,1b,1 de z,11b,11, cumple que a, 116,11 NA =

{ans1}.
Por construccion, tenemos que a, 10,01 NA = {11} ¥ @ny1bnr1 C Upy.

Como apy1bps1 C Vst ¥ V1 Naib; = 0, para toda i € {1,...,n},
concluimos que a,41b, 11 Na;b; = 0 para toda i € {1,...,n}.

Esto completa la construccion inductiva. Por lo tanto existe la sucesién
{a,}52, con las propiedades mencionadas.

Notemos que si z es un punto cualquiera en A y W es un abierto tal
que z € W, al ser {U, N A : n € N} una base para A, existe Ny € N tal
que Uy, N A C W. Por las propiedades 1 y 3 de la induccién, tenemos que
an, € anyby,NA C Uy, NA C W. Esto demuestra que {a,, : n € N} es denso
en A.

Con lo anterior tenemos que {a,b, : n € N} es una coleccién de arcos con
extremos a, y b, tales que:

(a) apb, N A ={a,} para toda n € N,
(b) anby, N amb, = 0 para cualesquiera n # m,
(c) El conjunto {a, : n € N} es denso en A.

Esto demuestra que A es peludo. m

Teorema 6.40 Sea X un continuo localmente conexo, entonces D(X) =
C(X)— M(X) siy sdlo si X no contiene subcontinuos peludos.

Demostracién. Supongamos que D(X) = C(X) — M(X).

Si existe un continuo peludo A en X, entonces int(A) = ). Sean p y ¢ dos
puntos diferentes en A y tomemos un abierto conexo U de X tal que p € U



154 CAPITULO 6. D(X), M(X) Y OTROS HIPERESPACIOS

pero ¢ € U. Notemos que B = AU U es un subcontinuo de X con interior
diferente del vacio.

Como B € C(X)— M(X) = D(X), tenemos que B = int(B). Como
q € B,alser V = X —U un abierto tal que ¢ € V, se cumple que VNint(B) es
un abierto diferente del vacio. Como V' C A—U tenemos que V Nint(B) C A
lo que es una contradiccién.

Como la contradiccon nacié de suponer que X contiene subcontinuos
peludos, terminamos la demostracion de esta implicacion.

Para demostrar la otra implicacion, supongamos que X no contiene sub-
continuos peludos.

Si A € C(X) es no degenerado y A no es regular, por el Lema 6.23,
tenemos que existe B € M(X) — Fi(X); y por el Lema 6.39 obtenemos
que B es un subcontinuo peludo, lo que es una contradiccion. Por lo tanto

C(X) - Fi(X) C D(X).

Por lo tanto C(X) — M(X) C D(X) y como D(X) C C(X) — M(X),
concluimos que D(X) =C(X) — M(X). =

Teorema 6.41 Sea X wun continuo localmente conexo, entonces M(X) =
Fi(X) siy solo si X no contiene subcontinuos peludos.

Demostracién. Supongamos que M (X) = F(X).
Si A es un subcontinuo peludo de X, entonces A es no degenerado y
int(A) =0, lo que implica que A € M(X) — F1(X), lo que es una contradic-

cion. Por lo tanto X no contiene subcontinuos peludos.

Supongamos que X no contiene subcontinuos peludos.

Si F1(X) € M(X), entonces existe A € M(X) — Fy(X) y por el Lema
6.39, A es peludo, lo que es una contradiccién. Por lo tanto M (X) = Fi(X).
u

Corolario 6.42 Sea X un continuo localmente conexo, entonces las sigui-
entes condiciones son equivalentes:
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(a) X no contiene subcontinuos peludos,
(b) M(X) = Fi(X),
(¢) D(X) = C(X) - M(X),
(d) C(X)=D(X)UMX).
Demostracién. (a) < (¢). Se cumple por el Teorema 6.40.
(a) < (b). Se cumple por el Teorema 6.41.
(¢) & (d). Se cumple por el Teorema 6.28. =

Para finalizar este capitulo describiremos las relaciones que existen entre
los subcontinuos regulares y magros con los subcontinuos y los singulares de
una familia particular de continuos.

Observacién 6.43 Recordemos que si Y es una compactacion del rayo con
residuo X, entonces existe un encage h : [0,1) — Y tal que h([0,0)) =Y y
Y — h([0,00)) = X.

Por el Lema 3.12, tenemos que:
MY)=F(Y)uC(X).

Afirmacion 6.44 Si Y es una compactacion del rayo con residuo X, en-
tonces:

Demostracién. Como D(Y) C C(Y) — M(Y), sélo es necesario demostrar
que C(Y) — M(Y) C D(Y).

Sea h :[0,1) — Y la funcién asociada a Y, y recordemos que, por el Lema
3.11, X es terminal.

Sea A € C(Y)— M(Y). Analicemos los siguientes casos:

Caso 1. AN X # 0.
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Por ser X terminal, tenemos que A C X o X € A. Como A ¢ M(X),
por la igualdad de la Observacion 6.43, obtenemos que X C A.

Por lo tanto existe t € [0,1) tal que A = h([t,1)), de donde h((t,1)) C
int(A), lo que implica que A = h((t,1)) C int(A) C A. Esto demuestra que
Ae D(Y).

Caso 2. ANX =0.

Por la igualdad de la Observacién 6.43, tenemos que A es un subconti-
nuo no degenerado en A([0,1)). Como h es un homeomorfismo en su imagen,
existen ¢, s € [0,1) tales que t < sy h([t,s]) = A.

Por lo tanto A = h((s,t)) C int(A) C A. Esto demuestra que A € D(X).
Por los Casos 1y 2 concluimos que D(Y) = C(X) — M(X). =
Corolario 6.45 SiY es una compactacion del rayo con residuo X, entonces:
1. DY)=C(Y)—-M(Y),
2. C(Y)=DY)UM(Y).
Demostracion. La igualdad 1., se cumple por la Afirmacion 6.44.
La igualdad 2., se tiene por el Teorema 6.28. m

Es importante mencionar que las relaciones conjuntistas que planteamos
en el Problema 6.7, son algo complicadas de estudiar de forma general, ya
que éstas dependen mucho de la estructura de los espacios.



Capitulo 7

Funciones entre Continuos

7.1. Introduccion

Uno de los principales problemas de la topologia, es estudiar qué propiedades
topolodgicas se preservan bajo alguna clase particular de funciones, como por
ejemplo, las funciones continuas, mondtonas, etc.

En este capitulo, vamos a estudiar el comportamiento que existe entre los
hiperespacios de subcontinuos regulares y magros, entre dos continuos, cuan-
do estan relacionados por una funcién. También caracterizaremos algunas
condiciones topoldgicas usando unicamente la estructura de los hiperespa-
cios de subcontinuos regulares y magros.

Para introducir uno de los problemas que estudiaremos, comenzaré ana-
lizando un ejemplo particular y sencillo.

Recordemos que el continuo sen(%), es el conjunto en R? determinado
por:

sen(1) = ({0} x [-1,1]) U {(z, sen(L)) : = € (0,1]}.

Que cumple las siguientes condiciones (Figura 7.1):

= sen() es irreducible,

. T sen(%) — [0, 1], la proyeccién en la primera coordenada, es una
funcién continua, mondtona y suprayectiva.

157
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Figura 7.1: El sen(2).

» 71(t) € M(X), para todo t € [0, 1].

Como sen(L) es una compactacién del rayo, por el Lema 3.12 y la Afir-

T

maciéon 6.44, tenemos que:

» M(sen(1)) = C({0} x [-1,1]) U Fi(sen(

8=

))7

= D(sen(1)) = C(sen(L)) — M(sen(1)).

Como {0} x [-1,1] = 77%(0), obtenemos que:

M(sen(1)) = {A € C(sen(L)) : m(A) € M([0,1])}.

Analicemos qué relacién existe entre D(sen(1)) y D([0, 1]).
Tomemos A € D(X) y consideremos dos casos.

Caso 1. {0} x [-1,1] € A.
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En este caso existe ¢ € [0,1] tal que t <0y A =7"1(]0,¢]). Por lo tanto
m(A) = la, 0] € D([0,1]).
Caso 2. {0} x [-1,1]Nn A = 0.

En este caso existen ¢, s € [0,1] tales que 1 <t < sy A =n"1([t,s]). Por
lo tanto w(A) = [a,b] € D([0,1])

Con lo que obtenemos que:

D(X) C {A € sen(L) : w(A) € D([0,1])}.

Por otro lado, si A € C(sen(%)) y es tal que m(A) € D([0,1]), entonces
existen a,b € [0, 1] tales que a < by w(A) = [a, b]. Asi:

A =7"1((a,b)) Cint(n=([a,b])) Cint(A) C A.

Con lo que obtenemos que:

{A € sen(L) : m(A) € D([0,1])} C D(sen(2)).
Por lo tanto, hemos demostrado que:

L. D(sen(3)) = {A € C(sen(3)) : m(A) € D([0, 1))},

2. M(sen(z)) = {A € C(sen(2)) : m(A) € M([0,1])}.

Como podemos observar, existe una importante relacion entre los sub-

continuos regulares y magros del sen(:) y los del intervalo [0,1]. Ya que
mediante una funcién continua y suprayectiva, podemos determinar a unos
en términos de los otros.

Asi, es natural pensar en el siguiente problema.

Problema 7.1 Sea X un continuo y f : X — [0,1] una funcion continua,
mondotona y suprayectiva, entonces jbajo qué condiciones se cumple alguna
de las siguientes relaciones?

(i) D(X) =14 € C(X): f(4) € D([0,1])},
(ii)) M(X)={A € C(X): f(A) e M(0,1])}.

Como mostraremos a lo largo de las siguientes secciones, la estructura del

sen(%), es fundamental para obtener relaciones tan agradables como las que
se enuncian en el Problema 7.1.
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7.2. Continuos Tipo A\

Definicién 7.2 Sea X un continuo, decimos que X es tipo A\, st X es
irreducible y existe una funcion continua mondtona y suprayectiva f : X +—
[0,1] tal que f~(t) € M(X), para todo t € [0,1].

Notacién 7.3 Sea X un continuo. Diremos que f : X +— [0,1] es una fun-
cion canonica para X, si f es continua, mondtona y suprayectiva.

En esta secciéon clasificaremos a los continuos tipo A con relacién al Pro-
blema 7.1

Lema 7.4 Sea X un continuo. Si B € M(X) y A€ C(X), entonces int(AU
B) =int(A).

Demostracién. Sea = € int(A U B), entonces existe un abierto U en X tal
que r € U C AU B. Supongamos que existe y € U tal que y € B — A,
entonces U N (X — A) es un abierto en X tal quey € UN (X — A) C B,
lo que es una contradiccién porque B € M(X). Por lo tanto U C A, lo que
demuestra que int(AU B) C A.

Como int(A) C int(AU B), concluimos que int(AU B) = int(A). m

Lema 7.5 Sean X un continuo y f una funcion candnica de X. Si M(X) =
{AeC(X): f(A) e M([0,1])}, entonces f~1(t) € M(X) para todat € [0, 1].

Demostracién. Sea t € [0,1], como f es monétona, tenemos que f~1(t) €

C(X).

Por otro lado, como f(f~%(t)) = {t} € M([0,1]), tenemos que f~(t) €
M(X). m

Ejemplo 7.6 En R?, consideremos I? = [0,1] x [0, 1]. Notemos que I?* tiene
las siguientes propiedades:

1. La proyeccién en la primera coordenada m : I? — [0,1], es una funcién
continua, monotona y suprayectiva.

2. 77 1(t) = {t} x [0,1] € M(I?), para toda t € [0, 1].
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3. A, =[0,1] x {t} € M(I?) para toda t € [0, 1], pero m([A;]) = [0,1].

Por 1 y por 2 tenemos m es una funcion candnica de I? tal que f~1(t) €
M(X), para todo t € [0,1]. Pero por 3, tenemos que M(X) # {A € C(X) :

f(A) € M([0, 1))}
Por lo tanto, el reverso del Lema 7.5 no siempre es verdad.
Teorema 7.7 Sean X un continuo y f una funcion canonica de X. Si
(1) f~Y(t) € M(X) para toda t € [0,1], y
(2) D(X) ={AeC(X): f(A) e D(0,1])}.
Entonces X es tipo \.

Demostracién. Como f es una funcién canénica para X tal que f~1(t) €
M (X), para todo t € [0, 1], s6lo es necesario demostrar que X es irreducible.

Sean zo € f71(0) y 1 € f~(1), demostremos que X es irreducible entre
Loy X1.

Sea A € C(X) tal que zg,z; € A. Como 0,1 € f(A), al ser [0, 1] irre-
ducible entre 0 y 1, tenemos que f(A) = [0,1] € D([0, 1]), lo que demuestra
que A € D(X).

Sia € X, entonces AU f~1(f(a)) € C(X). Como [0,1] = f(A) C f(AU

F7(#(a))), obtenemos que f(A U f~1(f(a)) = [0,1] € D([0,1]), lo que
implica que AU f~1(f(a)) € D(X).

Como f~1(f(a)) € M(X), por el Lema 7.4, tenemos que int(AUf1(f(a))) =
int(A), por lo tanto a € AU f~1(f(a)) = int(AU f~1(f(a))) = int(A) = A.

Lo anterior prueba que X C A. Como A C X, concluimos que A = X.
Por lo tanto X irreducible. m

Ejemplo 7.8 En R?, consideremos (Figura 7.2) el continuo

X = ([—1,0] x {0}) U (({0} % [~1,1]) U{(x, sen(1)) € R? : 2 € (0, 1]}).
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Notemos que X tiene las siguientes propiedades:

1. La proyeccion sobre la primera coordenada m : X +— [—1,1], es una
funcion continua, mondtona y suprayectiva.

2. 771(t) € M(X) para todo t € [—1,1].
3. X es irreducible entre (—1,0) y (1,sin(1)).

4. A= ([-1,0] x {0} U ({0} x [-1,1]) = 7~ 1([-1,0]), cumple que m(A) =
[—1,0] € D([-1,1]), pero A ¢ D(X).

Por 1, 2 y 3 tenemos que X es un continuo tipo A\, con funcion canénica
Por 4, tenemos que X no satisface D(X) = {A € C(X) : f(A) €

D([0,1])}-

Por lo tanto, el reverso del Teorema 7.7 no siempre es verdad.

La intuicién nos dice que, si X es un continuo y f es una funcién candnica
para X, tal que D(X) = {A € C(X) : f(A) € D([0,1])}, entonces se debe
cumplir que f~1(t) € M(X), para toda t € [0,1]. Lo que implicarfa, por el
Teorema 7.7, que X es tipo A.

Desgraciadamente solo lo puedo establecer como conjetura.

Conjetura 7.9 Sea X un continuo y f es una funcion canonica para X. Si

D(X)={AeC(X): f(A) € D(]0,1])}, entonces X es tipo \.

Corolario 7.10 Sea X un continuo y f una funcion canonica para X . Si se
cumplen las siguientes iqualdades:

(1) D(X) ={A e C(X): f(A) € D(0,1])},

(i) M(X)={A e C(X): f(A) € M(]0,1])}.

Entonces X es un continuo tipo .
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Figura 7.2: Un Continuo Tipo A.

Demostracién. Por el Lema 7.5, tenemos que f~'(t) € M(X), para todo
t € [0,1]; y por el Teorema 7.7, obtenemos que X es tipo \. m

Como podemos apreciar en el Corolario 7.10, cuando existe una relacion
entre los subcontinuos regulares y magros del intervalo y los de un continuo
X, mediante una funcién continua y mondétona, entonces el espacio X hereda
una propiedad muy importante del intervalo, el ser irreducible.

El Ejemplo 7.8, muestra que el reciproco del Corolario 7.10 no es ver-
dad. A continuacién mostraremos una serie de resultados para obtener una
caracterizacion de las igualdades (i) y (i4).

Observaciéon 7.11 Sean X un continuo tipo A y f una funcion canonica
para X. Si X es irreducible entre xo y x1, entonces { f(xo), f(x1)} ={0,1}.

Supongamos por el contrario que, por ejemplo 0 < f(zg) < f(x1) < 1,
entonces A = f~Y([f(xo), f(z1)]) es un subcontinuo de X tal que xq, 7, € A4,
pero A es un subcontinuo propio de X ya que AN f~1(0) = 0, lo que es una
contradiccion.
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Por lo tanto {0,1} = {f(xo), f(z1)}.

Lema 7.12 Sean X wun continuo tipo A y f una funcion canonica de X.
Entonces para todo A € C(X) tal que f(A) = [a,b] € D([0,1]), se cumple
que f~1((a,b)) C A.

Demostracién. Sean zy y x; dos puntos en X, tal que X sea irreducible
entre To y .

Por la Observacién 7.11, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que f(zo) =0y fla1) =1.

Sea A € C(X) tal que f(A) € D([0,1]), entonces existen a,b € [0, 1] tales
que a < by f(A) = [a,b]. Supongamos que existe ¢ € f~((a,b)) tal que
c & A. Sea

D = f71([0,a]) U AU f7([b, 1))

Como ANf~1([0,a]) # 0y ANf~1([b,1]) # 0, al ser f monétona, tenemos
que D € C(X).

Notemos que zg,z1 € D, pero ¢ € X — D, lo que es una contradiccion
pues X es irreducible entre zg y x1. Esto demuestra que ¢ € f~!((a,b)).

Por lo tanto f~!((a,b)) C A. =

Lema 7.13 Si X es un continuo tipo X y f es una funcion canonica de X,
entonces:

M(X)={AeC(X): f(A) e M([0,1])}.
Demostracion. Demostremos ambas contenciones.

Sea A € M(X). Supongamos que f(A) ¢ M([0,1]), entonces f(A) = [a, ]
para algunos a < b.

Por el Lema 7.12, tenemos que f~'((a,b)) C A. Pero f es una funcién
continua y (a,b) es abierto en [0,1], lo que implica que f~'((a,b)) es un
abierto en X contenido en A, lo que es una contradiccién ya que A € M(X).
Esto demuestra que f(A) € M([0,1]) y concluimos que
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M(X) C {AeC(X): f(A) € M(X)}.

Sea B € {A € C(X) : f(A) € M(]0,1])}, entonces f(B) = {t}, para
algiin t € [0, 1], lo que implica que B C f~1(t). Como f es tipo A, tenemos
que f71(t) € M(X), y obtenemos que B € M(X); asi concluimos que

[A€C(X): f(A) € M(0,1])} € M(X).
Esto termina la demostracion de este lema. =

Teorema 7.14 Si X es un continuo tipo A\ y f es una funcion canonica de
X, entonces se cumple que

D(X) = {f"((a,b)) : [a,0] € D([0,1])}.
Demostracion. Demostremos ambas contenciones.

Sea A € D(X). Por el Lema 7.13, tenemos que f(A) ¢ M([0,1]). Por lo
tanto existen a,b € [0,1] tales que a < by f(A) = [a,b]. Por el Lema 7.12,
se cumple que f~1((a,b)) C A. Verifiquemos que int(A) C f~((a,b)).

Como A C f~([a,b]) = f~(a) U f~1((a,b)) U f1(b), al ser X tipo A,
tenemos que f~'(a), f71(b) € M(X), asf por el Lema 7.4, obtenemos

int(A) Cint(f~(a) U f1((a, b)) U f7(b)) = int(f~1((a,0))) C [((a,D)).

Lo que demuestra que A = int(A) C f~'((a,b)). Pero f~1((a,b)) C A,
asi concluimos que A = f~1((a,b)). Por lo tanto

D(X) c {f~'((a,b)) - [a,b] € D([0,1])}.

Demostremos la otra contencién.

Sea [a,b] € D([0,1]), entonces (a, b) es un abierto de [0, 1], lo que implica
que f~'((a,b)) Cint(f~'((a,b))). Porlo tanto f~*((a,b)) C int(f~((a,b))) C
~1((a, b)), esto demuestra que f~1((a,b)) € D(X). Con esto tenemos que

{/~1((a,0)) = [a, 8] € D([0,1])} € D(X).

Lo que termina la demostracién de este teorema. m
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Corolario 7.15 5i X es un continuo tipo X\ y f es una funcion canonica de
X, entonces

1. M(X)={A e C(X): f(A) e M([0,1])}.

2. D(X) = {f~'((a,b)) : [a,b] € D([0,1])},

Demostracion. Los incisos I y 2 se cumplen por el Lema 7.13 y por el
Teorema 7.14, respectivamente. m

El reverso del Corolario 7.15, seria una buena caracterizacién de los con-
tinuos tipo A. Desafortunadamente, no hemos logrado demostrar dicho enun-
ciado y tampoco tenemos un ejemplo que muestre que el reverso de este
resultado sea falso.

Si se analiza con un poco de calma, dicha condicién es casi una realidad,
asi surge la siguiente conjetura.

Conjetura 7.16 Sean X un continuo y f una funcion candnica para X.
Entonces X es un continuo tipo A si y solo si se satisfacen las siguientes
wqualdades

1. D(X) ={f""((a,b)) : [a,b] € D([0,1])},
2. M(X)={A e C(X): f(A) € M([0,1])}.

Al intentar dar una condicién necesaria y suficiente para que un continuo
sea tipo A, pensamos en la siguiente contencion:

{f~H((a,0))  [a, 0] € D([0, 1))} € {A € C(X) : f(A) € D([0,1])}.

Con lo que viene a la mente sustituir la condicién 2 del Corolario 7.15,
por la condicion

2. D(X) = {A € C(X): f(A) € D([0,1))}.

Pero desgraciadamente, cuando se hace esta sustitucion se pierde mas
informacion de la que se pensaria, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.17 En R?, consideremos (Figura 7.2) el continuo
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X = ([—1,0] X {0}) U (({0} x [~1,1]) U{(x, sen(1)) € R? : 2 € (0, 1]}).

Recordemos que, por el Ejemplo 7.8, se cumple que X es un continuo tipo
A, donde una funcion candnica es la proyeccion sobre la primera coordenada.

Asi, por el Corolario 7.15, se cumple que

D(X) = {f"((a,0)) : [a,b] € D([-1,1])},

En este espacio se tiene que D(X) # {A € C(X) : f(A) € D([0,1])};
pues A = ({[-1,0]} x{0})U ({0} x [—1,1]) no es un elemento en D(X), pero
m(A) =[-1,0] € D([0,1]).

Este espacio muestra que cuando sustituimos la condicion 2 del Corolario
7.15, por la condicién 2. D(X) = {A € C(X) : f(A) € D([0,1])}, no se

puede demostrar un enunciado similar.

Teniendo en mente la igualdad D(X) = {A € C(X) : f(A) € D([0,1])},
la siguiente definicién nos va a ayudar a obtener resultados més completos y
agradables.

Definicién 7.18 Sean X un continuo y f una funcion candnica de X. De-
cimos que un punto t € [0,1] es de cohesion si se cumplen las siguientes
contenciones:

= [Tt € F7H(0, 1)) (siempre que t > 0), y
- 1) C @) (siempre quet < 1)
Observacién 7.19 En R?, sea
X = ([—1,0] x {0}) U <({0} X [~1,1]) U{(x, sen(1)) € R? : 2 € (0, 1]}).
X es el continuo definido en el Ejemplo 7.8 e ilustrado en la Figura 7.2.
Notemos que el punto 0 € [—1,1], cumple que 71(0) = {0} x [—1,1] pero
7 H((=1,0)) = [-1,0] x {0}.

Lo que implica que 7=*(0) ¢ 7 1((—=1,0)). Por lo tanto el punto 0 €
[—1,1] no es de cohesion para .
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Observacion 7.20 Sean X un continuo y f una funcion candnica de X . Si
t € (0,1) es de cohesion, entonces

F7H@) c fH0, 1) N (1),

Observacion 7.21 Sean X un continuo y f una funcion canonica de X.
Supongamos que t € [0,1] es de cohesion y que t > 0. Sea a € [0,1] tal que
a <t.

Como f71(t) € f1([0.£) = f~H([0,a)Uf~([a, 1)) y f7HEONSTH0, a]) =
0, tenemos que f~(t) C f~((a,t)).

De forma andloga se demuestra que sit <1 y b > t, entonces f~1(t) C

f=H(@,0)).

Lema 7.22 Sean X un continuo y f una funcién candnica de X. Sit € [0, 1]
es de cohesion, entonces f1(t) € M(X).

Demostracién. Sea t € [0, 1], supongamos, sin pérdida de generalidad, que
t>0.
Sea x € f~(t) y U un abierto tal que = € U.

Como t es de cohesién, se cumple que f~1((0,1)) NU # 0, asi existe
s € (0,t), tal que f~1(s)NU # 0.

Por lo tanto U ¢ f~1(¢), lo que demuestra que int(f~(t)) = 0. m

Teorema 7.23 Sean X un continuo y f una funcion candnica de X. En-
tonces las siguientes condiciones

(i) D(X) ={A e C(X): f(A) € D([0,1])},
(i) M(X)={A e C(X): f(A) e M([0,1])},
son equivalentes a

(a) X es irreducible,

(b) todo t € [0,1] es de cohesion.
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Demostracién. Supongamos (a) y (b).

Como todo t € [0,1] es de cohesién, por el Lema 7.22, tenemos que
f7Y(t) € M(X). Por lo tanto X es un continuo tipo A

Asi, por el Lema 7.13, se cumple que:

M(X) = {A € C(X) : f(4) € M(0,1])}.
Demostremos que D(X) ={A € C(X) : f(A) € D([0,1)])}.
Verifiquemos ambas contenciones.

Sea B € D(X), si f(B) ¢ D(]0,1]). Como C([0,1]) = D([0, 1])uM ([0, 1]),
entonces f(B ) € M([O,l]) = F([0,1]). Asf A C fY(t) para algin t €
[0,1], pero f~(t) € M(X) lo que implica que B € M(X), lo que es una
contradiccion.

Por lo tanto B € {A € C(X) : f(A) € D(X)}.
Sea Be {AeC(X): f(A) € D(]0,1])}.
Entonces existen a,b € [0, 1] tales que a < by f(B) = [a,b]. Por el Lema

7.12, tenemos que f~'((a,b)) C B, lo que implica que f~1((a, b)) C int(B) C
B.

~ Como ay bson de cohesion, por la Observacién 7.21, tenemos que f~'(a), f~1(b) C
f~*((a, b)), por lo tanto

B C f(a, b)) = fa) UFHa,B) U f~1(b) € F1{(a,b)) C int(B) C B.

Lo que demuestra que B € D(X).

Esto termina la demostracién de (7).
Demostremos la otra implicacion de este teorema.
Supongamos que se cumplen las igualdades (i) y (i7).

Por el Corolario 7.10, tenemos que X es un continuo tipo A. Esto demues-
tra el inciso (a).
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Solo falta probar (b).

Seat € [0, 1] y supongamos, si pérdida de generalidad, que ¢t > 0. Notemos
que

S7H0,8) = fH0) U fH(0, ) U FTH(D).

Aplicando el Lema 7.4, obtenemos que

int(f7H([0,])) = int(f71((0,4))) € f71((0,1)).

Como f(f71([0,¢])) = [0,¢] € D(]0,1]), por (i), tenemos que f~1([0,t]) €
D(X), lo que implica que

S7H0,¢]) = int(f71([0,£])) € f71((0,1)).

Por lo tanto f~1(¢) C f=1((0,t)).

Si ¢t < 1, de forma andloga se demuestra que f~!(t) C f~1((,1)).
Esto demuestra que ¢ es de cohesion y termina la prueba de (b). =

Corolario 7.24 Sean X un continuo y f una funcion canonica de X. En-
tonces X es tipo X\ y todo t € [0,1] es de cohesion si y sdlo si se satisfacen
las sigueintes igualdades:

(1) D(X) ={A e C(X): f(A) e D(0,1])},
(i) M(X) ={A e C(X): f(A) e M([0,1])},

Demostracién. Este resultado es una consecuencia directa del Teorema
7.23. m

Notemos que en algiin sentido, lo que nos permite demostrar el Teorema
7.23, es la estructura que tiene el intervalo. De esta forma, surge la idea
de estudiar propiedades similares con espacios que estan relacionados con
continuos que tienen alguna estructura muy parecida a la del arco.

En la siguiente seccién, vamos a demostrar resultados similares al Teore-
ma 7.23, pero sustituyendo al intervalo por otros continuos.
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7.3. Entre Continuos Grandes

Para hacer mas facil la escritura de los siguientes resultados, voy a intro-
ducir una notaciéon que podria ser grotesca y que no concuerda con la que he
manejado en secciones anteriores, pero que realmente ayuda.

Notacién 7.25 s Sean p y q dos puntos en X, a un arco que une a p
con q lo denotaremos por [p, q].

= Si [p,q] es un arco no degenerado, entonces denotaremos por (p,q) al
conjunto [p,q] — {p.q}.

Definicién 7.26 Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcion continua,
mondtona y suprayectiva. Decimos que un punto p € Y es de cohesion si

1. Existe un arco libre no degenerado [p,q] en'Y,

2. f~Yp) € f~Y(p,q)), para todo arco libre no degenerado [p, q|.

Lema 7.27 Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua,
mondtona y suprayectiva. Sip € Y es de cohesidn, entonces f~1(p) € M(X).

Demostracién. Como p es de cohesion, existe un arco libre [p, ] en Y tal

que f~H(p) C f~H((p, q))-

Como f es monétona, tenemos que f~!(p) € C(X). Verifiquemos que

int(f~'(p)) = 0.

Sea x € f~'(p) y U un abierto en X tal que z € U. Como x € f~1((p,q)),
existe t € (p,q) tal que f~H(p)NU # 0. Asi U C f~1(p), lo que demuestra
que fH(p) € M(X). =

Lema 7.28 Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua,
mondtona y suprayectiva tales que

(a) Para todo A € D(X), si f(A) es irreducible en Y, entonces A es irre-
ducible en X.

(b) Todo punto p € Y es de cohesion.
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Si Ae C(X)y f(A) = [p,q] es un arco libre en' Y, entonces f~([p, q]) =
A.

Demostracién. Sea A € C(X) tal que f(A) = [p, q] es un arco libre.
Afirmacion 1. f~([p,q]) € D(X).

Demostracion. Como todo punto en Y es de cohesién, al ser [p, ¢] un arco
libre, tenemos que f~'(p) U f~'(q) € [~ ((p, q))-

Como f~((p,q)) Cint(f~'([p,q])), obtenemos que:

fHpsal) = 1) U fH (e, >>fU1([1( ])> c /7 (p q)) Cint(f~H(Ip,q))) €

Lo que demuestra que f~*([p, q]) € D(X) y concluye la demostracién de
la Afirmacién 1.

Como f(f'([p,q])) = [p,q] v | ,q] es irreducible, por (a), existen dos
puntos a,b € f~([p, q]), tales que f~!([p, q]) es irreducible entre a y b. Por la
Observacion 7.11, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que f(a) = p

y f(b) =
Afirmacion 2. f~((p,q)) C A.

Demostracion. Sea t € (p,q) y supongamos que existe z € f~!(t) tal
que * € A. Entonces D = f~'(p) U AU f~!(q), es un subcontinuo propio
de f~([p,q]) tal que a,b € D lo que es una contradiccién. Por lo tanto
I ((p, q)) C Ay concluimos la demostracién de la Afirmacion 2.

De la Afirmacién 2 y del hecho que p y ¢ son de cohesion, al ser [p, ¢] un
arco libre, concluimos que

) U ) U fa) € f~H(p,q)) € AC f([p,d)).
Lo que demuestra que f~!([p,q]) = A. m

Teorema 7.29 Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcion continua,
mondtona y suprayectiva, tales que
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(1) D(X) ={AeC(X): f(A) & L(Y)},
(ii) f~1(y) € M(X), para todoy €Y.

Si Ae D(X) y f(A) es irreducible con respecto a un conjunto I C f(A),
entonces A es irreducible con respecto a un conjunto J C A, con la misma
cantidad de elementos que I, tal que f(J) = 1.

Demostracién. Para todo i € I, elegimos z; € f~1(i) N A. Tomemos
J=Ax;:iel}.

Por construccién tenemos que f(J) = I y que J tiene la misma cantidad
de elementos que I. Demostremos que A es irreducible con respecto a J.

Sea B € C(A) tal que J C B, como I = f(J) C f(B), al ser f(A)
irreducible con respecto a I, obtenemos que f(B) = f(A) ¢ Fi(Y). Por (i),
concluimos que B € D(X).

Siz € A, como f(B) = f(A), tenemos que f~!(f(x))UB € C(X). Como

ademds f(B) C f(f~'(f(x)) U B), tenemos que f(f~'(f(x)) U B) & Fi(Y),
de esta forma f~(f(x)) U B € D(X).

Como f~(f(z)) € M(X), por el Lema 7.4, tenemos que int(f~*(f(z)) U
B) = int(B), asi

r e f(f(x))UB=int(f~1(f(z))UB) =1int(B) = B.

Esto prueba que A C B y como B C A, obtenemos que B = A. Por lo
tanto A es irreducible con respecto a J. m

Lema 7.30 Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua,
mondotona y suprayectiva tales que

(i) D(X) ={A e C(X): f(A) & FA(Y)},
(ii) f~'(y) € M(X), para todo y €Y.

Sit €Y y existe un arco libre [t,q] en'Y, entonces

f7HE) € fH(E 9)).
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Demostracién. Sea t € Y y consideremos un arco libre [t,¢] en Y.

f7H#). Como ([, ]) es conexo y fH([t,q]) = f7H() U
f~!(a), tenemos que f~(t ) f (( “M(t.q)) # 0, asf que f7(t) U
C(X)ycomo (t,q) C f(fTH()Uf ((f q))), entonces f(f~!(t)U
)) & F1(Y), lo que implica que f~() U f~1((t,q)) € D(X).

Ast fHOUF((E q)) = int(f-1(H) U f 1((
por el Lema 7.4, tenemos que int(f~1(¢t) U f~1
donde obtenemos que

re fTHH) Ut q) = imt(fL(t) U f7((t, )
Cint(f~1((t,q))) C f7H((t, ).

Esto demuestra que f~'(t) C f~1((¢,q)). =

7.3.1. Funciones a la Circunferencia

Con los resultados que probamos en la seccién anterior, estamos listos
para extender los resultados que obtuvimos en el el Teorema 7.23 a otro tipo
de continuos diferentes del arco.

Notacién 7.31 Denotemos por St a cualquier continuo que sea homeomorfo
a la circunferencia unitaria en R2.

Teorema 7.32 Sean X un continuo y f : X — S' una funcion continua,
mondtona y suprayectiva, entonces las siguientes condiciones

(i) D(X) ={A € C(X): f(A) € D(S")}, y
(ii)) M(X)={AeC(X): f(A) e M(S")}.
Son equivalentes a

(a) Todo subcontinuo regular y propio de X es irreducible, y

(b) Todot € S' es de cohesion.

Demostracion. Recordemos que, por el Corolario 6.29, se cumple que
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= C(SY) = D(SY) U M(SY),
= D(S') = C(S) — M(SY),
= M(SY) = F1(SY).

Supongamos (a) y (b).
Demostremos que D(X) = {A € C(X) : f(A) € D(S")}.
Verifiquemos que se cumplen ambas contenciones.

Sea A € D(X). Supongamos que f(A) & D(S'), entonces f(A) € M(S').
Asi f(A) = {t}, para algin t € S*.

Como t es de cohesién, por el Lema 7.27, tenemos que f~'(t) € M(X
De esta forma A € M(X), lo que es una contradiccién. Por lo tanto f(A)
D(S') y obtenemos que

)-
€

D(X)c{AeC(X): f(A) e D(SYH)}

Demostremos la otra contencién. Sea A € C(X) tal que f(A) € D(S').
Analicemos dos casos.

Caso 1. f(A) € S

En este caso f(A) = [p,q] es un arco libre en S'. Por el Lema 7.28,
tenemos que X [p,q]) = A. Como p y q son de cohesién, se cumple que

pg)) = A
fHp)U f(q) € f~((p,q)). Por lo tanto
p,a) =)V ((p.a) U fHg) € FH((p.q)) C int(A) C A

Esto demuestra que A € D(X).

Caso 2. f(A) = St

Sean a € Ay «:[0,1] — C(X) un arco ordenado de {a} a A. Por ser f
continua, existe to = min{t € [0,1] : f(a(t)) = S'}. Consideremos {t,}°,
una sucesion estrictamente creciente en (0, ¢y] tal que limt, = .
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Para toda n € N, sea B, = a(t,). Como lim B,, = a(ty) vy f(a(ty)) = S,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f(B,,) = [pn, ¢»] €s un arco
no degenerado para toda n € N.

Como « es un arco ordenado y t, < t,,; para toda n € N, tenemos que

Bn Q Bn+17 10 que implica que [men] = f(Bn) g f(Bn+1> = [pn+17Qn+q]‘
Por lo tanto {[pn,¢.]}5%; una sucesién de arcos en S! tales que [p,,q,] &
[Pri1; @ns1] para toda n € Ny que ademas lim [p,, ¢,] = S*.

Por el Lema 7.28, tenemos que f~'([pn,q.]) = B, C Ay como f es
una funcién monétona, obtenemos que f~!([p,, q.]) € C(X). Por lo tanto
{B,}22, es una sucesién en C'(A4), tal que

1. B, € B,41, para toda n € N,

2. f(Bn) = [pn, qn] es un arco, para toda n € N,

3. lim[p,, ¢.] = S*,

4. lim B,, = B, para algin B € C(A).

Vamos a demostrar que X = A.

Sea x € X.

Si f(x) € [pn, qs) para alguna n € N, entonces = € f~!([pn, ¢n]) C A.

Si f(x) & [pn,qs) para toda n € N, por la condicién 3, tenemos que
f(z) = limp, = limg,.

Sea U un abierto en X tal que x € U. Como f(x) es de cohesién, por
el Lema 7.27, tenemos que f~!(f(x)) € M(X). Lo que implica que existe

y €U~ f71(f(x)), asi f(y) € [pn,qn] para alguna N € N.

Entonces y € f~*([pn, ¢n]) = Bn para toda n > N, lo que demuestra que
& € |J,en Bn C B. Por lo tanto € A y hemos probado que X C A.

Por lo tanto A = X € D(X)

Con los Casos 1 y 2, hemos demostrado que
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{AeC(X): f(A) e D(SY)} C D(X).
Y terminamos la demostracién de (7)
Ahora demostremos que M (X) = {A € C(X): f(A) € M(S")}.
Verifiquemos ambas contenciones.

Sea A € M(X). Si f(A) & M(S'), entonces existe un subcontinuo B de
A, tal que f(B) = [p,¢q] es un arco (libre). Por el Lema 7.28, tenemos que

I~ Yp,q]) = B C A, lo que es una contradiccién, pues int(f~([p,q])) # 0.
Por lo tanto f(A) € M(S') y obtenemos que

M(X)c{AeC(X): f(A) e M(S")}

Para probar la otra contencién, sea A € C(X), tal que f(A) € M(S!).
Como M (S') = F1(S'), tenemos que f(A) = {t}, para algtin ¢t € S*. Como
t es de cohesién, por el Lema 7.27, obtenemos que f~!(t) € M(X), lo que
implica que A € M(X). Esto demuestra que

{AeC(X): f(A) e M(SY)} Cc M(X).
Asi concluimos la demostracién de (ii).

Demostremos la otra implicacién de este teorema. Supongamos que se
cumplen (7) y (ii).

Primero demostremos (b).

Sea p € S, si ¢ € S con p # ¢, entonces existe un arco [p,q] en S* de p
a ¢ que ademas es libre.

Como [p,q] es un arco libre en S, por el Lema 7.30, obtenemos que

7Yt € f~Y((p,q)), lo que demuestra que p es de cohesién.
Demostremos (a).
Si A€ D(X) — {X}, entonces f(A) € D(S').
Si f(A) = S'. Seana € Ay a :[0,1] — C(X) un arco ordenado de

{a} a A. Sea {t,}°, una sucesién estrictamente creciente en [0, 1] tal que
lim ¢,, = 1. Entonces que la sucesién {4, }°, donde A, = f~1(¢,) para toda
n € N, cumple que
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1. f(A,) = [pn, qn] es un arco (libre) en S*, para toda n € N,
2. f(A,) € f(A,y1) para todan € N,
3. lim f(A,) = S*

Sea n € N. Como f(A,) es ireducible (por ser un arco en S') y A, €
{B € C(X): f(B) € D(S)} = D(X), por el Teorema 7.29, se cumple que
A, es irreducible. Como ademds todo punto en S* es de cohesién (inciso (b)),
por el Lema 7.28, se cumple que f~([pn, q.]) C A, C A.

Lo que hemos demostrado es que f~'([pn,¢n]) C A para toda n € N.
Verifiquemos que X = A.

Sea x € X. Si existe n € N tal que f(z) € [pn,qn], entonces = €
@) € 7 e anl) € A

Si f(x) € [pn,qs] para ningtin n € N, entonces, lim p,, = limq, = f(x).
Sea U un abierto tal que x € U. Como int(f~(f(z))) = 0, existe y € U tal
que f(y) # f(y). Asi existe N € N tal que f(y) € [pn, gn] lo que implica que
UnN f~Y[pn,qn]) # 0. Como f~([py,qn]) C A, hemos mostrado es que z es
un punto de acumulaciéon de A.

Como A es cerrado, tenemos que que x € A. Por lo tanto X C A, asi con-
cluimos que X = A.

Pero esto es absurdo ya que tenfamos que A € D(X) — {X}. Como esta
contradiccién nacié de suponer que f(A) = S', obtenemos que f(A) = [p, q]
es un arco (libre) de S'. Como [p,q| es irreducible, por el Teorema 7.29,
tenemos que A es irreducible.

Con esto concluimos la demostracién de este teorema. m

7.3.2. Funciones a un Arbol

Definicién 7.33 Un drbol es una grdfica finita que no contiene circunferen-
clas.

Observacion 7.34 Sitq,...,t, son los puntos extremos de un drbol T, en-
tonces T es irreducible con respecto al conjunto {ti,...,t,}.
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Teorema 7.35 Sean X un continuo y f : X — T una funcion continua,
mondotona y suprayectiva; dondeT' es un arbol con puntos extremosty, ..., t,.
Entonces las siguientes condiciones:

(1) D(X) ={A € C(X): f(A) e DT}, y
(1)) M(X)={Ae M(X): f(A) e M(T)}.
Son equivalentes a

(a) X esirreducible con respecto un conjunto {ay, ..., a,}, tal que f({ay,...,a,}) =
{tla s 7tn}7 )

(b) Todo punto p € T es de cohesidn.
Demostracion. Recordemos que por el Corolario 6.29, se cumple que:

1. C(T) = D(T)U M(T),

2. D(T)=C(T)— M(T),

3. M(T) = F(T).

Supongamos (a) y (b).

Demostremos que D(X) ={A € C(X) : f(A) € D(T)}.

Verifiquemos ambas contenciones.

Sea A € D(X). Si f(A) ¢ D(T), entonces f(A) € Fi(T), asi existe pe T
tal que A C f~*(p). Como T es un 4rbol, existe un arco libre [p, q] en T". Por
el Lema 7.27, tenemos que f~!(p) € M(X), lo que implica que A € M(X),
lo que es una contradiccion. Por lo tanto A € D(T') y obtenemos que:

D(X)c{AeC(X): f(A) e D(T)}.
Sea A € C(X) tal que f(A) € D(T).

Afirmacion 1. Si [p, q] es un arco libre de T contenido en f(A), entonces
fHp,q)) C int(A).

Demostracion. Denotemos por C; y Cy las componentes de T — (p, q).
Supongamos que existe z € f~((p, q)) tal que = & f~1(A), sea
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D=AUf(C)UF(Co).

Notemos que D es un subcontinuo propio de X tal que {as,...,a,} C D,
lo que es una contradiccién pues X es irreducible con respecto a {ay, ..., a,}.
Asf tenemos que f~'((p,q)) C A, al ser f~!((p,q)) un subconjunto abierto
en X, tenemos que f~!((p,q)) C int(A).

Por ser p y ¢ de cohesién, tenemos que f~1(p)U f~1(q) C f~((p,q)). Lo
que implica que

fHpa)) = )V fH(pa) U ) € f7H(p q) Cint(A).
Lo que termina la demostracion de esta afirmacion.

Como T esun drboly f(A) & Fi(T), existen arcos libres [p1, 1], . . ., [Pk, ¢x]
k
en X, tales que f(A) = | |[pi, ¢:]. Por la Afirmacién 1, obtenemos que

i=1
k _
AC Uf_l[pi, qz] C mt(A) C A.

i=1

Lo que demuestra que A = int(A). Por lo tanto A € D(X) y tenemos
que
{AeC(X): f(A) e D(T)} C D(X).

Esto finaliza la demostracién de la igualdad (7).
Ahora demostremos que M (X) ={A e M(T): f(A) € M(T)}.
Verifiquemos ambas contenciones.

Sea A € M(X). Si f(A) € M(T), entonces existe un arco libre [p, g en
T tal que [p, q] C A. Por la Afirmacién 1 de esta demostracién, tenemos que
fX[p,q]) C A, lo que es una contradiccién, pues int(f~1([p,q])) # 0. Por lo
tanto f(A) € M(T) y obtenemos que

M(X)c{Ae M(T): f(A) e M(T)}.
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Sea A € C(X) tal que f(A) € M(T). Entonces f(A) = {p}, para algin
p € T. Consideremos un arco libre [p,q| en T, por ser p de cohesién, por el
Lema 7.27, obtenemos que f~!(t) € M(X), lo que implica que A € M(X).
Esto demuestra que

{Ae M(T): f(A) e M(T)} C M(X).
Con esto terminamos la demostracién de (7).

Para demostrar la otra implicacion de este teorema, supongamos que se
cumplen (7) y (i7).

Demostremos (a).

Como T es irreducible con respecto a {ti,...,t,}, por el Teorema 7.29,
existe J = {ay,...,a,} C X tal que X es irreducible con respecto a J y que
ademas f(J) = 1.

Demostremos (b).
Sea p € T. Como T es un arbol, existe un arco libre [p, ¢] en T.

Ahora, si [p,q] es un arco libre, por el Lema 7.30, tenemos que f~!(p) C
f~1((p,q))- Lo que demuestra que p es de cohesién.

Con esto finalizamos la demostracién de este teorema. m

Una conjetura que de ser cierta generalizaria los Teoremas 7.32 y 7.35, que
ademas resulta muy natural, pero que ha mostrado un poco de resistencia,
es la siguiente.

Conjetura 7.36 Sean X un continuo y f : X — G una funcion continua,
mondtona y suprayectiva, donde G es una grdfica finita. Entonces las sigui-
entes condiciones:

(i) D(X) ={AeC(X): f(A) e D(G)}, y
(i) M(X)=1{Ae M(X): f(A) € M(G)}.

Son equivalentes a:
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(a) Para todo A € D(X) tal que f(A) = [p,q] es un arco en G, se cumple
que A es irreducible, y

(b) Todo punto en G es de cohesion.

Observemos que si se cumplen las propiedades (i) y (ii), entonces las
condiciones (a) y (b) se cumplen de forma inmediata por los Teoremas 7.29
y 7.30, respectivamente. El regreso de este enunciado es el que muestra un
poco de dificultades.

7.4. Algunas Condiciones Extras

En general, si f : X — Y es una funcion, algunas de las relaciones que
nos interesan que se preserven son:

1. f(A) € M(Y) para todo A € M(X),
2. f(A) € D(Y) para todo A € D(X),
3. Ae f7Y(M(Y)) para todo A € M(X),
4. Ae fY(D(Y)) para todo A € D(X).

A continuacién menciono algunos de los resultados mas sobresalientes en
relacién a las condiciones anteriores.

Teorema 7.37 Sean X y Y continuos, con Y localmente conexo y sea f :
X — Y una funcién. Si f~1(D(Y)) C 2%, entonces f es continua.

Demostracién. Sea {z,}>°; una sucesién en X tal que limz, = z, para
algin x € X. Podemos, suponer sin pérdida de generalidad, que lim f(z,) =
y, para algin y € Y.

Como Y es localmente conexo, existe una sucesion de conjuntos abiertos
y conexos {Uy, }7o_; tales que {y} = (U, = (| U,. Por el Lema 2.5, tenemos
que {U,,}_, es una sucesién en D(Y'), tal que (U, = {y}.

Para toda m € N, sea N,, € N tal que, si n > N,,, entonces f(x,) €
Up C Up. Lo que implica que z,, € f~YU,,) para toda n > N,,. Por ser

f~YU,,) cerrado, concluimos que limx, = x € f~!(U,,), para toda m € N.
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_Por lo tanto, f(z) € U, para toda m € N; lo que implica que f(z) €
N U.. = {y}. Asi obtenemos que f(z) =y = lim f(z,,,), lo que demuestra
que f es continua. m

Lema 7.38 Sean X y Y continuos, donde X es localmente conexo y sea
f: X — Y una funcién. Si D(X) C f~'(A), donde A es una familia de
subconjuntos cerrados en'Y , entonces f es inyectiva.

Demostracién. Sean x y y dos puntos en X tales que f(z) = f(y). Supon-
gamos que x # y, por ser X localmente conexo, existen dos abiertos conexos
Uy Vitalesquex € U,y eV yUNV = 0. Por el Lema 2.5, tenemos que
U,V € D(X).

Como D(X) C f~1(A), existen A,B € Atalesque U = f1(A) yV =
f74(B).

Como x € f~1(A) yy € f'(B), entonces f(z) = f(y) € AN B, lo que
implica que, en particular x € U NV, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto z = y, y obtenemos que f es inyectiva. m

Lema 7.39 Sean X y Y continuos, donde Y es localmente conexo y sea
f: X — Y una funciéon. Si f~1(D(Y)) C D(X), entonces f es suprayectiva.

Demostracién. Supongamos que existe y € Y — f(X). Sea U un abierto
conexo de Y tal que y € Uy UN f(X) = (. Por el Lema 2.5, tenemos que
U € D(Y), pero ) = f~1(U) € D(X), lo que es una contradiccién.

Por lo tanto f(X) =Y, lo que demuestra que f es suprayectiva. m

Corolario 7.40 Sean X y Y continuos localmente conexos y f : X — Y
una funcion. Si f~1(D(Y)) = D(X), entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 7.37, tenemos que f es continua, lo que
implica que f es cerrada, ya que X y Y son compactos. Por el Lema 7.38,
tenemos que f es inyectiva; y por el Lema 7.39, obtenemos que f es suprayec-
tiva.

Por lo tanto f es una funcién continua, biyectiva y cerrada, lo que implica
que f es un homeomorfismo. m
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Afirmacion 7.41 Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion. Si
Fi(X) C fY{(M(Y)), entonces f es inyectiva.

Demostracién. Sean x y y dos puntos en X tales que f(x) = f(y). Como
Fi(X) C [FYM(Y)), existe A € M(Y) tal que f~1(A) = {z}. Pero f(y) =
f(x) € A, de esta forma y € f~1(A) = {z}. Por lo tanto z = y, lo que
demuestra que f es inyectiva. m

Teorema 7.42 Sean X y Y localmente conexos y f : X — Y wuna funcion.
St se cumple que:

(a) f7H(D(Y)) C D(X), y
(b) Fi(X) C fHM(Y)).
Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracién. Por la condicién (a) y el Teorema 7.37, tenemos que f es
continua, lo que implica que f es cerrada, ya que X y Y son compactos.

Por la condicién (a) y el Lema 7.39, tenemos que f es suprayectiva. Por
la condicién (b) y la Afirmacién 7.41, tenemos que f es inyectiva.

Por lo tanto f es una funcién continua, biyectiva y cerrada, lo que implica
que f es un homeomorfismo. =

Corolario 7.43 Sean X y Y localmente conexos y f : X — Y una funcion.
Si se cumple que:

(a) f7H(D(Y)) C D(X), y
(b) M(X) C f~HM(Y)).
Entonces f es un homeomorfismo.

Demostracién. Como Fi(X) C M(X) y M(X) C f~(Y), obtenemos las
condiciones (a) y (b) del Teorema 7.42. Lo que implica que f es un homeo-
morfismo. m

Teorema 7.44 Sea X y Y continuos, donde Y es localmente conexo y sea
f: X — Y una funcién. Si f~H(D(Y)) C C(X), entonces f es mondtona.
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Demostracion. Por el Teorema 7.37, tenemos que f es una funcion continua.

Sea y € Y, por ser Y localmente conexo, existe una sucesién {D,,}7°, en
D(Y) tal que D, 1 C D,, para toda n € N; y que ademas:

Como D, 41 C D, se cumple que f~1(D,, 1) C f~'(D,) para todan € N.
Como {f~Y(D,)}>°, es una coleccién anidada de subcontinuos de X, por
el Lema 1.3, tenemos que () f~'(D,), es un subcontinuo de X. Vamos a

n=1
demostrar que:

D=0 =W

Sea z € f~!(y), entonces f(x) = y, como () D, = {y}, tenemos que
n=1
f(z) € D, para toda n € N, lo que demuestra que x € D.

Demostremos la otra contencién. Sea = € D, entonces x € f~!(D,,) para
toda n € N, asi f(z) € D, para toda n € N, lo que implica que f(x) €

N D,, = {y}. De esta forma f(x) =y, lo que demuestra que = € f~*(y).
n=1

Con esto obtenemos que f~'(y) = D € C(X), lo que prueba que f es
mondétona. W

Como podemos apreciar, cuando se preserva la estructura de los hiperes-
pacios de subcontinuos regulares y magros, bajo la imagen inversa de una
funcion, podemos concluir algunas condiciones muy interesantes sobre la fun-
cion que relaciona a los espacios en cuestion.

Desafortunadamente, cuando esta estructura se preserva bajo la imagen
directa, no se puede concluir nada particular. En este sentido quiero men-
cionar que en algin momento pensé que, cuando se preserva la imagen de
los hiperespacios de subcontinuos regulares o magros se iban a poder obtener
condiciones mas interesantes sobre la funcion que relaciona los espacios.
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Por ejemplo, una condicion que parece muy natural de verificar, en la
familia de los espacios localmente conexos, es que si f : X — Y es una
funcién continua y se cumple que f(D(X)) C D(Y), entonces f es abierta,
debido a que en los continuos localmente conexos, los subcontinuos regulares
forman parte importante de la estructura de los subcontinuos del espacio.

Sin embargo, si consideramos X como el subcontinuo de R?, determinado
por:

X = ([-1.0)x {4}) U (10,1] x [0.1]).

Podemos observar que X es un continuo localmente conexo para el la
proyeccién sobre la pimera coordenada cual 7w : X — [—1, 1], es una funcién
contina tal que w(A) € D([0,1]) para todo A € D(X), pero que no es abierta,
ya que en particular:

([0, %) x [0, %)) = [0, %)

Ejemplos como el anterior, derrumban casi cualquier propiedad que de-
seemos estudiar en relacion a las imagenes directas de los subcontinos re-
gulares y magros. Lo cual complica demasiado las ideas que surgieron en esa
linea de estudio.



Capitulo 8

Composantes Magras

8.1. Introducciéon

Si X es un continuo y p € X, definimos la composante magra de p
como la unién de todos los subcontinuos con interior vacio que tienen al punto
p. El propésito de este capitulo es estudiar este concepto, que fue inspirado
en las composantes filamentosas que se introducen en [11, Definicién 1].

Deseo plasmar el camino y el orden que siguio la investigacion y que
motivaron el estudio de este concepto. Por tal motivo he dividido esta parte
del trabajo en cuatro partes.

En la primera parte voy a introducir las definiciones y resultados de [11]
con los cuales nos inspiramos para definir la composante magra de un punto
en un continuo.

En la segunda parte, vamos a estudiar algunas de las propiedades ge-
nerales de las composantes magras de un continuo y posteriormente enun-
ciaremos algunos problemas y conjeturas que obtuvimos en el transcurso de
nuestra investigacion.

En la tercera parte, vamos a relacionar los conceptos y resultados obtenidos
en las secciones anteriores con un concepto definido por David P. Bellamy
en [1] que, como veremos, coincide con el de las composantes magras de un
continuo. En la cuarta parte enunciaremos dos preguntas planteadas en |1,
Problemas 24 y 25], y mencionaremos los avances que obtuvimos.

187
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8.2. Un Poco Sobre los Filamentosos

Recordemos que una vecindad de un subcontinuo F' € C(X), es un sub-
conjunto W de X, tal que F' C int(W).

En el articulo [11, Definicién 1], encontramos las siguientes definiciones:

Definicién 8.1 1. Sea X wun continuo, un subcontinuo de K es llama-
do Filamentoso, si eziste una vecindad N de K tal que Cn(K), la
componente de N que contiene a K, tiene interior vacio.

2. Un subconjunto S de X es llamado filamentoso, si todo subcontinuo
contenido en S es filamentoso.

3. El complemento de un conjunto filamentoso es llamado conjunto co-
filamentoso.

Definicién 8.2 Sea p € X, la Composante Filamentosa de p, denotada
por Fes(p), es la union de todos los subcontinuos filamentosos que tienen a
p, es decir

Fes(p) = U{A € C(X) : A es filamentoso y p € A}

Algunos resultados que demuestran los autores en [11], relacionados con
estos conceptos son los siguientes.

Proposicion 8.3 Sea X un continuo:

1. [11, Proposicion 1.4] Si F' es un subcontinuo filamentoso, entonces X
no es localmente conexo en ningun punto de F'.

2. [11, Proposicion 1.8] Sip € X y Fes(p) es no vacio, entonces Fes(p)
es un conjunto F.

También enuncian y demuestran el siguiente resultado que caracteriza a
los continuos indescomponibles en términos de subcontinuos filamentosos.

Teorema 8.4 [11, Teorema 1.9] Las siguientes condiciones son equivalentes
para cualquier continuo X :

1. X es indescomponible.
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2. FEl inico subcontinuo no filamentoso es el total.

3. Un subcontinuo es filamentoso si y solo si es un subconjunto propio de
X.

4. Todo singular es un subconjunto (minimal) co-filamentoso.

5. No hay distincion entre composantes y composantes filamentosas.

Proposicion 8.5 Sea X un continuo, si K es un subcontinuo filamentoso,
entonces K € M(X)

Demostracion. Sea K un subcontinuo filamentoso, entonces existe una
vecindad N de K de tal forma que Cx tiene interior vacio. Como K C Cl,
tenemos que int(K) = 0, lo que demuestra que K € M(X). =

El Teorema 8.4 y la Proposiciéon 8.5, nos incité a pensar que la teoria que
se desarrolla con la estructura de los continuos filamentosos, no esta muy
lejos la estructura que se tiene el hiperespacio de subcontinuos magros.

De esta forma, inspirados en estos resultados y la relacion que existe
entre los subcontinuos filamentosos y los subcontinuos magros, definimos el
siguientes conjunto.

Definicién 8.6 Sean X un continuo y p € X, definimos la Composante
Magra de p, como la union de todos los subcontinuos magros que tienen a
p. Si denotamos a la composante magra de p por M, entonces:

M,={Ae M(X):pe A}.
Proposicion 8.7 Sea X un continuo, si p € X entonces:
1. pe M,.
2. Fes(p) C M,.

Demostracién. Como {p} es un subcontinuo con interior vacio tal que p €
{p}, obtenemos la propiedad 1.

Verifiquemos 2. Si x € Fes(p), existe un subcontinuo filamentoso K de
tal forma que p,z € K, por la Proposicién 8.5 tenemos que K € M(X), lo
que implica que z € M,. =

La finalidad de los siguientes ejemplos es mostrar que las composantes
magras no siempre coinciden con las composantes filamemtosas.
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Ejemplo 8.8 (a) Sea X un continuo localmente conexo.
Sip e X, por 1 de la Proposicion 8.7, tenemos que p € M,.

Sean q € X y K un subcontinuo de X tal que ¢ € K. Si N es una
vecindad de K, por ser X localmente conexo, existe un abierto conexo U tal
que ¢ € U C int(N). De esta forma U C Cn(K), lo que implica que K no
puede ser filamentoso. Esto demuestra que Fes(q) = () para todo q € X.

Por lo tanto, si X es localmente conexo, entonces Fes(p) € M, para toda
peX.

(b) Para fines de este ejemplo vamos a describir el abanico de Cantor de
la siguiente forma (Figura 8.1).

Sea C el conjunto de Cantor candnico contenido en el intervalo [0,1];

denotemos por X al abanico de Cantor que se obtiene al considerar el cono
sobre el conjunto C x {0} con vértice en el punto v = (%, 1).

(72, 1)

0 1/3 2/3 1

Figura 8.1: El Abanico de Cantor.
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Sean p € X y x cualquier punto de X, consideremos el unico arco px en
X que une al punto p con x. Como px € M(X), concluimos que

M,=X.

Sean ¢ € X — {v} y ¢, € C tal que q € L(c,), donde L(c,) denota el
segmento convezxo en X que une al punto v con (cq,0). Si K € C(X) es tal
que q € K, analicemos dos casos.

Caso 1. ve K.

Si W es una vecindad de K en X, entoncesv € K C int(W). Como X es
localmente conexo en v, eziste un abierto conexo U tal que v € U C int(W).
Ast, U C Cw(K), lo que implica que int(Cw (K)) # 0. Por lo tanto K no es
filamentoso.

Caso 2. v¢ K.

En este caso K C L(c,) — {v}. Entonces X —{v} es una vecindad de K
tal que Cx_(}(K) = L(cq) — {v}. De manera que int(Cx_((K)) = 0, lo
que implica que K es fialamentoso.

Por los Casos 1 y 2 tenemos la siguiente igualdad
Fes(p) = U{K € C(X) : p e K y K C L{ey) — {o}} = L(ey) — {u}.

Mds aiin, hemos demostrado que Fes(v) = 0. Por lo tanto Fes(p) & M,
para todo p € X.

Lema 8.9 5@ X es un continuo indescomponible, entonces no hay distincion
entre subcontinuos magros y subcontinuos filamentosos.

Demostracion. Sea K un subcontinuo filamentoso de X, por 3 del Teorema
8.4, tenemos que K es un subcontinuo propio de X. Por ser X indescom-
ponible, tenemos que todo subcontinuo propio tiene interior vacio, lo que

implica que K € M(X).

Por otro lado, si K € M(X) y K no es filamentoso, por 2 del Teorema
8.4 tenemos que K = X, lo que es una contradiccién. Por lo tanto K es
filamentoso.

Esto demuestra que no hay distincién entre subcontinuos magros y fila-
mentosos en continuos indescomponibles. m
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Afirmacion 8.10 Si X es un continuo indescomponible, entonces las com-
posantes magras coinciden con las composantes filamentosas.

Demostracion. Sea p € X, como no hay distinciéon entre subcontinuos
magros y filamentosos, tenemos que Fcs(p) = M,. ®

Gracias a que no existe distincién entre subcontinuos magros y subcon-
tinuos filamentosos en la clase de los continuos indescomponibles, podriamos
pensar que en el Teorema 8.4, se puede intercambiar subcontinuos filamen-
tosos por magros y obtener un resultado similar.

Desgraciadamente no es posible, pues si X = [0,1] x [0,1] y p € X, es
claro que M, = X, lo que implica que en X las composantes coinciden con
las composantes magras, pero X no es indescomponible.

Como podemos apreciar, las composantes magras y las composantes fila-
mentosas, son dos conceptos muy semejantes, pero que no siempre coinciden.
En las siguientes secciones de este capitulo, nos damos a la tarea de estudiar
el comportamiento de las composantes magras de los continuos.

Para finalizar esta seccion quiero mencionar que la teoria que desarrollan

los autores en [11], con relacién al concepto de subcontinuos filamentosos,
estd enfocada al estudio de los continuos homogéneos.

8.3. Propiedades de M,

Recordemos que si X es un continuo y p € X, la composante magra de p
estd definida por:

M,={Ae M(X):pe A}

Dado que p € M, para todo punto p € X, es interesante preguntarse
qué sucede cuando M, = {p}. En este sentido tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.11 Sean X un continuo y p € X. Si M, = {p}, entonces X es
CONETO en pequeno en p.
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Demostracién. Si X no es conexo en pequeno en p, por [10, Teorema 5.12],
existe A € C'(X), no degenerado, y existe una sucesién {A,,}>° en C'(X) tales
quep € A, AN A, = 0 para toda n € N y que ademéds lim A4,, = A.

Por el Lema 5.4, tenemos que A € M(X), lo que implica que A C M,,
lo que es una contradiccién porque A es no degenerado. Por lo tanto X es
conexo en pequeno en p. W

Corolario 8.12 Si X es un continuo tal que M, = {p} para todo p € X,
entonces X es localmente conexo.

Demostracién. Como M, = {p} para todo p € X, por el Teorema 8.11,
tenemos que X es conexo en pequeno en todos sus puntos, por lo tanto por
el Teorema 1.17, obtenemos que X es localmente conexo. m

A continuacion enunciaré algunas de las propiedades basicas de las com-
posantes magras para motivar un problema del cual surgen resultados intere-
santes y, por supuesto, nuevas preguntas que nos brindan diferentes caminos
de investigacion.

Afirmacion 8.13 Si X es un continuo, entonces la familia
Mx={M,C X:pe X}
es una particion del espacio X.

Demostracién. Si p € X, entonces p € M, lo que demuestra que toda
composante magra es no vacia y también se obtiene la siguiente igualdad:

X:UMP

peX

Sean p,q € X, tales que M, N M, # 0; verifiquemos que M, = M,.

Sea r € M, N M,, entonces existen A,, A, € M(X) tales que p,r € A,y
q,7 € A,

Si x € M, tenemos que existe B € M(X) tal que p,x € B. Asi, por el
Lema 1.11, tenemos que B U A, U A, es un subcontinuo magro que tiene a ¢
y x. Esto prueba que M, C M,.

De forma analoga se demuestra que M, C M,,. Por lo tanto si M,NM, # 0,
entonces M, = M,.

Con esto concluimos que M x es una particién de X. m
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Afirmacién 8.14 Si X es un continuo y p € X, entonces M, es conexo.

Demostracién. Como M, es la unién de conjuntos conexos que tiene al
punto p, obtenemos que M, es conexo. m

Observacion 8.15 Sean X un continuo indescomponible y p € X, por 5 del
Teorema 8.4 y la Afirmacion 8.10, tenemos que M, es la composante de p
en X.

Esto muestra que, en los continuos indescomponibles, M,, no es cerrado,
pero si resulta ser un conjunto F, ya que las composantes de todo continuo
indescomponibles son conjuntos F,.

De las observaciones anteriores, surge el siguiente problema.

Problema 8.16 Sean X un continuo y p € X, para qué clases de continuos
se cumple que:

1. 4M, es un subconjunto cerrado?
2. 4M, es un subconjunto F,?

3. ¢Mx, la descomposicion inducida por las composantes magras es semi-
continua superiormente?

4. sMx es un continuo?

8.3.1. La Cerradura de M,

Lema 8.17 Sean X un continuo localmente conexo y {A,}2 | una sucesion
en M(X) tal que lim A,, = B, para algin B € C(X). Si A es un subcontinuo
irreducible de B, entonces A € M(X).

Demostraciéon. Supongamos que A es un subcontinuo de B que es irre-
ducible entre dos puntos p y ¢. Si int(A) # (), entonces existen dos abiertos
conexos V y Wen X yun punto z € A, talesquexz e VCV CW CW C

A—{p,q}.

Afirmacion. Fr(V) no es un subconjunto conexo.
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Demostracion. Supongamos que F'r(V') es un subconjunto conexo. Sean
C, y C, las componentes de A — V' que tienen a p y ¢, respectivamente.
Por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que C, N Fr(V) # 0
y Cy N Fr(V) # (. De esta forma obtenemos que C, U Fr(V) U C, es un
subcontinuo contenido en A que tiene a p y ¢. Por ser A irreducible entre p
y ¢, concluimos que A = C, U Fr(V) U C,.

Pero V' es un abierto no vacio tal que V.C A — (C, UC,) C Fr(V), lo
que es una contradiccién. Por lo tanto F'r(V) no puede ser conexo. Lo que
termina la demostracién de la Afirmacion.

Como la F'r(V') es compacta y no conexa, existenn € Ny abiertos conexos
Up,...,U, en X tales que Fr(V) Cc Uy U...UU, C W, z ¢ U; para toda

i€{l,...,n}y que ademds U; N U; = () para cualesquiera i # j.

Como V' es un abierto conexo en un continuo localmente conexo, por el
Teorema 1.20 tenemos que V' es arco conexo. Podemos suponer que existe un
arco p1q; C V tal que:

1. pyqa NU; = (), para toda j > 2.
2. pi NUL = {p1} y
3. P1q1 F‘IUQ = {(h}

Reenumerando los conjuntos U, si es necesario, también podemos suponer
que existe un arco pags C V' con las siguientes propiedades:

1. page NU; = (), para toda j > 3,
2. page NUs = {p2} y
3. ppeN (U UUUpiqh) = {g}-

De manera inductiva, para toda ¢ > 2, podemos suponer que existe un
arco p;q; C V con las siguientes propiedades:

L pigiNUiq = {pi}

2. ;i N[([U1U...UU)U(prqn V... Upii1qio1)] = {ai},
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3. pig; N p;q; es finito, para cualesquiera i # j.

Consideremos el conjunto

Verifiquemos que C' es un subcontinuo de B que tiene a los puntos p y q.

Como A —V es un subconjunto cerrado de X y (U;U...UU,)U (piq1 U
... UpPn_1¢n_1) es la unién finita de subconjuntos cerrados de X, contenidos
en A, obtenemos que C' es un subconjunto cerrado de X contenido en A.

Para ver que C' es conexo, notemos que por la propiedad 3, tenemos que
(UyU...uU,) U (pra U...Upy_1¢,—1) es un subconjunto conexo de A.

Siy e A—V, por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos
que Ca_v(y) N EFr(V) # 0, como Fr(V) c U, U...UU,, obtenemos que
Cav(y)U[(UU.. . UU,)U(pr1q1U. ..Upn_1¢n_1)] s un subconjunto conexo.
Esto demuestra que C' es un subcontinuo de A que tiene a los puntos p y ¢.
Por ser A irreducible entre p y ¢, concluimos que A = C'.

Notemos que # € V — (U, U...UU,). Entonces + € A = C y z ¢
(A=V)U(UyU...UU,). De modo que = € p1g1 U...Up,_1¢n_1. Asi que
x € p;q; para algun i € {1,...,n — 1}.

Como los arcos p1qi, ..., Pn_1qn_1 Se intersectan dos a dos en un conjunto
finito de puntos, existe un abierto no vacio U de X tal que U C p;q;. Por lo
tanto existe un subarco libre ab de X contenido en p;q;.

Asi, lo que tenemos es una sucesion {4, }5°, en M (X) tal que lim A4,, = B,
donde B contiene arcos libres, lo que es una contradiccion a la Proposicion

3.5.

Por lo tanto A € M(X). m

Teorema 8.18 S5i X es un continuo localmente conexo, entonces M, es ce-
rrado para todo p € X.
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Demostracién. Sean p € X y ¢ € M,,. Entonces existe una sucesion {g, }>°,
en M, tal que limg, = q.

Para toda n € N, sea A, € M(X) tal que p,q, € A,. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que existe B € C'(X) tal que lim A,, = B. De
esta forma obtenemos que p,q € B.

Por el Teorema 1.30 existe un subcontinuo A € C(B), irreducible entre p
y g. Por el Lema 8.17, tenemos que A € M (X), asi g € M, lo que demuestra
que M, C M,.

Por lo tanto, M, es cerrado. m

Corolario 8.19 Si X es un continuo localmente conezo, entonces M, es un
conjunto F, de X, para todo p € X.

Demostracién. Sea p € X, por el Teorema 8.18, M, es cerrado en X, lo
que implica que M, es un subconjunto F;, de X. =

Teorema 8.20 Si X es un continuo localmente conexo, entonces la descom-
posicion inducida por las composanes magras,

Mx ={M,:pe X}
Es una descomposicion semicontinua superiormente.
Demostraciéon. Sean p € X y U un abierto en X tales que M, C U. Sea
W={zxeX:M,CU}.

Notemos que W es un subconjunto saturado y que ademés cumple que
p € M, C W, vamos a demostrar que I es un abierto.

Sean ¢ € X y {¢,}52, una sucesién en X — W tales que lim ¢, = ¢. Como
g, € W, para toda n € N, tenemos que M,, C U, de esta forma podemos

tomar un punto z,, € M, — U y una sucesién {A4,}>°, en M(X), tal que
Gn, Tn € A, para toda n € N.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existen A € C(X) y
xr € X tales que limA, = Aylimz, =z,asi ¢,z € Ay ademas xr € X — U.
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Por el Teorema 1.30, existe un subcontinuo de B en A que es irreducible
entre ¢ y z; por el Lema 8.17, tenemos que A € M(X), lo que implica que
x € M,—U, asi ¢ € X — W y concluimos que X — W es un subconjunto
cerrado.

Lo que hemos demostrado es que, para todo abierto U y todo elemento
M, € Mx, tal que M,, C U, existe un abierto saturado W tal que M, C W C
U, por la Proposicién 3.7 de [10], tenemos que M x es una descomposicién
semicontinua superiormente. m

Corolario 8.21 Si X es un continuo localmente conexo, entonces Mx es
un continuo localmente conexo.

Demostracion. Por el Teorema 8.20, tenemos que M x es una descomposi-
cién semicontinua superiormente, asi por [10, Teorema 3.10], obtenemos que
M x es un continuo.

Sim: X — My, es la proyeccién natural; por ser X localmente conexo,
obtenemos que M x es localmente conexo. m

Afirmacion 8.22 Si X es un continuo hereditariamente arco conexo, en-
tonces los unicos subcontinuos irreducibles de X son los arcos.

Demostracién. Sea A un subcontinuo de X irreducible entre p y q. Como
A es arco conexo, existe un arco pq contenido en A que une al punto p con
el punto q. Como A es irreducible entre p y ¢, concluimos que A =pq. =

Lema 8.23 Sea X un continuo hereditariamente arco conexo y {A,}°2 | una
sucesion en M(X) tal que lim A,, = B, para algin B € C(X). Si A es un
subcontinuo irreducible de B, entonces A € M(X).

Demostracion. Supongamos que A es un subcontinuo irreducible de B. Por
la Afirmacién 8.22, tenemos que A es un arco. Por lo tanto, por la Proposicién
3.5, tenemos que int(A) = 0. m

Teorema 8.24 Si X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
M, es cerrado para todo p € X.
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Demostracién. Si p € X y ¢ € M, entonces existe una sucesién {g, }>°,
en M, tal que limg, = q.

Para todan € N, existe A,, € M(X) tal que p, ¢, € A,, podemos suponer
sin pérdida de generalidad, que lim A,, = B, para algin B € C(X). Asf tene-
mos que p,q € B.

Sea A un subcontinuo de B tal que A es irreducible entre p y ¢. Por el
Lema 8.23, tenemos que A € M(X). Esto demuestra que ¢ € M, y obtenemos
que M, C M,.

Por lo tanto M, es cerrado. m

Corolario 8.25 S5i X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
M, es un conjunto F, para todo p € X.

Demostracién. Sea p € X, por el Teorema 8.24, M, es cerrado en X, lo
que implica que M, es un subconjunto F,. m

En el siguiente ejemplo mostramos un espacio que es arco conexo pero que
no es hereditariamente arco conexo, para el cual no todas sus composantes
magras son cerradas.

Ejemplo 8.26 Denotemos por K al arcoiris de Knaster en R?, con base en
el conjunto de Cantor candnico contenido en [0,1] x {0}. Sea (Figura 8.2)

X =KU([0,1] x {0}).

Notemos que X es un continuo arco conero que no es hereditariamente
arco conexo.

Si ¢ € C, entonces M, coincide con la composante de ¢ en IC, que es un

conjunto F, que no es cerrado.

Teorema 8.27 Si X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
la descomposicion M, inducida por las composantes magras, es semicon-
tinua superiormente.

Demostracién. Sean p € X y un abierto U en X tales que M, C U. Sea
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Figura 8.2: Un Continuo Arco Conexo con Composantes Magras no Cerradas.

W={zxeX:M,CU}.

Notemos que W es un subconjunto saturado que cumple que p € M, C
W c U. Verifiquemos que W es un abierto en X.

Sean ¢ € X y {¢,}52, una sucesién en X — W tales que lim ¢,, = ¢. Como
qn € W, para toda n € N, tenemos que M,, C U. Entonces podemos tomar
z, € M, — U y una sucesién {A,}>°, en M(X) tal que g,,x, € A,, para
toda n € N.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existen A € C(X) y
r € X talesquelimA, =Aylimz, =z, asi ¢,z € Ay ademas xr € X — U.

Sea B un subcontinuo de A tal que B es irreducible entre ¢ y x. Por
el Lema 8.23, tenemos que A € M(X), lo que implica que z € M, — U,
asi ¢ € X — W y concluimos que X — W es un subconjunto cerrado de X.

Lo que hemos demostrado es que, para todo abierto U de X y todo
elemento M, € Mx tal que M, C U, existe un abierto saturado W tal que
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M, ¢ W C U. Por la Proposicién 3.7 de [10], tenemos que Mx es una
descomposicién semicontinua superiormente. m

Corolario 8.28 5i X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
Mx es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 8.27, tenemos que M x es una descomposi-
cién semicontinua superiormente, asi por [10, Teorema 3.10], obtenemos que
M es un continuo. m

Observaciéon 8.29 Sean X un continuo hereditariamente arco conexo y m :
X — Mx la proyeccion natural, entonces

1. m es mondtona, ya que m*(M,) = M,, el cual es un continuo (Teorema

8.24).

2. X es hereditariamente arco conezxo, ya que si A € C(Myx), por 1,
tenemos que w(A) es un subcontinuo de X, que por ser X heredi-
tariamente arco conexo, concluimos que A es la imagen de un continuo
arco Conexo.

Teorema 8.30 Si X es un continuo hereditariamente arco conexo, entonces
Mx es un continuo localmente conezo.

Demostracion. Por el Corolario 8.28, tenemos que M x es un continuo.

Sea m : X — My la proyeccién natural. Un elemento en Mx es de la
forma M, para algin p € X, al traducir esta informacién en términos de la
proyeccién 7, tenemos que 7(p) = M,,.

Para ver que M x es localmente conexo, por el Corolario 8.12, sélo es nece-
sario ver que la composante magra de todo elemento en M x es degenerada;
es decir tenemos que demostrar que My, = {M,} para todo M, € Mx.

Sean M, € Mx y My, € My,. Entonces existe A € M(Myx) tal que
M,, M, € A.

Notemos que 7 !(A) es un subcontinuo de X, porque 7 es mondtona.
Como p,q € 7 (A), por ser 7~ !(A) arco conexo (inciso 2 de la Observacién
8.29), existe un arco pq con extremos p y ¢ contenido en 7 !(A).
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Afirmacion 1. pqg € M(X).

Para demostrar esta afirmacion, recordemos que la topologia en M x esta
dada por 7 = {U C Mx : UU es abierto en X}, que es la topologia mas
grande en My que hace continua 7.

Supongamos que int(pq) # (), entonces existe un abierto U en X tal que
U C pq. Sea rs un arco no degenerado contenido en U, notemos que el arco
rs es libre en X.

Sean x € rs — {r,s} y B un subcontinuo no degenerado tal que = € B.
Si C, es la componente de B Nrs que tiene a x, entonces C, es un arco no
degenerado en rs e int(C,) =# (. Por lo tanto M, = {x}.

Con esto hemos probado que U = rs — {r, s} es un abierto en X tal que
71 (7(U)) = U, asi 7(U) es un abierto no vacio en My tal que 7(U) C A.
Pero esto es una contradiccién, ya que A € M (M y). Por lo tanto pg € M(X)
y terminamos la demostracion de esta afirmacién.

Por la Afirmacion 1, tenemos que pg es un subcontinuo con interior vacio
tal que p,q € pg, lo que demuestra que ¢ € M, y concluimos que M, = M,.

Por lo tanto My, = {M,} y obtenemos que Mx es un continuo local-
mente conexo. W

Corolario 8.31 5i X es un dendroide, entonces Mx es una dendrita.

Demostracion. Por el Teorema 8.30, tenemos que Mx es un continuo lo-
calmente conexo, demostremos que no contiene curvas cerradas simples.

Supongamos que S es una circunferencia contenida en My, entonces
podemos tomar dos puntos M,, M, € S y dos arcos no degenerados M,M, y
- =
M, M, tales que M, M, N M,M, ={M,, M,} y M,M,J M,M,=S.

Si m: X — My, es la proyeccién natural, entonces A = 71 (M,M,) y
—_—
B = 7= Y(M,M,) son dos subcontinuos en X, tales que AN B = M, U M,.

Como M, # M,, tenemos que M, N M, = (), asi que AN B es diconexo.
Esto es absurdo pues X es hereditariamente unicoherente.

Esto demuestra que M x es una dendrita. m
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Ejemplo 8.32 Para todan € N, sea L, el segmento convexo en R? que une
al punto (0,0) con el punto (1,+).

Sea Z el abanico armoénico determinado por (Figura 8.3)

2= (U L) u(0.1)x o}

Notemos que para todo p € Z — ([0,1] x {0}), se cumple que M, = {p} y
que si p € [0,1] x {0}, entonces M, = [0, 1] x {0}.

Al considerar la descomposicion My inducida por las composantes ma-
gras, geométricamente lo que hacemos es identificar al segmento [0,1] x {0}
en un punto. Dado que lim L,, = [0,1] x {0}, obtenemos a la dendrita F,,.

Figura 8.3: Las Composantes Magras Localizan Puntos de no Conexidad
Local.

Como podemos apreciar, las composantes magras nos proporcionan una
herramienta interesante. En algunas familias, como los dendroides, nos ayuda
a identificar los puntos de no conexidad local.
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8.3.2. Hereditariamente Descomponibles

Recordemos que un continuo es tipo A, si X es irreducible y existe una
funcién continua, mondtona y suprayectiva f : X — [0,1] tal que f~1(t) €
M (X) para toda t € [0,1].

Ademas, si X es un continuo y existe una funcién continua, mondtona y
suprayectiva f : X — [0, 1], a la funcién f la llamamos una funcién canénica
de X.

En esta seccién estudiaremos el Problema 8.3 en la familia de los continuos
irreducibles que son hereditariamente descomponibles. Lo que nos motiva a
seguir este camino son algunos resultados que tenemos para los continuos
tipo A.

El siguiente resultado nos brinda una caracterizacion de los continuos irre-
ducibles que son hereditariamente indescomponibles, el cual nos proporciona
una importante herramienta a lo largo de esta seccién.

Teorema 8.33 St X es un continuo irreducible y hereditariamente descom-
ponible, entonces X es tipo \; es decir existe f : X — [0, 1] una funcién con-
tinua, mondtona y suprayectiva tal que f~(t) € M(X), para toda t € [0, 1].

Como ya lo mencione, la clase de espacios tipo A, ya fueron estudiadas en
este trabajo cuando investigamos las relaciones que guardan los subcontinuos
regulares y magros con diferentes propiedades de los espacios y las funciones
que los relacionan.

Teorema 8.34 St X un continuo tipo A\ con una funcion candnica f, en-
tonces M, es cerrado para toda p € X, mds aun, se cumple que:

M, = f71(f(p)).

Demostracién. Como f es continua, basta demostrar que M, = f~'(f(p))
para toda p € X.

Seap € X, como p € f~(f(p)) € M(X), entonces f~'(f(p)) C M,.
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Para demostrar la otra contencién, por el Teorema 7.13, tenemos que
M(X)={AecC(X): f(A) € M([0,1])}. De esta igualdad obtenemos que,
si A€ M(X) es tal que p € A, entonces A C f~1(f(p)).

Por lo tanto M, C f~!(f(p)) y concluimos que M, = f~*(f(p)) para todo
peX. m

Observacién 8.35 Sea I? = [0,1] x [0,1], si 7 : I? — [0, 1] es la proyeccidn
sobre la primera coordenada, entonces:

1. 7 es una funcion continua, mondtona y suprayectiva.
2. 77 1(t) = {t} x [0,1] € M(I?) para toda t € [0,1].
3. M, =1

Este ejemplo muestra que la condicion de ser irreducible, es fundamental
para que se cumpla que M, = f~*(f(p)), para toda p € X.

Teorema 8.36 St X es un continuo tipo A\, entonces Mx es homeomorfo
al intervalo [0, 1].

Demostracion. Para demostrar este resultado vamos a usar el Teorema de
la Transgresion (ver [2, Teorema 3.2]).

Necesitamos dos funciones.

1. Sea 7 : X — My, la proyeccién natural.

2. Sea f : X +— [0,1] una funcién continua, mondtona y suprayectiva
tal que f1(t) € M(X) para toda z € [0, 1]. Esta funcién la tenemos
gracias a que X es tipo A.

Observemos que, por el Teorema 8.34, tenemos que M, = f~'(f(p)), lo
que nos dice que el espacio Mx se puede pensar como identificar todas las
fibras de f en un punto.

Verifiquemos que f o7~ !: My ~ [0,1] es univaluada.
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Sea M, € Mx. Entonces 7(M,) = M, que por el Teorema 8.34, tenemos
que M, = f~'(f(p)). Entonces, si x € M, = f~'(f(p)) tenemos que f(z) =

f(p), 10 que demuestra que f(7=1(M,)) = f(p).

Por lo tanto, por el Teorema de la Transgrsién, tenemos que f o 7w ! :

My — [0, 1] es una funcién continua.
Verifiquemos que o f~1:[0,1] — Mx es univaluada.

Sea

t €0, ] Entonces f~(t) € M(X) y por el Teorema 8.34, tenemos
que f7H(t) =

M, para algin p € M(X) tal que f(p) =

Asi, n(f71(t)) = m(M,) = M,. Lo que demuestra que 7o f~! es univalu-
ada. Por lo tanto, por el Teorema de la Transgresién, tenemos que mo f!:
[0,1] — Mx es una funcién continua.

Como 7o f~! es la fucnién inversa de f=! o 7, obtenemos que Mx es
homeomorfo al intervalo [0,1]. =

Corolario 8.37 Si X es un continuo tipo \, entonces Mx es una descom-
posicion semicontinua superiormente.

Demostracion. Por el Teorema 8.36, tenemos que My es un continuo,
asi por [10, Teorema 3.10], obtenemos que M x es una descomposicién semi-
continua superiormente. m

Corolario 8.38 Si X es un cotinuo irreducible y hereditariamente indescom-
ponible, entonces:

(a) M, es cerrado para todo p € X,
(b) Mx es un continuo arco conezo,
(¢) Mx es una descomposicion semicontinua superiormente,

(d) M, es un conjunto F,, para todo p € X.

Demostraciéon. Como X es irreducible y hereditariamente indescomponible,
por el Teorema 8.33, tenemos que X es tipo A, asi
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(a) se cumple por el Teorema 8.34, mds aun, tenemos que M, = f~(p),
para toda p € X.

(b) se cumple por el Teorema 8.36.
(¢) se cumple por el Corolario 8.37.

(d) se cumple por (a), ya que todo cerrado es un conjunto F,. ®

8.3.3. S, un Ejemplo Complicado

En esta seccion deseo mostrar un ejemplo que nos dice que el ser here-
ditariamente descomponible, no garantiza que las composantes magras sean
cerradas.

Es importante senalar que, desgraciadamente, sélo doy la construccion del
espacio en cuestion, y dejo simplemente una idea geométrica del porqué este
espacio satisface lo que deseamos, ya que atin no he completado la prueba de
que el espacio es hereditariamente descomponible.

Los Extremos de C
Denotemos por C al conjunto de Cantor canénico del intervalo [0, 1].

Para poder construir el espacio que deseamos, debemos introducir un
poco de notaciéon. Para esto vamos a recurrir a la construccion del conjunto
de Cantor cuando lo obtenemos removiendo intervalos.

En el Paso 0 de la construccién de C, tenemos el intervalo Cy = [0, 1].

En el Paso 1 de la construccién de C, removemos el intervalo (%, %) del
conjunto Cy y obtenemos
Cr=[0,5]U[3.1].
Denotemos por E; al conjunto de puntos extremos que se originan, es

decir Ey, = {3, 3}.

Notemos que E; tiene 2! elementos, los cuales inducen una pareja orde-
nada (3,3) que cumple que | 3 — 2 |= 3. Denotemos por Py = {(3,3)}.

En el Paso 2 de la construccion de C, removemos los intervalos (%, %) y
(g, %) del conjunto C y obtenemos
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CQ = [07 l] U [%a %] U [g> g] U [§ 1]

Denotemos por FEs al conjunto de puntos extremos que se originan, es

: _r1278
decir Al = {§7 979> 5}

Notemos que Ej tiene 22 elementos, los cuales inducen 2 parejas ordenadas
de la forma (a,b) donde | a — b |= 35. Si denotamos por P; al conjunto de
estas parejas ordenadas, tenemos

)

P2 = {(%’%)7(

NeJEN|
© |00

)}

Si continuamos recursivamente con este procedimiento, podemos dar la
diguiente definicion:

Definicién 8.39 Para toda n € N, sean:

= F, el conjunto de puntos extremos que se originan en el paso n de la
construccion del conjunto de Cantor.

» P, el ordenamiento en parejas ordenadas de los puntos de E,, tales que
(a,b) € P, siy sdlo si|a—b|= 3.

Notemos que por construccién se satisface que:

= [, tiene 2" elementos, para toda n € N,

» P, tiene 2"! elementos, para toda n € N.

La Construccién

Denotemos por K el arcoiris de Knaster en R? que se construye con base
en el conjunto de Cantor C x {0}.

Consideremos T : K +— R2, definida por

e ={ {7y ) vz
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Notemos que geométricamente lo podemos pensar a T'(K) como la traslacién
de la parte superior de K una unidad hacia arriba y la parte inferior de K
una unidad hacia abajo.

Denotemos por Z al cilindro del conjunto de Cantor en R? determinado
por

{(c,t) eER?*:ceCyte[-1,1]}.
Sea
Y =T(K)UZ.

Notemos que Y es de nueva cuenta una copia del arcoiris de Knaster,
pero que contiene de manera natural al cilindro del conjunto de Cantor Z.

El continuo que nos interesa, lo vamos a construir por pasos, haciendo
uso del continuo Y y del conjunto de parejas ordenadas P, inducidas por
los puntos extremos que se originan en la construccién del conjunto C (ver
Definicién 8.39).

Paso 1. Consideremos Pi = {(3,3)}, el conjunto de parejas ordenadas

inducidas por el conjunto de puntos extremos F; = {:1,), g}

Sea Y] el continuo que se obtiene de identificar en Y lo siguiente:
1. El punto (3,1) con el punto (%,1).

Paso 2. Consideremos P = {(5,2), (§,3)}, el conjunto de parejas orde-
1278

nadas inducidas el conjunto de los puntos extremos Fs = {3, 5, 5,5
Sea Y5 el continuo que se obtiene de identificar en Y; lo siguiente:
1. El punto (§,—1) con el punto (2, —1).
2. El punto (%, —1) con el punto (5, —1).
Continuando con este procedimiento podemos describir el paso n.

Paso n. Consideremos P,, el conjunto de parejas ordenadas inducidas por
el conjunto de puntos extremos F,,.

Sea Y, el continuo que se obtiene de identificar en Y,,_;, los siguientes
puntos:
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» Para toda (a,b) € P,, identificamos el punto (a, (—1)""!) con el punto
(b, (=1)™*).

Definicién 8.40 Sea S el continuo que resulta al final del proceso descrito
anteriormente (Figura 8.4).

1
-1

Paso 1.

Paso 3. El Continuo S

Figura 8.4: Construccién del Continuo S.

Algunas Observaciones de S

Sea 7 : Z — &S la proyeccién natural.

Observacion 8.41 Por construccion w(Z) es homeomorfo al AV - continuo
(Figura 8.5), por lo que se cumple que:

1. w(Z) es irreducible,

2. n(Z) es hereditariamente descomponible,
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3. Eziste una funcion continua, mondtona y suprayectiva f : Z — [0,1],
tal que f~Y(t) € M(Z), para toda t € [0, 1].

Una funcién f : Z + [0, 1], asociada al AV- continuo, la podemos pensar
como una funcién que identifica a las composantes magras de este espacio en
puntos (ver Teorema 8.36). No es dificil convencerse que en el AV- continuo,
las composantes magras coinciden con una A o con una V' o con un arco que
priviene de una posicién irracional del cilindro del conjunto de Cantor.

S v 1 A\

Paso 1.
Paso 0.

Paso 2. | It ( Z )

Figura 8.5: Construccién del AV-Continuo.

Observaciéon 8.42 7w(Z) es un subcontinuo propio de S con interior dife-
rente del vacio, lo que demuestra que S es descomponible.

Observacién 8.43 Sea (z,y) € Y tal que |y [> 1, si C(,,) es la componente

de Y —Z que tiene a (x,y), entonces C ., es un arco, de esta forma m(C'z )
es un arco o una circunferencia en S.

Ahora notemos que si s € S — w(Z), entonces existe (x,y) € Y — Z tal
que ((x,y)) = s. Como (x,y) € Y — Z, tenemos que | y |> 1, lo que implica
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que, si Cs es la componente de S — m(Z) que tiene a S, entonces C es una
circunferencia a un arco.

Afirmacion 8.44 FEl continuo S no es irreducible.
Demostracion. Sean a,b € S.

Consideremos tres casos.

Caso 1. a,b € w(Z).

En este caso m(Z) es un subcontinuo propio de S que tiene a los puntos
ayb.

Caso2.aen(Z)ybé¢gn(Z).

Sea C la componente de S — w(Z) que tiene a b, por la Observacion 8.43
y por el Teorema de los Golpes en la Frontera, tenemos que C} es un arco o
una circunferencia tal que 7(Z) N Cy # 0.

Por lo tanto m(Z) U C}, es un subcontinuo propio que tiene a los puntos a
y b.

Caso3.a¢n(Z)yb¢n(Z).

Sean C, y Cy las componentes de S —(Z) que tienen a a y b, respectiva-
mente, por la Observacion 8.43 y por el Teorema de los Golpes en la Frontera,
tenemos que C, y C}, son arcos o circunferencias tales que 7(Z)NC, # 0y

7(Z)NCy £ 0.

Por lo tanto C, U (Z) U C} es un subcontinuo propio que tiene a los
puntos a y b.

Lo anterior demuestra que S no es irrecucible. m
Denotemos por C* al conjunto de puntos de C que no son extremos.

Si ¢ € C*, observemos que, en la construccién del continuo S, no identifi-
camos ningun punto de la composante magra M..

Observacion 8.45 Sic € C*, entonces para todo A C M., se cumple que:
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m(r71(A)) = A.

Afirmacién 8.46 Sic € C*, entonces (M) C My, donde M. es la com-
posante magra de ¢ en'Y y My es la composante magra de w(c) en S.

Demostracién. Sea z € M., entonces existe A € M(Y) tal que ¢,z €
A. Asi m(A) es un subcontinuo de S tal que w(c),w(x) € w(A). Como
7 (m(A)) = A € M(X), tenemos que int(m(A)) = 0. Por lo tanto 7(x) €
M (), para todo z € M., lo que demuestra que:

W(MC) C Mﬂ-(c).
Esto termina la demostracion de esta afirmacién. m
Afirmacion 8.47 Sic € C*, entonces My es densa en S.

Demostracién. Como m(M.) C My, basta que demostremos que (M)
es densa en S.

Sea U un abierto en S. Como 7~ !(U) es un abierto en Y, al ser M, densa
en Y, tenemos que existe y € M, N7~ (U), lo que implica que UNn(M,.) # 0.
Por lo tanto m(M.) es densaen S. m

Si ¢ € C*, observemos que, en la construccién del continuo S, no identifi-
camos ningin punto de la composante magra M..

Por otro lado, sip € S — M) y A € M(S) son tales que 7(c),p € A, por
construccién, se aprecia que la unica posibilidad que A tiene de ”escaparse”
de My, es que exista a € E,, para algin n € N, tal que (a, (—1)"*!) € M,,
lo que implicaria que M. = M, (—1)»+1), lo que no puede suceder.

Por lo tanto, todo parece indicar que la siguiente conjetura es verdadera.
Conjetura 8.48 Sic € C*, entonces m(M.) = M.

Algo que es un poco mas complicado de apreciar geométricamente, pero
parece también cierto, es que el continuo S es hereditariamente descom-
ponible.

En este sentido, enuncio la siguiente conjetura.
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Conjetura 8.49 S es hereditariamente descomponible.

Si se da por verdadera la Conjetura 8.48 y ¢ € C*, entonces M, es una
composante magra en Y diferente a M), ademads:

» My es densa por la Afirmacién 8.47,

» My es propia pues 7((0,0)) & m(M.) = Mz ().

» My no es cerrada, ya que 7((0,0)) € My v 7((0,1)) & Mr(.

Como existe una cantidad no numerable de puntos en C*, tales que su
composante magra es diferente a M 1) en Y, por la Conjetura 8.49, obte-
nemos lo siguiente.

Afirmacion 8.50 S es un continuo con una cantidad no numerable de com-
posantes magras densas que no son cerradas.

8.4. Dos Problemas Importantes

Despues de trabajar el concepto de composante magra, encontramos que
este conjunto lo habia planteado David P. Bellamy en [1], con otra termi-
nologia. En [1, Pagina 262], se pueden encontrar la siguiente definicién y los
siguientes problemas.

Definicién 8.51 5@ X es un continuo, entonces dos puntos x,y € X estin
en la misma Clase de Sarcillo (Tendril Class) si existe un subcontinuo
denso en ninguna parte A de X, tal que z,y € A.

Problema 8.52 (a) [1, Problema 24] s Eziste un continuo X que contenga
una clase de sarcillo propia, abierta y densa?

(b) [1, Problema 25] ;Si toda clase de sarcillo de un continuo X es densa y
X tiene mds de una clase de sarcillo, entonces X es indescomponible?

Observacion 8.53 Sean X un continuo yp € X. Denotemos por S, la clase
de sarcillo de p. 51 x € Sp, entonces existe un subcontinuo denso en ninguna
parte A de X tal que p,x € A. Como A es denso en ninguna parte, tenemos
que int(A) =0, asi A € M(X), lo que implica que x € M,.
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Por otro lado, si x € M,, entonces existe A € M(X) tal que p,x € A.
Como A es denso en ninguna parte concluimos que x € S,.

Estas observaciones demuestran que no hay distincion entre composnates
magras y clases de sarcillos.

Por la Observacién 8.53, el Problema 8.52 se puede plantear en términos
de composantes magras de la siguiente forma.

Problema 8.54 (a) ;FEziste un continuo X que contenga una composante
magra propia, abierta y densa?

(b) £Si toda composante magra de un continuo X es densa y X tiene mds
de una composante magra, entonces X es indescomponible?

Lo que resta de este trabajo lo divido en dos partes. En la primera men-
ciono algunas soluciones parciales del Inciso (a) del Problema 8.54 y muestro
una simplificaciéon que se le puede hacer a un espacio con las propiedades
requeridas. En la tdltima parte, damos solucién al Inciso (b) del Problema
8.54.

8.4.1. Sobre el Problema 24 de [1]

En esta seccion estamos interesados en la problematica de ver si existe
un continuo que contenga una composante magra propia, abierta y densa.

Con el trabajo que hemos desarrollado a lo largo de las primeras sec-
ciones de este capitulo, tenemos que si un continuo pertenece a alguna de las
siguientes familias:

1. Los continuos localmente conexos.
2. Los continuos hereditariamente arco conexos.
3. Los continuos tipo A.

4. Los continuos irreducibles y hereditariamente descomponibles.
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Entonces todas sus composantes magras, son subconjuntos cerrados (ver
Teoremas 8.18, 8.24, 8.34 y (a) del Corolario 8.38, respectivamente).

Por lo tanto, si X es un continuo con una composante magra propia,
abierta y densa, entonces X no puede pertenecer a ninguna familia de las
que ya mencionamos.

La siguiente construccion nos indica que un ejemplo con las propiedades
requeridas no tiene una estructura muy complicada.

Sea X un continuo y supongamos que existe un punto p € X tal que M,
es un subconjunto propio, abierto y denso en X. Denotemos por B = X — M,
como M, es abierto, entonces B es cerrado.

Denotemos por X al continuo que resulta de identificar al conjunto en B
en un punto y sea 7 : X — X la proyeccién natural.

Teorema 8.55 Con la notacion anterior, consideremosp € X —B yq € B.
St My Yy Mr(g) son las composantes magras de 7(p) y m(q) en X, respecti-
vamente, entonces:

(a) Mz ={7(q)},

(b) X = Mgy U Mag),

(¢) My es una composante magra propia, abierta y densa en X.
Demostracién. Para demostrar (a), es suficiente probar que M) C {7(q)}.

Supongamos que existe r € X — B, tal que 7(r) € M. Como M, =
M,=X-B,siAeC(X)estalquer € Ay ANB # (), entonces int(A) # 0.

Como 7(r) € My, existe un subcontinuo con interior vacio A de X tal
que 7(r),n(q) € A.

Sea C, la componente conexa de 77!(A) que tiene a r. Por el Teorema
de los Golpes en la Frontera, tenemos que C,. N B # 0, lo que implica que C,
es un subcontinuo con interior no vacio de X.

Sea W un abierto no vacio tal que W C C,.. Como B tiene interior vacio,
existe x € W — B y al ser B un conjunto cerrado, concluimos que U = W — B
es un abierto no vacio ajeno a B.
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Por lo tanto U un abierto no vacio en X tal que U ¢ C, — B C C, C
7 A) y que ademds U N (X — B) = 0, asi tenemos que 7(U) es un abierto
de X contenido en A, lo que es una contradiccién ya que A € M(X).

Con esto hemos demostrado que My = {7(q)}.
Demostremos (b).

Sis € X es tal que m(s) # 7(q), entonces s € M,. Sea A € M(X) tal
que s,p € A, entonces 7(A) es un subcontinuo de X'. Como el int(A) = (),
tenemos que AN B = @, de esta forma 7' (7(A)) = A, lo que implica que
7(A) es un subcontinio de X’ con interior vacio tal que 7 (s), 7(p) € w(A). Lo
que demuestra que 7(s) € My

Con esto tenemos que X C My U My (q) y concluimos la prueba de (b).
Demostremos (c).

Por (b) tenemos que M.y = X — My, lo que implica que My, es
propia. Por (a), tenemos que My = {7(¢)}, lo que implica que My, es
abierta y densa. m

El Teorema 8.55 muestra que si existe un espacio que contiene una com-
posante magra propia, abierta y densa, entonces se puede crear un espacio
con una estructura muchisimo mas sencilla, pues se puede construir un es-
pacio con solo dos composantes magras, en donde una de ellas es un punto
y la otra es el complemento de dicho punto.

Por lo tanto, el Problema 8.54 inciso (a), se puede plantear de la siguiente
forma.

Problema 8.56 ;FEuxiste un continuo X que tenga solo dos composantes ma-
gras M, y M, con las siguientes propiedades:

(a) My =14}, y

(b) X = M, U M,?
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8.4.2. Solucién del Problema 24 de [1]

Recordemos que el Problema 24 de [1], en términos de composantes ma-
gras (Problema 8.54, Inciso (b)), dice lo siguiente:

= ;Si toda composante magra de un continuo X es densa y X tiene mas
de una composante magra, entonces X es indescomponible?

La respuesta a esta pregunta es NO y a continuacién construimos un
ejemplo.

Figura 8.6: El Doble Arcoiris.

Ejemplo 8.57 Sea N7 C {(z,y,0) € R : z,y € R}, el arcoiris de Knaster
anclado en el conjunto de Cantor candnico contenido en [0,1] x {0} x {0}.

Sea Ny C {(2,0,2) € R®: z,2 € R}, el arcoiris de Knaster anclado en el
congunto de Cantor candnico contenido en [0,1] x {0} x {0}.

Sea (Figura 8.6)
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N:Nl UNQ.

Como N; es un subcontinuo propio con interior diferente del vacio, con-
cluimos que N es descomponibe.

Sea p € Nv, si C) y C son las composantes de p en contenidas en Ny y
Ns, respectivamente, entonces:

CyuCs = M,.

Esto implica que toda composante magra de N es densa.
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