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Resumen

Describimos campos de ondas policromaticos y sus iméagenes a color en una
pantalla a partir de conocer dos de sus perfiles con fase sobre una pantalla y
sobre el eje optico. Usamos el formalismo de 6ptica paraxial con una funcion
de distribucién de Wigner en términos de posiciéon, momento y longitud de
onda, basada en el grupo de Heisenberg - Weyl. En el limite monocromatico
se regresa a la funcién de Wigner sobre el espacio fase ordinario.

Presentamos también un retrato en espacio (meta) fase de pulsos poli-
cromaticos ultra-cortos.






Abstract

Polychromatic paraxial wavefields and their color images on a screen are pre-
sented here, by obtaining a Wigner distribution function in terms of position,
momentum and wavelength. This form of the Wigner function is based on
the Heisenberg - Weyl group. In the monochromatic limit, the Wigner func-
tion with ordinary phase space variables is recovered. There is also presented
the (meta) phase space picture of polychromatic ultra short pulses.
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Prefacio

La funcién de Wigner [1] vincula las funciones de onda de la ecuacién de
Schrodinger con una distribucién de cuasi-probabilidad! en espacio fase.

Los usos de la funcién de Wigner [2] se han extendido a otras dreas como
éptica geométrica [3], [4], optica paraxial [5], andlisis de senales [6], entre
otras [7].

El objetivo de este trabajo es llegar a la forma de la funcion de Wigner
sobre el grupo de Heisenberg - Weyl como una generalizacion de la funcién de
Wigner tradicional. Dicha generalizacién provee herramientas para trabajar
con luz policromatica en el régimen paraxial de la éptica.

Se aborda en el primer capitulo una introduccién al grupo Euclideano,
con el objetivo de comprender con facilidad el régimen paraxial en éptica
y la contraccién [8, 9] de los generadores del grupo Euclideano a los del
grupo de Heisenberg - Weyl. En el segundo capitulo se introducen conceptos
y propiedades generales de la funcion de Wigner tradicional.

Para trabajar sobre el grupo de Heisenberg - Weyl se introduce detalla-
damente el algebra y las funciones sobre dicho grupo, proponiendo ahi un
operador formal desde el cual se desarrolla la funcién de Wigner sobre el
grupo.

Se presenta la forma explicita de la funcién de Wigner sobre el grupo de
Heisenberg - Weyl, que en el caso monocromatico se reduce a la funcion de
Wigner tradicional.

Por 1ltimo se menciona una solucion al andlisis ondulatorio inverso para
el caso particular de 6ptica paraxial policromatica.

1Se llama destribucién de cuasi-probabilidad debido a que en muchos casos, la dis-
tribucién presenta regiones con valores negativos, por lo que no puede ser interpretada
totalmente como una distribucién de probabilidad.

13
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Capitulo 1

Introduccién al grupo
Euclideano y modelo paraxial

En este capitulo veremos los generadores del dlgebra Euclideana iso(2), la
contraccién a los generadores del algebra de Heisenberg - Weyl (hw) y una
introduccién al régimen paraxial de la éptical.

En un medio homogéneo en 3 dimensiones, el modelo de éptica geométrica
[4] representa los rayos de luz como lineas rectas orientadas que pueden ser
obtenidas por rotaciones y traslaciones de un rayo estandar sobre el eje z
positivo.

Comenzamos con el grupo Euclideano 1S0(2), que representa mateméti-
camente medios isotrépicos y homogéneos [3] y contiene los fundamentos de
la Optica paraxial, para después introducir con facilidad el grupo de Heisen-
berg - Weyl en el capitulo 3, que sera imprescindible en el desarrollo posterior
del trabajo.

!Sabemos que el dlgebra Euclideana iso(2) puede ser exponenciada al grupo Euclideano
[3], [10] y éste puede ser contraido al grupo de Heisenberg - Weyl al considerar las apro-
ximaciones para angulos pequenos sin 6 ~ 6.

15



16 CAPITULO 1. INTRO. GPO. EUCLIDEANO Y MOD. PARAXIAL

1.1 Del espacio homogéneo al espacio que
alberga la Mecanica Cuantica

El grupo Fuclideano sobre funciones de dos coordenadas del plano f(u,v)
consiste en traslaciones en dos direcciones y rotacion
; iso — a 3
U flu,v) = flu,v +b) i~ f(u,v) + b%,
0f (u,v)
ou ’

eiaviso .

flu) = fluta0) = fu) +a

3 iso — a
7% f(u,v) — f(ucosf+vsin, —vsin f+v cosh) i~ f(u,v)+06 (v—f -

ou u%

Veamos la forma de los operadores U'°, Vs Ris

eibUiso b;U 1+ ibUiso, — Uiso — _127
ov
3 iso a— i i a
eV 201 4 iaV*®, — V® =i
ou
ieRiso 6—0 . a a iso . a 8
~ 14+i0 (v— —u— =—ilv=——u=—|.
e +1 (Uau u@v) = R 1<U@u uav
El operador de Casimir es el invariante (que conmuta con U, V, R)
_ . o2 92
— is0\2 is0\2 _ 21 — _ | = - 1.1
C= e == (e )

por lo tanto, espacios de soluciones de la ecuacion de Helmholtz de un ntime-
ro de onda (color) fijo 7 son espacios invariantes bajo el grupo euclideano.

Las relaciones de conmutacién que cumplen los generadores del algebra
iso(2) son,

[Uiso’ Riso] — _i‘/*iso7 [Ufiso7 Viso] — 07 [Riso7 viso] — _iU'iso7 (12)
contraemos® mediante una transformacion lineal (no singular para p < oo)

Q;W — Riso/p7 Phw — (]iso7 H;IW — Viso/p’ (13)

p

2Para conocer detalles sobre contracciones, ver [11].

)



1.2. REGIMEN PARAXIAL 17

dejamos que p — oo y entonces, las relaciones de conmutacién que cumplen
los generadores del dlgebra de Heisenberg - Weyl ( ZW, Pphw, HL‘W) son

[th ] :[ |so’ Riso]/p2 _ iUiSO/pQ P_’OO O
[th Phw] :O,
[Qhw Phw] [ |so7 Uiso]/p — iViSO/p — iHSW. (14)

La contraccién [11] de los generadores nos permite observar que los despla-
zamientos en direcciones ortogonales U™ y V*° tienden a cero al convertirse
en los generadores del grupo de Heisenberg - Weyl.

Definimos Q := Q"™ P := P"™ y H := H", para escribir las relaciones
de conmutacion que definen el algebra de Heisenberg - Weyl,

Q,P|=1H, [H,Q]=0, [H,P]=0. (1.5)

Notamos que el centro® del dlgebra es en este caso H, es decir, H conmuta
con @) y P. En general, el centro del algebra puede ser representado por 1
multiplicado por un indice de representacion n # 0 del algebra de Heisenberg
- Weyl, es decir H = n1.3 En 6ptica paraxial se toma n = \/2m =: A (longitud
de onda reducida), mientras que en mecénica cudntica se toman = h = h/2x.

1.2 Régimen paraxial

En esta seccion introduciremos el régimen de la Optica en el que trabajare-
mos, donde asumimos que el lector tiene conocimientos basicos [12] de las
coordenadas generalizadas de posicion g y de momento p, que se utilizan para
describir la configuracién de un sistema®* y son fundamentales en este trabajo
al tomar haces de luz que atraviesan una pantalla en un punto y a un angulo
determinados, como veremos mas adelante. Dichas coordenadas se emplean
en el formalismo del espacio fase.

3Se puede encontrar informacién sobre la definicién de centralizador, centro y sus re-
presentaciones en el capitulo 2 del libro [10].

4De acuerdo al sistema de coordenadas utilizado, las coordenadas generalizadas pueden
tener unidades distintas y el conjunto de coordenadas generalizadas de un sistema es grande
pero finito, cumpliendo que sean independientes entre si.
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En el régimen paraxial de la Optica, los rayos de luz en 3 dimensiones
son caracterizados por sus coordenadas en espacio fase

Qas Gy, Pz Py (1.6)

que se refieren a un sistema cartesiano (x, y) sobre una pantalla, donde el eje
z es ortogonal al plano zy de la pantalla.

Las coordenadas de posicién ¢ = (¢, q,) € R? indican la posicién donde el
rayo de luz atraviesa la pantalla, mientras que las coordenadas de momento
P = (ps, py) € R? para una pequena vecindad [p] < 1, son los dngulos del
eje 6ptico al rayo, multiplicadas por el indice de refraccién del medio. Fuera
de la aproximacién a esta vecindad® del vector momento, la interpretacién
éptica se vuelve invalida; [12, 13, 14] para utilizar la transformada de Fourier
[24] y el espacio fase, para mapeos lineales en Gptica, se toma p € R.

Lo anterior es el modelo paraxial de éptica geométrica y ondulatoria.
Para dejar claro el modelo, presentamos el siguiente ejemplo en D = 2 di-
mensiones (ejes x, 2):

Consideremos tres ondas de frecuencias y momentos distintos

wy = sin(3q, — 72), (1.7)
wy = sin(2q,), (1.8)
wy = sin(5¢q, + 52), (1.9)

la superposicion de éstas forma el campo de ondas mostrado en la figura 1.1,
donde las lineas roja y verde son la sefial que observamos en la pantalla (eje
x) y sobre el eje optico (eje z), respectivamente.

El objetivo en general es descifrar las funciones que producen el campo
de ondas, a partir de conocer solamente los perfiles observados en pantalla.
Cada perfil se ilustra con las lineas de colores verde y rojo que se muestran
en el lado derecho de la figura 1.1.

Una descripcion profunda del régimen paraxial en sistemas épticos puede
encontrarse en [12].

En el siguiente capitulo cambiaremos drasticamente el tema ya que es
necesario conocer la funciéon de Wigner antes de buscar su forma en el grupo
de Heisenberg - Weyl.

5La aproximacién p = n sinf ~ n 6 es valida para angulos pequenos.
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Figura 1.1: A la izquierda tenemos las ondas (1.7),(1.8) y (1.9), y a la derecha el campo
de ondas resultante, con las funciones que se observan en las pantallas correspondientes a
los planos zy y 2y
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Capitulo 2

La funcién de
Wigner tradicional

En este capitulo veremos la funcién de Wigner como se conoce tradicional-
mente, mencionando un poco acerca del contexto en que se desarrolld [1] y
explorando algunas de sus propiedades. También mostraremos las graficas de
las transformadas de Wigner de algunas funciones para ilustrar propiedades.
La funcién de distribucién de Wigner se utiliza ampliamente en la mecanica
cuantica, en la éptica, mecanica estadistica, andlisis de senales y otras areas
de la ciencia aplicada. Debido a esto, su coeficiente de normalizaciéon y el
lugar que ocupa la constante de Planck pueden ser elegidas de acuerdo a las
necesidades del area en que se trabaja, mas adelante veremos cémo en este
caso sera conveniente tomar dicha constante como una variable real relacio-
nada con la longitud de onda.

2.1 Contexto y definicién

Dadas dos funciones de onda f y g, su funcién de Wigner mutua esta definida
como

W(tola.p) = 55 [ defla=a/2 e glgvaf2). (@21

Esta funcién fue introducida por E. P. Wigner[l] para expresar el estado
de un sistema de muchas particulas en términos de las coordenadas gene-
ralizadas (¢, p) y una de sus variadas utilidades es relacionar los estados de

21



22 CAPITULO 2. LA FUNCION DE WIGNER TRADICIONAL

algin sistema con la distribucion correspondiente en el espacio fase.

A partir de una o dos senales cuyo argumento es el mismo, la funcién de
Wigner de dicha funcién (o funciones) es bidimensional, en este caso sobre
las coordenadas (q,p) € R?, como se puede ver en las figuras 2.1 y 2.4. En
adelante tomaremos A — \/2m = A

Para ilustrar parte del comportamiento de la funcién de Wigner con ma-

yor detalle, veremos algunos ejemplos de funciones transformadas, tomando
A= 1

Para generar imagenes de transformadas de Wigner, tomamos (2.1) como
la transformada de Fourier de un producto de funciones

1 . *
Wa(f.ola.p) = 5 [ doexpliap/N fla - a/2 gla+a/2), (22
R
de esta forma pudimos crear un algoritmo basado en [15] para realizar el
calculo numérico.
La siguiente funcion representa un estado coherente de oscilador arméni-
co, con una fase. En este caso ambas funciones de entrada son las mismas,

f(@) = g(q) = exp(2iq) exp[—(q — 2)*], (2.3)

en la figura 2.1 se muestran las partes de la funcién de entrada (2.3): en
rojo la parte real, la linea punteada de color verde corresponde a la parte
imaginaria y en color azul estd graficado el valor absoluto.

f(q)

Figura 2.1: Estado coherente de oscilador arménico y su funcién de Wigner.
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Para mostrar con mayor detalle, se muestra en el extremo derecho la
grafica de densidad de la funcién transformada, que consiste en una grafica
bidimensional de la grafica anterior, vista desde arriba, donde la altura se

representa mediante colores.
Después, en la figura 2.2 observamos una superposicién de estados coherentes

idénticos a la funcién (2.3) sin fase, dados por la funcién
f(a) = g(a) = exp(=[g—3]*) + exp(=[¢+3]), (2.4)

Nuevamente, con la grafica de densidad del lado derecho.

f(q)

/ \\ i /, \
[ \ [ \

/ \\ / \\ 2 /)l g : .‘. .
/ \ / \ 5 == 7 !

Figura 2.2: Suma de dos estados coherentes de oscilador arménico y su funcién mutua
de Wigner, mostrando sonrisa (interferencia) entre ellos.

A continuacién un ejemplo interesante de la funcion de Wigner de una funcion

rectangulo
f(q@) = g(q) = rect(q/8), (2.5)

f(q)

Figura 2.3: Funcién rectangulo y su transformada de Wigner usando una malla cuadrada
de 513 x 513 puntos.
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2.2 Propiedades basicas

1. Sonrisa.
Tomando la funcién de Wigner de una suma de funciones f + g,

W(f+gla,p) = W(flg,p) + Wiglg, p) + 2Re [W(f, glg,p)], (2.6)

identificamos que el iltimo término corresponde a una regién oscilante
que aparece entre las dos funciones. Un ejemplo se muestra en la figura
2.2, para el caso en que f y g son Gaussianas. Esta region oscilante se
conoce como SOnTisa.

2. Marginales.

Marginal en q.
La funcién de Wigner esta definida en el formalismo del espacio fase
con las variables conocidas de posicién (coordenada generalizada) ¢ y
momento p. Para obtener la marginal en posiciéon ¢, integramos con
respecto al momento p la funcién de Wigner (2.2),

Marginal en p.
Ahora, expresando la funciéon de Wigner en términos de las transfor-
madas de Fourier de 2 funciones f y g, podemos escribir (2.2) como

sigue
)
x UR dp” §(p") exp (M)} e X (2.8)
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integrando con respecto a ¢ obtenemos la marginal en el momento p
[ aaW(fsla.0) = Fo) ato) (29)
R

3. Identidad de Moyal.
La identidad mencionada nos dice que

/R Agdp W (£, 01la )W (o gla.p) = A 92)(fog1), (210

donde

%mﬂhm—éwﬁm%WAwﬁ@%@7

son productos internos de las funciones fi, g v fo2, g1 respectivamente
y la identidad (2.10) se prueba usando las técnicas de integraciéon men-
cionadas para las marginales y haciendo algunos cambios de variables.

4. Positividad.
Ahora, si consideramos estados ortogonales f, v g, tales que (f,, o) =
0, podemos escribir la identidad de Moyal como:

% /dq dp W (f1, g1la, D)W (fa2s 92l0, ) = (f1, 92) (f2. 91),
R2

en caso de que fo=fi=f, Vv g2=91=¢,, el resultado de la ecuaciéon an-
terior serfa |(f,, g,)|> = 0, lo que prueba que W (f,, go|q, p) no puede
ser positiva en todos lados. Solamente las gaussianas tienen funciones
de Wigner mayores que cero, o bien aplicando una gaussiana del ancho
apropiado, se logra que la funciéon de Wigner sea mayor o igual a cero.
Debido a la presencia de regiones negativas en la funcion de Wigner se
le conoce como distribucion de cuasi-probabilidad, ya que una distri-
bucion de probabilidad es estrictamente positiva.

Una descripcion mas detallada de las propiedades de la funcién de Wigner
puede ser encontrada en el capitulo 6 de [5].

Para continuar con el objetivo de generalizar la funcién de Wigner, serd ne-
cesario introducirnos en el darea de la teoria de grupos, donde exploraremos el
grupo de Heisenberg - Weyl (donde esta fundamentada la mecédnica cuantica),
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para dentro de él definir funciones sobre el grupo y desarrollar los operado-
res necesarios para llegar a la forma de la funcion de Wigner en el grupo
mencionado, como una generalizacién de la funcion de Wigner tradicional.

En el siguiente capitulo hablaremos de manera introductoria del grupo de
Heisenberg - Weyl como parte del camino para plantear dicha generalizacion
de la funcién de Wigner.



Capitulo 3

El grupo HW
de Heisenberg y Weyl

A continuacién veremos una representacion [16] de los generadores del dlgebra
hw en forma de matrices nilpotentes para después exponenciar los elementos
del algebra y obtener la regla de producto en el grupo y los elementos del
grupo HW. Veremos cémo se actia por la derecha o por la izquierda sobre
funciones del grupo y la forma de los generadores al tomar cada una de las
acciones.

Mencionaremos brevemente la medida invariante que se toma en el grupo
para las integrales que vendran posteriormente y definiremos formalmente el
operador de Wigner en el anillo de Heisenberg - Weyl como antesala de la
generalizacién de la funcion tradicional de Wigner comenzando por el grupo
HW, cuyo desarrollo se verd a detalle en el capitulo 4.

27



28 CAPITULO 3. EL GRUPO HW

3.1 Representaciones del algebra hw
y el grupo HW

Una de las realizaciones! del dlgebra son matrices de 3 x 3, donde los gene-
radores tienen la siguiente forma:

11 0 -1 -1 00 0

00|, P=——i| 1 0o o |, H=[0 2 2 |,

00 -1 0 0 0 —2 -2
(3.1)

0
Q=1 1
~1

verificando que cumplen con las relaciones de conmutacion (1.5):

QP = QP - PQ = iH,
H,Q] = [H,P] = 0.

Los elementos del élgebra de Heisenberg - Weyl (hw) son combinaciones
lineales w(z,y,2) = 2Q + yP + zH € hw, z,y,z € R.
Un elemento genérico de hw en esta representacién es de la siguiente forma

0 r+iy x+iy
w(z,y,2) =2Q+ yP + zH = xr — iy 2z 2z . (3.2)
—(r—1iy) -2z =2z

Exponenciando (3.2), obtenemos una realizacién matricial del grupo HW

iw?, (3.3)

W(z,y,2) = exp(—iw(z,y,2)) = 1-iw—3

donde no es necesario considerar los términos de orden mayor debido a que
esta representacién es nilpotente: facilmente se puede verificar que w” = 0
paran > 3. La expansién (3.3) nos lleva a la siguiente forma de los elementos
del grupo en esta representacion

1 —lz+y —iz4y
W(z,y,z) = | —(izty) 1-3(a’+y?)—2iz —3(a?+y?)—2iz |, (3.4)
iz+y s(2?+y?) 21z 1+4 (2 4y?)+20z

que constituye la parametrizacién polar del grupo. Haciendo la composicion
de dos elementos genéricos del grupo, siguiendo (3.4), obtenemos la siguiente

'Para detalles sobre representaciones, ver [16].
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regla de composicién de elementos en el grupo
W(z,y,2) W(',y',2') = W (z+a', y+y, 242" = [y’ —ay/]) . (3.5)

Llamemos HW al grupo de Heisenberg - Weyl y w a los elementos del grupo
(w € HW). Cada elemento w es de la forma:

w(z,y,z) = expli(zQ+ yP + zH)]
6ia:Q6inei(z+%acy)H (36)

N |
_ 61yP€1xQel(Zf2CBy)H

Y

donde (z,y,2) € %°.

En el apéndice A se encuentra una descripcién detallada de (3.6). El
resultado (3.5) puede verificarse rapidamente usando Mathematica®.

En este caso, el elemento identidad es wy = w(0,0,0), y el elemento in-
verso de w(x,y,z) es w(x,y,2) = w(—z,—y, —2z) y en general w(z,y, 2)" =
w(vez, vy, vz), define potencias fraccionales.

3.2 Accién del grupo sobre funciones en R’

Puede haber accién sobre funciones del grupo por la izquierda (es decir, el
elemento de grupo actia por la izquierda)

Wi fw) e flw T w), (3.7)

o accién por la derecha, W' :p f(w) — f(ww'),> que ademds se componen
ordenadamente, es decir

i fw) = (W) i f) = (W) ).
Tomando accion por la izquierda, un elemento de grupo actuando sobre una
funcion
w(@',y,2) o f(@,y,2) =exp[i (x’QI+y/PI+z'HI)] f(x,y,2)
=f (W w). (3.8)

2Las funciones sobre el grupo f(w) son elementos del grupo, que a su vez estan en
funcién de las variables reales {z,y, z}.
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Si tomamos elementos muy cercanos a la identidad, es decir {z',y/, 2’} —
{62',0y’, 02"}, hacemos el producto de elementos de grupo dentro de la fun-
cién f siguiendo (3.8):

w(dx', 6y, 62") : f(z,y,2) = [ (z—ba',y—0y', 2—62'— 5 (6y'z—yda'))
y haciendo un desarrollo en serie de Taylor hasta primer orden, tenemos
[ (z=ba', y—0y', 2—62' — 4 (6y'x—yda’))
0 0
~ f(x,y, z)—éx’——dy’—f—éz’— — Loy r——+1yoa'—

o oy 0z 2 0z 0z
= [1+ (62" (=0, +1yd.) +0y (=0, 120,) +37(=0.))] f(x,y,2).

of 15, Of of

(3.9)
Por otro lado, desarrollando en serie de Taylor la exponencial:
expli (62'Q" + 0y’ P" + 62’H")] f (2, y, 2)
~ [1+i(02'Q" + 6y’ PT + 62/H") + -] f(z,y,2), (3.10)

y comparando término a término el resultado de las dos ecuaciones anteriores
(3.9) vy (3.10), notamos que

o' (=0, + 3y0.) = 02'Q" = Q'=1i(0,—1y0.),
oy (—8y — %x@z) = ioy’P! = Pl=i (ay + %x@z) . (3.11)
§7(-0,) = 0/H = H'=i0,,
donde 0, f = 0f /0.

Si seguimos el procedimiento desde (3.8) pero tomando accién por la
derecha, obtenemos los operadores correspondientes, similares a (3.11)

QD = —i (am + %yaz) )
PP = —i(9,—1iz0.), (3.12)
HP = —id,,

y como es de esperarse, {Q!, P!, H'} y {QP, PP, HP} cumplen con las
relaciones de conmutacién (1.5).
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3.3 Medida de Haar

La medida de Haar determina un “volumen invariante” que posteriormente
nos permite definir una integral para las funciones sobre el grupo. Buscamos
un elemento diferencial dw que se mantenga invariante bajo acciéon izquierda
(o derecha) sobre el grupo. De la regla de composicién de elementos del grupo
(3.5) se muestra que

drdydz = dw = d(w''w) = d(ww) = —d(w™), (3.13)

es invariante y nos permite construir las integrales sobre el grupo

[ awt@ = [ do o) = [ o).

El espacio de Hilbert que estamos utilizando es .%5(R?), con producto interno
definido por
(g = [ do @) g(o). (3.14)
HW
Finalmente, tenemos que la relacién al integrar sobre el grupo HW e integrar
sobre R es

/H dw f(w) = /R;ixdydz f(z,y,2). (3.15)

w
Para mayor detalle, se puede consultar [17].

3.4 Anillo de Heisenberg - Weyl

Tomando accién (por ejemplo) por la derecha w' :p f(w) — flww'), se
esta haciendo un mapeo que puede ser extendido linealmente a operadores
integrales

o = dw A(w) w,

HW

donde A(w) € Z*(R?).
Dichos operadores pertenecen a una estructura muy interesante llamada Ani-
llo de Heisenberg - Weyl.[18]

Un anillo esta formado por combinaciones lineales de elementos de algin
grupo, donde la operacion de producto sobre el grupo induce a una operacion
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de producto sobre elementos del anillo y el elemento identidad del grupo
funciona como elemento unitario en el anillo, pero en nuestro caso, debido
a que no se asegura la existencia de elementos inversos bajo el producto
definido, la estructura no es un grupo, sino un anillo.

Para més detalles sobre anillos véase el capitulo 6 de [10].

Cada elemento del anillo esté caracterizado por A(w), que es su funcién
sobre el grupo. Ahora consideraremos elementos de anillo #'(q,p,l) cuya
funcion sobre el grupo sea

W(v;w) =Wi(q,p,l;z,y,2) = exp [—i(zq + yp + 2I)] , (3.16)

donde v = (q,p,1) € R3 son variables clasicas de posicién, momento y niimero
de onda respectivamente, ademas vemos que x y z tienen unidades de longitud
inversa, mientras que y no tiene?.

El operador de Wigner, definido como el correspondiente a la funcion

sobre el grupo (3.16), es

Y (q,p,1) = /dw W(gp,l;w)w

= /Rdx dydz exp [i (x(Q—q)+y(P—p)+z(H-1))]

3

“=75(Q—q)5(P—p)S§(H—1). (3.17)

notando que ponemos los generadores @), P, H del grupo de Heisenberg -
Weyl correspondientes con las variables ¢, p, [, y la iltima igualdad es para
ilustrar que el operador formal de Wigner seria un producto de deltas si los
operadores (), P, H fueran ntimeros.

3Recordemos que en el régimen paraxial p = n sin(#), por lo que y es adimensional.



Capitulo 4

Funciéon de Wigner sobre HW

En este capitulo definiremos la funciéon de Wigner en el grupo HW, siguiendo
[13], con ayuda del operador formal (3.17) visto en el capitulo anterior y desa~
rrollaremos las integrales que surgen. Aprovecharemos la simetria de lineas
invariantes ante desplazamientos en la coordenada y para tomar funciones
sobre una coclase del grupo y poder extraer una integral. Haciendo algunos
cambios de variable y simplificando las integrales obtendremos la forma de la
funcién de Wigner policromatica, que en el modelo paraxial es una funcién
en 3 dimensiones (q,p,!). Finalmente definiremos funciones policromaticas
sobre la pantalla y daremos un ejemplo.

4.1 Definicién y desarrollo

En este contexto, con el espacio de Hilbert % (R?) definimos la funcién de
Wigner mutua de f y g en el grupo HW, en funcién de las variables v =

{g,p,1} como

0= [ ot 1 Wt ot
= [ dodst s W) g,

33
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Como se vi6 en (3.6), desarrollamos para obtener

1
HW o / ! /
Wiy (v) = n)? /dxdydz /Rgla: dy dz

RB

xf(z =32,y =3y, 2= 5 [¢ = § (v’ —ay)])

x exp [~ (2'q + ¢'p + 2'1)]

xg(z+32, y+ 3y, 2+ 5[ — (w2’ —xy)]), (4.2)

donde el factor 1/(27)? viene de la condicién de normalizacién de la funcién
de Wigner (2.2).

Las propiedades de la transformada de Fourier permiten que los ntimeros
reales (¢, p,l) y los operadores (@, P, H) tengan las mismas propiedades de
transformacién, ya que en ambos casos se trata de mapeos lineales del espa-
cio (la transformada de Fourier es una transformacién lineal).

4.2 Campos de ondas en HW

El grupo HW gesta un modelo de campo lineal con simetria HWs cuando se
cumplen las siguientes dos condiciones:

e Existe un campo estandar a partir del cual todos los campos de ondas
pueden ser generados a través de una accién del grupo f(w) = f(w, Lw),
f,w € HW y combinaciones lineales; es decir, existe una simetria ante
traslaciones en el eje y.

e El campo estandar es invariante wg : fo = fy, bajo elementos wg €
HWs C HW.

El campo estandar elegido para el modelo 6ptico de ondas paraxiales es
un pulso plano a lo largo del eje z, cuya simetria son las traslaciones en el
plano z de la pantalla, f(w) = f(w,'w) para w, = w(0,y,0) € HW, C HW.
Notemos que debido a que los elementos w, mantienen invariantes las funcio-
nes f(w), es decir f(wy,w) = f(w), entonces los campos de ondas paraxiales

f(w) son constantes sobre las clases de equivalencia de elementos de grupo
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HW,, w, llamadas coclases (izquierdas).

En resumen, los campos de ondas paraxiales son funciones en el espacio

de coclases izquierdas HW,\HW.

Para encontrar la transformacion de este espacio de coclases bajo HW
podemos escribir w(zx,y, z) = w (x, 0,z — %x y) w(0,y,0), entonces

f(w> If(&?,O,T) :fc(xv 7-)7 (43>

donde 7 =z — %xy.

Buscamos que dos elementos de HW cuyo producto por la derecha es

W(@ Y, ) pw=w(r+a y+y, 242 — Ly —zy]), (4.4)
sea de la forma
@(0,7,0)@ (z,0,z — 177) . (4.5)
De las dos relaciones anteriores obtenemos las siguientes:
rT=x+1a, (4.6)
y=y+y,

_ 1—-= _ ! 1 / 1 /
Z—32y=z2z+2 +35yr — 32y,

de las tres relaciones anteriores, sustituimos la primera y segunda en la tercera
para obtener

F=z+2 —gay—ay — 32y =7+ —xy — 52y,
lo que nos lleva a la accién de grupo
W ip fx,T) = f° (x+x’,7+z/—xy/— %x/y’), (4.9)

para funciones en R? en coordenadas cartesianas (z,7), con el espacio de
Hilbert .%(R?) y medida dz dr heredada de la medida de Haar invariante
vista anteriormente.

Las raices cuadradas de los elementos del grupo en parametrizacion polar
son bien conocidas y bajo esta accion tenemos

S [ 1) = [ (o b4 82— Sy — ).
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4.3 Funciéon de Wigner policromatica

Utilizando esta accién y bajo funciones en coclases izquierdas, podemos re-
escribir la ecuacién (4.2) como sigue

WiV () = % /R(Six dzd2’ dy' d2’
x fo(z—tal,r =124+ lay — Ly)”
x exp [—i(z'q + y'p + 2'1)]
x g (x+ 32, 7+32 — 30y —32'y),  (4.10)
donde extraemos un factor de integracién vacio fR dy = VolHW,. Ahora,

llamamos ( = 7— %m’ ', introducimos un sumando zy'l — 2yl en el argumento
de la exponencial, que no altera la expresion
)

(271T)3 /R(Si:vdg“dx'dy’dz’
x fo(z— 32, ¢ — L2+ tay/)’
x exp [—i(2'q + y'p+ 2"l + 2yl — zy'l)]
X g (z+ 32/, (+ 12 — Tzy), (4.11)

WF;N(I/) =

y separamos la integral del primer factor

1
HW — d / s l /
W) = o i expl=i(p+ 2Dy
/dxdgdx'dz'
R4

% fc<l'—l1'/ C—lz/—l—lxy')*
x exp [—i(z'q + 2'l — xy'l)]
x g (z+ 1, (+ 12 — Lay)), (4.12)

donde identificamos la primera integral como 27 (p + xl). Integrando con
respecto a x, podemos reemplazar © — —p/l para obtener

Wit (v) = (271T) /d(dx 4z’

x fo(=p/l— 32/, ¢ =22 — L(p/l)y')
X exp [—i(z'q + 21— py)]
g (—p/l+ 32/, ¢+ 1z’ + 2/ Y). (4.13)
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Por tltimo hacemos el cambio de variable 7/ — 2’ + py’/l para obtener la
funciéon de Wigner en el espacio de coclases HW,\HW

. 1
Wi, (q,p,1) = (27r) /d( dz’ dr’

X [ (=p/l =3, ¢ = 57)
x exp [—i(z'q + 7')]
x ¢ (=p/l+ 32,C+37) . (4.14)

Un campo de ondas se dice que es monocromadtico si la dependencia en (
es proporcional a una fase constante, en este caso tomamos el producto de
una onda plana y una Gaussiana normalizada de cintura wo, por una funciéon
arbitraria de z = —p/I

15,0, ¢) = f(p/l) exp [iCAs] exp [—(*/2ey] ,

)
=5
;‘

g5, (. ¢) = g(p/) exp [iCA,] exp [—(*/2a,] .

DO
3
g

Evaluamos f5 (p/l — 2, (=37 y g5, (/1 + 22/, + 37') y hacemos los
cambios de variable

a:C—%T/, ¢
o /

%(a + ),
=6 (4.15)

para obtener

5, o/l = 32, ¢ = 37') = f(p/l — 32') exp [ia)s] exp [-a?/2e,] ,

[\
— 3
;‘

exp [iBA,] exp [—52/2179} ,
(4.16)

95, (/1 + 32", C+ 57) = glp/l + 32)

Do
=)
;‘

y las sustituimos en (4.14)

(%) — Rgadx dg fp/l — 32')"G(p/1 + $a') %

X exp [—1a)\f] exp [—a’/2w;| exp[—i(z'q + Bl — al)]x
x exp [iB)] exp [—5°/2w,] (4.17)

Wi (g,p,1) =



38 CAPITULO 4. FUNCION DE WIGNER SOBRE HW

agrupamos términos semejantes para obtener

1 _ N
W2 (q.p,1) =—5——= [ dada’ 43 f(p/l — §2')*5(p/l + }2') x

(2m)3\/wrmy Jrs
x exp [ia(l — Ay) — o?/2wy] exp [iB(Ay — 1) — 3% /2w,] X
X exp [—ix'q], (4.18)

de donde identificamos una integral con respecto a «a y otra con respecto a
(. Integrando obtenemos

W;{g(%p, [) x exp [—%(l — )\f)zwf} exp [—%(l — )\g)ng] x

1672
X /H;ix/j: (p/l—%x')* exp [—iz'q] g (p/l+32") (4.19)

donde el factor integral corresponde a la transformada de Wigner tradicional
y las exponenciales que aparecen como coeficientes tienden a 1 cuando Ay =
Ay = [, ademas de que cuando las cinturas de las Gaussianas wy, — o0, la
expresion (4.19) se anula.

En resumen, redujimos la funcién de Wigner sobre el grupo HW a la
funcién de Wigner sobre el espacio de coclases HW,\HW del modelo poli-
cromatico paraxial, la cual en el caso monocromatico se reduce a la funcién
de Wigner tradicional.

4.3.1 Haces Gaussianos policromaticos

Ahora proponemos haces policromaticos Gaussianos, tomando la funcion
Gaussiana I'(u) con ancho complejo w = wy + iws y centro ¢ = ¢; + icy,

Lye(u) = (lRel>1/4 exp (—(u_—cl)2 +ico(u — %cl)) : (4.20)

T w 2w

donde la cintura de la Gaussiana es w; > 0, wy esta relacionado con la
frecuencia con que oscila la funcion, ¢; es el centro del pico de la senal
y co el centro del pico de la frecuencia. Estd normalizada de manera que
Jdu Ty c(u)]* = 1.

Llamamos a un haz Gauss-cromdtico cuando su funciéon en la pantalla
tiene la forma factorizada o f(x)I's,,(A). Cuando la funcién f(x) es también
un haz Gaussiano, la llamamos haz Gaussiano policromdtico

TS o (2, A) = ye(2) Ta (). (4.21)

w,Ci0, 1
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En la figura 4.1, observamos la funciéon de Wigner de un haz Gaussiano
policromético con wy = 0.
Recordemos que la medida invariante en las coordenadas cartesianas dx dA\,
(momento y color) es dzd\ = A"'dAdp = dlog Adp, por lo que la grafica 4.1
estd graficada en coordenadas (¢, p',l') = (q,p/l,1).

La grafica mostrada en la figura 4.2 estd en coordenadas tradicionales
(q,p,1) de este espacio (meta) fase.

El color de las graficas cambia conforme el valor de [, de manera que es azul
para [’s pequenas y va pasando por los colores del espectro visible en orden
al crecer .

Es importante mencionar que la forma de esta distribuciéon en espacio
(meta) fase obedece la conservacién de volimen, y tiene esta forma parecida
a la de un trompo debido a que (en palabras féciles) los elementos de volimen
de dicho espacio son mas compactos para valores pequenos de [ y viceversa.
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Figura 4.1: Funcién de Wigner policromética para haces Gaussianos policromdticos con
w = 2y centro en ¢ = 2 + 2i. Contornos de nivel en [ = {1, 2, 3,4}.
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Figura 4.2: Funcién de Wigner policromética para haces Gaussianos policrométicos con
w = 2y centro en ¢ = 2 + 2i. Contornos de nivel en [ = {1,2,3,4,5}.
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4.4 Pulsos policromaticos ultra-cortos.

En esta seccién introduciremos algunas caracteristicas de la transformada
de Fourier de funciones Gaussianas, asumiendo que se tienen conocimientos
generales de dicha transformada, que es ampliamente utilizada. Centraremos
la atencién en el ancho de banda de una senal, debido a que el objetivo es
llegar a la definicién de pulsos y pulsos ultra-cortos, donde la importancia
de estos tltimos radica en su capacidad de portar un espectro de frecuencias
mé&s amplio. [19, 20]

La finalidad es utilizar la funcién de Wigner policromatica (4.14) ob-
tenida en el capitulo anterior para explotar la informacion obtenida de la
representacion en espacio fase de un pulso policromaético ultracorto.

Finalmente veremos una forma simple de calcular la transformada de
Wigner de un haz gaussiano policromatico ultra-corto.

4.4.1 Anchos de banda

Es necesario recordar al menos superficialmente la definiciéon de la transfor-

mada de Fourier y mencionar algunas caracteristicas para después definir

ancho de banda y por qué es importante en el andlisis de senales en general.
La transformada de Fourier de una funcién f(q) esta definida como

f(p):yq—mf: !

N ng f(q) exp[—igp/Al, (4.22)

y el resultado es una funcién de p en un espacio de configuracién distinto,
como es bien sabido en mecanica cuantica, la transformada de Fourier nos
pasa de la base de posicidn q a la base de momento p [21, 22], pero también
relaciona tiempo t con frecuencia w, es decir, si tenemos una funciéon del
tiempo f(t), al hacer su transformada de Fourier, obtendremos una funcién
de frecuencia f(w).

Podemos definir la energia E de una funcién como

E- /qu|f<q>|2. (4.23)

Cuando la integral (4.23) converge, se dice que la senal tiene energia fi-
nita, entonces las funciones periddicas tienen energia infinita.
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Se dice que una funcion tiene banda limitada cuando su transformada de
Fourier es cero fuera de un intervalo finito

f(p) =0, para |p|> o, (4.24)

para alguna o > 0. A la cantidad 20 se le llama ancho de banda en el dominio
de las coordenadas transformadas.’

4.4.2 Pulsos Gaussianos

Ahora abordaremos lo que se refiere a pulsos, donde la principal importancia
de que sean ultra-cortos radica en el ancho de banda incrementado en el
espacio transformado.

Podemos definir un pulso como una onda tnica y pequena, que puede
tener cualquier perfil en general, sin embargo, para fines de simplicidad to-
maremos un pulso Gaussiano de ancho w

Gwlq) == 2mw) Y exp (—¢*/2w), (4.25)

que es una funcién que alcanza su méximo (27w)~'/? cuando ¢ = 0 y debido
al factor de normalizacién, dicho pulso gaussiano cubre un area unitaria

/Sq Golg) = 1, (4.26)

independientemente de su ancho.
La transformada de Fourier de la Gaussiana (4.25) puede ser calculada
de la siguiente manera

G(p) = (2m)~'/? /ﬂgq G (q) exp (—ipg)
= (2m) V212 /ﬂgq exp (—q2/2w — ipq)
= (2%)_1/223_1/2 exp (—p2w/2) /Hglq exp [—(q + iwp)Q/Zw]

= (2m) @ exp (—p’w/2) /dQ’ G=(q)
R

= 2 G/ (p). (4.27)

'El término ancho de banda es utilizado principalmente cuando las coordenadas trans-
formadas corresponden al dominio de frecuencias, pero aqui lo utilizaremos en general para
cualquier dominio transformado.
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Donde la cuarta igualdad se logré tomando en cuenta que el integrando es
analitico y no tiene singularidades en cualquier banda paralela al eje real,

ademds de que decrece rapidamente conforme |Re(q)| — oo, por lo que
f—l—oo—i-iwp
—oo+iwp
de ancho w es otra Gaussiana de ancho 1/w, como se ilustra en las figuras

4.3y 4.4.

[0.9] . .
= ffoo. Entonces la transformada de Fourier de una Gaussiana

5 Jip
0.5
0.4
0.3
0.2

AN

15 -10 -5 0 5 10 59 T15 —10 5

5 10 15 P

Figura 4.3: Izquierda: Gaussiana de ancho @ = 5. Derecha: Transformada de Fourier
correspondiente, con ancho w = 1/5.

fto @
o.“ 0.5
0. .
0p
of2
il
15 _-10 -5 0 5 10 159 15 -0 5 0 5 10 15 P

Figura 4.4: Izquierda: Gaussiana de ancho @ = 1/2. Derecha: Transformada de Fourier
correspondiente, con ancho w = 2.

Notemos que la altura de las transformadas de Fourier de las Gaussianas
es independiente del ancho w y corresponde al valor 1/v/27.
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4.4.3 Pulsos ultra-cortos

Observando el resultado (4.27) podemos ver que si consideramos una Gaus-
siana de ancho w < 1, su transformada de Fourier es otra Gaussiana de
ancho 1/w, mucho mas grande que el de la Gaussiana original. De este hecho
se da la ventaja de tener pulsos cortos, ya que mientras mas cortos sean, su
ancho de banda es cada vez mayor y esto permite portar un mayor nimero
de frecuencias. En palabras simples, la cantidad de informacién transmitida
por unidad de tiempo es mayor, resultando en una velocidad de transferencia
de datos incrementada. Para ilustrar esta utilidad, definiremos la siguiente
Gaussiana

Gralq) = (7rw)_1/2 exp[—i|a|? + 2iIm(a) ¢ — (¢—Re(a))?/2w],  (4.28)

que es una Gaussiana oscilante, y mientras el ancho w se hace menor, el an-
cho de su transformada de Fourier es mayor, tal como observamos en la figura
4.5, donde la linea azul es a parte real de la Gaussiana, la morada es la parte
imaginaria y la verde es el valor absoluto, que muestra el perfil de Gaussiana.

Podemos apreciar en las gréaficas de la derecha de la figura 4.5 cémo el
ancho de banda crece y con él la capacidad del pulso de portar mas frecuen-
cias.
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w=1/4 .
f(q) f®
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Figura 4.5: Izquierda: Gaussianas de ancho w. Derecha: Transformadas de Fourier co-
rrespondientes, con ancho 1/w.
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Podemos hacer decrecer la cintura de la Gaussiana hasta que tienda a
una delta de Dirac,

f(p) = 2rwA) /2 /Réq 5(q) exp(igp/A) = (2mwA) /2, (4.29)

asi el limite tedrico del ancho de banda es la funcién constante que se obtiene
en el extremo derecho de la expresion anterior.

El nombre de pulsos ultra cortos surgié en el momento en que las técnicas
como las mostradas en [23] permitieron producir pulsos de unos cuantos fem-
tosegundos (107% s), logrando anchos de banda de 6rdenes de 10 unidades
en espacio fase.

4.4.4 Pulsos policromaticos ultra-cortos
en espacio (meta) fase

Podemos definir un pulso policromatico ultra-corto, como una funcién Gauss-
cromética (4.21) con uno de sus anchos muy pequeno, de manera que su
retrato en espacio fase seria un producto de funciones, semejante al mostrado
en la figura 4.1, pero con una de sus dimensiones muy alargadas, como se
muestra a continuaciéon

Figura 4.6: Funcién de Wigner policromética para un haz Gaussiano policromético con
w = 0,1 y centro en ¢ = 2 + 2i. Contornos de nivel en [ = {1,2,3,4,5}.
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En coordenadas tradicionales del espacio (meta) fase, el pulso policromati-
co ultra-corto mostrado en la figura 4.6 se muestra en la siguiente figura

q

Figura 4.7: Funcién de Wigner policromética para un haz Gaussiano policromético con
w = 0,1 y centro en ¢ = 2 + 2i, en coordenadas sin escalamiento. Contornos de nivel en
1=4{1,2,3,4,5,6}.



Capitulo 5

Analisis ondulatorio inverso

En este capitulo obtendremos las funciones que forman el campo de ondas
mencionado en el primer capitulo, fijando nuestra atencién sobre las pan-
tallas X (x) y Z(z), que corresponden a las pantallas en z = 0y z = 0,
respectivamente en la figura 1.1.

El objetivo es llevar a cabo el analisis ondulatorio inverso, que consiste en
descifrar las funciones cuya superposicion produce el campo de ondas, a partir
de conocer solamente los perfiles producidos en las pantallas mencionadas.

Para una experiencia mas cémoda, cambiaremos la notacion, de ahora en
adelante, los elementos de grupo (3.6) seran funcién de &, 7, ¢, es decir

z ¢,
Yy—n,
2+, (5.1)

recordando sus unidades correspondientes de la ecuacién (3.16).

Analizaremos la forma de funciones sobre distintas coclases del grupo HW,
mencionando la forma que adquieren ahi los generadores (), P y H. También
veremos la funcién de Wigner correspondiente en cada caso y finalmente
obtendremos las soluciones explicitas al problema mencionado.

Las funciones sobre las coclases HW,\HW y HW,\ HW estén relaciona-
das mediante transformadas de Fourier, de manera semejante a las represen-
taciones de posicién y momento en la mecdnica cuantica.

Las funciones de la coclase HW,\HW estdn en términos de las coor-
denadas (&, 7).} Para pasar a la representacién en términos del eigenvalor

Las unidades de ¢ y 7 son de inverso de longitud.
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yTi—?}\ fc<€7 T) gﬁ'—m
7 N\
JEA) fra,T)
N\ 7
Fer £z, ) Frx.

Cuadro 5.1: Tlustrando cémo la transformada de Fourier nos permite pasar
de una coclase a otra en el grupo.

del operador de momento que etiquetamos con la letra m llevamos a cabo
la transformada de Fourier .%,,_.x, quedando la representaciéon en términos
de las variables (£, A). Para ilustrar esto entre cuatro realizaciones distintas,
presentamos el siguiente diagrama La transformada de Fourier es externa al
grupo de Heisenberg - Weyl pero nos sirve para portar las funciones entre
coclases.

A continuacién abordaremos brevemente dos de las cuatro realizaciones
para abordar funciones f° sobre la pantalla y después funciones de momento

I

5.1 Funciones policromaticas en pantalla

Para funciones en la variedad de coclases (£, 7) € R, tenemos el espacio de
Hilbert natural .%,(R?) con medida d¢ d7 heredada de la medida invariante
en el grupo. La accién sobre el grupo (4.9), en este caso lleva a la realizacion
de los generadores del grupo HW como los operadores

ch—ia%_, Pczif(%, HC:—i(%. (5.2)
Las eigenfunciones de los operadores (), P o H son campos de ondas que pue-
den ser etiquetados convenientemente con sus eigenvalores. Los eigenvalores
son reales y nos brindan las coordenadas de posicion, momento o longitud de
onda, respectivamente. Podemos elegir para este propdsito a lo més dos de
estos operadores que conmuten, es decir Q y H 6 Py H

Tomemos primeramente la coordenada en pantalla ¢, que corresponde al
eigenvalor de ) y la longitud de onda reducida A = /27, eigenvalor del
operador H. Las eigenfunciones se obtienen mediante la doble transformada
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de Fourier de las funciones de coclase f¢

fs<x7 /)\) = g@—m; y‘r»—& fc(£7 T)
1
= — [ drd¢ fe(&,7) exp[—i(z€ + AT)]. (5.3)

27 R2
A las funciones de la forma (5.3) las llamamos funciones policromdticas en
pantalla. En este espacio (z,A) € R? la accién sobre el grupo, obtenida
siguiendo un procedimiento semejante al que se ve entre las ecuaciones (4.4)
y (4.9), es

fow =w"ip fo(@, X) = exp {i [z + A2+ 3]} f*(z + Ay, A).  (5.4)

Esto se conoce matematicamente como una representacidon irreducible [25] del
grupo de Heisenberg - Weyl y se le llama la representacion de Schrodinger
para A = h.

Aqui, los generadores corresponden a los operadores

s S _ : a s
=z, P = M@x’ H® =X (5.5)
En el espacio de funciones de color en la pantalla f5(z, A), el formalismo
de Schrodinger es vélido para longitud de onda variable. Notemos que las
traslaciones en z son generadas por P, pero A no puede ser trasladada dentro
del grupo.

Las tres coordenadas (g, p,l) en la funcién de Wigner no son las de un
espacio Euclideano ordinario. Las primeras dos son de espacio fase y la tercera
es la de su escala fundamental, que es “constante”.

En términos de funciones f* y ¢° sobre la pantalla, de la forma (5.3), la
funcién de Wigner policromética (4.14) se escribe como

Wig(q,p,1) = % /Hgfc fila—52.0)" exp[—izp/l] g*(a+ 52,1).  (5.6)
La longitud de onda [ de f, y g5 no esta convolucionada, contrario a lo que
sucede entre ¢ y p. De nuevo, en el limite monocroméatico, llegamos a la
funcién de Wigner tradicional (2.1).

Tomando en cuenta que usualmente, la distribucion espectral de la fuente
de luz se conoce independientemente y/o el color de la imagen puede ser
detectado espectrogréaficamente, la ecuacién (5.6) es la mejor candidata para
aplicarse.
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5.2 Funciones policromaticas de momento

Las ondas paraxiales

Ui (,2) = 5 expli(z — ap) A, 6.7

estdn etiquetadas con momento y longitud de onda (p, A\) € R%, A # 0.

La transformada de Fourier de funciones sobre la coclase o la transfor-
mada inversa de Fourier de funciones de color sobre la pantalla producen lo
que llamamos funciones policromdticas de momento sobre (£, ) € R?

[ A) = TH)\fc(fj 7)
\/_ dr f(&, 1) exp[—iAT]
\/_ dz f5(x, A) exp[—izf], (5.8)

y recordemos de la ecuacién (4.13) que identificamos p = —&A.2
En la realizacién de momento, la accién sobre el grupo (4.4) - (4.9) es

f;r’l(fa >‘) = w/ ‘D fm(fv >‘) = exXp [1}‘(( - %5/77/)] fm(é + 5,7 A)a (59)
y sus generadores son

m a m __ m __
) 1a_g P =X, H™=X\ (5.10)

La funciéon de Wigner en momento es obtenida a partir de las ecuaciones
(4.14), (5.6) y (5.8)

Wiglap.D) = 55 A€ ™ (=p/1 = 3.0 expl=ia€ 19" (=p/1 + 3¢
(5.11)

2Recordemos el cambio de notacién (5.1).
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5.3 Una solucién al problema ondulatorio
inverso con ondas paraxiales

Un campo de ondas F' en el plano éptico (z,z) estd construido de ondas
paraxiales (5.7) de la siguiente manera?

Pa,2) = 35 [ d6ar e ) 0 s(a,2), (5.12)

PEN = [dde Fla.2) o 5.2 (5.13)

Las ondas paraxiales (5.7) forman un conjunto ortogonal y completo. Primero

hacemos el producto interno integrando con respecto a p y A para obtener
1 dA —z+ap 2 —a'p
/ / . .
,2), 7 = — [ =4
(Y(x, z), (2, 2")) 5 / P exp {1 3 +1 3

r2A’
=z —a')d(z — 7). (5.14)

y ahora integrando con respecto a x y z para obtener

1 —Z+ xTrp Lz — xp’
(Vo0 Y x) = %/R;ix dz exp {1 3 +i X

= %5()\—)\') ip—17). (5.15)

En el eje 6ptico (eje z), la funcién de A estd determinada, mientras que
en el eje x las funciones son de p/A

F0.5) = 5 [ 6AA(E ) explie/Al

F(z,0) = % /R A A (€, 3) expl—iap/ A (5.16)

Asi que una vez que se conoce el perfil F(z,0), el campo F(z,z) en este
caso es

F(z,z) = F(x,0) expliz/A]
_ % /R 4 A (€, ) exp[—ing] expliz/ AL (5.17)

La solucién aqui presentada es un caso particular que no funciona cuando
se consideren ondas distintas a las paraxiales (5.7).

3Noétese que de (5.10), & = —p/A.
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Capitulo 6

Conclusion

Analizamos una correspondencia entre las observables clasicas y los opera-
dores de posicion, momento y longitud de onda para los campos de ondas en
el régimen paraxial descritos en el primer capitulo, mediante la funciéon de
Wigner.

Confirmarmos el analisis ondulatorio inverso para encontrar las funciones
que producen el campo de ondas, partiendo de solamente conocer médulo y
fase de dicho campo de ondas en una pantalla.

Estudiamos la forma de la funciéon de Wigner policromatica como una ge-
neralizacién de la funcién de Wigner tradicional empleando teoria de grupos
en el régimen paraxial de la ()ptica aprovechando las simetrias presentes en
el sistema.

Como trabajo a futuro tenemos el analisis completo del problema ondu-
latorio inverso, ya que la solucion vista aqui es solamente un caso particular.
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Apéndice A

Productos de matrices
exponenciadas

Para explicar las igualdades de las ecuaciones (3.6) tenemos que desarrollar
cada producto de matrices exponenciadas, ya que (), P y H son matrices
nilpotentes (3.1) de 3 x 3.

La segunda igualdad de la ecuacién (3.6) es

explizQ] expliy P expli(z + jzy) H], (A.1)

desarrollando en serie cada matriz exponenciada, se convierte en el producto
de las siguientes 3 matrices

1 i i 1 —y —y
- 1,2 1,2 1,2 —1,2
iz 1—g2° —3o y l1—3y Y
—iz  i2? 14 3a? -y 3yt 1—3
1 0 0
0 1+i(zy+22) i(zy+22) : (A.2)

0 —i(xy+2z) 1-i(zy+22)
el producto de estas 3 matrices es
1 ir—y ir—y
ir+y 1—327—3y*+2iz —32® — 12 +2iz |, (A.3)
—(iz+y) 2 +3y°—2iz 14327+ % — 2iz
La ultima igualdad de la ecuacion (3.6) es

expliyP] explizQ)] expli(z — tzy) H], (A.4)
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desarrollando en serie cada matriz exponenciada, se convierte en el producto
de las siguientes 3 matrices

-y — 1 ix 1z
y  1-1y? T iz 1-32? —1z?
—y Ly 112 —iz  ja® 14327
1 0
0 xy+2z) i(—xy+22) |, (A.5)
( 0 i(zy—22) 1+i(xy—22)

el producto de estas 3 matrices da como resultado la siguiente matriz

1 ir—y ir—y
ix+y 1-— ; 2 - y2 + 2iz —%mz — %yz + 2iz : (A.6)
—(iz+y) L7 +1yP -2z 14422+ 1yt -2z

Finalmente, la primera igualdad de la ecuacién (3.6) nos da directamente
expli(2Q + yP + =H)| =
1 ir—y ir—y

ir+y 1—3a?—3y°+2z —3a®—3y*+2iz |, (A7)
—(iz+y) 3a*+iyt -2z 14327+ 1y*—2iz

con lo que quedan probadas todas las igualdades mostradas en la ecuacion
(3.6).
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