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Introduccion

La Teoria de Modelos es una rama de la Loégica Matemaética llena de vida desde sus
inicios, los cuales datan de mediados del siglo pasado. Muchos marcan el comienzo de la
Teoria de Modelos con el desarrollo que trajeron dos de los teoremas ma&s importantes
de la Logica Matematica: el Teorema de Compacidad y el de Lowenheim-Skolem. Sin
embargo, uno sélo puede distinguir a lo que hoy se llama Teoria de Modelos después de
los trabajos de Alfred Tarski, Abraham Robinson y Roland Fraissé, en la década de los
cincuentas del siglo pasado, trabajos marcados por sus fuertes conexiones con el algebra.

Es imposible suponer, dicho lo anterior, que la Teoria de Modelos es o fue en algun
momento una rama pura de la Logica Matemaética. Siendo demostrado el teorema de
eliminacién de cuantificadores para campos reales cerrados por A. Tarski, la Teorfa de
Modelos emergié como la aplicacién de técnicas de la Logica Matemdtica al Algebra.
Pronto la relacion se volvié reciproca y esta combinacién gané fuerza tras la proliferacién
de resultados importantes y muchas conjeturas.

El siguiente gran paso dado por la Teoria de Modelos después de su magnifico ini-
cio fue el Teorema de Categoricidad de Michael Morley y los intentos para resolver la
Conjetura de Vaught. Después de este punto muchos autores consideran que da inici6 la
Teoria de Modelos moderna, marcada por el trabajo de Saharon Shelah en su teoria de
la Clasificacién e inaugurando la Teoria de la Estabilidad. Algunos anos después, las
interacciones de la Teoria de Modelos con la Geometria Algebraica desarrolladas por B.
Zilber y otros trajeron una renovacion de los métodos de la Teoria de Modelos. Este
ligero cambio de paradigma llevé —de la mano de Ehud Hrushovski— a la solucién de
conjeturas de suma relevancia, a saber, la conjetura de Lachlan, la conjetura de Zilber y,
tras esta ultima, la conjetura de Mordell-Lang. Aunque la conjetura de Mordell-Lang ya
habia sido resuelta unos anos antes por Gerd Faltings sin hacer uso de las técnicas de la
Teoria de Modelos, es necesario indicar que las ideas desarrolladas por Hrushovski en su
demostracion han sido por si mismas de sumo interés en la investigacién en la Teoria de
Modelos y sus conexiones con la Geometria Algebraica.

El tema de la presente tesis, estructuras homogéneas, es una investigacion que ini-
cié con los trabajos de R. Fraissé sobre estructuras relacionales. Aunque ya se conocian
las caracteristicas del orden de los nimeros racionales, fue R. Fraissé quien aislé una

de sus propiedades —la homogeneidad— y levanté algunas preguntas sobre estructuras



relacionales homogéneas. Con las investigaciones de C. Ward Henson, Alistair Lachlan,
Gregory Cherlin y Robert E. Woodrow, entre otros, estas preguntas fueron siendo res-
pondidas.

Paralelamente al trabajo de R. Fraissé, Bjarni Jonsson llevé acabo una investigacién
sobre estructuras universales y poco después una sobre estructuras homogéneas. Lo in-
teresante de la investigacion de B. Jonsson es que generalizé la construccion de Fraissé para
obtener estructuras homogéneas de cardinalidad no numerable, mientras que el interés
de Fraissé y otros se mantuvo en aquellas numerables.

En un principio el interés en estructuras homogéneas se centraba en la busqueda
de ejemplos y el responder cudntas estructuras homogéneas numerables existian para
un lenguaje fijo (antes del trabajo de C. W. Henson se conjeturaba que sélo habia un
nimero numerable para cada lenguaje relacional finito). Al avanzar en este tema, al
interés se anadio la clasificacion de estructuras homogéneas y el estudio de los concep-
tos de la Teoria de Modelos que en ellas emergia —principalmente, w-categoricidad—.
Actualmente, la investigacion sobre estructuras homogéneas se encuentra en las clasi-
ficaciones que aun faltan, en el grupo de automorfismos de estructuras homogéneas u
w-categdricas, la dindmica topolégica del grupo de automorfismos y, mas recientemente,
en la contraparte categérica de las construcciones de R. Fraissé y de B. Jonsson.

El enfoque elegido en este trabajo para estudiar estructuras homogéneas es, como el
titulo indica y lo precedente sugiere, el de la Teoria de Modelos. El trabajo inicia en el
capitulo uno con un recorrido réapido por los conceptos y técnicas propias de la Teoria de
Modelos. El lector que tenga cierto conocimiento de los conceptos basicos de la Teoria de
Modelos puede bien omitir la lectura del capitulo uno y remitirse a consultarlo cuando
en un futuro le sea necesario.

En el capitulo segundo se exponen dos conceptos importantes sobre estructuras, la
universalidad (respecto a una clase) y la homogeneidad. Se presenta una serie de ejemplos
a lo largo del capitulo con el objetivo de mostrar que existen estructuras homogéneas en
una amplia variedad de dreas de las matematicas. También se presenta la construccién
de R. Fraissé como una técnica fundamental para obtener estructuras homogéneas nu-
merables a partir de clases de estructuras con ciertas idéneas propiedades, estas clases
seran referidas en su momento como clases de amalgamacion. El capitulo culmina con
una breve discusién sobre la clasificacién de estructuras homogéneas y el resultado de C.
W. Henson sobre el nimero de ellas.

El capitulo tercero trae consigo los principales resultados sobre estructuras homogéneas.
Inicia el capitulo con una profundizacién en algunos conceptos de la Teoria de Modelos.
Se presenta el crucial concepto de tipo, el de w-categoricidad, el de modelo atémico y
el de grupo de automorfismos de una estructura. En seguida se demuestra uno de los
resultados més importantes sobre estructuras w-categéricas numerables, el Teorema de
Ryll-Nardzewski, Engeler y Svenonius. Armados con este resultado, presentamos los re-

sultados sobre la teoria de modelos de las estructuras homogéneas.



Debe resaltarse el resultado principal: Una estructura relacional y numerable es ho-
mogénea si y sélo si es w-categdrica y su teoria admite eliminacién de cuantificadores.
Un nuevo concepto —el de finitud local uniforme— nos permite obtener un resultado
similar para estructuras no necesariamente relacionales. El capitulo tercero culmina con
una discusién sobre ejemplos de estructuras w-categoricas que no son homogéneas.

En el capitulo cuarto se expone la construcciéon debida a B. Jénsson de estructuras
universales-homogéneas de cardinalidad no numerable. Esto es, sujeto a condiciones sobre
el cardinal infinito x y sobre una clase de estructuras adecuada, se puede concluir la
existencia de una estructura universal y homogénea de cardinalidad &, la cual de hecho
resultard ser unica. En particular, la asuncién de la hipétesis generalizada del continuo
traerd consigo la existencia de un sinntimero de estructuras universales-homogéneas.

Finaliza este trabajo un epilogo que pretende ofrecer al lector una visién de la situacién
actual de la investigacién en estructuras homogéneas.

Se considera como requisito para la lectura de este trabajo una familiaridad pre-
via con los conceptos comunes de la lgica de primer orden. En general, definiciones y
proposiciones elementales tratan de llevar al lector a través del trabajo sin la necesidad
de consultar literatura especializada. Asi pues, los resultados presentados a lo largo del
trabajo pueden bien ser entendidos sin mayores requisitos. Sin embargo, los resultados
no son a veces tan apreciados sino hasta que se viven en los ejemplos. Es por esto que
un conocimiento previo de algunos conceptos de otras areas de las matematicas —como

los de gréficas, 6rdenes parciales, acciones de grupos y campos— es ventajoso.



Capitulo 1

Preliminares de la Teoria de
Modelos

Este capitulo pretende dar una visién —aunque muy general— del desarrollo de la Teoria
de Modelos. Los primeros resultados son de corte clasico y pueden ser consultados en
la mayoria de las obras de Légica Matematica, la recomendacién principal es el esencial
libro [End 05]. En seguida, se presentan los conceptos y resultados que, podriamos de-
cir, establecieron la Teoria de Modelos como una de las ramas principales de la Légica
Matemadtica. Las referencias fundamentales para este material son [Hod 93] y [Mar 02].
En general, trabajaremos con un lenguaje de primer orden atin cuando algunos conceptos
y resultados en este capitulo se conservan validos para lenguajes que no son de primer

orden.

1.1. Estructuras y Modelos

Considere una signatura L (un conjunto de simbolos de funcién, simbolos de relacién y
simbolos de constante), una L-estructura A estd determinada por un conjunto no vacio
dom A, llamado el dominio de A, una funcién f4 : (dom A)"/ — dom A para cada simbolo
de funcién f en L de ny argumentos, un subconjunto R4 de (dom A)"® para cada simbolo
de relacién de np argumentos R en L y un elemento ¢ del conjunto dom A para cada
simbolo de constante ¢ en L. La cardinalidad de la L-estructura A, que denotamos por
|Al, es la cardinalidad de su dominio.

Nos referiremos al lenguaje de primer orden obtenido a partir de una signatura L
como el lenguaje de primer orden L, o simplemente como el lenguaje L.

En lo sucesivo, si ¢ es una férmula de L, escribiremos ¢(xq, . . ., Zn—1), 0 mds a menudo
sélo p(Z) asumiendo que Z = (xo,...,Zn—1), para denotar que las variables libres de ¢

son Zg,...,ZTn—1; COMO caso extremo, puede ocurrir que escribamos ¢(Z) en donde T es
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una sucesién infinita, en este caso se debe entender que ¢ tiene sus variables libres (de
las cuales sélo debe haber un ntmero finito) entre las variables que forman a Z. Si la
féormula es un enunciado sencillamente escribimos .

Una teoria T en el lenguaje L es un conjunto de enunciados de L. Dada una L-
estructura A y un enunciado ¢ de L, decimos que A es un modelo de ¢ si la afirmacién
que hace ¢ es cierta en A.' Como de costumbre, denotamos el hecho de que A es modelo
de p por A E p(z). Ademas, decimos que A es modelo de la teorfa T en L si A es modelo
de cada uno de los elementos de T. También, si a es una tupla de elementos de A y ¢(Z)
es una férmula de L, escribimos A E ¢(a) si al sustituir ordenadamente los elementos de
a en las variables de ¢(Z), la afirmacién resultante es cierta en A.

Sean L un lenguaje de primer orden y A y B L-estructuras. Un homomorfismo (al-
gunos autores prefieren llamarlo un L-homomorfismo para enfatizar que es respecto al
lenguaje L) de A en B es una funcién f de dom A en dom B que cumple que:

(1) para cada simbolo de constante c en L, f(c*) = cZ;

(2) para cada simbolo de relacién R de n > 0 argumentos en L y cada tupla a de
elementos de A, si @ € R4, entonces f(a) € R,y

(3) para cada simbolo de funcién F' de n > 0 argumentos en L y cada tupla a =
(ai,...,a,) de elementos de A, f(F4(a)) = FB(f(a)).

La notacién f(a) abrevia a (f(a1),..., f(an)). Usualmente escribimos f : A — B para
denotar que f es un homomorfismo de A en B (mientras que una simple funcién de la
estructura A en B serd denotada por f :dom A— dom B).

El homomorfismo f : A — B es una inmersién (o L-inmersién) si la funcién f es

inyectiva y se cumple una versién mds fuerte de la condicién (2):

(2') para cada simbolo de relaciéon R de n > 0 argumentos en L y cada tupla a de
elementos de A, @ € R4 si y sélo si f(a) € RB.

Si existe una inmersién de A en B, decimos que A es inmersible en B. Un isomorfismo
entre A y B es una inmersion de A en B que ademds es sobre; en este caso decimos que
Ay B son isomorfas y escribimos A = B. En el caso en que f sea un isomorfismo de A
en A misma, diremos que f es un automorfismo de A.

Si Ay B son L-estructuras tales que dom A C dom B, decimos que A es subestructura

A = ¢B para cada simbolo

de B o que B es una extension de A, denotado por A C B, si ¢
de constante ¢ en L , R* = RP N (dom A)" para cada sfmbolo de relacién R en L

de n argumentos, y F4 = FB| para cada simbolo de funcién F en L de n

(dom A)»
argumentos. Observe que A es subestructura de B si y sélo si la inclusién i : A — B es
una L-inmersion.

Note que usamos la notacién de ser subconjunto (C) para subestructura a pesar

de que es claro que no todo subconjunto de una estructura es una subestructura de

1La definicién formal de esta nocién corresponde a una definicién recursiva sobre la forma del enuncia-
do y puede ser consultada como la definicién de verdad de Tarski en cualquier libro de Légica Matemaética.
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ésta. Tendremos cuidado de no mezclar la notacién; si queremos dar a entender que
(lanamente) los elementos del conjunto X son elementos de la estructura B, denotaremos
ello por X C dom B y no por X C B.

La precision en el parrafo anterior motiva preguntarnos cudndo es que podemos ase-
gurar que un conjunto X de elementos de una L-estructura A es el dominio de una
L-subestructura de A. No es dificil convencerse de que X es el dominio de una subestruc-
tura B de A siy sélo si X es cerrado bajo las funciones F4, para cada simbolo de funcién
F en L, y contiene a todos los elementos ¢ para cada simbolo de constante ¢ en L. La
implicacién de izquierda a derecha es clara por el hecho de que X = dom By B C A. De
derecha a izquierda, basta definir la L-estructura B como: dom B = X, FB = F4|xn si
el simbolo de funcién F es de n argumentos, R® = R4 N X™ si el simbolo de relacién R
es de m argumentos y ¢ = ¢ para cada sfmbolo de constante c¢. Por las hipétesis, estas
definiciones son adecuadas y convierten a B en una subestructura de A con dominio X.

Dado un conjunto X de elementos de una L-estructura A existe una L-subestructura
de A cuyo dominio contiene a X y es minima respecto a la contencién con esta propiedad.
Basta definir X’ = ({domC | C C Ay X C domC } y observar que por lo mostrado
en el parrafo anterior, X’ es el dominio de una L-subestructura B de A. Tal estructura
B es llamada la estructura generada por X y se suele denotar por (X) 4. El subindice A
puede ser omitido siempre que sea claro respecto a qué estructura estamos formando a
la estructura generada.

Si la tupla (finita o infinita) a enlista a todos los elementos del conjunto X, es usual
denotar por (@) 4 a la estructura generada por X. Eventualmente trabajaremos con sub-
estructuras finitamente generadas de A, es decir, subestructuras B = (X) 4, donde X es

un conjunto finito.

Elementalidad

Dada una estructura, es a veces conveniente considerar una estructura muy parecida a
ella pero que cumpla algunas caracteristicas extras u omita algunas de las que adolecia
nuestra estructura inicial. Es facil convencerse de que si A y B son dos L-estructuras
isomorfas, entonces son modelos de exactamente las mismas férmulas de L. Esto senala

que pedir que las estructuras sean isomorfas puede ser demasiado para nuestro préposito.

1.1 Definicién. Sean A y B dos L-estructuras. Decimos que A y B son elementalmente
equivalentes y escribimos A = B si son modelos de exactamente los mismos enunciados
de L, es decir,
AE @ siysélosi BE g,
para cada enunciado ¢ de L.
Si dos L-estructuras son elementalmente equivalentes, entonces L no puede decir en

qué difieren, son indistinguibles para L. Sin embargo, podriamos encontrar alguna ca-

racteristica que las estructuras no comparten, ademas, necesariamente esta caracteristica
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no seria expresable como un enunciado de primer orden. El ejemplo préximo serda una
muestra de esta situacion.

Como parte del camino hacia nuestro proximo ejemplo, podemos hacer un comentario
general. Debido a que cualquier cardinal infinito es indistinguible de cualquier otro para
la légica de primer orden, es usual encontrar estructuras elementalmente equivalentes
pero que no son isomorfas, simplemente porque tienen cardinalidad infinita distinta.
Empero, dos estructuras finitas elementalmente equivalentes siempre resultan isomorfas:
la 16gica de primer orden si tiene todo el poder expresivo necesario para caracterizar a
una estructura finita. Abordaremos esto méas adelante (pag. 14).

La teoria de una L-estructura A, denotada por Th(A), es el conjunto de todos los

enunciados de L que son verdaderos en A, es decir,
Th(A) = {¢ | ¢ es un enunciado de L 'y A F p}.

Observe que las L-estructuras A y B son elementalmente equivalentes si y sélo si Th(A4) =
Th(B).

Ejemplo. Consideremos al conjunto (linealmente) ordenado de los nimeros reales R
y al conjunto (linealmente) ordenado de niimeros racionales Q como estructuras en la
signatura {<}. Entonces (R, <) = (Q, <), sin embargo no son isomorfas pues R posee

cardinalidad mayor a la de Q.

Para justificar este ejemplo, debemos mostrar la equivalencia elemental entre (R, <) y
(Q, <). Cuando deseamos probar que para un conjunto de férmulas se cumple algo sole-
mos pensar en un argumento de induccién sobre la formacion de ellas, lamentablemente,
para el conjunto de enunciados de un lenguaje, atin tan simple como {<}, tales argu-
mentos no son posibles. Verificar la relacién = es poco manejable. Por ello, describimos
en seguida un concepto auxiliar que es importante por si mismo.

Observe que por la condicién (2') de ser inmersién, si A y B son L-estructuras y
A C B, entonces, considerando que la inclusion de A en B una inmersién, para cada
férmula atémica ¢(Z) de L y cada tupla @ de elementos de A, A E ¢(a) si y sblo si
B E ¢(a). Ello motiva lo siguiente.

1.2 Definicién. Sean A y B L-estructuras tales que A C B, decimos que A es una
subestructura elemental de B o que B es una extensién elemental de A, denotado por

A< B,si
AF ¢(a) siy sélo si BE ¢(a),

para cada férmula ¢(Z) de L y cada tupla a de elementos de A.
No toda subestructura es una subestructura elemental, como muestran los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1. Considere a (w, <), la estructura de los nidmeros naturales con su orden

usual, y (Z,<), la estructura de los niimeros enteros con su orden usual. Entonces
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(w,<) C({Z,<), pues w C Z y el orden de Z coincide con el de w sobre éste; sin em-
bargo, considerando la férmula ¢(y) = —-3Jz(x < y), tenemos que {(w, <) E ¢(0), ya que 0
es el primer elemento de w, y en cambio no es cierto que (Z, <) F ¢(0), pues por ejemplo

—1 < 0. Esto muestra que (w, <) no es una subestructura elemental de (Z, <).

Ejemplo 2. Considere nuevamente a los nimeros naturales con su orden usual (w, <).
Sea 2w el conjunto de los niimeros naturales pares. Entonces (2w, <) es una subestructura
de (w, <), méds atin, estas dos estructuras son isomorfas debido al conocido teorema de
clasificacién para el tipo de orden de los nimeros naturales (vea [ACyM 11, Teorema 1.14
pag. 8 ]). Entonces (w, <) = (2w, <). Sin embargo, sea ¢(x,y) la férmula 3z(z < z < y),
tenemos que {w, <) F ¢(0,2) pero no es cierto que (2w, <) F ¢(0,2). Asi, (2w, <) no es

una subestructura elemental de (w, <).

El primer ejemplo muestra que la relaciéon de ser subestructura elemental estd es-
trictamente contenida en la de ser subestructura. En otro orden de ideas, es claro que
si A < B, entonces A = B; pero el segundo ejemplo tiene el mérito de mostrar que el
reciproco de esto es falso, provisto que A C B y aun cuando A = B.

Curiosamente, la relacién < es mas manejable que la relacién =, pues podemos usar el
argumento de induccién sobre la formaciéon de féormulas de L para verificar si en efecto

se da la relacién <.

1.3 Teorema (Criterio de Tarski-Vaught para subestructura elemental). Sean
A y B dos L-estructuras tales que A C B. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes.

(a) A es una subestructura elemental de B.

(b) para cada formula o(Z,y) de L y cada tupla a de elementos de A, si B E Jyp(a, y),
entonces eziste d en A tal que B F ¢(a,d).

Prueba. Supongamos que A es una subestructura elemental de B. Sean ¢(Z,y) una
féormula de L y @ una tupla de elementos de A tales que B F Jyp(a,y), entonces A F
Jye(a,y) por ser A una subestructura elemental de B y a que los elementos de a estdn
en A. Entonces existe un elemento d € dom A C dom B tal que A F ¢(a,d), entonces
B E p(a,d) por ser A subestructura elemental de B.

En las direccién inversa, supongamos el enunciado en el inciso (b). Probaremos que
A < B por induccién sobre la formacién de férmulas. Como antes habfamos hecho notar,
si A C B, por el inciso (2') de la definicién de ser subestructura, tenemos que para
cada férmula atémica ¢(Z) de L y cada tupla @ de elementos de A, A E ¢(a) si y
sélo si B E ¢(a). Sea a una tupla de elementos de A. Si ¢(Z) = ¥(g) A x(Z), entonces
AE Y@ Ax(a)siysélosi AF(a) y AF x(a) siy sélo si, por la hipétesis de induccién,
B E p(a) y B E x(a), lo que es equivalente a que B F ¢(a) A x(a). Si p(Z) = (),
A E —(a) siy sélo si no es cierto que A F (@) si y sdlo si, por la hipdtesis de induccidn,
no es cierto que B E ¥(a) siy sélo si B F —(a). Si p(z) = Jyv(z,y) y A E Jyi(a,y),



6 1 PRELIMINARES DE LA TEORIiA DE MODELOS

entonces hay d € dom A tal que A F ¥(a,d), por la hipétesis de induccién, B F ¥(a,d),
de donde B F Fyiy(a,y). Como podemos notar, hasta este momento no hemos usado la
hipdétesis en el inciso (b); ahora es tiempo: En la otra direccidn, si B F Jyi)(a, y), entonces
por el inciso (b) existe d en A tal que B F ¥(a,d), lo que, por la hipétesis de induccién,
implica que A F 9(a,d), de donde A F Jyii(a,y), pues d estd en A. Concluimos que
A<B n

Por el teorema anterior, de una estructura a una subestructura elemental de ésta “los
existenciales bajan”, es decir, si la estructura mayor hace vélida una férmula cuantificada
existencialmente con parametros de la menor, entonces la menor también hace valida la

férmula. Un replanteamiento del teorema anterior nos da el siguiente ttil resultado.

1.4 Corolario. Si A, B son L-estructuras y A C B, entonces A es una subestructura
elemental de B si y sélo si, para cada formula o(Z,y) de L y cada tupla a de elementos de
A, si para algin elemento b de B, B F ¢(a,b), entonces B E p(a,d) para algin elemento
ddeA. 1

Ejemplo. Para concluir nuestro ejemplo previo mostraremos que (R, <) es una ex-
tension elemental de (Q, <); por una observacién anterior de ello se desprenderia que
(R, <) =(Q, <), como desedbamos mostrar. Sea ¢(Z) una férmula del lenguaje {<} y
a = (ag,...,an—1) una n-tupla de nimeros racionales tales que (R, <) E ¢(a, b) para un
ntmero real b; si b es un niimero racional, no hay nada que probar por lo que podemos
suponer que b no es un numero racional. Ademads, supongamos que los elementos de a

estédn ordenados crecientemente (ag < ... < a,—1). Tenemos los siguientes tres casos.

Caso 1. Si b < ag. Sea d un numero racional entre b y ag, entonces existe un
isomorfismo de (R, <) en si mismo que deja fijo a cada a; y envia a b en d.

Especificamente, el isomorfismo estd dado por

x4+ (d—0b) siz <b,

ao—d .
(x—b)+d sib<z<ayg,

(l()*b

T si ag < x.

Caso 2. Si ap—1 < b. Tomando un ntmero racional d entre a,_; y b, como en el
caso anterior, podemos hallar un isomorfimo de (R, <) en s{ mismo que deja fijo

a cada a; y envia a b en d.

Caso 3. Siap < b < ags con k <n—2. Sea d un nimero racional entre ay y ag1,

entonces existe un isomorfismo de (R, <) en si mismo que fija a cada a; y envia
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a b en d. Concretamente, el isomorfismo queda definido por

x siz <agoapy <z,
d—a .

2 k(m—ak)—i—ak siap <z <b,

—ay

a —d .
L(l‘—b)—l—d sib<z<agyr
ak+1—b

En cualquier caso, existe un ntimero racional d y un isomorfismo g de (R, <) en s{ mismo
que deja fijo a a; parai = 0,...,n— 1, y que envia a b en d. Como ¢ es isomorfismo
y (R, <) E ¢(a,b), tenemos que (R, <) F ¢(g(a), g(b)), esto es, (R, <) F ¢(a,d). Por el

corolario anterior, concluimos que (Q, <) < (R, <).

No es nuestra intencién restar autoridad o envergadura a la logica de primer orden,
ma&s bien, deseamos intrigar al lector con ciertas intereseantes cuestiones que yacen en
el ejemplo anterior. Una vez que probamos que la estructura (R, <) es elementalmente
equivalente a la estructura (Q, <), teniendo en cuenta que ello significa que cualquier
cosa que podamos expresar en la légica de primer orden sobre alguna de ellas es también
cierta sobre la otra y sabiendo a partir de nuestra formacién matematica previa que
estas estructuras son en realidad muy distintas, caemos en cuenta de que la légica de
primer orden no es suficiente para expresar en el lenguaje de los nimero reales (a saber,
el lenguaje de un anillo con identidad ordenado (+,-,0, 1, <)) el axioma de complecién de
los nimeros reales. Observe que, de paso, el ejemplo prueba que ser un conjunto infinito
numerable no es expresable como un enunciado de primer orden.

Podemos generalizar en cierta forma el concepto de subestructura elemental. Si entre
las L-estructuras A y B existe una inmersién f, entonces A E ¢(a) siy sélosi B F ¢(f(a))
para cualquier férmula atémica ¢(Z) de L y cada tupla de elementos de A. El siguiente

concepto se motiva a partir de esto tltimo.

1.5 Definicién. Sean A y B estructuras en el lenguaje L y f un L-homomorfismo de A
en B, decimos que f es una (L-)inmersién elemental si para cada férmula ¢(Z) de L y

cada tupla a de elementos de A tenemos que
AF p(a) siy sélosi BF ¢(f(a)).

Si existe una inmersién elemental de A en B, decimos que A es elementalmente
inmersible en B. Claramente, si f es una inmersién elemental de A en B entonces f
es una inmersién de A en B (tome ¢(z,y) como la férmula z = y para ver que f es
inyectiva). Observe ademds que el hecho de que A sea subestructura elemental de B es
equivalente a que la inclusién i : A — B sea una inmersion elemental de A en B. En este
sentido es que generalizamos el concepto de subestructura elemental.

Debido a que un isomorfismo entre estructuras en el mismo lenguaje preserva todas

las féormulas del lenguaje, todo isomorfismo es una inmersion elemental. Es interesante
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que encontrar un ejemplo de una inmersién elemental que no sea isomorfismo y que no sea
una inclusiéon no es una tarea simple, aunque por ejemplo en la Teoria de los Conjuntos
las inmersiones elementales son herramientas de uso cotidiano. Tan sélo para comentar
un ejemplo, cualquier inmersién entre el campo de los niimeros complejos C y cualquier

otro campo algebraicamente cerrado es elemental.

1.2. Algunos teoremas clasicos

El teorema de compacidad, sin duda alguna, es uno de los resultados méas valiosos sobre
la l6gica de primer orden. Muchos resultados en la teoria de modelos descansan sobre

este teorema. El lector puede consultar una prueba de este teorema en [End 05, pdg. 142]

1.6 Teorema (Compacidad para la I6gica de primer orden). Sea T una teoria en
un lenguaje L de primer orden. Si cada subconjunto finito de T tiene un modelo, entonces

T tiene un modelo. M

Una de las méas importantes consecuencias del teorema de compacidad es el teorema
de Lowenheim-Skolem. Una prueba de este resultado puede consultarse en [End 05, pag.
154]. Recordemos que si L es una signatura, la cardinalidad del lenguaje L, es el maximo
entre la cardinalidad de L, pensado como un simple conjunto de simbolos, y el cardinal

Ww.

1.7 Teorema (Teorema de L6wenheim-Skolem ascendente). Sea A una L-estructura
infinita y k un cardinal infinito tal que |A| 4+ |L| < k. Entonces A tiene una extension

elemental de cardinalidad k. W

La segunda parte del teorema de Lowenheim-Skolem no requiere del teorema de
compacidad; para deducirla se desarrolla el concepto de Skolemizacién de una teoria
(vea [Hod 93, Seccién 3.1]).

1.8 Teorema (Teorema de Loéwenheim-Skolem descendente). Sea A una L-
estructura, X un subconjunto de elementos de A y k un cardinal tal que |X| + |L| <
k < |A|. Entonces A tiene una subestructura elemental de cardinalidad £ cuyo dominio

contiene a X. N

1.3. Construcciones basicas

El préposito de esta seccién es presentar algunas construcciones de uso corriente en la
teoria de modelos. Consideramos en adelante un lenguaje de primer orden L. A menudo
nos enfrentamos al problema de encontrar una L-estructura que retina ciertas caracteristi-
cas, para ello podemos proceder, por ejemplo, por medio del teorema de compacidad el

cual nos asegura la existencia de una estructura. Otra forma de hacer lo anterior, y a
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menudo muy intuitiva, es construir la estructura poco a poco, digamos, de “pedacito”
en “pedacito”, para al final colectar todo este trabajo en una sola estructura que com-
binara o conservara las caracteristicas que hayamos tenido cuidado de asegurar en cada

paso de la construccion.

Cadenas

Esta es la construcciéon que adelantdbamos al final del parrafo anterior. Comenzamos
con un conjunto de estructuras y deseamos hallar una estructura que extienda a cada
una de las estructuras en el conjunto. Para ello, pronto, nos vemos en la necesidad de

pedir compatibilidad entre los elementos del conjunto.

1.9 Definicién. Sea (4; : i < ) una sucesién de L-estructuras (7 es un ordinal, a veces
llamamos a (A; : i < 7) una 7-sucesién). Decimos que (4; : i < 7) es una cadena si

A; C Aj siempre que ¢ < j < 7.

La prueba del siguiente lema aclara por qué debemos pedir un poco més a las estruc-

turas en el conjunto.

1.10 Lema. Sea (A; : i < v) una cadena de L-estructuras, entonces existe una L-

estructura B tal que A; C B para cada i < 7.

Prueba. Definimos explicitamente a B. Sea dom B=|J,_. dom A;. Si ¢ es un simbolo de

i<y
constante en L, entonces para i < j < -y, como A; es una subestructura de Aj, A = CAJ',
es decir, ¢ es independiente de la eleccién de i. Asi, definimos ¢? = ¢4°. Si F es un

simbolo de funcién en L de n argumentos y a es una n-tupla de elementos de dom B,
entonces los elementos que componen a a estdn en dom A; para alguna ¢ < -, por la
condicién de que las estructuras forman una cadena. Observe que si i < j < vy, entonces
F4i(a) = F4(a), de donde, podemos definir F'Z(a) = F4:(a). Por tltimo, si R es un
simbolo de relacién en L de n argumentos y a es una n-tupla de elementos de dom B,
entonces R (@) si R4 (a) para algtin i < . Tal definicién es correcta pues R4 C R4,
siempre que ¢ < j < <y al ser A; una subestructura de A;. Entonces B es una L-estructura

y es claro por su definicién que B extiende a cada estructura A; coni <~y. B

A la estructura B obtenida mediante el lema anterior se le conoce como la unién de

la cadena (4; : i < ) y es denotada por |J,_., 4;. Este resultado serd bésico a lo largo

1<y
de todo el capitulo siguiente.

El concepto de subestructura es refinado mediante el de subestructura elemental,
analogamente, el concepto de cadena viene a ser refinado por el concepto de cadena

elemental.

1.11 Definicién. Una ~y-sucesién de L-estructuras (A; : i < ) es una cadena elemental,

si A; < Aj siempre que i < j <.
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En particular, cada cadena elemental de estructuras en un lenguaje L es una cadena.
Asi, si (A; 1 i < ) es una cadena elemental, entonces podemos hablar de su unién
U, <y A; gracias al lema 1.10. De hecho, en este caso, podemos asegurar un poco mas de

lo que nos permite tal resultado.

1.12 Teorema (Lema de la cadena elemental de Tarski-Vaught). Sea (A; : i < )

una cadena elemental de L-estructuras. Entonces A =J,_. A; es una extension elemen-

1<y
tal de A; para cada i < 7.

Prueba. Fijemos i < 7. Probaremos que A E ¢(a) si y sélo si A; F ¢(a) para cada
férmula ¢(Z) de L y cada tupla @ de elementos de A;. Naturalmente, procederemos por
induccién sobre la formacién de férmulas. Por el lema 1.10, A; es subestructura de A
para cada i < 7, por lo que la equivalencia es vélida si p(Z) es una férmula atémica
de L. Los casos cuando ¢(Z) es ¥ (7) A x(2) o =¢(Z) son inmediatos. Supongamos que
©(Z) es Iy (Z,y) y que la equivalencia vale para la férmula ¢ (Z,y). Sea @ una tupla de
elementos en A;. Si 4; F ¢(a), entonces hay un elemento a de A; tal que 4; E (@, a). Por
la hipétesis de induccién A E ¢(a,a) y, por la definicién de A, deducimos que A F ¢(a).
Por otro lado, si A F (@), entonces existe j < 7 tal que un elemento d de A; cumple
que A F ¢(a,d). Observe que como en particular (A; : i < ) es una cadena podemos
suponer que j > %; de modo que los elementos que conforman a a también estan en A;.
Por la hipétesis de induccién A; E ¢(a,d), por lo que A; F ¢(a). Como la cadena es
elemental e i < j, A; F p(a). Asi, A; es una subestructura elemental de A = {J,_, 4,

paracadai<~y. W

Modificaciones del lenguaje

Contrastando con las construcciones anteriores, donde el lenguaje siempre permanecio fi-
jo, ahora buscamos obtener nuevas estructuras a partir de una dada realizando modifi-
caciones en el lenguaje. Dados dos lenguajes (de primer orden) Ly Lt con L C L™, una
LT-estructura A puede ser considerada como una L-estructura, simplemente olvidando
la interpretacién (en A) de los simbolos que estén en L™ pero no en L (e interpretando
los simbolos de L de la manera en que eran interpretados por A para L™). A la estruc-
tura asi obtenida se le denota por A|;, y es llamada el reducto de A al lenguaje L. Si
tenemos que C es el reducto al lenguaje L de una estructura A en el lenguaje LT, A es
llamada una expansién de C' al lenguaje L™. El siguiente resultado es en realidad muy

claro teniendo presente la definiciéon de L-homomorfismo.

1.13 Lema. Sean L y Lt lenguajes tales que L C LT. Si A y B son LT -estructuras y
f: A — B es un homomorfismo, entonces f es también un homomorfismo, respecto al

lenguaje L, de A|p, en Bl,. W

Ocasionalmente puede suceder que el lenguaje que consideramos no es suficiente para

expresar todo lo que deseamos. En realidad, muy a menudo extendemos el lenguaje, al
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menos con el fin de simplificar la escritura. Por ejemplo, cuando definimos alguna funcién
o un elemento en la estructura solemos anadir un simbolo al lenguaje para referirnos en
el futuro a tal funcién o elemento. En estos casos siempre tenemos claro que podemos
sustituir tal simbolo por su definicién o al menos justificar por medio de ésta el uso de
aquél. Esta discusién nos llevaria a un concepto importante en la teoria de modelos: el de
definibilidad. Remitimos al lector a [Hod 93, secciones 2.1-2.2] si se encuentra interesado.
A continuacién, nos limitaremos a considerar el caso cuando deseamos referirnos a algunos
elementos de la estructura como constantes, es decir, nombrarlos.

Sea A una L-estructura. Dada una tupla @ de elementos de A posiblemente infinita?,
tomamos tantos simbolos de constante, distintos entre si y distintos a los simbolos de
constante en L, como componentes de a. Digamos que éstos son {¢; };cr y que entonces ¢
denota la tupla, posiblemente infinita, (¢;);ecs. Definimos el lenguaje L(¢) como el lenguaje
que resulta al anadir los simbolos {¢;}ier a L. Convertimos a A en una L(¢)-estructura

(A, a) sencillamente poniendo CEA"_I) = a;, donde suponemos que la tupla @ es (a;);ecs. Si
B es otra L-estructura podemos tomar tantos elementos de B como elementos en [ y
convertir a B en una L(¢) estructura (B, b), donde b es la tupla que forman los elementos

tomados de B, de manera que ¢; nombra a b; para cada i € I.

1.14 Lema. Suponga que A y B son L-estructuras y que (A,a), (B, b) son L(¢)-estructuras.
Entonces f : (A,a) — (B,b) es un homomorfismo si y sélo si f : A — B es un homo-

morfismo tal que f(a) = b.

Prueba. Supongamos que f : (A,a) — (B,b) es un homomorfismo, es decir, f es una
funcién de dom (A4,a) en dom (B,b) que preserva correctamente la interpretaciéon. En
particular para cada simbolo de ¢ constante en L, f(c?) = f(cA®) = (B = ¢B| Las
condiciones para simbolos de funcién o relacién en L son vélidas pues las estructuras A y
(A,a) tienen el mismo dominio (y los simbolos de funcién o relacién en L son los mismos
que en L(¢)). Asi f : A — B es un homomorfismo. Por tltimo, f(a) = f(c4%) =
e(B:b) = b, esto es, f envia @ en b.

En la direccién contraria, supongamos que f : A — B es un homomorfismo que
envia a @ en b. Entonces f(¢4®) = f(@) = b = ¢Bb), mientras que las condiciones
para simbolos de funcién o relacién en L(¢) se satisfacen pues son los mismos que en L.

Concluimos que f es un homomorfismo de (A,a) en (B,b). M

Por comodidad, si X es un conjunto de elementos de la L-estructura A, denotaremos
por L(X) al lenguaje L aumentado por un simbolo de constante por cada elemento de
X. Bajo esta notacién, denotaremos por Thx(A) al conjunto de L(X)-enunciados que

son validos en A. Esto es,

Thx(A) ={¢ | ¢ es un enunciado de L(X) y AE ¢}.

2debe disculparse el uso de la palabra tupla en este caso; en realidad deberfamos decir: sea @ una
tupla o una sucesién infinita de elementos de A.
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Observe que Th(A) C Thx(A), para cualquier conjunto X de elementos de A.

1.4. Los modelos de una teoria

En esta seccién adentraremos en el aspecto de los modelos de una teoria. Cabe decir que
para algunos autores el estudio de los modelos de una teoria, por ejemplo clasificarlos,
contarlos o desarrollar un proceso efectivo que decida cudndo una estructura es modelo
de la teoria, es el objetivo de la teoria de modelos; abundan, por ejemplo, los esfuerzos
por averiguar el nimero de modelos de una teoria, salvo isomorfismo claro. Hay una
conjetura, conocida como la conjetura de Vaught, que establece que cualquier teoria
numerable en un lenguaje de primer orden tiene a lo més w o exactamente 2% modelos.
Se conocen resultados cercanos a la solucién de esta conjetura, M. Morley probd que si
la teoria tiene menos de 2“ modelos, de hecho tiene a lo més w; modelos y S. Shelah
probé que la conjetura de Vaught es cierta para teorias w-estables. Uno de los méas grandes
avances recientes sobre esta conjetura, de hecho sobre su falsedad, estan siendo dados
por R. Knight; aparentemente Knight ha logrado dar un contraejemplo a la conjetura,
pero no se ha logrado un concenso sobre la validez de su argumento.

Dados una teoria T en el lenguaje L y un enunciado ¢ de L, escribimos T' F ¢ si todo
modelo de T es a la vez modelo de ¢, en este caso decimos que ¢ es una consecuencia de
T o que de T se deduce . Si ¢(Z) y 9(Z) son férmulas de L, decimos que son equivalentes
segtn, o médulo, la teoria T' si T E VZ(p(Z) <> ¥(Z)).

Note que si T es una teoria sin modelos, cualquier férmula es consecuencia de T,
incluso las contradicciones. Siendo natural evitar esta trivializacion, en lo posterior, cada
vez que lea “sea T una teoria en el lenguaje L”, el lector debe suponer que tal teoria

posee un modelo.

Completud

Si A es una L-estructura y ¢ es un enunciado de L, entonces ¢ € Th(A) o - € Th(A), de
donde todo modelo de Th(A) serd modelo de ¢ o todo modelo de Th(A) serd modelo de
-, es decir, Th(A) F ¢ o Th(A) E —p. Podemos abstraer esta propiedad para cualquier

teoria.

1.15 Definiciéon. Sea T una teoria en el lenguaje de primer orden L. Decimos que T es

completa en caso de que T F ¢ o T F —p, para cada enunciado ¢ de L.
De inmediato podemos conectar esta definicién con algunos conceptos ya estudiados.

1.16 Teorema. Sea T una teoria en el lenguaje L. Entonces T es completa si y sdlo si

cualesquiera dos modelos de T son elementalmente equivalentes.

Prueba. Supongamos que T tiene dos modelos A y B que no son elementalmente equiva-

lentes, entonces existe un enunciado ¢ de L tal que AF ¢y B F —p. Asi, ni ¢ ni = son
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consecuencia de T'. Por otro lado, si cualesquiera dos modelos de T son elementalmente
equivalentes y ¢ es un enunciado de L, tenemos que todo modelo de T hace vélido a ¢
0 todo modelo de T hace vélido a —p. Es decir, el enunciado ¢ o el enunciado —¢ es

consecuencia de 1. |

Por lo visto previamente, la teoria de una estructura A siempre es completa. Lo que
resulta mas interesante es que el conjunto de consecuencias de una teoria completa es
siempre la teoria de una estructura; hecho que serd consecuencia del préximo corolario,

el cual también muestra una propiedad muy ttil de las teorias completas.

1.17 Corolario. Sea T una teoria completa en L y A una L-estructura que es modelo

de T. Entonces T E ¢ si y sélo si AE ¢, para cada enunciado ¢ de L.

Prueba. Sea ¢ un enunciado de L. Si T F ¢, es obvio que A F ¢ por la definicién de
ser deducible a partir de T'. Por otro lado, si A F ¢, en cualquier otro modelo de T debe

también ser valido ¢ por el teorema anterior, asi que T F . B

En un apartado futuro mostraremos que la teoria del orden denso sin extremos es

completa. Por ahora podemos inducir un ejemplo proveniente del algebra.

Ejemplo. Un campo algebraicamente cerrado K es un campo en el cual todo polinomio
no constante con coeficientes en K tiene una raiz en K. Por ejemplo, el campo de los
nimeros complejos C es algebraicamente cerrado, mientras que los campos Q y R no
lo son. Considere la teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica 0,
denotada por ACFy, esta es la teoria que contiene todos los axiomas de ser un campo

anadiendo los siguientes enunciados:
. p-1+#0 para cada p € N*;
. Yag,...,ap3x(ap + a1z + -+ + apz™ = 0) para cada n € N*.

Entonces la teoria ACFq es completa, afirmacién que probaremos en el siguiente apartado.

Categoricidad

Después de la caracterizacién para teorias completas dada en el teorema 1.16 uno puede
preguntarse por otro tipo de propiedad que cumplan todos los modelos de la teoria. Por
ejemplo, que para cualesquiera dos modelos de T" entre los cuales exista una inmersién,
tal inmersion siempre sea elemental; esta propiedad fue estudiada por A. Robinson, quien
llamé a esta condicién modelo completud. Asi, una teoria T es modelo completa si cada
inmersién entre dos modelos de T es elemental. Como otro ejemplo, quizd méas natural
que el de modelo completud, podemos pensar en una teoria cuyos modelos sean todos
isomorfos; éste es un concepto importante.

Una teoria es categorica si cualesquiera dos de sus modelos son isomorfos. Si la teoria
tiene un modelo infinito, entonces no puede ser categdrica, sencillamente porque el teo-

rema de Lowenheim-Skolem (pédgina 8) asegura que la teoria tiene modelos de cualquier
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cardinalidad infinita.

Por lo tanto, una teoria categorica sélo puede tener modelos finitos. Ademas, cualquier
teoria categdrica debe ser completa. En efecto, la categoricidad implica que cualesquiera
dos modelos de la teoria son elementalmente equivalentes y esto, por una proposicién
anterior, significa que la teoria es completa.

Maés aun, podemos probar que lo reciproco de lo visto en el parrafo anterior es cier-
to también, es decir, que cualquier teoria completa que tiene algin modelo finito es

categérica. Primero verificaremos un hecho que ya habiamos previsto.

1.18 Proposicién. Sean A y B L-estructuras elementalmente equivalentes. Si A es

finita, entonces A y B son isomorfas.

Prueba. Si la cardinalidad de A es n para algiin ntiimero natural n, el enunciado de

primer orden que dice que existen exactamente n elementos, a saber,
Jzo, ..., Tho1 /\ xi;«éxj/\vgc(\/x:xi)
<j<n i<n

es valido en A. Por lo que B hace vélido este enunciado y necesariamente B también

tiene exactamente n elementos.

Supongamos que dom A = {ag,...,a,_1}. Sean cy,...,c,—1 simbolos distintos de
constante que no estén en L. Denotaremos ¢ = (cg,...,Cn—1) y Para m < n, ¢ly, =
(coy---5Cm—1); similarmente queda definida la notacién @l,,. Definimos Ay = A y para

0 < m < n definimos 4,, = (4, d|.,). Entonces A, es una L(&|,)-estructura y si k < m,
Ay es reducto de A,,. Definiremos para cada m < n, una L(¢|,,)-estructura B,, de tal

forma que A,, = B,, y siempre que k < m < n se tenga que B} sea reducto de B,,.

Pongamos By = B, entonces por hipdtesis By = Ap. Supongamos que B,,, para un
m < n, ha sido definida de forma que A,, = B,, y B,, es una expansién de cada Bj, si
k < m. Para definir a B,,,+1 debemos dar una interpretacién adecuada al simbolo ¢,

. B - .
necesitamos que ¢;;”"" sea un elemento de B que haga vélidos exactamente a los mismos

. - A
enunciados que hace vélidos ¢, "t

en A,,+1. Sea ¢ un enunciado de L(¢|,,+1) en el que
si aparece ¢, y tal que A, 41 E ¢. Consideremos la L(¢|,,)-férmula ¢'(x) que resulta de
sustituir por la variable x cada una de las apariciones de ¢,, en ¢. Entonces Jz¢’(x) es
un L(¢|y,)-enunciado. Més ain, veamos que es un L(c|,,)-enunciado valido en A, . Como
Api1 F &, Ay F qb'(cf{”“); pero i es un elemento de dom A1y domA,, 1=
dom A,,, as{ que A,, E qﬁ’(cﬁ{"“). Lo anterior implica que A,, E Jx¢'(x).

Ahora, como A,, = B,,, tenemos que B,, F Jx¢’(x). Denotemos por ¢ al conjunto
{b € dom B | B, F ¢/(b)}; por lo anterior, gZ; # . Esto ocurre para cada enunciado ¢
en el que si aparece el simbolo ¢, y que es valido en A,, 1, pero lo que buscamos es un

elemento de dom B que esté en todos y cada uno de los conjuntos é para cada uno de
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estos enunciados. Necesitamos probar que si
S ={¢ | ¢ es un L(¢|m41)-enunciado en el que si aparece ¢y y Ami1 E ¢},

entonces [ S # (). Primero que nada, observemos que S es no vacio y finito. Consideremos
el enunciado a como ¢, = ¢, este enunciado es claramente valido en A,,41 y por lo
tanto & estd en S. También S es finito, pues es un subconjunto de la potencia de dom B,
y ya verificamos que B es finita. Veamos que en efecto (S # (. Supongamos que
S = {(ﬁo, ol ér}, entonces 1 definido como la férmula ¢g A @1 A -+ A ¢, es un L(¢|m+1)
enunciado en el cual ¢, si aparece (pues aparece en cada ¢x) y que de hecho es valido
en A, 11, al ser una conjuncion finita de enunciados validos en A,, ;1. Entonces 1[) #0y
claramente 77[3 C d;k. para cada k < r. De este modo, (S contiene a 1[1 y, por lo tanto, no
es el conjunto vacio.

Sea b € (S, definimos By, 11 = (B, b), es decir, la interpretacién de ¢, en By, 41 es
b. Claramente By, 11 es una L(¢|,41)-estructura y es una expansién de By siempre que
k < m+ 1. Sélo resta verificar que es elementalmente equivalente a A,, 1. Si ¢ es un

L(€|,m41)-enunciado, se tienen dos casos:

(a) Si ¢ esun L(,,)-enunciado. Tenemos que A, 11 F ¢ es equivalente a A,, E ¢, pero
como A,, = B,,, esto es equivalente a que B,, F ¢, que a su vez es equivalente a
que B,+1 F ¢.

(b) Si ¢, sf aparece en ¢. Si A1 F @, ® esté en Sy, por lo tanto, Bpy1 E ¢/(Cﬁm+1)7

de donde B,,+1 F ¢. Por construccion, si B,,+1 F ¢, tenemos que A,,+1 también

hace valido a ¢.

Hemos terminado la construccion de las estructuras B,,.

Estamos ahora en posicién de poder definir el isomorfismo entre Ay B;sea f : A — B
la funcién dada por f(a;) = c? ™. Entonces f es inyectiva pues si a; y a; son elementos de
dom A, entonces ¢; # c; es valido en A,,. Como A, = B, el enunciado ¢; # ¢; también
es valido en B,,, es decir, f(a;) = cf” + cf” = f(a;). Luego, como dom A y dom B son
conjuntos con la misma cardinalidad finita, al ser f inyectiva también debe ser sobre.
Por lo tanto, f es biyectiva.

Es de caracter técnico probar que f es un L-homomorfismo; por ejemplo, si R es un
simbolo de relacién en L de m argumentos y A F R4(eg,...,em_1), con €q,...,em_1
elementos de A, basta elegir correctamente a k de tal forma que en Aj ya hay nom-
bres para los elementos e, ..., e,—1. En tal caso, denotemos por ¢ al L(c|x)-enunciado
que resulta de sustituir cada e; por su nombre en la férmula R(eg,...,€,—1); tene-
mos que A F ¢ (pues Ay es expansiéon de A). Por la construccién de By, Bx E ¢, y
mediante la definicién de f y la sustitucion de nombre por elemento, concluimos que
BE RB(f(eo),---, f(em—1)). Andlogamente se verifican las condiciones para sfmbolos de

funcién y de constante en L. Concluimos que A=y B. N
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De esta 1ltima proposicién obtenemos inmediatamente nuestra afirmacién.

1.19 Proposiciéon. Sea T una teoria completa con un modelo finito. Entonces T es

categorica.

Prueba. Sea A el modelo finito de T'. Si B es un modelo de T', B debe ser elementalmente

equivalente a A, pues T' es completa. Por la proposiciéon anterior, B es isomorfo a A. W

Lo anterior senala que la condicién de categoricidad de una teoria no es muy ttil.

1.20 Definicién. Sea T una teoria en el lenguaje L y x un cardinal. Decimos que T'
es k-categorica si cualesquiera dos modelos de T' de cardinalidad x son isomorfos. Una

L-estructura A es k-categérica en caso de que Th(A) sea k-categdrica.

Un ejemplo trivial es que cualquier conjunto finito es una (-estructura x-categérica
para cualquier cardinal finito o infinito . El siguiente resultado nos dice que para hallar

teorias categoricas para alguna cardinalidad, basta buscar entre las teorias completas.

1.21 Teorema (Criterio de Vaught). Sea T una teoria en L que no tiene modelos

finitos, y k un cardinal no menor a |L|. Si T es k-categdrica, entonces T es completa.

Prueba. Si T no es completa, existe un enunciado ¢ de L que no es consecuencia de 7.
Asi, existe un modelo de T' que es modelo de ¢ y otro modelo de T que es modelo de
—p. Como T no tiene modelos finitos, estos dos modelos son infinitos. Por el teorema de
Lowenheim-Skolem y la hipdtesis de que |L|+w < &, cada uno de estos modelos tiene una
extension elemental de cardinalidad k, estas extensiones no pueden ser isomorfas pues
una hace vélida a ¢, mientras la otra hace valida a —. Por lo tanto, T' no es k-categdrica.
|

Ejemplo 1. Con la técnica conocida como “back-and-forth”, que es por si misma una he-
rramienta muy interesante en teorfa de modelos (para darse una idea de ello, véase [Hod 93,
seccién 3.2]), uno muestra que cualesquiera dos érdenes lineales densos, sin extremos y
numerables son isomorfos (se puede ver una prueba de ello en [ACyM 11, pag. 23]). Asi,
si TOD es la teoria en el lenguaje {<} que consta de los enunciados

(i) VeaxLa, Ve,y,z(e <yAhy<z—oz<z)yVr,ylrt<yVy<azVze=y),

(i) Vedy(z <y)y VaIy(y <),

(i) Ve,y(z <y — Jz(z < 2z <vy));

los cuales definen a los érdenes lineales densos y sin extremos, entonces TOD es w-
categorica. Mas atin, como no hay érdenes lineales densos y sin extremos finitos, por el
teorema anterior TOD es completa. De manera extra, podemos observar que el teore-

ma 1.16 nos da otra prueba de que (R, <) es elementalmente equivalente a (Q, <), al ser

ambas modelo de la teoria TOD y esta tltima ser completa.
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Sin embargo, la teoria del orden lineal denso sin extremos del ejemplo anterior no
es k-categérica para cualquier cardinal no contable? x. Un tratamiento de ello, y de
algunos otros tépicos respecto a los 6rdenes lineales densos no contables, puede hallarse
en [Ros 82, cap. 9].

Ejemplo 2. Considere la teoria ACFy, descrita en el apartado anterior. Un resultado muy
conocido de dlgebra afirma que cualesquiera dos extensiones algebraicamente cerradas de
un campo son isomorfas (vea por ejemplo [Hun94, Teorema 3.6, pdg. 259]). Esto en
particular implica que cualesquiera dos campos algebraicamente cerrados con la misma
cardinalidad y misma caracteristica son isomorfos (pues ambos tiene el mismo grado
de trascendecia sobre su campo primo); en otras palabras, ACFo es k-categérica para
cualquier cardinal k. Como los modelos de ACF, son infinitos (todos los campos finitos
tienen necesariamente caracteristica positiva), concluimos por el criterio de Vaught que

ACFy es completa, como deseabamos verificar.

Ademd&s podemos mostrar que la hipdtesis de que la teoria sélo tenga modelos infinitos

es imprescindible en el criterio de Vaught, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Considere la teoria T" de los grupos en los que todo elemento tiene orden
2 (cada elemento es igual a su inverso). Supongamos que G es un modelo infinito de
T, es decir, un grupo en el que cada elemento tiene orden 2. Al multiplicar por z a
la izquierda y por y a la derecha, la siguiente igualdad nos permite concluir que G es
abeliano, e = (zy)? = zyxy. Podemos ver que G es un espacio vectorial sobre el campo
Zo, simplemente definimos la estructura por medio de 1-x =z y 0 -z = e, para cada
elemento x de G. Mds aidn, al ser GG infinito, si 8 es una base de G, el nuimero total
de combinaciones lineales de elementos de 8 con coeficientes en Zy es 2|3|. Lo anterior
fuerza a que la cardinalidad de /3 sea |G| y con ello G debe tener dimensién |G| sobre Zs.

Es claro ahora que cualquier otro modelo infinito de 7' con la misma cardinalidad
que G es isomorfo a G (pues serfan espacios vectoriales de la misma dimensién sobre
Zs). Esto muestra que T es k-categérica para cada cardinal infinito. Sin embargo, T' no
puede decidir el enunciado Jz3y(x # y AVz(z = 2 V 2z = y)), ya que el grupo abeliano

Z
neN ~2;
que también es modelo de T', no lo es. Asi, T' no es completa. La falla proviene de que T

Zs es modelo de T y en él es cierto este enunciado, pero en la suma directa €

tiene un modelo finito, a saber, Z,.
En este caso es muy facil encontrar una extensiéon de esta teoria que si sea completa;
considere el enunciado v, que asegura que hay exactamente n elementos, entonces T U

{1y, | n € N} es una teorfa completa en virtud del criterio de Vaught.

El concepto de k-categoricidad tendra un papel central en la discusién de los préximos
capitulos; otros aspectos o sofisticaciones del concepto de k-categoricidad tendran lugar

cuando sea natural su estudio.

3En todo este trabajo, contable refiere a una cantidad (cardinalidad) finita o numerable
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Universalidad

Entre los muchos importantes conceptos de la Teoria de Modelos que podemos definir con
el trabajo previo en este capitulo cabe mencionarse el de universalidad. Posteriormente
—en los capitulos segundo y cuarto— presentaremos un concepto similar al de este

apartado.

1.22 Definicién. Sea k un cardinal. Una L-estructura A es k-universal si cualquier
L-estructura de cardinalidad menor que x y elementalmente equivalente a A es elemen-

talmente inmersible en A. A es universal si es |A|T-universal.

Observe que de tener una teoria completa 7"y un cardinal x, un modelo k-universal
de T es una estructura en la cual cualquier otro modelo de T de cardinalidad menor a &
es elementalmente inmersible.

No es nuestro préposito mostrar todo el poder de estas definiciones, que unidas a otros
conceptos, principalmente el de saturacién, llevan a construcciones y caracterizaciones
de modelos muy especiales. Tan sélo mencionamos algunos aspectos, mas bien triviales,

de estos conceptos.

1.23 Teorema. Sea A una L-estructura k-universal para un cardinal k. Si A es un

cardinal menor que Kk, entonces A es A-universal. W

Ejemplo. Toda estructura finita A es k-universal para cualquier cardinal x > |A|. Para
verificar esto, sea A una L-estructura. Observe que la condicién de que la estructura
tenga cardinalidad menor que k es en este caso superflua, pues si B es una L-estructura
elementalmente equivalente a A, entonces B tiene la misma cardinalidad que A (pag. 14).
En la proposicién 1.18 probamos que bajo estas hipdtesis, A y B son isomorfas. El
isomorfismo (o su funcién inversa) es precisamente el testigo de la inmersibilidad de B
en A.

El lector no volverda a ver en parte alguna de este trabajo los conceptos de uni-
versalidad de esta seccién. Sin embargo, posteriormente estableceremos el concepto de
universalidad respecto a una clase de estructuras. No deben confundirse estos usos de

universalidad que, aunque dejan una sensacién de familiaridad, no son el mismo.

Eliminacion de Cuantificadores

Una férmula de L es libre de cuantificadores si ningtin cuantificador (universal o exis-
tencial) aparece en ella. Como veremos mds adelante, cuando lleguemos a los resultados
que perseguimos en el presente trabajo, las formulas sin cuantificadores tendran un papel

importante. El concepto relacionado con ellas es el siguiente.
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1.24 Definiciéon. Sea T una teoria en el lenguaje L. Decimos que T tiene o admite
eliminacién de cuantificadores si cada férmula ¢(Z) de L es equivalente médulo T a una

férmula libre de cuantificadores de L.

Si la teoria T tiene eliminacién de cuantificadores, entonces todas sus consecuencias
son equivalentes a formulas sin cuantificadores, por lo que, por ejemplo, para saber si T
es completa basta verificar si cada enunciado libre de cuantificadores es consecuencia o
no de T'. De hecho, continuando el anélisis previo encontraremos que, entre otras cosas,
la eliminacién de cuantificadores implica la decidibilidad de la teorfa (esto es, podemos
decidir efectivamente si un enunciado es o no consecuencia de la teorfa), siempre que su
lenguaje sea recursivo (vea [Hod 93, seccién 2.7]).

Para el siguiente ejemplo se debe tener en mente que para cualesquiera dos tuplas
a=(ag...,an_1)y b= (by,...,b,_1) de elementos de Q, tales que ag < ... < an_1
y bp < ... < by_1, existe un isomorfismo de (Q, <) en si mismo que envia a; en b;,
para cada i < n. Dicho de otra forma, cualquier isomorfismo entre partes finitas de Q se
puede extender a un isomorfismo de todo Q en si mismo. Pero no nos adelantemos, ya

vendra una prueba y una discusion de esta situacién en el siguiente capitulo.

Ejemplo. La teoria del orden denso, TOD, admite eliminaciéon de cuantificadores. Por
el ejemplo de una seccién anterior (pag. 16), TOD es completa. Asi, si ¢ es un enunciado
del lenguaje {<} y TODE ¢, entonces TODE (¢ < zg = xg); por otro lado, si TOD
E -, tenemos que TOD F (¢ < xg # x0). Para continuar, una observacién importante
es que por el corolario 1.17, para cualquier férmula ¢(Z) del lenguaje {<}, si existe una
férmula ¢ (z) libre de cuantificadores tal que (Q, <) F VZ(¢(Z) <> ¢(Z)), entonces TOD F
VZ(p(Z) <> ¢¥(T)). Sea, entonces, p(Z) una férmula del lenguaje {<}. Sia = (ag, ..., an—1)
es una tupla de elementos de QQ, entonces los elementos que componen a a deben estar
ordenados de alguna forma, por lo que a debe satisfacer en (Q, <) alguna de las férmulas

1¥s(Z) que describimos en seguida. Para cada funcién s : n x n — 3 sea,

¥s(T) = /\ T =2 N /\ T <xj A /\ Ti > Ty

s(4,7)=0 s(i,5)=1 s(i,5)=2

Estas férmulas describen todos los posibles ordenamientos de n elementos (probablemente
algunas de las férmulas 9, describen un ordenamiento imposible). Definamos a S, como
el conjunto de todas las funciones s de n x n en 3 para las cuales existe una tupla a de
elementos de Q tal que (Q, <) F p(a) As(a). Si S, es vacio, significa que ninguna tupla
de elementos de Q satisface a ¢(Z), de donde (Q, <) E ¢(Z) +> z9 # . En contraste,
si S, no es vacio, definimos la férmula ¥(Z) como \/S€S¢ 15(Z). Por la definicién de S,
tenemos que (Q, <) F ¢(z) — ¢(Z). Ahora verifiquemos la validez de la implicacién
reciproca, si hay una tupla b tal que (Q, <) F (D), entonces existe una funcién s € S,,
tal que b satisface a 1,(Z). Como S, no es vacio, existe una tupla a de elementos de Q
tal que (Q, <) E ¢(a@) A 9s(a). Observe que la validez en (Q, <) de las férmulas ¢s(a)
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y 14(b), tenemos que @ y b estan ordenados de la misma forma, es decir, existe una
isomorfismo parcial entre estas tuplas. Por lo dicho antes de iniciar el ejemplo, existe
un isomorfismo de (Q, <) en si mismo que envia @ en b. Asi, (Q, <) F ¢(b) y entonces,
(Q, <) F (@) - o).

Por lo tanto, (Q, <) F VZ(p(Z) <> ¥(Z)), donde claramente 1(Z) es férmula de {<}
libre de cuantificadores, y entonces, sea que S, es vacio o no, () es equivalente a una

{<}-férmula libre de cuantificadores.

Como el lector puede ya suponer, mostrar que una teoria admite eliminacién de cuan-
tificadores es una tarea predominantemente técnica y puede tomar su tiempo. Felizmente,
para verificar que una teoria admite eliminacién de cuantificadores basta concentrar nues-
tro esfuerzo en férmulas con un cuantificador existencial, lo que queda concretado en el

siguiente lema.

1.25 Lema. Sea T wuna teoria en el lenguaje L. Suponga que para cada formula libre de
cuantificadores o(Z,y) de L existe una formula libre de cuantificadores ¥(Z) de L tal que

T F Jyp(z,y) <> ¥(Z). Entonces T admite eliminacidn de cuantificadores.

Prueba. Sea ¢(Z) una férmula de L. Probaremos por induccién sobre la construccién de
»(Z) que T E VZ(p(Z) <> ¢(Z)) para alguna férmula libre de cuantificadores ¢(z) de L.
Si p(Z) es —¢'(Z) y existe una férmula ¢’ (Z) libre de cuantificadores a la cual ¢'(Z) es
equivalente médulo T', entonces T E VZ(p(Z) + —¢'(Z)). En el caso en que ¢(Z) es la
formula ¢o(7) Ap1(2)* y existen las férmulas libres de cuantificadores 1o(%) y ¥1(2) tales
que T F VZ(p;(§) <> ¥i(Z)) para i = 0,1, entonces T F VZ(p(Z) <> (¢o(Z) A1(Z))). Por
lo tanto, en los ambos casos anteriores () es equivalente médulo T' a una férmula libre
de cuantificadores.

Para terminar, supongamos que ¢(Z) es Jy0(Z,y) v que T E VZ(0(Z,y) < ¥'(Z,y)),
donde ¢'(Z, y) es una férmula libre de cuantificadores. Entonces claramente T' F VZ(¢(Z) <>
Iy’ (Z,y)), méds atn, por la hipétesis existe una férmula libre de cuantificadores ¥ (T)
tal que T EVZ(Jyy'(Z,y) > ¥(T)), asi que T EVZ(p(Z) < ¥(z)). N

El siguiente teorema da una condicién sobre los modelos de una teoria para que ésta
admita eliminacién de cuantificadores. Omitimos su prueba debido a que esta emplea
el concepto de diagrama de una estructura, concepto que, aunque esencial en muchas
demostraciones de teoremas en teoria de modelos, decidimos omitir en este trabajo.

Puede consultar el resultado y el trayecto hacia su prueba en [Mar 02, seccién 3.1].

1.26 Teorema. Sea T wuna teoria en el languaje L. Suponga que para cada férmula
libre de cuantificadores o(Z,y) de L, cualesquiera modelos A y B de T, cualquier L-
subestructura comin C de A y B y cada tupla ¢ de elementos de C, si existe un elemento
b de B tal que B E ©(C,b), entonces existe un elemento a de A tal que A F ¢(c,a).

Entonces, T admite eliminacion de cuantificadores. W

4En este punto se asume que las variables en las tuplas § y Z se encuentran en la tupla Z.
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Como ya comentabamos antes, la eliminacién de cuantificadores es una propiedad
muy util. En el area de la clasificacién de teorias, para verificar si una teoria tiene
cierta propiedad (de primer orden) se inicia por revisar si la teorfa admite eliminacién
de cuantificadores, ya sea porque la propiedad en discusiéon implica la eliminacién de
cuantificadores o porque al simplificar las férmulas deducibles a partir de la teoria sea
mas facil verificar si la teoria tiene la propiedad.

El concepto de eliminacién de cuantificadores es susceptible de generalizarse de ma-
nera natural. Sean K una clase de L-estructuras y ® un conjunto de férmulas de L,
decimos que ® es un conjunto de eliminacién para K si para cada férmula ¢(z) de L,
existe una férmula ¢*(Z) que es combinacién booleana de férmulas en ® y tal que ¢(Z)
es equivalente a ¢*(Z) en cada estructura de K. Decimos que ¢ es una combinacién
booleana de férmulas en @ si es una férmula en ® o es la negacién de una férmula en
®, 0 es una conjuncién de férmulas o la negacién de una conjuncién de férmulas que ya
eran combinacién booleana de férmulas en ®.

Por ejemplo, una observacién trivial es que el conjunto de todas las férmulas del
lenguaje L siempre es un conjunto de eliminacién para cualquier clase K de L-estructuras.
Ademas, que la teorfa T admita eliminacién de cuantificadores es equivalente a que el
conjunto de todas las férmulas libres de cuantificadores del lenguaje L forme un con-
junto de eliminacién para la clase Mod (T'), la clase de todos los modelos de T'. Esta

generalizacion tiene aplicaciones en otras ramas de la logica.
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Capitulo 2

Estructuras homogéneas: El

limite de Frailssé

En las primeras secciones de este capitulo definiremos nuestros principales objetos de
estudio: las estructuras homogéneas y universales. El resultado que probaremos en las
posteriores secciones es de una vital importancia en el estudio de las estructuras ho-
mogéneas. Una buena parte de la investigacion sobre estructuras homogéneas se centra
tan sélo en este resultado; el siguiente capitulo dard una muestra de ello. Las estructuras
a las que daremos existencia en este capitulo mediante el resultado principal tienen una
caracteristica extra muy importante: resultan estructuras universales. Iniciamos con esta

nocion.

2.1. Estructuras k-universales

Cualquier orden lineal contable es inmersible en el orden usual de los ntimeros racionales
(una prueba de ello puede consultarse en [ACyM 11, pdg. 26], aunque mds adelante en el
capitulo esto se desprende de uno de los resultados). Esta caracteristica nos hace pensar
que el conjunto de los nimeros racionales con su orden usual es “universal” respecto a
la clase de érdenes lineales contables, pues contiene una copia de cada elemento de dicha
clase. Un caso trivial de este fenémeno es cuando se toma la clase de todas aquellas
estructuras que son inmersibles en una estructura A, pues claramente A tomaria el papel

de universal respecto a tal clase. Concretemos qué es lo que ocurre en estos ejemplos.

2.1 Definicién. Sean L un lenguaje, K una clase de L-estructuras y s un cardinal. De-
cimos que una L-estructura A es (K, k)-universal si cada elemento de K de cardinalidad
menor a k es inmersible en A. En particular, si A es (K, |A|*)-universal, decimos que A

es K-universal.
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Ejemplo 1. Sea K la clase de todos los 6rdenes lineales, entonces (Q, <), la estructura
de los nimeros racionales con su orden usual, es un orden lineal K-universal, pues, como

comentamos antes, cualquier orden lineal contable es inmersible en (Q, <).

Ejemplo 2. F. Hausdorff mostré la existencia de los érdenes lineales H, de cardinalidad
3, para cada ordinal a. Por ejemplo, Hy es isomorfo a los nimeros racionales con su
orden usual. Segun la construcciéon de Hausdorff, resulta que si K es la clase de érdenes
lineales, H,, es (K, J,)-universal. Una prueba de ello, y mds sobre los 6rdenes H,, —mejor

conocidos por su tipo de orden 7,—, puede consultarse en [Har 05, seccién 4.3].

Naturalmente, la pregunta obligada es: Dada una clase de L-estructuras relacionales
K y un cardinal x, jbajo qué condiciones podemos garantizar que existe una estructura
(K, k)-universal en K? En [Jén56], B. Jénsson respondié a esta pregunta. Imponiendo
una serie de condiciones a la clase K y al cardinal s, probé que se puede garantizar
la existencia de una estructura universal de cardinalidad x. Pocos anos después, Jéns-
son mostrd que estas mismas condiciones son suficientes para garantizar la existencia
de una estructura homogénea. En el cuarto capitulo discutiremos estas condiciones y
mostraremos los resultados contenidos en [J6n 56] sobre la existencia de estructuras uni-
versales.

En el presente capitulo mostraremos un resultado menos general que el que apare-
cerda en el capitulo cuatro, mostraremos que lo que entenderemos por una estructura
homogénea de cardinal w serd universal para una clase de estructuras que satisfaga cier-

tas condiciones.

2.2. Estructuras homogéneas

Un sinénimo de la palabra homogeneidad es uniformidad. Si para conocer algo, para
saber su consistencia o su apariencia, nos basta con observar sélo una pequenia parte
de ella, entonces decimos que aquello es uniforme u homogéneo. Esta es la situacién en
una estructura homogénea: una vez que tenemos determinado el comportamiento de una

parte menor de la estructura, tendremos el comportamiento general de ella.

2.2 Definicién. Sean L un lenguaje y A una L-estructura. Decimos que A es homogénea
si cualquier inmersién de una subestructura finitamente generada de A en A se extiende

a un automorfismo de Al.

Hay una variedad formidable de estructuras homogéneas de interés matematico; a lo

largo de este capitulo conoceremos muchas de ellas.

lCabe mencionar que algunos autores llaman estructuras ultrahomogéneas a las estructuras que en
este trabajo, y para la mayoria de autores, llamaremos homogéneas.
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Ejemplos de estructuras homogéneas I

Probablemente, el lector ya ha trabado conocimiento con al menos una estructura ho-
mogénea, tal vez nunca fue expuesta en tales términos, pero la cualidad es tan importante
que no pasa desapercibida; hablamos del conjunto de los ntimeros racionales con su or-
den usual. En seguida presentamos tal ejemplo y listamos algunos méas. En la proxima
seccién, el concepto de homogeneidad débil y una proposicién sobre este concepto habi-
litaran nuevos ejemplos.

Tradicionalmente se denota por Ly a la signatura con un solo simbolo de relacién
de dos argumentos. L es el lenguaje de muchas estructuras mateméaticas importantes,
entre ellas, los érdenes y las graficas. Observe que ademds, en general, si L es un lenguaje
relacional, una subestructura finitamente generada es finita.

Ejemplo 1. Veamos que la estructura linealmente ordenada de los niimeros racionales,
(Q, <), es una Lg-estructura homogénea. Observe primeramente que una subestructura
finita de Q no es mds que un orden lineal finito. Sea A = {ao, a1, ...,a,—1} un conjunto
finito de elementos de Q, sin pérdida de la generalidad supongamos que ag < a1 < ... <
ap—1- Si f : A — Q es una Lgp-inmersién, entonces f preserva el orden (pues es un

homomorfismo de dérdenes), es decir, f(ag) < f(a1) < ... < f(an—1).

ao ap a2 An—2 Ap—1
Q ___ - - . - - ___
L g
g 90 g1 gn—1 g
I T
Q--- o o o o o -
f(ao) fla1)  f(az) flan—2) flan—1)

Por el teorema de caracterizacién del orden lineal Q como el tinico orden numerable,
denso y sin extremos ( [ACyM 11, Teorema 1.28]), si a < b con a,b € Q, los intervalos
(—00,a),(a,b) y (b,o0) son isomorfos, con el orden natural heredado, a (Q, <).

Sean ¢,9’, 90,91, - - - gn—1 Lo-homomorfismos tales que g : (—o00,ag) = (—o0, f(ao)),
g i (an-1,00) = (flan-1),00) y gi : (ai,ai+1) = (f(ai), f(ai1)) para cada i < n —
1. Entonces f = gUg UgoU---Ug,_1 Uf es un Lg-automorfismo de (Q, <) que
por construccién extiende a f. Lo anterior nos permite concluir que (Q, <) es una Lg-
estructura homogénea.

Ejemplo 2. Sea D un conjunto cualquiera (una @-estructura). En este caso, las subestruc-
turas de D corresponden simplemente a subconjuntos no vacios de D y las inmersiones a
funciones inyectivas. Si A es una subestructura finita de Dy f : A — D es una funcién
inyectiva, es claro que f se puede extender a una permutacién de D. Asi, todo conjunto

es homogéneo.
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Ejemplo 3. Sea A una Lg-estructura numerable en la que el simbolo en L se interpreta
como una relacién de equivalencia (sobre el dominio de A), para la cual todas las clases
de equivalencia son numerables y hay un nimero numerable de ellas (dicho de otra forma,
la relacién parte el dominio de A en w subconjuntos de cardinalidad w). Mostraremos que
A es homogénea. Sea B = {by,...,b,_1} una subestructura (finita) de Ay f: B — A
es una Lg-inmersién. Tenemos que para cualesquiera b;,b; elementos de B, si b; y b;
pertenecen a la misma clase de equivalencia, entonces f(b;) y f(b;) pertencen a la misma
clase de equivalencia. Supongamos que {A; };<. es la particién en w subconjuntos infinitos
de dom A inducida por la relacién de equivalencia. Observe que entonces existe k < n
y existen indices ig,...,ix—1 de tal forma que A;; N B # 0 (j < k). A su vez existen
indices iy, .. .,i,_, tales que f[BNA;] C Ay (5 < k), pues las imdgenes de elementos
relacionados estdn relacionadas. Para j < k sea f;, : A;;, — Ai3_ una funcién biyectiva
que extiende a f] Ai,NB- Observe que existe una funcién biyectiva T de w en si mismo
que extiende al mapeo i; — i (j < k); para i € w\{io,...,ik—1} sea fi : Ay — Ag)
una funcién biyectiva. Entonces f = J,_,, fi es un Lg-automorfismo de A que extiende

a f. Por lo tanto, A es una estructura homogénea.

Al tratar con estructuras algebraicas se debe tener mucho cuidado en la eleccion del
lenguaje si queremos conservar resultados sobre ellas. En el siguiente ejemplo, la eleccién
del lenguaje es correcta, pues asi elegido las subestructuras del espacio vectorial corres-
ponden a subespacios vectoriales y las inmersiones a transformaciones lineales inyecti-
vas (monomorfismos de espacios vectoriales). En otros ejemplos posteriores se tendrd la
misma delicadeza de elegir el lenguaje correctamente, de tal modo que subestructuras
correspondan a subespacios, subcampos, subanillos, etcétera, segin nuestra estructura

en cuestién sea un espacio, un campo, un anillo, etcétera.

Ejemplo 4. Considere un campo finito F' y V un espacio vectorial de dimensién nu-
merable sobre F. Entonces V' es numerable y un lenguaje L apropiado para V es: un
simbolo para la suma en V', un simbolo de funcién para la asociacién de inversos aditivos,
un simbolo para el vector cero de V y un simbolo por cada elemento del campo que se
interpreta como el producto escalar por ese elemento. Note que entonces el lenguaje L es
finito. Ahora suponga que W es un subespacio de dimensién finita de V' (en este caso, una
L-subestructura finitamente generada de V') y que f: W — V es una transformacién
lineal inyectiva (es decir, una L-inmersién). Si 3 es una base de W, existe una base 3 de
V' que extiende a . Asimismo, si v es un conjunto linealmente independiente maximal
contenido en f[3], existe una base ¥ de V que extiende a . Tomemos a T : \8 — 7\
como una funcién biyectiva, tal funcién existe, pues 5\3 y 4\ son ambos numerables.
Definimos a f :  — 3 como: f(z)siz € By T(x) siz € 5\B. Por un teorema conocido
de Algebra Lineal, f se puede extender a una transformacién lineal biyectiva de V en
sf mismo. De esta forma, f es un automorfismo de V que extiende a f y, por lo tanto, V

es una L-estructura homogénea.
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Ejemplo 5. Podemos replantear el ejemplo 2 de la siguiente forma. Considere un conjunto
cualquiera A. Esta vez pensaremos en A como una Lg-estructura, donde el simbolo de Lg
se interpreta como la relacién vacia. Asi, A es un orden parcial en el que los elementos
son incomparables dos a dos, es decir, A es una anticadena de longitud |A|. Lo dicho en

el ejemplo 2 nos permite concluir que toda anticadena es una estructura homogénea.

Considere dos 6rdenes parciales (A, <4) y (B, <g), definimos el orden parcial A[B]
como aquel con dominio A x B y relacién de orden dada por (x,y) <A[B] (z,w) siy s6lo
siz <yqzozxz=2z2yy <p w. Consideraremos en lo siguiente cada n, con 1 < n < w,
como la anticadena de n elementos, es decir el orden parcial en el cual ningtin elemento

esta relacionado con otro.

Ejemplo 6. Consideremos el orden parcial n[Q], con 1 < n < w. Observe que en este
caso la relacién de orden es en realidad (i,p) < (j,¢) si y sélosii = jy p <g ¢q. Este

orden se ve como sigue.

Mostraremos que este orden parcial es homogéneo. Sean A una subestructura finita de
n[Q] y f: A — n[Q] una inmersién de érdenes parciales. Para cada i < n para el cual
(dom A)N({i} x Q) es no vacio, definamos la estructura A; cuyo dominio es tal conjunto
y cuya relacion es la heredada de A. Tenemos una funcién inyectiva inducida por f en
el conjunto de las columnas que intersecan a A, a saber, t({i} x Q) = {j} x Q si y
sélo si f(i,a) € {j} x Q para algin (i,a) € (dom A)N({i} x Q). Tomemos ¢ una funcién
biyectiva del conjunto de las columnas que extiende a t. Luego, para cada ¢ < n para el
cual el conjunto (dom A)N({i} x Q) es no vacio, la restriccion f; = f|4, es una inmersién
de A; en la columna t({i} x Q). Como Q es homogéneo y cada columna es isomorfa a
él, tenemos que f; se puede extender a un isomorfismo f; de de {i} x Q en t({i} x Q).
Por tltimo, para cada i < n que no fue considerado en lo anterior, tomemos cualquier
isomorfismo f; de {i} x Q en #(i). Por la construccién, f definida como la unién de todos

los isomorfismos f; es un automorfismo de n[Q] que extiende a f.

Ejemplo 7. Ahora consideremos el orden parcial Q[n], con 1 < n < w. En este orden

parcial el orden se reduce a que (p,i) < (q,j) si y s6lo si p <g ¢. Asi, el orden parcial
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Q[n] se ve de la siguiente manera.

n—1

Mostraremos que también este orden parcial es homogéneo. Es claro que la relacién
(z,4) ~ (y,7) sl y sblo si x = y, es una relacién de equivalencia sobre Q[n]; las clases
de equivalencia bajo esta relacién son § = {¢q} X n, con ¢ un ndmero racional. Dire-
mos que la clase ¢ es menor a la clase p si y sélo si p < ¢ en Q. Entonces el conjunto
de clases de equivalencia con esta relaciéon es un orden parcial trivialmente isomorfo al
orden de los ntimero racionales, denotemos a este orden por Q. Sean A una subestruc-
tura finita de Q[n] y f : A — Q[n] una inmersién de érdenes. Elijamos el conjunto
{(q0,%0), (q1,71)s- -+, (qr,ix)} € dom A de forma que G, q1, ..., qr sean todas las distin-
tas clases de equivalencia de los elementos que aparecen en A. Entonces f induce una
inmersién g de {q1,q2...qx} en el orden Q (a saber, g(g;) = a; si f(q;,1;) = (a;,1;))-
Segtin lo discutido antes, Q es homogéneo, por lo que existe un automorfismo g de Q
que extiende a g. Por ultimo, para cada r € QQ elijamos una funcién biyectiva f, de 7 en
g(r), como no hay relacién que preservar, estas funciones resultan inmersiones. Al definir

f= Ureg frs f es un automorfismo de Q[n] que extiende a f.

Una gréfica (no dirigida) es una Lg estructura, es decir, un conjunto con una relacién
binaria sobre él, tal que dicha relacién es simétrica y antireflexiva (no se permiten lazos).
Si G es una grafica, los elementos del dominio de G son llamados vértices, se suele
denotar por V(G) al dominio de G. La relacién de la grifica se conoce como la relacién
de incidencia y si a y b estn relacionados decimos que hay una arista en/de G de a en

b (y viceversa), denotamos por A(G) a R®, donde R es el simbolo en Ly.

Ejemplo 8. Considere la siguiente gréafica, denotada por C5 y naturalmente conocida
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como el pentdgono.
1

LN
\/

Cs es una grafica homogénea, como mostramos en seguida. Si f es una inmersién de

alguna de las siguientes graficas (subgraficas de C5) en Cs,

T \_/

o de (5 en Cs, es claro que podemos extender f a un automorfismo de C5. El caso restante,
que es el més interesante, es cuando tenemos la grafica ® ¢ y f es una inmersion de ésta
en C5. Por ejemplo, supogamos que f es la inmersién (1,3) — (2,4). Entonces podemos
tomar el automorfismo (1,2,3,4,5) — (2,3,4,5,1) y éste extiende a f. De la misma
forma podemos tratar las inmersiones (1,3) — (3,5), (1,3) — (1,4) y (1,3) — (2,5).
Los 16 casos restantes (que provienen de ver a dénde se manda (1,4), (2,4), (2,5) y
(3,5)) estan representados (mediante rotaciones) por alguno de los anteriores. Asi, Cs5 es

homogénea.

Ejemplo 9. Mostraremos que cualquier campo finito es homogéneo. Para esto necesi-
tamos de algunos resultados de la teoria de campos, los cuales enlistamos en seguida y

pueden ser consultados en [Hun 94, seccién V.5].

1. Si K; y K, son subcampos del campo finito de caracteristica p F'y |K| = | K3,
entonces K1 = Ks.

2. Si F es un campo finito de caracteristica p y f es un automorfismo de F', entonces
existe un numero natural n > 0 tal que f(z) = xP" | para cualquier z € F.
Asimismo, si n > 0 y F' es un campo finito de caracteristica p, el morfismo
f(z) = 2P" es un automorfismo de F que fija al subcampo de F de cardinalidad

p" (el cual es conocido como el n-automorfismo de Frobenius).

Tomemos un campo finito F' de caracteristica p y supongamos que K es un subcampo de él
y que f : K — F es una inmersion, en este caso, un monomorfismo de campos. Entonces
K y f[K] son subcampos de F' de la misma caracteristica p y, como f en particular es
inyectiva, |K| = |f[K]|. Por el resultado en el inciso 1 tenemos que K = f[K]. Esto

a su vez implica que f es un automorfismo de K. Mediante el inciso 2 aseguramos la
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existencia de n > 0 tal que f(z) = " para todo z € K. Basta ahora definir para z € F,

f(z) = 2P". Con esta definicién, f es un automorfismo de F que extiende a f.

2.3. Edades y clases de amalgamacién

Nuestra aspiracién en este capitulo es la de mostrar una forma de construir estruc-
turas homogéneas y de paso, como mencionamos anteriormente, construir estructuras
universales para una clase de estructuras. En esta seccién exploraremos dos conceptos
intimamente relacionados con estructuras homogéneas, los cuales ademads se encuentran

relacionados entre si.

2.3 Definicién. Sea L un lenguaje. Decimos que una clase K de L-estructuras finita-

mente generadas es una clase de amalgamacion si satisface las siguientes condiciones.

(i) Es cerrada bajo isomorfismo; esto es, si A es un elemento de K y B es una

L-estructura isomorfa a A, entonces B también es un elemento de K.

(ii) Es cerrada bajo tomar subestructuras finitamente generadas; esto es, si A
es un elemento de K y B es una subestructura finitamente generada de A,

entonces B también es un elemento de K.

(iii) Para cualesquiera dos elementos A y B de K, existe C' en K tal que A y

B son inmersibles en C.

(iv) Sean A, By C estructurasen K, si f : A — By g: A — C son inmersiones,
entonces existen una estructura D en K e inmersiones h : B — D, i: C — D

tales que hf = ig.

La propiedad (ii) es conocida como la propiedad hereditaria, la (iii) como la propiedad
de la coinmersién y la (iv) como la propiedad de la amalgamacién. Esta tltima se encuen-
tra intimamente ligada a la construcciéon de estructuras homogéneas. Algunas de estas
propiedades tendran su version en la construccién que haremos en el capitulo cuarto.
Eventualmente, nuestro interés nos llevard a centrarnos en aquellas clases de amalga-
macién con un numero contable de tipos de isomorfismo, esto es, la clase sélo contiene
un ntmero contable de estructuras salvo isomorfismo.

Toda estructura tiene asociada de forma natural una clase de estructuras; informacion
importante de la estructura puede descubrirse si concentramos nuestro estudio en esta
clase. La relacion entre este tipo de clases y las clases de amalgamacién es el principal

objeto de estudio en el presente capitulo.

2.4 Definicién. Sea A una L-estructura. Definimos la edad de A, denotada por Sub(A),
como la clase de todas aquellas L-estructuras finitamente generadas que son inmersibles
en A.
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Cabe observar que podria haber subestructuras de una estructura A que no son
finitamente generadas, por lo que en muchas ocasiones la clase Sub(A) estd estrictamente
contenida en la clase de todas las estructuras que son isomorfas a alguna subestructura
de A.

Es importante reconocer, una vez que es claro que Sub(A) es cerrada bajo isomorfis-
mo, que podria considerarse que la edad de A consta solamente de todas las subestruc-
turas finitamente generadas de A, ya que cualquier otra estructura finitamente generada
inmersible en A debe ser isomorfa a alguna subestructura finitamente generada de A. Es
por lo anterior que algunos autores definen la edad de A como el conjunto de todas las
subestructuras finitamente generadas de A. El lector puede notar el uso de la palabra
“conjunto” en sustitucién de la palabra “clase” en esto ultimo. Sin embargo, a la larga

resulta mas conveniente la definicién por la que hemos optado.

Una vez hecha la definicion de edad, podemos resolver una cuestién que tal vez el
lector se ha hecho al leer las propiedades de una clase de amalgamacion. A pesar de
su potencial parecido, la propiedad de la amalgamacién no implica la propiedad de la
coinmersién. El ejemplo es el de la clase de todos los campos finitos. Dos campos finitos
de caracteristica distinta no pueden ser inmersos en un tercero, es por ello que la clase
mencionada no tiene la propiedad de la coinmersiéon. En contraste, si tenemos tres campos
finitos H, F' y K e inmersiones f : H — F'y g : H — K, entonces la caracteristica
de H debe ser la misma que la de F' y la de K. Supongamos que esta caracteristica es
p. Por un resultado de la teoria de campos, existen I, m,n > 0 tales que [ divide a m
yan, H=GF{p"),F = GF(p™) y K = GF(p"), donde GF(p*) es el tinico campo
de caracteristica p con p* elementos. Tenemos que entonces H, F y K son inmersibles
en el campo GF(p™™). Recuerde que anteriormente probamos que todo campo finito
es homogéneo. Asi, por la proposicién 2.6 (la cual probamos mds abajo), la edad de
GF(p™™) tiene la propiedad de la amalgamacién. Podemos entonces concluir que el
siguiente diagrama se puede completar como se indica, con L un subcampo de GF(p™™)

y por lo tanto finito, y conmuta.

L
F K
¥ g
H

Concluimos que la clase de los campos finitos tiene la propiedad de la amalgamacién y

sin embargo no satisface la propiedad de la coinmersién.
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Durante la revision del anterior ejemplo, surgié la interesante pregunta de la existencia
de una clase de estructuras relacionales que tenga la propiedad de la amalgamacion y
no la de la coinmersién. En primera instancia tenemos lo siguiente?. Tomemos L como
un lenguaje con dos simbolos de relacién unarios, Ry S, y K como la clase de todas las
estructuras finitas monocromaticas en dos colores. En otras palabras, K consta de los
modelos finitos de los enunciados (VzR(z)) V (VaS(z)) y Ya—(R(z) A S(z)). Entonces K
tiene la propiedad de la amalgamacién pero no la propiedad de la coinmersién (observe
que dos estructuras de diferente color no son inmersibles en una monocromadtica).

Sin embargo, existe una observaciéon general e inmediata sobre lo anterior. Si existe
una estructura A° en la clase K que es inmersible en todas las estructuras de K (estructura
que, en el caso, serfa llamada una estructura inicial de la clase) y K tiene la propiedad
de la amalgamacién, entonces K satisface la propiedad de la coinmersién. Basta observar
que si tenemos dos estructuras By v By en K, entonces A° es inmersible en ambas; la
propiedad de la amalgamacién implica que existe una estructura C en K en la cual By
y B son inmersibles. Mdas atn, podemos suponer, convencionalmente, la existencia de
la estructura vacia en K. Entonces la estructura vacia serfa una estructura inicial de
la clase y con ello la observacién anterior se puede aplicar. Como adevertencia, observe
que el admitir la estructura vacia puede traer consigo la falla de la propiedad de la
amalgamacion; esto, en particular, ocurre en el ejemplo del parrafo anterior.

Como menciondbamos antes, la relacién entre clases de amalgamacion y edades es el
principal resultado de este capitulo, veremos que hay una correspondencia biunivoca entre
edades de estructuras homogéneas y clases de amalgamacién con un nimero contable de
tipos de isomorfismo. Sin necesidad de més conceptos, podemos verificar una parte de

esta correspondencia. Iniciemos por observar lo siguiente.

2.5 Proposicién. Sea A una L-estructura, entonces la edad de A satisface la propiedad
hereditaria y la de la coinmersion. Inversamente, si K es una clase de L-estructuras
finitamente generadas, con un numero contable de tipos de isomorfismo, que satisface la
propiedad hereditaria y la de la coinmersion, ademds de ser cerrada bajo isomorfismo,

entonces K es la edad de alguna L-estructura contable.

Prueba. La primera afirmacién se sigue de que la relaciéon de ser subestructura finita-
mente generada es transitiva y de que si By y Bj son subestructuras de A generadas
por las tuplas finitas by y b; respectivamente, entonces By y B; son inmersibles en la
subestructura de A finitamente generada por los elementos en by y en by.

Para la segunda parte, supongamos que {Ai 1< w} son estructuras que representan
los tipos de isomorfismo que hay en K (con repeticién si s6lo hay un nimero finito de
tipos de isomorfismo en K). Definiremos una cadena de estructuras (B; : i < w) en K.
Sea By la estructura Ag. Supongamos que la estructura B; ha sido definida como un

elemento de K. Por la propiedad de la coinmersién, existe una estructura B;;1 en la

2Este ejemplo fue sugerido personalmente por Osvaldo Guzméan Gonzilez.
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que B; y A;+1 son inmersibles, mas adn, gracias a que K es cerrada bajo isomorfismo,
podemos suponer que B,y es extensién de B;. De la forma descrita, queda construida
la cadena de L-estructuras (B; : ¢ < w); definimos la L-estructura A como la unién de
esta cadena. Entonces A es contable al ser la unién contable de estructuras contables y
afirmamos que su edad es K. Para una L-estructura B que es elemento de la edad de A,
tenemos que existe una subestructura B’ de A que es isomorfa a B. Para B’ podemos
asegurar, por la definicion de A, que existe i < w tal que los elementos que generan a
B’ son (todos y cada uno) elementos de B;. Entonces B’ resulta ser una subestructura
de tal B; y por la propiedad hereditaria, B’ resulta ser un elemento de K. Por ser K
cerrada bajo isomorfismo, B es un elemento de K. Por ultimo, de la mera construccion se
observa que K estd contenida en Sub (A4). Por lo tanto, A es una L-estructura contable

cuya edad coincide con la clase K. W

Para lo siguiente en realidad sdlo requerimos de la primera parte de la proposicién
anterior. Sin embargo, la segunda parte debe remarcarnos el hecho de que puede haber
dos estructuras no isomorfas que poseen la misma edad. Un ejemplo simple de esto es el

del orden de los nimeros racionales y el de los ntimeros enteros.

2.6 Proposicion. Sea A una L-estructura contable homogénea. Entonces la edad de A

es una clase de amalgamacion con un nimero contable de tipos de isomorfismo.

Prueba. El nimero total de subconjuntos finitos de un conjunto contable es contable,
por lo que hay, maximo, un nimero contable de subestructuras finitamente generadas de
A. Ello implica que s6lo hay un nimero contable de tipos de isomorfismo en la edad de
A. Sélo resta mostrar que Sub (A) satisface la propiedad de la amalgamacién. Tomemos
a B,C y D como elementos de Sub (A) y supongamos que f : D — By g: D — C
son L-inmersiones. Debido a que D es un elemento de la edad de A, existe una inmersién

s de D en A. Entonces sf~! y sg™!

son inmersiones de f[D] y g[D] en A, respectiva-
mente. Por la homogeneidad de A, existen dos automorfismos h y k de A que extienden,
respectivamente, a estas inmersiones. Asi, si b y ¢ son las tuplas finitas que generan a B

y a C respectivamente, el siguiente diagrama conmuta.

Esto es porque k|pf = sf 1f =s=sg"'g=hlcg. N
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2.4. Existencia y unicidad de estructuras homogéneas

Ya adelantamos el resultado de esta seccion en la precedente; mostraremos la existencia
de estructuras homogéneas a partir de una clase de estructuras adecuada y no sélo
lograremos una construccién de tales estructuras sino que obtendremos su unicidad —

claro— salvo isomorfismo.

Unicidad

Necesitamos de un concepto auxiliar al de homogeneidad para mostrar que la estructura

homogénea que obtendremos adelante serd tnica salvo isomorfismo.

2.7 Definicién. Decimos que una L-estructura A es débilmente homogénea si para
cualquier par de subestructuras finitamente generadas B y C de A, con B C C, cada
inmersién de B en A puede ser extendida a una inmersién de C' en A. Lo anterior se

expresa en el siguiente diagrama conmutativo, donde f es una inmersién de B en A.

~

~
~
~
~
~

C ~
AN . g inmersién
c
B

~
3
ﬁA

f

El siguiente lema técnico nos daré el mecanismo que necesitamos para lo siguiente.

2.8 Lema. Sean A una L-estructura débilmente homogénea y A" una L-estructura cuya
edad estd contenida en la de A. Supongamos que B y B’ son subestructuras finitamente
generadas de A y A’ respectivamente, que f es un isomorfismo entre ellas y que C’ es
una subestructura finitamente generada de A’ para la cual B’ es subestructura. Entonces

el siguiente diagrama se puede completar como se indica y conmuta.

donde C' es una estructura finitamente generada de A.

Prueba. Como la edad de A’ estd contenida en la de A, existe una inmersién g de B’ en
A. Entonces la funcién f~tog™1| g(B’) €s una inmersiéon de una subestructura finitamente

generada en A y obviamente g(B’) C g(C"). Por la homogeneidad débil de A, el siguiente
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diagrama se puede completar como se indica y conmuta (en otras palabras, h extiende a

la inmersién mencionada).

-
9(B') ———9(C")

NN -

donde h es una inmersion.

Observe que B C im (h), pues si b € B, entonces hogo f(b) € im (h), pero hogof(b) = b
por la conmutatividad del diagrama anterior.Tomando a C' como la imagen de h'y a hog
como el isomorfismo buscado, se tiene la completacién y conmutatividad del diagrama

propuesto. W

Lo siguiente es probar la unicidad de una estructura homogénea. Observe que cualquier
L-estructura homogénea es débilmente homogénea, de modo que el siguiente teorema im-

plica la unicidad, salvo isomorfismo, de una estructura homogénea para una edad fija.

2.9 Teorema. Sean A y A’ dos estructuras contables, débilmente homogéneas y con
la misma edad. Entonces A y A’ son isomorfas. De hecho, si B es una subestructura
finitamente generada de A, cualquier inmersién de B en A’ se puede extender a un

isomorfismo de A en A’.

Prueba. Observe que el resultado es inmediato si ambas estructuras son finitas, pues en
ese caso cada una es un elemento de su edad y cualquier testigo de la inmersibilidad de
una en la otra serd forzosamente un isomorfismo. Ademads, no puede suceder que una de
las estructuras sea finita y la otra infinita, pues ambas tiene salvo isomorfismo las mismas
subestructuras finitamente generadas.

Supongamos, pues, que ambas estructuras son numerables. Tomemos a (4; : i < w)
como una cadena de subestructuras finitamente generadas de A cuya unién es A (por
ejemplo, si entimeramos el dominio de A como {ag, a1, az, ...}, podemos definir 4; como
(ag,...a;)). Como Ay es un elemento de la edad de A y las edades de A y A’ son
iguales, existe un isomorfismo fy de Ay en una subestructura finitamente generada de
A’, digamos Af;. Tomemos ahora una cadena de subestructuras finitamente generadas de
A’ cuya unién sea A’ y cuyo primer elemento sea Ag (basta seguir un argumento como
aquél para A), digamos (A4} : i < w).

Nuestro procedimiento sera aplicar el lema anterior repetidamente para generar una
sucesién de isomorfismos entre subestructuras finitamente generadas de A y subestruc-
turas finitamente generadas de A’ de tal forma que la unién de esta sucesioén resulte un

isomorfismo de A en A’. Para ello notemos que aplicando el lema anterior a A y A’ al-
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ternadamente, el siguiente diagrama se puede completar como se indica y cada cuadrado

conmuta.
Al A2
- -
C C -
Ay -------» By — By — Bs — By oo CcCA
H | H |
fo fii fa i I3 Ja i
| ! : :
Ay —— B} ------- > By ------- +» Bf ------- > By CcA
= -
li /
1 2

donde cada f; es un isomorfismo.

La construccidn inicia aplicando el lema al diagrama con Ao, Ay, fo y A} (aqui usamos
que A, C Af, pues son elementos de la cadena (A} : i < w)), gracias a que A es débilmente
homogénea. Por lo que obtenemos el isomorfismo f; de A} en una subestructura B; de
A. Tomamos By como la estructura generada por la unién de un conjunto finito de
generadores de By con un conjunto finito de generadores de A;. En tal caso tenemos que
B; C B y aplicando el lema anterior a la configuracién con Bj, By, f1 y Bz, gracias a
que A’ es débilmente homogénea, el segundo cuadrado se completa y conmuta.

En los pasos generales, para 2n, supongamos que B, Boy,, fon ¥ Ban41 estdn definidas
de tal forma que fo, es un isomorfismo de Bs, en B) vy Ba,i1 es la subestructura de
A generada por la unién de un conjunto finito de generadores de Bs, con uno de A,.
Aplicamos el lema anterior, tomando a A como la estructura débilmente homogénea,
para obtener a Bj, ., y a fonq1. Para 2n 4 1 el proceso es similar, esta vez usando el
lema anterior con A’ como la estructura débilmente homogénea.

Finalmente, si definimos f como la funcién | J fon, entonces f es una inmersién de

n<w

A en A’. De hecho f es un isomorfismo, pues la funcién fon41 es la inversa de f,

n<w
debido a la conmutatividad de los cuadrados en el diagrama. La segunda afirmacién en el
enunciado del teorema se sigue al repetir la construccién anterior pero esta vez poniendo

Ag como B, fo como la inmersién de B en A’ y Ay como la imagen de ésta. W

El concepto de homogeneidad débil pierde la peyorativa cualidad de auxiliar en cuanto

nuestra atencién se restringe a estructuras contables.

2.10 Corolario. Si A es una L-estructura contable y débilmente homogénea, entonces
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A es homogénea.

Prueba. Si A es finita, el resultado es obvio. Supongamos pues que A es numerable.
Haciendo A igual a A’ en la segunda parte de la proposicién anterior, cualquier inmersién
de una subestructura finitamente generada de A se extiende a un automorfismo de A.
|

El resultado anterior nos permite concluir que una estructura contable es homogénea
si y sélo si la estructura es débilmente homogénea. Ademads, este corolario nos permite
encontrar nuevos ejemplos. Los siguientes resultados son los pasos esenciales en este
sentido, nos dan técnicas para probar que una estructura es débilmente homogénea.

La generosidad del cardinal w se encuentra en buena parte en el principio de induccion.
La induccién serd también una herramienta recurrente al mostrar que una estructura es

débilmente homogénea, en la forma en que queda expuesta en el préximo resultado.

2.11 Proposicion. Sea A una L-estructura. Si para cada subestructura finitamente ge-
nerada B, cada inmersion [ : B — A y cada elemento a € dom A\ dom B, existe una
inmersion f : (domB U {a}) — A que extiende a f, entonces A es débilmente ho-

mogénea. Si ademds A es contable, entonces A es homogénea.

Prueba. Tomemos dos subestructuras finitamente generadas B y C' de A y supongamos
que B estd generada por el conjunto finito {bg,...,b,}. Probaremos que cualquier in-
mersién de B en A se puede extender a una de C' en A aplicando induccién al niimero
minimo m de elementos que se deben agregar al conjunto {by,...,b,} para generar a C.

Si m = 1, las hipétesis directamente nos dicen que cualquier inmersiéon de B en

A se puede extender a una inmersién de C' en A. Como hipdtesis de induccién, su-

pongamos que para m = k el resultado es valido. Si m = k+ 1 y C es generada
por el conjunto {bg,...,b1} U {co,...,cx}, la estructura C’ generada por el conjunto
{bo,-..,bn—1,C0,...,Cx—1} tiene como subestructura a B y k es el minimo nimero de

elementos que se deben agregar a B para generar a C’ (de no ser asi, C' también estaria
generada por un menor nimero de elementos). Al tomar una inmersién f de B en A,
nuestra hipdtesis de induccién nos indica que f puede ser extendida a una inmersién f’
de C’ en A. Por tltimo, aplicando la hipdtesis inicial a C'y C”, tenemos que f’ se puede
extender a una inmersién f de C' en A. La inmersién f resulta a su vez ser una extensién
de f, por lo que queda demostrada la homogeneidad débil de A.

La tltima afirmacion se sigue de lo anterior y del corolario 2.10. N

Si el lenguaje es relacional, B — x denotara la subestructura de A generada por el
conjunto dom B \{x}; ello tiene sentido pues en este caso el dominio de la estructura
generada es precisamente el conjunto que genera. Esto también nos dice que, bajo estas
hipdtesis, una estructura finitamente generada es finita. Una primera aplicacion de la

proposicién 2.11 es la siguiente particular conclusién.
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2.12 Proposicién. Supongamos que L es un lenguaje relacional y A es una L-estructura
contable. A es homogénea si y sélo si para cada subestructura finita B de A y cualquier
elemento x de B, cualquier inmersion de B—x en A puede ser extendida a una inmersion
de B en A.

Prueba. La estructura B — x tiene como cardinalidad a |B| — 1 por lo dicho en el
parrafo previo a esta proposicién. Cuando A es homogénea, procedemos usando que A

es débilmente homogénea. En la otra direccién, basta aplicar la proposicién 2.11. R

Ejemplos de estructuras homogéneas 11

Las proposiciones anteriores facilitan el mostrar que una estructura es homogénea. En
primera instancia, la proposicién 2.11 nos da una nueva y muy simple forma de mostrar
que la estructura de los nimeros racionales con su orden usual es homogénea; ademas,
con esta nueva forma no necesitamos hacer descansar el resultado en el teorema de
caracterizacion del orden de Q como hicimos antes (pdg. 25). Si A es un subconjunto
finito de Q y a es un elemento de Q que no estda en A, tenemos tres casos: a < min A,
mdx A < a o a estd entre dos elementos de A. Si f es una {<}-inmersién de A en Q, en
los tres casos mencionados f se puede extender a una {<}-inmersién de A U {a} en Q,
gracias a que (Q, <) es un orden lineal denso y sin extremos.

La construccién de la grafica en el proximo ejemplo es por si misma interesante. Hay al
menos tres formas de construir esta grafica; una es mediante una relacién entre nimeros
naturales (n estd relacionado con m si y sélo si el n-ésimo término en la expansioén binaria
de m es 1 o el m-ésimo término en la expansién binaria de n es 1), otra es definiendo
la relacién de adyacencia por medio de probabilidad (la probabilidad de que entre dos

vértices haya una arista es %) Optamos por la tercera forma para presentarla.

Ejemplo 10. Considere una grafica (no vacia) G con la siguiente propiedad:

(*) Para cualesquiera dos subconjuntos finitos X e Y de V(G) disjuntos, existe
un vértice v de G que es adyacente en G a todos los elementos de X pero a

ninguno de Y.

Lo impactante de esta propiedad es que caracteriza profundamente a las graficas nume-
rables en las que es cierta: probaremos que sélo existe una grafica numerable con esta
propiedad. Esto se desprenderd del teorema 2.9. Primero veamos por qué una gréfica con
aquélla propiedad se encuentra en la seccién de ejemplos; esto, ademas, es el primer paso

para aplicar el teorema 2.9.

2.13 Proposicién. Sea G una grdfica numerable que satisface la propiedad (). Entonces

G es homogénea.

Prueba. Sean H un elemento de Sub (G), f : H — G una inmersién y a un vértice de

G pero no de H. Definimos los conjuntos A = {z € V(H) | a es adyacente en G a z} y
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B ={x € V(H) | ano es adyacente en G a z}. Entonces f[A] y f[B] son subconjuntos
finitos de V(G), de hecho, debido a que f es un morfismo inyectivo, son ajenos. Por
la propiedad (x), existe z € V(G) que es adyacente a todo elemento de f[A] pero a
ninguno de f[B]. Lo anterior nos permite definir la inmersién f : (H U {a}) — G como
f(z) = f(x)siz € V(H) y f(a) = 2. Esto muestra que G satisface las hipdtesis de la

proposicién 2.11 y, por lo tanto, G es homogénea. W

El segundo paso para aplicar el teorema 2.9 es verificar que cualesquiera dos graficas
numerables que cumplan la propiedad () tienen la misma edad. En efecto, probaremos
que la edad de una gréfica que satisface () es la clase de todas las graficas finitas. Observe
que como Lg es un lenguaje relacional, las estructuras finitamente generadas son finitas,
asi que, para probar lo anterior, bastaria mostrar que toda gréafica finita es inmersible en

una grafica que satisface (x).

2.14 Proposicién. Sea G una grdfica numerable que satisface la propiedad (). Entonces
G es (K, w)-universal, donde K es la clase de todas las grdficas contables. De hecho, G
es K-universal.

Prueba. Supongamos que cualquier grafica con p vértices es inmersible en Gy sea H
una grafica con p 4+ 1 vértices. Tomemos un vértice arbitrario v de H; entonces la grafi-
ca inducida en H al eliminar v, la cual denotaremos por H — v, es una grafica con
p vértices. Sea f una inmersién de H — v en G y definamos los conjuntos A y B como
{r € V(H) | x es adyacente a v en H} y V(H)\ A, respectivamente. Por la propiedad (x),
existe un vértice z de G que estd conectado a todo elemento de f[A] y a ningtin elemento
de f[B]. Extendiendo a f por medio de la asignacién v — z, tenemos que la extensién
resultante es una inmersién de H en G. Por lo tanto, G es (K, w)-universal. La segunda
afirmacién de la proposicion se sigue de lo anterior y de que G es homogénea, en virtud

de la proposicién 2.17. N

Ahora podemos concluir, por el teorema 2.9, que sélo hay una grafica numerable que
satisface la propiedad (x). La grafica numerable que cumple la propiedad (x) es conocida
como la grifica aleatoria o la grafica de Rado (o la grafica de Erdés-Rényi). Denotaremos
para futuras referencias por R a esta grafica. Como es comprensible suponer, a partir de
lo previo y de lo dicho antes del inicio del ejemplo, hubo muchas personas que trabajaron
con este ejemplo y se estudié desde distintas ramas de las matematicas. El acercamiento
desde la Teorfa de Modelos es debido a C. W. Henson en [Hen 71].

Ejemplo 11. Considere la grafica completa con p vértices, K, donde p € w. K, es
homogénea, pues si f es una inmersiéon de una subgréfica de K, simplemente basta
tomar una permutacién de los vértices de K, que extienda a f. De hecho, podemos
mostrar algo mas general: la unién contable disjunta de graficas completas de tamano
p es homogénea. Sean Go, Gy, ...,G,, (permitamos que posiblemente m sea w) graficas
completas todas ellas de tamano p y G su unién disjunta. Supongamos que H es una

subestructura de G y que f es una inmersién de H en G. Tomemos un vértice v de G
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que no estd en V(H). Supongamos que v estd en G;. Como K, es homogénea, existe una
inmersién g de la subgréfica generada en G; por el conjunto (V(G;) NV (H)) U {v} en
alguna G, que extiende a f|g,. Tomamos f = 9UU,; fle,- Entonces f es una inmersién
de la gréfica generada en G por HU{v} en G. Aplicando la proposicién 2.11, concluimos

que G es homogénea.

El siguiente ejemplo fue estudiado extensamente por C. W. Henson en [Hen 71]. Para
simplificar un poco la lectura, diremos que una grafica G admite a la grafica H si H es
inmersible en G. También denotaremos por G|x a la subestructura generada (subgrafica

inducida) por X en G, donde X es un subconjunto de los vértices de G.

Ejemplo 12. Sea p un nimero natural mayor o igual a 3. Considere una grafica numerable

G que no admite a K, y que tiene la siguiente propiedad.

(¥)p Si X e Y son conjuntos finitos y disjuntos de vértices de G y G|x no
admite a K,_1, entonces existe un vértice z de G que es adyacente a todo

elemento de X pero a ninguno de Y.

Mostraremos que G es la Unica gréfica numerable y homogénea que no admite a .
Henson ademéas mostrd que G es una subgrafica inducida de la gréfica aleatoria, vea la

seccién 2 en [Hen 71].

2.15 Lema. Sean p > 3, G una grdfica infinita que satisface la propiedad (*),, H una
grifica finita que no admite a K, v un vértice de H y f una inmersion de H —v en G.

Entonces f se puede extender a una inmersion de H en G.

Prueba. Sean X e Y los conjuntos definidos por {z € V(H) | = es adyacente a v en H}
y V(H)\(X U {v}), respectivamente. Si G|x admitiera a K,_1, por la definicién de X,
tendriamos que H admite a K, lo cual por hipétesis es falso. Como f es una inmersién,
podemos concluir también que f[X] no admite a K, 1. Aplicando la propiedad (x),,
obtenemos la existencia de un vértice z de G que es adyacente a cada elemento de f[X]
pero a ninguno de f[Y]. Extendemos a f por medio de la asignacién v — z. Esta extensién

es una inmersién de H en G. |

Una vez probado el anterior lema, buscamos mostrar, aplicando la proposiciéon 2.12,
que una grafica como la supuesta en las hipdtesis del lema es homogénea. Para ello
bastaria mostrar que tal grafica admite a todas y sélo a aquellas gréaficas contables que

no admiten a K,; en tal caso, el lema anterior nos da la homogeneidad de esta gréfica.

2.16 Proposicion. Supongamos que p > 3 y sea G una grdfica numerable que no admite
a K, y que satisface la propiedad (x),. Entonces G es homogénea y su edad es la clase de
todas las grdficas finitas que no admiten a K,; mds ain, G es unica salvo isomorfismo y

admite exactamente a aquellas grdaficas contables que no admiten a K.

Prueba. La tltima parte de la conclusién es consecuencia de la primera por medio del

teorema 2.9 y modificando ligeramente la prueba de la proposicién 2.14. Supongamos
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como hipdtesis de induccién que cualquier gréfica de cardinalidad n que no admite a K,
es inmersible en G. Sean H una gréfica de cardinalidad n + 1 que no admite a K, y v
un vértice de H. Es claro que H — v no admite a K,,, por lo que existe una inmersién
de H — v en G. Por el lema anterior, la inmersién de H — v en G es extendida por una
inmersién de H en G. Por otro lado, por las hipdtesis, G no puede admitir una gréafica
que admita a K. Por lo tanto, la edad de G es la clase de todas la graficas finitas que
no admiten a K. Por tltimo, por el lema 2.15 y lo anterior, G satisface las hipétesis de

la proposicién 2.12, lo que concluye que G es homogénea. B

Para p > 3 fijo, denotamos por R, a la grafica numerable que satisface la propiedad
(*)p ¥ que no admite a K. R,, es conocida como la gréafica numerable universal-homogénea
libre de K.

Existencia, el limite de Fraissé

El lector recordard que la afirmacién de que la gréafica aleatoria es universal para la
clase de las graficas contables se pospuso hasta la presente seccién. La siguiente proposi-
cién cubre esta deuda. Esta muestra que bajo la hipétesis de homogeneidad sobre la
L-estructura A se sigue la universalidad de A sobre una clase de estructuras méds amplia

que su edad (que A sea universal para su edad es en realidad un hecho trivial).

2.17 Proposicién. Supongamos que A una L-estructura contable y homogénea y sea K
la clase de todas las L-estructuras cuya edad se encuentra contenida en la de A. Entonces

A es K-universal.

Prueba. Observe que la proposicién sélo tiene importancia si A es infinita, asi pues,
supongamos que A es numerable. La técnica es —después de la prueba del teorema 2.9—
la esperada. Tomemos una estructura B en K. Si B es finitamente generada, ella misma
estd en su edad y, con ello, es un elemento de la edad de A; esto automéaticamente nos dice
que B es inmersible en A. Si B no es finitamente generada, tomemos una subestructura
finitamente generada By = {ao, ..., am—1) de B. Supongamos que el conjunto numerable
{ag,...,am-1,bo,b1,...} genera a B y definamos las subestructuras finitamente genera-
das By de B como By = {(ag,...,@m-1,bo,...,bk—1) para k > 1. Entonces (B : k € w)
es una cadena de elementos de Sub(B) y (¢, Br = B.

Como la edad de B estd contenida en la de A, existe una inmersion fy de By en
A. Supongamos que f, se encuentra definida como una inmersién de B,, en A. Cortesia
de que Byt es un elemento de la edad de A, tomemos una inmersién g de B,41 en A.
Entonces la funcién f,, 09| ¢(B,) € una inmersién de g(B,) en A; la homogeneidad débil
de A implica que existe una inmersién h de g(B+1) en A que extiende a esta inmersién.
Si definimos f,, 41 como la funcién h o g, ésta resulta ser una inmersién de B, y1 en A que
extiende a fi,.

Por la construccion en el parrafo precedente, (f,,)ne, €s una sucesién de inmersiones

que satisface que para cada n, f,y1 extiende a f, y cada estructura Bj se encuentra
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contenida en el dominio de algin elemento de la sucesién. Asf, | J,, ., fn €s una inmersién
de Ben A. N

El siguiente teorema es el previsto reciproco de la proposicién 2.6. Tras él queda
probada la correspondencia biunivoca entre las clases de amalgamacién (con un niimero
contable de tipos de isomorfismo) y las estructuras contables homogéneas. Ademds, una
vez probado el teorema siguiente, por la proposicién anterior quedara mostrada la exis-

tencia de estructuras universales numerables.

2.18 Teorema (Teorema de Fraissé). Sean L un lenguaje contable y K una clase de
amalgamacion de L-estructuras finitamente generadas con sélo un nimero contable de
tipos de isomorfismo. Entonces K es la edad de una L-estructura contable, homogénea y

unica salvo isomorfismo.

Prueba. Construiremos una cadena de estructuras en K cuya unién serd la estructura
que buscamos. Como hicimos en la demostracién de la proposiciéon 2.6, la propiedad
hereditaria y la de la coinmersion se encargaran de que la unién de la cadena tenga exac-
tamente edad K. La diferencia con aquella construccion es que mediante la construccién
debemos garantizar la condiciéon de homogeneidad débil para la unién de la cadena, esto
serd de lo que se hard cargo la propiedad de la amalgamacion.

Para ejecutar la idea del parrafo anterior, construiremos la cadena de estructuras
finitamente generadas (4; : ¢ < w) contenida en K tal que para cualesquiera estructuras
By C en K tales que B C C' y cualquier inmersién f de B en A;, existen j > i y una
inmersién f de C en A; que extiende a f. Es claro que esta propiedad nos dirfa que la
unién A de la cadena (4; : i < w) es débilmente homogénea. De hecho, esta propiedad
también nos dirfa que la edad de A es exactamente K. En efecto, si B es un elemento de K,
por la propiedad de la coinmersién de K, existe C en K tal que Ag y B son inmersibles en
C. Por la propiedad anterior, la inclusiéon de Ag en si misma se extiende a una inmersién
de B en alguna A; con j > 0. Tal inmersién es una inmersién de B en A, por lo que B
estard en la edad de A. Para la otra contencién, si B es una subestructura finitamente
generada de A, existe un indice i < w tal que los generadores de B estén, todos y cada
uno, en A;, entonces B es subestructura de A; y, por la propiedad hereditaria de K,
B esta en K. Debido a que A resultard contable, tendremos que A es una estructura
homogénea con edad K, como desedbamos.

Basta, pues, construir la cadena (A4; : i < w) que cumpla la propiedad mencionada.
Como K sdélo tiene un numero contable de tipos de isomorfismo, podemos tomar a H
como un conjunto contable de representantes de tipos de isomorfismo en K. Supongamos
que T : w X w — w es una funcién biyectiva tal que 7 (i, k) > i, para todo (i,k) € w X w.
Tomemos Ay como cualquier estructura en K. Luego, supongamos que A; ha sido definida.
Observe que sélo existe un nimero contable de tripletas (f, B, C) tales que B,C € Hy f
es una inmersion de B en A;, pues B y C son finitamente generadas. Enumeremos estas

tripletas como {(fix, Bik, Cik) }k<w- Usando que 7 es una biyeccién, sea (j, k) € w X w
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tal que 7(j,k) = i. Por la propiedad de la amalgamacién y que K es cerrada bajo

isomorfismo, el siguiente diagrama se puede completar como se indica y conmuta,

donde g es una inmersion.

Esto define la estructura A; ;1 y con ello tenemos construida la cadena (4; : i < w).
Observe que podemos asegurar que todas las posibles configuraciones (f, B,C) fueron
consideradas en nuestra construccion gracias a que sélo hay un nimero contable de ellas.
Resta probar que efectivamente la cadena satisface la propiedad solicitada. Para ello, sean
B y C estructuras en K tales que B C C'y f una inmersién de B en A;. Por la eleccién
de H, podemos suponer que B y C son elementos suyos. Entonces, la tripleta (f, B, C) es
una de las tripletas consideradas para A;, digamos (f, B,C) = (fik, Bk, Cix). Tenemos
que 7(i,k) >4y, por la construccién previa, que f;; se extiende a una inmersién de Cyy,
en Aw(i,k)+1-

La unicidad de A se sigue del teorema 2.9. N

Algunos autores optan por llamar a la estructura cuya existencia afirma este teore-
ma como el limite de Fraissé de la clase K, debido naturalmente a que esta particular
construccién fue descrita por R. Fraissé en la decada de 1950. En el cuarto capitulo
probaremos una generalizacion de este teorema debida a B. Jénsson, esta generalizacién
muestra la existencia de estructuras homogéneas de cardinalidad mayor a w.

Note que la proposicién 2.17 anade a la conclusion del teorema anterior la propiedad
de universalidad. De modo que, el limite de Fraissé de una clase de amalgamacién es una

estructura contable, universal para tal clase de amalgamacién, y homogénea.

Ejemplos de estructuras homogéneas III

El teorema de Fraissé, teorema 2.18, es el método estandar y por excelencia para construir
estructuras homogéneas. Este resultado nos brinda de manera natural nuevos ejemplos;
aunque podrian no ser muy nuevos: observe que la unicidad del limite de Fraissé limita

de cierta forma el nimero de estructuras homogéneas.

Estructuras finitas en un lenguaje relacional finito

Supongamos que L es un lenguaje relacional finito. En este caso, para cada cardinalidad
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finita n existen sélo un nimero finito de L-estructuras de cardinalidad n (salvo isomorfis-
mo). De lo anterior deducimos que la clase de todas las L-estructuras finitas contiene un
numero numerable de tipos de isomorfismo. Es, ademds, claro que tal clase es una clase
de amalgamacion. La L-estructura numerable, universal y homogénea que obtenemos a

partir de esta clase por medio del teorema 2.18 es conocida como la L-estructura aleatoria.

Ordenes lineales

Considere la clase K de todos los érdenes lineales finitos. Debido a que el conjunto
linealmente ordenado de los ntimeros racionales es universal para esta clase, tenemos que
la clase K es la edad de esta estructura homogénea. Asi que, por la proposicién 2.6,
la clase de todos los érdenes lineales es una clase de amalgamacién (con un ndmero
numerable de tipos de isomorfismo). Por lo tanto, la estructura cuya existencia arroja el
teorema 2.18 es precisamente la de los nimeros racionales con su orden usual, debido a
su unicidad.

Por supuesto, la anterior no es la forma mas instructiva de mostrar que K es una clase
de amalgamacion; por ello, con motivo de estimular la practica del buen ejercicio que
trae consigo el verificar la propiedad de la amalgamacién para una clase de estructuras,
optamos por mostrar sin apelar a la proposicién 2.6 que K es una clase de amalgamacién.
Es claro que K es cerrada bajo isomorfismo, satisface la propiedad hereditaria, la de la
coinmersién y tiene exactamente un niimero numerable de tipos de isomorfismo (a saber,
todos y cada uno de los nimeros naturales). Para verificar que K satisface la propiedad
de amalgamacién, tomemos tres érdenes lineales finitos, A, Ay y Az, y supongamos que
f v g son inmersiones de 6rdenes de A en A; y de A en Ay, respectivamente. Probaremos
que el diagrama respectivo a la propiedad de la amalgamacién se puede completar como
deseamos y conmuta aplicando induccién sobre la cardinalidad de As.

Si la cardinalidad de A5 es 1, la de A también lo es, en tal caso es claro que podemos
completar el diagrama como buscamos hacerlo. Supongamos que si la cardinalidad de
As es n, entonces el diagrama se completa como deseamos. Supongamos que As tiene
cardinalidad n + 1; si la cardinalidad de A es también n + 1, entonces g debe ser un

isomorfismo de A en As. En este caso obtenemos el diagrama conmutativo siguiente.

Ay
NG '
Ay Ag
f g
A

Si A tiene cardinalidad menor a la de Ay, tomemos un elemento ¢ en As\g[A]. Por la
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hipétesis de induccién, existen un orden lineal finito A’ e inmersiones h : Ay — A’,
k : As\{c} — A’ tales que hf = kg. Extenderemos k a una inmersién k' de A a
alguna extension de A’. Para ello, debemos contemplar tres casos correspondientes a la
posible posicién de ¢ con respecto a los elementos de g[A] en As. Si se encuentra a la
derecha de todos los elementos de g[A], tomemos A’ mismo si es posible o extendamos
A’ poniendo un elemento a la derecha de los elementos de k[A2\{c}] y tomemos k'(c)
como este elemento. El caso es andlogo si ¢ esta a la izquierda de todos los elementos de
g[A]. Si ¢ se encuentra entre dos elementos de g[A], digamos que g(z) < ¢ < ¢g(y) y no
hay un elemento de g[A] entre g(z) y g(y), también podemos extender, de ser necesario,
a A’ de tal forma que podamos definir k’(c) como un elemento entre kg(z) y kg(y). De
este modo, k' es una inmersién de As en A”, donde A” es la extensién de A’ que se hizo
tras alguno de los casos anteriores, y se cumple que kg = kg = hf pues k:’|g[A] = klga)-

Concluimos que la clase de los 6rdenes lineales tiene la propiedad de la amalgamacién;
con ello, esta clase es una clase de amalgamacion. Podemos aplicar el teorema 2.18 para
concluir que existe una unica estructura contable, homogénea y universal para K. Como
habiamos notado antes, esta estructura debe ser el orden lineal usual de los niimeros

racionales.

Ordenes parciales

Es claro que la clase de los érdenes parciales finitos es cerrada bajo isomorfismo, satis-
face la propiedad hereditaria y, como para cada cardinalidad finita s6lo hay un ntmero
finito de 6rdenes parciales con ésa cardinalidad, tiene un nimero numerable de tipos
de isomorfismo. Asimismo, esta clase satisface la propiedad de la coinmersién al tomar
simplemente la unién disjunta de dos érdenes parciales. Bastaria entonces mostrar que
se satisface la propiedad de la amalgamacion para concluir que esta clase es una clase de
amalgamacion con un ntimero numerable de tipos de isomorfismo.

Sean A, A; y Ay érdenes parciales y f : A — A3 y g : A — Ay inmersiones
de érdenes. El primer paso es mostrar que bajo tales hipdtesis podemos suponer que
A = A; N As. En general, cuando una clase de estructuras permite hacer esta suposicién
al verificar que tiene la propiedad de la amalgamacion, decimos que la clase admite
amalgamacién disjunta (vea [Mac 11]).

Como la clase de 6rdenes parciales es cerrada bajo isomorfismo, supongamos que A
es subestructura de A;. Construiremos un orden parcial A} isomorfo a Ay pero para
el cual A = A; N A}. Iniciemos poniendo a A, luego vamos colocando, por recursion,
nuevos elementos correspondientes a los elementos de As\g[A] de tal forma que guarden
la misma relacién de orden que en As, teniendo por supuesto el cuidado de no considerar
elementos de A;. Como As es finito, esta construccién estd garantizada siempre. Por lo
tanto, siempre podemos suponer que A = A3 N AL, y con ello que f y ¢ son las respectivas
inclusiones.

Una vez dicho lo anterior, definimos una relacién sobre A; U As como la cerradura
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transitiva de la relaciéon <4, U <4, (la menor relacién transitiva que contiene a esta
relacién). Denotemos a tal relacién por <; por definicién < es una relacién transitiva,
por lo que basta mostrar que es antirreflexiva para concluir que define un orden parcial
sobre A; U As. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que = es un elemento de
Aj U As tal que x < z. Por la definicién de <, existen yo, y1,- - -, ym en Ay U As tales que
T <ay Yo <a, Y1 <4y, ---Ym <4, T, dondei; € {1,2} para cada 0 < j < m + 1.

Podemos suponer que los indices 7; se alternan: de haber algo como y; <4, yj+1 <4, Yj+2

+1

retiramos a y;41, pues por la transitividad de <4, tenemos que y; <a, y;j4+2. Detallemos
los siguientes casos. Si ig # 4,11, entonces x € A; N Ay, pero A1 N Ay = A, de donde
T <4 z, lo que resulta una contradiccién. Si ig = 4,41, tenemos que Yo, Y1, ..., Ym €
A N Ay = A; esto, para cualquiera que sea el valor de iy, implica que = < 4;, %, lo que
es una contradiccién. Asi, < es antireflexiva y con ello A; U A5 es un orden parcial con

la relacién <. Ademds, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo.

AL U Ay
8\
A1 A2
N
A

Concluimos que la clase de los 6rdenes parciales finitos es una clase de amalgamacion
con un nimero numerable de tipos de isomorfismo. El teorema 2.18 implica la existencia
de un orden parcial numerable, universal y homogéneo. Denotaremos este orden parcial
por P. No se cuenta con una descripciéon natural de este orden parcial como la que existe
para el limite de la clase de érdenes lineales finitos. Jan Hubicka, en su tesis doctoral,

presenta una construccién del orden parcial P que resulta curiosa e interesante.

Graficas

Ahora consideremos la clase de todas las gréficas finitas. Es claro que esta clase es cerrada
bajo isomorfismo, satisface la propiedad hereditaria y tiene un niimero numerable de tipos
de isomorfismo (para esto tltimo debe observarse que para cada conjunto de cardinalidad
finita n, hay menos de on’ graficas con tal conjunto de vértices). La propiedad de la
coinmersién se verifica mediante la unién disjunta de dos gréaficas. Por ultimo, veamos
que la propiedad de la amalgamacion también es satisfecha en esta clase. Tomemos dos
graficas finitas GG; y G2 en las cuales una tercera grafica finita G es inmersible en ellas
por medio de f y g respectivamente. Como razonamos anteriormente, podemos suponer
que f y g son inclusiones y que de hecho G; N Gy = G (también se puede construir

una amalgamacién con sélo asegurar que no hay aristas entre G; \ G y G2 \ G). Luego,
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tomamos como base a G y sencillamente anadimos los elementos de G5\ G de tal forma
que guarden la misma relaciéon de adyacencia que en Gy con los elementos de G3. Lo
anterior da como resultado una gréfica G’ definida sobre el conjunto V(G1) UV (G2) que
tiene como subestructuras a G1; y G2 y de tal forma que las inclusiones j; : G; — G,
con ¢ = 1,2, cumplen que j; f = j2g. Por lo tanto, la clase de todas las graficas finitas

satisface la propiedad de la amalgamacion.

Ahora estamos en posicién de concluir, por medio del teorema 2.18, que existe una
Unica gréfica numerable, universal y homogénea, mas atun, por la unicidad de esta grafica
y las propiedades de la grafica aleatoria (ejemplo 10, pdg. 38), el limite de Fraissé de la

clase de las graficas finitas es precisamente la grafica aleatoria.

Gréficas que no admiten a K,

Fijemos p > 3y esta vez tomemos la clase de todas aquellas graficas finitas que no admiten
a K. La amalgamacién hecha para graficas finitas en el ejemplo anterior funciona de la
misma forma en este caso; basta observar que, hecha la amalgamacién como en aquel
caso, cualquier gréafica completa en la amalgamacion debe estar contenida en alguna de
las graficas amalgamadas, lo que impide que la amalgamacién admita a K. Las restantes
propiedades de ser una clase de amalgamacién y que s6lo haya un nimero contable de

tipos de isomorfismo en esta clase se heredan del ejemplo precedente.

Por la unicidad del limite de Fraissé, la estructura universal-homogénea para la clase
de amalgamacién de las graficas finitas que no admiten a K, debe ser R, (ejemplo 11,
péag. 40).

Espacios vectoriales de dimensién finita sobre un campo finito

Fijemos un campo finito F y consideremos Vg como la clase de todos los espacios vectoria-
les de dimensién finita sobre F. En un ejemplo anterior hablamos del lenguaje L apropiado
para estas estructuras (pdg. 26). Claramente Vg es cerrada bajo L-isomorfismos y, debido
a que F es finito, satisface la propiedad hereditaria y sélo posee un nimero numerable de
tipos de isomorfismo. Note a continuacién que F es siempre inmersible, como espacio vec-
torial sobre si mismo, en cualquier espacio vectorial sobre F distinto del espacio trivial;
de modo que en este caso la propiedad de la amalgamacién implica la de la coinmersién.
Terminemos, pues, verificando la propiedad de la amalgamacién para esta clase. Sean W,
V1 y Va elementos de Vg, como la clase es cerrada bajo isomorfismo, podemos suponer
que las inmersiones a considerar son en realidad inclusiones de subespacios vectoriales.
Sin pérdida de la generalidad, supongamos que V; tiene dimensién sobre F mayor o igual
a la respectiva de V5. Llevando a cabo un simple razonamiento con las bases de los espa-

cios vectoriales, podemos observar que V5 es inmersible en V; por medio de una inmersién
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k, de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo.

Vi
e N
= N k
’ \
’ \
’ N
, N
Vi Va
c c
w

Asi, el limite de Fraissé de Vg es un espacio vectorial sobre F, cuya dimensién debe ser
numerable. En efecto, al ser él mismo numerable, su dimension no puede ser no contable;
por otro lado, existen espacios vectoriales de dimension finita arbitraria sobre F, por lo
que, al ser universal para Vg, no puede tener dimensién finita. Observe finalmente que en
realidad este espacio vectorial es simplemente el espacio vectorial de dimensién numera-

ble sobre F', debido a que la dimensién determina salvo isomorfismo a un espacio vectorial.

Espacios métricos racionales
Un espacio métrico racional es un espacio métrico donde todas las distancias entre puntos
son racionales. Mediante la definicién de las relaciones binarias R, donde R,y si y sélo
si d(z,y) = q para dos elementos del espacio, podemos considerar cada espacio métrico
racional como una estructura relacional en el lenguaje numerable {Rg}4>0, con ¢ un
numero racional. Para dos espacios métricos racionales un homomorfismo entre ellos es
una funcién isométrica, esto es, que preserva la distancia.

Consideremos la clase M de todos los espacios métricos racionales finitos. Es claro que
M sdlo tiene un ntmero numerable de tipos de isomorfismo, que satisface la propiedad
hereditaria y que es cerrada bajo isomorfismo. Sean D; y Dy dos espacios métricos
racionales finitos en los cuales el espacio métrico racional A es inmersible por medio
de las isometrias f y g respectivamente. Observe que, modificando adecuadamente a
Dy, podemos suponer que A = D; N Dy y con ello que f y g son simplemente las
inclusiones. Consideremos el conjunto Dy U Dy y definamos la siguiente seudo-métrica
sobre él: d'(x,y) = infyea(dp, (x,a) + dp,(y,a)),siz € D1 yy € Do, d'(x,y) = dp,(x,y)
siz,y € D;. Al tomar el conjunto cociente con respecto a la relacién de equivalencia z ~ y
si y sélo si d'(z,y) = 0, la métrica resultante d es una métrica racional. Considerando D’
como el espacio métrico ((Dy U Ds)/ ~,d) tenemos que las inclusiones de D; en Dy U Dy
se pueden tomar como inclusiones en D’ por medio de tomar la clase de equivalencia.
Por lo tanto, las inclusiones j; : D; — D’ (i = 1,2), son inmersiones isométricas y es
trivial que 71 f = jog. Por lo tanto, M satisface la propiedad de la amalgamacién. Por
ultimo, si tenemos dos espacios métricos racionales no vacios y finitos, entonces el espacio

métrico trivial (el que consta de un sélo punto) es inmersible en ambos, por lo que ambos
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son inmersibles en un espacio métrico racional finito, en virtud de la propiedad de la
amalgamacion.

Por el teorema 2.18, existe un espacio métrico racional universal-homogéneo, el cual
denotaremos por Uy. Note que como M tiene elementos de cualquier cardinalidad finita,
Up es numerable. La complecién de Uy es conocido como el espacio de Urysohn y es
denotado por U. El espacio de Urysohn es el tinico espacio métrico completo y separable
que es homogéneo y universal para la clase de todos los espacios métricos completos y

separables.

Campos de caracteristica p
El lector puede recordar que la clase de todos los campos finitos no satisface la propiedad
de la coinmersién, aun a pesar de que si satisface la propiedad de la amalgamacién. La
situacién es favorable cuando restringimos nuestra atencién a la clase de todos los campos
finitos que comparten la caracteristica. Sea p un nimero primo y denotemos por GF), a
la clase de los campos finitos de caracteristica p. Tomemos un elemento H de la clase
y un subcampo K de él, sabemos que entonces la caracteristica de K divide a la de H,
por lo que necesariamente K tiene caracteristica p; esto muestra que GF), satisface la
propiedad hereditaria. Es claro que GF), es cerrada bajo isomorfismo y que en la clase
s6lo hay un numero numerable de tipos de isomorfismo pues todos son campos finitos. En
la pagina 31 mostramos que la amalgamacién de dos campos con la misma caracteristica
es un campo que posee esa misma caracteristica, por lo que G'F), satisface la propiedad
de la amalgamacién. Por 1ltimo, el campo Z, siempre es inmersible en cualquier campo
de caracteristica p, de donde, la propiedad de la amalgamacién implica que la propiedad
de la coinmersién es satisfecha en esta clase.

Concluimos que G'F), es una clase de amalgamacién con un niimero numerable de tipos
de isomorfismo. El limite de Fraissé de GF}, es un campo numerable de caracteritica p,
universal y homogéneo, tnico salvo isomorfismo. Un hecho muy interesante es que este

campo resulta ser la cerradura algebraica del campo Z,,.

2.5. Algunos resultados en la clasificacion de estruc-

turas homogéneas

Gracias a la unicidad del limite de Fraissé se han logrado exhaustivas clasificaciones
de estructuras homogéneas. Un resultado de clasificacién de estructuras es un resulta-
do que enlista cudles son exactamente las estructuras que satisfacen ciertas concretas
propiedades. Presentaremos algunos de estos resultados en el presente apartado aunque
no brindaremos prueba de ellos; remitiremos al lector al trabajo original en el que puede
encontrarse cada resultado.

El primer resultado en realidad es simple. Uno puede convencerse de que si un orden
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lineal contable es homogéneo y su edad tiene al menos dos elementos no isomorfos,
entonces, por mediacién de la propiedad de la coinmersiéon y de la amalgamacién, su
edad debe coincidir con la clase de todos los 6rdenes lineales y, por lo tanto, tal orden

lineal debe ser aquél de los niimeros racionales.

2.19 Teorema. Sea A un orden lineal homogeneo. Entonces A es un sdlo punto o es

isomorfo a Q. A
El siguiente resultado es debido a J. Schmerl en [Sch 79].

2.20 Teorema. Sea A un orden parcial contable y homogéneo. Entonces A es isomorfo
a Q, al orden numerable universal-homogéneo P, a una anticadena de n elementos I,,, a
I,[Q] 0 a Q[I,,], con1 <n<w. N

El préximo se debe a A. Lachlan y R. Woodrow en [LyW 80]. G. Gardiner traté el

caso cuando las graficas son finitas.

2.21 Teorema. Sea G una grdfica contable y homogénea. Entonces G o su complemento
es isomorfa a la grdfica aleatoria, a la grdfica universal-homogénea libre de K, (p > 3),

a una unién disjunta contable de K,, (p > 1), al pentdgono o a Kz x K5. R

Resultados sobre gréficas dirigidas y torneos fueron mostrados por A. Lachlan, R.
Woodrow y G. Cherlin, entre otros. Pueden encontrarse todos los anteriores resultados
més algunos mds en [Lac 86].

Obsérvese que de acuerdo con los teoremas anteriores, el nimero de érdenes lineales
contables homogéneos es finito, el de 6rdenes parciales contables homogéneos es nume-
rable y esta misma suerte se tiene con las graficas contables homogéneas. Una buena
pregunta —hecha por primera vez por R. Fraissé— es entonces, ;jhay sélo un ntimero
numerable de estructuras homogéneas contables (para un lenguaje relacional finito fijo)?
La respuesta es negativa: en [Hen 72], C. W. Henson probd la existencia de 2 graficas
dirigidas distintas, numerables y homogéneas, mostrando que atin para un lenguaje tan

simple como Lg la conjetura era falsa.



Capitulo 3

La Teoria de Modelos de las

estructuras homogéneas

Es tiempo de rendir justificacién al titulo del presente trabajo. En este capitulo abordare-
mos la Teoria de Modelos que emerge con y en las estructuras homogéneas. Mostraremos
que el teorema de Fraissé no sélo resulta una forma 1util de construir estructuras ho-
mogéneas sino que también constituye una técnica importante para obtener estructuras
con notables caracteristicas, relevantemente, estructuras w-categoricas. Asimismo, vere-
mos que las estructuras homogéneas resultan traer consigo una serie de caracteristicas

interesantes relativas a su teoria y a su grupo de automorfismos.

La primera seccién de este capitulo extenderd el trabajo hecho en el primer capitulo
sobre algunos conceptos de la Teoria de Modelos. La segunda integrara al flujo de nues-
tro estudio uno de los resultados mas relevantes sobre teorias w-categoricas, el teorema
de Ryll-Nardzewski, Engeler y Svenonius. Las tultimas dos secciones seran dedicadas a

presentar los resultados sobre estructuras homogéneas.

3.1. Tipos, grupos de automorfismos y modelos atémi-

COS

El lector recordara que la exposicién del capitulo uno se vio cortada en un momento en
el que los resultados y los conceptos comenzaban a ser cada vez mas esotéricos y que fue
prometido que en el tercer capitulo de esta tesis se profundizarian. Ese es el motivo de

esta seccidn.
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Tipos

La idea de un tipo sobre un conjunto de elementos de una L-estructura es la de capturar
informacion en “pequenas piezas” para poder después estudiar la estructura y subconjun-
tos de ella de una manera minuciosa y sistematica por medio de estas piezas. W. Hodges
sugiere pensar en tipos como una generalizaciéon de los conceptos de polinomio minimo
en la teoria de campos y del de érbita en la teoria de grupos de automorfismos ([Hod 93,

seccién 6.3]).

3.1 Definicién. Sean L un lenguaje de primer orden, A una L-estructura y X un
conjunto de elementos de A. Consideremos el lenguaje L(X), aquél que resultaba de
afiadir a L un simbolo de constante por cada elemento de X. Para cada tupla b de
elementos de A, el tipo de b sobre X, con respecto a A y en las variables Z, es el conjunto
de todas las férmulas ¢(z) de L(X) tales que A F ¢(b). Denotaremos a este tipo por

tpa(b/X); en tal caso, tenemos que
tp4(b/X) = {¢(Z) | p(Z) es una férmula de L(X) y AF ¢(b)}.

Diremos que un conjunto p(Z) de férmulas de L(X) es un tipo sobre X (con respecto
a Ay en las variables 7) si existe una tupla b de elementos de una (L-)extensién elemental
de A, digamos B, tal que p(Z) = tpg(b/X). Un subconjunto p(Z) de un tipo sobre X es
llamado un tipo parcial sobre X.

Usualmente los tipos serdn denotados por p(Z),q(Z),r(Z), etcétera. Por tltimo, un
tipo sobre el conjunto vacio serd llamado simplemente un tipo, con su respectiva ade-
cuacién cuando el tipo sea parcial. Algunos autores prefieren aumentar el adjetivo com-
pleto para referirse a un tipo, en cambio, llaman tipo a lo que bajo nuestra definicién
es un tipo parcial. Tal uso es muy atinado, como muestra la proxima proposicién. Sin
embargo, al igual que al parecer la mayoria de los autores, nos apegaremos a los términos
de nuestra definicién; resulta econémico pues nuestro interés es practicamente exclusivo

en tipos completos.

3.2 Proposicién. Sean A una L-estructura, X un conjunto de elementos de A y p(Z)
un tipo parcial sobre X. Entonces p(Z) es un tipo si y sélo si para cada férmula p(z) de

L(X), o(Z) 0 7p(T) es un elemento de p(T).

Prueba. Si p(Z) es un tipo, existe una una tupla b de elementos de una extensién elemental
B de A, tal que p(z) =tpp(b/X). Sabemos que para una férmula ¢(Z) de L(X) se tiene
que B E p(b) o B E —(b), por lo que ¢(F) o =¢(Z) es un elemento de tpg(b/X).
Ahora supongamos que p(Z) es un tipo parcial sobre X tal que, para cualquier férmula
o(Z) de L(X), ¢(Z) o =¢(Z) es un elemento de p(z). Como p(Z) es un tipo parcial,
supongamos que p(Z) es un subconjunto del tipo tpz(b/X), para una tupla b de elementos
de la extensién elemental B de A. Tomemos ¢(Z) una férmula en tpp(b/X). Para esta

férmula, por hipétesis, tenemos que ella o su negacién pertenece a p(Z), pero es imposible
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que —p(Z) pertenezca a éste, de ser asi tendriamos que B F —¢(b) y con ello que tanto
©(Z) como su negacién son elementos de tpg(b/X), lo que es una clara contradiccién.
Por lo tanto, p(Z) = tpp(b/X). N

Observe que la misma definicién de tipo nos da una enorme cantidad de ejemplos,
basta tomar nuestra estructura favorita, una tupla de elementos de ella y tomar el tipo que
define esta tupla en la estructura. Antes de dar un ejemplo mas interesante, mostraremos
un resultado muy 1til al momento de verificar si un conjunto de férmulas es o no un tipo
(parcial en principio). Como el lector puede suponer de la simple y répida lectura de
la proposicién, ésta descansa en el teorema de compacidad. Si A es una L-estructura,
denotaremos por Thy (A) a la teorfa de A en el lenguaje L(X). En general, si T es una
L-teorfa y Q(Z) es un conjunto de férmulas de L con variables libres Z, decimos que el
conjunto T'U Q(Z) es satisfacible si para cada subconjunto finito {¢o(Z),..., ¢r—1(Z)}
de Q(Z), el conjunto T'U {3Z(¢o(Z) A -+ A ¢r_1(Z))} es consistente, es decir, tiene un

modelo.

3.3 Teorema. Sean A una L-estructura, X un conjunto de elementos de A y Q(T) un
congunto de férmulas de L(X) con variables libres T. Entonces Q(T) es un tipo parcial
sobre X si y solo si el conunto Q(Z)UThx(A) es satisfacible.

Prueba. Supongamos en primera instancia que Q(Z) es un tipo parcial sobre X. Sea
B una extensién elemental de A para la cual Q(z) C tpp(b/X), para alguna tupla b
de elementos de B. A partir de que B es extensién elemental de A, es claro que B
es un testigo de la satisfacibilidad de Q(Z)UThx(A) y, por lo tanto, este conjunto es
satisfacible. El enunciado reciproco requiere de mas técnica, la cual sélo bosquejamos y
remitimos al lector a [Mar 02, seccién 2.3]. A partir de la satisfacibilidad del conjunto
Q(z)U Thx (A), podemos mostrar la satisfacibilidad del conjunto Q(¢)U elDiag(A), donde
¢ es una tupla de constantes nuevas y elDiag(A) es el conjunto de L(A)-férmulas vélidas
en A, conjunto conocido como el diagrama elemental de A. Tomando un modelo, digamos
B, de este conjunto, por el lema del diagrama elemental, [Mar 02, Lemma 2.3.3 (ii)], existe
una inmersion elemental de A en este modelo. Sin pérdida de la generalidad, haciendo
las sustituciones necesarias, uno puede suponer que B es una extensién elemental de A.
Por tltimo, por la construccién, &2
tpp(e?/X). A

es una tupla de elementos de B tal que Q(z) C

Ahora estamos preparados para un primer ejemplo interesante.

Ejemplo. En la estructura (Q, <) y considerando el conjunto X = N, veamos que el
conjunto p(z) cuyos elementos son las férmulas z > 0, z > 1, & > 2,... es un tipo
parcial sobre X. Al tomar un subconjunto finito U del conjunto p(z)U Thy(Q), podemos
elegir un elemento a suficientemente grande en QQ que muestre la satisfacibilidad de
U. Asi, p(x)UThy(Q) es satisfacible y con ello p(z) es un tipo parcial sobre X. Lo
anterior nos permite concluir la existencia de una extensién elemental de Q (el cual en

particular es modelo de TOD) en la cual existe un elemento b y es modelo de las férmulas
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b>0,b>1,b>2,..., es decir, en esta extension el conjunto de los nimeros naturales

estd superiormente acotado.

3.4 Definicién. Sean A una L-estructura, X un conjunto de elementos de A y p(Z) un

tipo parcial sobre X. Decimos que

(a) p(%) es realizado por la tupla b de elementos de A si es un subconjunto del tipo
tpa(b/X). p(Z) es realizado en A si es realizado por alguna tupla de elementos
de A;

(b) p(Z) es omitido en (o por) A si no es realizado en A.

En el ejemplo anterior, el tipo p(x) es omitido en @Q, pues sabemos que en el orden
usual de los nimeros racionales el conjunto de los nimeros naturales no es acotado
superiormente. Una observacién bésica es que cualquier tipo (parcial), sobre X y respecto
a A, es realizado en alguna extension elemental de A. Es de enorme interés en la Teoria
de Modelos cuando los tipos de una estructura son realizados en la misma estructura,
esta cuestion lleva al concepto de saturacién de una estructura (vea por ejemplo [Mar 02,
seccién 4.3]).

Para continuar, podemos adelantar que nuestro interés serd en los tipos de una es-
tructura sobre el conjunto vacio. En este caso, al tipo definido por la tupla a sobre )
con respecto a A serd denotado por tpa(a) en lugar de tpa(a/0). Cuando no haya posi-
bilidad de confusién, un tipo de la estructura A serd referido como un tipo, omitiendo
aquello de tipo respecto a A. En este contexto, un corolario 1til del teorema 3.3 y de la

proposicién 3.2 es el siguiente.

3.5 Corolario. Sean A una L-estructura y p(Z) un conjunto de férmulas de L con
variables libres T. Entonces los siguientes incisos son equivalentes.
(a) Emiste una L-extension elemental de A, digamos B, y una tupla @ de elementos
de B, tal que p(z) =tpp(a); es decir, p(T) es un tipo.
(b) p(Z) es un conjunto de L-férmulas mazimal tal que Th(A)Up(Z) es satisfacible.

Prueba. Observe que la equivalencia se sigue de aplicar el teorema 3.3 en el caso cuando
X = 0; que el inciso (b) implica el (a) requiere de la proposicién 3.2 para asegurar que

el tipo es completo a partir de la maximalidad de p(z). W

3.6 Definicién. Sea A una L-estructura. Si & = (zg,1,...,Zn—1) ¥ P(T) es un tipo,
decimos que p(Z) es un n-tipo. El conjunto de todos los n-tipos de A es llamado el n-ésimo

espacio de Stone de A y es denotado por S2.

Si B es una extensién elemental de A, es claro que Th(A) = Th(B). Por el anterior
corolario podemos concluir que S = SB. El (n-ésimo) espacio de Stone de A es un
espacio topoldgico compacto y totalmente disconexo, su topologia esta generada por los

conjuntos {p(z) € S | ¢(Z) € p(7)}, para cada férmula p(Z) de L con variables libres &
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(vea por ejemplo, [Mar 02, seccién 4.1]). Para llegar al resultado que perseguimos, el cual
aun no hemos descrito, requerimos de una ligera desviaciéon. Hasta ahora, como lo que
nos compete es el estudio de las estructuras homogéneas, sélo hemos hablado de tipos de
una estructura, en seguida generalizaremos las definiciones para poder hablar de tipos

de teorias.

3.7 Definicién. Sea T una L-teorfa. Decimos que el tipo p(Z) (de alguna L-estructura)
es un tipo de T si el conjunto T'U p(Z) es satisfacible. El conjunto de n-tipos de T es

denotado por S, (T) y es conocido como el n-ésimo espacio de Stone de T

Una observacién importante es que si 1" es una L-teoria completa y A es un modelo de
T, entonces S, (T) = Sf. Lo anterior se desprende de que cuando la teoria T es completa,
la teoria de cualquier modelo de T es T' misma, como mostramos en el primer capitulo.
Podemos observar que entonces, para una L-estructura A, los tipos de A son exactamente
los tipos de Th(A). Al final, nuestro interés serd exclusivo de las teorias de la forma Th(A)
para alguna estructura A, por lo que la condiciéon de completud serd inherente a nuestras

teorias. Pero continuemos en un dmbito mas general.

3.8 Definicién. Sean T una L-teoria y p(Z) un (n-) tipo de T. Decimos que p(Z) es
aislado o soportado si existe una férmula ¢(Z) tal que el conjunto T' U {3Tp(Z)} tiene
un modelo y para cada ¥(Z) € p(z), T F VZ(o(Z) — ¥(Z)). A la férmula ¢©(Z) con la
caracterfstica descrita se le llama un soporte del tipo p(Z) y también decimos que p(T)

es soportado o aislado por ¢(Z).

Una pregunta relevante es: dado un tipo p(Z) de la L-teorfa T, jcudndo existe un
modelo de T' que omita a p(Z)? Podemos observar rdpidamente que si el tipo es sopor-
tado por la férmula ¢(Z), entonces cada modelo de T' que también es modelo de IzTp
realiza a p(Z); por lo que nuestros esfuerzos se deben encaminar a buscar modelos que
no hagan valido al soporte del tipo con la intencién de omitirlo. Primero formalizemos la
observaciéon anterior. Recuerde que desde el primer capitulo hemos supuesto que todas

las teorias de las que hablamos tienen modelos.

3.9 Proposicién. Sea T una L-teoria y supongamos que p(Z) soporta al tipo p(T) de
T, entonces p(Z) es realizado en cualquier modelo de T U{3Z¢(Z)}. En particular, si T

es completa, cada tipo soportado es realizado.

Prueba. Para la segunda parte, si T es completa y ¢(Z) es el soporte del tipo p(z) de T,
tenemos que necesariamente T+ 3Zp(Z) y la primera parte implica que p(Z) es realizado

(en cualquier modelo de 7). W

Nuestra atencién se debe centrar, como apuntabamos antes, en tipos no soportados.
El siguiente teorema da condiciones suficientes para obtener un modelo que omita al-
gunos tipos, como dijimos, buscaremos que estos tipos no sean soportados. Sin embargo,
el resultado contiene en sus hipotesis una restriccién sobre el lenguaje, la cual afortu-

nadamente no serd un problema para nuestros objetos de estudio, pues las estructuras
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que hemos considerado hasta ahora en nuestros ejemplos estan definidas en un lenguaje
contable. Debido a su dificultad, decidimos no incluir la prueba de este teorema, el lector
la puede consultar en [Mar 02, Teoremas 4.2.3 y 4.2.4] o en [Hod 93, Teorema 7.2.1].

3.10 Teorema (Teorema de omisién de tipos). Sean L un lenguaje contable, T
una L-teoria y ® un conjunto contable de tipos no soportados de T. Entonces existe un

modelo numerable de T el cual omite a todos los elementos de . M

Nuestro objetivo, el teorema que buscamos, relaciona los tipos de la teoria T , su
categoricidad, el tamano de los espacios S, (T") y la accién del grupo de automorfismos
de cualquier modelo contable de T'. El siguiente apartado cubrird lo necesario del tema

de grupos de automorfismos.

Grupo de automorfismos

El lector no se resistiria a aceptar que el grupo de automorfismos de una estructura es
relevante en el estudio de estructuras homogéneas: basta observar los términos en que
estd definido el concepto de homogeneidad.

Denotaremos por Aut(A) al grupo de automorfismos de la L-estructura A. Entonces
Aut(A) es un subgrupo del grupo de permutaciones del dominio de A. En adelante
permitiremos un abuso de notacién: escribiremos, para una L-estructura A, a € A"
en lugar de a € dom A", en otras palabras, no distiguiremos entre la estructura y su
dominio. El lector puede notar que no hay ningin riesgo con ello y que de hecho en
algunos ejemplos hemos ya caido en este manejo, el cual resulta conveniente.

Cualquier subgrupo del grupo simétrico (el grupo de las permutaciones) de un con-
junto X actia de manera natural sobre X; de hecho, también de manera natural, actia
sobre X™, para cualquier entero positivo n. Asi, para cada n, el grupo Aut(A4) actia
sobre el conjunto A™. El siguiente lema resume esta accién de Aut(A) sobre las potencias
de A.

3.11 Lema. Sean A un L-estructura y n un nimero entero positivo. La aplicacion

(g, (a07 e ,anfl)) — (Q(G'O)v s ag(anfl))

de Aut(A) x A™ en A™ define una accion del grupo Aut(A) sobre el conjunto A™. N

Para continuar, debemos recordar algunos conceptos de la teoria de grupos de per-

mutaciones.

3.12 Definicién. Sean X un conjunto y G un subgrupo del grupo simétrico de X.

(i) Siae€ X, ladrbita de a bajo G es el conjunto {g(a)| g € G};
(ii) Si Y C X, el estabilizador puntual de Y en G es el conjunto Gyy = {g €
G |Va€eY(g(a) =a)}.
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Podemos conocer propiedades de la L-estructura A por medio de las que posee su
grupo de automorfismos. La primera propiedad en fila es la rigidez, una estructura es
rigida si la identidad en A es el tnico elemento de Aut(A). En este caso, hay una
orbita con un sélo elemento por cada elemento de la estructura. Ejemplos de estructuras
rigidas son los buenos 6rdenes. Esto puede dar una idea al lector del porqué, a pesar de
ser numerable y poseer como edad a la clase de todos los 6rdenes finitos, la estructura
ordenada N de los nimeros naturales no es homogénea y con ello no es el limite de
Fraissé de su edad (el cual ya mostramos que es Q).

Las siguientes propiedades estdn muy relacionadas con la homogeneidad de la estruc-

tura.

3.13 Definicion. Con la notacién de la definicién anterior, decimos que G

(i) actia (n-)transitivamente o que es (n-)transitivo sobre X™ sila érbita de cualquier
elemento de X™ es todo el conjunto X™;

(ii) es oligomorfo sobre X si para cada entero positivo n, el nimero de 6rbitas de
G sobre X™ es finito.

La condicién de transitividad no serd muy notable en este trabajo. El problema con
la transitividad se haya en que si el conjunto X tiene mas de un elemento y n > 1, G no
puede ser (n-)transitivo sobre X"; para ello, supongamos que a y b son elementos de X
distintos. Tenemos entonces que las n-tuplas (a,...,a) y (b,a,...,a) son elementos de
X™, sin embargo no existe una funcién g tal que g(a, ...,a) = (ga,...,ga) = (b,q,...,a),
pues no puede suceder que a = ga = b. Asi que, en nuestra definicién en (i) podriamos
bien quedarnos con el caso n = 1.

La oligomorfia es lo mejor posible después de la transitividad y, como mostaremos mé&s
adelante, estard relacionada con conceptos de la teoria de modelos. Con la mira puesta
en este punto, diremos que una estructura A es oligomorfa si Aut(A) es oligomorfo
sobre A. Mostraremos que una estructura w-categoérica no es mas que una estructura
oligomorfa y viceversa. En particular, como ejemplo més importante, mostraremos que
si el lenguaje L es relacional y contable, entonces cualquier L-estructura homogénea
contable es oligomorfa.

Una tltima observacién es que si f es un isomorfismo de A en B, entonces a y
f(@) realizan los mismos tipos en A y en B respectivamente. En particular, si existe un
automorfismo de A que lleva a la n-tupla @ en la n-tupla b, es decir, @ y b estén en la
misma érbita bajo Aut(A), entonces @ y b realizan las mismas férmulas y, por lo tanto,

los mismo tipos de A.

Modelos atémicos

Buscando caracteristicas de los modelos de una teorfa, aquellas que dan una nocién de

minimalidad son valiosas. Dos de ellas son las nociones de modelo primo y estructura
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atémica. La misma denominacién es sugerente, un modelo primo de una L-teoria T es
aquel que en algtin sentido es “inmersible” en cualquier otro modelo de T'. El sentido que
buscamos es precisamente el de inmersibilidad como vista hasta ahora, pero debe haber
una adaptacién debido a que la teoria podria no ser completa. Concretamente, el modelo
A de la L-teoria T es primo si es elementalmente inmersible en cualquier modelo de T'.
La segunda nocién de minimalidad que mencionamos es la que se encuentra relaciona-

da con el tema de este capitulo.

3.14 Definiciéon. Decimos que la L-estructura A es atémica si todos sus tipos son

soportados.

El tamano de los espacios de Stone de una teoria juegan un papel importante al
determinar las caracteristicas de los modelos de la teoria. El siguiente teorema es una

muestra de lo dicho en esta observacion.

3.15 Teorema. Sean L un lenguaje contable y T una L-teoria completa sin modelos
finitos.
(a) Si Sp(T) es contable para cada n > 0, entonces T tiene un modelo atdmico

numerable.

(b) Si S, (T) es finito para cadan > 0, entonces todos los modelos de T son atémicos.

Prueba. (a). Es claro a partir de las hipétesis que T' s6lo tiene un nimero contable
de tipos no soportados. Por el teorema de omisién de tipos (3.10), T tiene un modelo
numerable que omite a todos los tipos no soportados de 7. Como T es completa, todos
los tipos de este modelo son los tipos soportados de Ty, por lo tanto, es atémico.

(b). Es claro que si todos los tipos de T son soportados, todos los modelos de T
son atémicos, pues al ser T' completa sus tipos son exactamente los tipos de cualquiera
de sus modelos. Asi que basta probar que las hipétesis implican que los tipos de T' son
soportados. En la prueba del teorema 3.17 (la equivalencia de (c¢) y (d)), mostraremos que
las hipotesis implican que para cada n > 0 s6lo hay una nimero finito de férmulas ¥ (z)
no equivalentes médulo T con & = (xg,...,Zp—1). Tomemos ¥(Z) un conjunto maximal
de férmulas ¥ (Z) no equivalentes médulo T'; si p(Z) es un n-tipo de T, la conjuncién de
todas las férmulas que estdn en ¥(Z) y en p(Z) es un soporte para p(Z). Por lo tanto,

todo n-tipo de T es soportado. M

El matiz de minimalidad del concepto de estructura atémica estd expresada en el
siguiente teorema. Las hipdtesis de este proximo resultado pueden ser mas holgadas,
podriamos retirar la condicién de numerabilidad de las estructuras, pero en ese caso
nuestra conclusién sélo podria decir que las estructuras son back-and-forth equivalentes
(vea [Hod 93, seccién 3.2]).

3.16 Teorema. Sean L un lenguaje contable y A y B L-estructuras elementalmente

equivalentes numerables y atdomicas. Entonces A y B son isomorfas.
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Prueba. Supongamos que las n-tuplas @ y b realizan el mismo n-tipo en A y en B,
respectivamente. Si ¢ es un elemento de A, el tipo realizado por la (n + 1)-tupla a"c¢c =
(agy...,an—1,c) es soportado, pues A es atémica; supongamos que la L-férmula ¢(Z,y)
soporta a este tipo. En particular tenemos que A F ¢(a,c) y, entonces, A F Jyp(a,y).
Como b realiza en B el mismo tipo que @, existe un elemento d de B tal que B F (b, d).
De modo que @"c y b"d realizan el mismo (n + 1)-tipo en A y en B respectivamente.
Simétricamente, si tomamos un elemento d de B podemos hallar un elemento ¢ de A tal
que @ c y b"d realizan el mismo (n + 1)-tipo en A y en B respectivamente.

Sabemos que A = B. Supongamos que las n-tuplas @, y b,, de elementos de A y
de B respectivamente, han sido definidas de tal forma que (A,a,) = (B,b,). Sin + 1
es par, tomemos un elemento ¢, de A que no esté en a,. Por lo anterior, existe un
elemento d,, de B tal que las (n + 1)-tuplas @, ¢, y b, d, realizan el mismo tipo en
Ay en B respectivamente. Si n + 1 es impar, tomemos un elemento d,, de B que no
esté en by, entonces existe un elemento ¢,, de A tal que @, ¢,y b, d,, realizan el mismo
tipo en A y en B respectivamente. En cualquier caso, como los enuciados de L(a, ¢y,)
son precisamente los enuciados de L(a) més los enunciados ¢(ay,c,), donde ¢ es un
elemento del tipo definido por @, y andlogamente en el caso de L(b, d,), tenemos que
(A,a,"cn) = (B, b, dy).

Para finalizar, el mapeo a; — b;, es una inmersién de A en B que por construccién

es sobre. W

3.2. Teorema de Ryll-Nardzewski, Engeler y Svenon-
ius

El préximo resultado serd el que resumird muchas de las propiedades de estructuras
homogéneas, de él desprenderemos una serie de conclusiones sobre el limite de Fraissé de
ciertas clases (hay en principio una restriccién sobre el lenguaje).

Se considera este resultado como una caracterizacion de las teorfas w-categoricas.
Algunos incisos han sido aumentados después de la primera presentacién del resultado,
aunque se considera que el resultado en su esencia fue probado por primera vez parale-
lamente por E. Engeler y C. Ryll-Nardzewski en el ano de 1959. Los incisos que refieren

al grupo de automorfismos se deben a L. Svenonius.

3.17 Teorema (Teorema de Ryll-Nardzewski, Engeler y Svenonius). Sean L un
lenguagje contable y T una L-teoria completa cuyos modelos son todos infinitos. Entonces
los siguientes incisos son equivalentes.

(a) T es w-categdrica.

(b) Todos los tipos de T son soportados.

(¢) Sn(T) es finito para cada n > 0.
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(d) Para cada T = (zg,...,Tn—1), s6lo existe un ndmero finito de férmulas, con

variables libres T, no equivalentes mdédulo T'.

(e) Algin modelo numerable de T sélo realiza un ndmero finito de n-tipos de T para

cada n > 0.
(f) Todo modelo numerable de T es oligomorfo.

(g) T posee un modelo numerable y oligomorfo.

Prueba. Veamos que (a) implica (b). Supongamos que T tiene un n-tipo p(Z) no aislado.
Por el teorema de omisién de tipos, T tiene un modelo numerable M el cual omite a
p(z). Por otro lado, T posee un modelo N que realiza a p(Z), pues p(Z) es un tipo de
T, més atn, por el teorema de Lowenheim-Skolem podemos suponer que este modelo es
numerable. Asi, N y M no pueden ser isomorfos, lo que muestra que 7" no es w-categérica.

El inciso (b) implica el (c). En el espacio topoldgico S, (T'), el cual comentamos que
es compacto, un tipo aislado es un conjunto abierto. De donde, si todos los tipos de T'
son aislados, una cubierta abierta para S,(7T) es la unién de todos sus puntos. Por la
compacidad de S, (T), tenemos que sélo puede haber un ndmero finito de elementos en
Sn(T).

El inciso (c) implica el (a). Por el inciso (b) del teorema 3.15, todos los modelos
numerables de 7' son atémicos. Mediante el teorema 3.16 concluimos que cualesquiera
dos modelos numerables de 1" son isomorfos.

El inciso (c) implica el (d). Observemos que si las L-férmulas ¢(Z) y ¥(Z) se en-
cuentran en el mismo n-tipo p(Z) de T, entonces ¢(Z) y ¥(Z) son equivalentes médu-
lo T, de no serlo, como T es completa, T+ —VZ(p(Z) + ¥(Z)) lo que implica que
T U {3Z(o(Z) A (Z))} no es satisfacible (lo que estd en desacuerdo con que p(Z) es un
tipo de T'). Por lo tanto, si dos férmulas ¢(Z) y ¥(Z) no son equivalentes médulo T,
entonces pertencen a n-tipos distintos, de donde, si hay k n-tipos en S,, ("), entonces hay
a lo més 2* férmulas ¢(Z) no equivalentes médulo 7.

El inciso (d) implica el (c). Es inmediato. Observe que si las L-férmulas ¢(Z) y ¥(Z)
son equivalentes médulo T, entonces pertenecen al mismo n-tipo. Por lo tanto, sélo hay
un numero finito de n-tipos en S, (7).

El inciso (f) implica el (g). Por el teorema de Léwenheim-Skolem T' posee un modelo
numerable, el cual resulta oligomorfo en virtud de (f).

El inciso (g) implica el (e). Sea A un modelo numerable y oligomorfo de T. Paran > 0
fija, tenemos que s6lo hay un nimero finito de 6rbitas de A™ bajo Aut(A). Observe que
si dos n-tuplas pertenecen a la misma 6rbita bajo Aut(A), entonces realizan el mismo
n-tipo en A, pues los isomorfismos preservan la verdad. Por lo tanto, sélo puede haber,
a lo mas, tantos n-tipos realizados en A como 6rbitas de A™ bajo Aut(A), las cuales son
un numero finito.

El inciso (e) implica el (c). Sea A un modelo numerable de T que sélo realiza un

nimero finito de n-tipos de T para cada n > 0. Fijemos un entero positivo n. Sean
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Po(Z), ..., pr—1(Z) todos los tipos distintos en S, (7T") que son realizados en A. Observe
que por el hecho de ser tipos distintos, existen férmulas ¢o(Z), ..., dr—1(Z) tales que
¢i(Z) € p; (&) siy sélosii=j. Siel enunciado 3Z(—¢o(Z) A -+ A =¢p_1(Z)) fuese vélido
en A, y la n-tupla a la satisface en A, entonces tp(a) es distinto del tipo p;(Z) para todo
i < k, lo cual seria una contradiccién a que estos tultimos son todos los n-tipos de T
realizados en A. Por lo tanto, A E VZ(¢o(Z) V- -V ¢r—1(Z)). Similarmente, si 1)(Z) es una
férmula de L, i < k y el enunciado 3Z35(¢;(T) A ¢ () A [(¥(Z) A—(§)) V (¥(7) A—p(T))])
es valido en A, tendriamos que los tipos tp(a) y tp(b), donde las n-tuplas @ y b son los
testigos de la validez, son distintos. Sin embargo, la férmula ¢;(Z) se encuentra en ambos,
lo cual contradiria la eleccién de las férmulas ¢o(Z), ..., ¢r—1(Z). Podemos concluir que
para cada i < k, A EVZVYH((¢:(Z) A ¢:(7)) = (¥(T) + ¥(F))).

Debido a que T es una teorfa completa, concluimos que T' = VZ (o (Z) V- -V dp—1(Z)
y para cada i < k y férmula ¢(Z) de L, T + VZV5((¢:(Z) A ¢:(7)) = () + (7))
Esto fuerza a que todos los tipos de T sean po(Z),...,pr—1(Z), mostrando que S, (T) es
finito.

)

Para terminar, veamos que el inciso (b) implica el (f). Sea A un modelo numerable
de T. Mostraremos que si las n-tuplas @ y b de elementos de A realizan el mismo tipo
en A, entonces estan en la misma érbita bajo Aut(A). Supongamos que las tuplas @ y b
realizan el mismo n-tipo en A. Tenemos que (A, a) = (A,b) y de manera similar a como
hicimos en la prueba del teorema 3.16, gracias a que los tipos de A son todos soportados,
podemos construir un automorfismo de A pero esta vez partiendo de a y b para asegurar
que el automorfismo envia a @ en b. De este modo @ y b estdn en la misma 6rbita de A”
bajo Aut(A). Més arriba también probamos que (b) implica que S, (T) es finito para
cada n > 0, por lo que sélo puede haber un nidmero finito de érbitas de A™ bajo Aut(A).
|

Una parte de la prueba de este teorema es importante de resaltar.

3.18 Proposicion. Sea A una estructura numerable y w-categdrica en un lenguaje con-
table. Las n-tuplas a y b de elementos de A realizan el mismo n-tipo si y sélo si pertenecen
a la misma orbita de A™ bajo Aut(A). N

A su vez, esta proposicion nos permite conocer concretamente todos los tipos de una

estructura w-categérica numerable.

3.19 Corolario. Sea A una estructura numerable y w-categorica en el lenguaje contable
L. Entonces para cada n existe un nimero finito de formulas ¢;(zo,...,Tn—1) tales que
soportan a un n-tipo de A. Mds ain, las drbitas de A™ bajo Aut(A) son exactamente los

conjuntos de la forma ¢;(A™), donde

pi(A") ={aec A"|AkE ¢;(a)}. N
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3.3. Lenguaje relacional finito

Aunque corolario de un préximo resultado mas general, el teorema de esta seccion es
posiblemente el teorema mas sobresaliente sobre estructuras homogéneas, a la vez que su
prueba es —dentro de lo que cabe decir— elemental.

La condicién de que el lenguaje L sea finito y relacional es una ventaja cuando es-
tudiamos conceptos relacionados al de homogeneidad y el de homogeneidad mismo. La
principal ventaja es que las estructuras finitamente generadas son siempre finitas. Por
ejemplo, ello simplica en buena parte la verificacion de que una clase de L-estructuras
finitas sea una clase de amalgamacién. Aunado a esto, el lector debe notar que la mayoria
de los ejemplos de estructuras homogéneas en el capitulo anterior se encuentran definidos
sobre lenguajes relacionales finitos.

Recuerde que la L-estructura A es w-categérica si su teoria Th(A) lo es; observe
que en el caso en que A es numerable, esto es equivalente a que cualquier L-estructura
numerable B elementalmente equivalente a A resulte isomorfa a A. Esto ultimo sugiere
una demostracién de la proxima proposiciéon por medio de una construcciéon de back-and-
forth, la cual es posible. Sin embargo, en presencia del teorema de la secciéon anterior,

optamos por una demostracién corta y menos técnica.

3.20 Teorema. Sean L un lenguaje relacional finito y A una L-estructura homogénea

y numerable. Entonces A es w-categdrica.

Prueba. Mostraremos que bajo las hipétesis, A es oligomorfa; concluiremos luego ha-
ciendo uso del teorema 3.17. Fijemos n > 0. Para un conjunto de n elementos sélo hay
un nimero finito de posibilidades para la interpretacién de un simbolo de L. Como L es
finito, lo dicho implica que sélo hay un ntmero finito de L-subestructuras de A con n
elementos no isomorfas entre si (es decir, sélo hay un nimero finito de tipos de isomor-
fismo de L-subestructuras de A con n elementos). Por otro lado, como A es homogénea,
cualesquiera dos L-subestructuras con n elementos e isomorfas se encuentran en la misma
orbita de A™ bajo Aut(A). Concluimos que sélo hay un ntimero finito de érbitas de A™
bajo Aut(A), tantas como tipos de isomorfismo de subestructuras de A con n elementos.

Queda entonces probado que A es una estructura oligomorfa.Aademaés, debido a que
A es numerable, Th(A) es completa y no tiene modelos finitos. Asi, por el teorema 3.17,

A es w-categérica. W

Resumimos algunas propiedades de estructuras homogéneas definidas en un lenguaje
relacional finito en el siguiente resultado, el cual es un corolario del teorema anterior y
del teorema 3.17.

3.21 Corolario. Sean L un lenguaje relacional finito y A un L-estructura homogénea y
numerable. Entonces,
(a) A es w-categdrica;

(b) Aut(A) actia oligomdrficamente sobre A;
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(¢) sdlo hay un nimero finito de n-tipos de A para cada n > 0;

(d) todos los tipos de A son soportados.
]

En particular, cada uno de nuestros ejemplos de estructuras homogéneas en el capitulo
anterior definidas en un lenguaje relacional finito y numerable cumplen cada inciso de

este corolario. Mas interesante e importante atin es el siguiente resultado.

3.22 Corolario. Sea K una clase de amalgamacion con un numero numerable de tipos
de isomorfismo en el lenguaje relacional finito L. El limite de Fraissé de K es una L-

estructura w-categorica. M

Este resultado hace explicito lo que menciondbamos al inicio del capitulo: la construc-
cién de Fraissé también es ttil para obtener la existencia de estructuras w-categéricas.
Antes de pasar al caso general, podemos presentar otro resultado importante, tanto mas
atractivo en el caso en que el lenguaje es relacional finito. Sin embargo, debido a que en
realidad no hay gran diferencia con la prueba del caso general, no presentamos la prueba

aqui (vea esta prueba en la pagina 67).

3.23 Teorema. Sean L un lenguaje relacional finito y A una L-estructura w-categdri-
ca y numerable. Entonces A es homogénea si y sdlo si Th(A) admite eliminacion de

cuantificadores. W

La rigurosidad del resultado anterior sera discutida al final de la siguiente seccién.

3.4. Lenguaje finito

Los resultados de la seccion anterior son ciertos de manera limitada cuando el lenguaje
no es relacional finito. Atin con esto, los resultados en el caso en que el lenguaje es
finito pero no es necesariamente relacional no dejan de ser relevantes. Podemos iniciar
nuestra discusiéon un poco maés en general con un leguaje contable. Buscamos ajustar los
resultados de la seccién anterior al caso en que las estructuras finitamente generadas no
son necesariamente las finitas. La siguiente definicién es el primer paso hacia tener un

control sobre las estructuras finitamente generadas.

3.24 Definicién. Sea L un lenguaje contable.

(a) La L-estructura A es uniformemente localmente finita si existe una funcién
f:w — w tal que para cada subestructura B de A, generada por un conjunto
de cardinalidad menor o igual a n, se tiene que la cardinalidad de B es menor o
igual a f(n).

(b) Laclase de L-estructuras finitamente generadas K es uniformemente localmente

finita si existe una funcién f : w — w tal que para cada estructura A de K, cada
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subestructura B de A que es generada por un conjunto de cardinalidad menor o

igual a n tiene cardinalidad menor o igual a f(n).

Observe que si L es un lenguaje relacional finito, cualquier L-estructura es uniforme-
mente localmente finita, pues la funcién identidad de w lo muestra. Ademds, que cada
estructura en una clase K sea uniformemente localmente finita no implica que la clase
es uniformemente localmente finita. La siguiente proposicién expresa una caracteristica

técnica de las estructuras w-categoricas que sera util posteriormente.

3.25 Proposiciéon. Sean L un lenguaje contable y A una L-estructura w-categorica.

Entonces A es uniformemente localmente finita.

Prueba. Si la estructura A es finita, claramente es uniformemente localmente finita. Su-
pongamos, pues, que A es infinita. Primero mostraremos que bajo las hipdtesis impuestas,
cualquier subestructura finitamente generada de A es finita. Tomemos una n-tupla a de
elementos de A y supongamos que ¢,d € (@) 4 son distintos. Como ¢ es de alguna forma
construido a partir de @ en A y ¢ # d, elijamos una férmula ¢ (z"y) de tal forma que
A E ¢(a,c) pero A ¥ ¢(a,d). De lo anterior deducimos que 1(Z"y) es un elemento de
tpa(a”c) que no esté en tpa(a“d), es decir, estos (n+1)-tipos son distintos. Como Th(A)
es w-categérica y A es infinita, el inciso (c¢) del teorema 3.17 implica que Sy, +1(A) es finito
y ello fuerza la finitud de |(@) 4]

Pasemos a demostrar la conclusién de la proposicién. Supongamos que B es una L-
estructura elementalmente equivalente a A y numerable. Entonces B es w-categdrica y
numerable. Por el inciso (f) del teorema 3.17, para cada n > 0, s6lo hay un niimero finito
de 6rbitas en B™ bajo Aut(B), digamos k,, < w. Supongamos que by, . . ., by, _1 son rep-
resentantes de cada una de las k,, 6rbitas de B™. Definamos f(n) =méx{|(b;)p| | i < kn}.
Por la afirmacién demostrada al inicio de la prueba, f(n) < w, por lo que tenemos defini-
da la funcién f : w — w de tal forma que si C es una subestructura de B generada
por n > 0 elementos de B, entonces C' tiene a lo més f(n) elementos (pues la n-tupla de
generadores de C debe estar en alguna de las 6rbitas de B™). Luego, si D es una sub-
estructura de A generada por la n-tupla b, entonces el n-tipo definido por b es también
realizado por B, de donde alguna de las n-tuplas b;, con i < k,, lo realiza en B. Entonces
D tiene el mismo niimero de elementos que la estructura generada por b; en B. Asf que,

|D| < f(n). Por lo tanto, la funcién f muestra que A es uniformemente localmente finita.
[ |

A continuacién presentamos uno de los principales resultados que buscdbamos mostrar

en este trabajo.

3.26 Teorema. Sea L un lenguaje finito y supongamos que A es una L-estructura ho-
mogénea y numerable cuya edad es uniformemente localmente finita. Entonces,
(a) A es w-categdrica;

(b) Th(A) admite eliminacion de cuantificadores.
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Prueba. Iniciamos por observar que, gracias a que la edad es uniformemente localmente
finita, para cada n > 0 solamente hay un numero finito de tipos de isomorfismos de
subestructuras de A generadas por n elementos. Nuestra segunda observacién es que si B
es una subestructura generada por la n-tupla b, al ser B finita y L un lenguaje finito, cada
uno de los elementos de B se puede caracterizar mediante una conjuncién de férmulas
atémicas o negacion de férmulas atomicas. Si tomamos el total de estas conjunciones y
definimos 15 5(o, - . ., Zrn—1) como su conjuncién, la cual es perfectamente una férmula
de L, obtenemos que cualquier n-tupla de elementos de A que satisfaga esta férmula
genera una subestructura de A isomorfa a B. Concretamente, y diciendo un poco mas, si
C es una L-estructura y ¢ es una n-tupla de elementos de C, C' F v 5 5(¢) si y sdlo si existe
un isomorfismo f : B — (€)¢ tal que f(b) = . La implicacién de derecha a izquierda
es inmediata al ser f un isomorfismo. Debe enfatizarse el hecho de que 15 ;(Z) es una
férmula libre de cuantificadores al ser una conjuncién de férmulas atémicas o negaciones

de féormulas atomicas.

A partir de lo anterior construiremos una teoria 7' cuyos modelos numerables seran
precisamente estructuras débilmente homogéneas con edad igual a la de A. Para cada
subestructura B de A generada por la n-tupla b y cada elemento ¢ de A distinto a cada

elemento en b, el enunciado

VZ(vp () = e (2,9)),

donde C' es la estructura generada por b ¢, serd un elemento de 7. Convencionalmente,
para el caso n = 0, tenemos que el enunciado JyYc (Z,y) serd un elemento de T'. Estos
enunciados “codifican” la homogeneidad débil de sus modelos y determinan la forma en
que se generan los elementos de su edad. Resta atender la cuestion de que la edad de los
modelos de T sea exactamente la de A. Cortesia de la observacion al inicio de la prueba,
para n fijo, podemos suponer que By, ..., By, —1 son representantes de los k, < w tipos
de isomorfismos de subestructuras de A generadas por n elementos. Para cada i < k,,
s6lo hay un numero finito de n-tuplas de elementos de B; que generan a B;; tomemos
U,(Z) como la disyuncién de todas las férmulas ¢, 5(Z), donde b es una n-tupla que

genera a B;. Ahadamos a T' el enunciado
V(U () V-V U, (7))

Esto termina nuestra definicién de la teoria T'. Mostremos que efectivamente T tiene las
caracteristicas deseadas. Primeramente debe observarse que por la misma construccion,

T es consistente, pues A misma es un modelo de ella.

Tomemos un modelo numerable de T, digamos, D. Sea B una estructura en Sub(A)
generada por un solo elemento b. Como D E Jyyp ,(y), tenemos que existe un elemento

d de D tal que D E ¢p(d). Por la seleccién de 9 p 5, existe un isomorfismo de B en
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la estructura generada por d y esto nos dice que B es inmersible en D. A continuacién,
supongamos que cada estructura en la edad de A generada por n elementos es inmersible
en D. Supongamos que F es una estructura en la edad de A generada por n+1 elementos.
Si ¢"e es una (n + 1)-tupla que genera a F, tenemos que C' = (¢)¢ es una estructura
inmersible en D. Luego D F 9 z(g(¢)), donde g es la inmersién de C' en D. Por otro
lado, al ser D un modelo de T', tenemos que D F VZ(¢c,:(2) = Iyip .~ (2,y)). Por
lo tanto, D F ’(/}E,éAe(g(ELe/) para algin e’ en D y la definicién de Yy, indica que
FE es inmersible en D. Para la otra contencién, si B es una estructura generada por n
elementos en la edad de D, el enunciado Yz (Vg (Z) V---V ¥p, _ (Z))), al ser vélido en
D, nos dice que B es isomorfa a alguna de las k,, subestructuras de A generadas por n

elementos.

El parrafo anterior muestra que la edad de D es exactamente la de A. Luego, suponien-
do que B es un elemento de Sub(D), que f es una inmersién de B en D y que ¢ es un
elemento de D que no estd en B, la adaptacién correcta (hay que pensar en B como un
elemento de Sub(A), lo cual es posible gracias a lo recién probado) del argumento del
parrafo anterior muestra que f se puede extender a una inmersién de (B U {c})p en D.

Mediante la proposicion 2.11, concluimos que D es débilmente homogénea.

Hemos probado que cualquier modelo numerable de T es una estructura débilmente
homogénea cuya edad es Sub(A). La proposicién 2.9 implica que entonces T es w-
categdrica y, con ello, que A es w-categdrica (pues cualquier modelo de Th(A) lo serd tam-
bién de T').

Por dltimo, veamos que Th(A) admite eliminaciéon de cuantificadores. Si ¢ es un
enunciado de L, entonces, debido a la completez de Th(A), ¢ o su negacién es una conse-
cuencia de Th(A). Tomando una variable arbitraria x, en el primer caso ¢ es equivalente
ala férmula x = x y en el segundo a x # x. Supongamos ahora que la férmula en cuestién
no es un enunciado, digamos que la férmula es ¢(xo, ..., z,—1). Consideremos el conjunto
(A") ={a € A"|AF ¢(a)} y las férmulas 1q) . 4(Z) para cada a € ¢(A™). Recordemos
que hay k,, < w tipos de isomorfismo de subestructuras de A generadas por n elementos,
por lo que podemos asegurar que el nimero de férmulas 7,/1<,—1>A7;1(:E) con a € ¢(A™) es fini-
to; esto nos permite definir la férmula ¥, (Z) como la disyuncién de todas estas férmulas.
Como remarcamos antes, cada férmula lﬂ(a)A’a(i’) es libre de cuantificadores, por lo que
U4 (Z) también lo es. Mostraremos que ¢(Z) es equivalente a ¥4(Z) médulo Th(A). Si a

es una tupla de A tal que A F ¢(a), es claro que A F Wy(a), pues A F 95 5(a) por la

A0
mera definicién de gy a(Z). En la otra direccién, si A F Wy(a), existe b € ¢(A") tal
que A E 2/)(1’))14’5((71/). Entonces existe un isomorfismo de (b) 4 en (@)1 que mapea a b en a.
Como A es homogénea, este isomorfismo se extiende a un automorfismo de A y, por lo

tanto, A F ¢(a). N

Considerando que la forma candnica de construir estructuras homogéneas es mediante

el limite de Fraissé de una clase de amalgamacion adecuada, un corolario importante del
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teorema precedente es el siguiente.

3.27 Corolario. Sean L un lenguaje finito y K una clase de amalgamacion de L-
estructuras con un niumero numerable de tipos de isomorfismo y uniformemente local-
mente finita. St A es el limite de Fraissé de K, A es w-categérica y su teoria, Th(A),

admite eliminacion de cuantificadores. B

Tanto el teorema como el corolario previos arrojan una coleccién basta de propiedades
de estructuras homogéneas, en particular, de todas aquellas vistas como ejemplos en el
capitulo anterior. Por ejemplo, el teorema 3.26 nos dice que la grafica aleatoria, el espacio
métrico racional Uy y el orden parcial universal-homogéneo P son estructuras w-categéri-
cas y su teorfa admite eliminacién de cuantificadores. Ain maés interesante, pues los
lenguajes correspondientes no son relacionales finitos, lo mismo se cumple para un espa-
cio vectorial de dimensién w definido sobre un campo finito y para el campo numerable
universal-homogéneo de caracteristica p. También obtenemos una nueva prueba de que
TOD admite eliminacién de cuantificadores, hecho que probamos en el primer capitulo
de manera constructiva.

El siguiente resultado, el ultimo de este capitulo, expresa la afirmacién reciproca
del teorema 3.26. Establece que lo que hace falta exactamente para que una estructura
numerable y w-categdrica sea homogénea es que su teoria admita eliminacién de cuantifi-
cadores. Esto ilustra que a pesar de parecer una nocién técnica (sintdctica) al momento
de verificarla, la eliminacién de cuantificadores guarda un profundo valor semdantico en

las estructuras en que se presenta.

3.28 Teorema. Sean L un lenguaje finito y A una L-estructura numerable. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.
(a) A es homogénea y uniformemente localmente finita;

(b) A es w-categdrica y Th(A) admite eliminacion de cuantificadores.

Prueba. Primero observemos que si A es uniformemente localmente finita entonces su
edad también lo es, la misma funcién que atestigua la propiedad para A funciona para su
edad. Entonces, si A es uniformemente localmente finita y homogénea las hipdtesis del
teorema 3.26 se satisfacen y, por lo tanto, A es w-categorica y su teoria admite eliminacién
de cuantificadores.

En la otra direccién, la proposicién 3.25 asegura que cuando A es w-categérica, A
resulta uniformemente localmente finita. En seguida, supongamos que existe un isomor-
fismo entre las subestructuras finitas U y V de A, digamos g : U — V., y que las
n-tuplas @ y b son formadas con todos los elementos de U y V respectivamente. Como
A es w-categorica, el inciso (b) del teorema 3.17 implica que existe un férmula ¢(Z) que
soporta a tp(a); en virtud de que Th(A) admite eliminacién de cuantificadores, podemos
suponer que ¢(Z) es libre de cuantificadores. De lo anterior tenemos que A F ((b), pues

al ser g isomorfismo parcial preserva férmulas libres de cuantificadores. Esto implica que
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a y b definen el mismo n-tipo en A y por la proposicién 3.18, @ y b pertenecen a la misma
orbita de A™ bajo Aut(A), en otras palabras, existe un automorfismo de A que extiende

ag 1

Sobre estructuras w-categéricas no homogéneas

Por ultimo exploraremos la precision de los resultados previos. Segun lo anterior, se
requiere que ademés de la w-categoricidad la teoria de la estructura admita eliminacién
de cuantificadores para concluir su homogeneidad —esto es cierto ain limitandonos a
lenguajes relacionales y al teorema 3.23. Parece entonces razonable exigir un ejemplo que
muestre que una estructura contable puede ser w-categorica sin ser homogénea.

Resulta que no sélo se puede dar un ejemplo como el que requerimos sino que se
puede mostrar que hay 2 estructuras numerables no isomorfas entre si, w-categéricas
pero no homogéneas.

Manfred Droste y Dugald Macpherson, en [DyM 91], mostraron que hay 2¢ grafi-
cas (no isomorfas entre si) w-categéricas pero no homogéneas. Nosotros a continuacién
enunciaremos algunos de los resultados del citado articulo concernientes a érdenes par-
ciales; estableceremos que hay w érdenes parciales w-categoricos y numerables que no son

homogéneos. Iniciemos por dos definiciones importantes.

3.29 Definicién. Sean L un lenguaje contable, A una L-estructura y k > 0 un nimero

natural. Decimos que

(i) A es k-homogénea si cualquier isomorfismo entre dos subestructuras de A gene-
radas por k elementos se puede extender a un automorfismo de A;
(ii) A es k-transitiva si para cualesquiera dos subestructuras de A generadas por k

elementos e isomorfas, existe un automorfismo de A que lleva a una en la otra.

Podemos observar que en general la k-transitividad es mas débil que la k-homogeneidad
(aunque no es trivial mostrar esto formalmente) y que una estructura es homogénea si y
sOlo si es k-homogénea para todo nimero natural k£ > 0.

Corolario de un primer teorema (Teorema 1.1 en el citado articulo), Droste y Macpher-

son obtienen el siguiente sobresaliente resultado.

3.30 Teorema. Para cualquier orden parcial numerable (A, <) los siguientes enunciados
son equivalentes.

(a) (A, <) es I- y 4-homogéneo;

(b) (A, <) es 1-, 2- y 4-transitivo;

(¢) (A, <) es homogéneo. M

También se puede establecer el siguiente resultado (Teorema 1.3 inciso (b) en [DyM 91]).

3.31 Teorema. FEzisten al menos w ordenes parciales numerables no isomorfos entre st,
3-homogéneos que no son 4-transitivos, w-categoricos y universales para la clase de los

ordenes finitos. M
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De la equivalencia (b) si y sélo si (c¢) del teorema 3.30 y el teorema anterior, con-
cluimos que hay w dérdenes parciales numerables w-categéricos pero no homogéneos, re-
solviendo nuestra pregunta sobre la existencia de estructuras numerables w-categdricas
no homogéneas.

El lector riguroso e inquisitivo podria encontrar el procedimiento anterior despropor-
cionado con la pregunta original. Sobre este razonamiento, es posible dar un ejemplo
ma&s concreto sobre una estructura numerable que es w-categoérica pero no homogénea.
El problema con este nuevo ejemplo es que el probar que la estructura es w-categorica
requiere de un argumento que rebasa el material de esta tesis.

El ejemplo es la Lg-estructura A cuyo dominio es el conjunto N2} = {{z, y}|z,y € N}
y cuya interpretacién del simbolo binario de Ly es a ~ b si y sélo si |a Nb| = 1. Para
mostrar que A no es homogénea pero si w-categérica, lo primero que debemos mostrar es
que el grupo de automorfismos de A es el grupo de todas las permutaciones del conjunto
N actiando sobre N2},

3.32 Lema. Sea A la estructura descrita en el pdrrafo previo, entonces Aut(A)=

Sym (N) (este tltimo pensado como actiando sobre N12}),

Prueba. Una de las contenciones es sencilla. Si g € Sym (N), es decir, g es una per-
mutacién de N, y a,b € N{2} entonces |[a Nb| = 1 si y sélo si |g(a) N g(b)| = 1, por la
biyectividad de g. Asi, g es un automorfismo de A.

Para la faltante contencién, primero mostraremos que si g es un automorfismo de A y
2 es un numero natural, entonces g({x}) sélo tiene un elemento. En efecto, al tomar dos
elementos en g({z}), digamos y y w, podemos asegurar que existen {a, b}, {c,d} € N{%}
tales que g({a,b}) = {y} v 9({c,d}) = {w}. Por otro lado, tenemos que g({z}) =
{y,w} ~{y} = g({a,b}) y 9({z}) = {y,w} ~ {w} = g({c,d}), por lo que {z} ~ {a,b}
y {z} ~ {e,d}. Esto tltimo implica que {a,b} ~ {c,d}, esto a su vez nos dice que
{y} = 9({a,b}) ~ g({c,d} = {w}) v, por lo tanto, y = w.

El anterior hecho nos permite tomar un automorfismo de A como una funcién de N
en si mismo. Probemos que de hecho un automorfismo g de A resulta una permutacién
de N en sf mismo. Si # y y son ntmeros naturales distintos, entonces {z} » {y} y, como
g es un automorfismo, g({z}) # g({y}). Asi, g es inyectiva. Luego, si y € N, entonces
{y} € N2}y como f es un automorfismo, existe {x, 2} € N2} tal que f({z,z2}) = {y}.
Tenemos que {z} ~ {z,2} y {z,2} ~ {z} y con ello, g({z}) ~ g({z,2}) = {y} ¥y
g({z}) ~ g({z, z}) = {y}. De lo anterior, y = g({z}) Ng({#}), esto a su vez significa que
g({z}) ~ g({z}) y esto implica que x = z.De modo que g({z}) = {y}, probando que g
es sobre. Por lo tanto, g es una permutacién de N. W

Probado lo anterior, pasemos a ver porqué A no es homogénea. Por ejemplo, las
subestructuras finitas {{0, 1}, {0, 2}, {0,3}} y {{0,1},{0, 2}, {1,2}} son isomorfas (ambas
son un tridngulo en la representacién natural grifica de A), sin embargo, es imposible

encontrar un automorfismo de A que extienda a algin isomorfismo entre ellas. La razén
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es que, por lo probado arriba, un automorfismo de A es una permutacién de N, por mera
inspeccién uno puede notar que no existe una permutacién de N que envie el primer
tridngulo en el segundo, pues tendria que enviar dos nimero distintos a uno mismo. Por
lo tanto, A es una estructura que no es homogénea.

Algo curioso en este punto es que si anadimos un simbolo de relacién ternaria a Ly y
lo interpretamos en A de tal forma que los tridngulos anteriores no estén relacionados?,
entonces la estructura resultante si serd homogénea. Al anadir el sthbolo e interpretarlo de
esa forma lo que estamos haciendo es disminuyendo el nimero de isomorfismos parciales
entre subestructura finitas. A este proceso, el de afiadir sthbolos para volver homogénea a
una estructura que no lo era, se le conoce como Morleyzacion de la estructura. El proceso
es siempre valido aunque podriase terminar anadiendo un nimero infinito de simbolos.

Por ultimo, A es w-categorica gracias a que tiene el mismo grupo de automorfismo que
la estructura w-categdrica N (un simple conjunto). El resultado relevante en la afirmacién
anterior es el siguiente teorema. Puede encontrarse una buena discusion de éste resultado
y su prueba en [Hod 93, pdgs. 345-346]. La definicién de interpretabilidad se puede leer
al inicio de la seccién 5.3 de [Hod 93].

3.33 Teorema. Sean L un lenguaje y A y B L-estructuras.
(a) Si Aut(A) = Aut(B), entonces A y B son bi-interpretables;

(b) Si B es interpretable en A y A es w-categdrica, entonces B es w-categérica. M

1Basta definir que a, b y ¢ estén relacionados si y sélo si comparten exactamente un mismo elemento.



Capitulo 4

Estructuras
K-universales-homogéneas de

cardinalidad «

El objetivo de este ultimo capitulo es presentar una generalizacion del Teorema de Fraissé,
asi como exponer una manera de construir estructuras universales para una clase ade-
cuada de estructuras. En concreto, obtendremos la existencia y unicidad de estructuras
homogéneas y universales de cardinalidad mayor a w. En buena parte de este capitulo
restringiremos nuestra atencion a estructuras relacionales. Como habiamos observado y
explotado en los dos capitulos anteriores, que el lenguaje sea relacional trae consigo gratas
propiedades, principalmente que las subestructuras finitamente generadas son finitas. L1-
evando esta observacion un paso mas adelante, tenemos que para un lenguaje relacional
una subestructura generada por un conjunto X tiene como dominio justamente a X, en

particular, toda subestructura tiene la cardinalidad de cualquier conjunto que le genera.

4.1. Estructuras k-homogéneas

Para obtener una generalizaciéon del Teorema de Fraissé primero debemos extender nues-
tra nocién de homogeneidad, esto nos lleva al concepto de K-homogeneidad, que explo-
raremos en el primer apartado de esta seccion. En el segundo apartado presentaremos
una discusién —aunque breve e informal— sobre qué tipo de clases de estructuras orig-
inarn estructuras K-homogéneas; esta discusion pretende a su vez habituar al lector a

estas condiciones para futuras referencias.
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Homogeneidad

4.1 Definicién. Sea L un lenguaje arbitrario y K una clase de L-estructuras. Decimos
que una L-estructura A es K-homogénea si para cualquier subestructura B de A tal que
B es un elemento de K y |B| < |A|, cualquier inmersién de B en A puede ser extendida

a un automorfismo de A.

Observemos que en verdad este concepto es una generalizacion del de homogenei-
dad presentado en el capitulo dos: si A es una estructura homogénea, A es claramente
Sub(A)-homogénea. Esta observacién nos provee de una basta coleccién de ejemplos de
estructuras K-homogéneas, todas aquellas estructuras homogéneas vistas en los capitulos
dos y tres.

Por supuesto, teniendo en mente que lo que deseamos es desarrollar una general-
izacién, debemos encontrar ejemplos no tratados anteriormente. Antes de llegar a algunos

de tales ejemplos, abordamos una definicién importante.

4.2 Definicién. Sea L un lenguaje de primer orden y A una L-estructura. Definimos la

clase de L-estructuras Inm (A) como la clase de todas las L-estructuras inmersibles en

A.

Esta definicién también resulta una generalizacién de la de edad de una estructura.
Recordando lo senalado en el segundo capitulo, la clase Inm(A) podria no ser igual a la
clase Sub(A), pues Inm(A) podria contener estructuras que no son finitamente genera-
das. Ademds, es claro que para cualquier estructura A la clase Sub(A) estd contenida en
la clase Inm(A).

Ejemplo 1. La grafica vacia de cardinalidad k, Gy(k), es un simple conjunto de cardi-
nalidad x (el simbolo en Lg se interpreta como el conjunto vacio, el cual siempre es una
relacién). Go(k) no es sélo Inm (Gy(k))-homogénea, sino que es V-homogénea, donde
V es la clase de todos los conjuntos. Para ello basta observar que una subestructura
B de Go(k) es simplemente un subconjunto de ella; de modo que si f es una funcién
inyectiva de B en Go(k) v |B| < |Go(k)], es claro que existe un automorfismo de Go(k)
(en este caso es s6lo una permutacién de los vértices de Go(k)) que extiende a f (note
que si |B|] = |Go(x)| no podemos garantizar la conclusién anterior). Asi, Go(k) es una
estructura V-homogénea de cardinalidad .

Ejemplo 2. En contraste con la gréafica del ejemplo anterior, la grafica completa de car-
dinalidad s, K,;, es aquella en la que cualesquiera dos vértices distintos estan conectados
por una arista, es decir, la interpretacion del simbolo en Lg es todo el producto cartesiano
menos los elementos de la diagonal. Veamos que K, es G-homogénea, donde G es la clase
de todas las graficas. Para probar ello, suponga que G es una subestructura de K, de
cardinalidad menor a k, entonces tenemos que G es una gréafica inducida de Ky, por lo
que G es la grafica completa de cardinalidad |G|. Si f es una inmersién de G en K,

cualquier permutacién de los vértices de K,, que extienda a f como funcién inyectiva,
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serd un automorfismo de K, que extiende a f.

Las propiedades adecuadas de la clase K

Sean L un lenguaje relacional, x un cardinal y K una clase de L-estructuras, ;cuando
podemos garantizar la existencia de una L-estructura K-homogénea en K de cardinalidad
k? En este apartado pretendemos ilustrar las condiciones suficientes para que la respuesta
a esta pregunta sea afirmativa. El lector puede recordar que en el capitulo dos construimos
estructuras homogéneas a partir de clases de amalgamaciéon con un nimero contable de
tipos de isomorfismo; las condiciones que exponemos en este apartado estan relacionadas
con aquéllas para una clase de amalgamacion.

Empecemos por observar que si el cardinal es muy grande, debemos tener una forma

de obtener o asegurar que hay estructuras de cardinalidad suficientemente grande en K.

I. Existen estructuras de cualquier cardinalidad en K.

Aunque a primera vista la condicién I puede parecer demasiado fuerte, se debe tener
algo muy claro y en mente: las clases de estructuras importantes cumplen, a menudo sin
dificultades, la condicién I. Por ejemplo, siempre existen 6rdenes lineales de cardinalidad
arbitaria (e.g. los nimeros ordinales), también hay gréaficas y grupos de tamano arbitrario,
entre otros (seccién 4.5).

Nuestra segunda condicién ya la teniamos para una clase de amalgamacién.

II. Si A y B son estructuras relacionales, A = B y A es un elemento de K,
entonces B también es un elemento de K. En breve, K es cerrada bajo iso-

morfismo.

La tercera condicién también es tomada de aquéllas para una clase de amalgamacion.

III. Para cualesquiera dos elementos A y B de K, existe un estructura C ele-

mento de K en la que A y B son inmersibles.

Como el lector recordard, esta condicién es conocida como la propiedad de la coin-
mersién. Recuerde que esta propiedad la podemos expresar mediante la completacién de
un diagrama. A saber, dadas dos estructuras A y B en K, existe una estructura C' en K

tal que el siguiente diagrama se completa como se indica.
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Es decir, existen inmersiones f: A — Cyg: B — C.

La préxima condicién nos permite la construccién de nuevas estructuras. Recuerde
que la unién de una cadena de L-estructuras es una L-estructura que extiende a cada
una en la cadena (hecho explicito en el lema 1.10), ademads, es claro que la cardinalidad
de la unién de una cadena domina a la cardinalidad de cada estructura en la cadena. Es
por esto que las construcciones por medio de uniones de cadenas seran ttiles al buscar

estructuras de una cardinalidad especifica y que sean universales.

IV. Sean « un ordinal y (4; | i < ) una cadena de estructuras en K, entonces

Uz‘<«/ A, es una estructura en K.

Esta condicién simplemente nos dice que K es cerrada bajo unién arbitraria de cadenas.

No hay gran dificultad en observar que para una estructura A la clase Inm (B)
estd contenida en Inm (A), siempre que B es una estructura en Inm (A). La quinta
condicién esta relacionada con este hecho. En realidad hay una quinta condicién para cada
cardinal. Ya tendremos la delicadeza de apuntar con respecto a qué cardinal supondremos
esta condicién (sucede que podria fallar para un cardinal y ser vélida para otro). Sea k

un cardinal.

V. Si A es un elemento de K, B es una estructura inmersible en A y |B| < k&,
entonces existe C' en K tal que B es inmersible en C, a su vez C es inmersible
en Ay |C] < k.

Note que si A es una estructura, Inm (A) satisface V,; para cualquier cardinal x. Para
verificarlo basta tener en mente la definicién de la clase Inm (A). Aunque debe decirse

que, en este caso, la condicién V, dice algo relevante sélo cuando k < |A|.

La ultima condicién es la propiedad de la amalgamacién como la conocimos en el
capitulo dos. Como el lector pudo percatarse, esta propiedad fue la mas relevante para
la construccion del limite de Fraissé. Esto hace esperar su presencia en este nuevo con-

texto.

VI. Sean A, By C estructurasen K, si f : A — By g: A — C son inmersiones,
entonces existen una estructura D en K e inmersiones h: B — D, k: C — D

tales que hf = kg.

Cabe una nota histérica ahora. El enunciado de la propiedad de la amalgamacion
estimul6 la investigacion de otro tipo de “amalgamaciones”. Cuando hablamos de amal-
gamar nos referimos al proceso de comenzar con tres estructuras A, B y C, para luego

completar un diagrama como el siguiente, ademas de hacerlo conmutar:
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A

Es decir, a veces requerimos encontrar una cuarta estructura D tal que el diagrama con-
mute, en casos en que las flechas denoten igualdades, contenciones, morfismos o relaciones
entre las estructuras o cualquier combinacion de ellas. Exhortamos al lector interesado a
echar un vistazo a estas interesantes construcciones en [Hod 93, secciones 6.4—6.5].

En el caso de nuestra propiedad de la amalgamacion, las flechas denotan inmersiones.
Asi que, justo en la forma en que manejamos esta propiedad en el capitulo dos, la condi-
cién IV se puede enunciar de la siguiente manera: Sean A, B y C estructuras en K. Si
Al y A -5 C son inmersiones, entonces el siguiente diagrama se puede completar

como se indica y conmuta,

D
e N
h ¢ AN
’ N
’ N
’ N
, N\,
B C
f g
A

donde B -5 D y C % D son inmersiones.

En este nuevo contexto, probaremos la existencia de estructuras K-homogéneas de
cardinalidad especifica, generalizando la construccién de R. Fraissé. En este caso los re-
sultados son debidos a B. Jonsson y cabe comentar que, aunque el trabajo de Jonsson es
posterior al de Fraissé, las primeras investigaciones de B. Jénsson se realizaron descono-
ciendo las de R. Fraissé (vea la nota Added in proofs en [Jén 56]). Como menciondbamos
al inicio del capitulo, deberemos restrigir nuestro interés a estructuras definidas sobre un
lenguaje relacional finito: de ahora en adelante L denotard un lenguaje relacional finito.

Las siguientes tres secciones son las principales del presente capitulo. En ellas probare-
mos que suponiendo que la clase de L-estructuras K satisface las condiciones descritas
arriba, podremos garantizar la existencia de estructuras K-homogéneas de ciertas car-
dinalidades en K. De hecho, la construcciéon que seguiremos nos llevard a concluir la
existencia de una unica estructura K-universal y K-homogénea de cardinalidad s en K.

Para simplificar un poco, diremos que una clase de L-estructuras que satisface las condi-
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ciones I-IV,V,. v VI es una k-clase (en el lenguaje L o de L-estructuras). Asimismo, si
K es una clase de L-estructuras y « es un cardinal, denotaremos por K., a la clase de

todos los elementos de K cuya cardinalidad es menor a k.

4.2. Conceptos y lemas auxiliares

Esta pequena seccién estd destinada a proveernos de los aspectos y resultados, en su
mayoria de caracter técnico, necesarios para la prueba del resultado principal de este
capitulo. El primer lema nos da una forma de descomponer una estructura en una cadena
de subestructuras de cardinalidad menor y tal que la unién de la cadena nos devuelve la
estructura inicial. Asi, su objetivo es justo el inverso del de la construccién de la unién

de una cadena.

4.3 Lema. Sea K una clase de L-estructuras que satisface la condicion V, . Si A es
una estructura en K de cardinalidad w,,, entonces existe una cadena de subestructuras de
A, (A; : 1 €w,), contenida en K tal que |A;| < wa para cada i € wy y A = UK% A;.

Prueba. Construiremos primero una cadena de subestructuras de A de longitud cf (w,)
que cumpla lo deseado. Sea By cualquier subestructura finitamente generada de A; ob-
serve que debido a que L es un lenguaje relacional finito, By es finita (y asi |By| < we)-
Sea v <cf (wq) y supongamos que la subestructura B;, para cada i < -, estd definida
de tal manera que es un elemento de K., y (B; : i < ) es una cadena. Si v es un
i< Bi. Por el lema 1.10, (B; : i < v+ 1) es una
cadena. Ademds, |B,| = [U;, Bil = sup{|Bi| : i <7} - |7| < wa, ya que v <cf (wa). Si

ordinal limite, definimos B, como |J

v = f+1, como |Bg| < wg, tomemos un conjunto X C (dom A\dom Bg) que cumpla que
|Bg| < |X| < wa. Definimos en este caso B, como la estructura generada por XU dom Bg.
Como L es relacional y finito, |B,| = w - | XUdom Bg| = |X| < w,. También se tiene
que, como Bz C B, por definicién y (B; : ¢ < 7) ya era una cadena, (B; : i < 7+ 1)
es una cadena. En cualquier caso, tenemos construida la estructura B.. Por lo tanto,
(B; : i <cf(wy)) es una cadena de subestructuras de A de cardinalidad menora a wy,.
Debido a que existe una funcién creciente y cofinal f :cf (wy) — wq, hay una forma de
asegurar que A = {J, ¢ (., ) Bi- Basta tomar, en cada paso de la construccién en la que v
es un ordinal sucesor, al conjunto X de tal forma que |X| = |f(8)]|, siy = 8+1 y suponer
que nuestra eleccién de X contiene a todos los conjuntos anteriormente elegidos (para no
dejar huecos en la unién). Ello nos dirfa que no sélo podemos suponer que la cardinalidad
de la unién de la cadena es exactamente w,, sino que de hecho se da la igualdad deseada
entre la unién de la cadena y A.. Ahora, si ¢ <cf(wg), como |B;| < wg, por V,, existe
una subestructura C; de A en K, tal que B; es subestructura de C; y |C;| < wy. Ademds,
podemos suponer que (C; : i <cf(wy)) es una cadena pues, las estructuras B; forman
una. Observe que A =, _ ¢ (o.) Bi € Uicct(w,) Cir de modo que A =J,_ () Ci-
Para terminar, como w, > cf(w,), tomemos g : w, — cf(w,) una funcién sobre

y no decreciente. Definimos A; = C,;) para cada i < wg; claramente |A;| < wq
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para cada i < w,. Como g es no decreciente, si i < j < w, entonces g(i) < g(j) y
asi A; = Cyy € Cy) = Ay, por lo que (4; : i < w,) es una cadena. Ademds, como
g[wa] :cf(wa), Ui<wa A= Ui< of (wa) C;=A u

El segundo de estos lemas estd relacionado con la condicién V' y simplemente dice
que si la clase cumple la condicién V para algin ordinal, entonces también la cumple

para ordinales mayores.

4.4 Lema. Sea K una clase de L-estructuras que satisface las condiciones IV y 'V, .
Entonces K satisface la condicién V., para cualquier ordinal v > .

Prueba. Supongamos, para proceder por induccién, que la clase cumple la condicién
Vw, para cada a < 8 < . Sean A una estructura en K y B una subestructura de A de
cardinalidad menor a w-.

Si 74 es un ordinal sucesor, digamos v = 8 + 1, tenemos que |B| < wg y, como
hicimos en la primera parte de la prueba del lema anterior, construimos una cadena
de estructuras (cuyos elementos no necesariamente estdn en K), (B; : i < cf(wg)),
tal que B = Ui<cf(w5) B; y |Bi] < wg para cada ¢ < cf(wg). Observe que por la
transitividad de ser subestructura, cada B; es subestructura de A. Debido a que K
satisface V,,, existe para cada i < cf (wg) una estructura C; en K tal que B; C C; y
|C;| < wg, ademés podemos suponer que (C; : ¢ < cf(wg)) es una cadena ya que las
estructuras B; forman una. Sea C' la unién de la cadena (C; : ¢ < cf (wg) ). Tenemos que
1C] = [Uic et (wy) Cil = sup{|Ci] : i < cf(wp)} - cf(wp) < wp < w,, ademds, es claro
que B C C y por la condicién IV, D es un elemento de K. Por lo que en este caso, K
satisface V%.

Si v es un ordinal limite, existe 8 < 7 tal que |B| < wg. Por hipédtesis, K satisface
la condicién V,, por lo que existe en K una estructura C' tal que B € C C Ay

|C| < wg < wy. Concluimos que también en este caso K satisface la condicion V,, . W

A, La regularidad

de w,, y el que 2<%« sea igual a w, serdn las restricciones sobre el cardinal w, para garan-

Para dos cardinales A y &, el simbolo A<* denota el cardinal Zn<n

tizar el resultado principal. El siguiente lema ya requiere de una de estas restricciones.

4.5 Lema. Sean x un cardinal tal que 2<% = k y K una k-clase en el lenguaje L.
Entonces el conjunto de tipos de isomorfismo de estructuras en K., es de cardinalidad
menor o igual a K; esto es, existe un conjunto de cardinalidad menor o igual a Kk de
estructuras en K., de tal manera que cualquier otra estructura en K., es isomorfa a
alguna de las estructuras en el conjunto.

Prueba. Para cada cardinal A < k, el maximo ntmero posible de estructuras en K de
cardinalidad A (con el mismo conjunto como dominio) estd determinado por el niimero
de formas en que se pueden interpretar los simbolos en L, debido a que L es finito, esto
no es mas que el nimero de subconjuntos de un conjunto de cardinalidad A, es decir,
2. Asi, el ntimero de estructuras en K., salvo isomorfismo, es D onen 2% = 2<% Como

2<F = k, concluimos que hay a lo més & tipos de estructurasen K... M
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4.3. Unicidad de la estructura k -universal-homogénea

de cardinalidad «

Para probar la unicidad de una estructura K-universal y K-homogénea emplearemos un
concepto 1til y que rememora la condicién de ser débilmente homogénea. Este concepto
también serd importante cuando en la siguiente seccién mostremos la existencia de la

estructura K-homogénea.

4.6 Definicion. Sea K una clase de L-estructuras. Decimos que una L-estructura A es
wy-K-homogénea si |A| = k y para cualesquiera estructuras B y C en K., tales que
B C C C A, cada inmersién f de B en A se puede extender a una inmersién f de C' en
A.

Basicamente, el concepto de w,-K-homogénea nos permite trabajar puramente con
estructuras de menor tamano y con ello nos facilitara el trabajo en muchas ocasiones. El
siguiente teorema muestra que en realidad ser w,-K-homogénea es, bajo ciertas condi-

ciones, tan fuerte como ser K-homogénea.

4.7 Teorema. Sea K una wq-clase de L-estructuras. Si A y A’ son estructuras w,,, -
K-homogéneas de cardinalidad w, en K, con la propiedad de que cada subestructura en
K., de A es inmersible en A’ y viceversa. Entonces A y A’ son isomorfas. Mds ain,
st B es una subestructura de A en K<, , cada inmersion de B en A’ se puede extender

a un isomorfismo de A en A'.

Prueba. Debido a que la primera afirmacion se sigue trivialmente de la segunda, sélo
nos encargaremos de esta tltima. Sea f la inmersién de B en A’. Sean (4; : i < wa) y
(Al i < wy) las cadenas de subestructuras de A y de A’, respectivamente, descritas por

el lema 4.3. El plan es construir cadenas (B; : i < wy), (B} : i < wy) de subestructuras
de A y de A’ respectivamente, todas ellas en K, _, de tal manera que para cada i < wq,
exista una inmersién f; de B; en Bj. Naturalmente, construiremos estas cadenas por

recursion.0 Antes de comenzar la construccién, resaltaremos lo siguiente.

Si D y C’ son subestructuras de A y A’ respectivamente, ambas en K, , vy
g : D — (' es una inmersién, entonces existe una subestructura C' de A en

K., tal que el siguiente diagrama se completa como se indica y conmuta,

<
<
<
<
N
N
Sy
g

C
“~._ h isomorfismo
-
D

esto es, existe un isomorfismo h de C en C’ que extiende a g.
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Para verificar lo anterior, sean D, C’ y g como en las hipétesis. Como C’ es subestructura
de A’, existe una subestructura D’ de A isomorfa a C’, digamos, mediante el isomorfismo
k:C" — D’. Entonces kg[D] es isomorfa a D y es subestructura de D’, pues g y k son
inmersiones. Considere las inclusiones, i : D — A e ¢/ : kg[D] — D’ C A, entonces
ig7 k™1 1 kg[D] — A es una inmersién. Como A es w,_-K-homogénea, existe una

inmersién j : D' — A que extiende a ig~'k~'i’. Tenemos el siguiente diagrama.

Tomando C' como j[D'], C' es una subestructura de A que tiene como subestructura a D
yh=k"1j71:C — C' es un isomorfismo que extiende a g, lo tltimo es debido a que,
restringidoa D C C, h =k~ YL = k= 1(i") " Lkgi ' =k~ kg = g.

Podemos comenzar ahora la construcciéon que comentdbamos al inicio. Definimos las
estructuras By = By B = f[B] de A y A’ respectivamente y el morfismo fy = f.
Tenemos que fy es un isomorfismo de By en Bj). Supongamos que B;, B! y f; han sido
definidos para algin ¢ < w, de tal forma que f; es un isomorfismo de B; en B. Por
la condicién V,,_, como (B} U ALy C A"y (B} U Al)| < wq, existe una subestructura
C} de A" en K., que extiende a (B; U A}). Por la afirmacién demostrada al inicio
de la prueba, existe una subestructura C; de A y un isomorfismo f! de C; en C; que
extiende a f;. Nuevamente por V,,_, existe una subestructura B;;; de A en K., y que
es extension de (C; U A;). Asimismo, por la afirmacién al inicio de la prueba —esta vez
intercambiando los papeles de A y A’—, existe una subestructura B; ; de A" en K,
que extiende a C! y un isomorfismo f;;1 que extiende a f/. Tenemos entonces que f;11
es un isomorfismo de B;y; en B 11- Por otro lado, si v es un ordinal limite menor a
wqo ¥ tenemos definidos B;, B} y f; para cada i < 7, con cada f; isomorfismo de B; en
Bj, definimos By, = U, Bi, B}, = U,., Bi v fy = U, fi- Por la condicién 1V, B,
y B/v estdn en K; es claro que f, también resulta un isomorfismo de B, en B/v' Por lo
tanto, tenemos construidas las cadenas de subestructuras (B; : i < wq) y (B : i < wqy)
de A y A’ respectivamente, de tal manera que A; C B;, y A, C BJ. Esto implica que
Uicw, Bi =Uicu, Ai = Ay Uiy, Bi = Uic,,, Ai = A’. Ademis, la unién de la sucesién
B;en |

es, f =<y, fi es un isomorfismo de A en A’ que extiende a f. W
«@

. , :
(fi)i<w, es un isomorfismo de (J;_,, i<w, Bi que claramente extiende a f, esto
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Lo importante del teorema previo es que una estructura w,-K-homogénea de cardina-
lidad x en K es de hecho una estructura K-homogénea; basta poner A = A’ en el teorema
anterior. Mas atn, una estructura K-homogénea en K de cardinalidad k es automatica-
mente una estructura w,-K-homogénea. Basta observar que si A es K-homogénea de
cardinalidad Kk y f : B — A es una inmersién de la subestructura B de A en K,
entonces existe un automorfismo f de A que extiende a f; por lo que para cualquier
extensién C C A de B, la restriccién de f a C es una inmersién de C en A que extiende

a f. Asi, tenemos el siguiente importante resultado.

4.8 Teorema. Sea K una k-clase de L-estructuras. Si A es una estructura en K de

cardinalidad k, A es K-homogénea si y solo si es w,-K-homogénea. M

El teorema anterior nos permitird obtener una estructura K-homogénea a partir de
una estructura w,-K-homogénea; ello reduce de alguna forma el trabajo para probar la
existencia de estructuras homogéneas, como veremos adelante. Sin embargo, ésta no es
la tinica consecuencia o ventaja importante del teorema anterior, pues junto con el teore-
ma 4.7, nos permite concluir la unicidad de una estructura K-universal y K-homogénea
en K de cardinalidad k. De ahora en adelante, diremos que una L-estructura A es K-

universal-homogénea si es K-universal y K-homogénea.

4.9 Teorema. Sea K una k-clase de L-estructuras. Entonces, cualesquiera dos estruc-

turas de cardinalidad k y K-universal-homogéneas en K son isomorfas.

Prueba. Supongamos que A y A’ son dos estructuras de cardinalidad x y K-universal-
homogéneas en K. Como A es K-universal, cada subestructura de A’ de cardinalidad
menor a k' y que esté en K es inmersible en A. Debido a que A’ también es K-universal,
lo anterior es cierto intercambiando los papeles de A y A’. Ademsés, por el teorema
anterior, Ay A’ son w,-K-homogéneas. Entonces tenemos las hipdtesis del teorema 4.7,
por lo que A y A’ son isomorfas (observe que por la condicién I, hay una estructura finita
B en K, por la condicién II podemos suponer que B es subestructura de A, al ser A’
universal existe una inmersién de B en A’, con esta inmersién aplicamos lo hecho en la

prueba de 4.7). W

4.4. Existencia de la estructura k -universal-homogénea

de cardinalidad ~

Ahora estamos preparados para probar el resultado principal. Como adelantabamos en
comentarios anteriores, los lemas de las secciones y apartados anteriores y todo el re-
corrido que hemos seguido y seguiremos, nos permitird no sélo obtener una estructura
K-homogénea sino una estructura universal-homogénea respecto a K. De hecho, primero

obtendremos la existencia de una estructura universal respecto a K para a partir de ésta
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construir una estructura homogénea, que al ser extensiéon de una estructura universal,
resultard también universal. El siguiente resultado ya estaba prometido al inicio de este

capitulo.

4.10 Teorema. Sea o un ordinal tal que wy es un cardinal regular y 2<%« = w,. St
K es una wqy-clase de L-estructuras, entonces K tiene como elemento a una estructura

(K, wq)-universal de cardinalidad w.,.

Prueba. Teniendo en cuenta el lema 4.5, sea {A; : ¢ < w, } una sucesién de estructuras en
K., que contiene al menos uno de cada uno de los tipos de isomorfismo de estructuras
en K., . Construiremos una cadena de estructuras (B; : i < w,) de tal forma que
para cada i < wq, A; sea inmersible en B;. Por la condicién I, existe una estructura By
de cardinalidad w, en K. Supongamos que B; estd definida para algin i < w,. Por la
propiedad de la coinmersién, existe una estructura C;+1 en K en la que B; y A; son
ambas inmersibles. Por la condicién II, podemos suponer que C;;1 es una extensién de

B;; de modo que tenemos el siguiente diagrama,

Ciy1

donde A; i> Ci+1 es una inmersion. Debido a que L es finito relacional, la estructura
generada por f[A;] U B; en Cj11, tiene cardinalidad a lo mas w,, denotemos por Cj,
a tal estructura. Sabemos que, por el lema 4.4, K satisface V. ,, de modo que existe
una estructura B;;; en K de cardinalidad w, tal que Cz{+1 C B;+1 € Ci41. Por lo tanto,

tenemos el siguiente diagrama, que nos dice que B; 1 es la estructura que buscabamos.
Bit1
c

/
i+1

Ai Bi

Ahora supongamos que ¢ es un ordinal limite menor a w, y que B; ha sido definida para
cada i < 6. En este caso basta definir, gracias a la condicién IV, Bs como |J,_s B;. Esto
termina nuestra construccién de la cadena de estructuras (B; : i < wq).

Definimos B como la unién de la cadena de las estructuras B;. Es claro que |B| = wq,

y que, por la condicién IV, B estd en K. Ademads, si A es una estructura en K., _,
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existe una estructura A; tal que A es isomorfa a A;, digamos por medio de h. Por la
construccién de B, existe una inmersién k; de A; en B. Luego, A es inmersible en B por
medio de k;h. Concluimos que B es una estructura (wq, K)-universal de cardinalidad w,
en K. H

Como ya comentabamos, la construcciéon de una estructura K-homogénea se obten-
dré a partir de una estructura K-universal, el siguiente teorema describe este procedi-

miento.

4.11 Teorema. Sean o un ordinal tal que w, es un cardinal reqular y 2<% = w, y K
una wq-clase de L-estructuras. Si A es una estructura en K de cardinalidad w,,, entonces

existe una extension de A en K que es K-homogénea y de cardinalidad w,,.

Prueba. Sea A una estructura en K de cardinalidad w,. Denotemos por B(A) al conjunto
de subestructuras de A que también se encuentran en K, . Observe que el nimero de
inmersiones de elementos de B (A) en A es menor o igual a w,. En efecto, si A < w,, es
un cardinal, el nimero de funciones inyectivas de un conjunto de cardinalidad A en un
conjunto de cardinalidad ws es we™ y el nimero de subconjutos de cardinalidad A\ de
un conjunto de cardinalidad w, es también w,?, por lo que el nimero de inmersiones de
elementos de B (A) en A estd acotado por ), wo - we?, pero Y acwn Wo - we =
D a<wn Wa = WoWe = 2<Wa = ¢y,

Construiremos una cadena de estructuras en K (4; : i < w,) de tal forma que,
para i < w,, cada isomorfismo entre subestructuras de A; de cardinalidad menor a w,, se
extiende a una inmersién de A; en A;11. Definimos Ay como A. Supongamos que tenemos
definida la estructura A; en K de cardinalidad w,. Para definir A;;, construiremos una
cadena de estructuras (4,11, : j < wy) de la siguiente forma. Primero supongamos
que (f; : i < wy) es una enumeracién de todos las inmersiones de subestructuras de
cardinalidad menor a w, de A; en A;. Tomemos A;y1,0 = A;. Supongamos que A;11 ;
estd definida para algin j < wy. Observe que f;11 es un isomorfismo de B; 1 = dom f;41
en Cirq1 =Im (f;1r1) y tanto B;11 como C;11 son subestructuras de A;. Por la propiedad
de la amalgamacion, tenemos que el siguiente diagrama se completa como se indica y

conmuta,

Ai+1,j+1

N
N

Bz‘+1 I E— Ci+1
i+1

esto es, existe una estructura A;y; ;41 en K e inmersiones g;y1, hit1 : Ai — Ait1,j+1
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tales que giy1|B,, = hitilc,, © fiy1. Como A;iq 41 es un elemento de K, por la
condicion 1I, podemos suponer que de hecho A;11 j4+1 es una extensiéon de Cjy; y con ello
que h;q1 es simplemente la inclusién de Cj11 en A; 11 j41. De modo que giy1|p,., = fit+1,
es decir, g;+1 extiende a f; 1. Més ain, como K satisface la condicién V,,_, por el lema 4.4,
K satisface la condicién V., ,; por lo que podemos suponer que |A;;1 41| = wo. Ahora
supongamos que para un ordinal limite § < w, hemos definido la cadena de estructuras
(Ait1; 1 j < 0), en este caso basta tomar A; ;5 = Uj<5 Ait1,5, pues por la condicién IV,
Aiy16 serfa un elemento de K. Ademas, es claro que esta estructura es extensién de cada
A;4+1; para cada j < § y que tiene cardinalidad exactamente w, (en esto dltimo usamos
que wq+1 es un cardinal regular). Tenemos por lo tanto definida la cadena de estructuras
en K y de cardinalidad wy (Aiy1,j : § < wa). Basta definir 4,11 como la unién de esta
cadena. Entonces A;; estd en K, debido a la condicién IV, y tiene cardinalidad w,. Mas
ain, si f : B — A; es una inmersién de la subestructura B de A que es elemento de
K<, ,entonces f = f; para algin ordinal ¢ < w,. Es claro a partir de la construccién que
entonces f es extendido a una inmersion de A; en A;;;. Para terminar la construccién
de las estructuras A;, supongamos que para el ordinal limite § < w, tenemos definida la
cadena de estructuras (A; : ¢ < d). Naturalmente, basta definir A5 como la unién de esta
cadena.

Estamos ahora en posicién de definir la estructura K-homogénea que buscamos. Con-
sidere A" = |, <y Ai- A’ es, entonces, un elemento de K por la condicién IV y es claro que
tanto es extensién de A como que |A’| = w,. Mostraremos que A’ es w,,_ -K-homogénea.
Para ello, sean B y C subestructuras de A’ elementos de K, tales que B C C,y f
una inmersién de B en A’. Note que la estructura (C' U f[B]) tiene cardinalidad menor
a w,, y es subestructura de A’, por lo que existe un ordinal i < w, tal que la estructura
A; es una extensiéon de C' y de f[B]. De esta forma tenemos que f es una inmersién de
B en A;, por lo que, debido a la construccién de A; 1, f se extiende a una inmersién f
de A; en A;;;. Entonces f |c es una inmersién de C' en A’ que extiende a f.

Como A’ es w,, -K-homogénea en K de cardinalidad w,, €l teorema 4.8 implica que

A’ es K-homogénea, concluyendo el resultado.

Antes de establecer el resultado principal, resta verificar que sera suficiente tomar una
extension K-homogénea de la estructura (K, w, )-universal que nos arroja el teorema 4.10
para obtener la estructura K-universal-homogénea en K. Debe observarse que no es
suficiente que una estructura sea (K, w,)-universal y de cardinalidad w, para concluir
que es K-universal. Por ejemplo, si K es la clase de todos los érdenes lineales, el orden
lineal usual de los nimeros enteros es (K, w)-universal y de cardinalidad w, sin embargo
no es K-universal, pues el orden de los nimeros racionales es numerable y de ninguna
manera es inmersible en el de los nimeros enteros. El siguiente lema indica un caso en el

que si podemos concluir que nuestra estructura (K, w, )-universal es de hecho K-universal.

4.12 Lema. Sean K una wy-clase de L-estructuras y A una estructura K-homogénea de
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cardinalidad wy. Si A es (K, wy)-universal, entonces es K-universal.

Prueba. Sea B una L-estructura en K de cardinalidad w,. Sea (B; : i < w,) la ca-
dena descrita por el lema 4.3 para B. Como By tiene cardinalidad menor a w, y A es
(K, wq)-universal, existe una inmersién fy de By en A. Supongamos como primer caso
que A = 77+ 1 para algin ordinal 7 y que la inmersién f, ya ha sido definida. Debido a
que A es (K, wy)-universal, existe un isomorfismo g de B, ;1 en una subestructura de
A, digamos A] ;. Tenemos que el morfismo fn97 | B; es una inmersién de g[B;] en A, y
por la K-homogeneidad de A, esta inmersién es extendida por una inmersién h de A7,
en A. Tomando f,41 como el morfismo hg, tenemos que fy,41 es una inmersién de B, 41
en A que extiende a f,. Como segundo caso, supongamos que A es un ordinal limite y
que hemos definido, para A < w,, la sucesién de inmersiones (f; : i < A) de tal forma
que f; es inmersién de B; en A y fiy1 extiende a f; para cada i tal que i +1 < A. En
este caso basta definir f) como la unién de la sucesién (f; : ¢ < ), pues sabemos, por

construccién, que By = |J,_, B;. Por lo tanto, tenemos definida la sucesién de inmer-

i<
siones (f; : B; — A | i < w,) que satisface que f;4; extiende a f; para cada i < wg. Si
f= UK% fi, entonces f es una inmersion de B en A.

Concluimos que cualquier elemento de K de cardinalidad menor o igual a w, es

inmersible en A, dicho de otra forma, A es K-universal. W

El siguiente resultado es al fin el principal de este capitulo y es, ahora, un simple
corolario de los resultados anteriores. El teorema, como ya habiamos mencionado antes,
fue probado por primera vez por B. Jénsson en [J6n60]. Fue retomado y mejorado por
M. Morley y R. Vaught en [MyV 62]. No obstante, cabe decir que la exposicién de este

resultado en el presente trabajo sigue la sugerida en el capitulo 10 de [ByS 69].

4.13 Teorema (Existencia de estructuras homogéneas). Sea o un ordinal tal que
weo €s un cardinal reqular y tal que 2<% = w,. Si K es una wq-clase, entonces existe una
estructura K-universal-homogénea de cardinalidad w, en K. Mds atun, esta estructura es

unica salvo isomorfismo.

Prueba. Por el teorema 4.10, existe una estructura (K, w, )-universal en K de cardina-
lidad w,, digamos A’. Por el teorema 4.11, existe una extensién A de A’ en K que es
K-homogénea y de cardinalidad w,; observe que como A’ es subestructura de A, entonces
cada inmersién de alguna estructura en A’ se extiende naturalmente a una inmersién en
A, por lo que A también es (K, w,)-universal. Por el lema anterior (4.12), A es una
estructura K-universal-homogénea en K de cardinalidad w,. La unicidad proviene del

teorema 4.9. |

En la siguiente seccién veremos algunos ejemplos de clases de estructuras matemaéticas
que satisfacen las condiciones del teorema anterior. Se vuelve, entonces, imperativo pre-
guntarse por las condiciones impuestas sobre el cardinal w,. Los siguientes resultados nos
muestran que las condiciones impuestas sobre el cardinal no son demasiado restrictivas;

en efecto, hay una considerable cantidad de posibilidades.
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4.14 Lema. Sea k un cardinal infinito. Si k = Js para algin ordinal limite § > 0 o la

hipdtesis generalizada del continuo es cierta, entonces 2<% = k.

Prueba. Verifiquemos primero que xk < 2<%. Si k = w el resultado es claro; si kK = wa1,
25K = Z)me“ 2) = 2@a que claramente es mayor o igual a k, y si k = ws, donde § es
un ordinal limite distinto de 0, 2<% =37, _ 2} =37 ;29 >3 swai1 = ws = k.

Ahora supongamos que k = Jg para algun ordinal limite 6 > 0, tenemos lo siguiente:

<25 = YA =3 "2 =3 "0 =05 =k,

A<3s a<d a<d

y si la hipétesis generalizada del continuo es valida, tenemos,

/{§2<“:ZQ>‘:ZA+:,‘<§,

A<k A<K

si K > w. Si Kk = w, la igualdad es inmediata. W

Asi, por ejemplo, podemos asegurar la existencia de estructuras universales-homogéneas
de cardinalidad  siempre que k sea regular y la hipotesis generalizada del continuo sea
valida. En particular, si la hipotesis generalizada del continuo es vélida, y debido a que
todo cardinal sucesor es regular, existirdan estructuras universales-homogéneas de cardi-

nalidad w,+1 para cada ordinal a. Vale la pena subrayar estas observaciones.

4.15 Corolario. Supongamos que la hipdtesis generalizada del continuo es cierta y que
K = wq es un cardinal reqular, en particular esto es cierto si a es un ordinal sucesor. Si K
es una wq-clase de L-estructuras, entonces existe una estructura K-universal-homogénea

en K de cardinalidad k, unica salvo isomorfismo. M

El lector puede comparar el siguiente corolario del teorema 4.13 con el resultado de
R. Fraissé que presentamos en el capitulo dos. Baste decir que en este caso las hipétesis
son maés fuertes que aquéllas del teorema 2.18, es por ello que la construccion del limite
de Fraissé es mas eficiente que este corolario para construir estructuras homogéneas
numerables. La validez de este corolario proviene de la regularidad del cardinal w y de

que claramente 2<% = w.

4.16 Corolario. Sea K una w-clase de L-estructuras, entonces existe una estructura

K-universal-homogénea de cardinalidad w, unica salvo isomorfismo. M

4.5. Algunos ejemplos

Existe una variedad considerable de clases de estructuras de interés matemadtico que
satisfacen las condiciones impuestas sobre la clase K en la construccién de las secciones

anteriores. En esta seccidon presentamos algunas de estas clases.
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Conjuntos

Un conjunto es una estructura en el lenguaje 0; podemos considerar la clase de todas las
(-estructuras, la cual denotaremos por Set. En menos palabras, Set es la clase de todos
los conjuntos. Entonces Set satisface —de manera inmediata— las condiciones I-IV, V,,
y VL. La condicién I es satisfecha, pues existen conjuntos de cualquier cardinalidad (los
cardinales, por ejemplo); cualquier objeto para el que haya una funcién de un conjunto
en €l es un conjunto gracias al axioma de reemplazo, por lo que la condicién II también
es satisfecha. La propiedad de la coinmersién y la condicién IV resultan validas en virtud
del axioma de la unién. La condicién V, es en este caso una trivialidad, y esto, una vez
verificada la condicién IV, implica gracias al lema 4.4 que Set satisface V,,, para cada
ordinal . Por tltimo, para verificar que la propiedad de la amalgamacion es satisfecha por
Set, tomemos los conjuntos X, Y, Z y las funciones inyectivas ((-inmersiones) f : 7 — X
y g : Z — Y. Supongamos, sin pérdida de la generalidad, que la cardinalidad de X es
menor o igual a la de Y'; por esto tltimo, ademas de que |f[Z]| = |Z]| = |g[Z]|, existe una
funcién inyectiva k de X\ f[Z] en Y'\g[Z]. De modo que definiendo k’(z) como

k(x) six € X\ f[Z],
9fHx) size f[Z];

k' resulta una funcién inyectiva de X en Y tal que k' f = g. El siguiente diagrama muestra

7N
N,

Esto concluye que la clase Set cumple las condiciones de 4.13. Asi, si x es un cardinal

la amalgamacién deseada.

regular tal que 2<" = k, existe un conjunto Set-universal-homogéneo de cardinalidad
k; lamentablemente —vaya sorpresa— un conjunto Set-universal-homogéneo no posee
ninguna caracteristica relevante, es un simple conjunto. De hecho, si X es un conjunto
arbitrario, entonces X es universal, pues cualquier conjunto de cardinalidad menor o igual
a la de X es (-inmersible en X. También X es Set-homogéneo, pues cualquier funcién
inyectiva de un subconjunto de cardinalidad menor a la de X puede ser extendida por
alguna permutacion de X. En realidad no requeriamos del teorema 4.13 para concluir
la existencia de (-estructuras universales y homogéneas. Debe considerarse este ejemplo

como una muestra de que en ocasiones es realmente facil verificar que una clase de
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estructuras cumple las condiciones impuestas en el teorema 4.13.

Ordenes lineales

Recordemos que los érdenes lineales son Lg-estructuras donde la interpretacion del simbo-
lo relacional en Ly ordena de manera total al dominio. Veremos que la clase OL de
todos los érdenes lineales satisface las condiciones del teorema 4.13. Antes de comen-
zar, establezcamos ciertos puntos. El primero es sobre notacién, si A es un orden lineal,
denotaremos por <4 a la interpretacién en A del simbolo en L. Seguidamente, un Lg-
homomorfismo f entre los 6rdenes lineales A y B es una funcién que preserva orden, es
decir, Va,y € A(x <4 y — f(z) <p f(y)). La funcién f es una Lp-inmersién en caso
de que Va,y € A(x <a y + f(x) <p f(y)) (el lector podré observar que esta condicién
implica la inyectividad de f). Entonces, la condicién I es satisfecha, pues, por ejemplo,
cada nimero cardinal es un conjunto linealmente ordenado. Si A es un orden lineal y B
es una Lg-estructura isomorfa a A por medio de f : A — B, entonces B es un orden
lineal, pues como f es isomorfismo, Yo,y € A(x <4 y + f(x)RPf(y)), donde R es el
simbolo en Lg, y ello muestra que R? ordena totalmente a B. Por lo tanto, OL satis-
face la condicién II. Para verificar la propiedad de la coinmersion, tomemos dos 6rdenes
lineales A y B. Entonces A + B, el orden que resulta de concatenar el orden A con el
orden B, es un orden lineal en el que tanto A como B son Lg-inmersibles. De modo
que la condicién de la coinmersién (III) es también satisfecha por OL. La clase de los
ordenes lineales es claramente cerrada bajo union de cadenas arbitrarias, es decir, OL
satisface la condicién IV. Ahora, si A es un orden lineal de cardinalidad w, y B es una
subestructura de A, entonces, como la interpretaciéon del simbolo de Ly en B coincide
con su interpretacién en A restringida a B, B es un orden lineal. Esto muestra que OL
satisface V,_ para cualquier ordinal o. Mostrar que OL satisface la propiedad de la
amalgamacién no es tan simple como verificar las condiciones anteriores. Presentamos la
que al parecer puede ser la forma mas intuitiva de abordar esta condicion, sin embargo,
haremos uso de una construccién importante, cuya presentacién omitiremos. Sean A, B
y C ordenes lineales tales que f, g son Lg-inmersiones de A en B y de A en C, respec-
tivamente. Ademé&s supongamos que |A| < |B| < wq. Por el teorema 9.22 en [Ros 82],
existe un orden lineal denso sin extremos de cardinalidad w, y OL-universal; se suele
denotar por H, a tal orden lineal. Sea k una inmersién de B en H,. Como H, es denso
y sin extremos y |f[A]| = |A| = |g[A4]], existe una Lo-inmersién h de C' en H, tal que
kf = hg. Especificamente, basta hacer que h mande g(x) en kf(z) para cada elemento
x de A, luego definimos h sobre C\g[A] de tal forma que se preserve el orden, esto es
posible al ser H, denso y sin extremos.

Podemos ahora concluir que la clase OL satisface todas las condiciones del teore-
ma 4.13, y con ello la existencia de 6rdenes lineales OL-universales-homogéneos de car-

dinalidad k, tdnicos salvo isomorfismo, siempre y cuando x sea un cardinal regular y
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cumpla que 2<% = k.

Ordenes parciales

En esta ocasiéon denotaremos por OP a la clase de todos los érdenes parciales, aquéllas
Lp-estructuras en las que la interpretacién del simbolo en Ly ordena parcialmente al
dominio. Haremos uso de aquella notacién para dérdenes lineales (<,4) también para
ordenes parciales. Podemos observar que las condiciones I, II, IV y V,,_ se satisfacen en
OP por la misma razdén por la que se satisfacen en la clase de los érdenes lineales. Si A
y B son dos érdenes parciales, la unién disjunta de A y B serd el orden parcial C tal que
dom C=(dom Ax{0})U(dom Bx{1}) y el cual (z,%) es menor a (y,j) siysélosii=jy
xz esmenor ayen Asii=0o0en Bsii=1.Sepuede ver que C es un orden parcial en el
que A y B son inmersibles como érdenes parciales. Lo anterior muestra que OP satisface
la propiedad de la coinmersién. Por tdltimo, verificaremos que OP también satisface la
propiedad de la amalgamacion.

Para dos relaciones binarias R y .S, definimos su producto relativo, denotado por R-S,
como la relacién {(z,y) | Iz(xRz A 2Sy)}. En lo siguiente denotamos por R al simbolo

relacional en Lg.

4.17 Proposicién. Sean A, B y C drdenes parciales y f : A — B,g: A — C Lg-
inmersiones. Entonces existe un orden parcial C' en el cual B y C son Lg-inmersibles,
por las inmersiones k y h respectivamente, de tal forma que kf = hg. Esto es, la clase

OP satisface la propiedad de la amalgamacion.

Prueba. Ya hemos observado que OP satisface la condicién II, ello nos permite suponer
que B es una extension de A y con ello que f es simplemente la inclusién i de A en B.
Asimismo, podemos suponer que dom A C dom C' (sin embargo, no es necesario suponer
que ¢ sea la inclusién). Sea D la Lg-estructura con dominio dom BUdom C' y donde
RP =<p U <c U(<p - <¢)U(<¢ - <p) (vea los detalles en la seccién 3 de [Jén 56)).
Entonces D es un orden parcial para el que existen Lg-inmersiones, £k : B — Dy
h:C — D tales que ki = hg. N

Esto concluye que la clase de todos los érdenes parciales satisface las condiciones I-V,,
(para cualquier cardinal k) y VI. Si k es un cardinal regular para el cual 2<% = k, el
teorema 4.13 implica la existencia de un tnico orden parcial OP-universal-homogéneo

de cardinal k.

Grupos

Antes de empezar con este ejemplo, hay una anotacién importante que debe resaltarse.
El lenguaje de estructuras algebraicas (grupos, anillos, campos, médulos, etcétera) usual-
mente tiene simbolos de funcién. Ello supondria que las clases de estos tipos de estruc-

turas no son suceptibles de ser analizadas como k-clases. Sin embargo, mediante una
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ligera enmienda podemos habilitar el estudio de estas clases. Todo simbolo de funcién
de n argumentos puede ser sustituido por un simbolo de relacién de n + 1 argumentos
de la forma obvia; de este modo, toda estructura en un lenguaje algebraico puede ser
considerada como una estructura en un lenguaje exclusivamente relacional. Uno puede
preguntarse cudles son las consecuencias de esta enmienda y por qué no, entonces, lle-
vamos a cabo de forma més general el estudio en las secciones anteriores admitiendo
lenguajes con simbolos de funcién. La respuesta es que, bajo esta modificacion, se puede
perder la conclusién del lema 4.5, ademds que las subestructuras en el lenguaje modifi-

cado posiblemente resultaran estructuras que no heredan la estructura algebraica.

Considere la clase de todos los grupos, la cual denotaremos por Grp. El lenguaje de
la clase Grp consta de dos simbolos de relacién, uno de tres argumentos para denotar la
operacion del grupo y otro de dos argumentos para la operaciéon que envia un elemento
en su inverso. Denotemos por Lgrp a este lenguaje. Veamos cudles de las condiciones

cumple Grp.

Si n es un ndmero natural, Z,, es un anillo conmutativo de cardinalidad n, en parti-
cular, su parte aditiva es un grupo de cardinalidad n. Por otro lado, si x es un cardinal

infinito, considere el conjunto

z Z = {(ax)r<k € H Z | ax # 0 s6lo para un numero finito de cardinales A},
A<K ALK

en el cual definimos las operaciones coordenada a coordenada (es decir, (ax)a<n+(bx)r<rs =
(ax+bx)r<x), la suma directa de tamafio x de Z. Entonces ) |, _, Z es un grupo abeliano
de cardinalidad . Esto muestra que Grp satisface la condicién I. Si A es una Lgrp-
estructura isomorfa a un grupo G, entonces A misma es un grupo, pues los isomorfismos
entre Lgrp-estructuras son precisamente isomorfismos de grupos. Asf que Grp es cerrada
bajo isomorfismo. Ahora, sean G y H grupos. Recuerde que el grupo G x H es el grupo
que tiene como dominio al producto cartesiano de G y H y cuyas operaciones son entrada

a entrada. Tenemos, entonces, la siguiente configuracion.

GxH

K Y
s N

Por lo que Grp también cumple la propiedad de la coinmersién. La condicién V,,_, para
a > 0, si se satisface en Grp. En efecto, supongamos que G es un grupo y que B es una
Larp-estructura inmersible en G. Sea B’ la subestructura de G isomorfa a B. Tenemos
que |B’'| = |B| < w,, de donde el subgrupo H generado por el dominio de B’ en G tiene

cardinalidad menor o igual a mdx {|B’|,w}. De modo que B = B’ y B’ es subestructura
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de C. Por lo tanto, B es inmersible en H, H es un elemento de Grp y |H| < wq.
Para terminar, buscamos verificar la propiedad de la amalgamacion para la clase Grp.
Esta condicién corresponde a una construccién compleja en la teoria de grupos debida a

O. Schreier y conocida como el producto libre de dos grupos.

4.18 Proposicion. Sean G y H dos grupos con un subgrupo comun K. Entonces existe
un grupo L y monomorfismos de grupos v : G — L yv : H — L tales que u|g =
’UIK, [ |

El producto libre de G y H resulta ser el grupo L que asegura la proposiciéon anterior.
Puede consultar la construccién del producto libre de dos grupos en [Hun 94, seccién 1.9]
o, mejor adn, vea la prueba de la anterior proposicién en [Rot 95, pdgs. 388-389]. En
virtud de la condicién II, que ya ha sido verificada para Grp, la proposicion anterior
implica que la clase de todos los grupos satisface la propiedad de la amalgamacion.

A pesar de lo comentado al inicio de este ejemplo, el lema 4.5 permanece valido para
para la clase Grp siempre que « sea infinito. Por lo tanto, existe un grupo Grp-universal-
homogéneo de cardinalidad x, siempre que k sea un cardinal regular infinito mayor que
w y cumpla que 2<% = k.



Epilogo

El autor se reconoce en falta al aceptar que desconoce la existencia de resultados relativos
a la teorfa de modelos de la construccién de B. Jonsson, aquella presentada en el dltimo
capitulo, salvo aquellos contenidos en el complejo articulo de M. Morley y R. Vaught
([MyV 62]), los cuales sin duda rebasan el nivel de la exposicién en este trabajo. El
lector entusiasta, y que tenga cierta familiaridad con el asi conocido Teorema de los dos
cardinales de Vaught (vea, por ejemplo, el capitulo 19 de [Sac72]) y clases elementales,
encontrard interesante el articulo citado.

Queda atin mucho por decir sobre estructuras homogéneas. Sin la intenciéon de que
sea exhaustiva, podemos presentar una lista de las dreas que tienen interés en estructuras

homogéneas y comentar cudl es este interés.

= Teoria de modelos y teoria de grupos de automorfismos. Una muestra de esto fue

presentada en este trabajo.

= Combinatoria. Clasificacién de estructuras homogéneas de origen combinatorio

(torneos, digréficas, permutaciones, etc.) y aspectos de la teoria de Ramsey ([KPyT 05]).

= Teoria de las categorias. Es natural pensar en una clase de estructuras en un lengua-
je L como la coleccién de objetos de una categoria en la que las flechas son inmer-
siones. Las propiedades de una clase de amalgamacién o de una k-clase se pueden
expresar en términos de existencia de morfismos entre objetos y completacién de
diagramas. W. Kubi$ en [Kub 08], siguiendo el trabajo de T. Irwin y S. L. Solecki,
presenta la construccién de objetos (a los que llama limites y sucesiones de Jénsson-
Fraissé) en categorias que satisfacen caracteristicas andlogas a las de una clase de
amalgamacién o una k-clase. La aplicacién de estas construcciones ha sido encon-
trada, por el mismo Kubis, en andlisis matemético (teorfa de espacios de Banach

y otros tipos de espacios).

Es de resaltar que la construcciones presentadas en este trabajo —y sin duda la
genialidad— llevaron en la década de los 90 a Ehud Hrushovski a la construccién de
contraejemplos para dos conjeturas muy importantes en teorfa de modelos (y a la larga

en Geometria Algebraica). Estas son la conjetura de tricotomia de Zilber sobre teorias



denumerablemente categoricas y la conjetura de Lachlan sobre teorias w-categoricas y
estables ([Hru93] y [Sem 09]).
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|A]  cardinal de la estructura A, 1

isomorfismo, 2

C  subestructura (y subconjunto), 2

—

X)a  la subestructura generada por X, 3

=  equivalencia elemental, 3

Th(A) la teorfa de A, 4

< subestructura elemental, 4

|L| el mdximo entre w y el nimero de simbolos en L, 8
Ui« Ai  la unién de la cadena (4; :i <), 9

Alr el L-reducto de A, 10

L(c) anadir ¢ a la signatura L, 10

(A,a) la L(¢)-estructura a partir de A, 11

L(X) L aumentado por nombres para elementos de X, 11
Thx(A) la teorfa de A en el lenguaje L(X), 11

TE ¢() ¢(T) es consecuencia de T', 12

ACFo la teoria de los campos a.c. de caracteristica 0, 13
TOD la teoria del orden denso sin extremos, 16

@D, H:  suma directa de la familia {H; : i € I}, 17

Mod (T')  la clase de los modelos de T', 20

|A|* el menor cardinal mayor o igual a |A], 22

Hao,na orden lineal universal, 22

Lo el lenguaje que consta de sélo un simbolo de relacién binaria, 23
A[B ] el orden parcial producto de A y B, 25

Sub (A) laedad de A, 29

B — =z laestructura generada por el conjunto B\ {z}, 34
R la gréfica aleatoria, 36

K. la grafica completa en x vértices, 36

R, la grafica universal-homogénea libre de K, 37

P el orden parcial universal-homogéneo, 42

Up el espacio métrico racional universal-homogéneo, 45
U el espacio de Urysohn, 45

GF, la clase de los campos finitos de caracteritica p, 46
tpa(a/X) el tipo de la tupla @ sobre X respecto a A, 48
elDiag(A) la teoria de A en el lenguaje L(A), 49

tpa(a) el tipo de a sobre @) respecto a A, 50

S2 el conjunto de n-tipos de A, 50

Sn(T) el conjunto de n-tipos de la teorfa T, 51

Aut(A) el grupo de automorfismo de A, 51



a"c la tupla a aumentada con el elemento ¢, 55

@(A™) el conjunto {a € A"|AE ¢(a)}, 57

Inm (A) la clase de las estructuras inmersibles en A, 66
Go(k) la grafica vacia de cardinalidad &, 66

G la clase de todas las gréficas, 66

K., los elementos de cardinalidad menor a k en K, 70
cf(k) la cofinalidad de &, 70

A" el cardinal 37, _ A7, 71

R-S el producto relativo de las relaciones R y .S, 82

Lgrp el lenguaje relacional de los grupos, 83
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transitiva, 57
amalgamacion disjunta, 45

automorfismo, 2
back-and-forth, 58

cadena, 8

unién de la, 9
cerradura transitiva, 45
clase de amalgamacién, 30
combinaciéon booleana, 20

conjunto de eliminacién, 20
diagrama elemental, 53

edad de una estructura, 30
elemental
cadena, 9
equivalencia, 3
extension, 4
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subestructura, 4

eliminacién de cuantificadores, 18, 63, 67

espacio de Stone, 54, 58
espacio de Urysohn, 48

espacio métrico racional, 48

estabilizador, 56

estructura
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k-universal, 17
w-categdrica, 62
w,-K-homogénea, 78
(K, k)-universal, 23

K-homogénea, 72

K-universal-homogénea, 80

atomica, 58
cardinalidad de la, 1

débilmente homogénea, 34

generada, 3

inicial, 32

oligomorfa, 57

rigida, 57

relacional, 71

u. localmente finita, 63
universal, 17

extension, 2

férmula

equivalente, 12

libre de cuantificadores, 18

Fraissé
limite de, 43

grafica, 28
aleatoria, 39
arista de una, 28
vértice de una, 28

vacia, 72



grupo de compacidad, 7

de automorfismos, 56 de Fraissé, 42
simétrico, 56 de Lowenheim-Skolem, 8
grupos, 89 de Ryll-Nardsewski, Engeler y Sveno-
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k-, 68 aislado, 55
homomorfismo, 2 omitido, 54
parcial, 52

inmersion, 2

elemental. 7 realizado, 54

isomorfismo, 2 soportado, 55

tipos de isomorfismo, 30
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relacional k-, 68
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relacional finito, 62
criterio de, 16

modelo, 2 conjetura de, 11

primo, 58

satisfacible, 53

signatura, 1
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subestructura, 2
finitamente generada, 3

subgrafica inducida, 40

Tarski-Vaught
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lema de la cadena elemental de, 9
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completa, 12
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