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Capitulo 1

Introduccion

Es bien sabido que en distintas ciencias como la fisica o la economia, y en diver-
sas dreas de las matemaéticas como la probabilidad, se utilizan ecuaciones diferenciales
parciales para modelar ciertos fenémenos. Para que estos modelos tengan validez es
necesario comprobar que tienen al menos una soluciéon. La mayoria de las veces las
soluciones a estas ecuaciones no pueden darse explicitamente por la complejidad del
problema, por lo tanto, se vuelve necesario obtener informacién que ayude a describir
las soluciones, por ejemplo, si son radiales o no. Las funciones radiales son aquellas que
s6lo dependen de la norma del punto.

En 1979, Gidas, Ni y Nirenberg prueban en [10] que las soluciones positivas al
problema

—Au = f(u) en
{ u=>0 sobre 0f2,

donde f : R — R es una funcién continua y §2 es la bola unitaria de R", son radialmente
simétricas. Subsecuente a este resultado surgié el interés por saber si también eran
radiales las soluciones al problema

—Au = f(x,u) enQ,
u=20 sobre 02,

donde f : Q x R — R es una funcién continua, radialmente simétrica en la primera
variable y monétona creciente con respecto a |z|.

En este trabajo considero el siguiente problema eliptico semilineal, del tipo del
segundo problema antes mencionado,

—Au=1u?—tp; en,
{ u=20 sobre 052, (72)
1



2 1. INTRODUCCION

donde ¢, es la funcién propia correspondiente al primer valor propio A\; de —A con
valor cero en la frontera y tal que ¢;(0) = 1. El objetivo es probar que este problema
tiene una solucién radial y una solucién no radial.

Para ello estudiaremos el indice de Morse de las soluciones radiales y probaremos
que, para t suficientemente grande, éste es o bien cero o bien mayor igual que dos.

Demostraremos ademéds una generalizacién del teorema clasico de paso de montana
de Ambrosetti y Rabinowitz, que no sélo asegura la existencia de un punto critico, sino
que proporciona ademads informacién sobre su indice de Morse. Aplicando este resultado
a nuestro problema, probaremos que para algin t, éste tiene una solucién con indice de
Morse uno, de modo que no puede ser radial.

En el Capitulo 2 se repasan algunos conceptos y resultados que serdn fundamentales
para probar los resultados importantes de esta tesis. También, se da una prueba del
lema de deformacién, el cual juega un papel crucial en la demostraciéon del teorema del
paso de montana.

El Capitulo 3 contiene la definicién del indice de Morse y la demostracién de la
generalizacion del teorema del paso de montana.

El tdltimo capitulo se concentra en probar con todo detalle el objetivo mencionado.
Para t suficientemente grande, se prueba que cualquier solucién radial no negativa o que
cambia de signo de (F;) tiene indice de Morse de al menos dos en el espacio de Sobolev,
y también se prueba que para troda t > 0, el problema tiene una tinica solucién negativa
de indice cero, que es radial.



Capitulo 2

Conceptos y resultados preliminares

Este capitulo estd dedicado a revisar algunos de los conceptos y resultados que us-
aremos para probar los resultados principales de esta tesis. Primero veremos brevemente
los conceptos de derivada y derivadas de orden superior de funciones entre espacios de
Banach, y algunos ejemplos importantes de funciones diferenciables que usaremos mas
adelante. Después recordaremos el concepto de espacio de Sobolev y enunciaremos los
teoremas fundamentales sobre dichos espacios, que usaremos para probar la existencia
de soluciones no radiales en el capitulo 4. Por ltimo demostraremos el lema de defor-
macion, que jugard un papel fundamental en la demostracién del teorema del paso de
montana del capitulo 3.

2.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach
Si V y W son espacios de Banach denotamos por

B(V,W):={T:V — W | T es lineal y continua} ,
B(V.W):={T:V x---xV — W |T es k-multilineal y continua} .

Estos son espacios de Banach con la normas

|T(v)]
1T\ pvmry == sup % VT e B(V,W),
verr\{oy  [vlly
T (v, ..., vi) ||
1T g, vy = sup W 9T e Bp(V,W).
v;€V\{0} ||Ul||v T ||?fk:||v

Definicién 2.1 Sean V y W espacios de Banach y €2 subconjunto abierto de V, en-
tonces ¢ : Q@ — W es (Frechet-) diferenciable en Q si para cada uy € €, existe
3



4 2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

T € B(V,W) tal que

o0 vl

T se llama la derivada (de Frechet) de ¢ en uy y se denota ¢'(ug) =T

Definicién 2.2 Decimos que ¢ pertenece a C1(QQ,W) (o es una funcion de clase C")
si la funcion u — ¢'(u) estd bien definida y es continua. También decimos que ¢ €
C?*(Q2,W) (o0 es una funcion de clase C?) si ' € CY(Q,B(V,W)). En general, sea k € N
con k > 2, la funcion ¢ es k—veces diferenciables si ¢ es (k — 1)—wveces diferenciable
y su derivada de orden (k — 1), D* 1o : Q — By_1(V,W), es diferenciable en Q. La
derivada de D*~1¢ se llama la derivada de orden k de ¢ vy se denota:

DFp: Q — B(V, Bi_1(V,W)) = By (V. W).

Si D¥p es continua en 2 decimos que o € C*(Q,W) o ¢ es de clase C* en Q.
Si ¢ es de clase C* en Q para todo k € N decimos que ¢ es de clase C* en (.

Si H es un espacio de Hilbert, O es abierto en H y ¢ € C'(O,R), el teorema de
representacion de Fréchet-Riesz nos dice que para todo ug € O que existe un tnico
Uy, € V tal que

¢ (wo)(u) = (vug,u) Yu € H

y ademds |[¢' (o) || gpr) = [Vuol -

Definicién 2.3 Sea H un espacio de Hilbert y 2 C H abierto, si o : Q& — R es
diferenciable en u € ), entonces definimos el gradiente de ¢ en u, denotado por Vp(u),
como el unico elemento en H tal que:

¢ (u)(v) = (Ve(u),v) Vo€ H.

Los siguientes ejemplos serdn ttiles en el capitulo 4.
Recordemos que ¢ € C'(O,R) si y sélo si la funcion Gp(u) : V — R dada por

e pluttv) — p(u)
Gep(u)(v) = lim ;

estd bien definida, es lineal y continua para cada u € O y, ademds, Gy : O — B(V R)
es continua. En tal caso

O'(u)(v) =Gp(u)(v) YveV yVue.

Ejemplo 2.4 Toda funcidn constante es de clase C* y todas sus derivadas son cero.
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Ejemplo 2.5 Toda transformacion lineal y continua T : V — W es de clase C*. Su
primera derivada es T'(u) = T para todo u € V, ya que T'(u+v) —T(u) —=T(v) = 0 para
cualesquiera u,v € V. Por el ejemplo anterior, sus derivadas de orden > 2 son cero.

Ejemplo 2.6 Si H es un espacio de Hilbert, entonces la funcion Q : H — R dada por
Qu) := 5 |u||® es de clase C*. Su primera y sequnda derivadas estdn dadas por

Q' (u)v = (u,v) y Q"(u)(v,w)= (v,w) Vu,v,w € H,
y sus derivadas de orden > 3 son cero.
Demostracion: Sea u € H. Como para toda v € H
fu 4 ol|* = Jfull* + 2 u, 0) + [lo]|*,
entonces
gl of* = F flull® = (u,0)]

lim

o0 o]

= lim ||v|| = 0.
v—0
Claramente (u, -) es lineal Vu € H. Ademds es continua, pues
[(w, 0)] < [ul[ lo]] Vv e H,

y también por esta razén

[{u, v)|
[ {u, '>HB(H,]R) = 8sup < flull.
vervioy V]l

Por lo tanto, Q'(u) = (u,-) para toda u € H y Q € C'(H,R). Notemos que por la
bilinealidad de (-, -) y el hecho de que [|Q"(u)|[g gy < [lull, @ es lineal y continua, por
lo que los Ejemplos 2.4 y 2.5 nos dicen que @ es de clase C*, Q" (u)(v, w) = (v, w) para
toda u,v,w € H, y sus derivadas de orden > 3 son cero. m

Si 2 es un subconjunto abierto y acotado de R y p € (1, 00) denotaremos por
1/p
ulyi= ([ 1ur)
i Q

Ejemplo 2.7 La funcion U : L3(Q) — L3%(Q) dada por V(u) = u? es de clase C*°.
Su primera y sequnda derivadas estan dadas por

a la norma en el espacio LP(f).

U(ww =2uww y 9'u)(v,w)=2vw  Yu,v,w € L),

y sus derivadas de orden > 3 son cero.
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Demostracion: Sea u € L3(Q), nota que la funcién GU(u) : L3(Q) — L2(), dada
por
v - v 2 2w?
G () (w) = lim (u+ tw) (u) tuw + t*w

=lim — = 2uw,
t—0 t t—0 t

es continua pues
G )] =2 [ Juf fu})?
Q

< 2(|fuf?]_|wl?

2
3
2 2>

win

1 1
2(ful3 |wl3)

= 2(Juls [wls)-
Nota también que la funcién GV : L3(Q) — B(L3(Q), L2(Q2)) también es lineal, y como

|GV (u)(w)]

|G| 3 = sup —%< sup 2_\u|3|w|3
BLAQLEQ)  Cag) |wly T weni@ Wl
w#0 w#0
=2|ul;,

se tiene que GV es continua. Esto prueba que ¥ es de clase C* y
U (u)(w) = 2uw  Vu,w € L*(Q).
Ademads, por los Ejercicios 2.4 y 2.5, ¥'es de clase O,

U'(w) =V y U'(u) =0 YucL}Q).

Ejemplo 2.8 La funcion ® : L*(Q) — R dada por ®(u) = 5 [,u? es de clase C>. Sus
primeras tres derivadas estdn dadas por

Q' (u)v = /Qu%, " (u) (v, w) :2/quw,

" (u)(v,w, z) = 2/ vwz  Yu,v,w,z € L¥(Q),
Q

y sus derivadas de orden > 4 son cero.
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Demostracion: Seau € L3(£2), nota nuevamente que la funcion G®(u) : L3(Q) — R,
estd dada por

O(u+tv) — d(u o1 u+to)® ud
G@(u)(v):%%( 2 ”Z}g%;/(% -
Q
RV 2 2, 2 to?
—%l_r)%? (tu*v + t“uv +T)
Q
= %ir%(/u% —I—t/qu +t2/v3) = /u2v Yo € L3(Q).
Q Q Q Q

Por lo tanto, G®(u) es lineal y, usando la desigualdad de Holder

‘ / u?v
Q
vemos que G®(u) es continua.

Por el teorema de Representacion de Riesz, la funcién p : L2(Q) — B(L3(2),R)
definida como:

< ‘u2‘% v]3,

p(w)(v) = / wy Yw € L3 (Q),

es una isometria lineal y G® = po ¥, donde V¥ es la funcién del Ejemplo 2.7. Por tanto,
GPesdeclase C*y ® =GP =po V.
Por el Ejemplo 2.7, como:

& (u)(v) = (p o W(u))(u)(v) = / v Vu,v e L(Q),
Q

aplicando la regla de la cadena tenemos que

() (v, w) = (p(T' () o) = 2 / ww Yu,v,w e Q).

Andlogamente, por el Ejemplo 2.7 y la regla de la cadena, obtenemos que

" (u)(v,w, z) = 2/ vwz  Yu,v,w,z € L*(Q).
Q
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2.2. Espacios de Sobolev

Sea € un subconjunto abierto de RY.
Denotaremos por C'2°(£2) al conjunto de las funciones f : 0 — R de clase C*° en )
con soporte compacto contenido en 2.

Proposicién 2.9 (a) Si p € C1(Q), entonces

dp
axi N

0 VYie{l,..n}.
0

(b) Si f € CH(Q), ¢ € CL(Q), entonces

af dp .
axigoﬂL/faxi =0 Vie{l, .. n}.
Q

Demostracion: (a) Sea @ : RY — R definida como

N o(x) siz e,
' 0 size RN\ Q.

Claramente p € CH(RY). Sea a > 0 tal que sop(p) C [—a,a]”. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que i = 1 y denotemos (¢,) € R x R ™' = RY. Entonces, por el
teorema fundamental del cdlculo

[ 0% _
5y = Play) —p(-ay) =0 vy eRY,

—a

y entonces, por el teorema de Fubini

00 _ [ [ .
or, / /axi(t,y)dtdy—().

% RN-1 —qa

(b) Aplicando el inciso (a) al producto fi € C}(), tenemos
o [ (2, [0

Q Q

f.

Q
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Denotaremos por L}, () al conjunto de las funciones de 2 en R que son Lebesgue-

integrable en todo subconjunto abierto w de €2 con la propiedad de que w es compacto
yw C Q.
La proposicién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.10 Sea u € L},.(Q?). Decimos que u es débilmente diferenciable en Q si

existen Diu = v; € Li,.(Q) tales que

dp o
/uaxi = /w Vo € C°(92),

Q Q

para toda i € {1,...,n}. Definmos el gradiente débil de u como Vu := (Diu, ..., Dyu).

Definicién 2.11 Sea p € [1,00). Definimos el espacio de Sobolev W'P(Q) como:
WP(Q) = {u € LP(Q) | u es débilmente diferenciable en  y Diu € LF(Q) Vi },

dotado de la siguiente norma

=

P

[l = <\UI§ + IDi(U)|§> Yu € WHP(Q).
=1

Si p = 2, se denota por
HY(Q) :== WH(Q).

La norma en este espacio estd inducida por el producto escalar

(u, V) ) = / wo+ Y. [ Di(u)D;(v) Yu,v € WH(Q).
Q i—1Ja

Teorema 2.12 WP(Q) es un espacio de Banach con la norma w10 para todo
p € [1,00), y H(Q) es un espacio de Hilbert con el producto escalar (-, DV (q) -

Demostracion: La demostracion se puede consultar en [5, 6, 7]. m

Es sencillo comprobar que C°(Q) C W'?(Q) para todap € [1,00) y que D;f = gg{z
para toda f € C(Q).

Definicién 2.13 El espacio H}(Q) es la cerradura de C(2) en H'(Q).
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Como H}(€) es un subespacio vectorial cerrado de H'(f2), tenemos que H}(f2) es
un espacio de Hilbert.

Los siguientes resultados juegan un papel muy importante en la demostracién de la
existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales mediante métodos varia-
cionales, como veremos en el capitulo 4.

Teorema 2.14 (Desigualdad de Sobolev) Sean N > 3 y 2* :=
constante C'y > 0 tal que:

2N :
~—5- Bmiste una

lu

. < Chy /|W|2 vu € H'(RY).

Demostracién: La demostracion se puede consultar en [5, 6, 7]. m

Teorema 2.15 (Desigualdad de Poincaré) Sip € [1,2*] yQ es acotado, existe una
constante Cqp, > 0 tal que:

ul, < Cayp /|Vu|2 Yu € Hy(Q).

Demostracion: La demostracion se puede consultar en [5, 6, 7]. m

La desigualdad de Poincaré tiene las siguientes consecuencias importantes.

Corolario 2.16 Si () es acotado, entonces

<>2D /vuw

Q

es un producto escalar en H}(Q) y la norma inducida,

1/2
2
ull = ( [1vu ) |
[9]

es equivalente a [|-||yy1.2q) - Por consiguiente, H}(Q) con el producto escalar (-,-) es un
espacio de Hilbert.
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Demostracion: Claramente (-, -) es bilineal y simétrica. Veamos que existen C, Cy >
0 tales que

2 2 2 1
Culll” < (Iullin)) < Collul® vu € (@),

de esta forma, es evidente que (u, u) > 0 cuando u # 0 y que las normas son equivalentes.
Sean u € HE(Q) y Cy := C3, + 1,como |ul; < C3, ||lul|?, se tiene que:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
(hllisey) = (b3 + ) < CB ol + [l = (€3 + 1) 1l < G ]

2
Ahora, si C) := 1, tenemos que: C, ||u|® < |ul3 + ||ul|® = (HuHHl(Q)> . =

Corolario 2.17 (Encaje de Sobolev) Si Q es acotado, entonces H} () C LP()
para todo p € [1,2*] y esta inclusion es continua.

Demostracion: Sean u € H}(Q) y p € [1,2*], como Q es acotado, por la desigualdad
de Poincaré:

/mPs«h@%/wmﬁﬁ<w,
[9] Q

con Cq, > 0. Por lo tanto |u|” es integrable sobre 2. m

Teorema 2.18 (Rellich-Kondrachov) Si p € [1,2*) y Q es acotado, entonces to-

da sucesion acotada en Hg(S) contiene una subsucesion que converge fuertemente en
LP(Q2).

Demostracion: La demostracion se puede consultar en [5, 6, 7]. m

2.3. El lema de deformacion

2.3.1. Funciones localmente Lipschitz continuas

Sean V, W espacios de Banach y O un subconjunto abiertode V. Six € V y p > 0,
denotamos por

B(z,p) i={y € V: |y —al < p}.
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Definicién 2.19 Una funcion ¢ : O — W es localmente Lipschitz continua si para
cada x € O ezisten p >0y M > 0 (que dependen de x) tales que

B(z,p)cO gy |0y =) <Mly—=| Vy,z € Bx,p).
Un ejemplo importante es el siguiente.
Proposicién 2.20 Si ¢ € C1(O, W) entonces ¢ es localmente Lipschitz continua.

Demostracion: Sea z € O. Como ¢ es continua, existe p > 0 tal que B(z,p) C O

y
[ (y) =" (@) <1 si[ly =zl <p.

En consecuencia,

[ W < 14" (y) = " @) + 1 @) < 1T+ [/ ()] := M vy € B(x,p).

Siy, 2z € B(z, p) entonces z; := (1 —t)y +tz € B(xz, p) para todo t € [0,1] y el teorema
del valor medio asegura que

1¥(y) = (2l < max [ (@)l My — 2l < M ly — =]

Esto concluye la demostracién. m

Usaremos los siguientes dos lemas para probar el lema de deformacién.

Lema 2.21 Si¢: O - W y f: O — R son localmente Lipschitz continuas, entonces
su producto fi: O — W es localmente Lipschitz continua.

Demostracion: Sea xg € O y sean 01, C; > 0 tales que
| f(z2) — f(z1)] < C1[|w2 — 24| Ve, 21 € B(d1, 2o).
Sean 6y, Cy > 0 tales que
[9(z2) = (@)l < Collze — 2]l Vg, 21 € B(02,20).
Como |f(z) — f(xg)| < C1 ||z — x| para toda x € B(d1,xq), se tiene que
|f(@)] < (@) + C1 ||z — @ol| < |f(zo)| + C101 YV € B(d1, 0),
y como ||¢(x) — P(xg)|| < Cy ||z — x0|| para toda = € B(da, xp), se tiene que

[0(@)]] < [[e(xo)l[ + Co [l = woll < [[(wo) | + Cob2 Var € B(d1, o).
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Sea C5 := |f(z0)| + C101 y Cy := ||1(x0)|| + C202, asi tenemos

| f(@2)d(z2) — fz1)Y(21)]]

= || f(z2)Y(22) + f(21)¢(22) — f(21)Y(22) — f21) (1)
< [f(z)|[¥(x2) = (z)[l + ([ () [f(22) — f(21)]

< (C3Cy 4+ C4CY) ||z — xa|| Vi, 22 € B(6, %),

si § := min {01,092} . Por lo tanto f1 es localmente Lipschitz continua. m

Lema 2.22 Si f : O — R es localmente Lipschitz continua y f(x) # 0 para todo
x € O, entonces % : O — R es localmente Lipschitz continua.

Demostracion: Sea xg € O y sean 01, Cy > 0 tales que
|f(22) = f(@1)] < C1|lzg — 24 Vg, 21 € B(d1, 20).

Sea o > 0 tal que

ol ~ 1£@)] < 7o) 1) < LN v e Bs, o),
asi 1 5
T < S PO
por lo que entonces, si C' := ﬁ y 0 :=min{d;, >}, tenemos
I T f(z1) = f(22) Chllzr —2of| _
7o Tl = rar | < S = Ol -l e B

Por lo tanto % es localmente Lipschitz continua m

2.3.2. El lema de deformacién

Sean H un espacio de Hilbert, O un subconjunto abierto de H y x : O — H un
campo vectorial, es decir, una funcién continua.

Definicién 2.23 Una solucion del problema de Cauchy

do _ ol\t,u
{gt(oju>)((:(i” ))a (2'1>
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es una funcion continuamente diferenciable o(-,u) : J — O, definida en un intervalo J
de R que contiene a 0, que satisface
do
E@’ u) = x(o(t,u)) VteJ y  o(0,u) = u.
El siguiente resultado de ecuaciones diferenciales ordinarias es esencial en la demostracion
del lema de deformacién.

Teorema 2.24 (de existencia y unicidad para el problema de Cauchy) Sea y :
O — H un campo vectorial localmente Lipschitz continuo. Entonces dado u € O, ex-
iste 0 > 0 tal que el problema de Cauchy tiene una unica solucion en el intervalo
[to — d,to + 0] . El intervalo mdximo donde esta solucion existe es abierto y lo denota-
mos:

I(u) = (T"(u), T (u)).

El dominio de o :
D :={(t,u) e RxQ |t € Z(u)}

es abierto en RxQ y la funcion o : D — O es continua. Si ||x(o(t,u))|| < K < oo para
todo t € [0,7%(u)), entonces T (u) = co. La afirmacion andloga para T~ (u) también
vale.

Demostracion: La demostracién se puede consultar en [1, 3]. m

Definicién 2.25 Una funcion ¢ € CY(H,R) satisface la condicion de Palais-Smale
(PS). si cualquier sucesion (u,) en H tal que

plup) ¢y ¢(un) =0
contiene una subsucesion convergente.
Si ¢ € R denotamos por
K.:={re H:p(x)=cy Vp(x)=0}.
Dados o > 0 y un subconjunto X de H, denotamos por
No(X) :=={u € H : dist(u, X) < a},

donde
dist(u, X) := inf ||u — x|
zeX

Si X = (), definimos N, (X) := 0.
Necesitaremos el siguiente resultado para probar el lema de la deformacion.
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Lema 2.26 Si ¢ € C'(H,R) satisface (PS). entonces se tiene lo siguiente:
(a) K. es un conjunto compacto (posiblemente vacio).
(b) Para cada 6 > 0, existe ¢ > 0 tal que

IVo(u)|| > Yu € ptle—e,c+e]\ Ns(K.).

SO

Demostracion: La demostracién de (a) es clara pues, como ¢ satisface (PS)., toda
sucesion en K, contiene una subsucesion convergente.
Demostremos (b). Argumentando por contradiccién, supongamos que existe una
sucesion (uy) tal que
1 1 1
—c+ - Vo(ug)| < —.
setsl v Vel < o
Como ¢ satisface (PS), esta sucesién converge a un punto u € K. N (H \ Ns(K.)), lo
cual es una contradiccion. m

u, € H \ Ng(Kc), (p(Uk> c [C —

Nota que podemos tomar la € del lema anterior tan pequena como queramos. Para
a € R, denotaremos por
o' :={ue H:pu) <a}.

Teorema 2.27 (Lema de deformacién) Si ¢ € C*(H,R) satisface (PS). entonces,
dada § > 0, existen € >0 yn € C°(H, H) tales que

(1) w(n(u) < p(u) Yue H,
(2) nu) =u Yu & ¢ c—2e,c+ 2] U Ns(K,),
(3) (et \ N3s(K.)) C .

Demostracion: Por el lema anterior, sabemos que existe € > 0 tal que:

2
IVe(u)| > { Vu € o7V e — 2¢, ¢+ 2],

Sean
A= (H\p H{lc—e,c+e]lHUBs(K.) y B:=¢ *{[c—¢,c+e]}\ Bas(K.).

Sea p : H — R dada por

(1) = dist(u, A)
PR = dist(u, A) + dist(u, B)
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Notemos que, por los Lemas 2.21 y 2.22 | p es localmente Lipschitz continua y cumple
que p(u) = 1len B,y p(u) = 0 en A. También, por los Lemas 2.21, 2.22 y la Proposicién
2.20, el campo vectorial:

—p(uw)Vp(u) siu€ B,
x(u) =

Ve (w)|?
ue H\ B,

es localmente Lipschitz continuo y estd bien definido, pues para toda u € B se tiene
que

OS2
Como ool 1
~l=p(w)Veo(u 0
Il == SomE < el < 2z

El Teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy asegura que existe
o0 :R x H — H continua tal que

{ %0<tvu> = X(U(tv u)),
a(0,u).

Observa que

Geloltn) = (Tp(atn), folt))
= — (Vplo(t,u)). x(o(tu)) = —ploftu)) <0,

y por lo tanto, p(o(t,u)) es decreciente en t. Definimos n : H — H como n(u) := o(2¢,u)
para toda u € H, nota que como ¢(o(t,u)) es decreciente en ¢, entonces

p(n(w) = ¢(o(2e,u)) < (0(0,u)) = ¢(u),

también, como x(u) = 0 para toda u € (H \ ¢ ' {[c —&,c+¢€|}) U Bs(K,), tenemos
que u = o(2¢,u)) = n(u) para toda u € A, por lo tanto, n satisface (1) y (2). Veamos
que satisface (3), sea u € ¢\ N35(K.), notemos que sélo pueden ocurrir dos cosas: si
existe t € [0, 2¢] tal que
plo(t,u) <c—e,
en Cuyo caso
p(0(2¢,u)) < p(o(t,u) <c—e,

o bien
c—¢€ S QO(U(t,U))
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para toda ¢ € [0, 2¢]. En este ultimo caso, como ¢ — e < p(o(t,u)) < p(a(0,u)) < c+e
para toda t € [0, 2¢], y como

t t
d td
— = — < < — <
lu - ot )] l/ﬁdamw _/Mnaamm%_2g_5
0 0

con t € [0,2¢], tenemos que, dado que u ¢ N3s(K,.), o(t,u) ¢ Niys(K.), para toda
t € [0,2¢], o(t,u) € B,y asi entonces, por el teorema fundamental del cédlculo,

2e

Pln)) = plo(22,0) = plw) + [ Ze(o(t0)

0
2¢e

:ww—/ﬂdeSc—%

0

En consecuencia, n(¢“" \ N3s(K.)) C ¢“c. =
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Capitulo 3

Informaciéon de segundo orden en el
teorema del paso de montana

El teorema cldsico del paso de montafia de Ambrosetti y Rabinowitz [4] asegura
que, si o € C%(H,R) satisface (PS). y existen u,v € H tales que

, it
méx {p(u), p(v)} < ¢ = fnf max p(y(t))

donde T := {y € C°([0,1],H) : 7(0) = u y v(1) = v}, entonces ¢ tiene un punto critico
us, € H tal que p(u,) = c.

En este capitulo se demuestra una generalizacién de este resultado que afirma que,
bajo las mismas hipdtesis, ¢ tiene un punto critico u, € H tal que ¢(u,) = ¢, cuyo
indice de Morse es menor que 2. Intuitivamente, el indice de Morse de un punto critico es
el nimero de direcciones linealmente independientes en las que la funcién es decreciente
alrededor de dicho punto.

Este resultado, que a primera vista puede parecer de poca importancia, es muy
fuerte, ya que garantiza la existencia de un punto critico con indice de Morse a lo mds
1 atin en el caso en el que H es de dimensién infinita y hay muchas posibles direcciones
en donde la funcién pudiera ser decreciente alrededor de los puntos criticos.

En [8], Fang y Ghossoub prueban la generalizacién del Teorema del paso de montana
con la restriccién de que ¢ es Holder continua en una vecindad de ¢~*(c); con base en
esta demostracion, el autor de esta tesis aporta a continuacién otra prueba del Teorema
sin la retriccién utilzada. Esta nueva prueba podria parecer muy técnica; sin embargo,
la herramienta utilizada es conocida por cualquier estudiante de matematicas.

19
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3.1. El teorema del paso de montana

3.1.1. El indice de Morse

Sean H un espacio de Hilbert y A : H x H — R una funcién bilineal y continua.

Definicion 3.1 Decimos que un subespacio vectorial W de H es un A-subespacio neg-
ativo i
Alw,w) <0 Yw e W, w# 0.

El indice de Morse de A en H se define como
Morseg A := sup{dim W : W es un A-subespacio negativo}.

Definicién 3.2 Sip € C*(H,R) yz € H es un punto critico de p, definimos el indice
de Morse de ¢ en x como

Morsey (p, x) := Morsey (" (x)).

Si o € C*(H,R) y x € H es un punto critico de ¢, la férmula de Taylor asegura que

o) = 9(a) + 5 (D)(y — 7,9~ 2) + oy — ) (31)

donde
.12y — )
lim ——— =
= |y — zf
Asi que el indice de Morse de ¢ en x es la maxima dimensién de un subespacio en el
que ¢ es decreciente cerca de x.

Ejemplo 3.3 Sea ¢ € C*(H,R) definida como ¢(z) = 5 |z||* para toda x € H. Por
el Ejemplo 2.6, tenemos que 0 es el 1inico punto critico de ¢ y

¢"(z)(w,w) = lw||> >0  Vwe H.
Por lo tanto, Morseg(p,0) = 0.

Recordemos que si H = R" y si p € C?(H,R), entonces para toda z € R" se tiene que
¢"(z)(w,w) = w'Hy(z)w para toda w € R™, donde H,(x) es la matriz hessiana, la cual
es simétrica. Por lo tanto existe una base {vy, ..., v,} de R" formada por eigenvectores
de H,(z), con eigenvalores Ay, ..., A,, tal que

O" () (w, w) = éaf)\i, (3.2)

donde w = a vy + ... + a,v,.
La siguiente proposicién resulta 1til para calcular el indice de Morse de ¢ en un
punto critico cuando el dominio es un espacio de dimension finita.
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Proposicién 3.4 Sea o € C*(R™,R) y sea x € R™ un punto critico de ¢. Entonces
Morsep(p,x) es igual al nimero de eigenvalores negativos de H,(z).

Demostracion: Sean vy, ...,v, € R™ los eigenvectores de Hy,(z) y A1, ..., A, € R sus
correspondientes eigenvalores. Supongamos que Ay, ..., A, son los eigenvalores negativos
de H,(z). Denotemos por W™ al espacio generado por {vy, ..., v, } y por WT al espacio
generado por {11, ..., v, } . Entonces, de la férmula (3.2) se sigue que

Oz (w,w) <0 YweW ,w#0,
O"(2)(z,2) >0  Vze W', 2#0.

Por lo tanto W~ es un ¢”(z)-subespacio negativo de H,(z). Cualquier subespacio V' de
R™ de dimensién k > m cumple que dim(VNW™*) > 1. De modo que existe z € VW™
con z # 0. Como ¢"(z)(z,z) > 0, V no es un ¢"(z)-subespacio negativo de H,(x). Esto
prueba que Morseg(p,x) =m. &

3.1.2. El teorema del paso de montana

Recordemos que una funcién ¢ € C'(H,R) satisface la condicién de Palais-Smale
(PS). si cualquier sucesién (u,,) en H tal que

plun) = ¢y @(un) =0

contiene una subsucesién convergente (ver Definicién 2.25).

Nuestro objetivo es demostrar la siguiente variante del teorema del paso de montana
de Fang y Ghoussoub [8].

Teorema 3.5 Sean ¢ € C*(H,R), u,v € H tales que

méx {p(u), p(v)} < c:= fof mnax e(v(1))

donde
[:={yeC0,1,H):v0)=u y ~(1)=v}.

Supongamos que ¢ satisface (PS).. Entonces, para ¢ > 0 suficientemente pequena,
existe x. € H tal que

(Z) C—éé(p(:L’E)SC—I—é,

(i) ' (z)] < e,
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(iii) Si existe un subespacio vectorial W de H tal que ¢ (x.)(u,u) < —e7 ||ul|® para
toda uw € W\ {0}, entonces dim(W) < 1.

El resto de este capitulo estard dedicado a la demostracion de este teorema. Una
consecuencia importante de él, que aplicaremos en el capitulo 4, es la siguiente.

Corolario 3.6 Sean ¢ € C3(H,R), u,v € H tales que

, it
méx {p(u), p(v)} < ¢ = fnf max p(y(t))

donde
[i={yeC(0,1,H) [v(0)=u y ~(1)=0v}.
Supongamos que @ satisface (PS).. Entonces existe u. € H tal que

o(uy) = ¢, O (uy) =0 y  Morseg(p,u,) < 1.

Demostracion: Sean e, := = y u, = 2., como en el teorema anterior. Entonces
o(u,) — cy ¢'(u,) — 0. Como ¢ satisface (PS5)., la sucesién (u,) contiene una
subsucesion, a la que por simplicidad denotaremos del mismo modo, tal que u,, — u,
en H. Como ¢ y ¢’ son continuas, se tiene entonces que p(u,) = ¢y ¢'(uy) = 0.
Probaremos ahora que Morseg (¢, us) < 1.

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe un subespacio vectorial

W de H de dimensién 2 tal que
O (uy)(w,w) <0 Yw e W, w#0.

Sea

a = sup ¢” (u,) (v, v) con Y:={veW:|v|=1}.
vEY

Como X es compacta, se tiene que a < 0. Escojamos b € (a,0). Como ¢” es continua y
u, — u, en H, existe N € N tal que para todo n > N se cumple que —(%)% € (b,0) y

0" (un) (v, 0) — " (u) (v, 0)] < |l (un) = " (W lparr <b—a Vo€
Por tanto,

¢ (u)(v,0) <b< —(=)i W ES

S|

y, en consecuencia,
" 2 w w 1 1 2
o () (10, w) = [Jeo]> " () (—,—) c—Sijelr vwew wo,
ol Tol) <~

para todo n > N. lo que contradice la afirmacion (iii) del teorema anterior. Esto de-
muestra que Morsey(p,u,) < 1. m

El resto de este capitulo estard dedicado a la demostracién del Teorema 3.5.
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3.2. Resultados preliminares

Demostraremos a continuacién una serie de lemas, el iltimo de los cuales se aplicard
en la demostracion del Teorema 3.5. Denotaremos por

B (x0,0) :={x € H : ||z — x| < 3}
y por B (z9,6) a su cerradura en H.

Lema 3.7 Sean ¢ € C*(H,R), zo € H y 3 > 0. Supdngase que existen un subespacio
cerrado no trivial E de H y 6 > 0 tales que

O"(z)(w,w) < =B ||lw||> Ve B(x,d) yYw e E, w#0.

Sea P : H — E la proyeccion ortogonal. Para x € H definimos

_ |~ i P(Vela) £0,
wrle) = { o " i PVe) = 0.

Entonces, para todo x € B(xy, g), se cumple lo siguiente:

(1) Siwy(z) # 0, entonces
pla+tun(@)) < pla) 5 VEE(0,5).

(2) Siwi(xz) =0, entonces

2 )
olr +tw) < p(z) — f—= vt € (0, =

5 2) yYw € E con ||w|| = 1.

Mas ain, eziste 6, € (0,2) tal que

B

_ 1_652 Vy € B(z,6,) y Yw € E con |jw| = 1.

oy + %510) < 0(y)

Demostracion: Sea x € B (zo,$) . Demostremos (1).

Si wq(z) # 0, por el teorema de Taylor para cada t € (O, g) existe 07 € [0,1] tal que

p(a + twi(2)) = (x) + 1 (Vo(z), wi(z)) + %90"(:6 + 107w () (wi (), wi (7).
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Vemos que (x, P(z)) = ||P(z)|?, pues como = — P(z) € E*, se tiene que

(z, P(z)) = (P(x), P
(x — P(x), P(x)
= [|P(2)]”,

ahora, como x € B (xo, %) tenemos que x + t0fwq(z) € B(xo,d), y por lo tanto

p(a 4 twy () = ¢(x) + (Vp(z), wi(z)) + %90”(93 + 107w (2)) (wi (), wi (7))

o PTe@) \ £
< (o) <W )’||P<w<a:>>||> 7"
t

21
= p(z) — P& [P(Vo(x))|l 5 B
< p(r) - %ﬁ-

Demostremos (2). Si w;(z) = 0, entonces Vip(z) € E+, y andlogamente, para toda
t € (0,%) y para toda w € E tal que |lw|| = 1, existe 6 € [0,1] tal que

< p(x) — 55
Por la continuidad de la derivada, existe 0 < 0, < g tal que Vy € B (z,0,)
B6
IVeo(a) = Vo)l < -

De nuevo, por el teorema de Taylor, Yy € B (z,d,) y Vw € E con ||w|| = 1 existe
«9%’6 € (0,1) tal que

-+ 300) = plo) + 5 Vol ) + 5 (30) ¢+ 93,00,

Observemos que

(Vo(y),w) = (Vo(y),w) — (Ve(z),w) < (Ve(y) — Vo(r), w)| < [[Veo(z) — Vo(y)|

y que para toda y € B (x,6,), como x € B(x, g), tenemos que

Y+ §501§”§w € B(xg,0).
8 8
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Por lo tanto, para toda w € F con ||w|| = 1, tenemos que

3\ a3
=0 2 <y+ g(segaw)(wvw>

oy + g&w) = p(y) + 35 (V(y), w) + L 3

8 2

< o) + 5 1V6le) ~ Tol +3 (8) @0+ §pgud(w, 0
< ply) + 20 IVele) - Vel - = (3

1

o

6 2

2 (55)
< oly) + 25 — ) = () — S0 Wy B(2b).

Lema 3.8 Supongamos que se cumplen las hipdtesis del lema anterior y que ademds
dimE > 2. Sea f : [a,b] — B(xo,g) una funcion continua. Entonces, para cada 0 €
(0, I’_T“), existe una funcion continua fy : [a,b] — B(xo, %5) que satisface:

(1) fola) = f(a), fo(b) = [f(b) y ¢(fo(t)) < @(f(t)) V€ [ab],
(i) ¢(fo(t)) < p(f(t)) — 156> VtE[a+6b—6]
(i1) | fo(t) = fF(O < 30 VYt € [ab].
Demostracion: Sea § € (0,%5%) y sea

T ={telab]| P(Ve(f(t))) =0}
={te[a,b] | Vo(f(t)) € E-}.

Para toda s € T, por el Lema 3.7 existe ) € (0,%) tal que para toda w € E con
|w|| =1, y para toda y € B (f(s), () tenemos que

3
Py + ow) < ply) - 1%52-

Por la continuidad de f, existe una bola abierta B (s,vs) de [a,b] tal que para toda
w € E con ||w|| =1y para toda t € B (s, vs)

PTE) + 20w) < ol (1) ~ 155 (3.3

Construiremos la funcién fy dependiendo si a,b € T.
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Caso 1:sia,b ¢ T.

Entonces, T' C int([a,b]) y también B(s,vs) C int([a,b]) para toda s € T. Como
T es compacto, existe una subcubierta finita: B (31, Vgl) u..uB (sk, V2’“) de T, con
51 < ... < 8. Recordando que, como la unién de intervalos en R que no son ajenos es
nuevamente un intervalo, sean a < a1 < by < ... < ay < by < b tales que

k m

UB (Si,Usi) = U(ai, bi).
i=1 i=1
Supongamos por ahora que a < a+60 < a; y b, < b—6 < b, notemos que
como T C J(ai,b;), (ai,b;) N (a;,b;) =0 (sii# j)y T es compacto, a;,b; ¢ T para

=1
toda ¢. Dado que dim ' > 2, para cada j € {1,...,k}, existe una funcién continua

o, laj,bj] — E tal que

oj(t) #0  Vt€la;,bj], oj(a;) =wi(f(a;) v oj(b;) =wi(f(bs)),

es decir, existe una trayectoria que une a o;(a;) = wi(f(a;)) con o;(b;) = wi(f(b;)) y
que no pasa por el cero. Definimos w’ : [a;,b;] — E como

i () ai b
0= gy € b

la cual es claramente continua y satisface
[w' @] =1 Vtelanb] v wla)=wl(fle) w(b)=uwl(f;)). (34)
Sea fp : [a,b] — H dada por:

( f(t)+ 38t — a)wi(f(t)) tEla,a+0]

f0+ 2un(0) e fat b0\ Ul b
folt) = ft)+ %wj(t) t € [aj,bj] con j GJ{_l, wyml},

feo

| f() + 35t —a)wi(f(t) telb—0,0].

Notemos que fp es continua por (3.4) y por ser suma y composicién de funciones con-
tinuas. Ahora, como
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y como § € (0,%2)

I5at) = ol = | £0) + § 50 = )wn (7)) - a4

< IF(0) — zoll + 3 (¢ ) fur (1)
1 3 7

d+-d=<0 Vte|a,a+0),

< =
-2 8 8

andlogamente
7
[fo(t) — 2ol < g0 VE€[a+06,0],

por lo tanto fy : [a,b] — B(xy, %5). También, de manera similar podemos demostrar
que

Ifolt) = SO < 36 Vi € [a,0].

Veamos que fp satisface (ii). Por (1) de el Lema 3.7, y por (3.3), respectivamente,
tenemos que

PUo(8)) = (1) + 25 (F(2))) (35
< 0) - 85 < (1) ~ 8% el 0.0 01\ Ui b
PUIo(1)) = (1) + 250 (1)
< (f(t)) b 6%Vt € [a;,bj] con j € {1,....m}.

16

Asi, o(fo(t)) < p(f(t)) — 1%52 para toda t € [a + 0,b — 0].

Por tltimo, como 0 < 25(¢t — a) < Sy wi(f(t)) # 0 para toda ¢ € [a,a + 6], por (1)
del Lema 3.7
52

 t— e (FO)) < o(1(0) ~ B2 < (£ (1)

| w

p(fo(t)) = o(f(t) +

Andlogamente ¢(fy(t)) < ¢(f(t)) para toda t € [b; — 6,b], asi pues, por lo anterior y
por (3.5) tenemos que

fola) = f(a),  fo(0) = f(b) v @(folt)) < @(f(t) V€ ]a,b]

y por lo tanto satisface (7).
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Recordemos que trabajamos en el supuesto de que a < a + 6 < a;. En el caso de
que 0 € (0,%5%), es tal que a1 < a+6 y b—0 < by, tomamos una v € (0,25%) con v < 0
talquea <a+v <a;yb, <b—~0<b, y entonces, claramente f, = fy es la funcién
buscada.

Caso2:acTyb¢T.

Caso 2.1: Para toda t € [a,a + 0], P(¢'(f(t))) = 0.

Razonando de manera similar al caso anterior, como 7' es compacto, existe una
subcubierta finita B (s1,vs,) U...U B (s, vs,,) de T con la propiedad de (3.3), y tal que,

k

sin pérdida de generalidad, b ¢ |J B (s;, vs,). Nuevamente, sean ¢ = a; < by < ... <

apm < b,, = b tales que

g 1
UB(Si7§VSZ a17b1

=1

HC}
b@

Supongamos que 0 € (O,b’T“) es tal que a < a + 60 < b; y andlogamente al caso
anterior sean w’ : [a;,b;] — E funciones continuas tales que

ij(t)H =1Vt e la;,b] y
w’ (a;) = wi(f(ay)), w’(b;) = wi(f(b;)) Vj €{2,....,m}.

Denotamos v; = wy(f(b)) y definimos

(f(t)+35(t—a)v t € la,a+4),
f(t) + L6v, t€la+6,b],
folt) == f(t) + B6wi(t) t € [aj,b;] con j € {2,...,m},
[0+ B0@) e bub— o\ Ul bl
| F0+ 350 - Dunf@) teb-ob.

Anélogamente al caso 1, fy es continua, fy([a,b]) C B(zo, £6) y satisface (iii) del Lema
3.8.

Sit € [a,a+ 0], tenemos que por (2) del Lema 3.7, como 24(t — a) € (0, %),

34 &

P+ 55(t = a)1) < p(f(1) = 20 < @(f(1),

y sit € [a+60,b], tenemos que por la propiedad (3.3) de la cubierta abierta:

B

PUI(0) + S00) < (1)) — L6 < o7 ().
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Asi entonces, fy satisface (i) y (i9) sit € [a + 0, b;]. De la misma manera que en el
caso anterior, fy satisface (i) y (i7) cuando ¢ pertenezca a [a;,b;] (con j € {2,...,m}),

(by,b— 6] \j@Q[aJ,bJ], oalb—0,.

Anslogamente al caso 1, se tiene el resultado para 0 € (0, b;Z“) tal que by < a+ 0.
Caso 2.2: Si existe ¢ € (a,a + 0] tal que P(Vp(f(t))) # 0.

Sea ' € (a,c) tal que P(Vp(f(t))) # 0y sea f= fit )- Definimos v € (0,% =)
como v :=a + 6 — a’ < 0, tenemos que ~ satisface

la+0,b—0] Cld +~,b—7]

Sea ﬁ : [@/,b] — Bz, L6) la funcién construida por el caso 1 de este lema aplicado a
fy a 7. Definimos
f@)  telad],
fy(t) teld,b,
la cual es claramente continua y satisface (7), (ii) y (7i7), pues ﬁ lo satisface con 7.
Caso 3:sia¢TybeT.
Es simétrico al caso anterior.
Caso 4:siabeT.
Es una combinacién de los casos anteriores y del razonamiento del caso 1. m

Jo(t) := {

Lema 3.9 Sean T un subconjunto compacto de R y {B; := (x; — 0;,x; + ;) }, una

i=1,..,n

cubierta finita de T tal que x; < xj sii < j. Entonces existe un subconjunto de indices
{i1,...,ix} de {1,...,n} tal que:

n k
=1 7j=1
(@) By, N B, =0 sil ¢ {j,j+1,j -1}yl <j<k,

B, NB;, =0 sil>2,
B; ﬂle:®szl<k‘—1

Es decir, podemos extraer una subcubierta de {B;},_, . cuya unién es la misma y
en la que solo se intersecten intervalos consecutivos.

Demostracion: Sea a; := x; — 6; y b; :== xz; + 9;, consideremos las siguientes posibil-
idades.
Caso 1. Si existe ¢ tal que a;11 < a;.
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Entonces x; 11 —6;41 < x; —6;,as1 0 < w1 —x; < 0;41 — 0;, y por lo tanto §; < 6,41,
de modo que b; < b; ;. Por lo tanto, como a;.1 < a; y b; 11 > b;, tenemos que B, C Bii4.

Caso 2. Si existe ¢ tal que b; 11 < b;.

Entonces ;11 + ;11 < x;+0;,as1 0 < x50 —x; < 0; — 641, y por lo tanto 9;41 < 05,
de modo que a; < a;41. Por lo tanto, como a; < a1y b; > b1, tenemos que B;,; C B;.

Asi, para toda i en la que suceda el caso uno o dos, podemos quitar B; o B; 1 segin
sea el caso, por lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a; < a;11 y
b; < b;+1 para toda 1.

La demostracién se hard por induccién sobre n.

Sin=3y B, NDBs # () (en otro caso ya habrfamos terminado), entonces notemos
que az < by pues si no B no intersectarfa a Bs, como a1 < as < ag < by < by < bs,
tenemos que By C BiUB; por lo que si i1 = 1 y 75 = 3, tenemos el resultado buscado.

Lo suponemos cierto para n > 3 y lo demostramos para n + 1. Sea iy, ..., 7; sub-
conjunto de indices de {1,...,n} con la propiedad (i) y (i7). Notemos que si B,.1 N
B_ij = () para toda j # k, entonces claramente el conjunto de indices que queremos
es {i1, ..., g, ig+1 = n + 1} . Por lo tanto supongamos que BN B_ZJ # () para alguna
j # k, notemos que j tendria que ser k — 1, pues si j # k — 1,k ysiz € By N B;;,
como B_Zk ﬂB_Z-j =0,z € B_ik, T, € B, y x;, > x;;,8e tiene que a;, > b;;, por lo que
an, > a;, > b > x > ay41, una contradiccion a nuestra suposicién.

Por lo tanto B N sz .
que B C sz LU B,i1, por lo tanto si j; = 4; con | < k 'y ji, = n + 1 tenemos que la
Cole(:(non {j1, .-, jr} es la buscada pues {iy, ..., } ya satisfacian (i) y (i7) =

# (), de manera andloga a la base de induccién, se tiene

Lema 3.10 Sea ¢ € O3 (H,R) y sea f : R — H una funcion continua. Supongamos que
D C R es un subconjunto compacto con la siquiente propiedad: existen dos constantes
v, 8 > 0 tales que para cadat € D existe un subespacio cerrado Ey; de H con dim(E;) > 2
tal que

O'(x)(w,w) < =3 Ve e B(f(t),y) y Yw € E; con ||w| = 1.

Entonces, para cada d € (0,7] y para cada 6 > 0, existe una funcion continua f: R—H
que satisface:

(i) f(t)=f(t) VEER\Ny(D) y o(f(t)) <o(f(t) VteR

~

(i) () < @(f(1)) - {50° Ve D.

~

i) |[F) - F0)]| < 36 Ve e No(D).
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Demostracion: Sea 0 € (0,7] fijo.
Por la continuidad de f, para toda z € D, existe una bola B(z,s,) en R tal que

f(s) € B(f(2), 1¢) € B(f(2),5) € B(f(2),7) Vs € B(ze).
Sea B, = B(z,d,) con 6, < min{e,, 8}. Dado que D es compacto, existe una subcubierta
finita B,,,...,B,, de T, que por el Lema 3.9, podemos suponer que B, := (s;,t;) para

toda i€ {1,..m}, | B,, C Ny(D) y
i=1

B.,N B., =0 para j distintos de i — 1,i e i + 1,
BilﬁBil:@sil>2,
TNB, =0sil<k—1l.

Sy

Sea o € (0,0) tal que D C J(si +o,t; —0) y o < smin{t;—s; |i€{1,...,m}},
i=1

definimos

Di:Dﬂ U[Sj"—O',tj_O'])u

i—q

Uy =0,

i
T _
vi= |J B,NnB.,.
k=1,k#j
La demostracién se hard de la siguiente forma: construiremos inductivamente una

familia de funciones continuas fi,...,f,, : R — H tal que para toda i € {1,...,m}, éstas
satisfacen:

) =fwsiteR\[JB,, v (i) <e(f®)vielB,,  (36)
PUH(D) < P(F(1) ~ x5 si t € D (3.7

yparal <j <

3 i
FURFICTER M- (33)

Empezemos con el paso base. Notemos que f manda a [s1,t1] en B(f(z1),2) para
algin z; € [s1,61]ND y es tal que para algin subespacio cerrado E,, de H de dim(E,,) >
2 tenemos que

Ve € B(/(20).9) y Vo€ By con [l =1, ¢(x)(u)u) < 5,
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por el Lema 3.8, aplicado a o y f,existe gy : [s1.t1] — H tal que:

gi(s1) = f(s1), g(t) = f(t1) vy () < (f(t) Yt € [s1, 1],

P (0) < p(F(0) ~ £ Ve [s1 vt o],

156 - 9 <3 Ve € it

Definimos (t) [ ]
| ) € [s1,ta],
fi(t) = { ft) teR\ [s1,t1]

Claramente f; es continua, y como o € (0,0) y Ui = 0, f; satisface (3.6), (3.7) y (3.8).
(3.7

Supongamos que fi,...,f; (i < m) han sido construidas y satisfacen (3.6), (3.7) y
(3.8). Como

B.,NB., N B., =0 para i, j, k distintos y k,j,i € {1,...,m},
vemos que
U N [Sz+1>tz+1 U sz N sz) [Si+1,tz‘+1] = @ Vj - {1, ...,i},
k=1,k#j

por lo tanto, si t € [s;11,t;41], entonces t ¢ U;f para toda j € {1,...,4} y por lo tanto

150 = SO <35 Ve € [sian, ta),

asi, tenemos que f; : [si11,tiv1] — B(f(ziv1), 85+%) con zi41 € [Sit1,tiy1]. Por hip6tesis,
) >

existe un subespacio cerrado F,, , con dim(E 2, tal que

i+1 Zi4+1

Vi € B(/(zn). 3) y V€ B, con ] = 1, se tiene que (a)(w)(w) < 6,

por lo tanto, por el Lema 3.8, existe una funcién continua g;11 : [si11,ti+1] — H tal que

Gir1(Siv1) = f(siq1), s(tivr) = f(tix1) vy (i) < o(fi(t)) VE € [siy1, tira],

P (0) < PUHD) — S V1€ [siga +0rtigs o],

3
Hf’l(t) - g’H—l(t)H S g \V/t c [Si+17ti+1]-
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Definimos

filt)  t € R\ [siy1,tiga].

Veamos que fi; satisface (3.8). Si j € {1,...,i} yt € B, \ U;J’l, como

fir1(t) == { gir1(t) t € [siy1,tival,

i+1
B, \U™ =B, \ ( U B.,NB.,),
k=1,k#j

entonces t ¢ [s;41,ti11], por lo tanto f;11(t) = fi(t), y por hipétesis de induccién

3 ; . .
||fl+1(t) - f(t)H < §5 vt € BZj \U]H_l yJE {17 "'aZ} :

Por otro lado, si t € B.,,, \ U/}, entonces t € [si11,ti41] y t ¢ | B.,, por lo tanto
j=1

fi(t) = f(t) ¥ fis1(t) = gis1(t), asf tenemos que
i) — FO < 25 Vie B, \UM yje{l,..it1}.

Como para toda j € {1,...,1},

i+1
i+1 7T
vt= |J B,nB,=UjU(B
k=1.k#j

2 NB) vy UNB., =0,

siteU ;“, tenemos los siguientes casos.
(o) Sit € Uj entonces fi11(t) = f;(t) y asi por hipétesis de induccién

Ifia (1) — F)] < 25.

(ee) Sit € B, NB.,, entonces t € [siy1,ti41] y t & UJ, porlo tanto fiy1(t) = gir1 ()
y se tiene que

3

fia(®) = SO < 1ia(®) = KO+ L0 — FOll < 36+ 25 =20

Finalmente, como
i
i =J(B...NB.,) =B.,,NB.,

J=1
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por la propiedad de la cubierta construida, tenemos que para toda t € Ufj:f =B, NB.,
t¢ B, para toda j € {10 =1}y t € [Siy1, tiya), ast, fip1(t) = giy1(f) y por hipotesis
de induccién, como f; cumple (3.8), tenemos que

3

Iioa(®) = FOI < W) — £ + 1:0) — £ < 26+ 36 =36 vt e U,

por lo tanto, tenemos que f;,; satisface (3.8).
i+1
Verifiquemos que satisface (3.7). Notemos que sit € DN |J[s; + 0,t; — o], similar-
j=1
mente tenemos dos casos.

(¢) Sit € DN [sit1 + 0,111 — o], entonces fii1(t) = gira(t) v

Pfin(0) < oUilt) - £0% < o(7 (1) — 1207

(e0) Sit € DN |Jl[s; +o,t; — o] = D;, entonces tenemos dos subcasos:

j=1

i

Si 1 € [si41, ] emtonees @(fia(1)) = @loina (1)) < p(Fi(1) < (F(1)) ~ 25
i1 (5041, ] entonees o(fia(1)) = @ £i(0)) < (/(1)) ~ 27
y por lo tanto, f; ;1 satisface (3.7).
i+1 i
Por 1iltimo, veamos que f;; cumple (3.6). Sit € R\ |J B.,, entonces t € R\ |J B,
j=1 j=1

y t & [Siv1,tiy1], por lo que fi11(t) = f;(t), asi por hipétesis de induccién, fi1(t) =
fi(t) = f(0). 1
i+

Ahora, sit € |J B.,, tenemos dos casos.
j=1
(o) Sit € [si41,1i11], entonces tenemos dos subcasos:

Sit e | B., entonces (fir1(1)) = @(gi1(t) < @(filt)) < @(f(1)):

Jj=1

Sit ¢ |JB., entonces o(fir1 (1) = ¢l (1)) < @(fi(1)) = (f(1)).

Jj=1

(e0) Sit & [si41,li41], entonces t € |J B.; y ademds f;41(t) = fi(t), ast por hipétesis
]:

inductiva o(fi11(t)) = @(fi(t)) < o(f(t)).
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Por lo tanto f;1; satisface (3.6), con lo que hemos terminado la induccién.

-~

Por construccién de las f;, f = f,, satisface
fu(t) = f(t)sit e R\ JB., v @(fm(t) <(f(t) Vte| B,
j=1 j=1

PUn(0) < (1) — S20% sit € D,

yparal <j<m:

36 te B, \U"
_ 8 Zj J
I fn() f(t)HS{ 5 teum

Recordemos que D C D,, y que D C |J B,, € Ny(D), por lo tanto, claramente f,,
i=1

satisface (i) y (i) del Lema 3.10. Ahora, como

3 m
|fm®) = f@®) < 30 vte B,

J=1

y como |J B., C Ny (D), fm(t) = f(t)sit € R\ | B.,, entonces
~ ~

J j=1
) = O <25 Vi€ Ny(D),

por lo que f,, también cumple (iii). Por lo tanto f,, = J/f\es la funcién buscada. =

3.3. Demostracién del teorema del paso de montana
Dados a > 0 y un subconjunto X de H, denotamos por
No(X) :={y € H : dist(y, X) < a},

donde
dist(y, X) := inf [ly — [

Si X = (), definimos N, (X) := 0.
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Lema 3.11 Sean ¢ € CY(H,R) y ¢ € R tales que o satisface (PS)., y sea € > 0.
Entonces existe 6 > 0 tal que

IVe(x)|| <e Ve Ns(K.),
donde K. :={x € H : ¢o(x) = ¢, Vy(x) = 0}.
Demostracion: Como
U:={zeH|[[Ve()] <e}
es abierto en H, K. es compacto y K. C U, se tiene que:
dist(K.,H\ U) > 0.

Sea § > 0 tal que ¢ < dist(K., H\ U). Entonces Ns(K.) CU. =

Lema 3.12 Sean o € C*(H,R) y u,v € H tales que

1 := nf mé t
méx {p(u), p(v)} < c:= fnfmaxe(v(t)),
donde T' := {v € C°([0,1], H) | v(0) = u, (1) =v}. Si ¢ satisface (PS). entonces,
dados e >0 y 6 > 0, existe vy € I' tal que

tm[giﬁso(v(t))éwrs y (0, 1)Nne M e—e,c+e] N Ns(K,) # 0.
€10,

Demostracion: Sin perder generalidad podemos suponer que

¢ —2e > max{p(u), p(v)}.

Escogemos 7 € T tal que

x p((t) < c+e.
tgl[gg}ﬁso(v( ) <c+e

Sea n € C°(H,H) como en el Teorema 2.27 (con ¢ en vez de §) y sea v := 1 o 7.

3
Entonces y € I' y
max p(y(t)) < c+e.
t€(0,1]
Si~[0,1] Ny te—¢,c+e] N Ns(K,.) = & entonces ¢(y(t)) < ¢ — ¢ para toda t € [0,1],
lo cual contradice la definicién de ¢ m
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Lema 3.13 Si V y W son espacios de Banach, 1 € CY(V,W) y K es un subconjunto
compacto de V, entonces existen p > 0 y M > 0 tales que

[o(y) =G < Mlly =zl Vy,z € Blx,p) y Vo € K.

Demostracion: Por la Proposicién 2.20, para cada x € K, existen M, >0y p, >0
tales que

[0(y) =) < My lly— 2|l Vy, 2 € B(x, p).
Como K es compacto, existen 1, ..., z, € K tales que

i=1 2

Sean M := méx {M,,,..., M, } y p:= 3min{p,,, ;-->Pzn}- Entonces, para cada © € K
y Y,z € B(z,p), escogiendo z; tal que x € B(x;, %), tenemos que
Pz;
2

ly =zl <lly =2l + llz =21l <p+ =5 < o

Andlogamente, ||z — ]| < p,,. Por lo tanto

[9(y) = ()|l < My |ly — 2[| < My — =],

como afirma el enunciado del lema. =

Demostraciéon del Teorema 3.5. Por el Lema 3.13 existen M, p > 0 tales que
le"(w) =" () < Mly — 2| Vy,2 € Bz, p) con z € K.
Sea ¢ > 0 tal que

1

1
P < min { Mp, ———
- mm{ P 12802

} y ¢ —e > max{¢(u), p(v)}.

Escogemos § > 0 tal que

mll Lo
5<m1n{2,2M€ } y [|[Ve(z)]| < e Vo € Ns(K.),

y escogemos v € I tal que

gl[(z)i)f]go(fy(t)) <ct+eyy0, )N e—e,c+e]NNs(K.)#D
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lo cual podemos hacer por los lemas 3.11 y 3.12.
Definimos

D:={t€[0,1] | p(y(t)) > c—e, ¥(t) € Ns(K.)}.

Entonces, D es compacto, D # @y D C (0,1).
Probaremos a continuacién que existe t. € D tal que, si para algiin subespacio W
de H se cumple que

P"(7(t.)) (w,w) < —t ||w|* Yw e W\ {0}

entonces dim W < 1. De esta afirmacién se obtiene el resultado, ya que x. = 7(t.)
satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) del Teorema 3.5.

Argumentando por contradiccién, supongamos que para todo t € D existe un sube-
spacio W, de H tal que dim W; > 2 y

O"(7(t)) (w,w) < —1 [lw]®  Vw e W, \ {0}

1

Seant € D,y € B(y(t), %) y = € K, tal que

' M
ly(t) — zl| <.
Entonces )
ly = 2l < ly = 1Ol + In(t) - 2]l < == +5 < p.
Por tanto, si w € W; y ||w|| = 1, se tiene que

0" (y) (w, w) — " (v() (w, w)| < " (y) — " (7))

< Mlly—~@)| <

En consecuencia,

¢"(y)(w,w) < —— Yw € W; con |lw| =1.

Sea 6 > 0 tal que D C (0,1 —0) y sea f: R — H tal que

u si s € (—o0,0],

fls)=q (s) sise[0,1],
v si s € [1,00).
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~

Por el Lema 3.10 existe f : R — H continua tal que f(O) = f(0) =u, f(1) = f(1) =,

~

p(f(s)) <@(fs)) <c—e VseR\D,
@(J?(S))<f(5)—%4?\22 <ct+e—2e=c—cVseD.

En consecuencia, 7 := ﬁ[Ql} €'y p(7(s)) < c—e para toda s € [0, 1], lo que contradice
la definicién de c. B
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Capitulo 4

Soluciones no radiales para un
problema superlineal en la bola

Sea B(0,1) la bola unitaria de RY. Una funcién u : B(0,1) — R es radial si su
valor depende tinicamente de |z|, es decir, si existe v : [0, 1] — R, tal que u(z) = v(|z|).
Consideremos el problema eliptico semilineal

—Au = f(u) en B(0,1),
u=0 sobre 0B(0,1),

donde f : R — R es una funcién Lipschitz continua. Gidas, Ni y Nirenberg demostraron
en [10] que todas las soluciones positivas de este problema son radialmente simétricas.
A partir de este resultado, es natural preguntarse si las soluciones del problema

—Au = f(z,u) en B(0,1),
u=0 sobre 0B(0, 1),

donde f : B(0,1) xR — R es una funcién continua, radialmente simétrica en la primera
variable y mondtona decreciente con respecto a r = |z|, son radialmente simétricas o
no.

En [9] de Figueiredo, Srikanth y Santra probaron la existencia de soluciones no
radiales para un problema de este tipo. Expondremos aqui en detalle la demostracién
de su resultado. Para probarlo se hace un analisis detallado del indice de Morse de las
soluciones radiales de este problema y se demuestra que cualquier solucién radial no
negativa o que cambia de signo tiene indice de Morse al menos dos en Hj(B(0,1)).
Se prueba ademds que el problema tiene una unica solucién negativa de indice cero
Posteriormente se utiliza la generalizacion del teorema del paso de montana del capitulo
anterior para encontrar una solucién, distinta de la solucién negativa, cuyo indice de

Morse es menor igual que uno. Por lo tanto, esta solucién no puede ser radial.
41
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4.1. Existencia de soluciones radiales y no radiales

4.1.1. Planteamiento del problema

De ahora en adelante supondremos que 2 < N < 5 y denotaremos por €2 := B(0,1)
a la bola en RY de radio 1 con centro en el origen. Estudiaremos el siguinte problema:

—Au=u?—tp, en,
{ u=20 sobre 0f2, (72)

donde t > 0y ¢; es la primera funcién propia de —A en H} () tal que ¢; > 0en Qy

Consideraremos a

1/2
= [V vl = ( / \w?) |
[9] Q

como el producto escalar y la norma correspondiente en Hg (€2). Recordemos que, como
(2 es acotado, esta norma es equivalente a la usual (ver Corolario 2.16).
Denotemos por

)\1 = inf

al primer valor propio de —A en Hj (). La primera funcién propia de —A en H}(Q)
es una funcién v # 0 que satisface

{ —Av = MAv en(, (4.1)

v=0>0 sobre 0.

Nota que cualquier miiltiplo tv con ¢ € R también satisface (4.1). Se sabe que toda
solucién de este problema pertenece a C*°(Q2), y no cambia de signo. Ademés, el conjunto
de soluciones de (4.1) es un subespacio de dimensién 1 de H}(f2). La demostracién de
esto se puede consultar en [7]. También, en [13], se prueba que las soluciones de (4.1)

son radiales. Asf pues, existe una tnica solucién radial ¢; de (4.1) tal que ¢1 > 0 en
y ¢1(0) = 1.

Definicién 4.1 Una solucion débil del problema (P;) es una funcion u; € HY(Q) tal

que
/Vut-Vv—/ufv+t/g01v:O Yo € Hy ().
Q Q Q
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Consideremos el funcional I; : H}(Q) — R definido como

1 1
Ii(u) == 5/9\Vu\2— g/gu?’th/nglu Vu € Hy(Q).

De los Ejemplos 2.6, 2.8 y 2.5 se sigue que I; es de clase C*® en H}(Q) y

Iz(u)v:/Vu-Vv—/u2v+t/g017),
Q Q Q

I (u)(v, w) :/Vv~Vw—2/uvw Vu,v,w € Hy().
Q Q

Asi pues, las soluciones débiles del problema (P;) son los puntos criticos de I;. El si-
guiente resultado de regularidad asegura que las soluciones débiles de (P;) son soluciones
clésicas.

Teorema 4.2 (de regularidad) Si u; € H () es solucidn débil del problema (P,),

entonces uy € C*(§)) y, en consecuencia, uy es solucion clasica del problema (Py).

Demostracion: En el apéndice B de [12] se prueba que u; € C**(€). El Teorema
6.19 de [11] asegura entonces que u; € C*°(£2). Usando la férmula de Green es sencillo
probar que u; es solucion cldsica del problema (P;) (véase [5, Seccién IX.5, Etapa D)).

Denotamos por Hg,,,(2) al subespacio de todas las funciones radiales de Hj(€2).
Es sencillo demostrar que Hg,,,(€2) es un subespacio cerrado de Hg(Q2), de modo que
resulta ser un espacio de Hilbert.

Notacién 4.3 Siu; € H}(Q) es una solucion del problema (P,) denotaremos al indice
de Morse de I; en u; simplemente por

p(ug) == MorseHé(Q)(It,ut).

Siug € Hj,eq(Q) es una solucion radial del problema (P;) denotaremos al indice de
Morse de la restriccion de Iy a Hy ,,,(Q) en u, por

fraa () := MorseH&md(Q)(It \H&md(ﬂ),ut).
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4.1.2. El teorema de existencia

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.4 Para t > 0 suficientemente grande, el problema (P;) tiene una solucién
radial y una solucion no radial.

Para ello, demostraremos las siguientes afirmaciones.

Proposicién 4.5 Para cadat > 0, el problema (P;) tiene una tnica solucion negativa
uro. Mds atin, esta solucion es radial y existen oy, co > 0 tales que

Ii(ugo + av) — Ii(ugg) > coc® Vv € Hy () con ||v|| =1, Ya € (0, ap).
En particular, u; o es un minimo local estricto de Iy.

Proposiciéon 4.6 Para t > 0 suficientemente grande, todas las soluciones radiales no
negativas del problema (P;) tienen indice de Morse p(u;) > 2.

Proposicion 4.7 Para t > 0 suficientemente grande, todas las soluciones radiales que
cambian de signo del problema (P;) tienen indice de Morse p(uy) > 2.

Demostraremos las proposiciones anteriores en las proximas secciones. Ahora las
aplicaremos para demostrar el Teorema 4.4.

Demostracién del Teorema 4.4. El funcional [; : H}(2) — R es de clase C™.
Probaremos que cumple las condiciones del Corolario 3.6. Notemos que

Li(rer) = (%/QW%IQ) r?— (%/Qsoi’) 4 (t/gso?) r

es un polinomio en 7 y que el coeficiente del término de grado méximo es negativo. Por
tanto,
LIi(rpy) — —o0 cuando r — o0.

Por la Proposicién 4.5, sea u;( la dnica solucién radial negativa del problema (FP;) y
sean «, p > 0 tales que

Ii(urpg +v) — I(urg) > p Yo € Hy(Q) con ||v|| = a.

Escojamos r > 0 suficientemente grande de modo que |[r¢; — uol|| > 2ay Ii(urg) >
Ii(re1). Sea T := {y € C°([0,1], H3(Q)) : 7(0) = uzo y ¥(1) = rp1}. Para cada v € T,
la funcién f, : [0,1] — R dada por f,(s) := [|7(s) — uwoll es continua, f,(0) = 0y
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f+(1) > 2a. Asi que, por el teorema del valor intermedio, existe s, € (0,1) tal que
|7(sy) — uol| = . En consecuencia,

s%%flft(V(S)) > 1((s4)) = L(uo + [(s4) — uro]) > Li(uo) +p  Vy el

Esto implica que

¢ := inf max L;(7(s)) > max{l(uo), [:(re1)}-
vel s€[0,1]

Probaremos ahora que I; cumple la condicién de Palais-Smale (PS), para cualquier
d € R. Sea (u,,) una sucesién en Hg () tal que

lim I,(u,) =d y lim [[(u,) = 0.

Demostraremos que (u,,) contiene una subsucesién convergente. Notemos que

1

1 2
Ii(uy,) — glé(un)un =3 ||un||2 + 3 /Q O1Uy,.

En consecuencia, para n € N suficientemente grande, existe ¢; > 0 tal que

1 1 2

3l = L) = 3wy, = 5 [

1
< ) + 5 (112l sy + 2 L1l )
< (1 + Jlual).
Esto prueba que (u,) estd acotada en Hg(€2). Dado que 2 < N < 5, se cumple que
3 <2 = ]\2,—17\]2 Asi que, por el Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema 2.18), la

sucesién (u,) contiene una subsucesién, a la que por simplicidad continuaremos deno-
tando del mismo modo, tal que

Up — U débilmente en H_ (),

Up — U fuertemente en L*(Q).

Observemos que

I} () [, — ] = L{(w) [, — u] = [Jun — ul® /Q(Ui —u')(un —u).  (4.2)

Como u,, —u — 0 débilmente en HJ(Q) y I;(u) [u, —u] = (VI;(u),u, —u), se tiene
que
lim [}(u) [u, —u] = 0. (4.3)

n—oo
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Ademas, dado que
[} (wn) [, — u]] < ||I£<un>||B(H5(Q)7R) l|twn — ul|,

que la sucesion (u,, — u) estd acotada en Hj () y que lim I/(u,) = 0, se tiene que

lim I(uy,) [u, — u] = 0. (4.4)

n—oo

Finalmente, de la desigualdad de Holder y el teorema de encaje de Sobolev (2.17) se
sigue que

< |u — u2}3/2 |un — uly < Clul - u2}3/2 || tn, — ul| -

[ =) =)

El Ejemplo 2.7 asegura que la funcién ¥ : L3(Q2) — L3?(Q) dada por ¥(u) = u? es
continua. Asf que, como u,, — u fuertemente en L3(), se tiene que u? — u? fuertemente
en L32(Q) y, dado que (u,, — u) estd acotada en H}(f2), concluimos que

lim [ (u2 — u?)(up, — u) = 0. (4.5)

n—oo [¢)
De las afirmaciones (4.2), (4.3), (4.4) y (4.5) se sigue que

lim ||, —ul]> =0

n—oo

y, puesto que u,, — u débilmente en H} (1), se tiene que
u, — u  fuertemente en Hy(Q).

Esto prueba que I; satisface la condicién de Palais-Smale.
El Corolario 3.6 asegura entonces que existe u;; € Hy(Q) tal que

It(um) =cCc> ]t(ut,o), ]z(UtJ) =0 y /JJ(UtJ) S 1. (46)

Asf que u;; es una solucién del problema (FP;) y w1 # ueo. La Proposicién 4.5 implica
entonces que, o bien u;; es no negativa, o bien u,; cambia de signo.

Fijemos t > 0 suficientemente grande de modo que se cumplan las Proposiciones 4.6
y 4.7. Si u; 1 fuera una solucién radial, dichas proposiciones asegurarfan que pu(u 1) > 2,
contradiciendo (4.6). Esto prueba que u,;; es una solucién no radial de (7). W
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4.2. Propiedades de las soluciones radiales

Siu : Q — R es una funcién radial, denotamos por v, : [0,1] — R a la funcién tal
que ui(x) = vy(|x|) para toda z € Q. En esta seccién probaremos algunas propiedades
bésicas de las soluciones radiales de (F;), que requeriremos més adelante.

Proposicién 4.8 Si u; es una solucion radial del problema (P;), entonces vy es una
solucion del problema

{—vgv)—(zv— P =) ~ ), e (0,1) )

Demostracion: Sea u; una solucién radial del problema (P;). Primero notemos que,
si e € RY es un vector unitario, entonces v;(r) = us(re) para toda r € [0, 1]. De modo
que v; se extiende a una funcién de clase C*>° en [—1, 1]. Dado que e € 0f) se tiene que
ve(1) = u¢(e) = 0. Ademads,

v (1) = ug(re) = ug(—re) = vy(—r) Vr e [-1,1],
pues u; es radial. Derivando ambos lados tenemos que
vi(r) = —vi(=r).

Por lo tanto v;(0) = 0. Asi, sélo falta comprobar que v; satisface la ecuacién (P;). Dado
que u;(x) = v(|z|) para toda = € €, se tiene que

ouy X

@) =l si el £0,

para cada ¢ = 1,..., N. Derivando ahora esta ecuacién, tenemos que

0%u vi(lz])  a? x? _
(@) = S - Taiel) + Del) st el #0

i

Sumando sobre i = 1, ..., N y sustituyendo |z| = r obtenemos

—(r) — (N — 1)”27(:’7 = —Auy(z) = 2(r) — tor(r) Ve (0,1),

pues u; es solucién de (P;). m
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Notacién 4.9 En adelante, para simplificar la notacion, denotaremos del mismo modo
a una funcion radial v : @ — R y a la funcion u : [0,1] — R tal que u(z) = u(|z|)
para toda x € §). Diremos que u tiene un unico mdzximo (minimo) local, si la funcion
u:[0,1] — R tiene un tinico mdximo (minimo) local en [0, 1].

Necesitamos primero demostrar algunas propiedades de la funcién ¢, : [0,1] — R.

Proposicién 4.10 La funcion ¢y : [0,1] — R, solucion de (4.1), satisface las siguientes
desigualdades:
¢1(0) <0 y ¢} <0en(0,1].

Demostracion: De manera similar a la prueba de la proposicién anterior, podemos
demostrar que ¢, satisface

—gl(r) — (N = 1)L = X\ (), 7€ (0,1),
{ ¢1(0) = ¢1(1) = 0. (4.7)

Observa que

(V= (0 = ~(v = ) lim B0 o) 4,

y por lo tanto ¢/(0) < 0. Asi pues, 0 es un maximo local de ;. Observa también que
si existe a; € (0,1) punto critico de 1, entonces por (4.7)

—¢(ar) = Apr(a) > 0,

y por lo tanto a; es un maximo local de ;. Por lo tanto, si existiera en (0, 1) un punto
critico, ese punto tendria que ser también un méximo local de ¢, pero esto es imposible,
ya que 0 es un maximo local de ¢;. Asi pues, como ¢/ (0) < 0, tenemos que

) <0en (0,1).
Por esta razén, también tenemos que
¢! < 0en [0,1],

y por lo tanto, ¢} es nocreciente. Observa que, como ¢} satisface (4.7) y ¢! es nocre-
ciente, ¢/ tiene que ser decreciente. Asi pues, obtenemos

0=¢1(0) > ¢i(1),

por lo tanto
¢} < 0en (0,1].
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Los siguientes lemas jugardan un papel importante en la demostracion de las Proposi-
ciones 4.6 y 4.7.

Lema 4.11 Sea u; una solucion radial del problema (P;) y sea a; € [0,1) un punto
critico de vy tal que uZ(a;) —tp1(a;) > 0. Entonces a; es un mdzimo local de u; y existe
0; > 0 tal que

ul(r) —toy(r) >0 Vr € (ag, a; + d¢).

Demostracion: Sea u; una solucién radial del problema (Pf) y sea a; € [0,1) punto
critico de u;. Entonces,

—ug (ar) = wi(ar) — tr(ay).
Consideraremos tres casos:
Caso 1. u?(a;) — tei(az) > 0.
En este caso u(a;) < 0 y la afirmacién es clara.
Caso 2. u?(a;) — tpi(a) =0y a;, > 0.
Como u, satisface (P;), tenemos que
—uf(r)r — (N = Duy(r) = [uf(r) — toi(r)] r Vr € [0, 1].
Derivando respecto a r obtenemos
—u" (r)r — Nul(r) = ul(r) — toi(r) + [2us(r)u(r) — to (r)] r Vr € (0,1).
Como uj(at) = uj(a;) =0y ¢} <0en (0,1), se tiene que
—uy'(ay)ay = —tpy(ar)a; > 0.
Por lo tanto, u}’(a;) < 0. Asf pues, existe §; > 0 tal que (a; — d;,a; + ;) C (0,1) y
uw/'(r) <0 Vr e (ap— 0y ar+ 0y).
En consecuencia, u es decreciente en [a; — 0y, a; + &), y como u} (a;) = 0, se tiene que
uf(r) >0 Vr € (a; — 0, az) y o oul(r) <0 Vre (a,a;+0).

Andlogamente,

ug(r) >0 Vre (a— o, ap) y o u(r) <0 Vre (a,a+ o).
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Esto prueba que a; es un méximo local de u;. Dado que wu; satisface (P/), se tiene
ademds que
ut( ) —tp1(r) >0 Vr € (as, ar + 0y).

Caso 3. u?(a;) — tp1(a) =0y a, = 0.
Recordemos que u; se extiende a una funcién de clase C* en [—1, 1] mediante
u(—7) := uy(r). Esta funcién satisface

—uf (r)r — (N — Duj(r) = [uf('r’) — t@l(r)] r Vr e [-1,1].
Derivando tres veces esta ecuacion respecto a r obtenemos

—uy"(r)r — Nuy (r) = ui(r) — tou(r) + [2u(r)uy(r) — t ()] 7, (4.8)
—u" (r)r — (N + 1u ”/('f’) = ( Ju ( )—2t30’1(7“)

)+4ut() ()—2t901()
)+ 2us(r)uy (r) — tef{(r)

[2(u;(7’))2 + 2uy(r)uf (1) — tgo’l/(r)] T (4.10)

) () —
2(u(r

Como u;(0) = u}(0) = ¢} (0) =0y ¢{(0) < 0, evaluando (4.9) en r = 0 obtenemos que
"

uy’(0) = 0, y evaluando (4.1 0)_ n r = 0 obtenemos que
(N +2)u"(0) = 3t7(0) < 0.

Asi pues, existe d; € (0, 1) tal que

u"(r) <0 Vr e (=d,0).

Argumentando como en el caso anterior concluimos que a; es un méximo local de u; y
que uZ(r) — tei(r) > 0 para todo r € (a¢,a; + ;). W

Lema 4.12 Sea u; una solucion radial del problema (P;) y sea a; € (0,1) un minimo
local de uy, entonces existe o; > 0 tal que

uZ(r) — toi(r) <0 Vr € (ar — 6, ar).

Demostracion: Como u; es una solucién radial de (P;) y a; es un minimo local de
uy se tiene que —uf (a;) = u?(as) — tpi(a;) < 0. Del lema anterior se sigue entonces que
u?(ay) — ty1(ay) < 0y la afirmacién de lema es clara. =
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4.3. Unicidad de la solucién negativa

El objetivo de esta seccién es demostrar la Proposicién 4.5. Para ello usaremos los
siguientes resultados.

Teorema 4.13 (Principio del méximo) Siu € C?(Q2) N C°(Q) es tal que
—Au >0 en$2 Yy u=20 sobre 02,
entonces u > 0 en Q.

Demostracion: Veéase [7, Seccién 6.4, Teorema 3]. ®

Yy

sobre 0€2, (4.11)
sobre Of. (4.12)

Supongamos ademds que existe m € 00704(@) tal que m >0 y
fle,r) = f(x,8) > —m(x)(r—s) s h(z) <s<r<h(x), r€Q, rsek
Entonces existen soluciones u, u del problema

—Au = f(z,u) en y u=0 sobre 09, (4.13)

>

tales que h < u < u < E, y cualquier otra solucion u de (4.13) tal que h < u <
cumple que
h<u<u<u<h.

Mas atn, si f,h,h y m son funciones radiales, entonces u y u son funciones radiales.

Demostracion: Veéase |2, Teorema 1]. m
A una funcién h que satisface (4.11) se le llama una subsolucién de (4.13), y a una
funcién h que satisface (4.12) se le llama una supersolucién de (4.13).

Demostracién de la Proposicién 4.5. La funcién

Lt
hy = —)\—1
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satisface: ,

A1

por tanto, h, es subsolucién de (P;). Por otra parte, la funcién hy := 0 satisface

“Ahy =~ Ay = —tpr < B2 —tpy en Q,

—Ah; =0 > —tp; = hy — gy en Q,
asi que h; es supersolucién de (P,). Ademas, h,, hy, v la funcién
fiw,r) =12 — g (2)
satisface

fi(z,r) = fi(z,s) :=1% =5 = (r +5)(r — s)

2t ()

si hy(x) < s <r < hy(z) para toda x € Q. En consecuencia, el Teorema 4.14 asegura
que existe una solucién radial u; := u; < 0 tal que cualquier otra solucién u de (F;) con
h <u< hy, satisface

u<u <0en .

Observemos que toda solucién u de (F;) satisface que hy < u, ya que:
~A(u—hy) = —Au; + Ah, = u® — tp; +tp; = u® >0,

y el principio del médximo asegura entonces que u — h, > 0.
En consecuencia, toda solucién u < 0 de (F;) satisface

u<u <0en

Pero entonces
~A(u—uy) =u? —u? >0en Q,

y el principio del maximo asegura que
u < uen .

Asi que u; es la tnica solucién negativa de (F;).
Sea v € H} () tal que ||v]| =1y a € RT. Notemos que

1 1
Ii(us + av) = 5/|V(ut—|row)\2— g/(ut—l—av)stt/wl(ut—irow),
Q Q

Q
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por lo que

1
Li(ug + aw) — Ii(uy) = a/Vut -Vou + §a2/|Vv|2 — a/ut%
0 0 0

1
—aQ/utv2—§a3/v3+at/<plv.

Q Q Q

Como uy es solucién de (P),

L (ug)(v) :/Vut-Vv—/ufv+t/<plv:0.
0

Q Q

Entonces
1

1
Li(uy + av) — Ii(uy) = 5042 / IVol* — o /utv2 — 30
0 Q
1 1
:a2(§/|Vv|2—/utv2—§ /v3)
0 0 Q
1 1
> (g [ 190 = 3a [ ),
Q 0

pues —uzv® > 0. Por la desigualdad de Poincaré, existe C' := C3q > 0 tal que |ul, <
Cs.0 ||u|| para toda v € Hy(Q) . Vemos que:

w
D
S
w

1 1 1 1 3 3
2/1 2 2 3V > o2(= 2_ 203 23
a(2/|Vv| 3@/1})_&(2/|Vv| 30&(/|Vv|))
Q Q Q Q
1 C3
_ 2 T
—a(2 3a)>0
. 3
si a € (0, —20%). |

4.4. El indice de Morse de soluciones radiales no

negativas

El objetivo de esta seccién es demostrar la Proposicién 4.6. Para estimar el indice

de Morse usaremos el siguiente resultado.
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Lema 4.15 Si u; es un punto critico de I, y existen funciones ¥y, € HL(Q) ~ {0}
con soportes ajenos tales que

1 (ue) (Wi, i) < 0 parai = 1,2,
entonces p(ug) > 2. Si ademds u, V1 y 1y son funciones radiales, entonces jirqa(ut) > 2.

Demostracion: Como 1)1 y 15 tienen soportes ajenos,

(1, 19) = /QV% - Vipy = 0.

En consecuencia, el subespacio W de H{ () generado por 11 y 1 tiene dimensién 2.
Pero también

I )n,v0) = [ Vo ia=2 [ it =0,
Por tanto, para todo w = atpy + S, € W, a, f € R,
I (ug) (w, w) = oI (ug) (1, 1) + B2 () (2, 02) < 0.

Esto prueba que p(u;) > 2. La segunda afirmacién del lema es clara. m
La demostracion anterior tiene como consecuencia el siguiente corolario.

Corolario 4.16 Siu, es un punto critico de I, y existen funciones ¥y, 1, € H}(Q2)\{0}
tales que

I (ug) (i, 00:) < 0 para i = 1,2,
/V@Dl Vi =0 gy /Ut%% =0,
) )

entonces j(uy) > 2. Si ademds ug, U1 y 1y son funciones radiales, entonces firqq(us) > 2.

Subdividiremos la demostracién de la Proposicién 4.6 en varios casos, considerados
en los siguientes lemas.

Lema 4.17 Sea T C (0,00) tal que, para todo t € T, el problema (P;) tiene una
solucion radial uy que tiene un inico mdximo local positivo a; € [0,1) y tal que uy > 0
en [at, 1]. Supongamos ademds que

a:=supa; < 1.
teT

Entonces existe t1 > 0 tal que pirqq(ur) > 2 para todot € T cont > ty.
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Demostracion: Si'T estd acotado, tomamos
ty :=supT

y el resultado es cierto por vacuidad.
Supongamos que 1" no estd acotado. Fijamos a < b < ¢ < 1. Como

0 < —uf(ar) = u?(ar) — tor(ar),

se tiene que
u?(ay) >ty (ag) > tpi(c) > 0.

Como a; es el tinico maximo de u; en [0, 1] y u;(1) = 0, existe d; € (ar, 1) tal que

to1(c
ui(a) = 1)
Probaremos que existe 7 > 0 tal que
d>b VteT, t>rT. (4.14)

Argumentando por contradiccién, supongamos que existe t,, € T tal que

Como
/

(1) < (1) — (F — 1))
=g (1) = tapr(r)

taipr(c 3

902( ) _ tap1(c) = —7tnpr(c) V€ (ds, ),
usando el teorema de Taylor se tiene que
tar(c) 1 / (&
(D) oy () = () + (), — )+ 2,

donde &, € (dy,, c). En consecuencia,

(tn901 (C)

)7 = (dr,) >

o) g, — 0> 206 - o2

Esta es una contradiccién a que t,, — 00; lo que demuestra (4.14).
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Se tiene entonces que

2 toi(c)
ug(r) > 1

Vr € [a,b], Vt €T, t > 7.

Sean 11,1y € C°(N2) funciones radiales, no negativas, con soportes ajenos, que satis-
facen

Yr(x) > ¢y > 0si |z| € [a,a+ €],
o(z) > o > 0si |x| € [b—e,b],

donde ¢ := b;3“ Entonces,

/Ut@D% > / ug)? > (t(pifc))%cf(vol({x la < |z| <a+e}))
Q

a<|a|<ate

= atr VteT, t>,

Jurz [tz Dl |- < < ol < by
Q b—e<|z|<b

=Gt VteT, t>7.

En consecuencia,

I (ug) (i, i) = [ |V = 2 [ ug?
[rout -2

Q

g/ﬁwﬁ—améxﬁzﬁisz
Q

Por tanto, existe t; > 7 tal que
I"(u) (i) () <0 VteT, t>1,i=12.
Como sop(11) N sop(12) = &, el Lema 4.15 asegura que
frad(ut) = 2

paratodot € T cont >t;. m

Lema 4.18 Si una solucion radial no negativa u; del problema (P;) tiene mds de un
mdzimo local en [0,1), entonces fiyqq(us) > 2.
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Demostracion: Sean a;, y ay, méximos de la funcién u; y sea F': 2 — R definida
como
F(z) :=ul(z) — toi(x) con x € Q,

Notemos que claramente F' € Hy,,,(Q) y ademds como:

oui Ouy
oyl 2u () o () Vzeq,

entonces

82ut2 02y oy
gz~ 2ule) Gy 2 <8xi

)

2
(93)) Vo € Q.
Por lo tanto

—AF(z) = 2uy () (—Aug(x)) — 2| Vg (2))* — thier (2)
= 2uy(2)F () — 2|V (2)|? — thypy(z) Vo e Q.
Claramente 2 |Vu,|” + tAjw; > 0 en Q.
Caso 1. Si a;, =0.

Sea my € (ay,,as,) el punto donde u; tiene un minimo. Por el Lema 4.11 tenemos
que existe d1; > 0 tal que

ur(r) —toi(r) > 0 Vr € (as,, as, + 614).
Por el Lema 4.12, existe d2; > 0 tal que
2

ug (r) — ter(r) < 0 Vr € (my — dg¢, my).

y por lo tanto, existe n; € (at,m:) tal que F' > 0 en [a;, ne] v F(ny) = 0. De igual
manera, existe ds; > 0 tal que

ul(r) — tp1(r) > 0 Vr € (ag,, a, + d3.t)

Por lo tanto, existen nj € [m¢,as,] y ny € [ay, + 34, 1] tal que FF > 0 en [nj,n}] y
F(n}) = F(n]) = 0. Definimos

| F(x) sixeQ:=B(0,n),
Fi(z) = { 0 en otro caso,

Fy(z) = F(z) siz € Qy:={zxeQ|n,<|z| <n]},
2T 0 sizeQ\ .
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Entonces,

I (ue) (F3, Fr) :/|VE|2—/2utﬂ2

Q Q

:_/@mﬂ—/m@
— / (AF)F, / 2u, F?

Q;
= (QUtF —Q‘V'U/t‘ F —t>\1§01F) /2utﬂ2
Qi Qz’
_ —2/\Vut\2F,~ —m/@lm <0Vie{1,2}.

Q;

y como F} y F5 tienen soportes ajenos, tenemos que el indice de Morse de u; es al menos
dos HO rad(Q)
Caso 2. La solucién u; tiene dos méximos, uno en a;, y otro en ay, en (0,1) con
agy < Ay -
En este caso existe m; minimo de u; tal que a;, < m; < a;, < 1, sean 014,024 > 0
1 2 ? Uy )
tales que

v2(r) —toi(r) > 0 Yr € (ay,,ar, + 01.t)
vf(r) —tp1(r) < 0 Vr € (my — 0ap, my),

esto implica que, existen p; € [0,a] v p, € (ay,my) tales que F > 0 en [p,p}] y
F(p:) = F(p;) = 0. Usando la funcién F, como en el caso anterior y la funcién:

Fy(z) = F(z) size{zeQ|p <|z| <p},
s 0 en otro caso,

tenemos que Fy, F3 € Hy,,,(Q) tienen soportes ajenos, y también
I/'(w)(F;, F;) <0 Vie {23}

por lo que en este caso fiyqq(uy) > 2. M

Si una solucién radial no negativa u, de (P;) tiene un inico méximo local a; en [0,1) y
a; # 0, entonces el Lema 4.11 asegura que u2(0)—tp1(0) < 0y, como u?(as)—tp;(a;) > 0
existe b; € [0, ay] tal que u?(b;) —te1(by) = 0. Notemos que b; es el tinico punto en [0, a;
con esta propiedad, pues u; es creciente en [0, a;] y o1 es decreciente en [0, 1].

Y
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Notacién 4.19 Si u; es una solucion radial no negativa de (P;) que tiene un tnico
mdzximo local a; # 0 en [0,1), denotamos por b, al tinico punto en (0,a;) tal que

u (b;) — tpa(be) = 0.

Lema 4.20 Sea T' C (0,00) tal que, para todo t € T, el problema (P;) tiene una
solucion radial no negativa uy que tiene un inico mdaximo local a; en [0,1). Supongamos
ademdas que

b:=supb; < 1.
teT

Entonces existe t1 > 0 tal que pirqq(ur) > 2 para todot € T cont > ty.
Demostracion: Si T estd acotado, tomamos
ty :==supT

y el resultado se tiene por vacuidad. Supongamos que 71" no estd acotado. Por el Lema
4.17, si

a:=supa; <1,
teT

entonces se tendria el resultado. Por lo tanto, supongamos que a = 1. Fijemos b < ¢ <
d<1yseart >0 tal que
d<a VteT, t>rT.

Como b; es el tinico mimero en [0, a;] que satisface u?(b;) = t;(b;) y como u?(a;) >
tei(ay), se tiene que
u(r) > tpr(r)  Vr € [by, aqdl,

y por lo tanto
W2 (r) >ty (r) > toy(d) Vreled VteT, t >

De forma andloga al Lema 4.17 podemos encontrar ¢, 1s € C2°(Q2) funciones radiales,
no negativas, con soportes ajenos, tales que

I'(w) (i, ) <0 VEET, t>ty, i=1,2.

Por lo tanto pi,qq(us) > 2 paratodot € T cont > t;. m

Lema 4.21 Supongamos para alguna sucesion t, — oo el problema (P;) tiene una solu-
cion radial no negativa uy, con un unico mdzimo local a;, en (0,1) tal que pirqq(ug,) < 1.
Entonces (b;,) no converge a 1.
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Demostracion: Supongamos que b;, — 1 cuando n — oco. Primero veamos que para
toda a € [0, 2], existe M, > 0 que no depende de n tal que

0<u,(a) <M, VnelN (4.15)

Supongamos que
ug, (a) — oo cuando n — oo.

Recordemos que u;, es creciente en (0,a;,) vy 0 < b, < ag,. Sean b € (a,1) y ng tal
que para n > ng, a;, > by, > b. Notemos que, por lo dicho con anterioridad, u;, — oo
uniformemente en [a, b]. Sea 1) € C°(£2) funcién radial, no negativa tal que:

P(x)>e>0 V|z| € [a,b].

Entonces
2 2
/ ug, P > / Uy, P
Q a<|z|<b

> &( irﬁf‘llbutn(x))(vol({x € Q] a<|z] <b}) — oo cuando n — 0.
Por lo tanto, usando un procedimiento andlogo al que se usé en el Lema 4.17, tenemos
que para n suficientemente grande, el indice de Morse de u;, es mayor que uno, lo cual
no puede suceder. Por lo tanto, se cumple (4.15).
Consideraremos dos casos:
Caso 1. u} (b,) = tnpi(by,) — C cuando n — oo con C' > 0.
Entonces existe ng € N tal que para toda n > ng:

C: 1
1(by,) < t_2 y by, € (5) 1)

con Cy > 0, por el teorema del valor medio, existe 6,, € (b;,,1) tal que

e1(be,) = =1 (0n) (1 = by,,),
y por lo tanto, como ¢} es decreciente, tenemos que

Cy Cy Cs
1-b6 )< < - = —
U=b) < =0 = o~ 6

con C3 > 0. Sabemos que u,, satisface la siguiente ecuacién

g ) - D) ) ),
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y por tanto
—rN= 1ugn( ) — (N = 1)rN~ 2u; (r) = ufn(r)erl — oy (r)rV L, (4.16)

integrando la igualdad anterior y multiplicando por menos, tenemos que

T T

N (r ):tn/gplsN_lds—/uf s s,

0 0

asf pues

f . talo1lle ™ _ tallnllog
u, ()] <t [ in] 15 < PR <
Como ay, € (b;,,1),

Aty

tn .
uy, (ag,) — g, (by,) = /u;n(r)d'r < N il (1= by,) < Cs ||<P]1VH 7

biy,

por lo tanto, como u7 (b,) — C, se tiene que

||S01H

C, =M
N+1

|us, (az, )| <

para toda n > n; y por lo tanto para n suficientemente grande ||u,, ||, < M;, usando
este hecho, como w;, satisface,

/“?,#Pl - tn/W% = - /A(Utn><ﬂl = /Vutn Vi1 = — /(A%)Utn =N /%Utn

Q Q Q Q Q Q

1 1
/ o7 < T /U?R% +t— )\1/901%”
Q n

Q

M2 M
< w1+ ©1.
tn tn
Q

Q

tenemos que

Haciendo tender n — oo, vemos que f 2 =0, y ésto es una contradiccién.
Q

Caso 2. t,p1(b;,) — 0o cuando n — oo.
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Definimos
%
0= /(pl'r’Nldr > 0.
0

Demostraremos que para n suficientemente grande existe T, € (%, %) tal que
, 6
0< utn(rtn) < §tn
Supongamos que para toda r € (3, 32)
)

para toda n tal que a;, > %, entonces

3

4
3 1 o
1

2

pero esto no puede pasar pues por (4.15),

1
Ug, (§> — Uy, (—> < Msz+ M, VnéeN,
4 2 1 2

por lo tanto, para toda n > ny, existe ry, € (3,2) tal que

)
0 <uy (1) < §tn. (4.17)

Como la sucesion (pi(by,)) tiende a cero, existe ny € N tal que:

901(%)
N

<e Vn > ns,

y € € (0, g) Por (4.16), tenemos que

Ttn

Ttn
N-1, 1 _ N-1 2 N-1
Tty utn("’tn) —tn/%S dS—/utns ds,
0 0
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y por lo tanto, usando (4.17)

Ttn

[ ui sN1ds
n
0

L7

ot (ry,,)
ln ln

§< [ g5V ds =

Ting
5 [ ui sNtds
<=4 2

-2 tn

Sabemos que para n suficientemente grande se cumple

3
ufn (r) < ufn(nn) < ufn (Z) <tnp1(by,) Vre (0,r,),

ya que
3
lim t,1(by,) = 00 y ufn(z) < M3 ¥n €N,
n—oo 4
asi pues, tenemos que para toda n > ng
5 fn u?nSNildS 5 Ttn
0 < 5 + 0 i < 5 + QOl(btn)/SNldS
0
o il ), )Y 0 (b)) 9
— Ty m/h m/ I ml < )
2T N S27 TN S27F

una contradiccion. Por lo tanto b;, no puede converger a uno. m

Demostracién de la Proposicién 4.6. Argumentando por contradiccién, supon-
gamos que para alguna sucesion t,, — oo el problema (P;,) tiene una solucién radial no
negativa u;, con fi.qq(u,) < 1. Por el Lema 4.18, u;, tiene un tinico maximo local ay,
en [0,1). De los Lemas 4.17 y 4.21 se sigue entonces que (t,) contiene una subsucesién
(tn,) tal que a; # 0 para todo t € T := {t,,, } y

sup by, < 1.
teT

Esto contradice al Lema 4.20. R
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4.5. El indice de Morse de soluciones radiales que
cambian de signo

El objetivo de esta seccién es demostrar la Proposicion 4.7. Subdiviremos la demostraciéon
de la Proposicién en dos casos pricipalmente, considerados en los siguientes lemas.

Lema 4.22 Sea t € (0,00) tal que el problema (P;) tiene una solucion radial u; que
cambia de signo y sea a; € [0,1) mdzximo local de u;, supongamos que existe m; € (ay, 1)
punto critico de uy, entonces p(ug) > 2.

Demostracion: Sea h; : 2 — R, como

_ wy(|z])xy _ Oouy
|| Oxn

he(z) : (x) Vxe Q.

Observa que h; € C1(Q). Derivando —Au; = u? — tp; con respecto a xy, obtenemos

- P, Ouy 01
B i
e axNaxjﬁscj &cN aSL’N

y por lo tanto, dado que u; € C?(QQ), h; satisface

w(lzen  ei(le)ry

|z] |z]

0
—Aht = 2Utht — tﬂ = 2Ut

aSL’N N

Sabemos por el Lema 4.11 que existe §; > 0 tal que
uy < 0 en (ag, as + 0y),
y como uj(my) = 0, existe by € (ag, my] tal que
up(by) =0 y wu(r) <0 Vr e [ag, b
Por lo tanto, definimos

wy(x) = hi(z) si x€Qyp={xeQ|a <|z| <b},
A sizeQ\ Q.
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Nota que w; € H}(Q) y que, como ¢ (]x]) < 0 para toda x € 2, tenemos que

]z'(ut)(wt,wt) = /V'th . th — 2/Ut'UJt

Q Q
= /(Awt)wt — 2/utwf
Q Q
= /(Awt)wt—2/utwf
Ql,t Ql,t
0
= / (2utwt — t£> wy — 2 / utwf
aI‘N
Ql,t Ql,t
- [ Al
|| |z
Q14

Por otro lado, sean n¢, p; € [0,1] tal que uy > 0 en [ng,p] y we(ng) = w(pe) =0,y
sea:
NN u(zr) stz € Qopi={r € Q|n <lz| <p},
uy (x) = 0 en otro caso

Nota que v € H} () y que

== [t =2 [ = [ (@7 = tou 2 [y
Q Q Qa ¢ Qa ¢
/

I//(ut) ut ) ut

(u)? + toy)u < 0.
Qo ¢

Sea w; == ;N Oy ysean v = {z€w|ay >0}, w; = {rew|azy <0}.
Definimos p : RY — R como

p(x1,..yzn) = (21, ..., —2N) V(21,...,28) € RY,

nota que p es una isometria cuyo Jacobiano es —1 , por lo tanto, por el teorema del
cambio de variable, tenemos que

[ ey = [y i,

|z] ||

+ —
Wi Wi



66 4. SOLUCIONES NO RADIALES PARA UN PROBLEMA SUPERLINEAL EN LA BOLA

y por lo tanto

Stz = [ = [wro oy + om0

Q w + -
t Wy Wy

De manera similar, se demuestra que

2 wi(l2])
(ufwe) = [ V-V = = [ ((u])* = te1)(z) zy =0,
Q/ /

||
Q

por lo que

I (ug) (g, wy) = /Vu;r -Vw; — 2/(u:r)2wt =0, (4.18)
0 0
y como

I (wg) (uf uf) <0y I (ug) (we, wy) <0,

por el Corolario 4.16, concluimos que p(u;) > 2. ®

Observa que para demostrar la Proposicién 4.7, por el lema anterior, las tnicas
soluciones de (P;) que nos interesa conocer su indice de Morse, son soluciones u; que
tienen una unica parte negativa seguida de una parte positiva, asi no habrfa un minimo
negativo después de un maximo. Si esta solucién u; satisface que

u; (0) — t1(0) > 0,

por el Lema 4.11, se tendria que 0 es un méximo, y dado que u; tiene s6lo un maximo
positivo, la funcién u; tendria que ser positiva o tendria que tener un minimo después
de cero. Por lo tanto se debe de tener que

—u (0) = u (0) — t1(0) <0,

y asf entonces, 0 es un minimo de u;, que por el Lema 4.22, tiene que ser el tinico. Nota
que, por esto tltimo y por que la solucién cambia de signo, se debe de cumplir que:

u(0) < 0.

En resumen, las soluciones de (P;) que nos falta estimar su indice de Morse, son las
soluciones u; descritas como sigue:

1. Ut(O) < 0,
2. Existe un tnico d; € (0, 1) tal que u:(d;) = 0, (4.19)
3. Existe un dnico maximo a; € (dy, 1) tal que u(a;) > 0y u; > 0 en [0, ay].
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Lema 4.23 Sea t € (0,00) tal que el problema (P;) tiene una solucién radial u; como
en (4.19). Entonces, existe C > 0, independiente de t tal que

luell o < CVE.

Demostracion: Dado que u?(a;) — tp1(ay) > 0y que u?(dy) — toi(dy) < 0, existe
by € (dy, 4] tal que u?(b;) — tp1(b;) = 0. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. |u(0)| > |ut(ar)|.

Como uj > 0, para toda r € [0, dy]

u(0) < uy(r) <0,
y como a; € (dy, 1) es el iinico méximo positivo, tenemos que, para toda r € [dy, 1]
0 < uy(r) < ug(ay)
por lo tanto, como |u¢(0)| > |us(ar)|, tenemos que
|u(r)] < Ju(0)]  Vr € [0,1]

asf pues 1
Jue| o, = —us(0) < (tp1(0))2 <Vt

y por lo tanto, el resultado es cierto en este caso.
Caso 2. |u(ar)| > |u(0)].
Anédlogamente al caso anterior, podemos notar que

el o = welar).
Notemos que si a; = by, entonces
up (r) < ui(a) = tyi(a) <t Vr € [dy, 1,

y asi pues, vemos que claramente el resultado es cierto en este caso. Por lo tanto,
supongamos que b; < a;. Recordemos que u; satisface

{ = (PN (r)) = ud(r) — e (r),
0 = u)(0) = uj(ar) = u(1).

(4.20)

Multiplicando por r¥~lu}(r) en ambos lados de la ecuacién e integrando de 0 a ay,

obtenemos

ag ag ag

—/uQ(TNluQ)’ = /TNlu;uf — t/eruft(pl. (4.21)

0 0 0
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Por un lado, si integramos por partes, obtenemos

— [ty == [t v -1 [ (4.22)
0 0 0
N1 | [

=55 far v [

Por otro lado, también, integrando por partes obtenemos

ag ag

3 N—-1 N _ 1
/TNlu;uf _ ()ay /uf'r’N2 y (4.23)
3 3
0 0
at at at
/TN_lU;@l = ¢1(a)ua)ay "t — (N — 1) /901%57”]\[_2 - /SOQUtTN_l-
0 0 0

Por lo tanto, juntando las expresiones (4.22) y (4.23) en (4.21), obtenemos la siguiente
igualdad:

ag ag atg
3

N-1 _
u; (at;at _ S (WV-1) /(u;)2TN—2 _ t/g@/lutrN_l —t(N —1) /gplutrN_2 (4.24)

2

0 0

0
L N1
+toq (ag)u(ar)al l—l——/u?'rN 2,
0

Multiplicando la ecuacién (4.20) por w7V =2 e integrando de 0 a a;, obtenemos
)
at at ag
N—-1,,7\/
(r™ ) uy 3, N—2 N—2
_/ = [ T — 1 [ prur )
r
0 0 0
y como
N—-1,,/\/ N-—-1,,/ !/ N—-2
(r™ ) g T WU, ne, N—2 | Wl
= ( ) = ()T ————,
r r r
entonces

o /. N—2
W™y T
3 N—2 N—2 N2 N—2 tUt
/utr —t/Qplut'f’ +/<ut> r _/ . )
0 0
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recordando que u; < 0 en (0,d;), uy > 0 en (dy, a;) y up > 0 en (0,a¢), de la igualdad
anterior, obtenemos la siguiente desigualdad:

at at at dy , N—2
Uy Uy
/ufTN_Q < t/gplutrN_Q + /(u;)%N_Q —/7t t’r . (4.25)
0 0 0 0
Ahora, dado que u; satisface (P}), tenemos la siguiente igualdad
G N—2 1 i
wyur?
_/ t tT =N _1 /(u? + uj — tor)ur™ 2 (4.26)
0 0
y como
u/u TN72
2 = (a2 — (22— (N - ) (4.27)

y u(dy) = uj(0) = 0, se tiene que, por las identidades (4.26) y (4.27), obtenemos

dt dy dy dy

! N-2 !
WU T -1 u
tUt N2, .N—2 t . N-2 2 N—2
— = w,)r — (N —2 —UT + Uy — tp1)ugr
[rr— i | oo [ ( — tpnJur™ 2 |
0 0 0 0
asf pues
o dy d dy
wur™
tUt _ N2, .N—2 3, .N—2 -
—/ . =— [ (u)“r + [ wr —t [ orur
0 0 0 0

at at at

dt dt
/u?'rN_2 < t/@lutrN_z + /(u;)zer_z — /(u{t)Q'r’N_2 + /uer_2 — t/@lut'rN_z
0 0 0 0
at
< t/@lutrN2 + /(u;)27’N2 — t/gplut'r’N2.
0

o
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Por lo tanto, por la ecuacién (4.24):

5 N1 N B 1 at at at
uy (ay ;at _ 5 ) /(u;)QrN_2 - t/@iutrN_l — (N -1) /901U1t7”N_2
0 0 0

N -1
+ o1(ag)ug(a)al —t + u/uf;’"rN 2

3
0
N-1) [ %N —1) [ ’
__( 6 )/(Ut)2TN 2 ( 3 )/(,Dl'lLtTN 2—t/g01Ut’f‘N 1
0 0 0

asi entonces,

ud(a)a ™t 2N —1 a; N1
et 22D i o ) + ol o 02
t(N —1) a; N1
¢ Nl
el el o) + E D gl g 2,

y por lo tanto, recordando que ||u¢]| = u;(a;), tenemos que dividiendo entre u;(a;)ay ™
y multiplicando por tres:

t
lualli = w*(ar) < 2t[l1lloo + 5 (Ie1llog a1) + 3t 01l oo + ¢ e1lloo
< 2 lprll o + tllenlloo) + 3t llenllo + el = 7t

Por lo tanto, se tiene el resultado buscado. m

Lema 4.24 SeaT' C (0,00) no acotado tal que, para todo t € T, el problema (P,) tiene
una solucion u, como en (4.19) tal que p(uy) < 1. Entonces

supd; = 1.
teT
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Demostracion: Por el Lema 4.17, sabemos que

supa; = 1.
teT
Supongamos que
d:=supd; < 1.
teT

Sean (d;,) sucesién tal que d;, — d 'y (ay,) sucesién tal que a;, — 1, con (t,) C Ty
t, — oo cuando n — oo0. Seae > 0talqued+e <1—2¢ <1—¢. Como a;, — 1
cuando n — oo, entonces existe K € N tal que:

Gy

Primero demostremos lo siguiente: existe R > 0 con la siguiente propiedad
O0<u,(l—-¢)<R Vn>K.

En caso contrario, se tendria u, (1 — &) — oo cuando n — 00, notemos que, como
1 -5 <ay yu;, >0en|0,a,] para toda n > K, tenemos que

3
0<wuy, —ooVr € (1—8,1—§> cuando n — oo
y por lo tanto u;, — oo uniformemente en

{x€Q|1—5<\x|<1—%},

analogamente a la prueba de (4.15) del Lema 4.21, podemos concluir que p(uy,) > 2,
una contradiccion a que t,, € T. Por lo tanto, existe R > 0 tal que

u, (r) <ug,(1—e) <R Vn>KyVre(0,1—c¢).

Sea M > 0 tal que
wll, < VEM  VteT

y sea
1—2¢

(5::/g01TN_1>0.

d+e

Probaremos que existe 1, 1 € (d,d + ¢) tal que

4}
0 <uy (re,1) < §t" Vn > K.
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Argumentando por contradiccién, supongamos que para toda r € (d,d + ¢)

como

y como uy, (d) > 0 (d > dy, ), tenemos que

)
Myt, > uy, (d+¢e) > tn5§ Vn > K,

lo cual es imposible, pues dividiendo entre ¢, y tendiendo n — oo, tendrfamos que
£d = 0. Por lo tanto, existe r;, 1 € (d,d + ) tal que

)
0< U;n('f’tml) < §tn VYn > K

De la misma manera, podemos demostrar que existe r,, o € (1 — 2¢,1 — ¢) tal que

o
0< U;n<7}n,2) < §tn Vn > K.

Sabemos que u;, satisface:
(" g, () = (g, (1) = tapa (r))r™ ™

integrando esta igualdad de r¢, 1 a 74, 2 tenemos

Ttn,2 Ttn,2

Tﬁ,_llu:fn(rtn,l) - riX,‘zluén(rtn,z) = Ufn(T)TN_l — 1y @1(7”)7“N_1-

Ttn,1 Ttin,1

Dividiendo entre t,, y recordando que ¢, 1 € (d,d+¢€), ry, 2 € (1 —2¢,1 — ¢), tenemos
que

N-1,/ N-1,
_§ < Tl utn<rtn71) T2 utn<rtny2)
2 tn tn
1 Ttn,2 Ttn,2 9 1—2¢ 9
2 N—-1 N—-1 N—-1
=— [ up (" = | gpr)r T <~ — [ ot =— —4,
tn [ n
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por lo tanto, haciendo tender n — oo, tenemos que

una contradiccién. m

Lema 4.25 Sea T' C (0, 00) no acotado tal que, para todo t € T, el problema (P,) tiene
una solucion uy como en (4.19) tal que p(uy) < 1, entonces, para todo € > 0, existe
7> 0 tal que

u'(r)

<e Vreld,llyvVt>r1, teT.

Demostracion: Sea € > 0. Sea M > 0 tal que
el o < VEM.

Por el Lema 4.24, sabemos que existe 7 > 0 tal que

1
at—dtgl—dt<€%ydt€(§,l) thT,tGT

Recordemos que u; satisface
N—=1,/\/ _ (.2 N-1
—(r" )" = (up —to)r T

Sir € |a 1], integrando de a; a r

T T T

—rN R (r) :/ 2gN =1 —t/gplle < /ufle

at at at
T

2 No1 _ tMP
<tM* | s ST(l—at)<t€ Vt>71,teT

at

y por lo tanto como u(r) < 0, tenemos que

|ui ()] 1 N-
tt <€7“N*1§E(2) Y wvt>r teT
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Por otro lado, si r € [d;, a;], integrando ahora desde r a a;

at at
NVl (r) = /ufle —t/gplle
Vi 2 M2
< /ufsN_l < —/SN_l < T(ato —r)<te Vt>T,teT,
n

asi entonces

|y (1) 1 N-1
tt <t <e(2) Vt>T, teT.

Por lo tanto

| (7)] 1

N-1
; <€7“N—1§E(2) Vreld,1]yVt>r, teT.

Lema 4.26 SeaT' C (0,00) no acotado tal que, para todo t € T, el problema (P,) tiene
una solucion uy como en (4.19) tal que u(uy) < 1, entonces, existe T > 0 tal que para
todat €T ,t >, la funcion F; : [dy, 1] — R, dada por:

Fi(r) := —u2(r)r* — tor(r)r? + (N — Du(r)  Vr € [dg, 1],

es menor que cero en (di, 1).

Demostracion: Sea e = —@3(?)(?)2 Por el Lema 4.24, existe to > 0 tal que

(d, 1) C (?,1) Vt>tg, t€T.

Por los lemas 4.24 y 4.25, y dado que 7" no es acotado, existe 7 > £, > 0 tal que

(1) _ ¢ (V- Dun) _ s

4.2
t N-1" t 3’ (4.28)
2(16)(\/5) o (\/g) €o
mASAR A I N -0 > ,
9(2)t <3 2 5 e1(r) < 3 Vre (dy,1), Vt> 1, t€T
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Observa que, si u(r) > 3(N — 1) para alguna r € (d;, 1), entonces

Fi(r) = —u2(r)r? —toi(r)r? + (N — Duy(r)

< ~PERN = 17 — 11 ()72 + (N = D)
< —()GPIV = 1 = 1) + (N = Dun(r)
= 5N = 17 — 1) + (N = Dua(r)

< —tpy(r)r? <0,

por lo tanto, si existe r € (d;, 1), tal que Fi(r) > 0, entonces

4
0 <u(r) < §(N —1). (4.29)
Nota que Fi(d;) < 0 ya que u(d) = 0, y también, claramente F;(1) = 0. Probaremos
primero que F}(1) > 0 para toda t € T, con ¢t > 7, para esto, notemos que

Fl(r) = —2uy(r)u)(r)r? — 2ruy(r)? — to) (r)r? — 2troy(r) + (N — 1)uj(r),

y por lo tanto
F{(1) = =t@y(1) + (N = Duy(1).

Como F() )

u
g v -,
por (4.28), vemos que para toda t € T,con t > 7, F/(1) > 0.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe t € T, con t > 7, tal que
F; cambia de signo en [dp, 1]. Por lo tanto, como Fi(1) = 0 y Fi(1) > 0, tenemos que
F> < 0 en algtn intervalo (1 -4, 1). Asi, dado que Fi(d;) < 0y F; < 0 en algtn intervalo
(1—=6,1), como F; cambia de signo, deben existir 17,77, € (dp; 1) con 17y < 717,, tales
que

Fi(rgy) = Fi{rgp) =0y Fl(rg;) >0, Fi(rg,) < 0.
Definimos

A, = {7“ € [d, 1] | ue(r) <

Q| W~

(N—l)} VteT, t >,

Nota que por (4.29), 17,717, € Az
Demostraremos que para t € T\, con t > 7, se tiene que

F/(r)>0 VreA,
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contradiciendo la existencia de 71,72 € A;. Seat > 7, cont € T, y r € A;, como

Ft/t('r) _ _2ut(r)::;(r)r B 27’u;(7‘) ) — 2y () + (N — l)ugir)’

entonces

si y s6lo si

/

2(4) (N — Dyuy (r)r?
3t 9t

— ) (r)r? > (4.30)

= 3)()t 9(2)t
20— (v 1))

(N = 1) | 2N = 1D(6)(vB) ,(V3)
= " + 502)1 +2 5 e1(r) Vr e A

Nota que, como —(r)r? > —w&(@)(@)Z = g para toda r € (d;, 1), por (4.28)

— g (r)r? > —wi(?ﬂ?y =%
L W) | ANZ PO 8 0 e (0,

en consecuencia, por (4.30)
F(r)
t

que como lo mencionamos anteriormente, contradice la existencia r;,, 7, € Az Por lo
tanto, existe 7 > 0, tal que

>0 Vre AyvVit>T1,teT,

Fi(r)<0 Vreld,1llyVt>T, teT.
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Demostracién de la Proposocién 4.7. Si suponemos que la Proposicién 4.7
es falsa, por el Lema 4.22, debe de existir un conjunto 7" C (0, 00) no acotado, tal que
para todo t € T, existe u; solucién de (P;) que satisface (4.19), y tal que p(u:) < 1.

Para toda t € T, definimos w; : {2 — R como

|z

wi(z) = wldrn g v e Oy i={z € Q| d, < |z <1},
! ' 0 en otro caso.

Observa que w; € H}(Q). Sea f; : [d;, 1] — R definida como

T

fe(r) = /utds Vr € [dy, 1]

d¢
y sea g; : 1+ — R como gi(x) := fi(|z|), notemos que

dgy
83:]\;

= Wy,

por esta razén, dado que g; es de clase C3(£2; ), tenemos que

0 _ O (Agy). (4.31)

Awy = A =
e aI‘N 8$N

Calculemos Ag;, como

dgt fillzDzi — w(|z|)z;
= = 1,.N
veos que
%y 1 z? z? ,
—axgt (z) = mutﬂx\) - wut(lx\) + ‘x|214(|x\) Vi€ {1,..N},
y por lo tanto
N —1
Ag(e) = B o) —wi(lal) Vo e

i
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Por lo tanto, por (4.31)

Bue) = 5o—(39)(0)
= ey — e T - 0 - uellel)
_ ‘?JV'A (N = Dug(z) ;‘g
_ %N'(wl —u?)— (N — 1)ut(x)|% Vo € Q.

Por lo tanto, para toda t € T, w, satisface la siguiente ecuacién:

—Awy(x) = (Quy)wy(z) — X _ BEN L (N )iy e D14,

|| || ER

(4.32)
0 sobre 0€); ;.
Por la demostracién del Lema 4.22, sabemos que la funcién u;” € H}(2), definida

Ccomo

u
t 0 en otro caso,

*(p) = { u(z)  six € Quy,
satisface
I () (uf u)") <0,
Veamos que para t € T' suficientemente grande,
I (ug) (wy, wy) < 0.
Por el Lema 4.26, existe 7 > 0, tal que
Fulel) = —2(a) o — ter(fa]) 2> + (N = Du(le]) <0 Vo e Quey ez teT.
y por lo tanto, por la ecuacién (4.32), obtenemos

I (ue) (wy, wy) = —/(Awt)wt - 2/wt2ut = —/(Awt>wt +2/w152ut

Q Q 951 Q1

ulx torx N — Dux
- [t~ 2 -+ B 2 [t

Ql,t Ql,t

utl‘%\, 20,12 2

1t

2
:/%E(\x|)<0 Vi>1, teT.
Q1¢
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asf pues
I (ug) (wy, wy) <0 Ve>7, teT.

Anélogamente a la prueba de (4.18) del Lema 4.22, se prueba que
I (ug) (uf wy) = /Vu;F -Vw, — 2 /(u;L)th =0
Q Q

por lo tanto, u(u;) > 2 para t € T, tal que t > 7, una contradiccién a que p(u;) < 1
paratodateT. A
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