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✐♥'✉✜❝✐❡♥❝✐❛ 2❡♥❛❧✱ ❝♦♠❛ ❞✐❛❜@&✐❝♦ ② ♠✉❡2&❡✱ ❛❧&❡2❛❝✐♦♥❡' ❡♥ ❧❛ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞ ② ❧❛ ❝✐2✲

❝✉❧❛❝✐5♥✱ 6✉❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥❞✉❝✐2 ❛ ❤✐♣❡2&❡♥'✐5♥ ❛2&❡2✐❛❧✱ ❝❛2❞✐♦♣❛&;❛ ❡ ✐♥❢❛2&♦'✳ ❊①✐'&❡♥

✈❛2✐♦' &✐♣♦' ❞✐❢❡2❡♥&❡' ❞❡ ❉▼ ♣♦2 ❧❛ ✐♥&❡2❛❝❝✐5♥ ❡♥&2❡ ❣❡♥@&✐❝❛ ② ❢❛❝&♦2❡' ❛♠❜✐❡♥&❛❧❡'✳

▲♦' ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡' &✐♣♦' ❞❡ ❞✐❛❜❡&❡' ♠❡❧❧✐&✉' '♦♥✿

❚✐♣♦ ■✳ ■♥'✉❧✐♥♦❞❡♣❡♥❞✐❡♥&❡ ♦ ❛✉&♦✐♥♠✉♥❡✳ ❊♥ ❡'&❡ &✐♣♦ ❞❡ ❉▼ ♥♦ '❡ ♦❜'❡2✈❛

♣2♦❞✉❝❝✐5♥ ❞❡ ✐♥'✉❧✐♥❛ ❞❡❜✐❞❛ ❛ ❧❛ ❞❡'&2✉❝❝✐5♥ ❛✉&♦✐♥♠✉♥❡ ❞❡ ❧❛' ❝@❧✉❧❛' ❞❡

❧♦' ■'❧♦&❡' ❞❡ ▲❛♥❣❡2❤❛♥' ❞❡❧ ♣G♥❝2❡❛'✳ ❚;♣✐❝❛♠❡♥&❡ '❡ ♣2❡'❡♥&❛ ❡♥ ❥5✈❡♥❡'✳

❚✐♣♦ ■■✳ ◆♦ ✐♥'✉❧✐♥♦❞❡♣❡♥❞✐❡♥&❡✳ ❊'&❡ &✐♣♦ ❞❡ ❉▼ '❡ ❝❛2❛❝&❡2✐③❛ ♣♦2 2❡'✐'&❡♥❝✐❛

❛ ❧❛ ✐♥'✉❧✐♥❛✳ ▲♦' 2❡❝❡♣&♦2❡' ❞❡ ❧❛' ❝@❧✉❧❛' 6✉❡ '❡ ❡♥❝❛2❣❛♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐&❛2 ❧❛ ❡♥&2❛❞❛

❞❡ ❧❛ ✐♥'✉❧✐♥❛ '❡ ❡♥❝✉❡♥&2❛♥ ❞❛J❛❞♦'✳ ❈♦♠L♥♠❡♥&❡ '❡ ♣2❡'❡♥&❛ ❡♥ ❛❞✉❧&♦'✱ ②

'❡ 2❡❧❛❝✐♦♥❛ ❝♦♥ ❧❛ ♦❜❡'✐❞❛❞ ② ❧♦' ❝♦2&✐❝♦✐❞❡'✳

●❡'&❛❝✐♦♥❛❧✳ ❙❡ ♣2❡'❡♥&❛ ❞✉2❛♥&❡ ❡❧ ❡♠❜❛2❛③♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧♦' ❝❛♠❜✐♦' ❡♥ ❡❧ ♠❡&❛✲

❜♦❧✐'♠♦ ❞❡❧ ♦2❣❛♥✐'♠♦✱ ♣♦2 ❧❛ ✉&✐❧✐③❛❝✐5♥ ❞❡ ❡♥❡2❣;❛ ❞❡❧ ❢❡&♦✳ ▲♦ 6✉❡ ❝♦♥❧❧❡✈❛ ❛

&❡♥❡2 ❞✐'♠✐♥✉✐❞❛ ❧❛ ✐♥'✉❧✐♥❛✱ ♣2♦✈♦❝❛♥❞♦ ❧❛ ❡♥❢❡2♠❡❞❛❞✳

▲♦' ❡❢❡❝&♦' ❞❡ ❧❛ ❉▼ '♦❜2❡ ❡❧ ❝✉❡2♣♦✱ ❧❛' ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡'✱ '❡❝✉❡❧❛'✱ ❝♦♥&2♦❧❡' ② &2❛✲

&❛♠✐❡♥&♦' ♣2♦✈♦❝❛♥ ✉♥❛ ♣❡'❛❞❛ ❝❛2❣❛ ♣❛2❛ ❡❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦✱ ❡❧ ❡♥&♦2♥♦ ② ❡❧ '✐'&❡♠❛

'❛♥✐&❛2✐♦ ❬❋❛✉❝✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ❛&❡♥❝✐5♥ ❞❡ ❧❛' ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡' ❞❡ ❡'&❛ ❡♥❢❡2♠❡❞❛❞ ❝♦♥✲

'✉♠❡ ❛❝&✉❛❧♠❡♥&❡ ✉♥ ❛❧&♦ ♣♦2❝❡♥&❛❥❡ ❞❡ ❧♦' 2❡❝✉2'♦' ❞❡ ❧♦' '✐'&❡♠❛' ❞❡ '❛❧✉❞ ❬●❛♥✱

✷✵✵✻❪✳

▲❛ ❉▼ ❛❢❡❝&❛ ❛❝&✉❛❧♠❡♥&❡ ❛ ♠G' ❞❡ ✷✹✻ ♠✐❧❧♦♥❡' ❞❡ ♣❡2'♦♥❛' ❡♥ ❡❧ ♠✉♥❞♦ ❬❋❡❞❡2❛❝✐5♥

▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡&❡'✱ ❆✳❈✳✱ ✷✵✵✾❪ ② '❡ ❡'♣❡2❛ 6✉❡ ❛❧❝❛♥❝❡ ❧♦' ✸✸✸ ♠✐❧❧♦♥❡' ♣❛2❛ ❡❧

✶



❈❛♣#$✉❧♦ ✶

✷✵✷✺ ❬❋❡❞❡'❛❝✐+♥ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡1❡2✱ ❆✳❈✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❊❧ ■♥21✐1✉1♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❙❛❧✉❞

@A❜❧✐❝❛ ✭■◆❙@✮ ❞❡ ▼D①✐❝♦ ❡21✐♠❛ F✉❡ ❡❧ ❣❛21♦ ❛♥✉❛❧ ♣♦' ❞✐❛❜❡1❡2 ❡2 ❞❡ ✸✶✼ ♠✐❧❧♦♥❡2

❞❡ ❞+❧❛'❡2 ✭♠L2 ❞❡ ✸ ♠✐❧ ♠✐❧❧♦♥❡2 ❞❡ ♣❡2♦2✮ ② ♣'❡✈D F✉❡ ♣❛'❛ ❡❧ ✷✵✷✺ ❡21❡ ❣❛21♦ 2❡'L ❞❡

❛♣'♦①✐♠❛❞❛♠❡♥1❡ ✸✷✵ ♠✐❧❧♦♥❡2 ❞❡ ❞+❧❛'❡2 ❬❋❡❞❡'❛❝✐+♥ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡1❡2✱ ❆✳❈✳✱

✷✵✵✾❪✳ ▼D①✐❝♦ ♦❝✉♣❛ ❡❧ ♥♦✈❡♥♦ ❧✉❣❛' ❞❡ ❞✐❛❜❡1❡2 ❡♥ ❡❧ ♠✉♥❞♦ ❬●❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳

▲❛ ❉▼ ❡2 ✉♥ ♣'♦❜❧❡♠❛ ❞❡ 2❛❧✉❞ ♣A❜❧✐❝❛ 2✐❡♥❞♦ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛2 ❝❛✉2❛2 ♠L2 ❢'❡❝✉❡♥1❡2

❞❡ ❛✉2❡♥❝✐❛ ❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❧❛❜♦'❛❧ ② ♠✉❡'1❡ ♣'❡♠❛1✉'❛✳ ❊♥ ♣'♦♠❡❞✐♦ ❧♦2 ❤♦♠❜'❡2

❝♦♥ ❞✐❛❜❡1❡2 ♠✉❡'❡♥ ❛ ✉♥❛ ❡❞❛❞ ♠L2 1❡♠♣'❛♥❛ F✉❡ ❧❛2 ♠✉❥❡'❡2✱ F✉❡ 2❡ ❡♥❝✉❡♥1'❛♥

♠L2 ❢'❡❝✉❡♥1❡♠❡♥1❡ ❛❢❡❝1❛❞❛2 ✭✻✼ ✈2✳ ✼✵ ❛U♦2 '❡2♣❡❝1✐✈❛♠❡♥1❡✮✳ ❊♥ ▼D①✐❝♦✱ ✶✸✪ ❞❡

❧❛2 ♠✉❡'1❡2 2♦♥ ♣'♦✈♦❝❛❞❛2 ♣♦' ❧❛ ❞✐❛❜❡1❡2✱ ❡❧ ❣'✉♣♦ ❞❡ ❡❞❛❞ ❝♦♥ ♠L2 ♠✉❡'1❡2 ♣♦'

❞✐❛❜❡1❡2 2❡ ✉❜✐❝❛ ❡♥1'❡ ❧♦2 ✹✵ ② ❧♦2 ✺✺ ❛U♦2 ❬❋❡❞❡'❛❝✐+♥ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡1❡2✱ ❆✳❈✳✱

✷✵✵✾❪✳ ❊♥ ♣❡'2♦♥❛2 ❞❡ ✹✵ ❛ ✺✾ ❛U♦2✱ ✶ ❞❡ ❝❛❞❛ ✹ ♠✉❡'1❡2 2❡ ❞❡❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡2 ❞❡

❧❛ ❞✐❛❜❡1❡2✳ ❆❝1✉❛❧♠❡♥1❡ ✶ ❞❡ ❝❛❞❛ 1'❡2 ♠✉❡'1❡2 ❡♥ ▼D①✐❝♦ '❡♣♦'1❛ ❞✐❛❜❡1❡2 ❝♦♠♦

❝❛✉2❛ 2❡❝✉♥❞❛'✐❛✳

▲❛ ♦❜❡2✐❞❛❞ ❡2 ✉♥ ❢❛❝1♦' ❞❡ '✐❡2❣♦ ♣❛'❛ ❞❡2❛''♦❧❧❛' ❉▼✳ ▼D①✐❝♦ 2❡ ❡♥❝✉❡♥1'❛ ❡♥

2❡❣✉♥❞♦ ❧✉❣❛' ❞❡ ♦❜❡2✐❞❛❞ ❡♥ ❡❧ ♠✉♥❞♦ ✭24.4% ♣'❡✈❛❧❡♥❝✐❛✮✱ ❞❡2♣✉D2 ❞❡ ❊21❛❞♦2

❯♥✐❞♦2 ❬●❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ❉♦2 ❞❡ ❝❛❞❛ 1'❡2 ♠❡①✐❝❛♥♦2 1✐❡♥❡♥ 2♦❜'❡♣❡2♦ ✉ ♦❜❡2✐❞❛❞ ❬❋❡❞❡✲

'❛❝✐+♥ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡1❡2✱ ❆✳❈✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲❛ ♦❜❡2✐❞❛❞ ✐♥❢❛♥1✐❧ ❡2 ✉♥ ♣'♦❜❧❡♠❛ 2❡'✐♦

F✉❡ ❛✉❣✉'❛ ✉♥ ✐♥❝'❡♠❡♥1♦ ❞❡ ❧♦2 ♣'♦❜❧❡♠❛2✳ ▲❛ ♣'❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ♦❜❡2✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦2 ✶✵ ❛

✶✼ ❛U♦2 ❡2 ❞❡ 36.4% ❡♥ ♥✐U❛2 ② 35.9% ❡♥ ♥✐U♦2✳ ❊21❛2 ❝✐❢'❛2 2♦♥ ❛❧❛'♠❛♥1❡2 ②❛ F✉❡ ❧♦2

♥✐U♦2 ② ❛❞♦❧❡2❝❡♥1❡2 ❝♦♥ 2♦❜'❡♣❡2♦ 1✐❡♥❡♥ 70% ♣'♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡2 ❞❡ ♠❛♥1❡♥❡'2❡ ♦❜❡2♦2

❡♥ 2✉ ❡❞❛❞ ❛❞✉❧1❛ ② ❞❡2❛''♦❧❧❛' ❉▼✳ ❈❛❞❛ ❦✐❧♦❣'❛♠♦ ❞❡ ❡①❝❡2♦ ❞❡ ♣❡2♦ ❛✉♠❡♥1❛ ✉♥

5% ❧❛ ♣'❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❉▼ ❬●❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳

▲❛ ♠❛②♦'[❛ ❞❡ ❧♦2 ❝❛2♦2 2❡ ♣'❡2❡♥1❛♥ ❡♥ ♣❛[2❡2 ❡♥ ✈[❛2 ❞❡ ❞❡2❛''♦❧❧♦ ♣♦' ❛✉2❡♥❝✐❛ ❞❡

♣♦❧[1✐❝❛2 ❞❡ ✐♥❢♦'♠❛❝✐+♥✱ ♣'❡✈❡♥❝✐+♥ ② ❞❡1❡❝❝✐+♥ ♣'❡❝♦③✳ ❙♦♥ ✐♠♣'❡2❝✐♥❞✐❜❧❡2 ❛❝1✉❛✲

❝✐♦♥❡2 ❡♥D'❣✐❝❛2 ❡♥ ❡21❡ 2❡♥1✐❞♦ ♣❛'❛ ❝♦♥1'♦❧❛' ❧❛ 2✐1✉❛❝✐+♥ ❡♥ ❡❧ ❢✉1✉'♦ ② ❡✈✐1❛' ❧♦2

♣'♦❜❧❡♠❛2 F✉❡ 2❡ '❡❧❛❝✐♦♥❛♥ ❝♦♥ ❧❛ ❉▼✳ ❊♥ ▼D①✐❝♦✱ ❧❛ ❡21✐♠❛❝✐+♥ ❞❡ ♣'❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡

❞✐❛❜❡1❡2 ✢✉❝1A❛ ❡♥1'❡ ❧♦2 ✻✳✺ ② ❧♦2 ✶✵ ♠✐❧❧♦♥❡2 ❞❡ ♣❡'2♦♥❛2 ✭♣'❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ♥❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡

10.7% ❡♥ ♣❡'2♦♥❛2 ❡♥1'❡ ✷✵ ② ✻✾ ❛U♦2✮✳ ❙❡ ❡21✐♠❛ F✉❡ ✉♥♦2 ✷ ♠✐❧❧♦♥❡2 ❞❡ ♣❡'2♦♥❛2

♥♦ ❤❛♥ 2✐❞♦ ❞✐❛❣♥♦21✐❝❛❞❛2✳

✶✳✶✳✷✳ ❘❡%✐♥♦♣❛%+❛ ❉✐❛❜.%✐❝❛

▲❛ ❘❡$✐♥♦♣❛$#❛ ❉✐❛❜/$✐❝❛ ✭❘❉✮ 2❡ ❞❡✜♥❡ ♣♦' ❧❛ ♣'❡2❡♥❝✐❛ ❞❡ ✉♥❛ ♦ ♠L2 ❧❡2✐♦♥❡2

✈❛2❝✉❧❛'❡2 ❞❡ ❧❛ '❡1✐♥❛ ❡♥ ♣❛❝✐❡♥1❡2 ❛❢❡❝1♦2 ❞❡ ❞✐❛❜❡1❡2✳ ❊21❛2 ❧❡2✐♦♥❡2 2❡ ❡♥❧✐21❛♥ ❡♥

❧❛ 1❛❜❧❛ ✶✳✶ ❬❏❡❧✐♥❡❦ ② ❈'❡❡✱ ✷✵✶✵❪✳

▲❛ ❘❉ ❡2 ✉♥❛ ❡♥❢❡'♠❡❞❛❞ ♣'♦❣'❡2✐✈❛✱ ❝❛'❛❝1❡'✐③❛❞❛ ♣♦' '❛2❣♦2 ❝❧[♥✐❝♦2 2❡❝✉♥❞❛'✐♦2

❛ ❝❛♠❜✐♦2 ❝❛♣✐❧❛'❡2 ❝♦♥ ❝✐❡''❡ ❞❡ ✈❛2♦2 2❛♥❣✉[♥❡♦2✱ ❝'❡❝✐♠✐❡♥1♦ ❞❡ ♥✉❡✈♦2 ✈❛2♦2 ❡♥ ❧❛

'❡1✐♥❛ ② ❡❧ ✐'✐2✱ ✐♥❝'❡♠❡♥1♦ ❞❡ ♣❡'♠❡❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ❛❝✉♠✉❧❛❝✐+♥ ❞❡ ✢✉✐❞♦2 ② ❧[♣✐❞♦2✳ ▲❛

✜2✐♦♣❛1♦❧♦❣[❛ ❞❡ ❧❛ ❘❉ ❡2 ✉♥❛ ♠✐❝'♦❛♥❣✐♦♣❛1[❛ ✭❞❡2♦'❞❡♥ ❞❡ ♣❡F✉❡U♦2 ✈❛2♦2 2❛♥❣✉[✲

♥❡♦2✱❛❞❡❧❣❛③❛♠✐❡♥1♦ ❞✐❢✉2♦ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜'❛♥❛ ❜❛2❛❧ ❞❡ ✈❛2♦2 2❛♥❣✉[♥❡♦2✱ ❡2♣❡❝✐❛❧♠❡♥1❡

❡♥ ❝❛♣✐❧❛'❡2 ❞❡ ❧❛ ♣✐❡❧ ② '✐U+♥ ❬▼❡❧❧♦♥✐✱ ✷✵✵✻❪✮ ♣'♦❣'❡2✐✈❛ ❞❡ ❧♦2 ❝❛♣✐❧❛'❡2 '❡1✐♥❛❧❡2✳

▲♦2 ❝❛♠❜✐♦2 ❡♥ ❡1❛♣❛2 1❡♠♣'❛♥❛2 2♦♥ ♣D'❞✐❞❛ ❞❡ ♣❡'✐❝✐1♦2 ✭✉♥❛ ❞❡ ❧❛2 ❝D❧✉❧❛2 ❝♦♥✲

1'L❝1✐❧❡2 ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛ ❞❡ 1❡❥✐❞♦ ❝♦♥❥✉♥1✐✈♦ F✉❡ '♦❞❡❛ ❧♦2 ❝❛♣✐❧❛'❡2 ❬▼❡❧❧♦♥✐✱ ✷✵✵✻❪✮✱ ❛❞❡❧✲

❣❛③❛♠✐❡♥1♦ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜'❛♥❛ ❜❛2❛❧ ② ❛♣❛'✐❝✐+♥ ❞❡ ♠✐❝'♦❛♥❡✉'✐2♠❛2✳ ❊①✐21❡♥ ❝❛♠❜✐♦2
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❡♥ ❡❧ ✢✉❥♦ ❞❡ (❛♥❣+❡ ❡♥ ❧❛ +❡,✐♥❛✳ ▲❛ ❜❛++❡+❛ ✐♥,❡+♥❛ (❡ +♦♠♣❡ ♠❛♥✐❢❡(,4♥❞♦(❡ ❝♦♠♦

✉♥❛ ♣❡+♠❡❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝❛♣✐❧❛+ ❝+❡❝✐❡♥,❡ ② ✉♥❛ ❤❡♠♦++❛❣✐❛ ✐♥,+❛+❡,✐♥❛❧✳ ▲♦( ❝❛♣✐❧❛+❡( ②

❧❛( ❛+,❡+✐♦❧❛( +❡,✐♥❛❧❡( (❡ ❝✐❡++❛♥ ✭)❡+✐♥❛❧ ♥♦♥♣❡)❢✉4✐♦♥✮✳ ❊♠♣✐❡③❛ ✉♥❛ ♣+♦❧✐❢❡+❛❝✐<♥

❞❡ ♥✉❡✈♦( ✈❛(♦( (❛♥❣✉>♥❡♦(✱ ♣+✐♠❡+♦ ❞❡♥,+♦ ❞❡ ❧❛ +❡,✐♥❛ ② ❧✉❡❣♦ (♦❜+❡ ❧❛ (✉♣❡+✜❝✐❡

+❡,✐♥❛❧ ② (♦❜+❡ ❧❛ (✉♣❡+✜❝✐❡ ♣♦(,❡+✐♦+ ❞❡❧ ✈>,+❡♦ ❛❝♦♠♣❛A❛❞♦ ❞❡ ✉♥❛ ♣+♦❧✐❢❡+❛❝✐<♥ ❞❡

,❡❥✐❞♦ ✜❜+♦(♦✳ ▲❛ ❝♦♥,+❛❝❝✐<♥ ❞❡ ❡(,❡ ,❡❥✐❞♦ ✜❜+♦(♦ ❧❧❡✈❛ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡( ❝♦♠♦ ❤❡✲

♠♦++❛❣✐❛( ✈>,+❡❛( ② ❞❡(♣+❡♥❞✐♠✐❡♥,♦ ❞❡ +❡,✐♥❛✳ ❊♥ ❧❛( ❡,❛♣❛( ♠4( ❛✈❛♥③❛❞❛(✱ ♥✉❡✈♦(

✈❛(♦( (❛♥❣✉>♥❡♦( ❝+❡❝❡♥ ❡♥ ❡❧ ✐+✐(✳

▼✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛(

✭≤ 60µm✮

❍❡♠♦++❛❣✐❛(

E✉♥,✉❛❧❡(

❊①✉❞❛❞♦( ❉✉+♦( ❆♥♦♠❛❧>❛( ▼✐✲

❝+♦✈❛(❝✉❧❛+❡(

■♥,+❛✲❘❡,✐♥✐❛♥❛(

✭■❘▼❆✮

❆++♦(❛+✐❛♠✐❡♥,♦

❱❡♥♦(♦

▼❛♥❝❤❛( ❞❡ ❆❧✲

❣♦❞<♥

◆✉❡✈♦( ✈❛(♦(

(❛♥❣✉>♥❡♦( (♦❜+❡

♦ ❞❡♥,+♦ ❞❡❧

❞✐(❝♦ <♣,✐❝♦

◆✉❡✈♦( ✈❛(♦(

(❛♥❣✉>♥❡♦( ❡♥

❝✉❛❧M✉✐❡+ ♣❛+,❡

E+♦❧✐❢❡+❛❝✐<♥ ❋✐✲

❜+♦(❛

❍❡♠♦++❛❣✐❛ E+❡✲

+❡,✐♥❛❧

❍❡♠♦++❛❣✐❛ ❱>✲

,+❡❛

❉❡(♣+❡♥❞✐♠✐❡♥,♦

❞❡ ❘❡,✐♥❛ ❚+❛❝✲

❝✐♦♥❛❧

❉❡(♣+❡♥❞✐♠✐❡♥,♦

❞❡ ❘❡,✐♥❛ ❘❡❣✲

♠❛,<❣❡♥♦

❆❞❡❧❣❛③❛♠✐❡♥,♦

▼❛❝✉❧❛+ ❘❡,✐♥❛❧

✭❡❞❡♠❛✮

❊❞❡♠❛ ▼❛❝✉❧❛+

❝❧>♥✐❝❛♠❡♥,❡ +❡✲

♣+❡(❡♥,❛,✐✈♦

❍❡♠♦++❛❣✐❛(

❇❧♦#❝❤②

❚❛❜❧❛ ✶✳✶✿ ▲✐(,❛ ❞❡ ❧❡(✐♦♥❡( M✉❡ (❡ ♣+❡(❡♥,❛ ❡♥ ❘❡,✐♥♦♣❛,>❛ ❉✐❛❜R,✐❝❛

▲♦( ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛( ✭✈❡+ ✜❣✉+❛ ✶✳✶✭❛✮✮ (♦♥ ❝❛(✐ (✐❡♠♣+❡ ❡❧ ♣+✐♠❡+ (✐❣♥♦ ❝❧>♥✐❝♦ ❞❡

+❡,✐♥♦♣❛,>❛ ❞✐❛❜R,✐❝❛✱ ② (❡ ✈❡♥ ❝♦♠♦ ♣✉♥,♦( ♣+♦❢✉♥❞♦( ✐♥,+❛+❡,✐♥❛❧❡( ❝♦♥ ❞✐4♠❡,+♦(

❡♥,+❡ ✶✺ ❛ ✻✵ µm✳ ❊①✐(,❡ ✉♥❛ ❞✐♥4♠✐❝❛ ❝♦♥,✐♥✉❛ ❞❡ ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛(✱ ❛❧❣✉♥♦( ♠✐❝+♦✲

❛♥❡✉+✐(♠❛( ♣✉❡❞❡♥ ♣❡+(✐(,✐+ ♣♦+ ❧❛+❣♦( ♣❡+✐♦❞♦( ❞❡ ,✐❡♠♣♦ ❛♥,❡( ❞❡✱ ❡✈❡♥,✉❛❧♠❡♥,❡✱

❞❡(❛♣❛+❡❝❡+✳ ▲❛ +✉♣,✉+❛ ❞❡ ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛( ② ✉♥ ✐♥❝+❡♠❡♥,♦ ❡♥ ❧❛ ♣❡+♠❡❛❜✐❧✐❞❛❞

❝❛♣✐❧❛+ ❞❛♥ ♦+✐❣❡♥ ❛ ❤❡♠♦++❛❣✐❛( ✐♥,+❛+❡,✐♥❛❧❡( ✭✈❡+ ✜❣✉+❛ ✶✳✶✭❞✮✮✳ ▲❛( ♣❡M✉❡A❛( ❤❡✲

♠♦++❛❣✐❛( ✐♥,+❛+❡,✐♥❛❧❡( (♦♥ ✉♥ (✐❣♥♦ ,>♣✐❝♦ ❞❡ +❡,✐♥♦♣❛,>❛ ❞✐❛❜R,✐❝❛✳ E✉❡❞❡ (❡+ ❞✐❢>❝✐❧

❞✐(,✐♥❣✉✐+ ❝❧>♥✐❝❛♠❡♥,❡ ❧❛( ♣❡M✉❡A❛( ❤❡♠♦++❛❣✐❛( ❝♦♥ ❧♦( ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛(✱ ♣❡+♦ ❡(,❛

❞✐(,✐♥❝✐<♥ ,✐❡♥❡ ✉♥❛ ✐♠♣♦+,❛♥❝✐❛ ❝❧>♥✐❝❛ +❡❞✉❝✐❞❛ ② ♣♦+ ❧♦ ,❛♥,♦ (❡ ❛❣+✉♣❛♥ ❡♥ ❡❧

,R+♠✐♥♦ ❣❡♥❡+❛❧ ✧❤❡♠♦++❛❣✐❛( ② ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐(♠❛(✧✳

❊❧ ❛✉♠❡♥,♦ ❞❡ ♣❡+♠❡❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝❛♣✐❧❛+ ❞❛ ❧✉❣❛+ ❛ ❛❝✉♠✉❧❛❝✐<♥ ✐♥,+❛+❡,✐♥❛❧ ❞❡ ✢✉✐❞♦(

✭❡❞❡♠❛✮ ② ❧>♣✐❞♦( ✈✐(,♦( ❝♦♠♦ ③♦♥❛( ❞❡ ❛❝✉♠✉❧❛❝✐<♥ ❜✐❡♥ ❞❡✜♥✐❞❛( ❞❡ ❝♦❧♦+ ❡♥,+❡

❜❧❛♥❝♦ ② ❛♠❛+✐❧❧♦ ❧❧❛♠❛❞♦( ❡①✉❞❛❞♦( ❞✉+♦( ✭✈❡+ ✜❣✉+❛ ✶✳✶✭❜✮✮✳

❙❡ ❣❡♥❡+❛♥ ③♦♥❛( ❞❡ ❝✐❡++❡( ❞❡ ❝❛♣✐❧❛+❡( M✉❡ ❛❧ ❢✉(✐♦♥❛+(❡ ❣❡♥❡+❛♥ 4+❡❛( ❞❡ +❡,✐♥❛ ♥♦✲

♣❡+❢✉♥❞✐❞❛ ✭♥♦♥✲♣❡)❢✉4❡❞ )❡+✐♥❛✮✳ ❊❧ ❝✐❡++❡ ❞❡ ❝❛♣✐❧❛+❡( ♥♦ ❡( ✈✐(✐❜❧❡ (✐♥ ❛♥❣✐♦❣+❛❢>❛

✢✉♦+❡(❝❡>♥✐❝❛✳ ❈❡+❝❛ ❞❡ ❧❛( ③♦♥❛( ❞❡ ♥♦✲♣❡+❢✉(>♦♥ ♣✉❡❞❡♥ ❝+❡❝❡+ ✈❛(♦( ❞❡ ❢♦+♠❛ ✐++❡✲

❣✉❧❛+ ❧❧❛♠❛❞♦( ❆♥♦♠❛❧>❛( ▼✐❝+♦✈❛(❝✉❧❛+❡( ■♥,+❛✲❘❡,✐♥✐❛♥❛( ♦ ■❘▼❆ ✭■♥+)❛✲❘❡+✐♥❛❧

▼✐❝)♦✈❛4❝✉❧❛) ❆❜♥♦)♠❛❧✐+✐❡4✱ ✈❡+ ✜❣✉+❛ ✶✳✶✭❡✮✮✳ ❆Y♥ ♥♦ ❡( ❝❧❛+♦ (✐ ❧❛( ■❘▼❆ (♦♥

♥✉❡✈♦( ✈❛(♦( (❛♥❣✉>♥❡♦( ♦ ✈❛(♦( ♣+❡❡①✐(,❡♥,❡( ❛♥♦+♠❛❧❡(✳ ❖,+❛ ❝❛+❛❝,❡+>(,✐❝❛ ❛(♦❝✐❛✲
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❍❡♠♦66❛❣✐❛. ■♥%6❛6❡%✐♥❛❧❡.✿ ❖❝❛.✐♦♥❛❞❛. ♣♦6 ✉♥ 6♦♠♣✐♠✐❡♥%♦ ❞❡ ❧❛ ❜❛66❡6❛ 6❡%✐♥❛❧

?✉❡ ♣❡6♠✐%❡ ❡❧ ♣❛.♦ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥%♦. ❝❡❧✉❧❛6❡. ❞❡ ❧❛ .❛♥❣6❡ ❛ %6❛✈,. ❞❡ ❧❛. ♣❛6❡❞❡.

❞❡ ❧♦. ✈❛.♦. .❛♥❣✉)♥❡♦.✳ ❙❡ ✈❡♥ ❝♦♠♦ ♠❛♥❝❤❛. 6♦❥❛. ❞❡ %❛♠❛\♦ ♠❛②♦6 ❛ ❧♦.

♠✐❝6♦❛♥❡✉6✐.♠❛. ❝♦♠♦ .❡ ✈❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉6❛ ✶✳✶✭❞✮

■❘▼❆ ✭■♥%6❛✲❘❡%✐♥❛❧ ♠✐❝6♦✈❛.❝✉❧❛6 ❛♥❜♥♦6♠❛❧✐%✐❡.✮✿ ❙♦♥ ✈❛.♦. .❛♥❣✉)♥❡♦. ✜♥♦.

?✉❡ ❝6❡❝❡♥ .✐♥ %❡❥✐❞♦ 6❡%✐♥❛❧✳ ❙❡ ❝❛6❛❝%❡6✐③❛♥ ♣♦6 %❡♥❡6 ✉♥ ♣❛%6N♥ ❞❡ 6❛♠✐✜❝❛❝✐N♥

❛❧❡❛%♦6✐♦ ② ❞❡.♦6❞❡♥❛❞♦✱ >♥❣✉❧♦. ❞❡ ❜✐❢✉6❝❛❝✐N♥ ❣6❛♥❞❡. ② ❝❛❧✐❜6❡ ✐66❡❣✉❧❛6✱ ❝♦♠♦ .❡

♠✉❡.%6❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉6❛ ✶✳✶✭❡✮✳

❆66♦.❛6✐❛♠✐❡♥%♦ ❱❡♥♦.♦✿ ❱❡♥❛. ❞❡ ❝❛❧✐❜6❡ ✐66❡❣✉❧❛6 ❝♦♥ ③♦♥❛. .✉❝❡.✐✈❛. ❞❡ ❞✐❧❛%❛❝✐N♥

② ❡.%❡♥♦.✐. %♦♠❛♥❞♦ ✉♥❛ ❛♣❛6✐❡♥❝✐❛ ❝❛6❛❝%❡6).%✐❝❛ ❡♥ ❢♦6♠❛ ❞❡ 6♦.❛6✐♦✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉6❛

✶✳✶✭❢✮ .❡ ♠✉❡.%6❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ✈❡♥❛. ❝♦♥ ❝❛6❛❝%❡6).%✐❝❛. ❞❡ ❆66♦.❛6✐❛♠✐❡♥%♦✳
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▲❛ ❞❡$❡❝❝✐'♥ ❛✉$♦♠,$✐❝❛ ♦ ❝♦♠♣✉$❛.✐③❛❞❛ ❞❡ ♣❛$.♦♥❡0 .❡❧❛$✐✈♦0 ❛ ❘❡$✐♥♦♣❛$4❛ ❉✐❛❜7✲

$✐❝❛ ✭❘❉✮ 0❡ .❡✜❡.❡ ❛ 0✐0$❡♠❛0 ❝♦♠♣✉$❛❝✐♦♥❛❧❡0✱ ❛❧❣♦.✐$♠♦0 ♦ 0♦❢$✇❛.❡ @✉❡ ♣.❡$❡♥❞❡♥

❡①$.❛❡. ✐♥❢♦.♠❛❝✐'♥ ❞❡ ✐♥$❡.70 ❝❧4♥✐❝♦ ❛ ♣❛.$✐. ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡0 ❞✐❣✐$❛❧❡0 ❞❡ .❡$✐♥❛✳ ❊0$❛

✐♥❢♦.♠❛❝✐'♥ ❞❡ ✐♥$❡.70 ♣✉❡❞❡ ❡0$❛. ❝❧❛0✐✜❝❛❞❛ ❡♥ ♣.❡0❡♥❝✐❛ ♦ ❛✉0❡♥❝✐❛ ❞❡ ❛❧❣✉♥❛0

❧❡0✐♦♥❡0 ❝❛.❛❝$❡.40$✐❝❛0 ❞❡ ❧❛ ❘❉ ✭✈7❛0❡ $❛❜❧❛ ✶✳✶✮✱ ❡♥ ❣.❛❞♦ ❞❡ 0❡✈❡.✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❘❉

✭✈7❛0❡ $❛❜❧❛ ✶✳✷✮ ♦ ❡♥ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ♠,0 ❣❡♥❡.❛❧✱ ♣.♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡①✐0$❡♥❝✐❛ ❞❡ ❘❉✳

▲❛ ✐❞❡❛ ❞❡ ❞❡$❡❝❝✐'♥ ❝♦♠♣✉$❛.✐③❛❞❛ ❞❡ ♣❛$♦❧♦❣4❛0 ❡♥ ❧❛ .❡$✐♥❛ $✐❡♥❡ ✉♥❛ ❧❛.❣❛ ❤✐0$♦✲

.✐❛✱ ❡♠♣❡③❛♥❞♦ ❞❡0❞❡ ✶✾✼✵ ❬❏❡❧✐♥❡❦ ② ❈.❡❡✱ ✷✵✶✵❪✳ ❊❧ ♣.✐♠❡. ❛.$4❝✉❧♦ ❡♥ 0❡❣♠❡♥$❛❝✐'♥

❞❡ ✈❛0♦0 0❛♥❣✉4♥❡♦0 0❡ ♣✉❜❧✐❝' ♣♦. ▼❛$0✉✐ ❡* ❛❧✳ ❡♥ ✶✾✼✸✱ 0✐♥ ❡♠❜❛.❣♦✱ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐'♥

♣.,❝$✐❝❛ ❝❧4♥✐❝❛ ❞❡ $❛❧❡0 0✐0$❡♠❛0 ♣❡.♠❛♥❡❝✐' ♥✉❧❛ ♣♦. ✉♥ ❧❛.❣♦ ♣❡.✐♦❞♦ ❞❡ $✐❡♠♣♦✳

▲❛ ♣.✐♥❝✐♣❛❧ .❛③'♥ .❛❞✐❝❛ ❡♥ @✉❡ ❧❛0 $7❝♥✐❝❛0 ✉0❛❞❛0 ♣❛.❛ ❡❧ ❞✐❛❣♥'0$✐❝♦ ❛✉$♦♠,$✐❝♦

♣❡.♠❛♥❡❝4❛♥ ❧❡❥♦0 ❞❡ ❧♦0 ❝♦♥❝❡♣$♦0 ♦❢$❛❧♠♦❧'❣✐❝♦0✳ ❊0❡♥❝✐❛❧♠❡♥$❡✱ ❡①✐0$4❛ ✉♥❛ ❢❛❧$❛

❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❝✐❡♥$4✜❝❛ ❞❡ ❝❛$❡❣♦.4❛0 ② ❝❛.❛❝$❡.40$✐❝❛0 ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡.♠❡❞❛❞ ② 0❡ ❜❛0❛❜❛♥

❡♥ ❝♦♥❝❡♣$♦0 ❞❡ ✉♥♦ ♦ ✈❛.✐♦0 ❡①♣❡.$♦0✳

❊❧ ♣♦$❡♥❝✐❛❧ ❞❡ ❡0$♦0 0✐0$❡♠❛0 0❡ ❡♠♣❡③' ❛ ❛♣.❡❝✐❛. ❡♥ ❧❛ ❝❧4♥✐❝❛ ❛ ✜♥❛❧❡0 ❞❡ ❧♦0

✽✵✬0 ② ❝♦♠✐❡♥③♦0 ❞❡ ❧♦0 ✾✵✬0✳ ❊♥$.❡ ❧♦0 ❤❡❝❤♦0 ❞❡ ♠,0 .❡❧❡✈❛♥❝✐❛ ❡0$, ❡❧ ❛✉♠❡♥$♦ ②

❛❝❡♣$❛❝✐'♥ ❞❡ ♠❡❞✐❝✐♥❛ ❜❛0❛❞❛ ❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ @✉❡ 0❡ $.❛❞✉❝❡ ❡♥ ❞✐❛❣♥'0$✐❝♦0 ❝❧4♥✐❝♦0

② ♠❛♥❡❥♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡.♠❡❞❛❞ ❜❛0❛❞♦0 ❡♥ ❡0$✉❞✐♦0 ❝✐❡♥$4✜❝♦0 ❜✐❡♥ ❞✐0❡U❛❞♦0 ② ♥♦ ❡♥

$.❛❞✐❝✐'♥ ♦.❛❧✳ ❊0♣❡❝4✜❝❛♠❡♥$❡ ❡♥ ♦❢$❛❧♠♦❧♦❣4❛ ❢✉❡.♦♥ ❡❧ ❉✐❛❜❡*❡0 ❈♦♥*3♦❧ ❛♥❞ ❈♦♠✲

♣❧✐❝❛*✐♦♥0 ❚3✐❛❧ ✭❉❈❈❚✱ ✶✾✽✸✲✶✾✾✸✮ ❬❚❤❡ ❉✐❛❜❡$❡0 ❈♦♥$.♦❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧✐❝❛$✐♦♥0 ❚.✐❛❧

❘❡0❡❛.❝❤ ●.♦✉♣✱ ✶✾✾✸❪ ② ❡❧ ❊❛3❧② ❚3❡❛*♠❡♥* ❉✐❛❜❡*✐❝ ❘❡*✐♥♦♣❛*❤② ❙*✉❞② ❬◆❛$✐♦♥❛❧

❊②❡ ■♥0$✐$✉$❡ ✭◆❊■✮✱ ✶✾✾✾❪ ❧♦0 ❡0$✉❞✐♦0 ♠,0 ❣.❛♥❞❡0✳ ❊0$♦0 ❡♥0❛②♦0 ❝❧4♥✐❝♦0 ♠♦0$.❛.♦♥

@✉❡ ❡.❛ .❛❝✐♦♥❛❧ ♦❝✉♣❛.0❡ ❞❡ 0✐❣♥♦0 $❡♠♣.❛♥♦0 ❡♥ ❘❉✳ Z♦. ♦$.♦ ❧❛❞♦✱ ❡❧ ❛✉♠❡♥$♦ ❞❡

❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❝'♠♣✉$♦ ② ❡❧ ❝.❡❝✐❡♥$❡ ✐♥$❡.70 ❡♥ ♣.♦❝❡0❛♠✐❡♥$♦ ❞✐❣✐$❛❧ ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡0

♣❡.♠✐$✐❡.♦♥ ♠❡❥♦.❛. $7❝♥✐❝❛0 ② ❞❡0❡♠♣❡U♦ ❞❡ 0✐0$❡♠❛0✱ ❛[♥ ❝✉❛♥❞♦ ♠✉❝❤♦0 ❛.$4❝✉✲

❧♦0 0❡ ♣.❡0❡♥$❛❜❛♥ ❝♦♥ ✐♠,❣❡♥❡0 ❞❡ .❡$✐♥❛ ❡0❝❛♥❡❛❞♦0✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ❣.❛♥ ❝❛♥$✐❞❛❞ ❞❡

❞❛$♦0 ❤✐0$'.✐❝♦0✳

❋✐♥❛❧♠❡♥$❡✱ ❡♠♣❡③❛.♦♥ ❛ ❡0$❛. ❞✐0♣♦♥✐❜❧❡0 ❞❛$♦0 ❝❧4♥✐❝♦0 ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡0 .❡♣.❡0❡♥$❛✲

$✐✈❛0 ❞❡ ♣❛❝✐❡♥$❡0✱ ❡0 ❞❡❝✐.✱ ✐♠,❣❡♥❡0 ❞❡ .❡$✐♥❛ ❝♦♥ ❞✐❛❣♥'0$✐❝♦0 ♠7❞✐❝♦0✱ ❛ ❣.✉♣♦0

❞❡ ✐♥✈❡0$✐❣❛❝✐'♥ @✉❡ ❛♥$❡.✐♦.♠❡♥$❡ $❡♥4❛♥ ♠✉② ♣♦❝♦ ♦ ♥✉❧♦ ❛❝❝❡0♦ ❛ ❝♦❧❛❜♦.❛❝✐'♥

♠7❞✐❝❛✳ ❊❧ ♣✐♦♥❡.♦ ❢✉❡ ❍♦♦✈❡. ❬❍♦♦✈❡. ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ @✉✐❡♥ ❤✐③♦ ♣[❜❧✐❝♦ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥$♦

❞❡ ✽✶ ✐♠,❣❡♥❡0 ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❡♥ ✐♥$❡.♥❡$ ♣❛.❛ ❝✉❛❧@✉✐❡. ❣.✉♣♦ ❞❡ ✐♥✈❡0$✐❣❛❝✐'♥

✐♥$❡.❡0❛❞♦✳ ❊0$❛ ❝♦♥$.✐❜✉❝✐'♥ ❤❛ ♣❡.♠✐$✐❞♦ ♣.♦❣.❡0♦0 ❡♥♦.♠❡0 ❡♥ 0❡❣♠❡♥$❛❝✐'♥ ❞❡

✈❛0♦0 0❛♥❣✉4♥❡♦0 ② ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐'♥ ❞❡ ❞✐0❝♦ '♣$✐❝♦✱ ❧✉❡❣♦ ♠❡❥♦.❛❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ❜❛0❡ ❞❡ ❞❛$♦0

❉❘■❱❊ ❬❙$❛❛❧ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❙✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡0$❛ $❡♥❞❡♥❝✐❛ ♠✉❝❤♦0 ♦$.♦0 ❣.✉♣♦0 ❞❡ ✐♥✈❡0$✐❣❛❝✐'♥ ❤❛♥ ❝♦♠♣❛.$✐❞♦ 0✉0

❝♦♥❥✉♥$♦0 ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡0 ❞❡ .❡$✐♥❛ ❥✉♥$♦ ❝♦♥ ❧❛0 ❛♥♦$❛❝✐♦♥❡0 ❤❡❝❤❛0 ♣♦. ❡①♣❡.$♦0 ❞❡

♠❛♥❡.❛ ✐♥❢♦.♠❛❧ ❛ ♦$.♦0 ✐♥✈❡0$✐❣❛❞♦.❡0 ② ❣.✉♣♦0 ❞❡ ✐♥✈❡0$✐❣❛❝✐'♥ ❛❧.❡❞❡❞♦. ❞❡❧ ♠✉♥✲

❞♦✳ ❊0$❛ ❝♦❧❛❜♦.❛❝✐'♥ ❝♦♠♣❛.$✐❡♥❞♦ ❞❛$♦0 ❝❧4♥✐❝♦0 ❡0 ❛❝$✉❛❧♠❡♥$❡ ✉♥ ❛0✉♥$♦ ♠✉②

✐♠♣♦.$❛♥$❡✱ ② ❛✉♥@✉❡ ❤❛② ♠✉❝❤❛0 ✈❡♥$❛❥❛0 ❡♥ ❡❧❧❛ $❛♠❜✐7♥ ♣.❡0❡♥$❛ ✈❛.✐♦0 ♣.♦❜❧❡✲

♠❛0 ❡♥ ❝✉❛♥$♦ ❛ ❧❛ ♣.✐✈❛❝✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣❛❝✐❡♥$❡✱ ❛0♣❡❝$♦0 ❧❡❣❛❧❡0 .❡❣✉❧❛$♦.✐♦0✱ ♣❛$❡♥$❡0 ②

✼
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❞❡♠#$✳

✶✳✶✳✻✳ ❇❛%❡% ❞❡ ❉❛)♦% ❞❡ ■♠-❣❡♥❡% ❞❡ ❋♦♥❞♦ ❞❡ ❖❥♦ 3❡❧❛)✐✈❛%

❛ ❘❡)✐♥♦♣❛)9❛ ❉✐❛❜;)✐❝❛

❊①✐$)❡♥ ❛❝)✉❛❧♠❡♥)❡ ✸ ❜❛$❡$ ❞❡ ❞❛)♦$ ♣3❜❧✐❝❛$ ❞❡ ✐♠#❣❡♥❡$ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ 7✉❡

♣8❡$❡♥)❛♥ ♣❛)8♦♥❡$ ❞❡ ❘❉ ❝♦♥ ✐♥❢♦8♠❛❝✐;♥ ❝❧<♥✐❝❛ $✉♠✐♥✐$)8❛❞❛ ♣♦8 ❡①♣❡8)♦$

♠=❞✐❝♦$ ❞❡❧ #8❡❛✳ ❈❛❞❛ ✉♥❛ ♣♦$❡❡ ✉♥❛ ❝❛♥)✐❞❛❞ ❞✐❢❡8❡♥)❡ ❞❡ ✐♠#❣❡♥❡$ ❞❡ ❞✐$)✐♥)❛$

❝❛❧✐❞❛❞❡$ ② ❝♦♥ ✐♥❢♦8♠❛❝✐;♥ ❞✐✈❡8$❛ ♣❛8❛ ❛②✉❞❛8 ❛ ❝❡♥)8♦$ ② ❣8✉♣♦$ ❞❡ ✐♥✈❡$)✐❣❛❝✐;♥

✐♥)❡8❡$❛❞♦$ ❡♥ ❡❧ ❞❡$❛88♦❧❧♦ ❞❡ ❤❡88❛♠✐❡♥)❛$ ✐♥❢♦8♠#)✐❝❛$ ♦ $✐$)❡♠❛$ ❝♦♠♣✉)❛❝✐♦♥❛❧❡$

♣❛8❛ ❧❛ ❞❡)❡❝❝✐;♥ ❛✉)♦♠#)✐❝❛ ❞❡ ♣❛)8♦♥❡$ ❞❡ ❘❉ ❡♥ ✐♠#❣❡♥❡$✳

✶✳✶✳✻✳✶✳ ▼❊❙❙■❉❖❘

▲❛ ❜❛$❡ ❞❡ ❞❛)♦$ ▼❊❙❙■❉❖❘ ❬❚❡❝❤♥♦✲❱✐$✐♦♥ K8♦②❡❝)✱ ✷✵✵✹❪ ❝♦♥)✐❡♥❡ ✶✷✵✵ ✐♠#❣❡✲

♥❡$ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❛ ❝♦❧♦8 ❝♦♥ ✽ ❜✐)$ ♣♦8 ♣✐①❡❧✱ ❝♦♥ 8❡$♦❧✉❝✐♦♥❡$ ❞❡ 1440 × 960✱
2240 × 1488 ② 2304 × 1536 ♣✐①❡❧❡$✱ ❛❞7✉✐8✐❞❛$ ❡♥ ✸ ❞❡♣❛8)❛♠❡♥)♦$ ♦❢)❛❧♠♦❧;❣✐❝♦$

❞✐❢❡8❡♥)❡$✳ ▲❛$ ✐♠#❣❡♥❡$ ❡$)#♥ ❞✐✈✐❞✐❞❛$ ❞❡ ❧❛ $✐❣✉✐❡♥)❡ ♠❛♥❡8❛✿ ✽✵✵ ✐♠#❣❡♥❡$ $❡ )♦✲

♠❛8♦♥ ❝♦♥ ❞✐❧❛)❛❝✐;♥ ❞❡ ♣✉♣✐❧❛ ✭✉♥❛ ❣♦)❛ ❞❡ $)♦♣✐❝❛♠✐❞❛ ❛❧ ✵✳✺✪✮ ② ✹✵✵ ✐♠#❣❡♥❡$

$✐♥ ❞✐❧❛)❛❝✐;♥ ❞❡ ♣✉♣✐❧❛✳ ▲❛$ ✶✷✵✵ ✐♠#❣❡♥❡$ ❡$)#♥ ❞✐$)8✐❜✉✐❞❛$ ❡♥ )8❡$ ❝♦♥❥✉♥)♦$✱ ✉♥❛

♣♦8 ❞❡♣❛8)❛♠❡♥)♦ ♦❢)❛❧♠♦❧;❣✐❝♦ ② ❝❛❞❛ ❝♦♥❥✉♥)♦ ❡$)# ❞✐✈✐❞✐❞♦ ❡♥ ✹ $✉❜❝♦♥❥✉♥)♦$

❝❛❞❛ ✉♥♦ ❝♦♥ ✶✵✵ ✐♠#❣❡♥❡$ ❡♥ ❢♦8♠❛)♦ ❚■❋❋ ② ❝♦♥ ✉♥ ❛8❝❤✐✈♦ ❡♥ ❢♦8♠❛)♦ ❊①❝❡❧ ❝♦♥

❡❧ ❞✐❛❣♥;$)✐❝♦ ♠=❞✐❝♦ ♣♦8 ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥✳

❊❧ ❞✐❛❣♥;$)✐❝♦ ♠=❞✐❝♦ ♣♦8 ✐♠❛❣❡♥ $❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ ❞♦$✱ ❡❧ ❣8❛❞♦ ❞❡ ❘❉ ② ❡❧ 8✐❡$❣♦ ❞❡

❊▼❉✳ ▲❛ ❝❧❛$✐✜❝❛❝✐;♥ ❞❡ ❣8❛❞♦ ❞❡ ❘❉ ♣8♦♣✉❡$)❛ $❡ ♠✉❡$)8❛ ❡♥ ❧❛ )❛❜❧❛ ✶✳✸✳

●+❛❞♦ ❉❡0❝+✐♣❝✐4♥

✵ ✭◆♦8♠❛❧✮ (UA = 0)&&(H = 0)
✶ (0 < UA <= 5)&&(H = 0)
✷ (5 < UA < 15)||(0 < H < 5)&&(NV = 0)
✸ (UA >= 15)||(H >= 5)||(NV = 1)

❚❛❜❧❛ ✶✳✸✿ ●8❛❞♦ ❞❡ ❘❉ ♣8♦♣✉❡$)♦ ♣♦8 ▼❊❙❙■❉❖❘✳ ❯❆✿ ◆3♠❡8♦ ❞❡ ▼✐❝8♦❛♥❡✉8✐$✲

♠❛$✳ ❍✿ ◆3♠❡8♦ ❞❡ ❍❡♠♦88❛❣✐❛$✳ ◆❱❂✶✴✵✿ K8❡$❡♥❝✐❛✴❆✉$❡♥❝✐❛ ❞❡ ◆❡♦✈❛$❝✉❧❛8✐③❛✲

❝✐♦♥❡$✳

✶✳✶✳✻✳✷✳ ❘❡7✐♥♦♣❛7❤② ❖♥❧✐♥❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭❘❖❈✮

▲❛ ❜❛$❡ ❞❡ ❞❛)♦$ ❘❖❈ ❬◆✐❡♠❡✐❥❡8 ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❝♦♥)✐❡♥❡ ✺✵ ✐♠#❣❡♥❡$ ❞❡ ❡♥)8❡♥❛♠✐❡♥)♦

② ✺✵ ✐♠#❣❡♥❡$ ❞❡ ♣8✉❡❜❛ )♦♠❛❞❛$ )♦❞❛$ ❞❡ ♣❛❝✐❡♥)❡$ ❝♦♥ ❞✐❛❜❡)❡$ $✐♥ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥)♦

❞❡ ❘❉ ❛❧ ♠♦♠❡♥)♦ ❞❡ ❧❛ ❢♦)♦❣8❛❢<❛✳ ▲❛$ ✐♠#❣❡♥❡$ ❢✉❡8♦♥ $❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞❛$ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥✲

❥✉♥)♦ ❞❡ ♣❛❝✐❡♥)❡$ 7✉❡ ♣8❡$❡♥)❛8♦♥ ❧❡$✐♦♥❡$ 8♦❥❛$ ✭♠✐❝8♦❛♥❡✉8✐$♠❛$ ② ❤❡♠♦88❛❣✐❛$✮

✽
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❝✉❛❧❡% ✷✵ %♦♥ ♥♦*♠❛❧❡% ② ✶✶✵ ❝♦♥.✐❡♥❡♥ %✐❣♥♦% ❞❡ ❘❉✳ ❙✉ ❞✐%.*✐❜✉❝✐7♥ ♥♦ ❝♦**❡%♣♦♥❞❡

❛ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐7♥ .9♣✐❝❛✳ ▲❛% ✐♠;❣❡♥❡% ❝♦♥.✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ❝❛♥.✐❞❛❞ ❞❡%❝♦♥♦❝✐❞❛ ❞❡ *✉✐❞♦

② ❛❜❡**❛❝✐♦♥❡% 7♣.✐❝❛% ✭❞✐%♣❡*%✐7♥✱ ❛❜❡**❛❝✐♦♥❡% ❧❛.❡*❛❧❡% ② .*❛♥%✈❡*%❛❧❡% ❝*♦♠;.✐❝❛%✱

❡%❢@*✐❝❛%✱ ❝✉*✈❛.✉*❛ ❞❡ ❝❛♠♣♦✱ ❛%.✐❣♠❛.✐%♠♦ ② ❞✐%.♦*%✐7♥✮ ❡ ✐♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ❞❡%❝♦♥♦❝✐❞❛

❞❡ ♣*❡❝✐%✐7♥ ❢♦.♦♠@.*✐❝❛✳ ▲❛ ✈❛*✐❛♥③❛ ❡♥ ❧❛ ❛♣❛*✐❡♥❝✐❛ ✈✐%✉❛❧ ❡♥.*❡ ❞✐❢❡*❡♥.❡% ♣❛.*♦♥❡%

❡♥❝♦♥.*❛❞♦% ❡% ♣♦* .❛♥.♦ ♠;①✐♠❛✳ ▲❛ ✐♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ❝❧9♥✐❝❛ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛❞❛ ♣♦* ❡①♣❡*✲

.♦% ❡♥ *❡.✐♥❛ ✐♥❝❧✉②❡ %♦❧❛♠❡♥.❡ ♣*❡%❡♥❝✐❛ ♦ ❛✉%❡♥❝✐❛ ❞❡ ❊①✉❞❛❞♦% ❉✉*♦%✱ ❇❧❛♥❞♦%✱

▼✐❝*♦❛♥❡✉*✐%♠❛%✱ ❍❡♠♦**❛❣✐❛% ② ◆❡♦✈❛%❝✉❧❛*✐③❛❝✐7♥ ♣♦* ✐♠❛❣❡♥ %✐♥ ✐♥❝❧✉✐* ✐♥❢♦*♠❛✲

❝✐7♥ *❡❧❛.✐✈❛ ❛ ❧❛ ❝❛♥.✐❞❛❞ ②✴♦ ♣♦%✐❝✐7♥✳ ▲❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❞❛.♦% .❛♠❜✐@♥ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛ ♣❛*❛

❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ♠;%❝❛*❛ K✉❡ ❝♦**❡%♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ③♦♥❛ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ .✐❡♥❡ ✉♥❛ ❝❛❧✐❞❛❞ %✉✜❝✐❡♥.❡ ♣❛*❛ ❡✈❛❧✉❛* ♣*❡%❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❡%✐♦♥❡%✳ ❯♥ ❡❥❡♠♣❧♦

❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❥✉♥.♦ ❝♦♥ %✉ ♠;%❝❛*❛ ② ❝♦♥ ❧❛ ✐♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ♠@❞✐❝❛ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛❞❛ %❡

♣✉❡❞❡ ✈❡* ❡♥ ❧❛ ✜❣✉*❛ ✶✳✸✳

▲❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❞❛.♦% ❉■❆❘❊❚❉❇✶ ❝♦♥.✐❡♥❡ ✽✾ ✐♠;❣❡♥❡% ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❛ ❝♦❧♦* ❞❡

❋✐❣✉*❛ ✶✳✸✿ ❊❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ✐♠❛❣❡♥ ❡ ✐♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❜❛%❡ ❞❡ ❞❛.♦%

❉■❆❘❊❚❉❇✵✳ ❆**✐❜❛ ■③K✉✐❡*❞❛✿ ■♠❛❣❡♥ ❞❡ *❡.✐♥❛✳ ❆**✐❜❛ ❉❡*❡❝❤❛✿ ▼;%❝❛*❛ ❞❡ ③♦♥❛

❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ ❛❝❡♣.❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❆❜❛❥♦✿ ■♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ♠@❞✐❝❛ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛❞❛✳

❧❛% ❝✉❛❧❡% ✽✹ ❝♦♥.✐❡♥❡♥ ♣♦* ❧♦ ♠❡♥♦% %✐❣♥♦% ❞❡ ❘❉ ❧❡✈❡ ♥♦✲♣*♦❧✐❢❡*❛.✐✈❛ ✭▼✐❝*♦❛♥❡✉✲

*✐%♠❛%✮ ② ✺ %♦♥ ❝♦♥%✐❞❡*❛❞❛% ♥♦*♠❛❧❡% ✭%✐♥ ❧❡%✐♦♥❡%✮✳ ▲❛% ✐♠;❣❡♥❡% ❝♦♥.✐❡♥❡♥ ✉♥❛

❝❛♥.✐❞❛❞ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❞❡ *✉✐❞♦ ♣❡*♦ ❧❛% ❛❜❡**❛❝✐♦♥❡% 7♣.✐❝❛% %♦♥ ❧❛% ♠✐%♠❛%✳ ▲♦% ❞❛.♦%

❝♦**❡%♣♦♥❞❡♥ ❛ ✉♥❛ %✐.✉❛❝✐7♥ ♣*;❝.✐❝❛ ❜✉❡♥❛ ✭♥♦ ♥❡❝❡%❛*✐❛♠❡♥.❡ .9♣✐❝❛✮ ❞♦♥❞❡ ❧❛%

✐♠;❣❡♥❡% %♦♥ ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡% ② ♣✉❡❞❡♥ %❡* ✉%❛❞❛% ♣❛*❛ ❡✈❛❧✉❛* ❡❧ ❞❡%❡♠♣❡Z♦ ❣❡♥❡*❛❧ ❞❡

♠@.♦❞♦% ❞❡ ❞✐❛❣♥7%.✐❝♦✳ ▲❛ ✐♥❢♦*♠❛❝✐7♥ ♠@❞✐❝❛ *❡♣♦*.❛❞❛ ✭●*♦✉♥❞ ❚*✉$❤✮ ❢✉❡ *❡❛❧✐✲

③❛❞❛ ♣♦* ✹ ❡①♣❡*.♦% ❡♥ ❘❉ ❞❡ ❢♦*♠❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥.❡ ♣❛*❛ ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥✳ [❛*❛ ❡❧ ♣*♦❝❡%♦

❞❡ ❛♥♦.❛❝✐7♥ ❞❡ ❧❡%✐♦♥❡% %❡ ❧❡% ✐♥❞✐❝7 ❛ ❧♦% ❡①♣❡*.♦% ♠❛*❝❛* ❧❛% ;*❡❛% *❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛%

❝♦♥ ▼✐❝*♦❛♥❡✉*✐%♠❛%✱ ❍❡♠♦**❛❣✐❛% ② ❊①✉❞❛❞♦% ❉✉*♦% ② ❇❧❛♥❞♦%✱ .♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥.❛

K✉❡ ❧❛ ❞❡❧✐♠✐.❛❝✐7♥ ❞❡❧ ;*❡❛ %❡*9❛ ✐♥❝♦**❡❝.❛ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ❜♦*❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐%♠❛ ❝♦♥.✉✈✐❡✲

✶✵



< 50%, > 50%, 100%



❈❛♣#$✉❧♦ ✶

✐♠♣♦$%❛♥❝✐❛ ♣❛$❛ ♦❜%❡♥❡$ ✉♥❛ $❡❢❡$❡♥❝✐❛ ❞❡♥%$♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳

❊2%❡ %$❛❜❛❥♦ ❞❛$4 ♣✐❡ ❛❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡ ✉♥ 2✐2%❡♠❛ 5✉❡ ❡♥ ❡❧ ❢✉%✉$♦ ❝♦♥%❛$4 ❝♦♥ ❧❛ ❞❡%❡❝❝✐6♥

❞❡ ♠✐❝$♦❛♥❡✉$✐2♠❛2 ② ❤❡♠♦$$❛❣✐❛2 ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❞❡%❡$♠✐♥❛$ ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❣$❛✈❡❞❛❞ ❞❡

❘❉ 2❡❣=♥ ❧❛ ❝❧❛2✐✜❝❛❝✐6♥ ✐♥%❡$♥❛❝✐♦♥❛❧ ♠♦2%$❛❞❛ ❡♥ ❧❛ %❛❜❧❛ ✶✳✷✳

✶✳✸✳ ❏✉%&✐✜❝❛❝✐+♥

▲❛ ❉✐❛❜❡$❡- ▼❡❧❧✐$✉- ❡2 ❝♦♥2✐❞❡$❛❞❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛2 ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡2 ❡♥❢❡$♠❡❞❛❞❡2 ❞❡❧

2✐❣❧♦ ❳❳■✳ ❊2%❡ ❝$❡❝✐♠✐❡♥%♦ ❡2 ❞❡❜✐❞♦ ❡♥ ❣$❛♥ ♣❛$%❡ ❛❧ ❛✉♠❡♥%♦ ❡♥ ❧❛ ♣$❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡

❞✐❛❜❡%❡2 %✐♣♦ ✷✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ 2❡❝$❡❝✐6♥ ❞❡ ✐♥2✉❧✐♥❛ ❞❡ ❧❛2 ❝D❧✉❧❛2 ❜❡%❛ ❞❡❧ ♣4♥❝$❡❛2 ❡2

✐♥❛❞❡❝✉❛❞❛ ♣❛$❛ ❧❛2 ♥❡❝❡2✐❞❛❞❡2 ❞✐❛$✐❛2 ❞❡❧ ❝✉❡$♣♦✳

▲❛ ❘❡%✐♥♦♣❛%E❛ ❉✐❛❜D%✐❝❛ ✭❘❉✮ ❡2 ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐6♥ ♠42 ❝♦♠=♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❜❡%❡2 ② ❡2

✉♥❛ ❞❡ ❧❛2 ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡2 ❝❛✉2❛2 ❞❡ ❝❡❣✉❡$❛ ❬❋♦♥❣ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ▲❛ ♣D$❞✐❞❛ ❞❡ ✈✐2✐6♥

2❡✈❡$❛ ❡2 ❞❡❜✐❞❛ ♣$✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥%❡ ♣♦$ ❊❞❡♠❛ ▼❛❝✉❧❛$ ❉✐❛❜D%✐❝♦ ✭❊▼❉✮ ② ❘❡%✐♥♦♣❛%E❛

❉✐❛❜D%✐❝❛ N$♦❧✐❢❡$❛%✐✈❛ ✭❘❉N✮✳ ❊2%✉❞✐♦2 $❡❝✐❡♥%❡2 ❤❛♥ ❞❛❞♦ ✉♥ ♠❡❥♦$ ❡♥%❡♥❞✐♠✐❡♥%♦

❞❡❧ ♣$♦❣$❡2♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡$♠❡❞❛❞ ② ❡2%4♥ ❣❡♥❡$❛♥❞♦ ♥✉❡✈♦2 ♠D%♦❞♦2 ❞❡ %$❛%❛♠✐❡♥%♦

② ♣$❡✈❡♥❝✐6♥✳ ❊①✐2%❡♥ %$❛%❛♠✐❡♥%♦2 ♠✉② ❡❢❡❝%✐✈♦2 ② 2♦♥ 6♣%✐♠♦2 ❝✉❛♥❞♦ ❧❛ ❘❉ ❡2

❞❡%❡❝%❛❞❛ ❡♥ ❡%❛♣❛2 %❡♠♣$❛♥❛2✱ ❛=♥ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ♣❛❝✐❡♥%❡ ♥♦ %✐❡♥❡ 2E♥%♦♠❛2✳ ❊2 ♣♦$

❡2%❛ $❛③6♥ 5✉❡ ❧♦2 ♣$♦❣$❛♠❛2 ❞❡ ❝❤❡5✉❡♦ ❢$❡❝✉❡♥%❡2 ♣❛$❛ ❞❡%❡❝❝✐6♥ %❡♠♣$❛♥❛ ❞❡ ❘❉

2♦♥ ✉♥❛ ♣❛$%❡ ❡2❡♥❝✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ❛2✐2%❡♥❝✐❛ ② ❛%❡♥❝✐6♥ ♠D❞✐❝❛ ② 2✉ ✉2♦ ❡2 ❣❡♥❡$❛❧✐③❛❞♦✳

▼✉❝❤♦2 %✐♣♦2 ❞❡ ❝❤❡5✉❡♦ 2❡ ❤❛♥ ♣$♦❜❛❞♦ 2✐❡♥❞♦ ❧❛ ❢♦%♦❣$❛❢E❛ ❞✐❣✐%❛❧ ❞❡ ❧❛ $❡%✐♥❛ ❧❛

♣$❡❢❡$✐❞❛ ❛❝%✉❛❧♠❡♥%❡ ♣♦$ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞✳

▲❛ ♣$❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❘❉ ❤❛ 2✐❞♦ ❡2%✉❞✐❛❞❛ $❡❝✐❡♥%❡♠❡♥%❡ ❡♥ ❞✐❢❡$❡♥%❡2 $❡❣✐♦♥❡2

❣❡♦❣$4✜❝❛2 ② ❞✐❢❡$❡♥%❡2 ❣$✉♣♦2 D%♥✐❝♦2✳ ❊①✐2%❡♥ ❛=♥ ❝❧❛$❛2 ❞✐❢❡$❡♥❝✐❛2 ❡♥ ❧♦2 ❞❛%♦2

❞❡ ♣$❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❡♥%$❡ ❞✐❢❡$❡♥%❡2 ❡2%✉❞✐♦2 ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❝✉❛♥❞♦ ② ❞♦♥❞❡

❢✉❡$♦♥ %♦♠❛❞♦2 ② ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❧♦2 ♠D%♦❞♦2 ✉2❛❞♦2 ♣❛$❛ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐6♥ ❞❡ ❘❉✳ ▲❛

%❛❜❧❛ ✶✳✹ ♠✉❡2%$❛ ❧❛ ♣$❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❘❉ ♣♦$ ❣$❛❞♦ ❞❡ 2❡✈❡$✐❞❛❞ ② %✐♣♦ ❞❡ ❞✐❛❜❡%❡2 ❡♥

❞✐❢❡$❡♥%❡2 ♣❛E2❡2✳

❊♥ ▼D①✐❝♦✱ ❧❛ ♣♦❜❧❛❝✐6♥ ❞❡ ♣❡$2♦♥❛2 ❝♦♥ ❞✐❛❜❡%❡2 ✢✉❝%=❛ ❡♥%$❡ ❧♦2 ✻✳✺ ② ❧♦2 ✶✵

♠✐❧❧♦♥❡2 ✭♣$❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ♥❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ✶✵✳✼ ✪ ❡♥ ♣❡$2♦♥❛2 ❡♥%$❡ ✷✵ ② ✻✾ ❛W♦2✮✳ ❉❡ ❡2%❡

❣$❛♥ %♦%❛❧✱ 2❡ ❡2%✐♠❛ 5✉❡ ✉♥♦2 ✷ ♠✐❧❧♦♥❡2 ❞❡ ♣❡$2♦♥❛2 ♥♦ ❤❛♥ 2✐❞♦ ❞✐❛❣♥♦2%✐❝❛❞❛2

②✱ 2❡ 2❛❜❡ ❛❞❡♠42 5✉❡ ✾✵ ✪ ❞❡ ❧❛2 ♣❡$2♦♥❛2 5✉❡ ♣❛❞❡❝❡♥ ❞✐❛❜❡%❡2 ♣$❡2❡♥%❛♥

❡❧ %✐♣♦ ■■ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡$♠❡❞❛❞✳ ▼D①✐❝♦ ♦❝✉♣❛ ❡❧ ♥♦✈❡♥♦ ❧✉❣❛$ ❞❡ ❞✐❛❜❡%❡2 ❡♥ ❡❧

♠✉♥❞♦ ❬●❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ❊♥ ▼D①✐❝♦✱ ✶✸ ❞❡ ❝❛❞❛ ✶✵✵ ♠✉❡$%❡2 2♦♥ ♣$♦✈♦❝❛❞❛2 ♣♦$ ❧❛

❞✐❛❜❡%❡2✱ ❡❧ ❣$✉♣♦ ❞❡ ❡❞❛❞ ❝♦♥ ♠42 ♠✉❡$%❡2 ♣♦$ ❞✐❛❜❡%❡2 2❡ ✉❜✐❝❛ ❡♥%$❡ ❧♦2 ✹✵

② ❧♦2 ✺✺ ❛W♦2 ❬❋❡❞❡$❛❝✐6♥ ▼❡①✐❝❛♥❛ ❞❡ ❉✐❛❜❡%❡2✱ ❆✳❈✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❊♥ ♣❡$2♦♥❛2 ❞❡

✹✵ ❛ ✺✾ ❛W♦2✱ ✶ ❞❡ ❝❛❞❛ ✹ ♠✉❡$%❡2 2❡ ❞❡❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡2 ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❜❡%❡2✳ ❆❝✲

%✉❛❧♠❡♥%❡ ✶ ❞❡ ❝❛❞❛ %$❡2 ♠✉❡$%❡2 ❡♥ ▼D①✐❝♦ $❡♣♦$%❛ ❞✐❛❜❡%❡2 ❝♦♠♦ ❝❛✉2❛ 2❡❝✉♥❞❛$✐❛✳

✶✷



■◆❚❘❖❉❯❈❈■(◆

 ❖❇▲❆❈■'◆ ●❘❆❉❖

❘❉

❉■❆❇❊❚❊❙ ❚■ ❖

■

❉■❆❇❊❚❊❙ ❚■ ❖

■■

❊!"❛❞♦! ❯♥✐❞♦!

❈✉❛❧,✉✐❡.

❘❉

0 − 84% ✭97.5% ✹✶✺

❛5♦! ❞❡ ❞✉.❛❝✐7♥ ❞❡

❉▼✮

7− 55%

❘❉: 3.8−25% ✭✹✸✵ ❛5♦! ❞❡

❞✉.❛❝✐7♥ ❞❡ ❉▼✮

0.9− 5%

❈❙▼❖ 6% 2− 4%

❘❡✐♥♦ ❯♥✐❞♦

❈✉❛❧,✉✐❡.

❘❉

33.6− 36.7% 21− 52%

❘❉: 1.1− 2.0% 1.1− 4%
❈❙▼❖ 2.3− 6.4%

❊✉.♦♣❛

❈✉❛❧,✉✐❡.

❘❉

16.6− 76.5% 32.6− 61.8%

❘❉: 7.3− 17% 3.1− 15.9%
❈❙▼❖ 5.4%

❍✐!♣❛♥♦❛♠B.✐❝❛

❈✉❛❧,✉✐❡.

❘❉

33.4− 45%

❘❉: 5.6− 6.0%
❈❙▼❖

❚❛❜❧❛ ✶✳✹✿ :.❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❘❉ ♣♦. ❣.❛❞♦ ❞❡ !❡✈❡.✐❞❛❞ ② "✐♣♦ ❞❡ ❞✐❛❜❡"❡! ♣❛.❛ ❞✐❢❡✲

.❡♥"❡! ♣❛L!❡!✳ ❬❏❡❧✐♥❡❦ ② ❈.❡❡✱ ✷✵✶✵✱ ❈❛♣✳ ✷❪

✶✳✹✳ ▼❡%♦❞♦❧♦❣*❛

❙❡ ♣.♦♣♦♥❡ ❞✐✈✐❞✐. ❡❧ !✐!"❡♠❛ ❡♥ ✸ ❡"❛♣❛! ❢✉♥❞❛♠❡♥"❛❧❡!✳ :.✐♠❡.♦ !❡ ❛"❛❝❛.S ❡❧ ♣.♦✲

❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐7♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦.♠❡ ♣.❡!❡♥"❡ ❡♥ ❧❛! ✐♠S❣❡♥❡!✱ ❧✉❡❣♦ !❡ .❡❛❧✐③❛.S

❧❛ ❞❡"❡❝❝✐7♥ ❞❡❧ ❞✐!❝♦ 7♣"✐❝♦ ② ❧❛ ♠S❝✉❧❛ ② ♣♦. U❧"✐♠♦ !❡ .❡❛❧✐③❛.S ❧❛ !❡❣♠❡♥"❛❝✐7♥

❛✉"♦♠S"✐❝❛ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦! ❞✉.♦! ② ❜❧❛♥❞♦!✳

❙❡ ♣.♦♣♦♥❡ ♠♦❞❡❧❛. ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐7♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦.♠❡ ❡♥ ❜❛!❡ ❛ ✷ ❢✉❡♥"❡! ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡!✿ ▲❛!

❛❜❡..❛❝✐♦♥❡! 7♣"✐❝❛! ♣.♦♣✐❛! ❞❡❧ !✐!"❡♠❛ ❞❡ ❛❞,✉✐!✐❝✐7♥ ❞❡ ✐♠S❣❡♥❡! ❥✉♥"♦ ❝♦♥ ❧❛

❣❡♦♠❡".L❛ ❞❡❧ ♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦ ② ❧♦! ❡❢❡❝"♦! ♣.♦♣✐♦! ❞❡ ❧❛ ♥❛"✉.❛❧❡③❛ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ ✈✐!✐❜❧❡ ❛❧

❝.✉③❛. ❞✐❢❡.❡♥"❡! ♠❡❞✐♦! 7♣"✐❝♦!✱ ❡!♣❡❝L✜❝❛♠❡♥"❡✱ .❡❢.❛❝❝✐7♥ ② .❡✢❡①✐7♥✳

❈♦♥ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐7♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦.♠❡ ❝♦..❡❣✐❞❛ !❡ ♣.♦♣♦♥❡ ❞❡"❡❝"❛. ❡❧ ❞✐!❝♦ 7♣"✐❝♦ ② ❧❛

♠S❝✉❧❛ ♣♦. ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦.✐"♠♦ ❞❡ .❡❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥"♦ ❞❡ ♣❛".♦♥❡! ❝♦♥ ❛♣.❡♥❞✐③❛❥❡

!✉♣❡.✈✐!❛❞♦ ❡❧ ❝✉❛❧ ❝♦♥!"❛ ❞❡ ✷ ❡"❛♣❛!✱ ✉♥❛ ❡"❛♣❛ ❞❡ ❡♥".❡♥❛♠✐❡♥"♦ ❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ !❡

❣❡♥❡.❛ ✉♥❛ !✉❜✲✐♠❛❣❡♥ ♣.♦♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛! ❡!".✉❝"✉.❛! ❞❡ ✐♥"❡.B! ② ✉♥❛ ❡"❛♣❛ ❞❡ ♣.✉❡❜❛

❞♦♥❞❡ !❡ ❜✉!❝❛ ❡①❤❛✉!"✐✈❛♠❡♥"❡ ❧❛ ♠❡❥♦. ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ !✉❜✲✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❧❛ ♥✉❡✈❛

✐♠❛❣❡♥ ❛ !❡. ❞❡"❡❝"❛❞❛✳

❋✐♥❛❧♠❡♥"❡ ♣❛.❛ ❧❛ ❞❡"❡❝❝✐7♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦! !❡ ♣.♦♣♦♥❡ ❛♣❧✐❝❛. ✉♥ ❛❧❣♦.✐"♠♦ ❞❡ ♠❡❥♦.❛

❞❡ ❝♦♥".❛!"❡ ❜❛!❛❞♦ ❡♥ ♦♣❡.❛❝✐♦♥❡! ❞❡ ♠♦.❢♦❧♦❣L❛ ♠❛"❡♠S"✐❝❛ ♣❛.❛ ❧✉❡❣♦ ❛♣❧✐❝❛. ✉♥❛

✉♠❜.❛❧✐③❛❝✐7♥ ,✉❡ ♣❡.♠✐"❛ ❡♥❝♦♥".❛. ❧❛! .❡❣✐♦♥❡! ♠S! ❜.✐❧❧❛♥"❡! ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳

❊! ✐♠♣♦."❛♥"❡ .❡!❛❧"❛. ,✉❡ ♣❛.❛ ✉♥❛ ❝♦..❡❝"❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐7♥ ❞❡❧ ❞❡!❡♠♣❡5♦ ❞❡❧ !✐!"❡♠❛

✶✸
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 ❡ ❝✉❡♥%❛ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥%♦ ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡ ❞✐❣✐%❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ %♦♠❛❞❛ ❞❡ ♣❛❝✐❡♥%❡ 

1❡❛❧❡ ②  ❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ♣♦1 ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ♣1♦%♦❝♦❧♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ❡♥ ❜❛ ❡ ❝❧5♥✐❝❛ 6✉❡ ❢✉❡1♦♥

 ❡❣♠❡♥%❛❞❛ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥%❡ ♣♦1 ✉♥ ♦❢%❛❧♠7❧♦❣♦ ❡①♣❡1%♦ ❡♥ ❡❧ ,1❡❛✳ ❊ %❡ ❝♦♥❥✉♥%♦

❞❡ ✐♠,❣❡♥❡ ❝♦♥ %✐%✉②❡ ♥✉❡ %1♦ ❡ %,♥❞❛1 ❞❡ ♦1♦ ♦ ●*♦✉♥❞ ❚*✉$❤ ❡♥ ❜❛ ❡ ❛❧ ❝✉❛❧

1❡❛❧✐③❛1❡♠♦ ❧❛ ❝♦♠♣❛1❛❝✐♦♥❡ ❝♦♥ ❧♦ 1❡ ✉❧%❛❞♦ ♦❜%❡♥✐❞♦ ❞❡❧  ✐ %❡♠❛ ♣1♦♣✉❡ %♦✳

✶✳✺✳ ❱❛❧✐❞❛❝✐)♥ ❞❡ ❘❡-✉❧/❛❞♦-

▲❛ ✈❛❧✐❞❛❝✐7♥ ❞❡ ❧♦ 1❡ ✉❧%❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❞❡%❡❝❝✐7♥ ❞❡ ♣❛%1♦♥❡ ❡♥%1❡❣❛❞♦ ♣♦1 ❡❧  ✐ %❡♠❛

❞❡ ❛11♦❧❧❛❞♦ ❡♥ ❡ %❡ %1❛❜❛❥♦ ❞❡ %❡ ✐ ❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ♣❛1❛ ❡ %✐♠❛1 ✉♥ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❝♦♥✲

✜❛♥③❛ 6✉❡ ♣❡1♠✐%✐1,✱ ❡♥%1❡ ♦%1❛ ❝♦ ❛ ✱ %♦♠❛1 ❞❡❝✐ ✐♦♥❡ ❛❝❡1❝❛ ❞❡ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛❝✐7♥

❞❡ ✉♥ ♣1♦❣1❛♠❛ ❞❡ ❞✐❛❣♥7 %✐❝♦ ❛✉%♦♠,%✐❝♦ ❞❡ ❘❉ ❡♥ ❡ ❝❡♥❛1✐♦ 1❡❛❧❡ ❛❧ ❢✉%✉1♦✳

▲❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐7♥ 6✉❡  ❡ 1❡❛❧✐③❛1,  ❡1, 1❡❧❛%✐✈❛ ❛ ❧❛ ❡①❛❝%✐%✉❞ ❞❡ ❞❡%❡❝❝✐7♥ ❞❡ ♣❛%1♦♥❡ ❡♥

❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥ ✭❝❧❛ ✐✜❝❛❝✐7♥ ❞❡ ♣✐①❡❧❡ ❡♥ ✷ ❝❧❛ ❡ ✿ E❛%17♥ ♦ ◆♦✲E❛%17♥✮✳ ❙❡ ♣1❡ ❡♥%❛

❛ ❝♦♥%✐♥✉❛❝✐7♥ ✉♥❛ ❤❡11❛♠✐❡♥%❛ ❞❡ ❛♥,❧✐ ✐ ❞❡ 1❡ ✉❧%❛❞♦ ❛♠♣❧✐❛♠❡♥%❡ ✉%✐❧✐③❛❞❛ ❡♥

❧❛ ❧✐%❡1❛%✉1❛ ② ❡ ♣❡❝5✜❝❛♠❡♥%❡ ❡♥ ❡❧ ,1❡❛ ❞❡ ♣1♦❝❡ ❛♠✐❡♥%♦ ② ❛♥,❧✐ ✐ ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡ 

♠J❞✐❝❛ ✱ 6✉❡ ♥♦ ♣❡1♠✐%✐1,♥ ✈❛❧✐❞❛1 ❡❧ ❞❡ ❡♠♣❡K♦ ❞❡❧  ✐ %❡♠❛ ♣1♦♣✉❡ %♦✳

✶✳✺✳✶✳ ❆♥%❧✐(✐( ❘❖❈

❘❖❈ ✭❘❡❝❡✐✈❡* ♦♣❡*❛$✐♥❣ ❝❤❛*❛❝$❡*✐5$✐❝✮ ♦  ✐♠♣❧❡♠❡♥%❡ ❝✉1✈❛ ❘❖❈✱ ❡ ✉♥ ❣1,✜❝♦

❞❡ ❧❛  ❡♥ ✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭♦ %❛ ❛ ❞❡ ✈❡1❞❛❞❡1♦ ♣♦ ✐%✐✈♦ ✮ ✈ ✳ ✶✲❡ ♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭♦ ❧❛ %❛ ❛ ❞❡

❢❛❧ ♦ ♣♦ ✐%✐✈♦ ✮ ♣❛1❛ ✉♥  ✐ %❡♠❛ ❝❧❛ ✐✜❝❛❞♦1 ❜✐♥❛1✐♦ ❛ ♠❡❞✐❞❛ 6✉❡  ✉ ✉♠❜1❛❧ ❞❡

❝❧❛ ✐✜❝❛❝✐7♥ ❡ ✈❛1✐❛❞♦✳ ❊❧ ❛♥,❧✐ ✐ ❘❖❈ ♣1♦✈❡❡ %J❝♥✐❝❛ ♣❛1❛  ❡❧❡❝❝✐♦♥❛1 ♣♦ ✐❜❧❡ 

♠♦❞❡❧♦ 7♣%✐♠♦ ② ❞❡ ❝❛1%❛1 ♠♦❞❡❧♦ ♥♦✲7♣%✐♠♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥%❡♠❡♥%❡ ❞❡❧ ❝♦♥%❡①%♦

♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐ %1✐❜✉❝✐7♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ ❡✳

❈♦♥❝❡♣&♦ ❇()✐❝♦

❯♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝❧❛ ✐✜❝❛❝✐7♥ ❡ ✉♥ ♠❛♣❡♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥%♦ ❞❡ ♠✉❡ %1❛ ❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥%♦

❞❡ ❝❧❛ ❡ ♦ ❣1✉♣♦ ✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛ ♦ ❜✐♥❛1✐♦✱ ❡❧ 1❡ ✉❧%❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ ✐✜❝❛❝✐7♥ ♣✉❡❞❡ %♦♠❛1 ✷

❡ %❛❞♦ ✱ ♣♦1 ❡❥❡♠♣❧♦✱ ♣♦ ✐%✐✈♦ ✭♣✮ ② ♥❡❣❛%✐✈♦ ✭♥✮✳ ❊①✐ %❡♥ ❡♥%♦♥❝❡ ❝✉❛%1♦ ♣♦ ✐❜❧❡ 

1❡ ✉❧%❛❞♦ ❧7❣✐❝♦ ❞❡❧ ❝❧❛ ✐✜❝❛❞♦1 ❜✐♥❛1✐♦ 6✉❡  ♦♥✿ ✭❚E✮ ❚1✉❡✲E♦ ✐%✐✈❡ ♦ ✈❡1❞❛❞❡1♦

♣♦ ✐%✐✈♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦1 ❞❡ ❧❛ ♣1❡❞✐❝❝✐7♥ ❡ ♣ ② ❡❧ ✈❛❧♦1 1❡❛❧ ❡ ♣✱ ✭❋E✮ ❋❛❧ ❡✲E♦ ✐%✐✈❡

♦ ❢❛❧ ♦ ♣♦ ✐%✐✈♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦1 ❞❡ ❧❛ ♣1❡❞✐❝❝✐7♥ ❡ ♣ ② ❡❧ ✈❛❧♦1 1❡❛❧ ❡ ♥✱ ✭❚◆✮ ❚1✉❡✲

◆❡❣❛%✐✈❡ ♦ ✈❡1❞❛❞❡1♦ ♥❡❣❛%✐✈♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦1 ❞❡ ❧❛ ♣1❡❞✐❝❝✐7♥ ❡ ♥ ② ❡❧ ✈❛❧♦1 1❡❛❧ ❡ 

♥✱ ② ✜♥❛❧♠❡♥%❡ ✭❋◆✮ ❋❛❧ ❡✲◆❡❣❛%✐✈❡ ♦ ❢❛❧ ♦ ♥❡❣❛%✐✈♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦1 ❞❡ ❧❛ ♣1❡❞✐❝❝✐7♥

❡ ♥❡❣❛%✐✈♦ ② ❡❧ ✈❛❧♦1 1❡❛❧ ❡ ♣♦ ✐%✐✈♦✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉1❛ ✶✳✺ ♣♦❞❡♠♦ ✈❡1 ❞❡ ♠❛♥❡1❛ ❣1,✜❝❛

❡❧ ❝♦♥❝❡♣%♦ ❞❡ ❧♦ 1❡ ✉❧%❛❞♦ ✳

❆ ♣❛1%✐1 ❞❡ ❡ %♦ ✈❛❧♦1❡  ❡ ♣✉❡❞❡♥ ❣❡♥❡1❛1 ✉♥❛  ❡1✐❡ ❞❡ ♠❡❞✐❞❛ 6✉❡ ❛②✉❞❛♥ ❛ ❧❛

❞❡ ❝1✐♣❝✐7♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝❧❛ ✐✜❝❛❞♦1✿

❙❡♥ ✐❜✐❧✐❞❛❞ ♦ ❚1✉❡ E♦ ✐%✐✈❡ ❘❛%❡ ✭❚E❘✮✿ TPR = TP/P = TP/(TP + FN)

❋❛❧ ❡ E♦ ✐%✐✈❡ ❘❛%❡ ✭❋E❘✮✿ FPR = FP/N = FP/(FP + TN)

❊①❛❝%✐%✉❞ ♦ ❆❝❝✉1❛❝② ✭❆❈❈✮✿ ACC = (TP + TN)/(P +N)

✶✹



SPC = TN/N = TN/(FP + TN) = 1 −
FPR

(PPV ) : PPV = TP/(TP + FP )

NPV = TN/(TN + FN)

FDR = FP/(FP + TP )

X Y
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❡❧ ✈❛❧♦% &♣(✐♠♦ ❞❡ ❝❧❛-✐✜❝❛❝✐&♥ -❡ ❡♥❝✉❡♥(%❛ ❡♥ ❧❛ ❡-1✉✐♥❛ -✉♣❡%✐♦% ✐③1✉✐❡%❞❛ ❞❡ ❧❛
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♣✉❡❞❡ 4❡) ✐♥❤✐❜✐❞♦ ❝♦♥ ✉♥ ❞✐❛❣♥345✐❝♦ ② 5)❛5❛♠✐❡♥5♦ 5❡♠♣)❛♥♦4✳ ❆✉♥<✉❡ ❧❛ ✈✐4✐3♥ 4❡

❛❧5❡)❛ ♥♦)♠❛❧♠❡♥5❡ ❡♥ ❡5❛♣❛4 ❛✈❛♥③❛❞❛4 ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡)♠❡❞❛❞✱ ♠✉❝❤♦4 ♣❛❝✐❡♥5❡4 ♣❡)♠❛✲

♥❡❝❡♥ 4✐♥ ❞✐❛❣♥345✐❝♦ ❡♥ ❧❛4 ❡5❛♣❛4 5❡♠♣)❛♥❛4 ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ 5)❛5❛♠✐❡♥5♦ ❡4 ♠94 ❡❢❡❝5✐✈♦✱

♣♦) 5❛♥5♦✱ ❡❧ ❝❤❡<✉❡♦ ❡♥ ♠❛4❛ ❞❡ 5♦❞♦4 ❧♦4 ♣❛❝✐❡♥5❡4✱ ✐♥❝❧✉4♦ ❧♦4 <✉❡ ♥♦ 5✐❡♥❡♥ ✐♠✲

♣❡❞✐♠❡♥5♦4 ❡♥ ❧❛ ✈✐4✐3♥✱ ❛②✉❞❛)N❛ ❛ ❞✐❛❣♥♦45✐❝❛) 5❡♠♣)❛♥❛♠❡♥5❡ ❧❛ ❡♥❢❡)♠❡❞❛❞ ♣❛)❛

✉♥ 5)❛5❛♠✐❡♥5♦ 3♣5✐♠♦✳ ❯♥ ❞✐❛❣♥345✐❝♦ ❛✉5♦♠95✐❝♦ ♦ 4❡♠✐✲❛✉5♦♠95✐❝♦ ♣♦❞)N❛ 5❡♥❡)

❧❛4 4✐❣✉✐❡♥5❡4 ✈❡♥5❛❥❛4✿

❘❡❞✉❝❝✐3♥ ❞❡ ❧♦4 )❡❝✉)4♦4 ♥❡❝❡4❛)✐♦4 ❡♥ 5=)♠✐♥♦4 ❞❡ ❡4♣❡❝✐❛❧✐45❛4 ♠=❞✐❝♦4✳

❘❡❞✉❝❝✐3♥ ❞❡❧ 5✐❡♠♣♦ ❞❡ ❞✐❛❣♥345✐❝♦✳

✶✼



❈❛♣#$✉❧♦ ✷

❉❡"❡❝❝✐%♥ ❛✉"♦♠+"✐❝❛ ❞❡ ♣❛"♦❧♦❣0❛1 ❝♦♠♦✿ ♠✐❝3♦❛♥❡✉3✐1♠❛1✱ ❡①✉❞❛❞♦1 ❞✉3♦1 ②

1✉❛✈❡1✱ ❤❡♠♦33❛❣✐❛1 ② ❡❞❡♠❛✳

❉❡"❡❝❝✐%♥ ❞❡❧ +3❜♦❧ ✈❛1❝✉❧❛3✳

▼❡❞✐❞❛1 ❞❡ ❧❛1 ♣❛"♦❧♦❣0❛1 ❞❡"❡❝"❛❞❛1 <✉❡ 1♦♥ ❞✐❢0❝✐❧❡1 ♦ <✉❡ 3❡<✉✐❡3❡♥ ♠✉❝❤♦

"✐❡♠♣♦ ❝✉❛♥❞♦ 1❡ ❤❛❝❡♥ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥"❡✳

❊♥ ❝✉❛♥"♦ ❛❧ ♠♦♥✐"♦3❡♦✱ ♣❛3❛ ❡✈❛❧✉❛3 ❧❛ ❡✈♦❧✉❝✐%♥ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡3♠❡❞❛❞ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛❝✐❡♥"❡✱

❧♦1 ❡1♣❡❝✐❛❧✐1"❛1 ♥❡❝❡1✐"❛♥ ❝♦♠♣❛3❛3 ✐♠+❣❡♥❡1 "♦♠❛❞❛1 ❡♥ ❞✐❢❡3❡♥"❡1 ❡①❛♠✐♥❛❝✐♦♥❡1

♠?❞✐❝❛1✱ ❡1"♦ ♣❡3♠✐"❡✿

❊✈❛❧✉❛3 ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛❝✐❡♥"❡ ❧❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦1 "3❛"❛♠✐❡♥"♦1 ♦❢"❛❧♠♦❧%❣✐❝♦1 ②

❞✐❛❜?"✐❝♦1✳

❊✈❛❧✉❛3 ❧❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ♥✉❡✈♦1 ♠?"♦❞♦1 "❡3❛♣?✉"✐❝♦1 ❡♥ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐%♥ ❡1♣❡❝0✲

✜❝❛ ❞❡ ♣❛❝✐❡♥"❡1✳

❖❜1❡3✈❛3 ❡❧ ❞❡1❛33♦❧❧♦ ❞❡ ✉♥❛ ❧❡1✐%♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ♣♦3 ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❡♥ ❡❧ ❡1"✉❞✐♦ ❞❡

❧❛1 "❛1❛1 ❞❡ ❛♣❛3✐❝✐%♥ ② ❞❡1❛♣❛3✐❝✐%♥ ❡♥ ♠✐❝3♦❛♥❡✉3✐1♠❛1 ✭♠✐❝,♦❛♥❡✉,②0♠ $✉,♥✲

♦✈❡, ✮✳

❙✐♥ ❡♠❜❛3❣♦✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛3❛❝✐%♥ ❞❡ ✐♠+❣❡♥❡1 "♦♠❛❞❛1 ❡♥ ❞✐❢❡3❡♥"❡1 ♠♦♠❡♥"♦1 ❡1 ✉♥❛

"❛3❡❛ <✉❡ ❞❡♠❛♥❞❛ ♠✉❝❤♦ "✐❡♠♣♦ ② ❡1"+ 1✉❥❡"❛ ❛ ❡33♦3❡1 ❤✉♠❛♥♦1 ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛1

❞✐1"♦31✐♦♥❡1 ❡♥"3❡ ❧❛1 ✐♠+❣❡♥❡1 <✉❡ ❤❛❝❡ ❞✐❢0❝✐❧ 1✉ 1✉♣❡3♣♦1✐❝✐%♥ ② ❧❛ ❣3❛♥ ❝❛♥"✐❞❛❞ ❞❡

❧❡1✐♦♥❡1 <✉❡ ❞❡❜❡♥ 1❡3 ❝♦♠♣❛3❛❞❛1✱ ♣♦3 ❡1♦✱ ✉♥❛ 1♦❧✉❝✐%♥ ❛1✐1"✐❞❛ ♣♦3 ❝♦♠♣✉"❛❞♦3❛

♣❛3❛ ❡1"❛1 "❛3❡❛1 ❡1 ♥❡❝❡1❛3✐❛✳ ❆♣❛3"❡ ❛ ❧❛ ❞❡"❡❝❝✐%♥ ❛✉"♦♠+"✐❝❛ ❞❡ ♣❛"♦❧♦❣0❛1✱ ❡1"❛

1♦❧✉❝✐%♥ ♥❡❝❡1✐"❛ ✉♥ ❛❧❣♦3✐"♠♦ ❞❡ 3❡❣✐1"3♦ 3♦❜✉1"♦ ❜❛1❛❞♦ ❡♥ ❝❛3❛❝"❡301"✐❝❛1 ❞❡ ❧❛

✐♠❛❣❡♥✱ ❛❧❣✉♥♦1 ❞❡ ❡1"♦1 ❛❧❣♦3✐"♠♦1 1❡ ❤❛♥ ♣3♦♣✉❡1"♦ ❡♥ ❬❩❛♥❛✱ ✶✾✾✾❪✱ ❬M✐♥③ ❡$ ❛❧✳✱

✶✾✾✽❪ ② ❬❩❛♥❛ ② ❑❧❡✐♥✱ ✶✾✾✾❪✳

✷✳✶✳✶✳ ❈♦%%❡❝❝✐)♥ ❞❡ ■❧✉♠✐♥❛❝✐)♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦%♠❡

▲❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐%♥ ✐♥❛❞❡❝✉❛❞❛ ❞❡ ❧❛ ❡1❝❡♥❛ ❛10 ❝♦♠♦ ❧❛1 ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡1 ✐♥❛♣3♦♣✐❛❞❛1 ❡♥

❝❛♣"✉3❛ ❞❡ ❧❛ ♠✐1♠❛✱ ♣♦3 ❡❥❡♠♣❧♦✱ ✉♥❛ ♣♦1✐❝✐%♥ ❞❡1❛❥✉1"❛❞❛ ❞❡❧ 1✐1"❡♠❛ ❞❡ ❝❛♣"✉3❛

❞❡ ✐♠❛❣❡♥✱ ♣✉❡❞❡♥ ✐♥"3♦❞✉❝✐3 ❞✐1"♦31✐♦♥❡1 1❡✈❡3❛1 ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞✐❣✐"❛❧ 3❡1✉❧"❛♥"❡✳

❊1"❛1 ❞✐1"♦31✐♦♥❡1 1♦♥ ♣❡3❝✐❜✐❞❛1 ✉1✉❛❧♠❡♥"❡ ❝♦♠♦ ✈❛3✐❛❝✐♦♥❡1 ❞❡ ✐♥"❡♥1✐❞❛❞ ❧❡♥"❛1

❡♥ "♦❞❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦ ✈❛3✐❛❝✐♦♥❡1 3❡♣❡♥"✐♥❛1 ❡♥ ❧♦1 ❜♦3❞❡1 ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊1"❡ ❡❢❡❝"♦ ❡1

❧❧❛♠❛❞♦ ❝♦♠R♥♠❡♥"❡ ■♥"❡♥1✐❞❛❞ ♥♦✲❤♦♠♦❣?♥❡❛ ✭✐♥$❡♥0✐$② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐$② ✮✱ ■❧✉♠✐♥❛✲

❝✐%♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦3♠❡ ✭✐♥$❡♥0✐$② ♥♦♥✉♥✐❢♦,♠✐$② ✮✱ ❙♦♠❜3❡❛❞♦ ✭0❤❛❞✐♥❣✮ ♦ ❝❛♠♣♦ ❞❡ 1❡1❣♦

✭❜✐❛0 ✜❡❧❞ ✮✳

▲❛1 ✐♠+❣❡♥❡1 ❞❡ 3❡"✐♥❛ 1♦♥ ❛❞<✉✐3✐❞❛1 ❝♦♥ ✉♥❛ ❝+♠❛3❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ <✉❡ 3❡❝✐❜❡ ❧❛

❧✉③ 3❡✢❡❥❛❞❛ ❞❡ ❧❛ 1✉♣❡3✜❝✐❡ ❞❡ ❧❛ 3❡"✐♥❛ ② ❡1 3❡❣✐1"3❛❞❛ ♣♦3 ✉♥ 1❡♥1♦3✱ ♣♦3 ❡❥❡♠♣❧♦

❈❈❉✳ ❆ ♠❡♥✉❞♦ ❧❛1 ✐♠+❣❡♥❡1 ♦❜"❡♥✐❞❛1 "✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐%♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦3♠❡ ② ♣♦3

❧♦ "❛♥"♦ 1❡ ♣3❡1❡♥"❛ ✈❛3✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦1✐❞❛❞ ② ❝♦♥"3❛1"❡ ❧♦❝❛❧✳ ❊1"❡ ♣3♦❜❧❡♠❛

❛❢❡❝"❛ 1❡3✐❛♠❡♥"❡ ❛❧ ♣3♦❝❡1♦ ❞❡ ❞✐❛❣♥%1"✐❝♦ ② ♣♦3 1✉♣✉❡1"♦ 1✉ 3❡1✉❧"❛❞♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛
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 ✉❡ ❧❛% ❧❡%✐♦♥❡% ❡♥ ❛❧❣✉♥❛% *+❡❛% ♣✉❡❞❡♥ ❧❧❡❣❛+ ❛ %❡+ ❞✐❢/❝✐❧❡% ❞❡ +❡❝♦♥♦❝❡+ ♣❛+❛ ✉♥

♦❜%❡+✈❛❞♦+ ❤✉♠❛♥♦✳ 6♦+ ♦7+♦ ❧❛❞♦✱ ❞✐❢❡+❡♥7❡% ♠97♦❞♦% ❞❡ ❛♥*❧✐%✐% ❛✉7♦♠*7✐❝♦ ❜❛%❛❞♦

❡♥ ❝♦♠♣✉7❛❞♦+❛ %❡ ❤❛♥ ♣+♦♣✉❡%7♦ ♣❛+❛ ❛②✉❞❛+ ❛❧ ❡%♣❡❝✐❛❧✐%7❛ ♠9❞✐❝♦ ♣❛+❛ ♦❜7❡♥❡+

✐♥❢♦+♠❛❝✐;♥ <7✐❧ ❞❡ ❧❛% ✐♠*❣❡♥❡%✱ ♣♦+ ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❝*❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ 7♦+7✉♦%✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛% ✈❡♥❛%

♦ ❞❡7❡❝❝✐;♥ ❞❡ ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐%♠❛% ② ❡①✉❞❛❞♦%✳ ▲❛% ✐♠*❣❡♥❡% ❝♦♥ ✉♥❛ ❛❧7❛ ✈❛+✐❛❜✐❧✐❞❛❞

❡♥ ❝♦♥7+❛%7❡ ❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐;♥✱ ✐♥7+❛ ❡ ✐♥7❡+ ✐♠❛❣❡♥ %♦♥ ❡①7+❡♠❛❞❛♠❡♥7❡ ❞✐❢/❝✐❧❡% ❞❡ ❛♥❛✲

❧✐③❛+ ❝♦♥ ❧♦% ♠97♦❞♦% ❛✉7♦♠*7✐❝♦% ♣+♦♣✉❡%7♦% ② ❧♦% +❡%✉❧7❛❞♦% ♣✉❡❞❡♥ %❡+ ❞❡%❛%7+♦%♦%✱

♣♦+ ❧♦ 7❛♥7♦✱ ✉♥ ♣+✐♠❡+ ♣❛%♦ ❡% ❧❛ ♥♦+♠❛❧✐③❛❝✐;♥ ♦ ❡%7❛♥❞❛+✐③❛❝✐;♥ ❞❡ ✐♠*❣❡♥❡% ❧❛

❝✉❛❧ ❝♦♥%✐%7❡ ❧❧❡✈❛+ 7♦❞❛% ❧❛% ✐♠*❣❡♥❡% ❛ ❛♥❛❧✐③❛+ ❛ ✉♥ ✈❛❧♦+ ❡%7*♥❞❛+ ❡♥ ❝♦♥7+❛%7❡

② ❧✉♠✐♥♦%✐❞❛❞ ♣❛+❛ +❡❛❧✐③❛+ ❝♦++❡❝7❛♠❡♥7❡ %✉ ❛♥*❧✐%✐% ② ❝♦♠♣❛+❛❝✐;♥ ❬●+✐%❛♥ ❡) ❛❧✳✱

✷✵✵✻❪✳

6❛+❛ ♣♦❞❡+ +❡❛❧✐③❛+ ✉♥❛ ♥♦+♠❛❧✐③❛❝✐;♥ ❝♦++❡❝7❛ ❡♥ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦%✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

❡% ♣+❡❝✐%♦ ❡♥❝♦♥7+❛+ ♣+✐♠❡+♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❛❞❡❝✉❛❞♦  ✉❡ +❡♣+❡%❡♥7❡ ❡❧ %❡%❣♦ ♦ ❧❛

♥♦✲✉♥✐❢♦+♠✐❞❛❞ ♣+❡%❡♥7❡✳ ▲❛ ❤✐♣;7❡%✐%  ✉❡ %❡ ❛❝❡♣7❛ ❡♥ ❣❡♥❡+❛❧ ❛❝❡+❝❛ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲

❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ %✉♣♦♥❡  ✉❡ %❡ ♠❛♥✐✜❡%7❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛

❢✉♥❝✐;♥  ✉❡ ✈❛+/❛ %✉❛✈❡♠❡♥7❡ ❡♥ ❡❧ ❡%♣❛❝✐♦ ②  ✉❡ ❛❧7❡+❛ ❧❛% ✐♥7❡♥%✐❞❛❞❡% ❡♥ ❝❛❞❛

♣✉♥7♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥  ✉❡ ❞❡ ♦7+❛ ♠❛♥❡+❛ %❡+/❛♥ ❝♦♥%7❛♥7❡% ♣❛+❛ ❡❧ ♠✐%♠♦ 7✐♣♦ ❞❡

7❡❥✐❞♦ %✐♥ ✐♠♣♦+7❛+ %✉ ♣♦%✐❝✐;♥✳ ❊♥ ❧❛ ❢♦+♠❛ ♠*% %✐♠♣❧❡✱ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❛%✉♠❡  ✉❡ ❧❛

♥♦✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞ ❡% ♠✉❧7✐♣❧✐❝❛7✐✈❛ ♦ ❛❞✐7✐✈❛✱ ❡% ❞❡❝✐+✱ ❡❧ ❝❛♠♣♦ ♥♦✲

✉♥✐❢♦+♠❡ %❡ ♠✉❧7✐♣❧✐❝❛ ♦ %❡ %✉♠❛ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ +❡❛❧✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡ ❧❛% ✐♠*❣❡♥❡%

❞❡ +❡%♦♥❛♥❝✐❛ ♠❛❣♥97✐❝❛ %❡ ✉%❛ ❝♦♥ ❢+❡❝✉❡♥❝✐❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠✉❧7✐♣❧✐❝❛7✐✈♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ %✉

❝♦♥%✐%7❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣+♦❝❡%♦ ❢/%✐❝♦ ❞❡ ❛❞ ✉✐%✐❝✐;♥ ② ❝♦♥ ❧❛ %❡♥%✐❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ❜♦❜✐♥❛ ❞❡

+❡❝❡♣❝✐;♥ ❬❱♦✈❦ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

❊♥ +❡%♦♥❛♥❝✐❛ ♠❛❣♥97✐❝❛ ✭▼❘ ✲ ▼❛❣♥❡)✐❝ ❘❡2♦♥❛♥❝❡✮✱ ♣♦+ ❡❥❡♠♣❧♦✱ %❡ ❤❛♥ ♣+♦♣✉❡%✲

7♦ ❞✐❢❡+❡♥7❡% ♠♦❞❡❧♦% ❞❡ ❢♦+♠❛❝✐;♥ ❞❡ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ ❧❛ ❧✐7❡+❛7✉+❛✱ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❝♦♠♦

✐♥7❡+❛❝7<❛♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❧✐❜+❡ ❞❡ %❡%❣♦✱ u(x)✱ ❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞ ♥♦✲❤♦♠♦❣9♥❡♦✱

b(x) ② ❡❧ +✉✐❞♦ n(x) ❬❱♦✈❦ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❯♥♦ ❞❡ ❧♦% ♠♦❞❡❧♦% ♣+♦♣✉❡%7♦% ❛%✉♠❡  ✉❡ ❡❧

+✉✐❞♦ ❡% ❛♣+♦①✐♠❛❞♦ ♣♦+ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐;♥ ❞❡ ❞❡♥%✐❞❛❞ ❞❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ●❛✉%✐❛♥❛ ♣+♦♣✐❛

❞❡❧ ❡%❝*♥❡+ ② ♣♦+ 7❛♥7♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥7❡ ❞❡❧ %❡%❣♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞✱ ♣♦+ 7❛♥7♦✱ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

❛❞ ✉✐+✐❞❛ v(x) %❡ ♠♦❞❡❧❛ ❝♦♠♦✿

v(x) = u(x)b(x) + n(x) ✭✷✳✶✮

❊♥ ♦7+♦ ♠♦❞❡❧♦ %♦❧♦ %❡ ❝♦♥%✐❞❡+❛ ❡❧ +✉✐❞♦ ❜✐♦❧;❣✐❝♦  ✉❡ ❡% ❡%❝❛❧❛❞♦ ❡♥ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞ ♣♦+

❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡ %❡%❣♦ b(x) ❞❡ ❢♦+♠❛  ✉❡ ❧❛ +❡❧❛❝✐;♥ %❡T❛❧ ❛ +✉✐❞♦ ✭❘❙❘ ♦ ❙◆❘ ♣♦+ %✉%

%✐❣❧❛% ❡♥ ✐♥❣❧9%✮ ❡% ♣+❡%❡+✈❛❞❛✿

v(x) = (u(x) + n(x))b(x) ✭✷✳✷✮

❊❧ 7❡+❝❡+ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❢♦+♠❛❝✐;♥ ❞❡ ✐♠*❣❡♥❡% ❡%7* ❜❛%❛❞♦ ❡♥ ❧❛ 7+❛♥%❢♦+♠❛❝✐;♥ ❧♦❣❛✲

+/7♠✐❝❛ ❞❡ ❧❛% ✐♥7❡♥%✐❞❛❞❡% ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❝❛♠♣♦ ❞❡ ✐♥7❡♥%✐❞❛❞ ♥♦✲❤♦♠♦❣9♥❡♦ ♠✉❧7✐♣❧✐✲

❝❛7✐✈♦ ♣❛%❛ ❛ %❡+ ❛❞✐7✐✈♦✿

log(v(x)) = log(u(x)) + log(b(x)) + n(x) ✭✷✳✸✮

❊♥ ❧❛% <❧7✐♠❛% ❞9❝❛❞❛% %❡ ❤❛♥ ♣+♦♣✉❡%7♦ ❞✐✈❡+%♦% ♠97♦❞♦% ❞❡ ❝♦++❡❝❝✐;♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐✲

♥❛❝✐;♥ ♥♦✲❤♦♠♦❣9♥❡❛✳ ❊♥ ❬❱♦✈❦ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ %❡ ♣+♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ❝❧❛%✐✜❝❛❝✐;♥ ♠❛❝+♦ ❡♥

✶✾



❈❛♣#$✉❧♦ ✷

✷ ❣"✉♣♦& ❧❧❛♠❛❞♦& )*♦+♣❡❝$✐✈❛✭❢✉-✉"♦✱ ♣♦&✐❜❧❡✮ ② ❘❡$*♦+♣❡❝$✐✈❛ ✭"❡-"♦&♣❡❝-✐✈♦✱ "❡-"♦✲

❛❝-✐✈♦✮✳ ❊❧ ♣"✐♠❡"♦ &❡ "❡✜❡"❡ ❛ ❧❛ ❝❛❧✐❜"❛❝✐:♥ ② ♠❡❥♦"❛♠✐❡♥-♦ ❞❡❧ ♣"♦❝❡&♦ ❢=&✐❝♦ ❞❡

❛❞>✉✐&✐❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♠✐❡♥-"❛& >✉❡ ❡❧ &❡❣✉♥❞♦ &❡ ❝❡♥-"❛ ❡①❝❧✉&✐✈❛♠❡♥-❡ ❡♥ ❧❛ ✐♥✲

❢♦"♠❛❝✐:♥ >✉❡ ♣"♦✈❡❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❞>✉✐"✐❞❛ ② ❛❧❣✉♥❛& ✈❡❝❡& ❛❧❣@♥ -✐♣♦ ❞❡ ✐♥❢♦"♠❛❝✐:♥

❛✲♣*✐♦*✐✳ ▲❛ ❝❧❛&✐✜❝❛❝✐:♥ ❝♦♠♣❧❡-❛ ❡& ❬❱♦✈❦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❑✉❜❡❝❦❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✿

)*♦+♣❡❝$✐✈❛

• ❋❛♥-❛&♠❛✳

• ▼@❧-✐♣❧❡& ❜♦❜✐♥❛&✳

• ❙❡❝✉❡♥❝✐❛& ❡&♣❡❝✐❛❧❡&✳

❘❡$*♦+♣❡❝$✐✈❛

• ❋✐❧-"❛❞♦✳

◦ ❍♦♠♦♠:"✜❝♦✳

◦ ▼P&❝❛"❛ ❯♥+❤❛*♣ ❍♦♠♦♠:"✜❝❛✳

• ❆❥✉&-❡ ❞❡ &✉♣❡"✜❝✐❡✳

◦ ■♥-❡♥&✐❞❛❞✳

◦ ●"❛❞✐❡♥-❡✳

• ❙❡❣♠❡♥-❛❝✐:♥✳

◦ ▼P①✐♠❛ ♣"♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ✭▼▲✱ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✮✱ ▼P①✐♠♦ ❛✲

♣♦&-❡"✐♦"✐ ✭▼❆)✮✳

◦ ❆❧❣♦"✐-♠♦ ❝♦♥ ❧:❣✐❝❛ ❜♦""♦&❛ ❞❡ ❈✲♠❡❞✐❛&✳

◦ ◆♦ ♣❛"❛♠V-"✐❝♦✳

• ❍✐&-♦❣"❛♠❛✳

◦ ▼❛①✐♠✐③❛❝✐:♥ ❞❡ ❛❧-❛ ❢"❡❝✉❡♥❝✐❛✳

◦ ▼✐♥✐♠✐③❛❝✐:♥ ❞❡ ✐♥❢♦"♠❛❝✐:♥✳

◦ ❈♦-❡❥♦ ❞❡ ❤✐&-♦❣"❛♠❛&✳

• ❖-"♦&✳

❯♥ ♦♣❡"❛❞♦" ❞❡ ❝♦""❡❝❝✐:♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐:♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦"♠❡ ♦ &♦♠❜"❛ ✐♥-❡♥-❛ "❡♠♦✈❡" ❧❛

✐♥❢♦"♠❛❝✐:♥ ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊&-♦ ♣✉❡❞❡ ❤❛❝❡"&❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦ ✉♥❛ ❛♣"♦①✐♠❛❝✐:♥

❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ✭♣♦" ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❝♦♥ ✉♥ ✜❧-"♦ ♣❛&❛ ❜❛❥♦& ♦ ❡❧ ❛❥✉&-❡ ❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧✮ ②

❧✉❡❣♦ "❡❛❧✐③❛" ✉♥❛ &✉&-"❛❝❝✐:♥ ❡♥-"❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦"✐❣✐♥❛❧ ② ❧❛ ❛♣"♦①✐♠❛❝✐:♥ ❡♥❝♦♥-"❛❞❛

✭❝✉❛♥❞♦ &❡ ❛&✉♠❡ >✉❡ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐:♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦"♠❡ ♣"❡&❡♥-❛ ✉♥❛ ♥❛-✉"❛❧❡③❛ ❛❞✐-✐✈❛

❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✮✳ [❛"❛ ❡✈✐-❛" ✈❛❧♦"❡& ♥❡❣❛-✐✈♦& ✉&✉❛❧♠❡♥-❡ &❡ ❛❞✐❝✐♦♥❛ ✉♥❛ ❝♦♥&-❛♥-❡

❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❛✿

[SC(f)](x) = f(x)− [A(f)]x + c. ✭✷✳✹✮

❉♦♥❞❡ [SC(f)](x) ❡& ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦""❡❣✐❞❛ ❡♥ ❧✉♠✐♥♦&✐❞❛❞✱ [A(f)]x ❝♦""❡&♣♦♥❞❡ ❛

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛♣"♦①✐♠❛❝✐:♥ ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ② c ✉♥❛ ❝♦♥&-❛♥-❡✳ ❊♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦""❡❣✐❞❛✱ ❧♦&

✷✵



❊❙❚❆❉❖ ❉❊▲ ❆❘❚❊

✈❛❧♦$❡& ❞❡ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❣$✐& ❞❡♣❡♥❞❡♥ ,♥✐❝❛♠❡♥/❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐❢❡$❡♥❝✐❛ ❡♥/$❡ ❡❧ ✈❛❧♦$ ♦$✐❣✐♥❛❧

② ❡❧ ✈❛❧♦$ ❞❡ ❛♣$♦①✐♠❛❝✐3♥ ❬❏❛&❥✐/ ❙✳ ❙✉$✐✱ ✷✵✵✺❪✳

❊❧ ❡❢❡❝/♦ ❞❡ &♦♠❜$❡❛❞♦ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦$♠❡ ❡& ✉♥❛ ❢✉♥❝✐3♥ A✉❡

✈❛$B❛ ❧❡♥/❛♠❡♥/❡ ❝♦♥ ❧❛& ❝♦♦$❞❡♥❛❞❛& ❡&♣❛❝✐❛❧❡&✱ ❡& ❞❡❝✐$✱ ♣$❡&❡♥/❛ ❝♦♥/❡♥✐❞♦ ❞❡

❜❛❥❛& ❢$❡❝✉❡♥❝✐❛& ,♥✐❝❛♠❡♥/❡✱ ♣♦$ ❧♦ /❛♥/♦ ♣♦❞$B❛ &❡$ &❡♣❛$❛❞♦ ♣♦$ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥

✜❧/$♦ ♣❛&❛ ❜❛❥♦&✳

❊& ♣♦&✐❜❧❡ $❡❛❧✐③❛$ ❡&/❡ ✜❧/$❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❋♦✉$✐❡$✱ ♣❡$♦ ❤❛ &✐❞♦ ♠✉❝❤♦

♠G& ❝♦♠,♥ ❤❛❝❡$❧♦ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❡&♣❛❝✐❛❧ ❝♦♥ ✜❧/$❛❞♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛ ♦ ♠❡❞✐❛♥❛ ❝♦♥

✈❡♥/❛♥❛& ❞❡ ❣$❛♥ /❛♠❛H♦✳ ❊♥ ❡❧ ♣❛&❛❞♦ &❡ &♦❧B❛ ♣$❡❢❡$✐$ ❡❧ ✉&♦ ❞❡❧ ✜❧/$♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛✱

&✐♥ ❡♠❜❛$❣♦✱ ❡❧ ✜❧/$♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛ ♣$❡&❡♥/❛ ♠❡❥♦$❡& $❡&✉❧/❛❞♦& ❡♥ ❧❛ ❝♦♥&❡$✈❛❝✐3♥ ❞❡

❜♦$❞❡& ② ❡♥ ❣❡♥❡$❛❧ ♣$♦❞✉❝❡ ♠❡❥♦$❡& $❡&✉❧/❛❞♦& ❡♥ ✐♠G❣❡♥❡& ❞❡ $❡/✐♥❛✳ ❆❤♦$❛ A✉❡

❡①✐&/❡♥ ❞✐❢❡$❡♥/❡& ❢♦$♠❛& ❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❛❝✐3♥ ❡✜❝✐❡♥/❡ ❞❡ ❡&/❡ ❛❧❣♦$✐/♠♦✱ ❡❧ ✜❧/$❛❞♦

❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛ &❡ ❤❛ ✉&❛❞♦ ♠G& ❡♥ ❛H♦& $❡❝✐❡♥/❡& ❬❉♦✉❣❤❡$/②✱ ✷✵✶✶❪✳

❊❧ /❛♠❛H♦ ❞❡❧ ❦❡*♥❡❧ ♦ ✈❡♥/❛♥❛ ❞❡❧ ✜❧/$♦ ❞❡❜❡ &❡$ ❞❡/❡$♠✐♥❛❞♦ ♣♦$ ❢❛❝/♦$❡& ❝♦♠♦ ❧❛

$❡&♦❧✉❝✐3♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❡❧ /❛♠❛H♦ ❞❡ ❧❛& ❡&/$✉❝/✉$❛& ♣$❡&❡♥/❡& ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✭✈❛&♦&

&❛♥❣✉B♥❡♦&✱ ♠G❝✉❧❛✱ ❞✐&❝♦ 3♣/✐❝♦✮ ② ❡❧ /❛♠❛H♦ ❞❡ ❧❛& ❧❡&✐♦♥❡& ♣$❡&❡♥/❡& ✭❡①✉❞❛❞♦&✱

♠✐❝$♦❛♥❡✉$✐&♠❛&✱ ❡/❝✮✳ ❙✐ ❧❛& ❧❡&✐♦♥❡& ♦ ❡&/$✉❝/✉$❛& /✐❡♥❡♥ ✉♥ /❛♠❛H♦ ♣❡A✉❡H♦ ♥♦

✐♠♣♦$/❛ ❡❧ /❛♠❛H♦ ❞❡❧ ❦❡*♥❡❧ ♣✉❡& ❡♥ ❣❡♥❡$❛❧ &✐❡♠♣$❡ &❡$G ♠G& ❣$❛♥❞❡ A✉❡ ❧❛&

❧❡&✐♦♥❡&✱ ♣❡$♦ ❞❡ ♦/$❛ ❢♦$♠❛✱ &✐ ❧❛ ❧❡&✐3♥ ❡& ❞❡ /❛♠❛H♦ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ /❛♠❛H♦ ❞❡❧

❦❡*♥❡❧✱ ♣♦$ ❡❥❡♠♣❧♦✱ ✉♥❛ ❤❡♠♦$$❛❣✐❛ A✉❡ ♦❝✉♣❡ ✉♥❛ $❡❣✐3♥ ✐♠♣♦$/❛♥/❡ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

❞❡ $❡/✐♥❛✱ ❡❧ /❛♠❛H♦ ❞❡❧ ❦❡*♥❡❧ &❡ ❝♦♥✈✐❡$/❡ ❡♥ ✉♥❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❝$✉❝✐❛❧ ♣❛$❛ ❧❛ ♣♦&/❡$✐♦$

❞❡/❡❝❝✐3♥ ❛✉/♦♠G/✐❝❛ ❞❡ ❧❡&✐♦♥❡& ❞❡❜✐❞♦ ❛ A✉❡ ❡❧ ✜❧/$❛❞♦ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥❢✉♥❞✐$ ❧❛ ❧❡&✐3♥

❝♦♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦$♠❡ ❞❡❜✐❞♦ ❛ &✉ /❛♠❛H♦✳ N♦$ ❡&/❛ $❛③3♥✱ ❡♥ ❣❡♥❡$❛❧ &❡

♥❡❝❡&✐/❛♥ ♠O/♦❞♦& ❞❡ ❝♦$$❡❝❝✐3♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ♠G& &♦✜&/✐❝❛❞♦& A✉❡ ❧♦& ❞❡&❝$✐/♦&

♣❛$❛ ♦❜/❡♥❡$ ✉♥ $❡&✉❧/❛❞♦ ♠G& ❝♦♥✜❛❜❧❡✳

❊♥ ❬▲✐✉ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ &❡ ♣$♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦$♠❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧

❞❡ ♥❛/✉$❛❧❡③❛ ♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐✈❛✳ ❙❡ ❘❡❛❧✐③❛ ✉♥ ♣$♦❝❡&♦ ✐/❡$❛/✐✈♦ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧✱ ♣$✐♠❡$♦ ❡♥

✜❧❛& ② ❧✉❡❣♦ ❡♥ ❝♦❧✉♠♥❛&✱ ❛❥✉&/❛♥ ❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ A✉❡ ♠❡❥♦$ &❡ ❛❥✉&/❛ ❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥/♦ ❞❡

♣✉♥/♦& &♦❜$❡ ✉♥❛ ❧B♥❡❛✱ ✐❣✉❛❧♠❡♥/❡ ❡&♣❛❝✐❛❞♦& ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦❜/❡♥✐❞♦& ❛ ♣❛$/✐$ ❞❡ ✉♥

✜❧/$♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛♥❛✳ ❊&/♦& ♣✉♥/♦& &♦♥ ❛❝/✉❛❧✐③❛❞♦& ❡♥ ❝❛❞❛ ♣❛&♦ ❡❧✐♠✐♥❛♥❞♦ ❧♦& ♣✉♥/♦&

A✉❡ ♣$❡&❡♥/❛♥ ✉♥ ❡$$♦$ ♠❛②♦$ ❛ ✉♥ ♠G①✐♠♦ ♣$❡❡&/❛❜❧❡❝✐❞♦✳ ▲✉❡❣♦ ❞❡ ❧❛ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐3♥

❞❡ ❧♦& ♣✉♥/♦& ❞❡ ♠❛②♦$ ❡$$♦$ &❡ $❡♣✐/❡ ❡❧ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❛❥✉&/❡✳ ❊♥ ❬●♦♣❛❧ ❉❛// ❏♦&❤✐✱ ✷✵✵✽❪

♣$♦♣♦♥❡♥ ✉♥❛ ♠♦❞✐✜❝❛❝✐3♥ ❛❧ ❛❧❣♦$✐/♠♦ ♣$♦♣✉❡&/♦ ♣♦$ ❬❋♦$❛❝❝❤✐❛ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡❧ ❝✉❛❧

&❡ ❜❛&❛ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❛❞✐/✐✈♦✲♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐✈♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦$♠❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝$❡/♦✱

❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐♠❛❣❡♥ $❡&✉❧/❛❞♦ ❧❛ ♠♦❞❡❧❛♥ ❝♦♠♦✿ I = U · SM + SA ❞♦♥❞❡ U ❡& ❧❛

✐♠❛❣❡♥ ✐❞❡❛❧✱ I ❡& ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦❜&❡$✈❛❞❛✱ ② SM ② SA &♦♥ ❧♦& ❝♦♠♣♦♥❡♥/❡& ❛❞✐/✐✈♦ ②

♠✉❧/✐♣❧✐❝❛/✐✈♦ ❞❡ ❧❛ ♥♦ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥✳ N$♦♣♦♥❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛$ ❧❛ ❞✐&/❛♥❝✐❛

❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐& ♣❛$❛ ❝❛❞❛ ♣B①❡❧ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ /♦♠❛♥❞♦ ✈❛❧♦$❡& ❞❡ ♠❡❞✐❛ ② ❞❡&✈✐❛❝✐3♥

❡&/G♥❞❛$ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦& ❡♥ ✉♥❛ ✈❡♥/❛♥❛ ❞❡ /❛♠❛H♦ w×w ♣❛$❛ &❡❣♠❡♥/❛$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ ✷

♣❛$/❡&✿ ❢♦♥❞♦ ② ♥♦✲❢♦♥❞♦ ♣♦$ ✉♠❜$❛❧✐③❛❝✐3♥ ❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦$ t ✜❥♦✳ ❯♥❛ ✈❡③ A✉❡ &❡ /✐❡♥❡

❧❛ ♣$✐♠❡$❛ &❡❣♠❡♥/❛❝✐3♥✱ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❢♦♥❞♦ &❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛ µ ② ❧❛ ❞❡&✈✐❛❝✐3♥

❡&/G♥❞❛$ σ✱ A✉❡ &♦♥ ❧♦& ❡&/✐♠❛❞♦$❡& ❞❡ ❧♦& ❝♦♠♣♦♥❡♥/❡& SA ② SM $❡&♣❡❝/✐✈❛♠❡♥/❡✱

♣❛$❛ ♦❜/❡♥❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦$$❡❣✐❞❛ U = I−µ
σ
✳

✷✶



❈❛♣#$✉❧♦ ✷

✷✳✶✳✷✳ ❉❡%❡❝❝✐(♥ ❞❡ ❉✐+❝♦ -♣%✐❝♦

❊❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ $❡ ♣+❡$❡♥)❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❡$)+✉❝)✉+❛ ❝✐+❝✉❧❛+

❜+✐❧❧❛♥)❡ ❞❡ ❛❧)♦ ❝♦♥)+❛$)❡ ❝♦♥ ❡❧ ❢♦♥❞♦✱ ❝♦♠♦ $❡ ♠✉❡$)+❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✷✳✶✳ ❱❛+✐♦$

♠:)♦❞♦$ $❡ ❤❛♥ ♣+♦♣✉❡$)♦ ♣❛+❛ ❧❛ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❡♥ ✐♠<❣❡♥❡$ ❞✐❣✐)❛❧❡$ ❞❡

❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ❊♥ ❬❙✐♥)❤❛♥❛②♦)❤✐♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❡$ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❤❛❝✐❡♥❞♦

✉$♦ ❞❡ $✉ ❣+❛♥ ✈❛+✐❛❝✐'♥ ❡♥ ♥✐✈❡❧❡$ ❞❡ ❣+✐$✱ ❡$)❛ ❛♣+♦①✐♠❛❝✐'♥ ❤❛ ♠♦$)+❛❞♦ )❡♥❡+

❜✉❡♥♦$ +❡$✉❧)❛❞♦$ ❝✉❛♥❞♦ ❤❛② ♠✉② ♣♦❝❛$ ♣❛)♦❧♦❣E❛$ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✭♦ ♥♦ ❤❛②✮ ❞❡❜✐❞♦

❛ H✉❡ ❛❧❣✉♥♦$ ❡①✉❞❛❞♦$ ❛♣❛+❡❝❡♥ ❜+✐❧❧❛♥)❡$✱ ❡❧ ❝♦♥)♦+♥♦ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ♥♦ ❡$ ❤❛❧❧❛❞♦

❡♥ ❞✐❝❤♦ )+❛❜❛❥♦✳ ❊♥ ❬❚❛♠✉+❛ ② ❖❦❛♠♦)♦✱ ✶✾✽✽❪ ② ❡♥ ❬M✐♥③ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❡❧ ❝♦♥)♦+♥♦ ❞❡❧

❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❡$ ❞❡)❡❝)❛❞♦ ✉$❛♥❞♦ ❧❛ )+❛♥$❢♦+♠❛❞❛ ❍♦✉❣❤✱ ❡❧ ❣+❛❞✐❡♥)❡ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ $❡

❝❛❧❝✉❧❛ ② $❡ ❞❡)❡+♠✐♥❛ ❡❧ ❝E+❝✉❧♦ H✉❡ ♠❡❥♦+ $❡ ❛❥✉$)❛ ❛ :❧✱ ❡$)❛ ❛♣+♦①✐♠❛❝✐'♥ +❡H✉✐❡+❡

❞❡ ❜❛$)❛♥)❡ )✐❡♠♣♦ ❞❡ ♣+♦❝❡$❛♠✐❡♥)♦ ② +❡H✉✐❡+❡ H✉❡ $❡ ❝✉♠♣❧❛♥ ❛❧❣✉♥❛$ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡$

❡♥ ❧❛ ❣❡♦♠❡)+E❛ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ H✉❡ ♥♦ $✐❡♠♣+❡ ♦❝✉++❡✳ ❊♥ ❬❆❦✐)❛ ② ❑✉❣❛✱ ✶✾✽✷❪ ❡$

❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉♥ $❡❣✉✐♠✐❡♥)♦ ❞❡ ❧♦$ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉E♥❡♦$ ❛❧ ♦+✐❣❡♥✱ ❡❧ ♠:)♦❞♦ ❡$

❝✐❡+)❛♠❡♥)❡ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦$ ♠:)♦❞♦$ ♠<$ $❡❣✉+♦$ ② ❧'❣✐❝♦$ ♣❛+❛ ❧♦❝❛❧✐③❛+ ❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦

♣❡+♦ ❞❡♣❡♥❞❡ ❡♥ ❣+❛♥ ♠❡❞✐❞❛ ❡♥ ❧❛ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❞❡ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉E♥❡♦$✱ ❡♥ ❡$)❡ ❝❛$♦ ❡$

+❡❝♦♠❡♥❞❛❜❧❡ $❡♣❛+❛+ ❧❛$ )❛+❡❛$ ❞❡ $❡❣♠❡♥)❛❝✐'♥ ♣❛+❛ ♥♦ ❝❛❡+ ❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❝✐'♥ ❞❡

❡++♦+❡$ ② +❡❞✉❝✐+ ❡❧ )✐❡♠♣♦ ❞❡ ♣+♦❝❡$❛♠✐❡♥)♦✱ ❡♥ ❬❲❛❧)❡+ ② ❑❧❡✐♥✱ ✷✵✵✶❪ ✉♥ ✉♠❜+❛❧

❞❡ <+❡❛ ❡$ ✉$❛❞♦ ♣❛+❛ ❧♦❝❛❧✐③❛+ ❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ② ❧❛ )+❛♥$❢♦+♠❛❝✐'♥ ✇❛$❡,-❤❡❞ $❡ ✉$❛

♣❛+❛ ❡♥❝♦♥)+❛+ ❡❧ ❝♦♥)♦+♥♦ ❞❡❧ ♠✐$♠♦✳ ▲❛ ♠❛②♦+E❛ ❞❡ ♠:)♦❞♦$ ♥♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛♥ ❜✐❡♥ $✐

❡❧ ❝♦♥)+❛$)❡ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡$ ♣♦❜+❡ ❬M✐♥③ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳

❊♥ ❬❲❛❧)❡+ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ $❡ ♣+♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠:)♦❞♦ ✉$❛♥❞♦ ✜❧)+❛❞♦ ♠♦+❢♦❧'❣✐❝♦ ② ❧❛

)+❛♥$❢♦+♠❛❝✐'♥ ✇❛)❡+$❤❡❞✱ $❡ ♣+♦♣♦♥❡ )+❛❜❛❥❛+ ❝♦♥ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝✐❛ ❞❡❧ ❡$♣❛❝✐♦

❞❡ ❝♦❧♦+ ❍▲❙✱ ❧❛ )+❛♥$❢♦+♠❛❝✐'♥ ✇❛)❡+$❤❡❞ $❡ ❤❛❝❡ ✉❜✐❝❛♥❞♦ ✉♥ ♠❛+❝❛❞♦+ ✐♥)❡+♥♦

❡♥❝♦♥)+❛❞♦ ❝♦♥ ❧♦$ ✜❧)+♦$ ♠♦+❢♦❧'❣✐❝♦$ ② ✉♥ ♠❛+❝❛❞♦+ ❡①)❡+♥♦ ❝♦++❡$♣♦♥❞✐❡♥)❡ ❛

✉♥ ❝E+❝✉❧♦ ❞❡ +❛❞✐♦ ♠❛②♦+ ❛❧ ❞✐<♠❡)+♦ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦✳ ❊♥ ❬❙<♥❝❤❡③ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪

♣+♦♣♦♥❡♥ ❡♥❝♦♥)+❛+ ❡❧ ❝❡♥)+♦ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ② ❧✉❡❣♦ ❡❧ ❜♦+❞❡✱ ♣❛+❛ ❡❧ ❝❡♥)+♦ $❡

♣+♦♣♦♥❡♥ +❡❣✐♦♥❡$ ❝❛♥❞✐❞❛)❛$ ❝♦♥ ❧♦$ ♣✐①❡❧❡$ ♠<$ ❜+✐❧❧❛♥)❡$ ❡♥ ✐♥)❡♥$✐❞❛❞ ② $❡ ❛♣❧✐❝❛

✉♥ ❛♥<❧✐$✐$ ❞❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥)❡$ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡$ ❛ ❧❛$ +❡❣✐♦♥❡$ ♣❛+❛ ❞❡)❡+♠✐♥❛+ ✜♥❛❧♠❡♥)❡

❡❧ ❝❡♥)+♦✱ ② ❡❧ ❝♦♥)♦+♥♦ $❡ ❡♥❝✉❡♥)+❛ ✉$❛♥❞♦ ❡❧ ♠:)♦❞♦ ❞❡ -♥❛❦❡- ❡♥ ✉♥ ❝❛♠♣♦ ❞❡

❢✉❡+③❛$ ❡①)❡+♥♦ ❧❧❛♠❛❞♦ ❣+❛❞✐❡♥)❡ ✈❡❝)♦+✐❛❧ ❞❡❧ ✢✉❥♦✳

❊♥ ❬◆✐❡♠❡✐❥❡+ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ $❡ ♣+♦♣♦♥❡ ✉♥ ♠:)♦❞♦ ❞❡ $❡❣♠❡♥)❛❝✐'♥ ❛✉)♦♠<)✐❝❛ ❞❡❧

❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ② ❧❛ ❢'✈❡❛ ❞❡✜♥✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣+♦❜❧❡♠❛ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣+♦❜❧❡♠❛ ❞❡ +❡❣+❡$✐'♥✳ ❙❡

✉)✐❧✐③❛ ✉♥ +❡❣+❡$♦+ ❦◆◆ ♣❛+❛ ♣+❡❞❡❝✐+ ❧❛ ❞✐$)❛♥❝✐❛ ❡♥ ♣✐①❡❧❡$ ❛❧ ♦❜❥❡)♦ ❞❡ ✐♥)❡+:$ ❡♥

❝✉❛❧H✉✐❡+ ♣♦$✐❝✐'♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❜❛$❛❞♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥)♦ ❞❡ ❝❛+❛❝)❡+E$)✐❝❛$ ♠❡❞✐❞❛$ ❡♥

❡$❛ ♣♦$✐❝✐'♥✱ ♠❡③❝❧❛♥❞♦ ❛♣♦+)❡$ ❞❡ ❧❛$ ♣+♦♣✐❡❞❛❞❡$ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ❛♣♦+)❡$ ❞❡+✐✈❛❞♦$

❞❡ ❧❛ $❡❣♠❡♥)❛❝✐'♥ ❞❡ ❧❛ +❡❞ ✈❛$❝✉❧❛+ ❡♥ ❧❛ +❡)✐♥❛✳ ❙❡ +❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ♣+❡❞✐❝❝✐'♥ ❞❡ ❧❛

❞✐$)❛♥❝✐❛ ❛❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ $✐❡♥❞♦ ❧❛ ♠❡♥♦+ ❧❛ $❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞❛ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝❡♥)+♦ ❞❡❧ ♠✐$♠♦✳

❊❧ ♠:)♦❞♦ ❡$ ❡♥)+❡♥❛❞♦ ❝♦♥ ✺✵✵ ✐♠<❣❡♥❡$ ② ❢✉❡ ❡✈❛❧✉❛❞♦ ❡♥ ✺✵✵ ✐♠<❣❡♥❡$ ❞❡ ♣+✉❡❜❛✳

❙❡ ❛❧❝❛♥③' ✉♥ ♣♦+❝❡♥)❛❥❡ ❞❡ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❡①✐)♦$♦ ❞❡❧ 99.4%✳

✷✷



96.87%



❈❛♣#$✉❧♦ ✷

✷✳✶✳✹✳ ❙❡❣♠❡♥)❛❝✐-♥ ❞❡ ❊①✉❞❛❞♦3

❊♥ ❬▼✐% ② ❆❧✲◆❛,❤❛,❤✱ ✷✵✶✶❪ ,❡ ❛❞5✉✐❡%❡♥ ✐♠8❣❡♥❡, ❡♥ ♠♦❞♦ ❘●❇ ② ,❡ >♦♠❛ ❡❧

❝❛♥❛❧ ✈❡%❞❡ ♣❛%❛ ❛♣❧✐❝❛% ✉♥❛ ❝❡%%❛❞✉%❛ ♠♦%❢♦❧C❣✐❝❛ ✉,❛♥❞♦ ✉♥ ❡❧❡♠❡♥>♦ ❡,>%✉❝>✉%❛❧

♦❝>❛❣♦♥❛❧ ♣❛%❛ ❛✉♠❡♥>❛% ❡❧ ❝♦♥>%❛,>❡ ❡♥>%❡ ❡①✉❞❛❞♦, ② ❡❧ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ♣❛%❛ ❧❛

❡①>%❛❝❝✐C♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦, ,❡ ♣%♦♣♦♥❡ ❤❛❝❡% ✉♥ ❝♦❝✐❡♥>❡ ❡♥>%❡ ❧❛ ,✉♠❛ ② ❧❛ %❡,>❛ ❞❡ ❧♦,

❝❛♥❛❧❡, ✈❡%❞❡ ✭5✉❡ ❤❛❝❡ F♥❢❛,✐, ❡♥ ❧♦, ❡①✉❞❛❞♦,✮ ② ❡❧ ❝❛♥❛❧ %♦❥♦ ✭5✉❡ ❤❛❝❡ F♥❢❛,✐, ❡♥

❡❧ ❢♦♥❞♦✮✳ ▲♦, ❡①✉❞❛❞♦, ♣✉❡❞❡♥ ,❡% ❡♥>♦♥❝❡, ,❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦, ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ %❡,✉❧>❛♥>❡ ❛

>%❛✈F, ❞❡ ✉♥❛ ✉♠❜%❛❧✐③❛❝✐C♥✳ ❊,>❛ ❛♣%♦①✐♠❛❝✐C♥ ❞❡♣❡♥❞❡ ❡♥ ❣%❛♥ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡❧ ✈❛❧♦%

❞❡ ✉♠❜%❛❧ ,❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦✳ ❊♥ ❬❙8♥❝❤❡③ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ,❡ ♣%♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ,♦❧✉❝✐C♥ ❡,>❛❞O,>✐❝❛

❜❛,❛❞❛ ❡♥ ♠♦❞❡❧♦, ♠✐①>♦, ✭♠✐①$✉.❡ ♠♦❞❡❧0✱ ▼▼✮ ♣❛%❛ %❡❛❧✐③❛% ✉♥❛ ✉♠❜%❛❧✐③❛❝✐C♥

❞✐♥8♠✐❝❛ 5✉❡ ♣❡%♠✐>❛ ,❡♣❛%❛% ❧♦, ❡①✉❞❛❞♦, ❞✉%♦, ❞❡❧ ❢♦♥❞♦✳ ▲♦, ▼▼ ♣%♦✈❡❡♥ ✉♥❛

>F❝♥✐❝❛ ❡,>❛❞O,>✐❝❛ ♣❛%❛ ❡,>✐♠❛% ❞❡♥,✐❞❛❞❡, ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♠✐,♠❛ ❢♦%♠❛ 5✉❡

❧♦, ❤✐,>♦❣%❛♠❛, ♠✉❧>✐♠♦❞❛❧❡,✳ ❊❧ ♠F>♦❞♦ ❡,>8♥❞❛% ♣❛%❛ ♦❜>❡♥❡% ❡❧ ❡,>✐♠❛❞♦ ❞❡ ❧❛

♠8①✐♠❛ ✈❡%♦,✐♠✐❧✐>✉❞ ❡, ❛ >%❛✈F, ❞❡❧ ❛❧❣♦%✐>♠♦ ✐>❡%❛>✐✈♦ ❡①♣❡❝$❛$✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛$✐♦♥

✭❊▼✮✳ ❈✉❛♥❞♦ ❧♦, ♣❛%8♠❡>%♦, ❞❡❧ ▼▼ ❝♦♥✈❡%❣❡♥✱ ❧❛ ♣%✐♠❡%❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥>❡ ❣❛✉,✐❛♥❛

❡, ❛,♦❝✐❛❞❛ ❝♦♥ ❧♦, ❡❧❡♠❡♥>♦, %♦❥♦,✲♦,❝✉%♦,✱ ❧❛ ,❡❣✉♥❞❛ ❡, ❛,♦❝✐❛❞❛ ❝♦♥ ❡❧ ❢♦♥❞♦ ② ❧❛

>❡%❝❡%❛ ❝♦♥ ❧❛, %❡❣✐♦♥❡, ❝❧❛%❛, ❛♠❛%✐❧❧❡♥>❛,✳ ❊❧ ✈❛❧♦% ❞❡ ✉♠❜%❛❧ ❡♥❝♦♥>%❛❞♦ ,❡ ✉>✐❧✐③❛

♣❛%❛ ,❡♣❛%❛% ❡①✉❞❛❞♦, ❞✉%♦, ❞❡❧ ❢♦♥❞♦✳

❊♥ ❬❖,❛%❡❤ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ,❡ ♣%♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ,♦❧✉❝✐C♥ ✉,❛♥❞♦ ❡❧ ♠F>♦❞♦ ❞❡ ❛❣%✉♣❛♠✐❡♥>♦

✭♦ ❝❧✉0$❡.✐♥❣✮ ❢✉③③② ❝✲♠❡❛♥0✳ S%✐♠❡%♦ ,❡ %❡❛❧✐③❛ ✉♥ ♣%❡✲♣%♦❝❡,❛♠✐❡♥>♦ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ,❡

❤❛❝❡ ♥♦%♠❛❧✐③❛❝✐C♥ ❞❡ ❝♦❧♦% ② ❛✉♠❡♥>♦ ❞❡ ❝♦♥>%❛,>❡✱ ❧✉❡❣♦ ,❡ %❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❝❧❛,✐✜❝❛❝✐C♥

❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥>❡%❛ ❡♥ ✷ ❝❧❛,❡,✿ ❡①✉❞❛❞♦ ② ♥♦✲❡①✉❞❛❞♦✱ ♣❛%❛ ❡,>♦ ,❡ ✉>✐❧✐③❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥✲

>♦ ❞❡ ❝❛%❛❝>❡%O,>✐❝❛, ✐♥✐❝✐❛❧❡, ❝♦♠♦ ❝♦❧♦%✱ >❛♠❛V♦✱ ✐♥>❡♥,✐❞❛❞ ❞❡ ❜♦%❞❡ ② >❡①>✉%❛ ♣❛%❛

❛❧✐♠❡♥>❛% ✉♥ ❛❧❣♦%✐>♠♦ ❣❡♥F>✐❝♦ ♣❛%❛ ❝❧❛,✐✜❝❛% ❧❛, ❝❛%❛❝>❡%O,>✐❝❛, ❡ ✐❞❡♥>✐✜❝❛% ❡❧ ,✉❜✲

❝♦♥❥✉♥>♦ 5✉❡ ♠❡❥♦%❡, %❡,✉❧>❛❞♦, ❞❡ ❝❧❛,✐✜❝❛❝✐C♥ >✐❡♥❡✳ ▲♦, ✈❡❝>♦%❡, ❞❡ ❝❛%❛❝>❡%O,>✐❝❛,

,❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦, ,♦♥ ❝❧❛,✐✜❝❛❞♦, ✉,❛♥❞♦ ✉♥❛ %❡❞ ♥❡✉%♦♥❛❧ ♠✉❧>✐❝❛♣❛✳ ❊❧ ❛❧❣♦%✐>♠♦ ❢✉❡

♣%♦❜❛❞♦ ❡♥ ✉♥❛ ❜❛,❡ ❞❡ ❞❛>♦, ❞❡ ✸✵✵ ✐♠8❣❡♥❡, ❞❡ %❡>✐♥❛ ❡>✐5✉❡>❛❞❛, ♠❛♥✉❛❧♠❡♥>❡ ②

,❡ ❛❧❝❛♥③C ✉♥❛ ,❡♥,✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✾✻✪ ② ✉♥❛ ❡,♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ❞❡ ✾✹✳✻✪✳ ❊♥ ❬❊,✇❛%❛♥ ❡$ ❛❧✳✱

✷✵✵✽❪ ,❡ ♣%♦♣♦♥❡ ✉,❛% ❡❧ ♠F>♦❞♦ ✇❛>❡%,❤❡❞ ❝♦♥ ♠❛%❝❛❞♦%❡, ❝♦♥>%♦❧❛❞♦,✳ S%✐♠❡%♦ ,❡

%❡❛❧✐③❛ ✉♥ ✜❧>%♦ ♣%♦♠❡❞✐♦ ♣❛%❛ ❡♠❜♦%%♦♥❛% ♦❜❥❡>♦, ♣❡5✉❡V♦, ❝♦♥ ❜❛❥❛, ✈❛%✐❛❝✐♦♥❡,

❞❡ ✐♥>❡♥,✐❞❛❞ ② %❡,❛❧>❛% ♦❜❥❡>♦, ❞❡ ✐♥>❡%F,✳ ❙❡ ❡①>%❛❡ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ✈❡%❞❡ ❡♥ ❡❧ ❡,♣❛❝✐♦

❞❡ ❝♦❧♦% ❘●❇ ② ,❡ ❛♣❧✐❝❛ ✉♥❛ >%❛♥,❢♦%♠❛❝✐C♥ ❣❛♠♠❛ ❞❡ ❛✉♠❡♥>♦ ❞❡ ❝♦♥>%❛,>❡✳ ❙❡

❝❛❧❝✉❧❛ ❡❧ ❣%❛❞✐❡♥>❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥✐>✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%❛ ❡❧ ❛❧❣♦%✐>♠♦ ✇❛>❡%,❤❡❞ ② ,❡

✉>✐❧✐③❛ ❡❧ ❝♦♥❝❡♣>♦ ❞❡ ♠❛%❝❛❞♦%❡, ♣❛%❛ ❝♦♥>%♦❧❛% ❧❛ ,♦❜%❡✲,❡❣♠❡♥>❛❝✐C♥✳ ❙❡ ✉>✐❧✐③❛♥ ✷

>✐♣♦, ❞❡ ♠❛%❝❛❞♦%❡,✱ ✐♥>❡%♥♦, ✭❛,♦❝✐❛❞♦, ❛❧ ♦❜❥❡>♦ ❞❡ ✐♥>❡%F,✮ ② ❡①>❡%♥♦, ✭❛,♦❝✐❛❞♦,

❛❧ ❢♦♥❞♦✮✳ ▲♦, ♠❛%❝❛❞♦%❡, ✐♥>❡%♥♦, ,❡ ♦❜>✐❡♥❡♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❣%❛❞✐❡♥>❡ ✉,❛♥❞♦ ❧❛

>F❝♥✐❝❛ ❡①$❡♥❞❡❞ ♠✐♥✐♠❛ $.❛♥0❢♦.♠❛$✐♦♥✱ 5✉❡ %❡❛❧✐③❛ ❡❧ ❝C♠♣✉>♦ ❞❡ ❧❛, %❡❣✐♦♥❡, ❝♦♥

♣✐①❡❧❡, ♠8, ❜%✐❧❧❛♥>❡, ② ❧♦, ♠❛%❝❛❞♦%❡, ❡①>❡%♥♦, ♣❛%>✐❝✐♦♥❛♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ %❡❣✐♦♥❡, ❡♥

❞♦♥❞❡ ❝❛❞❛ %❡❣✐C♥ ❝♦♥>✐❡♥❡ ✉♥ ♠❛%❝❛❞♦% ✐♥>❡%♥♦✳ ❊❧ ♠F>♦❞♦ ,❡ ✈❛❧✐❞C ❡♥ ❧❛, ❜❛,❡ ❞❡

❞❛>♦, ❉❘■❱❊ ② ❙❚❆❘❊✱ ♦❜>❡♥✐❡♥❞♦ ✉♥❛ ,❡♥,✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✾✹✪ ② ✉♥ ✈❛❧♦% ♣%❡❞✐❝>✐✈♦

❞❡ ✾✶✳✾✪✳ ❊♥ ❬❲❛❧>❡% ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ,❡ ♣%♦♣♦♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦%✐>♠♦ ❜❛,❛❞♦ ❡♥ >%❛♥,❢♦%♠❛✲

❝✐♦♥❡, ♠♦%❢♦❧C❣✐❝❛,✳ ❙❡ ♣✉❡❞❡ ❞✐✈✐❞✐% ❡♥ ✷ ♣❛%>❡,✱ ♣%✐♠❡%♦✱ ✉,❛♥❞♦ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ✈❡%❞❡ ❞❡❧

❡,♣❛❝✐♦ ❘●❇ ,❡ ❡♥❝✉❡♥>%❛♥ ❝❛♥❞✐❞❛>♦, 5✉❡ ,♦♥ %❡❣✐♦♥❡, 5✉❡ ♣♦,✐❜❧❡♠❡♥>❡ ❝♦♥>✐❡♥❡♥

❡①✉❞❛❞♦,✱ ❧✉❡❣♦ ,❡ ❛♣❧✐❝❛♥ >F❝♥✐❝❛, ♠♦%❢♦❧C❣✐❝❛, ♣❛%❛ ❡♥❝♦♥>%❛% ❧♦, ❝♦♥>♦%♥♦, ❡①❛❝✲

✷✹



❊❙❚❆❉❖ ❉❊▲ ❆❘❚❊

 ♦" ❞❡ ❧❛" '❡❣✐♦♥❡"✳ ❙❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ❧♦" ✈❛"♦" "❛♥❣✉0♥❡♦" ❝♦♥ ✉♥❛ ♦♣❡'❛❝✐3♥ ♠♦'❢♦❧3❣✐❝❛

❝❡''❛❞✉'❛✱ "❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❧✉❡❣♦ ❧❛" ✈❛'✐❛❝✐♦♥❡" ❧♦❝❛❧❡" ❡♥ ❝❛❞❛ ♣0①❡❧ ✉"❛♥❞♦ ✉♥❛ ✈❡♥ ❛♥❛✱

"❡ ❛♣❧✐❝❛ ✉♥❛ ✉♠❜'❛❧✐③❛❝✐3♥ 9✉❡❞❛♥❞♦ ❝♦♠♦ '❡"✉❧ ❛❞♦ ♦❜❥❡ ♦" ❜'✐❧❧❛♥ ❡" ♣❡9✉❡;♦" ②

❜♦'❞❡" ❞❡ ♦❜❥❡ ♦" ❜'✐❧❧❛♥ ❡" ❣'❛♥❞❡"✱ "❡ ❞✐❧❛ ❛♥ ❧❛" '❡❣✐♦♥❡" ❝❛♥❞✐❞❛ ❛" ♣❛'❛ ❛"❡❣✉'❛'

9✉❡ ❡①✐" ❡♥ ♣✐①❡❧❡" ❞❡❧ ❜♦'❞❡ ❛❧'❡❞❡❞♦' ❞❡ ❧❛" '❡❣✐♦♥❡"✱ "❡ ❞❡"❝❛' ❛♥ ❧❛" '❡❣✐♦♥❡" 9✉❡

♣❡' ❡♥❡❝❡♥ ❛❧ ❞✐"❝♦ 3♣ ✐❝♦✳ ❙❡ '❡" ❛ ✉♥❛ ✈❡'"✐3♥ ❞✐❧❛ ❛❞❛ ❞❡ ❧♦" ❝❛♥❞✐❞❛ ♦" ② "❡ ❛♣❧✐❝❛

✉♥❛ '❡❝♦♥" '✉❝❝✐3♥ ♣♦' ❞✐❧❛ ❛❝✐3♥✳

❊♥ ❬❏❛❛❢❛' ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ "❡ ♣'❡"❡♥ ❛ ✉♥ ♠D ♦❞♦ ❞❡ ❞❡ ❡❝❝✐3♥ ❞❡ ❧❡"✐♦♥❡" ❝❧❛'❛" ✉"❛♥❞♦

✉♥ ❛❧❣♦'✐ ♠♦ ❞❡ ✉♠❜'❛❧✐③❛❝✐3♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐✈♦ ❜❛"❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦'✐ ♠♦ ❞❡ ❞✐✈✐"✐3♥ ❞❡ '❡✲

❣✐♦♥❡" ♣✉/❡ 0♣❧✐))✐♥❣✳ ❊❧ ❛❧❣♦'✐ ♠♦ "❡ ❞✐✈✐❞❡ ❡♥ ✹ ❡ ❛♣❛"✿ ♣'❡✲♣'♦❝❡"❛♠✐❡♥ ♦ ✉"❛♥❞♦

❝♦''❡❝❝✐3♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐3♥ ❡♥ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ✈❡'❞❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❘●❇✱ ❡❧✐♠✐♥❛❝✐3♥ ❞❡❧ ❞✐"❝♦

3♣ ✐❝♦✱ ✉♠❜'❛❧✐③❛❝✐3♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐✈❛ ✉"❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦'✐ ♠♦ ❞❡ ❞✐✈✐"✐3♥ ✭♣✉/❡ 0♣❧✐))✐♥❣✮✱

"❡❣♠❡♥ ❛❝✐3♥ ❣'✉❡"❛ ❜❛"❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❝M❧❝✉❧♦ ❞❡ ✈❛'✐❛❝✐♦♥❡" ❧♦❝❛❧❡" ❞❡  ♦❞♦" ❧♦" ♣✐①❡✲

❧❡" ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ✜♥❛❧♠❡♥ ❡ ❞❡ ❡❝❝✐3♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦" ❝♦♠❜✐♥❛♥❞♦ ❧❛ ✉♠❜'❛❧✐③❛❝✐3♥

❛❞❛♣ ❛ ✐✈❛ ② ❧❛ "❡❣♠❡♥ ❛❝✐3♥ ❣'✉❡"❛✳ ▲❛ ✉♠❜'❛❧✐③❛❝✐3♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐✈❛ "❡ ❜❛"❛ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠✲

❜✐♥❛❝✐3♥ ❞❡ ✉♥ ✉♠❜'❛❧ ❧♦❝❛❧ ② ❣❧♦❜❛❧✳ ❊❧ ✉♠❜'❛❧ ❧♦❝❛❧ "❡ ❛♣❧✐❝❛ ❡♥ ❧❛" "✉❜✲✐♠M❣❡♥❡"

♥♦ ✉♥✐❢♦'♠❡" ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ② ❡❧ ✉♠❜'❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❡" ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ❝❛❞❛ "✉❜✲✐♠❛❣❡♥ ✉♥✐❢♦'♠❡✳

❯"❛♥❞♦ ✉♥❛ '❡❢❡'❡♥❝✐❛ ❝❧0♥✐❝❛ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛❝✐3♥ ✭●/♦✉♥❞ ❚/✉)❤✮ ❧❛" ✐♠M❣❡♥❡" ❝♦♥ ❡①✉✲

❞❛❞♦" ❢✉❡'♦♥ ❞❡ ❡❝ ❛❞❛" ❝♦♥ ✉♥❛ "❡♥"✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✾✶✳✷✪✱ ✉♥❛ ❡"♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ❞❡ ✾✾✳✸✪

② ✉♥❛ ♣'❡❝✐"✐3♥ ❞❡ ✾✾✳✺✪✳ ❊♥ ❬❍❛♥✐③❛ ❨❛③✐❞✱ ✷✵✶✵❪ "❡ ♣'♦♣♦♥❡ ❛❣✉❞✐③❛' ❧♦" ❜♦'❞❡"

♣❛'❛ "✐♠♣❧✐✜❝❛' ❡❧ ♣'♦❝❡"♦ ❞❡ "❡❣♠❡♥ ❛❝✐3♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦" ❞✉'♦" ② "✉❛✈❡" ❛  '❛✈D" ❞❡

'❡❞✉❝❝✐3♥ ❞❡ ❛♥❝❤♦ ❞❡ '❛♠♣❛✳ ❙❡ ✉ ✐❧✐③❛♥ ❧❛" ✐♠M❣❡♥❡" ❞❡ ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ ❞❛ ♦" ❙❚❆❘❊

❬❍♦♦✈❡' ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❡① '❛②❡♥❞♦ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ✈❡'❞❡✳ ❊❧ ❛❧❣♦'✐ ♠♦ ❞❡ '❡❛❧❝❡ ❞❡ ❜♦'❞❡" ♣♦'

'❡❞✉❝❝✐3♥ ❞❡ '❛♠♣❛ ❝♦♥"✐" ❡ ❡♥ ✷ ❡ ❛♣❛"✱ ♣'✐♠❡'♦ "❡ ♦❜ ✐❡♥❡♥ ✸ 0♥❞✐❝❡" ❞❡ ✐♥ ❡♥"✐❞❛❞

② ✸ 0♥❞✐❝❡" ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥ ❡ ♣❛'❛ ✉♥ ♣0①❡❧ ❞❛❞♦ ❜❛"❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥ ❡♥"✐❞❛❞ ② ❣'❛❞✐❡♥ ❡ ❞❡ ❧♦"

✈❡❝✐♥♦"✱ ❧✉❡❣♦ ❜❛"❛❞♦ ❡♥ ❧♦" 0♥❞✐❝❡" "❡ ❛❥✉" ❛ ❧❛ ✐♥ ❡♥"✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣0①❡❧✳ ▲❛ ❝❧❛"✐✜❝❛❝✐3♥

❞❡ ❧♦" ♣✐①❡❧❡" ❝♦♠♦ ❧❡"✐3♥ ♥♦✲❧❡"✐3♥ ❛Z♥ ♥♦ "❡ '❡❛❧✐③❛✳

❊♥ ❬▼❛♥"♦♦❢ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ "❡ ♣'♦♣♦♥❡ ✉♥ '❡❛❧❝❡ ❞❡ ❧♦" ❡①✉❞❛❞♦" ✉"❛♥❞♦  D❝♥✐❝❛" ❞❡

♠♦'❢♦❧♦❣0❛ ❞✐❢✉"❛✳ ▲❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ "❡ ❝♦♥✈✐❡' ❡ ♣'✐♠❡'♦ ❛ ❡"❝❛❧❛ ❞❡ ❣'✐"❡"

"❡❣✉✐❞♦ ♣♦' ✉♥❛ "❡'✐❡ ❞❡ ❡'♦"✐♦♥❡" ❞✐❢✉"❛" ② ❞✐❧❛ ❛❝✐♦♥❡" ❞✐❢✉"❛" ✭♦♣❡'❛❝✐3♥ ♠♦'❢♦✲

❧3❣✐❝❛ ❝❡''❛❞✉'❛✮ ❝♦♥ ✉♥ ❡❧❡♠❡♥ ♦ ❡" '✉❝ ✉'❛❧ ❡♥ ❢♦'♠❛ ❞❡ ❞✐❛♠❛♥ ❡✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥ ❡ ❧❛

✐♠❛❣❡♥ '❡"✉❧ ❛❞♦ ❡" "✉♠❛❞❛ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦'✐❣✐♥❛❧ ♦❜ ❡♥✐❡♥❞♦ ❝♦♠♦ '❡"✉❧ ❛❞♦ ✉♥❛

✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❧❡"✐♦♥❡" ❝❧❛'❛" '❡❛❧③❛❞❛"✳ ❙❡ ❧❧❡✈❛'♦♥ ❛ ❝❛❜♦ ❡①♣❡'✐♠❡♥ ♦" ❡♥ ✉♥❛ ❜❛"❡

❞❡ ❞❛ ♦" ❝♦♥ ❞✐✈❡'"❛" ✐♠M❣❡♥❡" ❝♦♥ ② "✐♥ ❧❛ ❡♥❢❡'♠❡❞❛❞✱ ❧♦" ❡①♣❡'✐♠❡♥ ♦" ♠♦" '❛'♦♥

'❡"✉❧ ❛❞♦" ❝♦♥✈✐♥❝❡♥ ❡" ② ❧❛" ✐♠M❣❡♥❡" ❢✉❡'♦♥ '❡❛❧③❛❞❛" ♣❛'❛ ❧❛ ❡①❛♠✐♥❛❝✐3♥ ❝❧0♥✐✲

❝❛✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥ ❡ ❡♥ ❬❱✳ ❱✐❥❛②❛ ❑✉♠❛'✐✱ ✷✵✶✵❪ "❡ ♣'♦♣♦♥❡ ✉♥❛ ♠❡ ♦❞♦❧♦❣0❛ ❞♦♥❞❡ "❡

❞❡ ❡❝ ❛ ♣'✐♠❡'♦ ❧♦" ✈❛"♦" "❛♥❣✉0♥❡♦" ② ❡①✉❞❛❞♦" ② ❧✉❡❣♦ "❡ "✉" '❛❡♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

♦'✐❣✐♥❛❧ ♣❛'❛ ♦❜ ❡♥❡' ❡❧ ❞✐"❝♦ 3♣ ✐❝♦✳ ❙❡ '❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❞✐❧❛ ❛❝✐3♥ ❡♥ ❡❧ ❝❛♥❛❧ ✈❡'❞❡ ❞❡

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛ ✉♥❛ ❡"❝❛❧❛ ❛♣'♦♣✐❛❞❛ ♣❛'❛ ❡❧✐♠✐♥❛' ❧♦" ✈❛"♦" "❛♥❣✉0♥❡♦"✳ ▲✉❡❣♦ "❡ '❡❛✲

❧✐③❛ ✉♥❛ ❞✐❧❛ ❛❝✐3♥ ❝♦♥ ✷ ❡❧❡♠❡♥ ♦" ❡" '✉❝ ✉'❛❧❡" ♠M" ❣'❛♥❞❡" 9✉❡ ❡❧ ❛♥ ❡'✐♦' ② ❧♦"

❜♦'❞❡" ❞❡ ❧♦" ❡①✉❞❛❞♦" "❡ ♦❜ ✐❡♥❡♥ '❡" ❛♥❞♦ ❧❛" ✐♠M❣❡♥❡" ❞✐❧❛ ❛❞❛" ❝♦♥ ❧❛" ✷ ❡"❝❛❧❛"

❞✐❢❡'❡♥ ❡"✳ ❙❡ ✉ ✐❧✐③❛ ✉♥ ✜❧ '♦ ▲♦● ✭▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ●❛✉00✐❛♥✮ ② "❡ '❡❛❧✐③❛ ✉♥ ❧❧❡♥❛❞♦

❞❡ '❡❣✐♦♥❡" ♣❛'❛ ❜✉"❝❛' '❡❣✐♦♥❡" ❝♦♥ ❝♦♥ ♦'♥♦" ❝❡''❛❞♦"✳

✷✺
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✷✳✷✳ ❆♣❧✐❝❛❝✐(♥ ❡♥ ❙❛❧✉❞ ./❜❧✐❝❛

❙❡ ❤❛♥ ♣✉❡'(♦ ❡♥ ♠❛+❝❤❛ ✈❛+✐♦' ❡'/✉❡♠❛' +❡❛❧❡' ❡①♣❡+✐♠❡♥(❛❧❡' ❞❡ ❞✐❛❣♥4'(✐❝♦ ❛✉(♦✲

♠6(✐❝♦ ❞❡ ❘❉ ❛ ♣❛+(✐+ ❞❡ ✐♠6❣❡♥❡' ❞✐❣✐(❛❧❡' ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❡♥ ❣+❛♥❞❡' ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡'

✉(✐❧✐③❛♥❞♦ ❛❧❣♦+✐(♠♦' ② (>❝♥✐❝❛' ♣✉❜❧✐❝❛❞❛' ❝♦♥ ✉♥ ❛❧(♦ ❣+❛❞♦ ❞❡ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞ ②✴♦

❡'♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ +❡♣♦+(❛❞♦'✳

❯♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦'✱ +❡❛❧✐③❛❞♦ ♣♦+ ❆❜+❛♠♦✛ ❡( ❛❧✳ ❬❆❜+G♠♦✛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ (✉✈♦ ♣♦+ ♦❜❥❡(✐✈♦

❡✈❛❧✉❛+ ❡❧ ❞❡'❡♠♣❡L♦ ❞❡ ✉♥ '✐'(❡♠❛ ❞❡ ❞❡(❡❝❝✐4♥ ❛✉(♦♠6(✐❝❛ ❞❡ +❡(✐♥♦♣❛(M❛ ❞✐❛❜>(✐❝❛

❡♥ ✐♠6❣❡♥❡' ❞✐❣✐(❛❧❡' ❞❡ +❡(✐♥❛ ❜❛'❛❞♦ ❡♥ ❛❧❣♦+✐(♠♦' ♣✉❜❧✐❝❛❞♦'✱ '♦❜+❡ ✉♥❛ ♣♦❜❧❛❝✐4♥

❣+❛♥❞❡ ② +❡♣+❡'❡♥(❛(✐✈❛ ❡♥ ❧♦' N❛M'❡' ❇❛❥♦'✳ ❊♥ (♦(❛❧ '❡ (♦♠❛+♦♥ ❢♦(♦❣+❛❢M❛' ❞❡ ✺✻✾✷

♣❛❝✐❡♥(❡' ❞❡❧ ♣+♦②❡❝(♦ ❞❡ ❞✐❛❣♥4'(✐❝♦ ❞❡ +❡(✐♥♦♣❛(M❛ ❞✐❛❜>(✐❝❛ ❊②❡❈❤❡❝❦ 01♦❥❡❝$✱ (♦✲

♠❛❞❛' ❝♦♥ ✸ (✐♣♦' ❞✐❢❡+❡♥(❡' ❞❡ ❝6♠❛+❛' ❡♥ ✶✵ ❝❡♥(+♦'✳ ❊❧ ❝+✐(❡+✐♦ ❞❡ ✐♥❝❧✉'✐4♥ ❞❡

♣❛❝✐❡♥(❡' (♦♠4 ❡♥ ❝✉❡♥(❛ /✉❡ ♥♦ ❤✉❜✐❡+❛ ✉♥ ❞✐❛❣♥4'(✐❝♦ ♣+❡✈✐♦ ❞❡ ❘❉✱ ♥♦ ❤✉❜✐❡+❛

✉♥❛ ✈✐'✐(❛ ♣+❡✈✐❛ ❛❧ ♦❢(❛❧♠4❧♦❣♦ ♣❛+❛ ✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ ♣✉♣✐❧❛ ❞✐❧❛(❛❞❛ ② /✉❡ '❡ (✉✈✐❡+❛♥

+❡❣✐'(+♦' ❞❡ ❛♠❜♦' ♦❥♦'✳ ❯♥♦ ❞❡ (+❡' ❡'♣❡❝✐❛❧✐'(❛' ❡✈❛❧✉4 ❝❛❞❛ ❡①❛♠❡♥ ❝♦♠♦✿ ❝❛❧✐❞❛❞

✐♥❛❝❡♣(❛❜❧❡✱ ❘❡(✐♥♦♣❛(M❛ ❉✐❛❜>(✐❝❛ ◆♦✲❘❡❢❡+✐❜❧❡ ② ❘❡(✐♥♦♣❛(M❛ ❉✐❛❜>(✐❝❛ ❘❡❢❡+✐❜❧❡✳

▲✉❡❣♦ '❡ (♦♠❛+♦♥ ❧♦' ❡①6♠❡♥❡' ❝♦♥ ✉♥❛ ❝❛❧✐❞❛❞ '✉✜❝✐❡♥(❡ ② '❡ ❞❡(❡+♠✐♥4 ❧❛ ♣+❡'❡♥❝✐❛

♦ ❛✉'❡♥❝✐❛ ❞❡ ❘❡(✐♥♦♣❛(M❛ ❉✐❛❜>(✐❝❛ ❘❡❢❡+✐❜❧❡✳ ❱❛+✐♦' ❞❡'❝+✐♣(♦+❡'✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ♥Z♠❡+♦

② ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛' ❧❡'✐♦♥❡' ❡♥❝♦♥(+❛❞❛' ❡♥ ❧❛' ✹ ✐♠6❣❡♥❡' ✭❧❡'✐♦♥❡' +♦❥❛' ② ❜+✐✲

❧❧❛♥(❡'✮✱ ❢✉❡+♦♥ ✉'❛❞♦' ♣❛+❛ ❞❛+ ✉♥ ❡'(✐♠❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❘❉ ♣♦+ ❡①❛♠❡♥✳

❊♥ ❝✉❛♥(♦ ❛ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐4♥✱ ✉'❛♥❞♦ ❡'(❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❘❉ ♣♦+ ❡①❛♠❡♥ ❥✉♥(♦ ❝♦♥

❡❧ ✉♠❜+❛❧ ❞❡ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ '❡ ❣❡♥❡+4 ✉♥ ♣❛+ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞✴❡'♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ♣❛+❛

❝+❡❛+ ❧❛ ❝✉+✈❛ ❘❖❈ ✭✈>❛'❡ '❡❝❝✐4♥ ✶✳✺✳✶✮✳ ❈♦♠♦ +❡'✉❧(❛❞♦' ❣❡♥❡+❛❧❡' '❡ ❡♥❝♦♥(+4 /✉❡

❡❧ 6+❡❛ (♦(❛❧ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉+✈❛ ❘❖❈ ❢✉❡ ❞❡ ✵✳✽✹ ② ❡❧ ◆◆▼ ✭◆Z♠❡+♦ ❞❡ ❢♦(♦❣+❛❢M❛' /✉❡ '❡

♥❡❝❡'✐(❛♥ ♣❛+❛ ❞❡'❝❛+(❛+ ❢❛❧'❛♠❡♥(❡ ✉♥ ❝❛'♦✮ ❢✉❡ ✽✵ ❛ ✉♥❛ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✵✳✽✹ ② ✉♥❛

❡'♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ❞❡ ✵✳✻✹✳ ❈♦♠♦ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥❡' ❣❡♥❡+❛❧❡' ❡❧ ❛✉(♦+ ♣❧❛♥(❡❛ /✉❡ ♣♦+ ❛❤♦+❛ ♥♦

❡' +❡❝♦♠❡♥❞❛❜❧❡ ✉(✐❧✐③❛+ ✉♥ '✐'(❡♠❛ ❞❡ ❡'(❡ (✐♣♦ ♣❛+❛ ❧❛ ♣+6❝(✐❝❛ ❝❧M♥✐❝❛ ❝♦♥ ❝♦♠♣❧❡(❛

❝♦♥✜❛♥③❛ ♣♦+ ✈❛+✐❛' +❛③♦♥❡'✿ ❊❧ ◆◆▼ ❢✉❡ ✽✵ /✉✐❡+❡ ❞❡❝✐+ /✉❡ ♣♦+ ❝❛❞❛ ✽✵ ♣❛❝✐❡♥(❡'

'❡ ❞❡'❝❛+(❛+M❛ ❡++4♥❡❛♠❡♥(❡ ✉♥♦ ❝♦♥ ❘❉❀ ❛Z♥ '❡ ♥❡❝❡'✐(❛♥ ♠❡❥♦+❛+ ❧♦' ❛❧❣♦+✐(♠♦'

❞❡ ❞❡(❡❝❝✐4♥✱ ❡♥ ♣❛+(✐❝✉❧❛+ ❞❡ ♥❡♦✈❛'❝✉❧❛+✐③❛❝✐4♥ ❞❡❧ ❝✉❛❧ ♥♦ '❡ ❤❛❜M❛♥ +❡♣♦+(❛❞♦

❡♥ ❧❛ ❧✐(❡+❛(✉+❛ ❛❧ ♠♦♠❡♥(♦ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐4♥ ❞❡❧ ❡'(✉❞✐♦❀ ❧❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ +❡♥❞✐♠✐❡♥(♦

❞❡ ❞❡(❡❝❝✐4♥ ❝✉❛♥❞♦ '❡ ❝♦♠♣❛+❛ ❝♦♥ ❡①♣❡+(♦' ❤✉♠❛♥♦' ♥♦ '❡ (+❛'❧❛❞❛ ❞✐+❡❝(❛♠❡♥(❡

❛ ♠❡❞✐❞❛' ❞❡ +❡♥❞✐♠✐❡♥(♦ ❡♥ ❣+❛♥❞❡' ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡' ❡♥ ♣❛+(❡ ♣♦+/✉❡ ❧❛' ♠❡❞✐❞❛' +❡✲

♣♦+(❛❞❛' ❡♥ ❛+(M❝✉❧♦' '❡ ❤❛❝❡♥ '♦❜+❡ ❝♦♥❥✉♥(♦' ♣❡/✉❡L♦' ❞❡ ✐♠6❣❡♥❡' ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛

♣+❡✈❛❧❡♥❝✐❛ ❞❡ ❘❉ ✭'♦❜+❡ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥(♦✮ ❡' ♠✉❝❤M'✐♠♦ ♠❛②♦+ /✉❡ ❧❛ ♣+❡✈❛❧❡♥❝✐❛ +❡❛❧

❞❡ ❧❛' ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡'✱ ❣❡♥❡+❛♥❞♦ ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ +❡♥❞✐♠✐❡♥(♦ ♠❛②♦+✱ ♣♦+ ❧♦ /✉❡ '❡ ❞❡❜❡

❡✈❛❧✉❛+ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛+❛❝✐4♥ ❝♦♥ ❜❛'❡' ❞❡ ❞❛(♦' ♣Z❜❧✐❝❛'✳

N♦+ ♦(+♦ ❧❛❞♦ ❖❧'♦♥ ❡( ❛❧✳ ❬N❤✐❧✐♣ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ +❡❛❧✐③❛+♦♥ ✉♥ ❡'(✉❞✐♦ '♦❜+❡ ✻✼✷✷ ♣❛❝✐❡♥✲

(❡' ✭✶✹✹✵✻ ✐♠6❣❡♥❡'✮ /✉❡ ♠♦'(+4 /✉❡ ❧❛ ❝❧❛'✐✜❝❛❝✐4♥ ❛✉(♦♠6(✐❝❛ ❞❡ ❘❉ ❜❛'❛❞❛ ❡♥ ❧❛

❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ❧❛ ❞❡(❡❝❝✐4♥ ❞❡ ♠✐❝+♦❛♥❡✉+✐'♠❛' ♣✉❡❞❡ +❡✲

❞✉❝✐+ ❞❡ ❢♦+♠❛ '❡❣✉+❛ ❧❛ ❝❛+❣❛ ❞❡ ✈❛❧♦+❛❝✐4♥ ❞❡♥(+♦ ❞❡ ❧♦' ♣+♦❣+❛♠❛' ❞❡ ❞✐❛❣♥4'(✐❝♦✳

N❛+(✐❝✉❧❛+♠❡♥(❡✱ ❡❧❧♦' ❡♥❝♦♥(+❛+♦♥ /✉❡ '✉ '✐'(❡♠❛ ❧♦❣+4 ✉♥❛ ♠❛②♦+ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡

❞❡(❡❝❝✐4♥ '♦❜+❡ ♣❛❝✐❡♥(❡' /✉❡ +❡/✉❡+M❛♥ ✉♥❛ ❝❧❛'✐✜❝❛❝✐4♥ ❝♦♠♣❧❡(❛ ❞❡ ❧❛ ❡♥❢❡+♠❡❞❛❞

'♦❜+❡ ❧♦' ❞✐❛❣♥4'(✐❝♦' ♠❛♥✉❛❧❡'✳ ❊❧ '✐'(❡♠❛ ❛✉(♦♠6(✐❝♦ ❞❡(❡❝(4 97.9% ❞❡ ♣❛❝✐❡♥(❡'

✷✻



❊❙❚❆❉❖ ❉❊▲ ❆❘❚❊

 ✉❡ #❡♥%❛♥ ❘❉ )❡❢❡)✐❜❧❡✱ ❛❞❡♠12 ❧❛ ❡2♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ❞❡❧ 2✐2#❡♠❛ ❢✉❡ ♠❡♥♦)  ✉❡ ❧♦2 ❞✐❛❣✲

♥92#✐❝♦2 ♠❛♥✉❛❧❡2❀ ❧❛ ❝❛)❣❛ ❞❡ #)❛❜❛❥♦ 2❡ )❡❞✉❥♦ ❝♦♥2✐❞❡)❛❜❧❡♠❡♥#❡ ② 2❡ ❣❡♥❡)9 ✉♥

❛❤♦))♦ >#✐❧ ❡♥ )❡❝✉)2♦2 ❡❝♦♥9♠✐❝♦2✳

❈♦♠♦ ❝♦♥❝❧✉2✐9♥ ❣❡♥❡)❛❧✱ 2❡ ♣❧❛♥#❡❛  ✉❡ ❡❧ ❛♥1❧✐2✐2 ❛✉#♦♠1#✐❝♦ ❞❡ ✐♠1❣❡♥❡2 ❞❡ )❡#✐♥❛

#✐❡♥❡ ✉♥ )♦❧ ✐♠♣♦)#❛♥#❡ ❡♥ ❧♦2 ♣)♦❣)❛♠❛2 ❞❡ ❞✐❛❣♥92#✐❝♦ ✈❛❧♦)❛❝✐9♥ ♠❛2✐✈❛ ❞❡ ❘❉✳
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▼❆❘❈❖ ❚❊/❘■❈❖

✸✳✶✳ ❈♦♥❝❡♣)♦* ❝❧,♥✐❝♦* .❡❧❡✈❛♥)❡*

✸✳✶✳✶✳ ❆♥❛&♦♠)❛ ❞❡❧ ♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦

✭❚♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬●)❛✉❡✱ ✷✵✵✾❪✮ ❊♥ ✉♥ ❝♦)4❡ ❧❛4❡)❛❧ ❞❡❧ ❣❧♦❜♦ ♦❝✉❧❛) 8❡ ❞✐84✐♥❣✉❡♥ 4)❡8

❝❛♣❛8✿ ✉♥❛ 4<♥✐❝❛ ❡①4❡)♥❛ ♠>8 )❡8✐84❡♥4❡ ?✉❡ ❧❛8 ♦4)❛8✱ ❢♦)♠❛❞❛ ♣♦) ❝♦❧>❣❡♥❛ ❞♦♥❞❡

8❡ ❧♦❝❛❧✐③❛ ❤❛❝✐❛ ❛❞❡❧❛♥4❡ ❧❛ ❝C)♥❡❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ 8❡ ♣)♦❧♦♥❣❛ ❤❛❝✐❛ ❛4)>8 ❝♦♥ ❧❛ ❡8❝❧❡)❛✱ ?✉❡

)♦❞❡❛ ② ♣)♦4❡❣❡ ❡❧ ❣❧♦❜♦ ♦❝✉❧❛) ❤❛84❛ ❧❛ 8❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ♥❡)✈✐♦ C♣4✐❝♦❀ ✉♥❛ 4<♥✐❝❛ ♠❡❞✐❛✱

❢✉♥❞❛♠❡♥4❛❧♠❡♥4❡ ✈❛8❝✉❧❛)✱ ?✉❡ ❡♥ ❣❡♥❡)❛❧ 8❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ <✈❡❛ ② ?✉❡ ♣♦) ❞❡❧❛♥4❡

❝♦♥84✐4✉②❡ ❡❧ ✐)✐8✱ ❡♥ 8✉ ♣❛)4❡ ✐♥4❡)♠❡❞✐❛ ❡❧ ❝✉❡)♣♦ ❝✐❧✐❛)✱ ② ❤❛❝✐❛ ❛4)>8✱ ❡♥ ❝♦♥4❛❝4♦

❝♦♥ ❧❛ )❡4✐♥❛✱ ❧❛ ❝♦)♦✐❞❡8❀ ② ✉♥❛ 4<♥✐❝❛ ✐♥4❡)♥❛ 8❡♥8♦)✐❛❧✱ ?✉❡ ❢♦)♠❛ ❧❛ )❡4✐♥❛ ❝♦♠♦

8❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡) ❡♥ ❧❛8 ✜❣✉)❛8 ✸✳✶ ✭❛✮ ② ✭❜✮✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉)❛ ✸✳✶✿ ✭❛✮ ❈♦)4❡ ❡♥ )❡❜❛♥❛❞❛8 ❞❡❧ ♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦✳ ✭❜✮ ❈♦)4❡ 8❛❣✐4❛❧ ❞❡❧ ♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦✳

❚♦♠❛❞♦ ❞❡ ❙4❡✐♥ ❡! ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪

❉❡♥4)♦ ❞❡❧ ❣❧♦❜♦ 8❡ ❤❛❧❧❛♥ ❡❧ ❤✉♠♦) ❛❝✉♦8♦ ✭?✉❡ ❧❧❡♥❛ ❡❧ ❡8♣❛❝✐♦ ❛♥4❡)✐♦) ♦ ❝>♠❛)❛

❛♥4❡)✐♦)✮✱ ❡❧ ❝)✐84❛❧✐♥♦ ✭8✐4✉❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❝>♠❛)❛ ♣♦84❡)✐♦)✮ ② ✉♥❛ 8✉84❛♥❝✐❛ 4)❛♥8♣❛)❡♥4❡

❞❡ ❝♦♥8✐84❡♥❝✐❛ ❣❡❧❛4✐♥♦8❛ ❡♥ ❝♦♥4❛❝4♦ ❝♦♥ ❧❛ )❡4✐♥❛ ?✉❡ 8❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❤✉♠♦) ✈Q4)❡♦✳
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▲❛  !♥✐❝❛ ❡① ❡(♥❛ ❡#$% ❝♦♥#$✐$✉✐❞❛ ♣♦- ❧❛ ❝/-♥❡❛ ② ❧❛ ❡#❝❧❡-❛✳

❈*(♥❡❛

❉❡❜✐❞♦ ❛ #✉ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ -❡❢-❛❝❝✐/♥ ② ❝✉-✈❛$✉-❛✱ ❧❛ ❝♦-♥❡❛ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❧❡♥$❡❀ ❞❡

❤❡❝❤♦✱ ❡# ❧❛ ❧❡♥$❡ ♠%# ♣♦❞❡-♦#❛ ❞❡❧ #✐#$❡♠❛ /♣$✐❝♦ ♦❝✉❧❛-✳ ▲❛ ❝♦-♥❡❛ ♣-❡#❡♥$❛ $-❡#

❝❛♣❛#✿ ❧❛ ♠%# ❛♥$❡-✐♦- ❡# ❡❧ ❡♣✐$❡❧✐♦ ❝♦-♥❡❛❧✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡# ❡#$-❛$✐✜❝❛❞♦ ♥♦ <✉❡-❛$✐♥✐③❛❞♦

❝♦♥ ❝>❧✉❧❛# ♣❧❛♥❛# ❡♥ #✉ #✉♣❡-✜❝✐❡ ② ❝♦❧✉♠♥❛-❡# ❡♥ #✉# ❝❛♣❛# ♣-♦❢✉♥❞❛#❀ ♠✐❞❡ ❞❡ ✺✵

❛ ✾✵ µm ❞❡ ❡#♣❡#♦- ② #✉ ❢✉♥❝✐/♥ ❡# ♣-❡#❡-✈❛- ❡❧ ❡#$-♦♠❛ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥$♦# ❡①$❡-♥♦# ❡ ✐♠✲

♣❡❞✐- ❡❧ ♣❛#♦ ✐♥❞✐#❝-✐♠✐♥❛❞♦ ❞❡ ❧❛❣-✐♠❛✳ E❛-❛ ❝♦♥#❡❣✉✐- ❧♦ ❛♥$❡-✐♦-✱ ❡❧ ❡♣✐$❡❧✐♦ $✐❡♥❡

♠F❧$✐♣❧❡# ✉♥✐♦♥❡# ✐♥$❡-❝❡❧✉❧❛-❡# <✉❡ ❧♦ ❤❛❝❡♥ ❢✉♥❝✐♦♥❛- ❝♦♠♦ ✉♥❛ ♠❡♠❜-❛♥❛ #❡♠✐✲

♣❡-♠❡❛❜❧❡✳ ❊♥ #✉ #✉♣❡-✜❝✐❡ $✐❡♥❡ ♠✐❝-♦ ✈❡❧❧♦#✐❞❛❞❡# <✉❡ ❝❛♣$✉-❛♥ ❡❧ ♠♦❝♦ #❡❝-❡$❛❞♦

❡♥ ❧❛ ❝♦♥❥✉♥$✐✈❛ ②✱ ❛#I ❝✉❜✐❡-$♦ ❡❧ ❡♣✐$❡❧✐♦✱ ❣❡♥❡-❛ ✉♥❛ #✉♣❡-✜❝✐❡ ❤♦♠♦❣>♥❡❛ <✉❡ ♣❡-✲

♠✐$❡ <✉❡ ❧❛ ❧%❣-✐♠❛ #❡ ♠❛♥$❡♥❣❛ ❡#$❛❜❧❡ #♦❜-❡ >❧✳ ❊♥ ❧❛# ❝❛♣❛# ♣-♦❢✉♥❞❛# ❡♣✐$❡❧✐❛❧❡#

#❡ ❡♥❝✉❡♥$-❛ ❞✐#$-✐❜✉✐❞❛ ✉♥❛ ❛❜✉♥❞❛♥$❡ -❡❞ ❞❡ $❡-♠✐♥❛❝✐♦♥❡# ♥❡-✈✐♦#❛# $-✐❣❡♠✐♥❛❧❡#

<✉❡ ❞❛♥ ❛ ❧❛ ❝/-♥❡❛ ✉♥❛ ❣-❛♥ #❡♥#✐❜✐❧✐❞❛❞✳ ❊❧ ❡♣✐$❡❧✐♦ #❡ ♥✉$-❡ ❞❡ ❧❛ ❧%❣-✐♠❛❀ ❞❡ ❡❧❧❛

♦❜$✐❡♥❡ ❧♦# ❡❧❡♠❡♥$♦# ♣-♦$❡✐❝♦# ② ❝❛❧/-✐❝♦# ♣❛-❛ #✉ ❝♦♥$✐♥✉❛ -❡❣❡♥❡-❛❝✐/♥✳

❊,❝❧❡(❛

▲❛ ❡#❝❧❡-❛ ♦ ❡#❝❧❡-/$✐❝❛ ❡#$% ❝♦♠♣✉❡#$❛ ♣♦- ✜❜-❛# ❝♦❧%❣❡♥❛# ❞❡ ❞✐#$-✐❜✉❝✐/♥ ✐--❡❣✉❧❛-

② #❡ ❝❛-❛❝$❡-✐③❛ ♣♦- #❡- ❞✉-❛✱ ♦♣❛❝❛ ② ❡❧%#$✐❝❛✳ ❈♦♥$✐❡♥❡ ❧♦# ❡❧❡♠❡♥$♦# ✐♥$-❛♦❝✉❧❛-❡#✱

❞❛♥❞♦ ❛❧ ♦❥♦ ♣-♦$❡❝❝✐/♥ ② ❢♦-♠❛✳ ■♥✐❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❧✐♠❜♦ ❡#❝❧❡-♦❝♦-♥❡❛❧ ② #❡ ♣-♦❧♦♥❣❛ ❤❛❝✐❛

❛$-%# ❤❛#$❛ ❧❛ #❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ♥❡-✈✐♦ /♣$✐❝♦✳ ❊♥ ❡#$❡ #✐$✐♦ $✐❡♥❡ ♣❡-❢♦-❛❝✐♦♥❡# <✉❡ ♣❡-♠✐$❡♥

❡❧ ♣❛#♦ ❞❡ ❧♦# ❛①♦♥❡# ♥❡-✈✐♦#♦# ② ✈❛#♦# #❛♥❣✉I♥❡♦#✳ ❆ ❡#$❛ -❡❣✐/♥ ❡#❝❧❡-❛❧ #❡ ❧❛ ❝♦♥♦❝❡

❝♦♠♦ ❧%♠✐♥❛ ❝-✐❜♦#❛✳ ❊♥ #✉ ❝❛-❛ ❡①$❡-♥❛ $✐❡♥❡ ✜❜-❛# ❡❧%#$✐❝❛# ✭❡♣✐❡#❝❧❡-❛✮✱ <✉❡ #❡

❛❞❤✐❡-❡♥ ❛ ✉♥❛ ❝❛♣❛ ✜❜-♦#❛ <✉❡ ❧❛# ✉♥❡ ❛ ❧❛ ❝♦♥❥✉♥$✐✈❛ ② ❛ ❧❛# ✈❛✐♥❛# ♠✉#❝✉❧❛-❡#✱

❧❛ ❝%♣#✉❧❛ ❞❡ ❚❡♥♦♥✳ E♦- ❞❡♥$-♦ ❡#$% ❡♥ I♥$✐♠♦ ❝♦♥$❛❝$♦ ❝♦♥ ❧❛ $F♥✐❝❛ ✈❛#❝✉❧❛- ❞❡❧

❣❧♦❜♦ ♦❝✉❧❛- ♦ ❝♦-♦✐❞❡#✳ ▲❛ ❡#❝❧❡-/$✐❝❛ ❛♥❝❧❛ ❧♦# ♠F#❝✉❧♦# ❡①$-I♥#❡❝♦# ❞❡❧ ♦❥♦❀ ♣♦-

❡❧❧❛ ♣❡♥❡$-❛♥ $❛♠❜✐>♥ ❧♦# ✈❛#♦# #❛♥❣✉I♥❡♦# ❞❡ ❧❛ ❝♦-♦✐❞❡# ② ❧♦# ♥❡-✈✐♦# ❛❧ ✐♥$❡-✐♦- ❞❡❧

❣❧♦❜♦ ♦❝✉❧❛-✳

▲❛  !♥✐❝❛ ♠❡❞✐❛ ♦ !✈❡❛ ❡#$% ❝♦♥❢♦-♠❛❞❛ ♣♦- $-❡# ❡#$-✉❝$✉-❛#✿ ❧❛ ❝♦-♦✐❞❡#✱ ❡❧ ❝✉❡-♣♦

❝✐❧✐❛- ② ❡❧ ✐-✐#✳

❈♦(♦✐❞❡,

➱#$❛ ❡# ✉♥❛ ❝❛♣❛ ✈❛#❝✉❧❛- ② ♣✐❣♠❡♥$❛-✐❛✳ ❙❡ ✐♥✐❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ♣♦-❝✐/♥ ♣♦#$❡-✐♦- ❞❡❧ ♦❥♦✱

❞♦♥❞❡ ❡# ♠%# ❣-✉❡#❛✱ ② $❡-♠✐♥❛ ❤❛❝✐❛ ❧❛ ♣♦-❝✐/♥ ♠❡❞✐❛ ❡♥ ❧❛ -❡❣✐/♥ ❧❧❛♠❛❞❛ ❝✉❡-♣♦

❝✐❧✐❛-✳ ▲❛ ❝♦-♦✐❞❡# #❡ -❡❧❛❝✐♦♥❛ ♣♦- ❢✉❡-❛ ❝♦♥ ❧❛ ❡#❝❧❡-❛ ❛ $-❛✈># ❞❡ ✉♥❛# ❧❛♠✐♥✐❧❧❛#

❝♦❧%❣❡♥❛# ❞✐#♣✉❡#$❛# ❡♥ ❢♦-♠❛ ❧❛①❛ <✉❡ ❝♦♥#$✐$✉②❡♥ ✉♥ ❡#♣❛❝✐♦ ✈✐-$✉❛❧ ❝♦♥♦❝✐❞♦ ❝♦♠♦

#✉♣-❛❝♦-♦✐❞❡#✱ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡①✐#$❡♥ ✜❜-♦❜❧❛#$♦# ② ♠F❧$✐♣❧❡# ♠❡❧❛♥♦❝✐$♦#✳ ▲❛ #✉♣-❛❝♦-♦✐✲

❞❡# #✐-✈❡ ❝♦♠♦ ♣✉♥$♦ ❞❡ ✜❥❛❝✐/♥ ❛ ❧❛# ❡#$-✉❝$✉-❛# ❡#❝❧❡-❛❧❡# ② ❝♦♠♦ ♣❛♥$❛❧❧❛ $>-♠✐❝❛

❛❧ ♣❛#♦ ❞❡ ❧✉③✳

❈✉❡(♣♦ ❝✐❧✐❛(

▲❛ ♣-♦❧♦♥❣❛❝✐/♥ ❛♥$❡-✐♦- ❞❡ ❧❛ ❝♦-♦✐❞❡# ❡#$% ❝♦♥#$✐$✉✐❞❛ ♣♦- ❡❧ ❝✉❡-♣♦ ❝✐❧✐❛-❀ $✐❡♥❡

✉♥❛ ❢♦-♠❛ $-✐❛♥❣✉❧❛- ❝✉②♦ ✈>-$✐❝❡ ❡# ❡❧ ❧I♠✐$❡ ❛♥$❡-✐♦- ❞❡ ❧❛ -❡$✐♥❛ ② #✉ ❜❛#❡✱ ❞✐-✐❣✐❞❛

❛♥$❡-✐♦-♠❡♥$❡✱ #❡ #✐$F❛ ❛$-%# ❞❡❧ ✐-✐#✳

■(✐,

▲❛ ♣♦-❝✐/♥ ♠%# ❛♥$❡-✐♦- ❞❡ ❧❛ F✈❡❛ ❡#$% ❝♦♥#$✐$✉✐❞❛ ♣♦- ❡❧ ✐-✐#✱ ❢♦-♠❛❞♦ ♣♦- $❡❥✐❞♦

❝♦♥❥✉♥$✐✈♦✱ ❛❜✉♥❞❛♥$❡ ♣✐❣♠❡♥$♦ ② ✈❛#♦#✳ ❊#$❛ ♠❡♠❜-❛♥❛ ❞✐✈✐❞❡ ❛❧ ♦❥♦ ❡♥ ❞♦# ❝♦♠✲

♣❛-$✐♠✐❡♥$♦#✱ ✉♥♦ ❛♥$❡-✐♦- ② ♦$-♦ ♣♦#$❡-✐♦- ✭❝%♠❛-❛# ❛♥$❡-✐♦- ② ♣♦#$❡-✐♦-✮✱ <✉❡ #❡

✸✵



▼❆❘❈❖ ❚❊'❘■❈❖

❝♦♥#✐♥%❛♥ ❛ #'❛✈)* ❞❡❧ ❡*♣❛❝✐♦ '❡❞♦♥❞♦ /✉❡ ❞❡❥❛ ❡❧ ✐'✐* ② /✉❡ *❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ♣✉♣✐❧❛✳

❆ #'❛✈)* ❞❡ )*#❛ ♣❛*❛ ❡❧ ❤✉♠♦' ❛❝✉♦*♦ ❞❡ ❧❛ ❝7♠❛'❛ ♣♦*#❡'✐♦' ❛ ❧❛ ❝7♠❛'❛ ❛♥#❡'✐♦'✱

② ❞❡ ❛❤9 ❛ ❧❛ ♠❛❧❧❛ #'❛❜❡❝✉❧❛' ♣❛'❛ ❞❡*♣✉)* ❛❜❛♥❞♦♥❛' ❡❧ ♦❥♦✳ ▲❛ ♣✉♣✐❧❛ '❡❣✉❧❛ ❧❛

❝❛♥#✐❞❛❞ ❞❡ ❧✉③ /✉❡ ♣❡♥❡#'❛ ❛❧ ✐♥#❡'✐♦' ❞❡❧ ♦❥♦✳ >♦' ❞❡#'7* ❞❡❧ ✐'✐* *❡ ❡♥❝✉❡♥#'❛ ❡❧

❝'✐*#❛❧✐♥♦✱ /✉❡ ❡♥ ❝♦♥#❛❝#♦ ❝♦♥ ❧❛ *✉♣❡'✜❝✐❡ ♣♦*#❡'✐♦' ✭❞❡❧ ✐'✐*✮ ♣'♦♣♦'❝✐♦♥❛ ❝♦♥*✐*✲

#❡♥❝✐❛ ❛❧ ✐'✐*✳ ❊♥ ❡❧ ✐'✐* *❡ ♣✉❡❞❡♥ ❞✐*#✐♥❣✉✐' ❞♦* ❝❛♣❛*✿ ✉♥❛ ❛♥#❡'✐♦'✱ ❝♦♥*#✐#✉✐❞❛ ♣♦'

❡❧ ❡*#'♦♠❛ ✐'✐❞✐❛♥♦✱ ② ✉♥❛ ♣♦*#❡'✐♦'✱ ❢♦'♠❛❞❛ ♣♦' ❧♦* ❡♣✐#❡❧✐♦* ♣✐❣♠❡♥#❛'✐♦ ② ♥♦ ♣✐❣✲

♠❡♥#❛'✐♦✳ ▲❛ ♠✐♦*✐* ② ❧❛ ♠✐❞'✐❛*✐* *♦♥ ❧♦* '❡✢❡❥♦* ♣✉♣✐❧❛'❡* /✉❡ '❡❣✉❧❛♥ ❧❛ ❝❛♥#✐❞❛❞

❞❡ ❧✉③ /✉❡ ❡♥#'❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥#❡'✐♦' ❞❡❧ ♦❥♦ ❡ ✐♥❞✐❝❛♥ ❧❛ ✐♥#❡❣'✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛* ✈9❛* ❢♦#♦♠♦#♦'❛*✳

▲❛  !♥✐❝❛ ✐♥ ❡'♥❛ ♦ '❡ ✐♥❛ ❡* ✉♥❛ ❝❛♣❛ /✉❡ ❛❜❛'❝❛ #♦❞❛ ❧❛ ♣❛'#❡ ✐♥#❡'♥❛ ❞❡❧ ❣❧♦❜♦

♦❝✉❧❛'✳ ❍❛❝✐❛ ❛❞❡❧❛♥#❡ *❡ ♣'♦❧♦♥❣❛ *♦❜'❡ ❡❧ ❝✉❡'♣♦ ❝✐❧✐❛' ❡♥ ❢♦'♠❛ ❞❡ ❡♣✐#❡❧✐♦ ♥♦

♣✐❣♠❡♥#❛'✐♦✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐H♥ ❞❡ ❧❛ '❡#✐♥❛ *❡♥*♦'✐❛❧ ❡* ❧❛ ❞❡ '❡❝♦❣❡'✱ ❡❧❛❜♦'❛' ② #'❛♥*♠✐#✐'

*❡♥*❛❝✐♦♥❡* ✈✐*✉❛❧❡*✳ ❊*#❛ ❡* ❧❛ ❝❛♣❛ ❞❡❧ ♦❥♦ /✉❡ *❡ ❢♦#♦❣'❛❢9❛ ② ❡*#✉❞✐❛ ❞✉'❛♥#❡ ❡❧

❞✐❛❣♥H*#✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❘❉✳

▲❛ '❡#✐♥❛ *❡ ❡♥❝✉❡♥#'❛ ❡♥ ❝♦♥#❛❝#♦ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦'♦✐❞❡* ✭❝♦'✐♦❝❛♣✐❧❛'✮ ♣♦' ❢✉❡'❛✱ ② ♣♦'

❞❡♥#'♦ ❝♦♥ ❡❧ ✈9#'❡♦✳ ❍❛❝✐❛ ❡❧ ♣♦❧♦ ♣♦*#❡'✐♦' *❡ ❧♦❝❛❧✐③❛ ❧❛ ♠7❝✉❧❛✱ ✉♥❛ '❡❣✐H♥ ♦✈❛❧❛❞❛

❞❡ ❛❧'❡❞❡❞♦' ❞❡ ✺ ♠♠ ❞❡ ❞✐7♠❡#'♦ ♣'♦♠❡❞✐♦✱ *✐#✉❛❞❛ ❛♣'♦①✐♠❛❞❛♠❡♥#❡ ❛ ✹ ♠♠

❞❡ ❧❛ ♣♦'❝✐H♥ #❡♠♣♦'❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛♣✐❧❛ H♣#✐❝❛ ✭✐♥✐❝✐♦ ❞❡❧ ♥❡'✈✐♦ H♣#✐❝♦✮✳ ▲❛ ♠7❝✉❧❛ *❡

❝❛'❛❝#❡'✐③❛ ♣♦' #❡♥❡' ✉♥❛ ❝♦❧♦'❛❝✐H♥ ✉♥ ♣♦❝♦ ♠7* ❛♠❛'✐❧❧❡♥#❛ /✉❡ ❡❧ '❡*#♦ ❞❡ ❧❛

'❡#✐♥❛ ② ♣♦' ❧❛ ❞✐*♠✐♥✉❝✐H♥ ♥♦#❛❜❧❡ ❞❡❧ ❝❛❧✐❜'❡ ❞❡ ❧♦* ✈❛*♦* '❡#✐♥✐❛♥♦* ❡♥ ❡*❛ '❡❣✐H♥✳

❙✉ ❝❡♥#'♦ *❡ ❡♥❝✉❡♥#'❛ ❛ ✶✳✺ ❞✐7♠❡#'♦* ♣❛♣✐❧❛'❡* ✭✈✐*#❛ ♠❡❞✐❛♥#❡ ♦❢#❛❧♠♦*❝♦♣✐❛✮✳ ❊♥

)❧ *❡ ❧♦❝❛❧✐③❛ ❧❛ ❢H✈❡❛✱ ✉♥❛ '❡❣✐H♥ ❞❡ ✶✳✺ ♠♠✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ '❡#✐♥❛ ❡* ♠7* ❣'✉❡*❛ ♣♦'

#❡♥❡' ♠❛②♦' ♥%♠❡'♦ ❞❡ ❝)❧✉❧❛* ❣❛♥❣❧✐♦♥❛'❡*✳ ❊♥ ❡❧ ❝❡♥#'♦ ❞❡ ❧❛ ❢H✈❡❛ *❡ ❡♥❝✉❡♥#'❛

❧❛ ❢♦✈)♦❧❛✱ ✉♥❛ ❞❡♣'❡*✐H♥ ❝❡♥#'❛❧ /✉❡ ❛❧ ♦❢#❛❧♠♦*❝♦♣✐♦ #✐❡♥❡ ✉♥ ❝♦❧♦' '♦❥✐③♦ ✐♥#❡♥*♦

❝♦♥ ✉♥ '❡✢❡❥♦ ❧✉♠✐♥♦*♦✳ ❊♥ ❡❧❧❛ *❡ ❧♦❝❛❧✐③❛♥ ❡①❝❧✉*✐✈❛♠❡♥#❡ ❡❧❡♠❡♥#♦* ❢♦#♦''❡❝❡♣#♦'❡*

✭❝♦♥♦*✮ ② ❝❛'❡❝❡ ❞❡ ❝)❧✉❧❛* ❣❛♥❣❧✐♦♥❛'❡*❀ ❡* ❧❛ ③♦♥❛ ❞♦♥❞❡ *❡ ❝❛♣#❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❧✉♠✐♥♦*❛

❝♦♥ ♠❛②♦' ♣'❡❝✐*✐H♥✱ ❡* ❞❡❝✐'✱ ❡❧ 7'❡❛ ❞❡ ♠❡❥♦' ❛❣✉❞❡③❛ ✈✐*✉❛❧✳

>♦' ❢✉❡'❛ ❞❡ ❧❛ ♠7❝✉❧❛ *❡ ❡♥❝✉❡♥#'❛ ❡❧ '❡*#♦ ❞❡ ❧❛ '❡#✐♥❛ ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥#♦* ❣❛♥❣❧✐♦♥❛'❡*

② ✈❛*❝✉❧❛'❡*✳ ▲❛* ❝❛♣❛* '❡#✐♥✐❛♥❛* *❡ ❛❞❡❧❣❛③❛♥ ❤❛❝✐❛ ❧❛ ♣❡'✐❢❡'✐❛ ❡♥ ❧❛ ❧❧❛♠❛❞❛ ♦'❛

*❡''❛#❛✱ ❞♦♥❞❡ ❧♦* ❝♦♥♦*✱ ❜❛*#♦♥❡* ② ❧❛* ♥❡✉'♦♥❛* ❞❡ #'❛♥*♠✐*✐H♥ ❞❡*❛♣❛'❡❝❡♥ ♣❛'❛

❞❡❥❛' *✉ ❧✉❣❛' ❛ ❛❜✉♥❞❛♥#❡* ❝)❧✉❧❛* ❣❧✐❛❧❡* ✭❝)❧✉❧❛* ❞❡❧ *✐*#❡♠❛ ♥❡'✈✐♦*♦✮✳ ❊♥ ❡*#❛

'❡❣✐H♥ ❧❛ '❡#✐♥❛ #❡'♠✐♥❛ ❡♥ ✉♥❛ ③♦♥❛ ❞❡♥#❛❞❛ ❝♦♥ ❛❜✉♥❞❛♥#❡ ♣✐❣♠❡♥#♦❀ ♣♦' ❡*#❡ ❛*✲

♣❡❝#♦ ❞❡♥#❛❞♦ *❡ ❧❛ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ♦'❛ *❡''❛#❛✳ ▲♦* '❡♠❛♥❡♥#❡* '❡#✐♥✐❛♥♦* *❡ ♣'♦❧♦♥❣❛♥

❤❛❝✐❛ ❛❞❡❧❛♥#❡✱ ❤❛❝✐❛ ❧❛ ♣❛'* ♣❧❛♥❛✱ ❝♦♠♦ ❡♣✐#❡❧✐♦* ♥♦ ♣✐❣♠❡♥#❛'✐♦*✱ ❝❛'❡♥#❡* ②❛ ❞❡

❝✉❛❧/✉✐❡' ❢✉♥❝✐H♥ ✈✐*✉❛❧✳ ❍✐*#♦❧H❣✐❝❛♠❡♥#❡✱ ❧❛ '❡#✐♥❛ *❡ ❝♦♥*#✐#✉②❡ ♣♦' ❡♣✐#❡❧✐♦ ♣✐❣✲

♠❡♥#❛'✐♦✱ ❢♦#♦''❡❝❡♣#♦'❡*✱ ❝)❧✉❧❛* ❜✐♣♦❧❛'❡*✱ ❤♦'✐③♦♥#❛❧❡*✱ ❛♠❛❝'✐♥❛* ② ❣❛♥❣❧✐♦♥❛'❡*✳

❊❧ ❞✐*❝♦ H♣#✐❝♦ ❡* ❧❛ ♣♦'❝✐H♥ ❞❡❧ ♥❡'✈✐♦ H♣#✐❝♦ ✈✐*#❛ ❡♥ ❧❛* ✐♠7❣❡♥❡* ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳

❊*#7 ❢♦'♠❛❞♦ ♣♦' ❧❛ '❡✉♥✐H♥ ❞❡ #♦❞♦* ❧♦* ❛①♦♥❡* ❞❡ ❧❛* ❝)❧✉❧❛* ❣❛♥❣❧✐♦♥❛'❡* ❛ ♠❡❞✐❞❛

/✉❡ ❡♥#'❛♥ ❡♥ ❡❧ ♥❡'✈✐♦ H♣#✐❝♦✳ ❊❧ ♥❡'✈✐♦ H♣#✐❝♦✱ ♠7* /✉❡ ✉♥ ♥❡'✈✐♦ ❡* ✉♥ ❢❛*❝9❝✉❧♦

❞❡ ❛①♦♥❡* /✉❡ ❧❧❡✈❛ ✐♥❢♦'♠❛❝✐H♥ ❛❧ *✐*#❡♠❛ ♥❡'✈✐♦*♦ ❝❡♥#'❛❧✳ ❯♥❛ ✈❡③ /✉❡ ❛❜❛♥❞♦♥❛

❡❧ ❣❧♦❜♦ ♦❝✉❧❛' ❡* '❡❝✉❜✐❡'#♦ ❡♥ *✉ #'❛②❡❝#♦ ♦'❜✐#❛'✐♦ ♣♦' ✉♥❛ ✈❛✐♥❛ ❞❡ ♠✐❡❧✐♥❛✳

✸✶



❈❛♣#$✉❧♦ ✸

✸✳✷✳ ❈♦♥❝❡♣)♦* +❡❧❡✈❛♥)❡* ❞❡ 0+♦❝❡*❛♠✐❡♥)♦ ❞❡ ✐♠3✲

❣❡♥❡*

✸✳✷✳✶✳ ❖♣❡'❛❝✐♦♥❡- ▼♦'❢♦❧1❣✐❝❛-

❉♦" ❞❡ ❧❛" '(❛♥"❢♦(♠❛❝✐♦♥❡" ❜/"✐❝❛" ❡♥ ❧❛ ♠♦(❢♦❧♦❣1❛ ♠❛'❡♠/'✐❝❛ "♦♥ ❧❛ ❞✐❧❛'❛❝✐2♥ ②

❧❛ ❡(♦"✐2♥✳ ❊♥ ❧❛ ♣(✐♠❡(❛ ❞❡ 7"'❛"✱ ✉♥ ♦❜❥❡'♦ ❝(❡❝❡ ✉♥✐❢♦(♠❡♠❡♥'❡ ❡♥ "✉ ❡①'❡♥"✐2♥

❡"♣❛❝✐❛❧✱ ♠✐❡♥'(❛" <✉❡ ❡♥ ❧❛ "❡❣✉♥❞❛ ❡❧ ♦❜❥❡'♦ (❡❞✉❝❡ "✉ ❡①'❡♥"✐2♥ ❡"♣❛❝✐❛❧ ✉♥✐❢♦(♠❡✲

♠❡♥'❡✳ ❊"'❛" ❞♦" ♦♣❡(❛❝✐♦♥❡" ❜/"✐❝❛"✱ ② ♦'(❛" ♠/"✱ ❡"'/♥ ❜❛"❛❞❛" ❡♥ '(❛♥"❢♦(♠❛❝✐♦♥❡"

❞❡ '✐♣♦ ✐♥'❡("❡❝❛ ♦ ♥♦ ✐♥'❡("❡❝❛ ✭❤✐' ♦( ♠✐""✮ ❝✉②❛ ❞❡✜♥✐❝✐2♥ ❡" ❝♦♠♦ "✐❣✉❡✿ ❙❡ ❝♦♥✲

"✐❞❡(❛ ✉♥ '❡♠♣❧❡'❡ ❞❡ '❛♠❛D♦ ✐♠♣❛(✱ ❡❧ ❝✉❛❧ (❡❝♦((❡ '♦❞❛" ❧❛" ♣♦"✐❝✐♦♥❡" ❞❡✜♥✐❞❛"

♣♦( ❧♦" ♣✐①❡❧❡" ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥❀ "✐ ❡❧ ♣❛'(2♥ ❜✐♥❛(✐♦ ❞❡❧ '❡♠♣❧❡'❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✭❤✐'✮ ❝♦♥ ❡❧

❡"'❛❞♦ ✭✵ 2 ✶✮ ❞❡ ❧♦" ♣✐①❡❧❡" ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝✉❜✐❡('♦" ♣♦( 7"'❡✱ ❡♥'♦♥❝❡" ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

❞❡ "❛❧✐❞❛ ❡❧ ♣1①❡❧ ❡♥ ❝♦((❡"♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ❡"♣❛❝✐❛❧ ❝♦♥ ❡❧ ❝❡♥'(♦ ❞❡❧ '❡♠♣❧❡'❡ "❡ ♣♦♥❡ ❡♥

✉♥ ❡"'❛❞♦ ❜✐♥❛(✐♦ ♣(❡❞❡'❡(♠✐♥❛❞♦❀ ♣♦( ❡❧ ❝♦♥'(❛(✐♦✱ "✐ ❡❧ '❡♠♣❧❡'❡ ♥♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✭♠✐""✮

❝♦♥ ❡❧ ❡"'❛❞♦ ❞❡ ❧♦" ♣✐①❡❧❡" ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❡❧ ♣1①❡❧ ❞❡ "❛❧✐❞❛ "❡ ✜❥❛ ❡♥ ❡❧ ❡"'❛❞♦ ❜✐♥❛(✐♦

♦♣✉❡"'♦ ❛❧ ♣(❡❞❡'❡(♠✐♥❛❞♦✳

❙✉♣2♥❣❛"❡ ❛❤♦(❛ <✉❡ ❡❧ ♦❜❥❡'♦ X ② ❡❧ ❡❧❡♠❡♥'♦ ❡"'(✉❝'✉(❛❧ B ❡"'/♥ (❡♣(❡"❡♥'❛❞♦"

❝♦♠♦ ❝♦♥❥✉♥'♦" ❡♥ ✉♥ ❡"♣❛❝✐♦ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥♦ ❜✐❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧ ② "❡❛ Bx ❧❛ '(❛"❧❛❝✐2♥ ❞❡ B
❞❡ '❛❧ ♠❛♥❡(❛ <✉❡ "✉ ♦(✐❣❡♥ "❡ ❡♥❝✉❡♥'(❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ x✱ ❡♥'♦♥❝❡" ❧❛ ❡(♦"✐2♥ ❞❡ X
♣♦( B "❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥'♦ ❞❡ ♣✉♥'♦" ✭♣✐①❡❧❡"✮ x '❛❧❡" <✉❡ Bx ❡"'/ ❝♦♥'❡♥✐❞♦

❡♥ X❀ "✐♠❜2❧✐❝❛♠❡♥'❡ ❬❈❤❛✈❡③✱ ✷✵✶✵❪✿

ǫB = X ⊖ B = {x|Bx ⊆ X} = {x|B + x ⊆ X} ✭✸✳✶✮

▲❛ ❡(♦"✐2♥ "✉❛✈❡ ❞❡ X ♣♦( B "❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥'♦ ❞❡ ♣✉♥'♦" ✭♣✐①❡❧❡"✮ x '❛❧❡"
<✉❡ Bx ❡"'/ ❝♦♥'❡♥✐❞♦ ❡♥ X✱ "✐♠❜2❧✐❝❛♠❡♥'❡ ❬❈❤❛✈❡③✱ ✷✵✶✵❪✿

X ⊖ B = {x|Sx ⊆ X} = {x|S + x ⊆ X} , S ⊆ Bx ✭✸✳✷✮

❊" ❞❡❝✐(✱ ❡♥ ❧❛ ❡(♦"✐2♥ "✉❛✈❡ "❡ (❡<✉✐❡(❡ <✉❡ "♦❧♦ ✉♥❛ ♣❛('❡ ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥'♦ ❡"'(✉❝'✉(❛❧

❡"'7 ❝♦♥'❡♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ♦❜❥❡'♦ X✳ ❆ ❧❛ ❡①♣(❡"✐2♥ ✸✳✶ "❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ '❛♠❜✐7♥ ❝♦♠♦ ❧❛ ❡(♦"✐2♥
❞✉(❛ ❞❡ X ♣♦( B✳
❊♥ ❢♦(♠❛ "✐♠✐❧❛(✱ ❧❛ ❞✐❧❛'❛❝✐2♥ ❞❡ X ♣♦( B "❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥'♦ ❞❡ ♣✉♥'♦" x
'❛❧❡" <✉❡ B ✐♥'❡("❡❝❛ ❛ X❀ "✐♠❜2❧✐❝❛♠❡♥'❡ ❬❈❤❛✈❡③✱ ✷✵✶✵❪✿

δB = X ⊕B = {x|Bx ∩X 6= ⊘} ✭✸✳✸✮

▲❛ ❞✐❧❛'❛❝✐2♥ "✉❛✈❡ ❞❡ X ♣♦( B "❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥'♦ ❞❡ ♣✉♥'♦" x '❛❧❡" <✉❡ B
✐♥'❡("❡❝❛ ❛ X✱ "✐♠❜2❧✐❝❛♠❡♥'❡ ❬❈❤❛✈❡③✱ ✷✵✶✵❪✿

X ⊕ B = {x|Bx ∩X = S} , S ⊆ Bx ✭✸✳✹✮

❊" ❞❡❝✐(✱ ❡♥ ❧❛ ❞✐❧❛'❛❝✐2♥ "✉❛✈❡ "❡ (❡<✉✐❡(❡ <✉❡ ✉♥❛ ♣❛('❡ ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥'♦ ❡"'(✉❝'✉(❛❧

✐♥'❡("❡<✉❡ ❛❧ ♦❜❥❡'♦ X ② ♥♦ ✉♥ "♦❧♦ ♣1①❡❧ '❛❧ ❝♦♠♦ ❧♦ ❡"'❛❜❧❡❝❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐2♥ ❞❡

❞✐❧❛'❛❝✐2♥✳ ❆ ❧❛ ❡①♣(❡"✐2♥ ✸✳✸ "❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ '❛♠❜✐7♥ ❝♦♠♦ ❧❛ ❞✐❧❛'❛❝✐2♥ ❞✉(❛ ❞❡ X

✸✷



▼❆❘❈❖ ❚❊'❘■❈❖

❋✐❣✉$❛ ✸✳✷✿ ❊$♦,✐-♥ ② ❞✐❧❛2❛❝✐-♥ ❞❡❧ ♦❜❥❡2♦ X ♣♦$ ❧♦, ❡❧❡♠❡♥2♦, ❡,2$✉❝2✉$❛❧❡, B1 ②

B2 $❡,♣❡❝2✐✈❛♠❡♥2❡✱ ❡❧ ♦$✐❣❡♥ ❞❡ ;,2♦, ,❡ ❞❡♥♦2❛ ❝♦♥ ✉♥ ❝<$❝✉❧♦✳ ❚♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬❈❤❛✈❡③✱

✷✵✶✵❪

✳

♣♦$ B✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉$❛ ✸✳✷ ♣♦❞❡♠♦, ✈❡$ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛2❛❝✐-♥ ② ❧❛ ❡$♦,✐-♥ ❞❡ ✉♥
♦❜❥❡2♦ ❝♦♥ ❞♦, ❡❧❡♠❡♥2♦, ❡,2$✉❝2✉$❛❧❡, ❞✐❢❡$❡♥2❡,✳

❈✐❡$2❛, ❝♦♠❜✐♥❛❝✐♦♥❡, ❞❡ ❧❛, 2$❛♥,❢♦$♠❛❝✐♦♥❡, ♠❡♥❝✐♦♥❛❞❛, ♣$❡,❡♥2❛♥ ♣$♦♣✐❡❞❛❞❡,

G2✐❧❡, ❡♥ ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡, ❞❡ ❧❛ ♠♦$❢♦❧♦❣<❛ ♠❛2❡♠H2✐❝❛❀ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❡,2♦ ,❡ ❧❡, ❛,✐❣♥❛♥

♥♦♠❜$❡, ♣❛$2✐❝✉❧❛$❡,✳ ❆,< ❡♥2♦♥❝❡,✱ ❛ ✉♥❛ ❡$♦,✐-♥ ,❡❣✉✐❞❛ ❞❡ ✉♥❛ ❞✐❧❛2❛❝✐-♥ ,❡ ❧❡

❧❧❛♠❛ ❛♣❡$2✉$❛ ② ❛ ✉♥❛ ❞✐❧❛2❛❝✐-♥ ,❡❣✉✐❞❛ ❞❡ ✉♥❛ ❡$♦,✐-♥ ,❡ ❧❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛ ❝❡$$❛❞✉$❛❀

❧❛, ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡, ❢♦$♠❛❧❡, ,♦♥ ❧❛, ,✐❣✉✐❡♥2❡,✿ ✭❬❈❤❛✈❡③✱ ✷✵✶✵❪✮

▲❛ ❛♣❡$2✉$❛ ❞❡ X✱ $❡,♣❡❝2♦ ❛❧ ❡❧❡♠❡♥2♦ ❡,2$✉❝2✉$❛❧ B✱ ❡, ❡❧ ❝♦♥❥✉♥2♦

X ◦B = XB = (X ⊖ B)⊕ B ✭✸✳✺✮

▲❛ ❝❡$$❛❞✉$❛ ❞❡ X✱ $❡,♣❡❝2♦ ❛❧ ❡❧❡♠❡♥2♦ ❡,2$✉❝2✉$❛❧ B✱ ❡, ❡❧ ❝♦♥❥✉♥2♦

X •B = XB = (X ⊕ B)⊖ B ✭✸✳✻✮

✸✳✷✳✷✳ ❈♦%❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥%✐❧❧❛. ✭❚❡♠♣❧❛&❡ ♠❛&❝❤✐♥❣✮

❆✉♥P✉❡ ❧❛ 2;❝♥✐❝❛ ❧❧❛♠❛❞❛ ❝♦2❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥2✐❧❧❛, ♦ )❡♠♣❧❛)❡ ♠❛)❝❤✐♥❣ ,❡ ❝♦♥,✐❞❡$❛ ❛

♠❡♥✉❞♦ ❜H,✐❝❛ ❞❡♥2$♦ ❞❡ ❧❛ ❣$❛♥ ❝❛♥2✐❞❛❞ ❞❡ ♣$♦❜❧❡♠❛, ✐♥2❡$❡,❛♥2❡, ❡♥ ✈✐,✐-♥ ♣♦$

❝♦♠♣✉2❛❞♦$❛ ❬❇$✉♥❡❧❧✐✱ ✷✵✵✾❪✱ ❡,2H $❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛ ❝♦♥ 2;❝♥✐❝❛, ♥✉❡✈❛, ② ❛♥2✐❣✉❛, ❡♥ ❡❧

H$❡❛✳

▲♦, ❞♦, 2;$♠✐♥♦,✱ ♣❧❛♥2✐❧❧❛ ② ❝♦2❡❥♦✱ ,♦♥ ✉,❛❞♦, ❡♥ ❧❛ ✈✐❞❛ ❝♦2✐❞✐❛♥❛ ♣❡$♦ ♠✐$❛♥❞♦

♠H, ❛ ❞❡2❛❧❧❡ ❧❛, ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡, ❡, G2✐❧ ❝❡♥2$❛$,❡ ❡♥ ❡❧ ,✐❣♥✐✜❝❛❞♦ 2;❝♥✐❝♦ ❬❇$✉♥❡❧❧✐✱

✷✵✵✾❪✿

❚❡♠♣❧❛2❡✴♣❛22❡$♥✴♣❧❛♥2✐❧❧❛✿

✸✸



❈❛♣#$✉❧♦ ✸

❈✉❛❧$✉✐❡' ❝♦*❛ ❞❡ ♠♦❞❛✱ ❢♦'♠❛❞♦✱ ♦ ❞✐*❡/❛❞♦ ♣❛'❛ *❡'✈✐' ❝♦♠♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡❧

❝✉❛❧ *❡ ✈❛ ❛ ❢❛❜'✐❝❛' ❛❧❣♦✿ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦✱ ❞✐*❡/♦✱ ♣❧❛♥✱ ❡*$✉❡♠❛✳

❆❧❣♦ '❡❛❧✐③❛❞♦ ❞❡*♣✉9* ❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♦ ♣'♦:♦:✐♣♦✱ ✉♥❛ ❝♦♣✐❛❀ ✉♥❛ *❡♠❡❥❛♥③❛✱

✉♥❛ *✐♠✐❧✐:✉❞✳

❯♥ ❡❥❡♠♣❧♦✱ ✉♥❛ ✐♥*:❛♥❝✐❛❀ ♠♦❞❡❧♦ :>♣✐❝♦ ♦ ✐♥*:❛♥❝✐❛ '❡♣'❡*❡♥:❛:✐✈❛✳

▼❛:❝❤✐♥❣✴❛♣❛'❡❛♠✐❡♥:♦✴❝♦:❡❥♦✿

❈♦♠♣❛'❛❝✐B♥ ❡♥ :9'♠✐♥♦* ❞❡ *✐♠✐❧✐:✉❞✿ ❡①❛♠✐♥❛' ❧❛ *❡♠❡❥❛♥③❛ ♦ ❞✐❢❡'❡♥❝✐❛

❡♥:'❡✳

❯♥❛ ♣❧❛♥:✐❧❧❛ ♣✉❡❞❡ ♣'♦♣♦'❝✐♦♥❛' ❝✐❡':❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧✱ ❡* ❞❡❝✐'✱ ♥♦ :♦❞❛* ❧❛*

✐♥*:❛♥❝✐❛* *♦♥ ❝♦♠♣❧❡:❛♠❡♥:❡ ✐❣✉❛❧❡*✳ ❯♥ ❡❥❡♠♣❧♦ *✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛*

♣❧❛♥:✐❧❧❛* ❡*:D '❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ *✉♠❛ ❞❡ '✉✐❞♦ ❛❞✐:✐✈♦✳ ❖:'♦ ❡❥❡♠♣❧♦ ✐♠♣♦':❛♥:❡

❡* ❧❛ ✈❛'✐❛❝✐B♥ ❞❡❜✐❞❛ ❛ ❞✐❢❡'❡♥:❡* ♣✉♥:♦* ❞❡ ✈✐*:❛ ❞❡*❞❡ ❧♦* ❝✉❛❧❡* ♣✉❡❞❡ ♦❜*❡'✈❛'*❡

❡❧ ♦❜❥❡:♦✳ ▲♦* ❝❛♠❜✐♦* ❡♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐B♥✱ ❡❧ *❡♥*♦' B♣:✐❝♦ ♦ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉'❛❝✐B♥ ❞❡❧ *❡♥*♦'

♣✉❡❞❡♥ ❝❛✉*❛' ✉♥❛ ✈❛'✐❛❝✐B♥ ✐♠♣♦':❛♥:❡✳ ❚❛♠❜✐9♥✱ ✉♥❛ ❢✉❡♥:❡ ❞❡ ✈❛'✐❛❝✐B♥ *❡ ❞❡'✐✈❛

❞❡ ❧❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐❞❛❞ ✐♥:'>♥*❡❝❛ ❡♥:'❡ ❧❛* ❞✐❢❡'❡♥:❡* ✐♥*:❛♥❝✐❛* ❞❡ ❧♦* ♦❜❥❡:♦* ❞❡ ♣'✉❡❜❛

$✉❡ ❝❛✉*❛ ✈❛'✐❛❝✐B♥ ❡♥ ❧♦* ❝♦''❡*♣♦♥❞✐❡♥:❡* ♣❛:'♦♥❡* ❞❡ ✐♠D❣❡♥❡*✿ ❝♦♥*✐❞❡'❡ ♣♦'

❡❥❡♠♣❧♦ ❧❛ ✈❛'✐❛❝✐B♥ ❡♥:'❡ ❞✐❢❡'❡♥:❡* '♦*:'♦*✱ :♦❞♦* ♣♦*❡❡♥ ❧❛ ♠✐*♠❛ ❡*:'✉❝:✉'❛ ♣❡'♦

❡①❤✐❜❡♥ ♠❛'❝❛❞❛* ❞✐❢❡'❡♥❝✐❛*✳

❆*✉♠✐'❡♠♦* $✉❡ :❡♥❡♠♦* ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥:♦ ❞❡ ♣❛:'♦♥❡* ♦ ♣❧❛♥:✐❧❧❛* ❞❡ '❡❢❡'❡♥✲

❝✐❛ ② ♥❡❝❡*✐:❛♠♦* ❞❡❝✐❞✐' ❝✉❛❧ ❞❡ ❡*:♦* ♣❛:'♦♥❡* :✐❡♥❡ ♠❛②♦' *❡♠❡❥❛♥③❛ ❛ ✉♥ ♣❛:'B♥

❞❡*❝♦♥♦❝✐❞♦ ♦ ♣❛:'B♥ ❞❡ ♣'✉❡❜❛ ❬❚❤❡♦❞♦'✐*✱ ✷✵✵✽❪✳ ❊*:❛* ♣❧❛♥:✐❧❧❛* ♣✉❡❞❡♥ *❡' ❝✐❡':♦*

♦❜❥❡:♦* ❡♥ ✉♥❛ ❡*❝❡♥❛ ♦ ♣✉❡❞❡ *❡' ✉♥❛ ❝❛❞❡♥❛ ❞❡ ♣❛:'♦♥❡*✱ ❝♦♠♦ ❧❡:'❛* ❢♦'♠❛♥❞♦

♣❛❧❛❜'❛* ❡♥ ✉♥ :❡①:♦ ❡*❝'✐:♦✱ ♦ ♣❛❧❛❜'❛* ② ❢'❛*❡* ❡♥ ✉♥ :❡①:♦ ❤❛❜❧❛❞♦✳

❊❧ ♣'✐♠❡' ♣❛*♦ '❛③♦♥❛❜❧❡ ♣❛'❛ ❡♥❢'❡♥:❛' ❡*:❛ :❛'❡❛ ❡* ❞❡✜♥✐' ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛ ♦ ❝♦*:♦

'❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ *✐♠✐❧✐:✉❞ ♦ ❞✐*:❛♥❝✐❛ ❡♥:'❡ ❧♦* ♣❛:'♦♥❡* ❞❡ '❡❢❡'❡♥❝✐❛ ② ❡❧ ♣❛:'B♥

❞❡ ♣'✉❡❜❛ ❞❡*❝♦♥♦❝✐❞♦✳

❆*✉♠✐'❡♠♦* $✉❡ :❡♥❡♠♦* ✉♥ ♣❛:'B♥ ❞❡ '❡❢❡'❡♥❝✐❛ ❡①♣'❡*❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡

:❛♠❛/♦ M × N ❡♥ ❢♦'♠❛ ❞❡ ❛''❡❣❧♦ r(i, j), i = 0, ...,M − 1 ; j = 0, ..., N − 1
② ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ :❛♠❛/♦ I × J ❡♥ ❢♦'♠❛ ❞❡ ❛''❡❣❧♦ t(i, j), i = 0, ..., I − 1, j =
0, ..., J − 1 ❞♦♥❞❡ M ≤ I, N ≤ J ✳ ❊❧ ♦❜❥❡:✐✈♦ ♣'✐♥❝✐♣❛❧ ❡* ❞❡*❛''♦❧❧❛' ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛
♣❛'❛ ❞❡:❡❝:❛' ✉♥❛ *✉❜✲✐♠❛❣❡♥ ❞❡ :❛♠❛/♦ M × N ❞❡♥:'♦ ❞❡ t(i, j) $✉❡ :❡♥❣❛ ❧❛
♠❛②♦' *✐♠✐❧✐:✉❞ ❝♦♥ ❡❧ ♣❛:'B♥ ❞❡ '❡❢❡'❡♥❝✐❛ r(i, j)✳ ❊♥ ❡*:❡ ♣✉♥:♦✱ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡
'❡❢❡'❡♥❝✐❛ r(i, j) *❡ *✉♣❡'✐♠♣♦♥❡ *♦❜'❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣'✉❡❜❛ ② ❡* :'❛*❧❛❞❛❞❛ ❡♥ :♦❞❛*
❧❛* ♣♦*✐❝✐♦♥❡* ♣♦*✐❜❧❡* [m,n]✳ Q❛'❛ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛* ❝♦♦'❞❡♥❛❞❛* [m,n] ✉♥❛ ♠❡❞✐❞❛
❞❡ ❞✐*✐♠✐❧✐:✉❞ ❡♥:'❡ r(i, j) ② ❧❛ *✉❜✲✐♠❛❣❡♥ t(i, j) ❞❡ :❛♠❛/♦ M × N *❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ❞❡

❛❝✉❡'❞♦ ❛ ❬❚❤❡♦❞♦'✐*✱ ✷✵✵✽❪ ✿

D(m,n) =
m+M−1
∑

i=m

n+N−1
∑

j=n

|t(i, j)− r(i−m, j − n)|2. ✭✸✳✼✮

✸✹



▼❆❘❈❖ ❚❊'❘■❈❖

❊❧ ❝♦$❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥$✐❧❧❛, ♦ )❡♠♣❧❛)❡ ♠❛)❝❤✐♥❣ ,❡ -❡❛❧✐③❛ ❛❧ ❜✉,❝❛- ❧❛, ❝♦♦-❞❡♥❛❞❛, [m,n]
♣❛-❛ ❧❛, ❝✉❛❧❡, D(m,n) ❡, ♠2♥✐♠♦✳ 4♦❞❡♠♦, ❡①♣-❡,❛- ❧❛ ❡❝✉❛❝✐6♥ ❡♥ ✉♥❛ ❢♦-♠❛ ♠8,
❛$-❛❝$✐✈❛ ❝♦♠♣✉$❛❝✐♦♥❛❧♠❡♥$❡✿

D(m,n) =
∑

i

∑

j

|t(i, j)|2+
∑

i

∑

j

|r(i, j)|2−2
∑

i

∑

j

t(i, j)r(i−m, j − n) ✭✸✳✽✮

❊❧ ,❡❣✉♥❞♦ ,✉♠❛♥❞♦ ❡, ❝♦♥,$❛♥$❡ ♣❛-❛ ✉♥ ♣❛$-6♥ ❞❡ -❡❢❡-❡♥❝✐❛ ❞❛❞♦✳ ❆,✉♠✐❡♥❞♦

A✉❡ ❡❧ ♣-✐♠❡- ,✉♠❛♥❞♦ ♥♦ ❝❛♠❜✐❛ ♠✉❝❤♦ ❡♥ $♦❞❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❡, ❞❡❝✐-✱ ❧❛ ✈❛-✐❛❝✐6♥ ❞❡

❧♦, ♥✐✈❡❧❡, ❞❡ ❣-✐, ❞❡ ❧♦, ♣✐①❡❧❡, ❞❡♥$-♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣-✉❡❜❛ ❡, ♣❡A✉❡D❛✱ ❡❧ ✈❛❧♦-

♠2♥✐♠♦ ❞❡ D(m,n) ,❡ ❛❧❝❛♥③❛ ❝✉❛♥❞♦✿

c(m,n) =
∑

i

∑

j

t(i, j)r(i−m, j − n) ✭✸✳✾✮

❡, ♠8①✐♠♦ ♣❛-❛ $♦❞❛, ❧❛, ❝♦♦-❞❡♥❛❞❛, ♣♦,✐❜❧❡, [m,n]✳ ▲❛ ❝❛♥$✐❞❛❞ c(m,n) ♥♦ ❡, ♠8,
A✉❡ ❧❛ ❝♦--❡❧❛❝✐6♥ ❝-✉③❛❞❛ ❡♥$-❡ t(i, j) ② r(i, j) ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥$♦ [m,n]✳

✸✳✷✳✸✳ ❈$❡❝✐♠✐❡♥*♦ ❞❡ ❘❡❣✐♦♥❡/

❊❧ ❝-❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ -❡❣✐♦♥❡, ❡, ✉♥ ♣-♦❝❡,♦ ❞❡ ,❡❣♠❡♥$❛❝✐6♥ ❝♦♥$❡①$✉❛❧ $❡♥❞✐❡♥$❡ ❛

,❡♣❛-❛- ♦❜❥❡$♦, ❡,♣❡❝2✜❝♦, ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊♥ ✉♥♦ ❞❡ ✈❛-✐♦, ❡,A✉❡♠❛, ❞❡ ❡,$❡ ♠I$♦❞♦✱

❛ ♣❛-$✐- ❞❡ ♣✐①❡❧❡, ✐♥✐❝✐❛❧❡, ❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥$❡ ❡,❝♦❣✐❞♦,✱ $2♣✐❝❛♠❡♥$❡ ✉♥ ♣2①❡❧ pj ♣♦-
❝❛❞❛ ♣❛$-6♥ ✭♦❜❥❡$♦✮ gi ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ,❡ ❝♦♠✐❡♥③❛ ✉♥ ♣-♦❝❡,♦ ✐$❡-❛$✐✈♦ A✉❡ ❛,✐❣♥❛✱
♣❛,♦ ❛ ♣❛,♦✱ ♣✐①❡❧❡, ✈❡❝✐♥♦, ❛ pj ❝♦♥ ♣-♦♣✐❡❞❛❞❡, ,✐♠✐❧❛-❡, ❛ ❡,$❡ ❞❡ ❛❝✉❡-❞♦ ❝♦♥ ✉♥
❝-✐$❡-✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞ ,❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦❀ ❡,$❡ ♣-♦❝❡,♦ ,❡ ❝♦♥$✐♥✉❛ ❤❛,$❛ A✉❡ $❛❧ ❝-✐$❡-✐♦

♥♦ ,❡ ,❛$✐,❢❛❝❡ ♠❛,✳ ❊♥$♦♥❝❡,✱ ❡♥ ❝❛❞❛ ③♦♥❛ ❤♦♠♦❣I♥❡❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ♦❜❥❡$♦ ❞❡ ✐♥$❡-I,

,❡ ,❡❧❡❝❝✐♦♥❛ ✉♥ ♣2①❡❧ -❡♣-❡,❡♥$❛$✐✈♦ ❛ ♣❛-$✐- ❞❡❧ ❝✉❛❧ ,❡ ✐♥✐❝✐❛ ❡❧ ♣-♦❝❡❞✐♠✐❡♥$♦ ❞❡

❝-❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ -❡❣✐♦♥❡,❀ ❧❛ ,❡❧❡❝❝✐6♥ ❞❡ ❡,$♦, ♣✐①❡❧❡, ❡, ❞❡ ❣-❛♥ ✐♠♣♦-$❛♥❝✐❛ ♣❛-❛

❡❧ I①✐$♦ ❞❡ ❧❛ ,❡❣♠❡♥$❛❝✐6♥✳ ❊♥ ❡❧ ♠I$♦❞♦ ❞❡ ❝-❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ -❡❣✐♦♥❡, ,❡ ❝♦♠✐❡♥③❛

❡♥$♦♥❝❡, ❝♦♥ ♣✐①❡❧❡, ,❡♠❜-❛❞♦, ❛ ♣❛-$✐- ❞❡ ❧♦, ❝✉❛❧❡, ,❡ ❛❣-❡❣❛♥ ♦$-♦, ♣✐①❡❧❡, ✈❡❝✐♥♦,

A✉❡ $❡♥❣❛♥ ♣-♦♣✐❡❞❛❞❡, ,✐♠✐❧❛-❡, ❞❡ ❛❝✉❡-❞♦ ❝♦♥ ✉♥ ♣-❡❞✐❝❛❞♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞ ♣-❡✲

,❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦✳ ❊♥ ❡,$❡ ,❡♥$✐❞♦ ,❡ ❝♦♠✐❡♥③❛ ❝♦♥ ,✉❜-❡❣✐♦♥❡, ❞❡ ✉♥ ,♦❧♦ ♣2①❡❧✱ ❛ ❡,$❛, ,❡

❧❡, ❛❣-❡❣❛♥ ♦$-♦, ❡♥ -❡❧❛❝✐6♥ ❝♦♥ ❧♦ ❛--✐❜❛ ❡①♣✉❡,$♦✱ ❞❡ $❛❧ ♠❛♥❡-❛ A✉❡ $❛❧❡, ,✉❜-❡✲

❣✐♦♥❡, ❝-❡❝❡♥ ❡,♣❛❝✐❛❧♠❡♥$❡ ❤❛,$❛ A✉❡ ❡❧ ❝-✐$❡-✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞ ❞❡❥❛ ❞❡ ,❛$✐,❢❛❝❡-,❡✳

❉❡❜✐❞♦ ❛ ❡,$❡ ♣-♦❝❡,♦ ❞❡ ❛❣-❡❣❛❝✐6♥✱ ❡,$❡ ♠I$♦❞♦ ,❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❝-❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡

-❡❣✐♦♥❡,✳ ❱❡❛♠♦, ❛❤♦-❛ ❡♥ ❞❡$❛❧❧❡ ❧♦, ♣❛,♦, ❞❡❧ ❝-❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ -❡❣✐♦♥❡, ,✉♣♦♥✐❡♥✲

❞♦ ❝✉❛❧A✉✐❡- ❝-✐$❡-✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞✳ ▲♦, ♣❛,♦, A✉❡ ❛ ❝♦♥$✐♥✉❛❝✐6♥ ,❡ ❞❡,❝-✐❜❡♥ ,❡

❛♣❧✐❝❛-2❛♥ ❛ ❝❛❞❛ ,✉❜-❡❣✐6♥ ❝♦♥,✐❞❡-❛❞❛✳

❙❡❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ g ② ✉♥ ♣2①❡❧ p0ij ∈ g ② ,❡❛ R0 =
{

p0ij
}

❧❛ ,✉❜-❡❣✐6♥ ✐♥✐❝✐❛❧✱ ❛ p0ij ,❡
❧❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣2①❡❧ ,❡♠❜-❛❞♦ -❡❧❛$✐✈♦ ❛ ❧❛ ,✉❜-❡❣✐6♥ R0✳ ❉❡✜♥✐♠♦, ❛❤♦-❛ ❛ R′

0

❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥$♦ ❞❡ $♦❞♦, ❛A✉❡❧❧♦, ♣✐①❡❧❡, A✉❡ ♥♦ ❡,$8♥ ❡♥ R0✱ ♣❡-♦ A✉❡ $✐❡♥❡♥ ❛❧

♠❡♥♦, ✉♥ ✈❡❝✐♥♦ ❝♦♥ R0 ❜❛❥♦ ❝✐❡-$❛ ❝♦♥❡❝$✐✈✐❞❛❞✳ ❙❡❛ E(R0)v ❡❧ ✈❛❧♦- ❞❡❧ ❝-✐$❡-✐♦ ❞❡
✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ✉♥❛ ✈❡❝✐♥❞❛❞ v ❞❡ R0✳ ❙❡ ❞❡✜♥❡ ❛❤♦-❛ ❛ R1 ❝♦♠♦ ❛A✉❡❧❧❛

-❡❣✐6♥ ❢♦-♠❛❞❛ ❝♦♥❥✉♥$❛♠❡♥$❡ ♣♦- R0 ② ♣♦- $♦❞♦, ❧♦, ♣✐①❡❧❡, p
1
kl ∈ R1

0 ♣❛-❛ ❧♦, ❝✉❛❧❡,

❡❧ ✈❛❧♦- ❞❡❧ ♣-❡❞✐❝❛❞♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦-♠✐❞❛❞ E(p1kl)v✱ ❡✈❛❧✉❛❞♦ ,♦❜-❡ ✉♥❛ ✈❡❝✐♥❞❛❞ v ❞❡ p1kl✱

✸✺



❈❛♣#$✉❧♦ ✸

❞✐✜❡$❡ ❞❡ E(p0ij)v ❡♥ ❛ ❧♦ ♠*+ ✉♥❛ ❝✐❡$.❛ ❝❛♥.✐❞❛❞ ǫ ❧❧❛♠❛❞❛ ✉♠❜$❛❧✱ ❡+ ❞❡❝✐$ R1 ❡+

❡❧ ❝♦♥❥✉♥.♦ ❞❛❞♦ ♣♦$ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✭✸✳✶✵✮✳

R1 =
{

p1kl : |E(p1kl)v − E(p0ij)v| ≤ ǫ
}

✭✸✳✶✵✮

❊❧ ♥;♠❡$♦ $❡❛❧ ǫ ❡+ $❡❢❡$✐❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣❛$*♠❡.$♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞ ② ❡+ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ♣❛$❛

❝✉❛♥.✐✜❝❛$ ❧❛ ✈❛$✐❛❝✐3♥ ❞❡ ❧♦+ ✈❛❧♦$❡+ ❞❡ ❧❛+ ♣$♦♣✐❡❞❛❞❡+ ✭❡+♣❛❝✐❛❧❡+ ② ❡+♣❡❝.$❛❧❡+✮

❝❛$❛❝.❡$✐③❛❞❛+ ♣♦$ ❡❧ ❝$✐.❡$✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞ E✳ ❯♥❛ ✈❡③ A✉❡ R1 ❤❛ +✐❞♦ ❞❡.❡$♠✐♥❛❞❛✱

+❡ $❡♣✐.❡ ❜*+✐❝❛♠❡♥.❡ ❡❧ ♣❛+♦ ❛♥.❡$✐♦$✿ R′
1 ❡+ ❛❤♦$❛ ❧❛ ❝♦❧❡❝❝✐3♥ ❞❡ .♦❞♦+ ❧♦+ ♣✐①❡❧❡+

❢✉❡$❛ ❞❡ R1✱ ♣❡$♦ ❝♦♥ ❛❧ ♠❡♥♦+ ✉♥ ✈❡❝✐♥♦ ❝♦♥ R1✳ ❊♥.♦♥❝❡+ ❡♥ ❣❡♥❡$❛❧ ❧❛ $❡❣✐3♥ Rm

❡+.❛$F❛ ❞❛❞❛ ♣♦$ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✸✳✶✶✳

Rm =
{

pmkl : |E(pmkl)v − E(p0ij)v ≤ ǫ
}

✭✸✳✶✶✮

◆3.❡+❡ A✉❡ ❡❧ ❝$✐.❡$✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞ +❡ ♣$✉❡❜❛ ❝♦♥ $❡+♣❡❝.♦ ❛ ❧❛ ✈❡❝✐♥❞❛❞ ♦$✐❣✐♥❛❧

❞❡ R0✳ ❊❧ ♣$♦❝❡+♦ +❡ ❝♦♥.✐♥;❛ ✐♥❞✉❝.✐✈❛♠❡♥.❡ ❤❛+.❛ A✉❡ ❡❧ ♥✉❡✈♦ ❝♦♥❥✉♥.♦ +❡❛ ✐❣✉❛❧

❛❧ ❛♥.❡$✐♦$✿ Rk+1 = Rk❀ ❡♥ ❡+.❛ ❡.❛♣❛ ❡❧ ❛❧❣♦$✐.♠♦ .❡$♠✐♥❛✳

▲♦ ❛♥.❡$✐♦$♠❡♥.❡ ❞❡+❝$✐.♦ ❡+ ❢*❝✐❧♠❡♥.❡ ❣❡♥❡$❛❧✐③❛❜❧❡ ♣❛$❛ q $❡❣✐♦♥❡+ ✐♥✐❝✐❛❧❡+✿ Rq
0✳ ❊+

❛+F ❡♥.♦♥❝❡+ A✉❡ ✉♥ ♣F①❡❧ pkl ❡+ ❛❣$❡❣❛❞♦ ❛ ❧❛ ❝❧❛+❡ t +✐ ❡❧ ♣$❡❞✐❝❛❞♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞

+❡ +❛.✐+❢❛❝❡ ♣❛$❛ ✉♥❛ ✈❡❝✐♥❞❛❞ ❞❡ J+.❡✱ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+.$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✸✳✶✷ ❬❈❤❛✈❡③✱

✷✵✶✵❪✳

pkl → clase t :
∣

∣E(pkl)
t
v − E(p0ij)

t
v

∣

∣ ≤ ǫ ✭✸✳✶✷✮

❞♦♥❞❡ E(p0ij)
t
v ❡+ ❡❧ ♣$❡❞✐❝❛❞♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❛ ❧❛ ✈❡❝✐♥❞❛❞ v ❞❡❧ ♣F①❡❧ p0ij

♦$✐❣✐♥❛❧♠❡♥.❡ +❡♠❜$❛❞♦ ♣❛$❛ ❧❛ ❝❧❛+❡ t✳

✸✳✷✳✹✳ ❈♦&&✐♠✐❡♥+♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛.

❊❧ ❛❧❣♦$✐.♠♦ ❞❡ ❝♦$$✐♠✐❡♥.♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛+ ♦ ♠❡❛♥ ,❤✐❢$ ❬❋✉❦✉♥❛❣❛ ② ❍♦+.❡.❧❡$✱ ✶✾✼✺❪

❡+ ✉♥❛ .J❝♥✐❝❛ ❞❡ ❜;+A✉❡❞❛ ♥♦ ♣❛$❛♠J.$✐❝❛ ❞❡ ♠♦❞❛+ A✉❡ ♠♦❞❡❧❛ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥.♦ ❞❡

✈❡❝.♦$❡+ ❞❡ ❝❛$❛❝.❡$F+.✐❝❛+ ❛+♦❝✐❛❞♦+ ❛ ❧♦+ ♣✐①❡❧❡+ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♠♦ ♠✉❡+.$❛+ ❞❡ ✉♥❛

❢✉♥❝✐3♥ ❞❡ ❞❡♥+✐❞❛❞ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ✭U❉❋✮ ❞❡+❝♦♥♦❝✐❞❛ ② ❧✉❡❣♦ ✐♥.❡♥.❛ ❡♥❝♦♥.$❛$

❝;♠✉❧♦+ ♦ ❝❧✉,$❡1, ❡♥ ❡+.❛ ❞✐+.$✐❜✉❝✐3♥ ❬❙③❡❧✐+❦✐✱ ✷✵✶✶❪✳

▲❛ ✐❞❡❛ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❡+ ❛❣$✉♣❛$ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥.♦ ❞❡ ♦❜+❡$✈❛❝✐♦♥❡+ ❡♥ ❞✐❢❡$❡♥.❡+ ❝❧❛+❡+✱ ❛+✐❣✲

♥❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ♦❜+❡$✈❛❝✐3♥ ❛ ❧❛ ♠♦❞❛ ♠*+ ❝❡$❝❛♥❛ ❡♥ ❧❛ ❞✐$❡❝❝✐3♥ ❞❡❧ ❣$❛❞✐❡♥.❡ ❞❡+❞❡

❡❧ ♣✉♥.♦ ❞❡ ♦❜+❡$✈❛❝✐3♥✳ ❉❛❞❛ f(x) ❧❛ ❢✉♥❝✐3♥ ❞❡ ❞❡♥+✐❞❛❞ ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ✭U❉❋✮

❞❡+❝♦♥♦❝✐❞❛ A✉❡ +✉❜②❛❝❡ ❛❧ ❡+♣❛❝✐♦ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥♦ ❞✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ② ❞❛❞♦+ Xi ❧♦+ ♣✉♥.♦+

❞✐+♣♦♥✐❜❧❡+ ✭♠✉❡+.$❛+ ✉ ♦❜+❡$✈❛❝✐♦♥❡+✮ ❡♥ ❡+.❡ ❡+♣❛❝✐♦✱ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❛❝✐3♥ ♠*+ +❡♥❝✐❧❧❛

+❡ ♠✉❡+.$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✭✸✳✶✸✮ ❬❏✐♠J♥❡③✲❆❧❛♥✐③ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

∇̂f(x) ∼ M(x) =
1

nx

∑

❳i∈Sh(x)

❳i − x ✭✸✳✶✸✮

❞♦♥❞❡ Sh(x) ❡+ ✉♥❛ ❤✐♣❡$❡+❢❡$❛ ❞✲❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❝♦♥ $❛❞✐♦ h ❝❡♥.$❛❞❛ ❡♥ x ② A✉❡ ❝♦♥✲

.✐❡♥❡ nx ♣✉♥.♦+✳ ▲❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✸✳✶✸ ❞❡✜♥❡ ✉♥❛ .$❛②❡❝.♦$✐❛ ❞❡+❞❡ x ❤❛+.❛ ✉♥ ♣✉♥.♦

❡+.❛❝✐♦♥❛$✐♦ ✭✉♥❛ ♠♦❞❛✮ ❞❡ ❧❛ U❉❋ ❡+.✐♠❛❞❛✳
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■▲❯▼■◆❆❈■/◆ ◆❖✲❯◆■❋❖❘▼❊

▲❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐(♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡ .❡ ♣❡,❝✐❜❡ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ✈❛,✐❛❝✐(♥ .✉❛✈❡ ♦ ❞❡ ❝♦♥3❡♥✐❞♦

❢,❡❝✉❡♥❝✐❛❧ ❜❛❥♦ ❡♥ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦.✐❞❛❞ ♣,❡.❡♥3❡ ❡♥ ❧❛. ✐♠5❣❡♥❡. ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ❊.✲

3❛. ✐♠5❣❡♥❡. 3✐❡♥❡♥ ❛ .✐♠♣❧❡ ✈✐.3❛ ,❡❣✐♦♥❡. ❝♦♥ ❧✉♠✐♥♦.✐❞❛❞ ❛❧3❛ ② ,❡❣✐♦♥❡. ❝♦♥

❧✉♠✐♥♦.✐❞❛❞ ❜❛❥❛✳ ❊.3❛ ❝❛,❛❝3❡,:.3✐❝❛ ♣,♦♣✐❛ ❞❡ ❧❛ ❛❞;✉✐.✐❝✐(♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❣❡♥❡,❛

❞✐.3,❛❝3♦,❡. ❛❧ ♠♦♠❡♥3♦ ❞❡ ✉3✐❧✐③❛, ❛❧❣♦,✐3♠♦. ❛✉3♦♠53✐❝♦. ♣❛,❛ ❡♥❝♦♥3,❛, ❧❡.✐♦♥❡. ②

❡.3,✉❝3✉,❛.✱ ♣♦, 3❛♥3♦ .❡ ❝♦♥✈✐❡,3❡ ❡♥ ✉♥❛ ❡3❛♣❛ ❞❡ ♣,❡✲♣,♦❝❡.❛♠✐❡♥3♦ ❡.❡♥❝✐❛❧ ♣❛,❛

❧❛ .❡❣♠❡♥3❛❝✐(♥ ♣♦.3❡,✐♦,✳

✹✳✶✳ ❈❛✉&❛& ❞❡ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐.♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦2♠❡

❊①✐.3❡♥ ❞✐❢❡,❡♥3❡. ❝❛✉.❛. ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐(♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡ ;✉❡ .❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝❧❛.✐✜❝❛, ❡♥ ✷

❣,❛♥❞❡. ❣,✉♣♦.✳ A,✐♠❡,♦✱ ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛ ♥❛3✉,❛❧❡③❛ ❞❡ ❧❛ ❛❞;✉✐.✐❝✐(♥ ❞❡ ❧❛. ✐♠5❣❡♥❡. ②

.❡❣✉♥❞♦ ♣♦, ❢❛❝3♦,❡. ❡①3❡,♥♦.✳

✹✳✶✳✶✳ ❆❞%✉✐(✐❝✐*♥ ❞❡ ✐♠.❣❡♥❡( ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦

❊♥ ❡❧ ♣,✐♠❡, ❝❛.♦ ❡. ♥❡❝❡.❛,✐♦ ❛♥❛❧✐③❛, ❡❧ ♣,♦❝❡.♦ ❞❡ ❛❞;✉✐.✐❝✐(♥ ❞❡ ❧❛. ✐♠5❣❡♥❡. ❞❡

❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉,❛ ✹✳✶ .❡ ♦❜.❡,✈❛ ✉♥ ❞✐❛❣,❛♠❛ ❡.;✉❡♠53✐❝♦ ;✉❡ ♠✉❡.3,❛ ❧❛

❡.3,✉❝3✉,❛ ❞❡ ✉♥❛ ❝5♠❛,❛ ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ▲❛ ❧✉③ ✐♥❝✐❞❡♥3❡ .❡ ♣✉❡❞❡

❣❡♥❡,❛, ❜✐❡♥ .❡❛ ♣♦, ❧❛ ❧5♠♣❛,❛ ✭❱✮ ♦ ♣♦, ❡❧ ✢❛.❤ ❡❧❡❝3,(♥✐❝♦ ✭❋✮✳ ❊.3❛ ❧✉③ ❡. ♣,♦✲

②❡❝3❛❞❛ ❛ 3,❛✈J. ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥3♦ ❞❡ ✜❧3,♦.✱ ❧✉❡❣♦ ,❡✢❡❥❛❞❛ ❡♥ ✉♥ ❡.♣❡❥♦ ❝✐,❝✉❧❛, ;✉❡

❧❛ ♣,♦②❡❝3❛ ❤❛❝✐❛ ✉♥❛ .❡,✐❡ ❞❡ ❧❡♥3❡. ;✉❡ ❡♥❢♦❝❛♥ ❧❛ ❧✉③ ♣❛,❛ ❞❛,❧❡ ❢♦,♠❛ ❞❡ ❞♦♥❛ ♦

❛♥✐❧❧♦✳ ❊.3❛ ❧✉③ ❡♥ ❢♦,♠❛ ❞❡ ❛♥✐❧❧♦ ❡. ,❡✢❡❥❛❞❛ ❡♥ ✉♥ ❡.♣❡❥♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❛♣❡,3✉,❛ ❝❡♥3,❛❧

❡♥ ❞♦♥❞❡✱ ❛ 3,❛✈J. ❞❡ ✉♥ ❧❡♥3❡ ♦❜❥❡3✐✈♦✱ .❛❧❡ ❛❧ ❡①3❡,✐♦, ♣❛,❛ ❡♥3,❛, ❛❧ ♦❥♦ ② .❡ ❝♦♥✲

.✐❞❡,❛ ❧✉❡❣♦ ❧❛ ❧✉③ ,❡✢❡❥❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ,❡3✐♥❛✳ ❙✉♣♦♥✐❡♥❞♦ ;✉❡ ❡❧ .✐.3❡♠❛ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐(♥

② ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡.35♥ ❝♦,,❡❝3❛♠❡♥3❡ ❛❧✐♥❡❛❞❛. ② ❡♥❢♦❝❛❞❛.✱ ❧❛ ❧✉③ ,❡✢❡❥❛❞❛ ❡♥3,❛ ❛ ❧❛

❝5♠❛,❛ ♣♦, ❡❧ ♦,✐✜❝✐♦ ❝❡♥3,❛❧ ;✉❡ ❣❡♥❡,❛ ❧❛ ❧✉③ ✐♥❝✐❞❡♥3❡ ❡♥ ❢♦,♠❛ ❞❡ ❞♦♥❛✱ ❝♦♥3✐♥L❛

❛ 3,❛✈J. ❞❡ ✉♥ .✐.3❡♠❛ ❞❡ ❝♦,,❡❝❝✐(♥ ❞❡ ❛.3✐❣♠❛3✐.♠♦ ② ❧❡♥3❡. ❞❡ ❝♦♠♣❡♥.❛❝✐(♥ ❞❡

❞✐♦♣3,:❛. ♣❛,❛ ❧❧❡❣❛, ✜♥❛❧♠❡♥3❡ ❛❧ .✐.3❡♠❛ ❞❡ ❝5♠❛,❛ ,❡✢❡①✳

▲❛ ❧✉③ ✐♥❝✐❞❡♥3❡ ;✉❡ ❧❧❡❣❛ ❛❧ ♦❥♦ .❡ ❡♥❝✉❡♥3,❛ ♣,✐♠❡,♦ ❝♦♥ ❧❛ ❝(,♥❡❛ ✭❧❡♥3❡ ♠❛.

♣♦❞❡,♦.❛ ❞❡❧ .✐.3❡♠❛ (♣3✐❝♦ ♦❝✉❧❛,✱ ✈❡, .❡❝❝✐(♥ ✸✳✶✳✶✮✱ ❛3,❛✈✐❡.❛ ❡❧ ❤✉♠♦, ❛❝✉♦.♦✱

✸✼
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❋✐❣✉$❛ ✹✳✶✿ ❉✐❛❣$❛♠❛ ❡-.✉❡♠/0✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❝/♠❛$❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ❬❙❛✐♥❡ ② ❚②❧❡$✱

✷✵✵✷❪

✳

♣❛-❛ ♣♦$ ❡❧ ❝$✐-0❛❧✐♥♦✱ ♣♦$ ❡❧ ❤✉♠♦$ ✈C0$❡♦ ② ✜♥❛❧♠❡♥0❡ ❧❧❡❣❛ ❛ ❧❛ $❡0✐♥❛✳ ❊-0❛ ❧✉③✱

.✉❡ ❡- ♠✉❧0✐❡-♣❡❝0$❛❧✱ ♣$❡-❡♥0❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ❢$♦♥0❡$❛ ❡♥0$❡ ✷ ♠❡❞✐♦- G♣0✐❝♦- ❞✐❢❡$❡♥0❡-

✭❛✐$❡✲❝♦$♥❡❛✲❤✉♠♦$ ❛❝✉♦-♦✲ ❡0❝✳✮✱ ✉♥ ♣❡.✉❡K♦ ❡❢❡❝0♦ ❞❡ $❡✢❡①✐G♥ ② $❡❢$❛❝❝✐G♥ .✉❡

❤❛❝❡ .✉❡ ❞✐-0♦$-✐♦♥❡ ❧❛ ❢♦$♠❛ ✐♥✐❝✐❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥0❡✳ ❈✉❛♥❞♦ ❧❧❡❣❛ ❛ ❧❛ $❡0✐♥❛✱ -❡ $❡✢❡❥❛ ❡♥

✉♥❛ -✉♣❡$✜❝✐❡ ♥♦✲♣❧❛♥❛ ✭❝✉$✈❛✮ .✉❡ ♥♦ ❡- ✉♥❛ -✉♣❡$✜❝✐❡ ❞❡✜♥✐❞❛✱ ❜$✐❧❧❛♥0❡ ♦ ♣✉❧✐❞❛

-✐♥♦ ✉♥ 0❡❥✐❞♦ .✉❡ ♣❡$♠✐0❡ ❞✐❢❡$❡♥0❡- ❞✐-0❛♥❝✐❛- ❞❡ ♣❡♥❡0$❛❝✐G♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦

❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✐0✉❞ ❞❡ ♦♥❞❛✱ ❝♦♠♦ -❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡$ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉$❛ ✹✳✷✳ ▲✉❡❣♦ ❞❡ -❡$ $❡✢❡❥❛❞❛✱ ❧❛

❧✉③ ❛0$❛✈✐❡-❛ ❞❡ $❡❣$❡-♦ ❧❛- ❞✐❢❡$❡♥0❡- ❝❛♣❛- ❞❡❧ ♦❥♦ ❞♦♥❞❡ -❡ ♣$♦❞✉❝❡♥ ♦0$❛- ♣❡.✉❡K❛-

$❡✢❡①✐♦♥❡- ② $❡❢$❛❝❝✐♦♥❡- ❤❛-0❛ ❧❧❡❣❛$ ❛❧ ❧❡♥0❡ ❞❡ ❧❛ ❝/♠❛$❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳

❚♦❞♦ ❡-0❡ ♣$♦❝❡-♦ ❢C-✐❝♦ ❣❡♥❡$❛ .✉❡ ❧❛ ❞✐-0$✐❜✉❝✐G♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ .✉❡ ❧❧❡❣❛ ❛ ❧❛ $❡0✐♥❛ ♥♦

-❡❛ ✉♥✐❢♦$♠❡ .✉❡ ❡- ✉♥ ♣✉♥0♦ ✐♠♣♦$0❛♥0❡ ❞❡ ❧❛- ❝❛✉-❛- ❞❡ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐G♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦$♠❡

♣$❡-❡♥0❡ ❡♥ ❧❛- ✐♠/❣❡♥❡- ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳

✹✳✶✳✷✳ ❋❛❝'♦)❡+ ❊①'❡)♥♦+

▲♦- ❞✐❢❡$❡♥0❡- ❢❛❝0♦$❡- ❡①0❡$♥♦- .✉❡ ❝♦♥0$✐❜✉②❡♥ ❛❧ ❢❡♥G♠❡♥♦ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲✉♥✐❢♦$♠✐❞❛❞

❡♥ ❧❛ ❧✉③ .✉❡ ❝❛♣0❛ ❡❧ -❡♥-♦$ G♣0✐❝♦ -❡ ❡♥❝✉❡♥0$❛♥ ❜✐❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥0❛❞♦- ❡♥ ❞✐❢❡$❡♥0❡-

✸✽
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❋✐❣✉$❛ ✹✳✷✿ *❡♥❡-$❛❝✐/♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ ❡♥ ❧❛3 ❞✐❢❡$❡♥-❡3 ❝❛♣❛3 ❞❡ ❧❛ $❡-✐♥❛ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡

❧❛ ❧♦♥❣✐-✉❞ ❞❡ ♦♥❞❛ ❬❙❛✐♥❡ ② ❚②❧❡$✱ ✷✵✵✷❪✳

❢✉❡♥-❡3 ❝♦♠♦ ❡♥ ❙❛✐♥❡ ② ❚②❧❡$ ❬✷✵✵✷❪ ② ❡3-?♥ ❡♥-$❡ ❡❧❧♦3✿

❉❡3-$❡③❛ ② ❡①♣❡$✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ -B❝♥✐❝♦ ✭❝❛♥3❛♥❝✐♦ ✈✐3✉❛❧✱ ❛❝♦♠♦❞❛❝✐/♥✱ ❛❥✉3-❡ ❞❡❧

❢♦❝♦✱ ❛❥✉3-❡ ❞❡ ❧❛ ❡①♣♦3✐❝✐/♥ ❞❡ ❧✉③✱ ❛❧✐♥❡❛❝✐/♥ ❝♦♥ ❡❧ ❝❡♥-$♦ ❞❡ ❧❛ ♣✉♣✐❧❛✮✳

*♦❧✈♦ ② 3✉❝✐❡❞❛❞ ❡♥ ❧❛ 3✉♣❡$✜❝✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝?♠❛$❛✳

*❡3-❛H❛3 ② ♣❡3-❛H❡♦✳

❊❧ ♠❡❝❛♥✐3♠♦ /♣-✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❝?♠❛$❛ J✉❡ -♦♠❛ ❧❛ ❢♦-♦❣$❛❢K❛ ♣✉❡❞❡ ♣$❡3❡♥-❛$ ❞✐❢❡$❡♥-❡3

❝♦♥✜❣✉$❛❝✐♦♥❡3✱ ♣♦$ ✉♥ ❧❛❞♦ ❧❛ ❧✉③ $❡✢❡❥❛❞❛ J✉❡ ❧❧❡❣❛ ❛ ❧❛ ❝?♠❛$❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦

♣♦❞$K❛ ❞✐✈✐❞✐$3❡ ❡♥ ✷ ❤❛❝✐❡♥❞♦ J✉❡ ✉♥ ♣♦$❝❡♥-❛❥❡ ✈❛②❛ ❛ ✉♥ ✈✐3♦$ ✭❧❡♥-❡✮ ♣♦$ ❡❧

❝✉❛❧ ❡3-? ♠✐$❛♥❞♦ ❝♦♥-✐♥✉❛♠❡♥-❡ ❡❧ -B❝♥✐❝♦ ② ❡❧ $❡3-♦ 3❡ ❞✐$❡❝❝✐♦♥❡ ❤❛❝✐❛ ❡❧ 3❡♥3♦$

❡❧❡❝-$/♥✐❝♦ ❞❡ ❧❛ ❝?♠❛$❛ ❞✐❣✐-❛❧✱ ♦ ♣♦$ ♦-$♦ ❧❛❞♦ ♣♦❞$K❛ 3❡$ ✉♥ 3✐3-❡♠❛ $❡✢❡① ❡♥ ❡❧

❝✉❛❧ ✉♥ ❡3♣❡❥♦ 3❡ ♠✉❡✈❡ ♣❡$♠✐-✐❡♥❞♦ J✉❡ ❧❛ -♦-❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ ✐♥❝✐❞❡♥-❡ ♣❛3❡ ❜✐❡♥ 3❡❛

❛❧ ✈✐3♦$ ♦ ❛❧ 3❡♥3♦$ ❡❧❡❝-$/♥✐❝♦✳ ❊❧ ❝❛♥3❛♥❝✐♦ ✈✐3✉❛❧ ② ❧❛ ❛❝♦♠♦❞❛❝✐/♥ 3♦♥ ✉♥ ❢❛❝-♦$

✐♠♣♦$-❛♥-❡ J✉❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛ ♥✐-✐❞❡③ ❞❡ ❧❛3 ✐♠?❣❡♥❡3 ② J✉❡ $❡J✉✐❡$❡ ✉♥ ❡♥-$❡♥❛♠✐❡♥-♦

❡3♣❡❝✐❛❧ ♣♦$ ♣❛$-❡ ❞❡❧ -B❝♥✐❝♦✳ ❈✉❛♥❞♦ ❡❧ -B❝♥✐❝♦ ♠✐$❛ ❛ -$❛✈B3 ❞❡❧ ❧❡♥-❡✱ 3✉ ♣$♦♣✐♦

♦❥♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❝♦♠♦ ✉♥ 3✐3-❡♠❛ /♣-✐❝♦ J✉❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦$$❡❣✐$ ❛❧❣✉♥♦3 ❡$$♦$❡3✱ ❝♦♠♦ ❡❧ ❞❡

❡♥❢♦J✉❡✱ ❞❛♥❞♦ ❧❛ 3❡♥3❛❝✐/♥ ❛❧ -B❝♥✐❝♦ ❞❡ J✉❡ ❧♦3 ♣❛$?♠❡-$♦3 ❡3-?♥ ❜✐❡♥ ❛❥✉3-❛❞♦3

♣❡$♦ $❡❛❧♠❡♥-❡ ❝✉❛♥❞♦ 3❡ -♦♠❛ ❧❛ ❢♦-♦ ❞✐❣✐-❛❧ ❡❧ $❡3✉❧-❛❞♦ ❡3 ❞✐❢❡$❡♥-❡✱ ❡3 ♣♦$ ❡3♦

J✉❡ ❡❧ -B❝♥✐❝♦ ❞❡❜❡ 3❡$ ❝♦♥3❝✐❡♥-❡ ❡♥ -♦❞♦ ♠♦♠❡♥-♦ ❞❡ ❧❛ ❛❝♦♠♦❞❛❝✐/♥ ♣$♦♣✐❛ ❞❡❧

♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦ ② -❡♥❡$❧♦ ❡♥ ❝✉❡♥-❛ ❛❧ ♠♦♠❡♥-♦ ❞❡ -♦♠❛$ ❧❛ ❢♦-♦❣$❛❢K❛✳

❊3 ♠✉② ❝♦♠P♥ J✉❡ ❡♥ ❧❛3 ❝?♠❛$❛3 ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❞❡ ❤♦3♣✐-❛❧❡3 ♦❢-❛❧♠♦❧/❣✐❝♦3 ❡3-B♥

❡♥ ✉3♦ ❝♦♥-✐♥✉♦ ② ♣♦$ -❛♥-♦ ♣❡J✉❡H❛3 ♣❛$-K❝✉❧❛3 ❞❡ ♣♦❧✈♦ 3❡ ♣♦3❡♥ ❡♥ ❡❧ ❧❡♥-❡ ❞❡
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❈❛♣#$✉❧♦ ✹

❧❛ ♠✐$♠❛✱ ❧♦ '✉❡ ❣❡♥❡,❛ ♣❡'✉❡.❛$ ♠❛♥❝❤❛$ ❜❧❛♥❝✉③❝❛$ ❞✐❢✉♠✐♥❛❞❛$✱ ❛ ✈❡❝❡$ ❝❛$✐

✐♠♣❡,❝❡♣6✐❜❧❡$✱ ❡♥ ❧❛$ ✐♠7❣❡♥❡$ ,❡$✉❧6❛♥6❡$✳ ▲❛$ ♣❡$6❛.❛$ ② ❡❧ ♣❡$6❛.❡♦ 6❛♠❜✐;♥

❥✉❡❣❛♥ ✉♥ ♣❛♣❡❧ ✐♠♣♦,6❛♥6❡✱ ② ❛✉♥'✉❡ ❡$ ♠❡♥♦$ ♣,♦❜❛❜❧❡ '✉❡ ❡❧ ,❡$6♦ ❞❡ ❢❛❝6♦,❡$✱

❡♥ ♦❝❛$✐♦♥❡$ ❣❡♥❡,❛♥ ❛,6❡❢❛❝6♦$✳

❚♦❞♦$ ❧♦$ ❛♥6❡,✐♦,❡$ ❢❛❝6♦,❡$ ✐♥✢✉②❡♥ ❡♥ ❡❧ ♣❛6,?♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡ ♣,❡✲

$❡♥6❡ ❡♥ ❧❛$ ✐♠7❣❡♥❡$ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳

✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧♦ ♣)♦♣✉❡+,♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐2♥

❙✉♣♦♥❞,❡♠♦$ '✉❡ ❡❧ ✢✉❥♦ ❧✉♠✐♥♦$♦ '✉❡ ❧❧❡❣❛ $❡♥$♦, ❡❧❡❝6,?♥✐❝♦ ♣,♦✈❡♥✐❡♥6❡ ❞❡ ❧❛ ,❡6✐✲

♥❛ $❡ ♣✉❡❞❡ $❡♣❛,❛, ❝♦♠♦ $✐ ✈✐♥✐❡,❛ ❞❡ ✷ ❢✉❡♥6❡$ ❞✐❢❡,❡♥6❡$ ❞❡ ❧✉③✱ ✉♥❛ '✉❡ ♣,♦♣♦,❝✐♦♥❛

✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ $?❧♦ ❧♦$ ♦❜❥❡6♦$ ❞❡ ✐♥6❡,;$ ② ♦6,❛ ❝♦♥ ❡❧ ♣❛6,?♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ♥♦✲

✉♥✐❢♦,♠❡✱ ❞❡ ♠♦❞♦ '✉❡ $❡❣✉✐,❡♠♦$ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ♣,♦♣✉❡$6♦ ❡♥ ❬❋♦,❛❝❝❤✐❛

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ,❡6✐♥❛ ♦❜$❡,✈❛❞❛ I ♣✉❡❞❡ $❡, ♠♦❞❡❧❛❞❛ ❝♦♠♦✿

I = f(I0) = f(I0b + I0f ) ✭✹✳✶✮

❞♦♥❞❡ I0 ❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦,✐❣✐♥❛❧✱ I0b ❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦,✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ✭❇❛❝❦❣/♦✉♥❞ ✮✱ I0f
❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦,✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣,✐♠❡, ♣❧❛♥♦ ✭❋♦/❡❣/♦✉♥❞ ✮ ② f(·) ❡$ ❧❛ 6,❛♥$❢♦,♠❛❝✐?♥ ❞❡

❛❞'✉✐$✐❝✐?♥✳ I0f ❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ 6♦❞❛$ ❧❛$ ❡$6,✉❝6✉,❛$ ✭✈❛$♦$ $❛♥❣✉M♥❡♦$✱ ❞✐$❝♦ ?♣6✐❝♦

② ♠7❝✉❧❛✮ ② ❧❡$✐♦♥❡$ ✭♠✐❝,♦❛♥❡✉,✐$♠❛$✱ ❡①✉❞❛❞♦$✱ ❡6❝✮ ② I0b ❡$ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ $✐♥ ♥✐♥❣✉♥❛

❡$6,✉❝6✉,❛ ♥✐ ❧❡$✐?♥ ♣❡,♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣❛6,?♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡✳ ❉❡ ❡$6❛ ♠❛♥❡,❛✱

$✉♣♦♥✐❡♥❞♦ f(·) ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐?♥ ❧✐♥❡❛❧✱ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ✐♥6❡,;$ ♦ ❝♦,,❡❣✐❞❛ ♣✉❡❞❡ $❡,

❝❛❧❝✉❧❛❞❛ ♣♦, ♠❡❞✐♦ ❞❡✿

I0 − I0b = I0f ✭✹✳✷✮

✹✳✸✳ ❈♦))❡❝❝✐2♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐2♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦)♠❡

P❛,❛ ❧❛ ❝♦,,❡❝❝✐?♥ ❞❡ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡ ♣,❡$❡♥6❡ ❡♥ ❧❛$ ✐♠7❣❡♥❡$ ❞❡ ❢♦♥❞♦

❞❡ ♦❥♦ $❡ ♣,♦❜❛,♦♥ ✷ 6;❝♥✐❝❛$ ❞✐❢❡,❡♥6❡$✱ ❛♠❜❛$ ❜❛$❛❞❛$ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥

❛❞✐6✐✈♦ ✐♥6❡♥6❛♥❞♦ ❡$6✐♠❛, ❧❛ ❞✐❢❡,❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦$✐❞❛❞ ❡♥ ❞✐❢❡,❡♥6❡$ ,❡❣✐♦♥❡$ ❞❡ ❧❛

✐♠❛❣❡♥ ♣❛,❛ ✜♥❛❧♠❡♥6❡ ❡♥❝♦♥6,❛, ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐?♥ ✉♥✐❢♦,♠❡ ❡♥ ❝✉❛❧'✉✐❡,

♣✉♥6♦✳

▲❛ ♣,✐♠❡,❛ ♣,♦♣✉❡$6❛ ❞❡ $♦❧✉❝✐?♥ $❡ ❜❛$❛ ❡♥ ❧❛ ❡$6✐♠❛❝✐?♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠✐❞❛❞

♠♦❞❡❧7♥❞♦❧❛ ❝♦♥ ✉♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ 6❡,❝❡, ♦,❞❡♥ ❡♥ ✷ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❡$✳ ❉✐❝❤❛ ♣,♦♣✉❡$6❛

❢✉❡ ♣,❡$❡♥6❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ✹➸ ❈♦♥❣,❡$♦ ■♥6❡,♥❛❝✐♦♥❛❧ ❡♥ P,♦❝❡$❛♠✐❡♥6♦ ❞❡ ■♠7❣❡♥❡$ ②

❚❡❧❡❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥❡$ ■P❈ ✷✵✶✷ ❡♥ ❇②❞❣♦$③❝③✱ P♦❧♦♥✐❛ ❬❈❛,❞❡♥❛$ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

▲❛ $❡❣✉♥❞❛ ♣,♦♣✉❡$6❛ ❞❡ $♦❧✉❝✐?♥ $✉♣♦♥❡ '✉❡ ❡❧ ♣❛6,?♥ ❞❡ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠✐❞❛❞✱ ❞❛❞❛ ❧❛

♥❛6✉,❛❧❡③❛ ❞❡ ❧❛ ❛❞'✉✐$✐❝✐?♥ ❞❡ ❧❛$ ✐♠7❣❡♥❡$✱ ♣✉❡❞❡ $❡, ❝♦,,❡❝6❛♠❡♥6❡ ♠♦❞❡❧❛❞♦ ♣♦,

♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥6♦ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦$ ❞❡ ❩❡,♥✐❦❡✳

✹✵



■▲❯▼■◆❆❈■'◆ ◆❖✲❯◆■❋❖❘▼❊

✹✳✸✳✶✳ ❆❥✉'(❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ ✸ ♦1❞❡♥

❊!"❛ ❛♣%♦①✐♠❛❝✐+♥ !✉♣♦♥❡ /✉❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ I0b ♣✉❡❞❡ !❡% ❝♦♠♣❧❡"❛♠❡♥"❡ ♠♦✲
❞❡❧❛❞❛ ♣♦% ✉♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ "❡%❝❡% ♦%❞❡♥ ❡♥ ❡❧ ♣❧❛♥♦✱ "♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥"❛ /✉❡ ❝♦♠6♥✲

♠❡♥"❡ ❡❧ ❢♦♥❞♦ ♥♦ ♣%❡!❡♥"❛ ✈❛%✐❛❝✐♦♥❡! ❞❡ ✐♥"❡♥!✐❞❛❞ ♠✉② ❛❧"❛!✳ ❊!"❛ ♠❡"♦❞♦❧♦❣:❛

❞❡ ❝♦%%❡❝❝✐+♥ ❡!"; ❞✐✈✐❞✐❞❛ ❡♥ ✷ ❣%❛♥❞❡! ♣❛!♦!✱ ♣%✐♠❡%♦ ❧❛ !❡❧❡❝❝✐+♥ ❞❡ ♣✐①❡❧❡! ❝♦%%❡!✲

♣♦♥❞✐❡♥"❡! ❛❧ ❢♦♥❞♦ ② ❧✉❡❣♦ ❡❧ ❛❥✉!"❡ ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ② ❝♦%%❡❝❝✐+♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳

❈♦♠♦ ♣%✐♠❡% ♣❛!♦✱ ♣❛%❛ ♣♦❞❡% ❡♥❝♦♥"%❛% ✉♥ ❡!"✐♠❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞♦

I0b ❡! ♥❡❝❡!❛%✐♦ ❤❛❝❡% ✉♥ ♠✉❡!"%❡♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%❛ !❡❧❡❝❝✐♦♥❛% ❝✐❡%"♦! ♣✐①❡❧❡! ❝♦%%❡!✲
♣♦♥❞✐❡♥"❡! ❛❧ ❢♦♥❞♦✳ ❙❡ ♣%♦♣✉!♦ ❡♥❝♦♥"%❛% ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ♥♦✲✉♥✐❢♦%♠❡ !♦❜%❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

"♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥"❛ ❧♦! !✐❣✉✐❡♥"❡! !✉♣✉❡!"♦!✿

❆❧ ✉❜✐❝❛% ✉♥❛ ✈❡♥"❛♥❛ ❞❡ "❛♠❛D♦ h !♦❜%❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ !✐♥ ❝♦%%❡❝❝✐+♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦✲
!✐❞❛❞✱ ❧❛ ♠♦❞❛ ❡!"❛❞:!"✐❝❛ ❞❡ ❧♦! ✈❛❧♦%❡! ❞❡ ❣%✐! ♣%❡!❡♥"❡! ❞❡♥"%♦ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥"❛♥❛

❝♦%%❡!♣♦♥❞❡%; ❛❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❣%✐! /✉❡ ♠;! !❡ %❡♣✐"❡✱ ♣♦% "❛♥"♦✱ ❝♦%%❡!♣♦♥❞❡%; ❛❧

♥✐✈❡❧ ❞❡ ❣%✐! ❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥"❡ ❢♦♥❞♦ I0b ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳

❊!"❛ ✈❡♥"❛♥❛ ❞❡ "❛♠❛D♦ h ❞❡❜❡%; !❡% ❧♦ !✉✜❝✐❡♥"❡♠❡♥"❡ ♣❡/✉❡D❛ ❝♦♠♦ ♣❛%❛
/✉❡ ♥♦ !❡ ✈❡❛ ❛❢❡❝"❛❞❛ ♣♦% ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐+♥ ♥♦ ✉♥✐❢♦%♠❡✱ ❡! ❞❡❝✐%✱ ❡❧ ❡❢❡❝"♦ ❞❡ ♥♦

✉♥✐❢♦%♠✐❞❛❞ ♣✉❡❞❡ !❡% ❞❡!♣%❡❝✐❛❞♦✳

❊❧ "❛♠❛D♦ h ❞❡❜❡ !❡% ❧♦ !✉✜❝✐❡♥"❡♠❡♥"❡ ❣%❛♥❞❡ ❝♦♠♦ ♣❛%❛ ❝✉❜%✐% ② !♦❜%❡♣❛!❛%
❡❧ "❛♠❛D♦ ❞❡ ❧❛! ❡!"%✉❝"✉%❛! ♠;! ❣%❛♥❞❡! ♣%❡!❡♥"❡! ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦%♠❛ /✉❡

❧❛ ♠♦❞❛ ❡!"❛❞:!"✐❝❛ ❡❢❡❝"✐✈❛♠❡♥"❡ ❝♦%%❡!♣♦♥❞❛ ❛❧ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ❣%✐! ♣%❡❞♦♠✐♥❛♥"❡

❞❡❧ ❢♦♥❞♦✳

❇❛!❛❞♦! ❡♥ ❡!"♦! !✉♣✉❡!"♦! !❡ ♣%♦♣✉!♦ ❡❧ ❡!/✉❡♠❛ ♠✉❧"✐❡!❝❛❧❛ ♣✐%❛♠✐❞❛❧ ♠♦!"%❛❞♦

❡♥ ❧❛ ✜❣✉%❛ ✹✳✸✳ ❙❡ %❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ♣❛%"✐❝✐+♥ ✭-❡//❡❧❧❛-✐♦♥✮❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ ❝✉❛❞%♦! ❡♠✲

♣❡③❛♥❞♦ ♣♦% ❧❛ ❡!❝❛❧❛ ♠❛②♦% ② "❡%♠✐♥❛♥❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡!❝❛❧❛ ♠❡♥♦%✱ !❡❧❡❝❝✐♦♥❛♥❞♦ ❡❧ ♥✐✈❡❧

❞❡ ❣%✐! ✜♥❛❧ ♣♦% ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❞✐❛❣%❛♠❛ ❞❡ ✢✉❥♦ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❛ ✹✳✸✭❜✮✳

❊❧ ❝♦♥❥✉♥"♦ ❞❡ ♣✉♥"♦! ❞❡❧ ♣%♦❝❡!♦ ❞❡ ♠✉❡!"%❡♦ /✉❡ ❝♦♥❢♦%♠❛ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ✐%%❡❣✉❧❛% !❡

♠✉❡!"%❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉%❛ ✹✳✹✳ ❊!"♦! ♣✉♥"♦! ❝♦%%❡!♣♦♥❞❡♥ ❛ ♣✐①❡❧❡! ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱

❡! ❞❡❝✐%✱ ♥♦ ♣❡%"❡♥❡❝❡♥ ❛ ♥✐♥❣✉♥❛ ❡!"%✉❝"✉%❛✳ ❆ ♣❛%"✐% ❞❡ ❡!"❡ ❝♦♥❥✉♥"♦ ❞❡ ♣✉♥"♦! !❡

%❡❛❧✐③❛ ❡❧ ❛❥✉!"❡ ❞❡ ✉♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❡♥ ✷ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❡! ❞❡ ❣%❛❞♦ ✸ ❝♦♠♦ !❡ ♠✉❡!"%❛ ❡♥

❧❛ ❡①♣%❡!✐+♥ ✭✹✳✸✮✳ ❊❧ %❡!✉❧"❛❞♦ ❞❡❧ ♣%♦❝❡!♦ ❞❡ ♦❜"❡♥❝✐+♥ ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ !❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜!❡%✈❛%

❡♥ ❧❛ ✜❣✉%❛ ✹✳✺✳

a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4y

2 + a5xy + a6x
3 + a7x

2y + a8xy
2 + a9y

3
✭✹✳✸✮

❋✐♥❛❧♠❡♥"❡✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐+♥ ❛❞✐"✐✈♦ ❡!"❛❜❧❡❝✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐+♥

✭✹✳✷✮ !❡ ♣✉❡❞❡ ❡♥❝♦♥"%❛% ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐+♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦%♠❡ ❝♦%%❡❣✐❞❛ ❧❛ ❝✉❛❧ !❡

♣✉❡❞❡ ♦❜!❡%✈❛% ❡♥ ❧❛ ✜❣✉%❛ ✹✳✻✳

✹✶



4×4 8×8 16×6



I0b

(m,n)



❈❛♣#$✉❧♦ ✹

❋✐❣✉$❛ ✹✳✻✿ ❊+,✐♠❛❝✐/♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣$✐♠❡$ ♣❧❛♥♦ I0f ❝♦$$❡+♣♦♥❞✐❡♥,❡ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥
❝♦♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐/♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦$♠❡ ❝♦$$❡❣✐❞❛ I0f = I0 − I0b ✳

❡+,8 ❞❡✜♥✐❞❛ +♦❜$❡ ❡❧ ❝;$❝✉❧♦ ✉♥✐,❛$✐♦ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+,$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐/♥ ✭✹✳✹✮ ❬▲✐❛♦ ②

A❛✇❧❛❦✱ ✶✾✾✼❪✳

Vn,m = Rm,n(ρ)e
jqθ, x2 + y2 ≤ 1, ✭✹✳✹✮

❞♦♥❞❡ ρ =
√

x2 + y2 ❡+ ❧❛ ❧♦♥❣✐,✉❞ ❞❡❧ ✈❡❝,♦$ ❞❡+❞❡ ❡❧ ♦$✐❣❡♥ ❛❧ ♣;①❡❧ (x, y)✱ θ =
arctan(y/x) ❡+ ❡❧ 8♥❣✉❧♦ ❡♥,$❡ ❡❧ ✈❡❝,♦$ ② ❡❧ ❡❥❡ x ② ❧❛ ❢✉♥❝✐/♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧ $❛❞✐❛❧

Rm,n +❡ ♠✉❡+,$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐/♥ ✭✹✳✺✮✳ ❊+,❛ ❡❝✉❛❝✐/♥ ♣$❡+❡♥,❛ ✷ ♣❛$8♠❡,$♦+✱ m ② n✳
❊❧ ♣❛$8♠❡,$♦ n $❡♣$❡+❡♥,❛ ❡❧ ♦$❞❡♥ ❞❡❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ +✐❡♥❞♦ ❡❧ ♠❛②♦$ ❡①♣♦♥❡♥,❡ ❡♥ ❧❛

❢✉♥❝✐/♥ $❛❞✐❛❧ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧ ② ❡+,8 $❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ♥N♠❡$♦ ❞❡ ♣✐❝♦+ ② ✈❛❧❧❡+ ❡♥ ✉♥

❝♦$,❡ ♠❡$✐❞✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐/♥✱ ❡❧ ♣❛$8♠❡,$♦ m ❡+,8 $❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢$❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡

❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❧❛ ❛♠♣❧✐,✉❞ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐/♥ $❛❞✐❛❧ O✉❡ ✐♥❝$❡♠❡♥,❛✱ ❞❡❝$❡♠❡♥,❛ ② ❝❛♠❜✐❛ ❞❡

+✐❣♥♦ ❡♥,$❡ ♠❡$✐❞✐❛♥♦+✳ ❊❧ ♣❛$8♠❡,$♦ n +✐❡♠♣$❡ ❡+ ♣♦+✐,✐✈♦✱ ❡❧ ♣❛$8♠❡,$♦ m ✈❛$;❛

❞❡+❞❡ −n ≤ m ≤ n ❞❡ ❞♦+ ❡♥ ❞♦+ ② ❛♠❜♦+ ♣❛$8♠❡,$♦+ +♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥,❡+ ❡♥,$❡ +✐✳

Rn,m(ρ) =

(n−|m|)/2
∑

l=0

(−1)l
(n− l)!

l!
(

n+|m|
2

− l
)

!
(

n−|m|
2

− l
)

!
ρn−2l. ✭✹✳✺✮

❊♥ ❧❛ ✜❣✉$❛ ✹✳✼ +❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡$ ✉♥❛ $❡♣$❡+❡♥,❛❝✐/♥ ❡♥ ❢❛❧+♦ ❝♦❧♦$ ❞❡ ❧♦+ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦+ ❞❡

❩❡$♥✐❦❡ ♣❛$❛ ❞✐❢❡$❡♥,❡+ ✈❛❧♦$❡+ ❞❡ m ② n✳ ❯♥❛ ✐♠❛❣❡♥ f(x, y) ♣✉❡❞❡ +❡$ $❡♣$❡+❡♥,❛❞❛
♣♦$ ❧♦+ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦+ ❞❡ ❩❡$♥✐❦❡ +♦❜$❡ ❡❧ ❞✐+❝♦ ✉♥✐,❛$✐♦ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+,$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐/♥

✭✹✳✻✮✳

f(x, y) =
∞
∑

n=0

n
∑

m=−n

τnAn,mVn,m(x, y) ✭✹✳✻✮

❞♦♥❞❡ n − |m| ❡+ ✐♠♣❛$✱ τn = n+1
π

❡+ ❧❛ ❝♦♥+,❛♥,❡ ❞❡ ♥♦$♠❛❧✐③❛❝✐/♥ ② An,m ❡+ ❡❧

♠♦♠❡♥,♦ ❞❡ ❩❡$♥✐❦❡ ❞❡ ♦$❞❡♥ n ② ❢$❡❝✉❡♥❝✐❛ m ❞❛❞♦ ♣♦$ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐/♥ ✭✹✳✼✮✳

An,m =

∫ ∫

D

f(x, y)V ∗
(n,m)(x, y)dxdy. ✭✹✳✼✮

✹✹



m n

I0b
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♦!"♦ ❧❛❞♦✱ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ♥♦ ❡. ❝♦♠♣❧❡!❛♠❡♥!❡ "❡❞♦♥❞❛ .✐♥♦ 1✉❡ !✐❡♥❡

❞♦. ♣❛"!❡. ❢❛❧!❛♥!❡.✱ ❧❛. ♣❛"!❡. .✉♣❡"✐♦" ❡ ✐♥❢❡"✐♦" ❞❡❧ ❝3"❝✉❧♦ ✐❞❡❛❧ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡.!❛

✐♥.❝"✐!❛✳ ❊.!❛ ❝❛"❛❝!❡"3.!✐❝❛ ♣"❡.❡♥!❛ ✉♥❛ ❞❡.✈❡♥!❛❥❛ ❞❡❜✐❞♦ ❛ 1✉❡ ❤❛② 1✉❡ ❤❛❝❡" ✉♥❛

❡.!✐♠❛❝✐:♥ ❧♦ ♠;. ❛♣"♦①✐♠❛❞❛ ♣♦.✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛. ♣❛"!❡. ❢❛❧!❛♥!❡. ♣❛"❛ ♦❜!❡♥❡" ✉♥❛ ❜✉❡♥❛

"❡♣"❡.❡♥!❛❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦. ❞❡ ❩❡"♥✐❦❡✳ ❙❡ ♣♦❞"3❛ ♣❡♥.❛" ❡♥ ♦❜✈✐❛"

❧♦. .❡❣♠❡♥!♦. .✐♠♣❧❡♠❡♥!❡ ♥♦ !♦♠;♥❞♦❧♦. ❡♥ ❝✉❡♥!❛ ② ❛.✐❣♥❛♥❞♦ ✉♥ ✈❛❧♦" ❝❡"♦✱ ♣❡"♦

❡❧ "❡.✉❧!❛❞♦ .❡"3❛ 1✉❡ ❧❛ ❡.!✐♠❛❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ I0b ♣"❡.❡♥!❛"3❛ ✉♥❛

!❡♥❞❡♥❝✐❛ ❛ ❞❡❝"❡♠❡♥!❛" ❧❛ ❧✉♠✐♥♦.✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛. ✷ "❡❣✐♦♥❡. ❛ ❝❡"♦ ❧♦ ❝✉❛❧ ❣❡♥❡"❛"3❛

✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❜❛❝❦❣-♦✉♥❞ ✐♠♣"❡❝✐.❛✳

▲❛ .♦❧✉❝✐:♥ ❡. ❝"❡❛" ✉♥ ❡.!✐♠❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❢❛❧!❛♥!❡ ❛❥✉.!❛♥❞♦ ✉♥ ❝3"❝✉❧♦ ✉♥✐!❛"✐♦

✐♥.❝"✐!♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✱ ❝♦♠♦ .❡ ♠✉❡.!"❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉"❛ ✹✳✾✭❛✮✳ ❊.!❡

❡.!✐♠❛❞♦ .❡ ♦❜!✐❡♥❡✱ ❝♦♠♦ ②❛ .❡ ❤❛❜3❛ ❞✐❝❤♦✱ ❡♥❝♦♥!"❛♥❞♦ ✉♥ ♥G♠❡"♦ ❞❡!❡"♠✐♥❛❞♦

❞❡ ♠♦♠❡♥!♦. ❞❡ ❩❡"♥✐❦❡ .❡❣G♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✹✳✼✮ ② ❧✉❡❣♦ ❤❛❝❡" ✉♥❛ "❡❝♦♥.!"✉❝❝✐:♥ ❞❡

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✉.❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✹✳✻✮✳ ❊.!❛ ❡.!✐♠❛❝✐:♥ ❞❡❧ ❢♦♥❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝3"❝✉❧♦ ✉♥✐!❛"✐♦

✐♥.❝"✐!♦ ❡♥ ❡❧ ❝3"❝✉❧♦ .❡ ♠✉❡.!"❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉"❛ ✹✳✾✭❜✮✳

❊❧ .✐❣✉✐❡♥!❡ ♣❛.♦ ❡. ❤❛❝❡" ✉♥❛ ✐♥!❡"♣♦❧❛❝✐:♥ ✭❡♥ ❡.!❡ ❝❛.♦ ✉.❛♥❞♦ ❡❧ ♠J!♦❞♦ ❜✐❝G❜✐❝♦✮

❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦❜!❡♥✐❞❛ ♣❛"❛ ❤❛❝❡"❧❛ ❛❥✉.!❛" ❛❧ !❛♠❛K♦ ❞❡❧ ❝3"❝✉❧♦ ❝✐"❝✉♥.❝"✐!♦ ❛ ❧❛

✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ✭❝3"❝✉❧♦ ❞❡ "❛❞✐♦ ♠❛②♦" ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✹✳✾✭❜✮✮✳ ▲✉❡❣♦✱ ❛❧

.♦❜"❡♣♦♥❡" ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ 1✉❡❞❛";♥ ❧♦. ❡.♣❛❝✐♦. ❢❛❧!❛♥!❡. ❝♦♥ ❡.!❛ ♣"✐♠❡"❛

❡.!✐♠❛❝✐:♥✱ ❝♦♠♦ .❡ ✈❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉"❛ ✹✳✾✭❝✮✳ ❨❛ !❡♥✐❡♥❞♦ ✉♥❛ ❡.!✐♠❛❝✐:♥ ♠;. ❛♣"♦♣✐❛❞❛

❞❡ ❧❛. "❡❣✐♦♥❡. ❢❛❧!❛♥!❡. .❡ "❡❛❧✐③❛ ❡❧ ♠✐.♠♦ ♣"♦❝❡❞✐♠✐❡♥!♦ ❛♥!❡"✐♦"✱ ❡♥❝♦♥!"❛" ✉♥

♥G♠❡"♦ ❞❡!❡"♠✐♥❛❞♦ ❞❡ ♠♦♠❡♥!♦. ❞❡ ❩❡"♥✐❦❡ .❡❣G♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✹✳✼✮ ② ❧✉❡❣♦ ❤❛❝❡"

✉♥❛ "❡❝♦♥.!"✉❝❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✉.❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✹✳✻✮ .♦❜"❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♠♣❧❡!❛✳

❊❧ "❡.✉❧!❛❞♦ .❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡" ❡♥ ❧❛ ✜❣✉"❛ ✹✳✾✭❞✮✳

❊♥ ❡❧ ❛❧❣♦"✐!♠♦ ✶ .❡ ♠✉❡.!"❛ ❡♥ ♣.❡✉❞♦✲❝:❞✐❣♦ ❡❧ ❛❧❣♦"✐!♠♦ ♣"♦♣✉❡.!♦ ♣❛"❛ ❝♦""❡❝❝✐:♥

❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐:♥ ✉.❛♥❞♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦. ❞❡ ❩❡"♥✐❦❡✳

✹✻
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❆❧❣♦$✐&♠♦ ✶  !❡✉❞♦✲❝(❞✐❣♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦-✐.♠♦ ❞❡ ❝♦--❡❝❝✐(♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐(♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦-♠❡

✉!❛♥❞♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦! ❞❡ ❩❡-♥✐❦❡✳ Is(x, y) ❝♦--❡!♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ !✐♥ ❝♦--❡❝❝✐(♥ ❞❡ ✐♠❛✲
❣❡♥ ❢❛❧.❛♥.❡ ✭✈❡- ✜❣✉-❛ ✹✳✾✭❛✮✮ ② Ic(x, y) ❝♦--❡!♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❧❛ ❡!.✐♠❛❝✐(♥
❞❡ ❧❛ ♣❛-.❡ ❢❛❧.❛♥.❡ ✭✈❡- ✜❣✉-❛ ✹✳✾✭❝✮✮✱

❊♥&$❛❞❛✿ ❈♦♥❥✉♥.♦ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦! ❞❡ ❩❡-♥✐❦❡ ♣❛-❛ ❞✐❢❡-❡♥.❡! (-❞❡♥❡! ② ❢-❡❝✉❡♥❝✐❛!✳

❊♥&$❛❞❛✿ N → ♥@♠❡-♦ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦! ❞❡ ❩❡-♥✐❦❡ ❛ ♠♦❞❡❧❛-✳

✴✴ ❊*$✐♠❛❝✐.♥ ❞❡ ✐♠❛❣❡♥ ❢❛❧$❛♥$❡✿ ❈5❧❝✉❧♦ ❞❡ ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡ ❩❡7♥✐❦❡ ✭❞❡*❝♦♠♣♦✲

*✐❝✐.♥✮✳ ▲♦* ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡ ❩❡7♥✐❦❡ *❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ *♦❜7❡ ❡❧ ❝#7❝✉❧♦ ✐♥*❝7✐$♦ ✭✐♥$❡7✐♦7✮

❞❡ 7❛❞✐♦ ✉♥✐$❛7✐♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ *✐♥ ❡*$✐♠❛❝✐.♥ ❞❡❧ ❢❛❧$❛♥$❡✱ ✈❡7 ✜❣✉7❛ ✹✳✾✭❛✮

✶✿ ♣❛$❛ i = 1 ❤❛!.❛ N ❤❛❝❡$

✷✿ As
i =

∫ ∫

D
Is(x, y)V

∗
i (x, y)dxdy

✸✿ ✜♥ ♣❛$❛

✴✴ ❘❡❝♦♥*$7✉❝❝✐.♥✿ ❖❜$❡♥❡7 ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ I0b ❜❛*❛❞♦ ❡♥ ❧♦* ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡
❩❡7♥✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦* As

i(n,m)✱ ✈❡7 ✜❣✉7❛ ✹✳✾✭❜✮

✹✿ Isb (x, y) =
∑N

i=1 τiA
s
iVi(x, y)

✺✿ ■♥.❡-♣♦❧❛- ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ Isb (x, y) ♣❛-❛ ❛❞♦♣.❛- ❡❧ .❛♠❛D♦ ❞❡❧ ❝E-❝✉❧♦ ❝✐-❝✉♥!❝-✐.♦
✭❝E-❝✉❧♦ ❡①.❡-♥♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉-❛ ✹✳✾✭❛✮✮ ② !✉♣❡-♣♦♥❡- ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦-✐❣✐♥❛❧✱ ♣❛-❛ ♦❜.❡♥❡-

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❧❛ ❡!.✐♠❛❝✐(♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛-.❡ ❢❛❧.❛♥.❡ Ic(x, y)
✴✴ ❊*$✐♠❛❝✐.♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❢♦♥❞♦ I0b ✭✜❣✉7❛ ✹✳✾✭❞✮✮✳ ❈5❧❝✉❧♦ ❞❡ ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡
❩❡7♥✐❦❡ ✭❞❡*❝♦♠♣♦*✐❝✐.♥✮✳ ▲♦* ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡ ❩❡7♥✐❦❡ *❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ *♦❜7❡ ❡❧ ❝#7❝✉❧♦

❝✐7❝✉♥*❝7✐$♦ ✭❡①$❡7✐♦7✮ ❞❡ 7❛❞✐♦ ✉♥✐$❛7✐♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❡*$✐♠❛❝✐.♥ ❞❡❧ ❢❛❧$❛♥$❡✱

✈❡7 ✜❣✉7❛ ✹✳✾✭❝✮

✻✿ ♣❛$❛ i = 1 ❤❛!.❛ N ❤❛❝❡$

✼✿ Ac
i =

∫ ∫

D
Ic(x, y)V

∗
i (x, y)dxdy

✽✿ ✜♥ ♣❛$❛

✴✴ ❘❡❝♦♥*$7✉❝❝✐.♥✿ ❖❜$❡♥❡7 ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ I0b ❜❛*❛❞♦ ❡♥ ❧♦* ♠♦♠❡♥$♦* ❞❡
❩❡7♥✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦* Ac

i(n,m)✱ ✈❡7 ✜❣✉7❛ ✹✳✾✭❞✮

✾✿ I0b (x, y) =
∑N

i=1 τiA
c
iVi(x, y)

✹✽



❈❛♣#$✉❧♦ ✺

❉❊❚❊❈❈■❖◆ ❉❊ ❉■❙❈❖ ❖0❚■❈❖

❨ ▼❆❈❯▲❆

❊❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❛♣❛+❡❝❡ ❡♥ ❧❛$ ✐♠/❣❡♥❡$ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ +❡❣✐'♥ ♥♦+♠❛❧♠❡♥)❡

♠/$ ❝❧❛+❛ 4✉❡ $✉ ❡♥)♦+♥♦ ② +❡♣+❡$❡♥)❛ ❡❧ ♥❡+✈✐♦ '♣)✐❝♦✳ ❉❡$❞❡ ❛❧❧9 ❡♠❡+❣❡♥ ❧❛$ ✈❡♥❛$

② ❛+)❡+✐❛$ ❞❡ ❧❛ +❡)✐♥❛ ❝❡♥)+❛❧ 4✉❡ ❝✉❜+❡♥ ❧❛ ♠❛②♦+ ♣❛+)❡ ❞❡ ❧❛ +❡)✐♥❛ ❞❡$♣✉;$ ❞❡

✉♥❛ $❡+✐❡ ❞❡ ❜✐❢✉+❝❛❝✐♦♥❡$✳ ❊$)❛❜❧❡❝❡+ ❧❛ ♣♦$✐❝✐'♥ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❡♥ ❧❛$ ✐♠/❣❡♥❡$

❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❡$ ✐♠♣♦+)❛♥)❡ ♣♦+ ✈❛+✐❛$ +❛③♦♥❡$✳ ▼✉❝❤❛$ ♣❛)♦❧♦❣9❛$ ✐♠♣♦+)❛♥)❡$

❡♥ ❧❛ +❡)✐♥❛ ♣✉❡❞❡♥ )❡♥❡+ ❛❢❡❝)❛❝✐'♥ ❡♥ ❡❧ ♥❡+✈✐♦ '♣)✐❝♦✳ ❚❛♠❜✐;♥✱ ❞❛❞♦ 4✉❡ ❡❧ ❞✐$❝♦

'♣)✐❝♦ ♣✉❡❞❡ $❡+ ❢/❝✐❧♠❡♥)❡ ❝♦♥❢✉♥❞✐❞♦ ❝♦♥ ❧❡$✐♦♥❡$ ❝♦♠♦ ❡①✉❞❛❞♦$ ❞❡ ❣+❛♥ )❛♠❛B♦✱

$✉ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❡$ ✐♠♣♦+)❛♥)❡ ♣❛+❛ ♣❛+❛ ❡①❝❧✉✐+❧♦ ❞❡❧ ❝♦♥❥✉♥)♦ ❞❡ ❧❡$✐♦♥❡$ ❞❡)❡❝)❛❞❛$

❡♥ $✐$)❡♠❛$ ❛✉)♦♠/)✐❝♦$✳ ❆❞❡♠/$✱ ❧❛ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❞❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦ ❡$ ❢✉♥❞❛♠❡♥)❛❧ ♣❛+❛

❡$)❛❜❧❡❝❡+ ✉♥ ❝✉❛❞+♦ ❞❡ +❡❢❡+❡♥❝✐❛ ❞❡♥)+♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❬❋♦+❛❝❝❤✐❛

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❊♥ ❡$)❡ ❝❛♣9)✉❧♦ ❡①♣❧✐❝❛+❡♠♦$ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐'♥ ❞❡ ❞♦$ ❡$)+❛)❡❣✐❛$ ❞✐❢❡+❡♥)❡$ ♣+♦♣✉❡$)❛$✱

❧❛ ♣+✐♠❡+❛ ✉$❛♥❞♦ ❧❛ ♠♦+❢♦❧♦❣9❛ ❞❡ ❧♦$ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉9♥❡♦$ ② ❧❛ $❡❣✉♥❞❛ ✉$❛♥❞♦ ❡❧

❛❧❣♦+✐)♠♦ ❞❡ ❝♦)❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥)✐❧❧❛$ ✭!❡♠♣❧❛!❡ ♠❛!❝❤✐♥❣ ✮✳

✺✳✶✳ ❉❡%❡❝❝✐(♥ ✉+❛♥❞♦ ♠♦0❢♦❧♦❣4❛ ❞❡ ✈❛+♦+ +❛♥❣✉4✲

♥❡♦+

❊$)❛ ♣+♦♣✉❡$)❛ ❞❡ ❞❡)❡❝❝✐'♥ $❡ ❜❛$❛ ❡♥ ❧❛$ ❝❛+❛❝)❡+9$)✐❝❛$ ♠♦+❢♦❧'❣✐❝❛$ ❞❡ ❧❛ +❡❞

❝❛♣✐❧❛+ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ +❡)✐♥❛ ② $✉ ♣❛)+'♥ ❞❡ +❛♠✐✜❝❛❝✐'♥✳ ❉❡$❞❡ ❡❧ ❞✐$❝♦ '♣)✐❝♦

$❡ ❞❡$♣+❡♥❞❡♥ ❧♦$ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡$ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉9♥❡♦$ ❢♦+♠❛♥❞♦ ✉♥ ❛+❝♦ ❞❡❧ ❧❛❞♦ )❡♠♣♦+❛❧✱

❡♥❝❡++❛♥❞♦ ❡❧ /+❡❛ ❞♦♥❞❡ $❡ ❡♥❝✉❡♥)+❛ ❧❛ ♠/❝✉❧❛✳

M❛+❛ ❡$)❡ ♣+♦♣'$✐)♦ $❡ ✉)✐❧✐③' ❡❧ ❛❧❣♦+✐)♠♦ ♣❛+❛ ❞❡)❡❝❝✐'♥ ❞❡ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉9♥❡♦$ ❘■❙❆

✭❘❡!✐♥❛❧ ■♠❛❣❡ ▼✉❧!✐0❝❛❧❡ ❆♥❛❧②0✐0 ✮ ♣+♦♣✉❡$)♦ ❡♥ ❬▼❛+)✐♥❡③✲M❡+❡③ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ✷✵✵✼❪✳

❈♦♥ ❡$)❛ ❤❡++❛♠✐❡♥)❛ $❡ $❡❣♠❡♥)❛+♦♥ ❧♦$ ✈❛$♦$ $❛♥❣✉9♥❡♦$ ❞❡ ♠❛②♦+ ❣+♦$♦+✱ ❧✉❡❣♦

$❡ $❡❧❡❝❝✐♦♥' ❡❧ ♦❜❥❡)♦ ❞❡ ♠❛②♦+ /+❡❛ ❡♥ ✽✲❝♦♥❡❝)✐❞❛❞ ② $❡ +❡❛❧✐③' ❧❛ ❜U$4✉❡❞❛ ❞❡❧

❝❡♥)+♦ $✐❣✉✐❡♥❞♦ ✉♥ ♣+♦❝❡$♦ ✐)❡+❛)✐✈♦ $❡♥❝✐❧❧♦ 4✉❡ ❝♦♥$✐$)✐' ❝♦♥ ❡♥❝♦♥)+❛+ ❡❧ ❝❡♥)+♦

❞❡ ♠❛$❛ ❞❡❧ ♦❜❥❡)♦ ✈❛$♦ $❛♥❣✉9♥❡♦ ② ❡❧✐♠✐♥❛+ ❡❧ ♣9①❡❧ ♠/$ ❧❡❥❛♥♦ ✉$❛♥❞♦ ❧❛ ❞✐$)❛♥❝✐❛

✹✾



❈❛♣#$✉❧♦ ✺

❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛ ❝♦♠♦ ♠*+,✐❝❛✱ ❞❡♥+,♦ ❞❡❧ ❝♦♥❥✉♥+♦ ❞❡ ♣✐①❡❧❡1 ❞❡❧ ♦❜❥❡+♦✳ ❆❧ ✜♥❛❧✱ ❡❧ 6❧+✐♠♦

♣7①❡❧ ❡♥ 1❡, ❡❧✐♠✐♥❛❞♦ 1❡ 1❡❧❡❝❝✐♦♥8 ❝♦♠♦ ❡❧ ♣7①❡❧ ❡❧❡❣✐❞♦ ♣❡,+❡♥❡❝✐❡♥+❡ ❛❧ ❞✐1❝♦ 8♣+✐❝♦✳

❊♥ ❡1+❛ ♣,✐♠❡,❛ ❛♣,♦①✐♠❛❝✐8♥✱ ❛ ♣❡1❛, ❞❡ ;✉❡ +✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ❜❛1❡ ✉♥ ❝,✐+❡,✐♦ ♠♦,❢♦❧8❣✐❝♦

,♦❜✉1+♦✱ ❧♦1 ,❡1✉❧+❛❞♦1 ♦❜+❡♥✐❞♦1 ♥♦ ❢✉❡,♦♥ ❞❡❧ +♦❞♦ 1❛+✐1❢❛❝+♦,✐♦1 ❞❡❜✐❞♦ ❛ ;✉❡ ❡♥ ❧❛

✐♠♣❧❡♠❡♥+❛❝✐8♥ 1❡ ❡♥❝♦♥+,❛,♦♥ ✈❛,✐♦1 ♣,♦❜❧❡♠❛1✳ ❊❧ ♣,✐♠❡,♦ ❡1 ;✉❡ ❡❧ ❝❡♥+,♦ ❞❡ ♠❛1❛

❞❡ ❧❛ ,❡❞ ❞❡ ✈❛1♦1 1❛♥❣✉7♥❡♦1 ♥♦ 1✐❡♠♣,❡ ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧ ❝❡♥+,♦ ❡1♣❛❝✐❛❧ ❞❡❧ ❞✐1❝♦ 8♣+✐❝♦

② ❧❛ 1❡❣✉♥❞❛ ❡1 ;✉❡ ❧♦1 ,❡1✉❧+❛❞♦1 ❞❡ ❡①+,❛❝❝✐8♥ ❞❡ ✈❛1♦1 1❛♥❣✉7♥❡♦1 ✉1❛♥❞♦ ❘■❙❆

1❡ ✈❡♥ ❧✐❣❡,❛♠❡♥+❡ ❛❢❡❝+❛❞♦1 ❡♥ ✐♠B❣❡♥❡1 ;✉❡ ♣♦1❡❡♥ ✉♥❛ ❣,❛♥ ❝❛♥+✐❞❛❞ ❞❡ ❧❡1✐♦♥❡1

✭❡①✉❞❛❞♦1 ② ♠✐❝,♦❛♥❡✉,✐1♠❛1✮✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉,❛ ✺✳✶ 1❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜1❡,✈❛, ❞♦1 ,❡1✉❧+❛❞♦1

1❛+✐1❢❛❝+♦,✐♦1 ✭✭❛✮ ② ✭❜✮✮② ❞♦1 ,❡1✉❧+❛❞♦1 ♥♦✲1❛+✐1❢❛❝+♦,✐♦1 ✭✭❝✮ ② ✭❞✮✮✳ ✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉,❛ ✺✳✶✿ ❘❡1✉❧+❛❞♦1 ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐8♥ ❛✉+♦♠B+✐❝❛ ❞❡❧ ❞✐1❝♦ 8♣+✐❝♦ ✉1❛♥❞♦ ❧❛ ,❡❞

✈❛1❝✉❧❛, ❞❡ ❧❛ ,❡+✐♥❛✳ ✭❛✮ ② ✭❜✮ ,❡1✉❧+❛❞♦1 1❛+✐1❢❛❝+♦,✐♦1✳ ✭❝✮ ② ✭❞✮ ,❡1✉❧+❛❞♦1 ♥♦

1❛+✐1❢❛❝+♦,✐♦1

✺✵



❉❊❚❊❈❈■❖◆ ❉❊ ❉■❙❈❖ ❖(❚■❈❖ ❨ ▼❆❈❯▲❆

✺✳✷✳ ▼❡%♦❞♦❧♦❣*❛ ❞❡ ❞❡%❡❝❝✐.♥ ✉1❛♥❞♦ ❝♦%❡❥♦ ❞❡

♣❧❛♥%✐❧❧❛1

▲❛ ❡#$%❛$❡❣✐❛ ✉#❛❞❛ ❡♥ ❡#$❛ ♠❡$♦❞♦❧♦❣.❛ ❡# ✐♥♥♦✈❛❞♦%❛ ② #✐♠♣❧❡✳ ❙❡ ❛♣❧✐❝❛%5 ✉♥

❛❧❣♦%✐$♠♦ ❞❡ ❝♦$❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥$✐❧❧❛# ✭.❡♠♣❧❛.❡ ♠❛.❝❤✐♥❣ ✮ ✉#❛♥❞♦ ❝♦♠♦ ♣❧❛♥$✐❧❧❛ ♥♦ #♦❧♦

❧❛ %❡❣✐9♥ ❞❡ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ #✐♥♦ ❡❧ ♣❛% ✓❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ✲ ♠5❝✉❧❛✔ ❝♦♠♦ ✉♥❛ #♦❧❛ ❡#$%✉❝$✉%❛✳

❊#$❛ ❡#$%❛$❡❣✐❛ #❡ ❜❛#❛ ❡♥ ❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ @✉❡ ❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ② ❧❛ ♠5❝✉❧❛✱ ❛ ♣❡#❛% ❞❡

♣%❡#❡♥$❛% ♣❡@✉❡B❛# ✈❛%✐❛❝✐♦♥❡# ❡♥$%❡ ❞✐#$✐♥$♦# ♣❛❝✐❡♥$❡#✱ #❡ ❛#✉♠❡ ❡♥ ❧❛ ♣%5❝$✐❝❛

❝❧.♥✐❝❛ @✉❡ #✉# $❛♠❛B♦# ② ❧❛ #❡♣❛%❛❝✐9♥ ❡♥ ❧♦# ♠✐#♠♦# ❡# ❝♦♥#$❛♥$❡✳ ❉❡♥$%♦ ❞❡ ❧❛

✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✱ ❡❧ $❛♠❛B♦ ② ❧❛ #❡♣❛%❛❝✐9♥ ❞❡ ❧♦# ♠✐#♠♦# ♣♦❞%.❛ ✈❛%✐❛% #♦❧♦

#✐ #❡ ❤❛❝❡ ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❝5♠❛%❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ② #❡ ❝❛♠❜✐❛ ❡❧ 5♥❣✉❧♦ ❞❡ ❛❞@✉✐#✐❝✐9♥✱

❧♦ ❝✉❛❧ ♥♦ ❡# ♥✉❡#$%♦ ❝❛#♦✳

▲❛ ✐❞❡❛ ❡♥ ❣❡♥❡%❛❧ ❡#✱ ❛ ♣❛%$✐% ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥$♦ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❞❡ ❡♥$%❡♥❛♠✐❡♥$♦ @✉❡

$❡♥❣❛♥ ❧❛ #❡❣♠❡♥$❛❝✐9♥ ♠❛♥✉❛❧ ♣♦% ♣❛%$❡ ❞❡❧ ❡①♣❡%$♦ ♠F❞✐❝♦ ❞❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ② ❧❛

♠5❝✉❧❛✱ ❛❧✐♥❡❛% ❧❛# ✐♠5❣❡♥❡# ② ❡♥❝♦♥$%❛% ❡❧ ♣❛$%9♥ ✭❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦✲♠5❝✉❧❛✮ ♣%♦♠❡❞✐♦✱

@✉❡ ❧✉❡❣♦ #❡ ✉#❛%5 ♣❛%❛ ❜✉#❝❛%❧♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥$♦ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❞❡ ❝❧❛#✐✜❝❛❝✐9♥✳ ❊#$❛

❜H#@✉❡❞❛ #❡ %❡❛❧✐③❛%5 ❡♠♣❧❡❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦%%❡❧❛❝✐9♥ ❝♦♠♦ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ #✐♠✐❧✐$✉❞ ❡♠♣❧❡❛♥❞♦

❧❛ $%❛♥#❢♦%♠❛❞❛ %5♣✐❞❛ ❞❡ ❋♦✉%✐❡% ❝♦♠♦ ♠❡❞✐♦ ❛❧❣♦%.$♠✐❝♦ ♣❛%❛ ❛❝❡❧❡%❛% ❡❧ ♣%♦❝❡#♦

❞❡ ❜H#@✉❡❞❛✳

❊❧ %❡#✉❧$❛❞♦ ❡#$❛%5 ✐♥✢✉❡♥❝✐❛❞♦ ♣♦% ✉♥❛ ❢✉♥❝✐9♥ ❞❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡#♣❛❝✐❛❧ @✉❡ ♣%♦✲

♣♦♥❡ @✉❡ ❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ♣%❡#❡♥$❛ ✉♥❛ ♠❛②♦% ♣%♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐9♥ ❤❛❝✐❛ ❧♦#

❡①$%❡♠♦# ❞❡%❡❝❤♦ ❡ ✐③@✉✐❡%❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ✉♥❛ ♠❡♥♦% ♣%♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐③❛❝✐9♥

❤❛❝✐❛ ❧❛ ③♦♥❛ ❝❡♥$%❛❧ ✭❤♦%✐③♦♥$❛❧✮ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊#$♦ ❡# ❞❡❜✐❞♦ ❛ @✉❡ ❧♦# ♣%♦$♦❝♦❧♦#

❞❡ ❛❞@✉✐#✐❝✐9♥ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ♣❛%❛ ❡❧ $✐♣♦ ❞❡ ♣❛$♦❧♦❣.❛# @✉❡ ♥♦# ❝♦♠♣❡$❡ ❡#$❛❜❧❡❝❡ @✉❡

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣%✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❞✐❛❣♥9#$✐❝♦ ❞❡❜❡ #❡% ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣♦❧♦ ♣♦#$❡%✐♦% ❡♥ ❞♦♥❞❡

#❡ ✈✐#✉❛❧✐❝❡♥ ❝❧❛%❛♠❡♥$❡ ❧❛# ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡# ❡#$%✉❝$✉%❛# ✭❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦✱ ✈❛#♦# #❛♥❣✉.♥❡♦# ②

♠5❝✉❧❛✮ ❡#$❛♥❞♦ ❧❛ ♠5❝✉❧❛ ❤❛❝✐❛ ❡❧ ❝❡♥$%♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ❤❛❝✐❛ ❧♦#

❡①$%❡♠♦# ❤♦%✐③♦♥$❛❧❡#✳

✺✳✷✳✶✳ ❊♥&'❡♥❛♠✐❡♥&♦

❊❧ ♣%♦❝❡#♦ ❞❡ ❡♥$%❡♥❛♠✐❡♥$♦ ❝♦♠✐❡♥③❛ ♣♦% ♦❜$❡♥❡% ❧♦# ❧.♠✐$❡# ✭■♥❢❡%✐♦%✱ ❙✉♣❡%✐♦%✱

❉❡%❡❝❤♦ ❡ ■③@✉✐❡%❞♦✮ ② ❧♦# ❝❡♥$%♦# ❞❡ ♠❛#❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛# ❡#$%✉❝$✉%❛# ✭❉✐#❝♦

9♣$✐❝♦ ② ♠5❝✉❧❛✮ ❛#. ❝♦♠♦ ❡❧ ♣✉♥$♦ ♠❡❞✐♦ ❡♥$%❡ ❧♦# ✷ ❝❡♥$%♦# ❞❡ ♠❛#❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡

❧❛# ✐♠5❣❡♥❡# ❛ ♣❛%$✐% ❞❡ ❧❛ #❡❣♠❡♥$❛❝✐9♥ ♠❛♥✉❛❧ ♦ ●:♦✉♥❞ ❚:✉.❤✳ ❊#$❡ ♣✉♥$♦ ♠❡❞✐♦

❡♥$%❡ ❧♦# ❝❡♥$%♦# ❞❡ ♠❛#❛ ✭@✉❡ #❡%5 ❧❧❛♠❛❞♦ ❡♥ ❛❞❡❧❛♥$❡ ♣✉♥$♦ ❞❡ %❡❢❡%❡♥❝✐❛✮ #❡%5

✉#❛❞♦ ♣♦#$❡%✐♦%♠❡♥$❡ ❝♦♠♦ ❧❛ %❡❢❡%❡♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ %❡❣✐#$%♦ ❞❡ ❧❛# ✐♠5❣❡♥❡#✳

❚♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥$❛ @✉❡ ✉#✉❛❧♠❡♥$❡ ❧❛ ♠5❝✉❧❛ ❛♣❛%❡❝❡ ♣♦% ❞❡❜❛❥♦ ❞❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦✱

❡♥$%❡ ❧❛# ✷ ❡#$%✉❝$✉%❛# #❡ ❣❡♥❡%❛ ✉♥ 5♥❣✉❧♦ θ @✉❡ ✈❛%.❛ ❧❡✈❡♠❡♥$❡ ❡♥$%❡ ❞✐❢❡%❡♥$❡#
♣❛❝✐❡♥$❡#✳ O❛%❛ %❡❞✉❝✐% ❡#❛ ✈❛%✐❛❜✐❧✐❞❛❞✱ #❡ %❡❛❧✐③9 ❧❛ %♦$❛❝✐9♥ ❞❡ ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥ #♦❜%❡

❡❧ ♣✉♥$♦ ❞❡ %❡❢❡%❡♥❝✐❛ θ ❣%❛❞♦#✱ ❞❡ ♠♦❞♦ @✉❡ ❡❧ ❞✐#❝♦ 9♣$✐❝♦ ② ❧❛ ♠5❝✉❧❛ %❡#✉❧$❛%♦♥
❡♥ ❡❧ ♠✐#♠♦ ♥✐✈❡❧ ✈❡%$✐❝❛❧ ✭✈❡% ✜❣✉%❛ ✺✳✷✮✳

❍❛❝✐❡♥❞♦ ❡#$❡ ♣%♦❝❡#♦ ♣❛%❛ ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥✱ #❡ %❡❛❧✐③9 ❡❧ %❡❣✐#$%♦ ✭❛❧✐♥❡❛❝✐9♥✮ ❞❡ ❝❛❞❛

✉♥❛ ❞❡ ❡❧❧❛# ✉#❛♥❞♦ ❡❧ ♣✉♥$♦ ❞❡ %❡❢❡%❡♥❝✐❛ ❝♦♠♦ ♣✉♥$♦ ❝♦♠H♥ ② #❡ ♦❜$✉✈♦ ✉♥ ♣%♦♠❡❞✐♦

✺✶



θmean θstd

θmean =
1

N

N
∑

i=1

θi, θstd =

√

√

√

√

1

N − 1

N
∑

i=1

(θi − θmean)2.



θmean − θstd θmean θmean + θstd

f [m,n] ◦ g[m,n] =
∞
∑

z=−∞

∞
∑

w=−∞

f [z, w]g∗[m+ z, n+ w]

f [m,n] ∗ g[m,n] =
∞
∑

z=−∞

∞
∑

w=−∞

f [z, w]g[m− z, n− w]

f [m,n] ◦ g[m,n] = f [m,n] ∗ g∗[−m,−n]

x[n] ∗ g[n] ⇐⇒ X(ejw)G(ejw)

i[m,n] pd[m,n]
pi[m,n]

R(i, θ) = iθ θ
i (jw) = F {i[m,n]} F

i[m,n] p[m,n]

i[m,n] ◦R(p[m,n], θ) =
∞
∑

z=−∞

∞
∑

w=−∞

i[z, w]pθ[m+ z, n+ w]

= i[m,n] ∗ p∗θ[−m,−n] → F {i[m,n]} · F {p∗θ[−m,−n]}

→ I(jw) · P ∗
θ (jw)



❈❛♣#$✉❧♦ ✺

✭✺✳✻✮

❉❡ ❡'(❛ ❢♦,♠❛✱ '✐❡♥❞♦ θ1 = θmean − θstd✱ θ2 = θmean ② θ3 = θmean + θstd ❧♦' 4♥❣✉❧♦'

❝♦,,❡'♣♦♥❞✐❡♥(❡' ❤❛❧❧❛❞♦' ❡♥ ❡❧ ♣❛'♦ ❛♥(❡,✐♦,✱ '❡ ,❡❛❧✐③❛,4 ❧❛ ❜<'=✉❡❞❛ ❞❡ ❧❛ ♣♦'✐❝✐>♥

♠4' ♣,♦❜❛❜❧❡ ❞❡ ✉❜✐❝❛❝✐>♥ ❞❡❧ ❞✐'❝♦ >♣(✐❝♦ ❡♥ ❧❛' ✐♠4❣❡♥❡'✱ ❝♦♠♦ '❡ ♠✉❡'(,❛ ❡♥ ❧❛

❡❝✉❛❝✐>♥ ✭✺✳✼✮✳

Crr1[m,n] = (i[m,n] ◦ pdθ1 [m,n])− (i[m,n] ◦ piθ1 [m,n])
Crr2[m,n] = (i[m,n] ◦ pdθ2 [m,n])− (i[m,n] ◦ piθ2 [m,n])
Crr3[m,n] = (i[m,n] ◦ pdθ3 [m,n])− (i[m,n] ◦ piθ3 [m,n]) ✭✺✳✼✮

❊❧ ,❡'✉❧(❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦,,❡❧❛❝✐>♥ ♣❛,❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦' 4♥❣✉❧♦' ♣,♦♣✉❡'(♦' '❡ ♣✉❡❞❡

✐♥(❡,♣,❡(❛, ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐>♥ ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ✉♥ ♠4①✐♠♦ ❧♦❝❛❧✴❛❜'♦❧✉(♦

❝♦,,❡'♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ✉♥ ❛❧(♦ ✈❛❧♦, ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛(,>♥ ❡♥ ❡'❡

♣✉♥(♦✳ ❆❧ ,❡'(❛, ❧❛' ✷ ❝♦,,❡❧❛❝✐♦♥❡'✱ ❧❛ ✐♥(❡,♣,❡(❛❝✐>♥ ❝❛♠❜✐❛ ❞❡ ❢♦,♠❛ =✉❡ ✉♥ ♠4①✐♠♦

❧♦❝❛❧✴❛❜'♦❧✉(♦ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ✉♥ ❛❧(♦ ✈❛❧♦, ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

♣❛(,>♥ ✭♦❥♦ ❞❡,❡❝❤♦✮ ❡♥ ❡'❡ ♣✉♥(♦ ♣❡,♦ ✉♥ ♠G♥✐♠♦ ❧♦❝❛❧✴❛❜'♦❧✉(♦ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❡ ❝♦♥

✉♥ ❛❧(♦ ✈❛❧♦, ❞❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛(,>♥ ❡♥ ❡'♣❡❥♦ ✭♦❥♦ ✐③=✉✐❡,❞♦✮

❡♥ ❡'❡ ♣✉♥(♦✳

❉❡❜✐❞♦ ❛❧ ♣,♦(♦❝♦❧♦ ❞❡ (♦♠❛ ❞❡ ❢♦(♦❣,❛❢G❛' ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ❡♥ ❧❛ '❡❝❝✐>♥ ✹✳✶✳✶✱ ❝❧G♥✐❝❛✲

♠❡♥(❡ '❡ ♣✉❡❞❡ ❡'(❛❜❧❡❝❡, =✉❡ ❝✉❛♥❞♦ '❡ (♦♠❛♥ ❢♦(♦❣,❛❢G❛' ❞❡❧ ♣♦❧♦ ♣♦'(❡,✐♦, ❡①✐'(❡

✉♥❛ ♠❛②♦, ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ❡❧ ❞✐'❝♦ >♣(✐❝♦ ❡♥ ❧♦' ❡①(,❡♠♦' ❤♦,✐③♦♥(❛❧❡'

❞❡,❡❝❤♦ ❡ ✐③=✉✐❡,❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ '✐❡♥❞♦ ♠❡♥♦, ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛,❧♦ ❤❛❝✐❛

❡❧ ❝❡♥(,♦ ❤♦,✐③♦♥(❛❧ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ '❡,4 ♠❛②♦, ❧❛ ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛,

❧❛ ♠4❝✉❧❛✳ ❉❡❜✐❞♦ ❛ ❡'(♦ '❡ ❝,❡> ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ♠4'❝❛,❛ r[m,n] =✉❡ ♣♦♥❞❡,❛,4 ❡❧ ,❡'✉❧✲

(❛❞♦ ♦❜(❡♥✐❞♦ ❡♥ ❧❛ ,❡'(❛ ❞❡ ❝♦,,❡❧❛❝✐♦♥❡' ❤❛❝✐❡♥❞♦ =✉❡ '✉ ✈❛❧♦, ✭❛❜'♦❧✉(♦✮ ❛✉♠❡♥(❡

❤❛❝✐❛ ❧♦' ❡①(,❡♠♦' ❤♦,✐③♦♥(❛❧❡' ② ❞✐'♠✐♥✉②❛ ❤❛❝✐❛ ❡❧ ❝❡♥(,♦✱ ❧❛ ♠4'❝❛,❛ r[m,n] '❡

♠✉❡'(,❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉,❛ ✺✳✹✳

▲❛ ♠❛②♦, ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ✉♥ ♦❥♦ ❞❡,❡❝❤♦ ❡♥ ❧❛ ♣♦'✐❝✐>♥ [m,n] ❡'(4 ❞❛❞❛

♣♦, ❧❛ ❡❝✉❛❝✐>♥ ✭✺✳✽✮✳

[md, nd] = argmáx
[m,n]

r[m,n] ∗ Crrk; k = 1, 2, 3. ✭✺✳✽✮

▲❛ ♠❛②♦, ♣,♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡♥❝♦♥(,❛, ✉♥ ♦❥♦ ✐③=✉✐❡,❞♦ ❡♥ ❧❛ ♣♦'✐❝✐>♥ [m,n] ❡'(4 ❞❛❞❛

♣♦, ❧❛ ❡❝✉❛❝✐>♥ ✭✺✳✾✮✳

[mi, ni] = argmı́n
[m,n]

r[m,n] ∗ Crrk; k = 1, 2, 3 ✭✺✳✾✮

② ✜♥❛❧♠❡♥(❡ ❧❛ ❡❧❡❝❝✐>♥ ❞❡ ❜<'=✉❡❞❛ ❡♥(,❡ ✉♥ ♦❥♦ ❞❡,❡❝❤♦ ② ✉♥ ♦❥♦ ✐③=✉✐❡,❞♦ ❡'(❛,4

❞❛❞❛ ♣♦,✿

[xod, yod] =

{

[md, nd], '✐

∣

∣Crrk[m
d, nd]

∣

∣ ≥ |Crrk[m
i, ni]| ,

[mi, ni], ❡♥ ♦(,♦ ❝❛'♦.
✭✺✳✶✵✮

❈♦♠♦ ♣❛'♦ ✜♥❛❧✱ '❡ ❛❥✉'(> ❡❧ 4,❡❛ ❞❡❧ ❞✐'❝♦ >♣(✐❝♦ ✉'❛♥❞♦ ✉♥ ❛❧❣♦,✐(♠♦ ❜4'✐❝♦ ❞❡ ❝♦✲

,,✐♠✐❡♥(♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛' ✭✈❡, '❡❝❝✐>♥ ✸✳✷✳✹✮✳ ❊♥ ❡'(❡ ❝❛'♦ '❡ ❛❥✉'(> ✉♥❛ ✈❡♥(❛♥❛ ❝✉❛❞,❛❞❛

✺✹



❉❊❚❊❈❈■❖◆ ❉❊ ❉■❙❈❖ ❖(❚■❈❖ ❨ ▼❆❈❯▲❆

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉(❛ ✺✳✹✿ ▼./❝❛(❛ r[m,n] 1✉❡ ♠✉❡/4(❛ ❧❛ ♣♦♥❞❡(❛❝✐:♥ ❞❡ ❧❛/ ♣(♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡/ ❞❡

❡♥❝♦♥4(❛( ❡❧ ❞✐/❝♦ :♣4✐❝♦✳ ✭❛✮ ❖❥♦ ❞❡(❡❝❤♦✳ ✭❜✮ ❖❥♦ ✐③1✉✐❡(❞♦✳

❞❡ 4❛♠❛?♦ ODradio ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥4❡ ❝❡♥4(❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♣@①❡❧ ❡♥❝♦♥4(❛❞♦ ❝♦♠♦ ♣❡(4❡♥❡❝✐❡♥4❡

❛❧ ❞✐/❝♦ :♣4✐❝♦✱ ❞♦♥❞❡ ODradio (❡♣(❡/❡♥4❛ ❡❧ ✈❛❧♦( ♠❡❞✐♦ ❞❡❧ (❛❞✐♦ ❞❡❧ ❞✐/❝♦ :♣4✐❝♦

♦❜4❡♥✐❞♦ ❡♥ ❡❧ ♣(♦❝❡/♦ ❞❡ ❡♥4(❡♥❛♠✐❡♥4♦✳ ■4❡(❛4✐✈❛♠❡♥4❡✱ /✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣(♦❝❡❞✐♠✐❡♥4♦

❞❡ ❝♦((✐♠✐❡♥4♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛/✱ /❡ ❛❥✉/4: ❧❛ ♣♦/✐❝✐:♥ ❞❡❧ ❞✐/❝♦ :♣4✐❝♦ ❤❛/4❛ 1✉❡❞❛( ❝❡(❝❛

❞❡❧ ❝❡♥4(♦ (❡❛❧✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉(❛ ✺✳✺ /❡ ♠✉❡/4(❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡4❡❝❝✐:♥ ❛✉4♦♠.4✐❝❛ ❡♥ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥

1✉❡ ♣(❡/❡♥4❛ ✈❛(✐❛/ (❡❣✐♦♥❡/ 1✉❡ ♣✉❡❞❡♥ ❧❧❡❣❛( ❛ /❡( ❝♦♥❢✉/❛/ ♣❛(❛ ❧♦/ ❛❧❣♦(✐4♠♦/ ❞❡

❧♦❝❛❧✐③❛❝✐:♥ 4(❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡/✳

✺✺
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉(❛ ✺✳✺✿ ❘❡.✉❧0❛❞♦. ❞❡ ✷ ❞✐❢❡(❡♥0❡. ✐♠7❣❡♥❡. ❞❡ ♣(✉❡❜❛ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❞❡0❡❝❝✐:♥ ❞❡❧

❞✐.❝♦ :♣0✐❝♦ ♣✉❡❞❡ ❧❧❡❣❛( ❛ 0❡♥❡( ❞✐.0(❛❝0♦(❡.✳

❆❧❣♦$✐&♠♦ ✷ ;.❡✉❞♦✲❝:❞✐❣♦ ❞❡ ❧❛ ❢❛.❡ ❞❡ ❡♥0(❡♥❛♠✐❡♥0♦ ❡♥ ❡❧ ♣(♦❝❡.♦ ❞❡ ❞❡0❡❝❝✐:♥

❞❡❧ ❞✐.❝♦ :♣0✐❝♦

❊♥&$❛❞❛✿ ❈♦♥❥✉♥0♦ ❞❡ ✐♠7❣❡♥❡. ❞❡ ❡♥0(❡♥❛♠✐❡♥0♦ {E1 . . . EK}
❊♥&$❛❞❛✿ ❈♦♥❥✉♥0♦ ❞❡ ✐♠7❣❡♥❡. .❡❣♠❡♥0❛❞❛. ♠❛♥✉❛❧♠❡♥0❡ ♣♦( ❡❧ ❡①♣❡(0♦ ♠@❞✐❝♦

{GT1 . . . GTK}
❙❛❧✐❞❛✿ ■♠❛❣❡♥ ♣❛0(:♥ Ipatron
❙❛❧✐❞❛✿ [θmean, θstd] → ♠❡❞✐❛ ② ❞❡.✈✐❛❝✐:♥ ❡.07♥❞❛( ❞❡ ❧♦. 7♥❣✉❧♦. θi✳
✶✿ ♣❛$❛ i = 1 ❤❛1&❛ ❑ ❤❛❝❡$

✷✿ 1✐ ❉✐.❝♦ :♣0✐❝♦ ❞❡ Ei ❡.07 ❛ ❧❛ ✐③G✉✐❡(❞❛ ❞❡ ❧❛ ♠7❝✉❧❛ ❞❡ Ei ❡♥&♦♥❝❡1

✸✿ Ei(x, y) = Ei(width − x, y) ✴✴ ❍❛❝❡, ❡❧ ❡-♣❡❥♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦,♠❛ 5✉❡

$♦❞❛- ❧❛- ✐♠6❣❡♥❡- ❝♦,,❡-♣♦♥❞❛♥ ❛ ✉♥ ♦❥♦ ❞❡,❡❝❤♦

✹✿ ✜♥ 1✐

✺✿ [w0, w1, h0, h1]i → ❧I♠✐0❡. ✐③G✉✐❡(❞♦✱ ❞❡(❡❝❤♦✱ .✉♣❡(✐♦( ❡ ✐♥❢❡(✐♦( (❡.♣❡❝0✐✈❛♠❡♥✲

0❡ ❞❡❧ ❝♦♥❥✉♥0♦ ❞✐.❝♦ :♣0✐❝♦✲♠7❝✉❧❛ ✳

✻✿ [centroi] → ❝❡♥0(♦ ❣❡♦♠@0(✐❝♦ ❞❡❧ (❡❝07♥❣✉❧♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦( [w0, w1, h0, h1]i✳
✼✿ [θi] → 7♥❣✉❧♦ ❡♥0(❡ ❡❧ ❞✐.❝♦ :♣0✐❝♦ ② ❧❛ ♠7❝✉❧❛✳

✽✿ ❆❧✐♥❡❛( ✐♠7❣❡♥❡.✿ ❍❛❝❡( ❝♦✐♥❝✐❞✐( ❡❧ ❝❡♥0(♦ ❞❡ Ipatron ❝♦♥ centroi ② .✉♠❛(✳

✾✿ ✜♥ ♣❛$❛

✶✵✿ Ipatron = Ipatron/K ✴✴ ❊♥❝♦♥$,❛, ❡❧ ♣,♦♠❡❞✐♦

✶✶✿ ❞❡✈♦❧✈❡$ [Ipatron,media({θ1 . . . θK}), desv❴est({θ1 . . . θK})]

✺✻
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❙❊●▼❊◆❚❆❈■1◆ ❉❊ ❊❳❯❉❆❉❖❙

❊♥ ❡❧ ♣%❡&❡♥'❡ ❝❛♣*'✉❧♦ ❡①♣♦♥❞%❡♠♦& ❞♦& ❡&'%❛'❡❣✐❛& ❞✐❢❡%❡♥'❡& ♣%♦♣✉❡&'❛& ♣❛%❛

❧❛ &❡❣♠❡♥'❛❝✐3♥ ❛✉'♦♠4'✐❝❛ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦&✳ ▲❛ ♣%✐♠❡%❛ ❜❛&❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦%✐'♠♦ ❞❡

❝♦%%✐♠✐❡♥'♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛& ✭▼❡❛♥✲❙❤✐❢)✱ ▼❙✮ =✉❡ ❢✉❡ ♣%❡&❡♥'❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ♠❛%❝♦ ❞❡ ❧❛ 4◦

❈♦♥❢❡,❡♥❝✐❛ ■♥)❡,♥❛❝✐♦♥❛❧ ❡♥ 0,♦❝❡1❛♠✐❡♥)♦ ❞❡ ■♠4❣❡♥❡1 ② ❈♦♠✉♥✐❝❛❝✐♦♥❡1 ❧❧❡✈❛❞❛

❛ ❝❛❜♦ ❡♥'%❡ ❡❧ ✺ ② ✼ ❞❡ &❡♣'✐❡♠❜%❡ ❞❡ ✷✵✶✷ ❡♥ ❇②❞❣♦&③❝③✱ G♦❧♦♥✐❛ ② ❧❛ &❡❣✉♥✲

❞❛ ❜❛&❛❞❛ ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐3♥ ❞❡ ❛✉♠❡♥'♦ ❞❡ ❝♦♥'%❛&'❡ ❥✉♥'♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ✉♠❜%❛❧✐③❛❝✐3♥✳

✻✳✶✳ ❙❡❣♠❡♥(❛❝✐,♥ ✉.❛♥❞♦ ❈♦22✐♠✐❡♥(♦ ❞❡ ▼❡❞✐❛.

✭▼❡❛♥ ❙❤✐❢(✮

❆&* ❝♦♠♦ &❡ ♠♦&'%3 ❡♥ ❧❛ &❡❝❝✐3♥ ✸✳✷✳✹✱ ❧❛ ✐❞❡❛ ♣%✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❧ ❛❧❣♦%✐'♠♦ ❡& ❛❣%✉♣❛%

✉♥ ❝♦♥❥✉♥'♦ ❞❡ ♦❜&❡%✈❛❝✐♦♥❡& ❡♥ ❞✐❢❡%❡♥'❡& ❝❧❛&❡&✱ ❝❛❞❛ ✉♥❛ %❡♣%❡&❡♥'❛❞❛ ♣♦% ✉♥❛

♠♦❞❛ ♦ ❝M♠✉❧♦ ❡♥ ❡❧ ❡&♣❛❝✐♦ ❞❡ ❝❛%❛❝'❡%*&'✐❝❛&✳ ▲❛ ❢♦%♠❛ ♠4& &❡♥❝✐❧❧❛ &❡ ♠✉❡&'%❛

❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✭✸✳✶✸✮ ♣❡%♦ ✉♥ ❡&'✐♠❛❞♦ ♠❡❥♦%❛❞♦ ❞❡❧ ✈❡❝'♦% ▼❙ ♣✉❡❞❡ &❡% ♦❜'❡♥✐❞♦

♣♦♥❞❡%❛♥❞♦ ❝❛❞❛ ♣*①❡❧ ❞❡♥'%♦ ❞❡ ❧❛ %❡❣✐3♥ ♣♦% ✉♥❛ ❢✉♥❝✐3♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥③❛ ❞❡ ❜♦%❞❡&

✭ϕ✮ ❞❡ ♠♦❞♦ =✉❡ ❧♦& ♣✉♥'♦& ❡♥ ❡❧ ❡&♣❛❝✐♦ ❞❡ ❝❛%❛❝'❡%*&'✐❝❛& =✉❡ &❡ ❡♥❝✉❡♥'%❛♥ ❝❡%❝❛
❛ ✉♥ ❜♦%❞❡ ✭❝♦♥✜❛♥③❛ ❞❡ ❜♦%❞❡ ≈ 1✮ '✐❡♥❡♥ ♠❡♥♦& ✐♥✢✉❡♥❝✐❛ ❡♥ ❧❛ ❞❡'❡%♠✐♥❛❝✐3♥ ❞❡❧
♥✉❡✈♦ ❝❡♥'%♦ ❞❡❧ ❝M♠✉❧♦ ❬❍❡✈✐❛✲▼♦♥'✐❡❧ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❊❧ ✈❡❝'♦% ▼❙ ♠♦❞✐✜❝❛❞♦ =✉❡

✐♥❝❧✉②❡ ♣♦♥❞❡%❛❝✐3♥ ♣♦% ❝♦♥✜❛♥③❛ ❞❡ ❜♦%❞❡ &❡ ♠✉❡&'%❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✭✻✳✶✮✳

M(x) =
1

∑

(1− ϕi)

∑

❳i∈Sh(x)

(1− ϕi)❳i − x ✭✻✳✶✮

❙❡ ✉&3 ✉♥❛ ♠T'%✐❝❛ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛ ♣❛%❛ ❝♦♥'%♦❧❛% ❧❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ &❡❣♠❡♥'❛❝✐3♥ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡&

❞❡♣❡♥❞✐❡♥'❡ ❞❡ ❧♦& %❛❞✐♦& hs ② hi✱ =✉❡ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧♦& ♣❛%4♠❡'%♦& ❞❡ %❡&♦❧✉❝✐3♥

❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❡&♣❛❝✐❛❧ ② ❞❡ ✐♥'❡♥&✐❞❛❞✳

❉❡&♣✉T& ❞❡ ❛♣❧✐❝❛% ❡❧ ♣%♦❝❡❞✐♠✐❡♥'♦ ▼❙ ❛ ❝❛❞❛ ♣✐①❡❧✱ ❛=✉❡❧❧♦& ♣✉♥'♦& =✉❡ ❡&'4♥

&✉✜❝✐❡♥'❡♠❡♥'❡ ❝❡%❝❛ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❝♦♥❥✉♥'♦ &♦♥ ❢✉&✐♦♥❛❞♦& ♣❛%❛ ♦❜'❡♥❡% %❡❣✐♦♥❡&

❤♦♠♦❣T♥❡❛& ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊❧ ♥M♠❡%♦ ❞❡ ❝M♠✉❧♦& ♣%❡&❡♥'❡ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ &❡ ❞❡'❡%♠✐♥❛

❛✉'♦♠4'✐❝❛♠❡♥'❡ ♣♦% ❡❧ ♥M♠❡%♦ ❞❡ ♠♦❞❛& &✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❛& ❞❡'❡❝'❛❞❛&✳

✺✼



❈❛♣#$✉❧♦ ✻

❉❡"♣✉%" ❞❡ ❛♣❧✐❝❛+ ❧❛ "❡❣♠❡♥/❛❝✐0♥ ▼❙✱ ♣❡+"✐"/❡♥ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ Ims ✉♥ ❣+❛♥ ♥4♠❡+♦

❞❡ +❡❣✐♦♥❡" ✭❝❧❛"❡" ♦ ❝4♠✉❧♦"✮ ❡♥/♦♥❝❡" "❡ ❛♣❧✐❝0 ✉♥ ❛❧❣♦+✐/♠♦ ❞❡ ❡①/+❛❝❝✐0♥ ❞❡

♠9①✐♠♦" "❡❣✉✐❞♦ ♣♦+ ✉♥ ♣+♦❝❡"♦ ❞❡ ❝+❡❝✐♠✐❡♥/♦ ❞❡ +❡❣✐♦♥❡" /♦♠❛♥❞♦ ❝♦♠♦ "❡♠✐❧❧❛"

❧♦" ♠9①✐♠♦" ❡♥❝♦♥/+❛❞♦"✳

;+✐♠❡+♦ "❡ ❛♣❧✐❝0 ✉♥ ✜❧/+♦ ❞❡ ♠9①✐♠♦" ② ♠>♥✐♠♦" ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ "❡❣♠❡♥/❛❞❛ ♣♦+ ❡❧

♣+♦❝❡❞✐♠✐❡♥/♦ ▼❙ ❝♦♥ ✉♥ /❛♠❛?♦ ❞❡ ✈❡♥/❛♥❛ 7 × 7 ♣✐①❡❧❡" ✭❡"/❡ /❛♠❛?♦ ❢✉❡ "❡❧❡❝✲
❝✐♦♥❛❞♦ ❞❡ ❢♦+♠❛ ❤❡✉+>"/✐❝❛✮ ❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦ ❞♦" ✐♠9❣❡♥❡" ❜✐♥❛+✐❛" Imax ❡ Imin ♦❜/❡♥✐❞❛"

❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥/♦ ❞❡ ♣✐①❡❧❡" F✉❡ /✐❡♥❡♥ ❧❛ ♠✐"♠❛ ✐♥/❡♥"✐❞❛❞ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ "❡❣♠❡♥/❛✲

❞❛ ♣♦+ ▼❙ ② ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✜❧/+❛❞❛ ❞❡ ♠9①✐♠♦" ② ♠>♥✐♠♦" +❡"♣❡❝/✐✈❛♠❡♥/❡✳ ▲♦" ♣✐①❡❧❡"

❝♦++❡"♣♦♥❞✐❡♥/❡" ❛ ❧❛" "❡♠✐❧❧❛" ✭Isemilla✮ ♣❛+❛ ❡❧ ♣♦"/❡+✐♦+ ♣+♦❝❡"♦ ❞❡ ❝+❡❝✐♠✐❡♥/♦ ❞❡

+❡❣✐♦♥❡" ❢✉❡+♦♥ "❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦" ❝♦♠♦ ❛F✉❡❧❧♦" ♣✐①❡❧❡" F✉❡ ♣❡+/❡♥❡❝❡♥ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ Imax✱

F✉❡ ♥♦ ♣❡+/❡♥❡❝❡♥ ❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ Imin ② F✉❡ ♥♦ ♣❡+/❡♥❡❝❡♥ ❛❧ ❞✐"❝♦ 0♣/✐❝♦✱ ❛"> ❝♦♠♦ "❡

♠✉❡"/+❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐0♥ ✭✻✳✷✮ "✐❡♥❞♦ IDO ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♠9"❝❛+❛ ❝♦++❡"♣♦♥❞✐❡♥/❡ ❛❧ ❞✐"❝♦

0♣/✐❝♦✳ ❊♥ ❡"/❛ ♣+✐♠❡+❛ ♣+♦♣✉❡"/❛ ❞❡ "❡❣♠❡♥/❛❝✐0♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦" "❡ ❡❧✐♠✐♥0 ❡❧ ❞✐"❝♦

0♣/✐❝♦ ❛ ♠❛♥♦ ✉"❛♥❞♦ ❧❛ "❡❣♠❡♥/❛❝✐0♥ ♠❛♥✉❛❧ ♣♦+ ♣❛+/❡ ❞❡❧ ❡①♣❡+/♦ ♠%❞✐❝♦✳

Isemilla[x,y] = Imax[x,y]&(∼ Imin[x,y])&(∼ IDO[x,y]). ✭✻✳✷✮

❊♥ ❡❧ ♣+♦❝❡"♦ ❞❡ ❝+❡❝✐♠✐❡♥/♦ ❞❡ +❡❣✐♦♥❡"✱ ❝❛❞❛ +❡❣✐0♥ ❝♦♥ ❝♦♥❡❝/✐✈✐❞❛❞✲✽ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥

Isemilla "❡ /♦♠0 ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝❧❛"❡ ❞✐❢❡+❡♥/❡✳ ❙❡ "✐❣✉✐0 ❡❧ ♣+♦❝❡"♦ ❜9"✐❝♦ ❞❡ ❝+❡❝✐♠✐❡♥/♦

❞❡ +❡❣✐♦♥❡" ❞❡"❝+✐/♦ ❡♥ ❧❛ "❡❝❝✐0♥ ✸✳✷✳✸✱ ❞✐❧❛/❛♥❞♦ ❝❛❞❛ +❡❣✐0♥ "❡♠✐❧❧❛ ② ❡✈❛❧✉❛♥❞♦

❡❧ ❝+✐/❡+✐♦ ❞❡ ✉♥✐❢♦+♠✐❞❛❞ ❡♥ ✉♥ ♣+♦❝❡"♦ ✐/❡+❛/✐✈♦ ✜♥❛❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦♠❡♥/♦ ❡♥ F✉❡

❡❧ /❛♠❛?♦ ❞❡ ❧❛ +❡❣✐0♥ ♥♦ ❝❛♠❜✐❛+❛ ❞❡ /❛♠❛?♦✳ ❊♥ ❝❛❞❛ ❝✐❝❧♦✱ ❝❛❞❛ ♣>①❡❧ ❛?❛❞✐❞♦

❡" ❝♦♠♣❛+❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛"❡ ② ❡" ❛❝❡♣/❛❞♦ "✐ ❧❛ ❞✐"/❛♥❝✐❛ ♥♦ ❡" ♠❛②♦+ ❛

✉♥ ✉♠❜+❛❧ ♣+❡❡"/❛❜❧❡❝✐❞♦ ✭✈❛❧♦+ ❡♠♣>+✐❝❛♠❡♥/❡ "❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♠♦ ✶✵✮✳ ❊❧ ❝+✐/❡+✐♦ ❞❡

❛❝❡♣/❛❝✐0♥ "❡ ♠✉❡"/+❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐0♥ ✭✻✳✸✮ ❞♦♥❞❡ xi ❡" ❡❧ ♣>①❡❧ ❛?❛❞✐❞♦ ② ci ❡" ❧❛
♠❡❞✐❛ ❛❝/✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛"❡✳ ▲❛ ✐♠❛❣❡♥ +❡"✉❧/❛♥/❡ ❡" ❞✐❧❛/❛❞❛ /+❡" ✈❡❝❡" ❝♦♥ ✉♥ ❡❧❡♠❡♥/♦

❡"/+✉❝/✉+❛❧ ❞❡ /❛♠❛?♦ 3× 3✳

|xi − ci| ≤ 10 ✭✻✳✸✮

❊♥ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✻✳✶ "❡ ♠✉❡"/+❛ ✉♥ +❡"✉❧/❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐0♥ ❞❡❧ ❛❧❣♦+✐/♠♦ ♣+♦♣✉❡"/♦ ❡♥

✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣+✉❡❜❛✳

✻✳✷✳ ❊$%&❛%❡❣✐❛ ❞❡ ❙❡❣♠❡♥%❛❝✐0♥ ❆✉%♦♠4%✐❝❛ ❞❡

❊①✉❞❛❞♦$ ✜♥❛❧♠❡♥%❡ ✉%✐❧✐③❛❞❛

❊"/❛ ❡"/+❛/❡❣✐❛ ❞❡ "❡❣♠❡♥/❛❝✐0♥ ❛✉/♦♠9/✐❝❛ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦" "❡ ❧❧❡✈0 ❛ ❝❛❜♦ ❡♥ ✷ ♣❛"♦"✿

✶✳ ❆✉♠❡♥/♦ ❞❡ ❝♦♥/+❛"/❡ ♣♦+ ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥/♦ ❞❡ ♦♣❡+❛❝✐♦♥❡" ♠♦+❢♦❧0❣✐❝❛"

$♦♣✲❤❛$✳

✷✳ ❙❡❣♠❡♥/❛❝✐0♥ ❞❡ +❡❣✐♦♥❡" ❜+✐❧❧❛♥/❡"✳

✺✽



X

THb = f − (f ◦ B)(x, y)
THn = f − (f • B)(x, y) f

B f ◦ B
f B f • B

f B

Icorr

w
IwcorrTHB

wi Inw
THB(x, y)

A =
∑

W

Inwi

THB(x, y);wi ∈ W = {2, 5, 10, 20, 50}
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❆ ♣❛#$✐# ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦#✱ 0❡ ♣#♦❜❛#♦♥ ✷ ❡0$#❛$❡❣✐❛0 ❞✐❢❡#❡♥$❡0 ♣❛#❛ ♦❜$❡♥❡#

❧❛ 0❡❣♠❡♥$❛❝✐4♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦0 ✜♥❛❧✿

✶✳ ❯♠❜#❛❧ 0✐♠♣❧❡ ❜❛0❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡0$❛❞;0$✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳

✷✳ ❈#❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ #❡❣✐♦♥❡0 ♣♦♥❞❡#❛❞♦ ♣♦# ❣#❛❞✐❡♥$❡✳

❈♦♠♦ ♣#✐♠❡#❛ ❡0$#❛$❡❣✐❛ 0❡ ♣❧❛♥$❡4 ✉♥❛ 0✐♠♣❧❡ ✉♠❜#❛❧✐③❛❝✐4♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉✲

❧❛❞♦#✱ $♦♠❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦# ❞❡ ✉♠❜#❛❧ ❡♥ ❜❛0❡ ❛ ❧❛ ❡0$❛❞;0$✐❝❛ ❞❡ ❧❛ ♠✐0♠❛✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧4 ❧❛

♠❡❞✐❛ Amean ② ❞❡0✈✐❛❝✐4♥ ❡0$B♥❞❛# Astd ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② 0❡ $♦♠4 ❡❧ ✈❛❧♦# ❞❡ ✉♠❜#❛❧

U ❝♦♠♦ ❡❧ ❞❡0❝#✐$♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭✻✳✺✮✳

U = Amean + k · Astd ✭✻✳✺✮

❞♦♥❞❡ ❦ ❡0 ✉♥ ♣❛#B♠❡$#♦ ✈❛#✐❛❜❧❡ H✉❡ ❞❡✜♥✐#B ❧❛ 0❡♥0✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ 0✐0$❡♠❛✳ ❊♥ ❡❧

❝❛♣;$✉❧♦ ✼ 0❡ ❡♥❝♦♥$#❛#B ❡❧ ✈❛❧♦# 4♣$✐♠♦ ❞❡ ❡0$❡ ♣❛#B♠❡$#♦ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛#❛❝✐4♥

❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥$♦ ❞❡ ✈❛❧♦#❡0 ② ❡♥❝♦♥$#❛♥❞♦ ❡❧ #❡♥❞✐♠✐❡♥$♦ ❞❡❧ 0✐0$❡♠❛ ♣❛#❛ ❝❛❞❛ ✉♥♦✳

❈♦♠♦ 0❡❣✉♥❞❛ ❡0$#❛$❡❣✐❛ 0❡ ♣❧❛♥$❡4 ✉♥ ❛❧❣♦#✐$♠♦ ❞❡ ❝#❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ #❡❣✐♦♥❡0✳ ❙❡

❞❡✜♥✐❡#♦♥ ✷ ❝❧❛0❡0✱ ❧❛ ❝❧❛0❡ ❢♦♥❞♦ ② ❧❛ ❝❧❛0❡ ❡①✉❞❛❞♦✳ ❚♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥$❛ H✉❡ ❧❛ ❝❧❛0❡

❢♦♥❞♦ ❝♦##❡0♣♦♥❞❡ ❛ ✉♥❛ 0♦❧❛ #❡❣✐4♥ ❝♦♥❡❝$❛❞❛ ❡♥ $♦❞❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ② ❧❛ ❝❧❛0❡ ❡①✉❞❛❞♦

0❡ ❝♦♠♣♦♥❡ ❞❡ ❞✐❢❡#❡♥$❡0 #❡❣✐♦♥❡0✱ 0❡ ❞❡❝✐❞✐4 ❤❛❝❡# ❝#❡❝❡# ❧❛ ❝❧❛0❡ ❢♦♥❞♦ ② $♦♠❛# ❧❛

❝❧❛0❡ ❡①✉❞❛❞♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$♦ ❞❡❧ ❝#❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ #❡❣✐♦♥❡0✳

▲❛ ✐♠❛❣❡♥ 0❡♠✐❧❧❛ ✐♥✐❝✐❛❧ Isemilla 0❡ ❝❛❧❝✉❧4 $♦♠❛♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥$❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡0$❛❞;0$✐❝❛

❞❡ ❧♦0 ✈❛❧♦#❡0 ❞❡ ❣#✐0 ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❛ ❞❡0❝#✐$❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭✻✳✻✮ ❞❛❞❛

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❝♦##❡❣✐❞❛ ❡♥ ❧✉♠✐♥♦0✐❞❛❞ Icorr(x, y) ② ❞❛❞❛ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ❧❛ ♠✐0♠❛
Imean
corr ✳

Isemilla(x, y) =
{

i(x, y)|i(x, y) ≤ Imean
corr ∀ix,y ∈ Icorr(x, y)

}

. ✭✻✳✻✮

O❛#❛ ❡❧ ❝B❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐4♥ ❞❡ ♣❡#$❡♥❡♥❝✐❛ 0❡ $♦♠4 ❡♥ ❝✉❡♥$❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❧❛

♠❛❣♥✐$✉❞ ❞❡❧ ❣#❛❞✐❡♥$❡ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣;①❡❧✱ ❞❡$❡#♠✐♥❛❞❛ ❛ ♣❛#$✐# ❞❡ ❧♦0 ♦♣❡#❛❞♦#❡0 ❞❡

❞❡#✐✈❛❞❛0 ❙♦❜❡❧ ② ❢✉❡ ❡0❝❛❧❛❞❛ ♣❛#❛ ✈❛#✐❛# ❡♥$#❡ 0.5 ② 2✳ ❉❛❞❛0 ❧❛0 ❝❧❛0❡0 ❢♦♥❞♦ Cf ②

❡①✉❞❛❞♦ Ce✱ ❝♦♥ 0✉0 #❡0♣❡❝$✐✈❛0 ♠❡❞✐❛0 ② ❞❡0✈✐❛❝✐♦♥❡0 ❡0$B♥❞❛# C
mean
f ✱ Cstd

f ✱ Cmean
e

② Cstd
e ② ❞❛❞❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♠❛❣♥✐$✉❞ ❞❡ ❣#❛❞✐❡♥$❡ Igrad✱ ❧❛ ❢✉♥❝✐4♥ ❞❡ ♣❡#$❡♥❡♥❝✐❛ ❛

❧❛ ❝❧❛0❡ ❡♥ ❡❧ ♣#♦❝❡0♦ ✐$❡#❛$✐✈♦ 0❡ ❡0$❛❜❧❡❝✐4 ❝♦♠♦ 0❡ ♠✉❡0$#❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭✻✳✼✮✳

Icorr(x, y) ∈ Cfsi
∣

∣

[

Icorr(x, y)− Cmean
f

]

· Igrad(x, y)
∣

∣ ≤ j · Cstd
f . ✭✻✳✼✮

❊♥ ❡0$❡ ❝❛0♦✱ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛0❡ ❢♦♥❞♦ Cmean
f ✈❛#✐4 ❡♥ ❝❛❞❛ ✐$❡#❛❝✐4♥ ❞❡❧ ❛❧❣♦#✐$♠♦

♠✐❡♥$#❛0 H✉❡ ❡❧ ✈❛❧♦# ❞❡ ❧❛ ❞❡0✈✐❛❝✐4♥ ❡0$B♥❞❛# Cstd
f ❢✉❡ ✜❥♦ ❞❡0❞❡ ❡❧ ✐♥✐❝✐♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦✲

#✐$♠♦✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉#❛❝✐4♥ ♣#♦♣✉❡0$❛ ❝♦♥ ❧❛ ♣♦♥❞❡#❛❝✐4♥ ♣♦# ❡❧ ❣#❛❞✐❡♥$❡ ♣❡#♠✐$✐4 H✉❡

❞❡♥$#♦ ❞❡ #❡❣✐♦♥❡0 ❤♦♠♦❣Q♥❡❛0 ✭❜❛❥♦ ❣#❛❞✐❡♥$❡✮ ❧❛ ❝❧❛0❡ ❢♦♥❞♦ ❝#❡❝✐❡#❛ #B♣✐❞❛♠❡♥$❡

♠✐❡♥$#❛0 H✉❡ ❡♥ #❡❣✐♦♥❡0 ❞♦♥❞❡ 0❡ ❛♣#❡❝✐❛ ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ 0✐❣♥✐✜❝❛$✐✈♦ ❞❡ ✐♥$❡♥0✐❞❛❞ ✭❛❧$♦

❣#❛❞✐❡♥$❡✮ ❧❛ ❝❧❛0❡ ❢♦♥❞♦ ♥♦ ❝#❡❝✐❡#❛✳ ❊❧ ✈❛❧♦# 4♣$✐♠♦ ❞❡❧ ♣❛#B♠❡$#♦ j 0❡ ❝❛❧❝✉❧4 ♣♦#
♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ❞❡0❡♠♣❡R♦ ❝♦♠♣❧❡$♦ ❞❡❧ 0✐0$❡♠❛ ② ❧♦0 #❡0✉❧$❛❞♦0 0♦♥ ♣#❡0❡♥$❛❞♦0 ❡♥ ❡❧

❝❛♣;$✉❧♦ ✼✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉#❛ ✻✳✹ 0❡ ♠✉❡0$#❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦#✐❣✐♥❛❧✱ ❧❛ 0❡♠✐❧❧❛ ✐♥✐❝✐❛❧✱ ② ❞♦0 #❡0✉❧$❛❞♦0

❝♦♥ ✷ ❞✐0$✐♥$♦0 ✈❛❧♦#❡0 ❞❡ k ♣❛#❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ✉0❛♥❞♦ ❡❧ 0❡❣✉♥❞♦ ♠Q$♦❞♦
♣#♦♣✉❡0$♦ ❞❡ ❝#❡❝✐♠✐❡♥$♦ ❞❡ #❡❣✐♦♥❡0✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉*❛ ✻✳✷✿ ❘❡1✉❧3❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐6♥ ❞❡ ❧❛ 3*❛♥1❢♦*♠❛❞❛ .♦♣✲❤❛. ❜❧❛♥❝♦ 1♦❜*❡ ❧❛

♠✐1♠❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ 3❛♠❛:♦1 ❞❡ ❡❧❡♠❡♥3♦ ❡13*✉❝3✉*❛❧ ❞✐❢❡*❡♥3❡✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡♥ ❖*✐❣✐♥❛❧✳

✭❜✮ ❚*❛♥1❢♦*♠❛❞❛ .♦♣✲❤❛. ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥3♦ ❡13*✉❝3✉*❛❧ ❞❡ 3❛♠❛:♦ ✷ ♣✐①❡❧❡1✳ ✭❝✮ ❚*❛♥1✲

❢♦*♠❛❞❛ .♦♣✲❤❛. ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥3♦ ❡13*✉❝3✉*❛❧ ❞❡ 3❛♠❛:♦ ✶✵ ♣✐①❡❧❡1✳ ✭❞✮ ❚*❛♥1❢♦*♠❛❞❛

.♦♣✲❤❛. ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥3♦ ❡13*✉❝3✉*❛❧ ❞❡ 3❛♠❛:♦ ✺✵ ♣✐①❡❧❡1✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉*❛ ✻✳✸✿ ❘❡1✉❧3❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦* ✭1✉♠❛ ❞❡ ✐♠D❣❡♥❡1 ❝♦♥ 3*❛♥1❢♦*♠❛❞❛

❚♦♣✲❤❛3 ❜❧❛♥❝♦ ♣❛*❛ ❞✐❢❡*❡♥3❡1 3❛♠❛:♦1 ❞❡ ❡❧❡♠❡♥3♦1 ❡13*✉❝3✉*❛❧❡1✮✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡♥

♦*✐❣✐♥❛❧✳ ✭❜✮ ■♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦*✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉*❛ ✻✳✹✿ ❊❥❡♠♣❧♦ ❞❡ 6❡❣♠❡♥8❛❝✐9♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦6 ✉6❛♥❞♦ ❧❛ ❡68*❛8❡❣✐❛ ❞❡ ❝*❡❝✐♠✐❡♥8♦

❞❡ *❡❣✐♦♥❡6✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡♥ ❖*✐❣✐♥❛❧✳ ✭❜✮ ■♠❛❣❡♥ 6❡♠✐❧❧❛ Isemilla✳ ✭❝✮ ❘❡6✉❧8❛❞♦ ❝♦♥ k =
3.0✳ ✭❞✮ ❘❡6✉❧8❛❞♦ ❝♦♥ k = 4.0

✻✷
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❘❊❙❯▲❚❆❉❖❙ ❨ ❱❆▲■❉❆❈■5◆

❊♥ ❡#$❡ ❝❛♣($✉❧♦ ♣,❡#❡♥$❛,❡♠♦# ❧♦# ,❡#✉❧$❛❞♦# ♥✉♠/,✐❝♦# ♦❜$❡♥✐❞♦# ❡♥ ❡❧ #✐#$❡♠❛ ♣,♦✲

♣✉❡#$♦ ❛#( ❝♦♠♦ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡ ❧♦# ♣❛,5♠❡$,♦# 4♣$✐♠♦# ❡♥ ❝❛❞❛ ❢❛#❡✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉,❛

✼✳✶ ♣♦❞❡♠♦# ♦❜#❡,✈❛, ✉♥ ❞✐❛❣,❛♠❛ ❡#<✉❡♠5$✐❝♦ ❞❡❧ ♣,♦❝❡#♦ ❣❡♥❡,❛❧ ❞❡❧ #✐#$❡♠❛ ② ❧❛#

✈❛,✐❛❜❧❡# ♦ ❞✐❢❡,❡♥$❡# ❛❧❣♦,✐$♠♦# ♣❧❛♥$❡❛❞♦# ❡♥ ❝❛❞❛ ❡$❛♣❛✳ ❊# ♥❡❝❡#❛,✐♦ ❤❛❝❡, ♥♦$❛,

<✉❡ ❡✈❛❧✉❛,❡♠♦# ❡❧ ❞❡#❡♠♣❡?♦ ❞❡ ❧♦# ❛❧❣♦,✐$♠♦# ♣,♦♣✉❡#$♦# ❞❡ ❝♦,,❡❝❝✐4♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐✲

♥❛❝✐4♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡ ❛ ♣❛,$✐, ❞❡❧ ,❡#✉❧$❛❞♦ ♦❜$❡♥✐❞♦ ❡♥ ❧❛ #❡❣♠❡♥$❛❝✐4♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦#

❛❧ ✜♥❛❧ ❞❡❧ #✐#$❡♠❛✱ ♣♦, ❧♦ $❛♥$♦ ❡♥ ❡#$❡ ❝❛♣($✉❧♦ ♣,❡#❡♥$❛,❡♠♦# ♣,✐♠❡,♦ ❛❧❣✉♥♦#

,❡#✉❧$❛❞♦# ,❡❧❛$✐✈♦# ❛ ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ ❞❛$♦# ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❝,❡❛❞❛ ❥✉♥$♦ ❝♦♥ ❧❛ ❤❡,,❛♠✐❡♥$❛

❞❡ ❛♥♦$❛❝✐4♥ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❞❡#❛,,♦❧❧❛❞❛ ② ❧✉❡❣♦ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡ ❝❛❞❛ ❡$❛♣❛ ❡♥ ♦,❞❡♥

✐♥✈❡,#♦✱ ❡# ❞❡❝✐,✱ ❡♠♣❡③❛♥❞♦ ♣♦, ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡❧ ♠4❞✉❧♦ ❞❡ #❡❣♠❡♥$❛❝✐4♥ ❞❡ ❡①✉✲

❞❛❞♦#✱ ❧✉❡❣♦ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡❧ ♠4❞✉❧♦ ❞❡ ❞✐#❝♦ 4♣$✐❝♦ ② ♠5❝✉❧❛ ② ✜♥❛❧✐③❛♥❞♦ ❝♦♥ ❧❛

❡✈❛❧✉❛❝✐4♥ ❞❡❧ ♠4❞✉❧♦ ❞❡ ❝♦,,❡❝❝✐4♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐4♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦,♠❡✳

✼✳✶✳ ❇❛%❡ ❞❡ ❞❛(♦% ❞❡ ✐♠,❣❡♥❡% ② ❤❡11❛♠✐❡♥(❛ ❞❡

❛♥♦(❛❝✐3♥

❊❧ ♣,♦❝❡#♦ ❞❡ #❡❧❡❝❝✐4♥ ② ❛♥♦$❛❝✐4♥ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❡#$✉✈♦ ❞✐✈✐❞✐❞♦ ❡♥ ✷ ♣❛,$❡#✳ E,✐♠❡✲

,♦ #❡ #❡❧❡❝❝✐♦♥4 ✉♥ ❝♦♥❥✉♥$♦ ❞❡ ✐♠5❣❡♥❡# ❞❡ ❝❛❞❛ $✐♣♦ ❞❡ ❣,❛✈❡❞❛❞ ❞❡ ,❡$✐♥♦♣❛$(❛

❞✐❛❜/$✐❝❛ ❞❡ ❛❝✉❡,❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❝❧❛#✐✜❝❛❝✐4♥ ♣,❡#❡♥$❛❞❛ ❡♥ ❧❛ #❡❝❝✐4♥ ✶✳✶✳✸✳ ❊♥ $♦$❛❧ #❡

#❡❧❡❝❝✐♦♥❛,♦♥ ✾✺ ✐♠5❣❡♥❡# ❞✐#$,✐❜✉✐❞❛# ❞❡ ❧❛ #✐❣✉✐❡♥$❡ ♠❛♥❡,❛✿

◆✐✈❡❧ ✵✿ ❙✐♥ ❘❉✿ ✷✼ ✐♠5❣❡♥❡#✳

◆✐✈❡❧ ✶✿ ❘❉ ▲❡✈❡✿ ✽ ✐♠5❣❡♥❡#✳

◆✐✈❡❧ ✷✿ ❘❉ ▼♦❞❡,❛❞❛✿ ✷✺ ✐♠5❣❡♥❡#✳

◆✐✈❡❧ ✸✿ ❘❉ ●,❛✈❡✿ ✶✷ ✐♠5❣❡♥❡#✳

◆✐✈❡❧ ✹✿ ❘❉ E,♦❧✐❢❡,❛$✐✈❛✿ ✷✸ ✐♠5❣❡♥❡#✳

▲♦# ❝,✐$❡,✐♦# ❞❡ #❡❧❡❝❝✐4♥ ❞❡ ❧❛# ❢♦$♦❣,❛❢(❛# ❡♥ ❡#$❛ ❡$❛♣❛ ❢✉❡,♦♥✿
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■♠✵✶ ✵✳✽✼✸ ✵✳✾✽✵ ■♠✵✷ ✵✳✵✵✵ ✵✳✾✾✽

■♠✵✸ ✵✳✸✷✻ ✵✳✾✾✵ ■♠✵✹ ✵✳✼✷✵ ✵✳✾✽✷

■♠✵✺ ✵✳✸✵✾ ✵✳✾✼✵ ■♠✵✻ ✵✳✻✵✷ ✵✳✾✾✸

■♠✵✼ ✵✳✾✸✽ ✵✳✾✸✵ ■♠✵✽ ✵✳✼✸✶ ✵✳✾✽✶

■♠✵✾ ✵✳✼✻✵ ✵✳✾✾✼ ■♠✶✵ ✵✳✼✷✷ ✵✳✾✽✽

■♠✶✶ ✵✳✸✾✹ ✵✳✾✽✾ ■♠✶✷ ✵✳✼✻✼ ✵✳✾✾✺

■♠✶✸ ✵✳✺✺✺ ✵✳✾✾✶ ■♠✶✹ ✵✳✹✽✷ ✵✳✾✾✷

■♠✶✺ ✵✳✺✶✵ ✵✳✾✽✹ ■♠✶✻ ✵✳✼✺✼ ✵✳✾✺✾

■♠✶✼ ✵✳✼✶✾ ✵✳✾✻✶ ■♠✶✽ ✵✳✼✾✶ ✵✳✾✼✷

■♠✶✾ ✵✳✺✹✼ ✵✳✾✼✺ ■♠✷✵ ✵✳✹✷✸ ✵✳✾✼✶

■♠✷✶ ✵✳✻✶✺ ✵✳✾✼✽ ▼❊❆◆ ✵✳✺✾✼ ✵✳✾✽✵

❚❛❜❧❛ ✼✳✶✿ ❙❡♥5✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭❚9❘✮ ② ❡5♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭❙9❈✮ ❞❡ ❧❛ ❞❡A❡❝❝✐B♥ ❛✉A♦♠EA✐❝❛ ❞❡

❡①✉❞❛❞♦5 ✉5❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦H✐A♠♦ ❞❡ ❝♦HH✐♠✐❡♥A♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛5 ② ❝H❡❝✐♠✐❡♥A♦ ❞❡ H❡❣✐♦♥❡5✳

✭10✮ ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦H✐A♠♦ ❞❡ ❝H❡❝✐♠✐❡♥A♦ ❞❡ H❡❣✐♦♥❡5✳

❇❛❥♦ ❡5A❛5 ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡5 5❡ H❡❛❧✐③B ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐B♥ ♥✉♠MH✐❝❛ ❝♦♠♣❛H❛♥❞♦ ❧❛5 ✐♠E❣❡♥❡5

H❡5✉❧A❛❞♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦H✐A♠♦ ❝♦♥ ❧❛5 ✐♠E❣❡♥❡5 ❞❡❧ ❡5AE♥❞❛H ❞❡ ♦H♦✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧B ❧❛ 5❡♥5✐❜✐✲

❧✐❞❛❞ ✭❚9❘✮ ② ❧❛ ❡5♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭❙9❈✮ 5✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ ❛♥E❧✐5✐5 ❘❖❈✳ ❊♥ ❧❛ A❛❜❧❛ ✼✳✶ 5❡

♠✉❡5AH❛♥ ❧♦5 H❡5✉❧A❛❞♦5 ♣❛H❛ ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉H❛ ✼✳✸ 5❡ ♠✉❡5AH❛♥ ✸ ❡❥❡♠♣❧♦5

❝♦♥ ❞❡5❡♠♣❡Q♦ ♠❛②♦H✱ ♠❡❞✐♦ ② ♠❡♥♦H ❥✉♥A♦ ❝♦♥ 5✉5 H❡5♣❡❝A✐✈❛5 ✐♠E❣❡♥❡5 ❞❡ ❡5AE♥❞❛H

❞❡ ♦H♦✳

✼✳✷✳✷✳ ▼♦%❢♦❧♦❣)❛ ▼❛+❡♠.+✐❝❛

❊❧ ❞❡5❡♠♣❡Q♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦H✐A♠♦ ❞❡ 5❡❣♠❡♥A❛❝✐B♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦5 ♣H♦♣✉❡5A♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣SA✉❧♦

✻ ♣✉❡❞❡ ✈❛H✐❛H 5❡❣T♥ ❧❛ ❡❧❡❝❝✐B♥ ❞❡ ✸ ♣❛HE♠❡AH♦5 ❞✐❢❡H❡♥A❡5✿

❯♠❜H❛❧ k ❡♥ ❧❛ ♦♣❝✐B♥ ❞❡ ✉♠❜H❛❧✐③❛❝✐B♥✳

9❛HE♠❡AH♦ j ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐B♥ ❞❡ ♠❡♠❜H❡5S❛ ❞❡ ❧❛ ♦♣❝✐B♥ ❞❡ ❝H❡❝✐♠✐❡♥A♦ ❞❡ H❡❣✐♦♥❡5✳

◆T♠❡H♦ ② ❝❛♥A✐❞❛❞ ❞❡ AH❛♥5❢♦H♠❛❝✐♦♥❡5 A♦♣✲❤❛A ❜❧❛♥❝♦ ❡♥ ❡❧ ❝E❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛

✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦H✳

❊5 ✐♠♣♦HA❛♥A❡ ❞❡5A❛❝❛H Y✉❡ ❡♥ ❡5A❛ 5❡❝❝✐B♥ ✭✼✳✷✳✷✮ 5❡ ❛♣❧✐❝B ❧❛ ❝♦HH❡❝❝✐B♥ ❞❡

✐❧✉♠✐♥❛❝✐B♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦H♠❡ ♣H❡✈✐❛♠❡♥A❡ ❛ ❧❛ 5❡❣♠❡♥A❛❝✐B♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦5 ✉5❛♥❞♦ ❡❧

❛❧❣♦H✐A♠♦ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦5 ❞❡ ❩❡H♥✐❦❡ ❞❡5❝H✐A♦ ❡♥ ❧❛ 5❡❝❝✐B♥ ✹✳✸✳✷ ❞❡❜✐❞♦ ❛ Y✉❡ ❢✉❡ M5A❡

❡❧ Y✉❡ ♣H❡5❡♥AB ♠❡❥♦H ❞❡5❡♠♣❡Q♦✱ ❝♦♠♦ 5❡ ❞❡A❛❧❧❛ ♠E5 ❛❞❡❧❛♥A❡ ❡♥ ❧❛ 5❡❝❝✐B♥ ✼✳✹✳

❊5A♦ 5❡ ❛♣❧✐❝B ♣❛H❛ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐B♥ ❞❡ ❧♦5 ✸ ♣❛HE♠❡AH♦5 ❧✐5A❛❞♦5✳

9❛H❛ ❡❧ ♣H✐♠❡H ❝❛5♦✱ 5❡ ❣❡♥❡HB ✉♥ ✈❡❝A♦H ❝♦♥ ❞✐❢❡H❡♥A❡5 ✈❛❧♦H❡5 ❞❡❧ ✉♠❜H❛❧ k✱ ♣❛H❛

❝❛❞❛ ✉♥♦ 5❡ H❡❛❧✐③B ❡❧ ♣H♦❝❡5♦ ❝♦♠♣❧❡A♦ ❞❡ 5❡❣♠❡♥A❛❝✐B♥ ❞❡ ❧❛5 ✷✶ ✐♠E❣❡♥❡5 ✉5❛♥❞♦

✻✻
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✶✳✺ ✵✳✾✸✷✺ ✵✳✾✵✺✸ ✹ ✵✳✺✽✾✽ ✵✳✾✾✹✾

✶✳✻ ✵✳✾✷✹✾ ✵✳✾✶✼✼ ✺ ✵✳✹✼✾✸ ✵✳✾✾✻✾

✶✳✼ ✵✳✾✶✹✶ ✵✳✾✷✽✸ ✻ ✵✳✸✾✺✼ ✵✳✾✾✽

✶✳✽ ✵✳✾✵✼ ✵✳✾✸✼✷ ✼ ✵✳✸✷✽✷ ✵✳✾✾✽✻

✶✳✾ ✵✳✽✾✾✶ ✵✳✾✹✹✽ ✽ ✵✳✷✼✻✻ ✵✳✾✾✾

✷ ✵✳✽✾✵✸ ✵✳✾✺✶✺ ✾ ✵✳✷✸✻✻ ✵✳✾✾✾✸

✷✳✶ ✵✳✽✽✶✺ ✵✳✾✺✼✶ ✶✵ ✵✳✶✾✾✸ ✵✳✾✾✾✺

✷✳✷ ✵✳✽✼✸✻ ✵✳✾✻✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✷✿ ❱❛❧♦;❡= ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐C♥ ❞❡❧ ♣❛;F♠❡H;♦ k ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦;✐H♠♦ ❞❡ ✉♠❜;❛❧✐③❛❝✐C♥
✉=❛♥❞♦ ♠♦;❢♦❧♦❣L❛ ♠❛H❡♠FH✐❝❛✳ ❊❧ ✈❛❧♦; C♣H✐♠♦ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦ ❛ ♣❛;H✐; ❞❡ ❧❛ ❞✐=H❛♥❝✐❛ ❛❧

♣✉♥H♦ ❞❡ =❡❣♠❡♥H❛❝✐C♥ ♣❡;❢❡❝H❛ ❡♥ ❧❛ ❝✉;✈❛ ❘❖❈ ❝♦;;❡=♣♦♥❞❡ ❛❧ ✉♠❜;❛❧ ✶✳✻ ♦❜H❡✲

♥✐❡♥❞♦ ✉♥ ❚'❘❂✵✳✾✷✺✱ ✉♥ ❙'❈❂✵✳✾✶✽ ② ✉♥❛ ❞✐=H❛♥❝✐❛ ❞❡ ✵✳✶✶✶✹✳ ❊❧ F;❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛

❝✉;✈❛ ❢✉❡ ❞❡ ✵✳✾✼✸✼✳ ❊= ♥❡❝❡=❛;✐♦ H❡♥❡; ❡♥ ❝✉❡♥H❛ T✉❡ ❡=H♦= ;❡=✉❧H❛❞♦= =❡ ♦❜H✉✈✐❡;♦♥

✉=❛♥❞♦ ✉♥❛ ❝♦;;❡❝❝✐C♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐C♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦;♠❡ ✉=❛♥❞♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦= ❞❡ ❩❡;♥✐❦❡

❞✐❝❤♦ ✉♠❜;❛❧ ② =❡ ❤✐③♦ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐C♥ ♣♦; ♠❡❞✐♦ ❞❡ ❧❛= ❝✉;✈❛= ❘❖❈✱ ❡♥❝♦♥H;❛♥❞♦

❧❛ =❡♥=✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭♦ TPR ✲ ❚/✉❡ 2♦4✐6✐✈❡ ❘❛6❡✮② ❧❛ ❡=♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭SPC = 1 − FPR✱
❋'❘✿❋❛❧4❡ 2♦4✐6✐✈❡ ❘❛6❡✮✳ ▲♦= ;❡=✉❧H❛❞♦= ♥✉♠\;✐❝♦= =❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜=❡;✈❛; ❡♥ ❧❛ H❛❜❧❛

✼✳✷ ❡♥ ❞♦♥❞❡ =❡ ♠✉❡=H;❛ ❡❧ ✈❛❧♦; ♣;♦♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ;❡=✉❧H❛❞♦ ❞❡ ❧❛ =❡❣♠❡♥H❛❝✐C♥ ❞❡ ❧❛=

✷✶ ✐♠F❣❡♥❡= ② ❧❛ ❝✉;✈❛ ❘❖❈ =❡ ♠✉❡=H;❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉;❛ ✼✳✹✳ ❙❡ ♦❜H✉✈♦ ✉♥ F;❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛

❝✉;✈❛ ❞❡ ✵✳✾✼✸✼ ② ✈❛❧♦; C♣H✐♠♦ ❞❡ k❂✶✳✻✳
'❛;❛ ❡❧ =❡❣✉♥❞♦ ❝❛=♦✱ ❡♥ ❡❧ ❛❧❣♦;✐H♠♦ ❞❡ ❝;❡❝✐♠✐❡♥H♦ ❞❡ ;❡❣✐♦♥❡=✱ =❡ ❞❡✜♥✐C ❞❡ ✐❣✉❛❧

♠❛♥❡;❛ ✉♥ ✈❡❝H♦; ❝♦♥ ❞✐❢❡;❡♥H❡= ✈❛❧♦;❡= ♣❛;❛ ❡❧ ♣❛;F♠❡H;♦ j✱ ❧♦= ;❡=✉❧H❛❞♦= ♥✉♠\;✐❝♦=
❞❡❧ ♣;♦♠❡❞✐♦ ❞❡❧ ;❡=✉❧H❛❞♦ ❞❡ ❧❛= ✷✶ ✐♠F❣❡♥❡= ♣❛;❛ ❝❛❞❛ ✈❛❧♦; ❞❡ j =❡ ♠✉❡=H;❛♥ ❡♥ ❧❛
H❛❜❧❛ ✼✳✸ ② ❧❛ ❝✉;✈❛ ❘❖❈ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉;❛ ✼✳✺✳ ❙❡ ♦❜H✉✈♦ ✉♥ F;❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉;✈❛ ❞❡ ✵✳✾✻✼✾

❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦; C♣H✐♠♦ ❞❡ j❂✷✳✶✳
❈♦♠♣❛;❛♥❞♦ ❧♦= ✷ ❛❧❣♦;✐H♠♦= ♣;♦♣✉❡=H♦=✱ ❡❧ ❞❡ ♠❡❥♦; ❞❡=❡♠♣❡]♦ ❢✉❡ ❧❛ ✉♠❜;❛❧✐③❛❝✐C♥

♣❛;❛ ✉♥ ♣❛;F♠❡H;♦ k = 1.6 ❞❡❜✐❞♦ ❛ T✉❡ ♣;❡=❡♥HC ✉♥❛ ♠❡♥♦; ❞✐=H❛♥❝✐❛ ❞❡❧ ♣✉♥H♦
C♣H✐♠♦ ❛❧ ♣✉♥H♦ ❞❡ =❡❣♠❡♥H❛❝✐C♥ ♣❡;❢❡❝H❛ ❡♥ ❧❛ ❝✉;✈❛ ❘❖❈✳

❊♥ ❝✉❛♥H♦ ❛ ❧❛= ❞✐❢❡;❡♥H❡= ✐♠F❣❡♥❡= ❞❡ H;❛♥=❢♦;♠❛❝✐C♥ H♦♣✲❤❛H ❜❧❛♥❝♦ ✉=❛❞❛= ♣❛✲

;❛ ♦❜H❡♥❡; ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦;✱ ❞❡ ❧❛ ♠✐=♠❛ ❢♦;♠❛ T✉❡ ❡♥ ❧♦= ♣❛;F♠❡H;♦= ❛♥H❡✲

;✐♦;❡= =❡ ✈❛;✐C ❡=H❡ ♣❛;F♠❡H;♦ ❞❡ ❛❝✉❡;❞♦ ❛ ✉♥ ✈❡❝H♦; ♣;❡✲❡=H❛❜❧❡❝✐❞♦✳ ❙❡ ❝♦♥=✐❞❡✲

;❛;♦♥ H;❛♥=❢♦;♠❛❝✐♦♥❡= ❝♦♥ ❡❧❡♠❡♥H♦= ❡=H;✉❝H✉;❛❧❡= ❞❡ ❢♦;♠❛ ❝✐;❝✉❧❛; ❞❡ H❛♠❛]♦=

t = 2, 5, 10, 20, 50 ♣✐①❡❧❡=✳ ❊♥ ❧❛ H❛❜❧❛ ✼✳✹ =❡ ♠✉❡=H;❛♥ ❧♦= ;❡=✉❧H❛❞♦= ♥✉♠\;✐❝♦= ❞❡

✻✼



❈❛♣#$✉❧♦ ✼

j ❚!❘ ❙!❈ j ❚!❘ ❙!❈

✵ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✷✳✻ ✵✳✽✸✸✷ ✵✳✾✺✾✷

✵✳✶ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✷✳✼ ✵✳✽✶✾✼ ✵✳✾✻✶✻

✵✳✷ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✷✳✽ ✵✳✽✵✻✺ ✵✳✾✻✹

✵✳✸ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✷✳✾ ✵✳✼✾✹ ✵✳✾✻✻

✵✳✹ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸ ✵✳✼✽✸✸ ✵✳✾✻✼✾

✵✳✺ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸✳✶ ✵✳✼✼✸✷ ✵✳✾✻✾✺

✵✳✻ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸✳✷ ✵✳✼✺✾✸ ✵✳✾✼✶✷

✵✳✼ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸✳✸ ✵✳✼✸✼✾ ✵✳✾✾

✵✳✽ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸✳✹ ✵✳✼✷✻✺ ✵✳✾✾✵✽

✵✳✾ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✵✽ ✸✳✺ ✵✳✼✶✶✾ ✵✳✾✾✶✹

✶ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✶✶ ✸✳✻ ✵✳✼ ✵✳✾✾✷

✶✳✶ ✵✳✾✾✹✺ ✵✳✹✻✺✶ ✸✳✼ ✵✳✻✽✼✷ ✵✳✾✾✷✺

✶✳✷ ✵✳✾✾✹✶ ✵✳✹✽✵✼ ✸✳✽ ✵✳✻✼✼✸ ✵✳✾✾✷✾

✶✳✸ ✵✳✾✾✸✺ ✵✳✺✵✷✶ ✸✳✾ ✵✳✻✻✽ ✵✳✾✾✸✸

✶✳✹ ✵✳✾✾✷✹ ✵✳✺✷✸✼ ✹ ✵✳✻✺✻ ✵✳✾✾✸✼

✶✳✺ ✵✳✾✾✵✶ ✵✳✺✻✼✻ ✹✳✶ ✵✳✻✹✶✸ ✵✳✾✾✹

✶✳✻ ✵✳✾✽✽✸ ✵✳✻✵✻✻ ✹✳✷ ✵✳✻✸✵✶ ✵✳✾✾✹✸

✶✳✼ ✵✳✾✽✷✻ ✵✳✻✻✸✷ ✹✳✸ ✵✳✻✶✹✼ ✵✳✾✾✹✻

✶✳✽ ✵✳✾✻✾✾ ✵✳✼✹✻✷ ✹✳✹ ✵✳✻✵✶✾ ✵✳✾✾✹✽

✶✳✾ ✵✳✾✺✼✾ ✵✳✽✵✽ ✹✳✺ ✵✳✺✽✾✶ ✵✳✾✾✺✶

✷ ✵✳✾✸✶✷ ✵✳✽✼✶✼ ✹✳✻ ✵✳✺✽✵✾ ✵✳✾✾✺✸

✷✳✶ ✵✳✾✵✻✶ ✵✳✾✶✺✷ ✹✳✼ ✵✳✺✼✵✹ ✵✳✾✾✺✺

✷✳✷ ✵✳✽✽✾✻ ✵✳✾✸✼ ✹✳✽ ✵✳✺✻✶ ✵✳✾✾✺✼

✷✳✸ ✵✳✽✼✻✺ ✵✳✾✹✶✶ ✹✳✾ ✵✳✺✹✾✽ ✵✳✾✾✺✾

✷✳✹ ✵✳✽✻✸✻ ✵✳✾✹✹✹ ✺ ✵✳✺✹✷✸ ✵✳✾✾✻✶

✷✳✺ ✵✳✽✺✷✶ ✵✳✾✹✼✶

❚❛❜❧❛ ✼✳✸✿ ❱❛❧♦6❡8 ♥✉♠<6✐❝♦8 ❡♥ ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐@♥ ❞❡❧ ❛❧❣♦6✐C♠♦ ❞❡ ❝6❡❝✐♠✐❡♥C♦ ❞❡ 6❡❣✐♦♥❡8

♣❛6❛ ❧❛ 8❡❣♠❡♥C❛❝✐@♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦8 ✉8❛♥❞♦ ♠♦6❢♦❧♦❣G❛ ♠❛C❡♠HC✐❝❛✳ ❙❡ ♠✉❡8C6❛ ❧❛

✈❛6✐❛❝✐@♥ ❞❡❧ ♣❛6H♠❡C6♦ j ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐@♥ ❞❡ ♣❡6C❡♥❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ❛❧❣♦6✐C♠♦✳ ❙❡ ❝❛❧❝✉❧@ ♣❛6❛
❝❛❞❛ ✈❛❧♦6 ❞❡❧ ♣❛6H♠❡C6♦ j ❡❧ TPR ② ❡❧ SPC✳ ❊❧ ✈❛❧♦6 @♣C✐♠♦ ❞❡ j ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦
❡❧ ♣✉♥C♦ ❞❡ ❧❛ ♠❡♥♦6 ❞✐8C❛♥❝✐❛ ❛❧ ♣✉♥C♦ ❞❡ 8❡❣♠❡♥C❛❝✐@♥ ♣❡6❢❡❝C❛ ❢✉❡ ✷✳✶ ❝♦♥ ✉♥

TPR =✵✳✾✵✶✱ ✉♥ SPC =✵✳✾✶✺ ② ✉♥❛ ❞✐8C❛♥❝✐❛ ❞❡ ✵✳✶✷✻✻✳ ❙❡ ♦❜C✉✈♦ ✉♥ H6❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛
❝✉6✈❛ ❞❡ ✵✳✾✻✼✾

✻✽



❘❊❙❯▲❚❆❉❖❙ ❨ ❱❆▲■❉❆❈■-◆

❆❝✉♠✉❧❛❞♦( ❚*❘ ❙*❈ ❉✐01

2 ✵✳✾✻ ✵✳✻✾✾ ✵✳✸✵✸✻

2, 5 ✵✳✾✻✷✼ ✵✳✽✸✹✾ ✵✳✶✻✾✷

2, 5, 10 ✵✳✾✺✵✸ ✵✳✽✽✽✺ ✵✳✶✷✷✶

2, 5, 10, 20 ✵✳✾✷✹✾ ✵✳✾✶✼✼ ✵✳✶✶✶✹

2, 5, 10, 20, 50 ✵✳✽✾✹✶ ✵✳✾✸✼ ✵✳✶✷✸✷

5, 10, 20, 50 ✵✳✽✸✵✺ ✵✳✾✺✷✽ ✵✳✶✼✻

10, 20, 50 ✵✳✼✸✵✻ ✵✳✾✻✷ ✵✳✷✼✷✶

20, 50 ✵✳✻✸✶✸ ✵✳✾✻✽✽ ✵✳✸✼

50 ✵✳✺✺✾✶ ✵✳✾✼✶✺ ✵✳✹✹✶✽

5, 10, 20 ✵✳✽✽✷✸ ✵✳✾✹✷✶ ✵✳✶✸✶✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐A♥ ❞❡❧ ♣❛(E♠❡1(♦ ❝♦((❡0♣♦♥❞✐❡♥1❡ ❛❧ ❝♦♥❥✉♥1♦ ❞❡ ✐♠E❣❡♥❡0 ❝♦♥

1(❛♥0❢♦(♠❛❝✐A♥ 1♦♣✲❤❛1 ❜❧❛♥❝♦ ✉0❛❞❛0 ❡♥ ❡❧ ❝E❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦(✳ ❊♥ ❡01❡

❝❛0♦ 0❡ ♦❜1✉✈♦ ♠❡❥♦( ❞❡0❡♠♣❡K♦ 0✉♠❛♥❞♦ ❧❛0 ✐♠E❣❡♥❡0 A =
∑

W Inwi

THB(x, y);wi =
2, 5, 10, 20✳ ❙❡ ♦❜1✉✈♦ ✉♥ E(❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉(✈❛ ❞❡ ✵✳✾✹✻✾

❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐A♥✱ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ❆❝✉♠✉❧❛❞♦( 0❡ (❡✜❡(❡ ❛❧ ❝♦♥❥✉♥1♦ ❞❡ ✐♠E❣❡♥❡0 1(❛♥0❢♦(✲

♠❛❞❛0 ♣♦( ❞✐❢❡(❡♥1❡0 ❡❧❡♠❡♥1♦0 ❡01(✉❝1✉(❛❧❡0 ❞❡ ❧♦0 1❛♠❛K♦0 t✱ ❛0N ♣♦( ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❡❧
✈❛❧♦( 2, 5, 10 ✐♥❞✐❝❛ O✉❡ ❡♥ ❡0❛ ♣(✉❡❜❛ 0❡ 0✉♠❛(♦♥ ❧❛0 ✐♠E❣❡♥❡0 1(❛♥0❢♦(♠❛❞❛0 ❝♦♥ ❧❛
♦♣❡(❛❝✐A♥ 1♦♣✲❤❛1 ❜❧❛♥❝♦ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥1♦0 ❡01(✉❝1✉(❛❧❡0 ❞❡ 1❛♠❛K♦0 ✷✱ ✺ ② ✶✵ ♣✐①❡❧❡0✳ ❊♥

❧❛ ✜❣✉(❛ ✼✳✻ 0❡ ♠✉❡01(❛ ❧❛ ❝✉(✈❛ ❘❖❈ ❝♦((❡0♣♦♥❞✐❡♥1❡✳ ❙❡ ❡♥❝♦♥1(A ❡❧ ✈❛❧♦( A♣1✐♠♦

❡♥ A =
∑

W Inwi

THB(x, y);wi = 2, 5, 10, 20

✼✳✸✳ ❉❡%❡❝❝✐(♥ ❞❡ ❞✐+❝♦ (♣%✐❝♦ ② ♠0❝✉❧❛

▲♦0 ❞♦0 ♠T1♦❞♦0 ♣(♦♣✉❡01♦0 ❞❡ ❞❡1❡❝❝✐A♥ ❞❡ ❞✐0❝♦ A♣1✐❝♦ ❡♥1(❡❣❛♥ ❛❧ ✜♥❛❧ ✉♥❛

♣♦0✐❝✐A♥ ♦ ✉♥ ♣✐①❡❧ O✉❡ 0❡ ❡01✐♠❛ ♣❡(1❡♥❡❝❡ ❛❧ ❞✐0❝♦ A♣1✐❝♦ ✈❡(❞❛❞❡(♦✱ ♣♦( ❧♦ 1❛♥1♦

❡❧ ♠❡❝❛♥✐0♠♦ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐A♥ ♣(♦♣✉❡01♦ ♣❛(❛ ❧♦0 ❞♦0 ❛❧❣♦(✐1♠♦0 ❝♦♥0✐01❡ ❡♥ ❡✈❛❧✉❛( 0✐

❧❛ ✉❜✐❝❛❝✐A♥ ♦❜1❡♥✐❞❛ 0❡ ❡♥❝✉❡♥1(❛ ❞❡♥1(♦ ♦ ♥♦ ❞❡ ❧❛ (❡❣✐A♥ ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦( ❡❧ ❡①♣❡(1♦

♠T❞✐❝♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❡01E♥❞❛( ❞❡ ♦(♦ ♦ ●0♦✉♥❞ ❚0✉5❤✳

*❛(❛ ❡❧ ♣(✐♠❡( ❛❧❣♦(✐1♠♦✱ ✉0❛♥❞♦ ❧❛ ♠♦(❢♦❧♦❣N❛ ❞❡ ✈❛0♦0 0❛♥❣✉N♥❡♦0 ❧♦0 (❡0✉❧1❛❞♦0

0❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜0❡(✈❛( ❡♥ ❧❛ 1❛❜❧❛ ✼✳✺ ❞♦♥❞❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦❧✉♠♥❛ ✓❘❡0✉❧1❛❞♦✔ ✉♥ 1 0✐❣♥✐✜❝❛
O✉❡ ❡❧ ♣✉♥1♦ ❤❛❧❧❛❞♦ ❝❛②A ❞❡♥1(♦ ❞❡ ❧❛ (❡❣✐A♥ ❞❡ ❞✐0❝♦ A♣1✐❝♦ ♠❛(❝❛❞❛ ♣♦( ❡❧ ❡①♣❡(1♦

♠T❞✐❝♦✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉(❛ ✼✳✼ ♣♦❞❡♠♦0 ♦❜0❡(✈❛( ✸ ✐♠E❣❡♥❡0 O✉❡ ❢✉❡(♦♥ 0❛1✐0❢❛❝1♦(✐❛ ② ✸ O✉❡ ♥♦ ❧♦

❢✉❡(♦♥✳ ❊❧ ♣✉♥1♦ ❞❡ ❝♦❧♦( ✈✐♦❧❡1❛ ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ (❡0✉❧1❛❞♦ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡1❡❝❝✐A♥ ♣♦( ♣❛(1❡

❞❡❧ 0✐01❡♠❛✳

*❛(❛ ❧❛ 0❡❣✉♥❞❛ ❡01(❛1❡❣✐❛ ❞❡ ❞❡1❡❝❝✐A♥✱ ❡❧ ❛❧❣♦(✐1♠♦ ❞❡ ❞❡1❡❝❝✐A♥ ❞❡ ❞✐0❝♦ A♣1✐❝♦

② ♠E❝✉❧❛ ❡♥❝✉❡♥1(❛ ❧❛ ♠❡❥♦( ♣♦0✐❝✐A♥ ② ❡❧ ♠❡❥♦( E♥❣✉❧♦ ❞❡ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛1(A♥ ❡♥

❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ♣(✉❡❜❛ ② ❡♥❝✉❡♥1(❛ ❧❛ ♣♦0✐❝✐A♥ ❞❡❧ ❝❡♥1(♦ ❞❡❧ ❞✐0❝♦ A♣1✐❝♦ ② ❧❛ ♠E❝✉❧❛

O✉❡ ♠E0 0❡ ❛❥✉01❛ ❞❡ ❛❝✉❡(❞♦ ❛ ✉♥ ❝(✐1❡(✐♦ ❞❡ ❝♦((❡❧❛❝✐A♥✱ 1❛❧ ❝♦♠♦ 0❡ ❡①♣❧✐❝❛ ❡♥

✻✾



❈❛♣#$✉❧♦ ✼

■♠❛❣❡♥ ❘❡'✉❧*❛❞♦ ■♠❛❣❡♥ ❘❡'✉❧*❛❞♦ ■♠❛❣❡♥ ❘❡'✉❧*❛❞♦

✶ ✵ ✽ ✵ ✶✺ ✵

✷ ✶ ✾ ✶ ✶✻ ✶

✸ ✶ ✶✵ ✶ ✶✼ ✵

✹ ✶ ✶✶ ✶ ✶✽ ✶

✺ ✶ ✶✷ ✵ ✶✾ ✵

✻ ✶ ✶✸ ✶ ✷✵ ✶

✼ ✵ ✶✹ ✶ ✷✶ ✶

▼❊❉■❆ 66.6%

❚❛❜❧❛ ✼✳✺✿ ❘❡'✉❧*❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡*❡❝❝✐=♥ ❞❡ ❞✐'❝♦ =♣*✐❝♦ ✉'❛♥❞♦ ❧❛ ♠♦?❢♦❧♦❣A❛ ❞❡ ✈❛'♦'

'❛♥❣✉A♥❡♦'✳ ❙❡ ♦❜*✉✈♦ ✉♥ ♣?♦♠❡❞✐♦ ❞❡ D①✐*♦ ❡♥ ❧❛ ❞❡*❡❝❝✐=♥ ❞❡❧ 66.6%

❡❧ ❝❛♣A*✉❧♦ ✺✱ ♣♦? *❛♥*♦ ❡❧ ?❡'✉❧*❛❞♦ ♣?✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❧ ❛❧❣♦?✐*♠♦ ❞❡ ❞❡*❡❝❝✐=♥ ❞❡ ❞✐'❝♦

=♣*✐❝♦ ② ♠H❝✉❧❛ ♣?♦♣✉❡'*♦ ❡' ✉♥ ♣❛? ❞❡ ❝♦♦?❞❡♥❛❞❛' I✉❡ ?❡♣?❡'❡♥*❛♥ ❡❧ ❝❡♥*?♦ ❞❡ ❧❛'

❡'*?✉❝*✉?❛' ❞❡ ✐♥*❡?D'✳

❊♥ ❧❛ *❛❜❧❛ ✼✳✻ '❡ ♣?❡'❡♥*❛♥ ❧♦' ?❡'✉❧*❛❞♦' ♥✉♠D?✐❝♦' ❞❡ ❞❡*❡❝❝✐=♥ '✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡'*❡

❡'I✉❡♠❛ ❝♦♥ ✈❛❧♦?❡' ❜✐♥❛?✐♦'✱ 1 ✐♥❞✐❝❛ I✉❡ ❡❧ ❝❡♥*?♦ ❞❡ ❧❛ ❡'*?✉❝*✉?❛ '❡ ❡♥❝♦♥*?=

❞❡♥*?♦ ❞❡❧ H?❡❛ ❞❡❧✐♠✐*❛❞❛ ♣♦? ❡❧ ❡①♣❡?*♦ ② 0 ✐♥❞✐❝❛ I✉❡ '❡ ❡♥❝♦♥*?= ♣♦? ❢✉❡?❛✳ ❈❛❜❡

?❡'❛❧*❛? I✉❡ ❡'*❛ ♣?♦♣✉❡'*❛ ❡♥❝✉❡♥*?❛ ❛❧ ♠✐'♠♦ *✐❡♠♣♦ ✉♥❛ ♣♦'✐❝✐=♥ ♣❛?❛ ❡❧ ❞✐'❝♦

=♣*✐❝♦ ② ✉♥❛ ♣♦'✐❝✐=♥ ♣❛?❛ ❧❛ ♠H❝✉❧❛✱ ♣♦? *❛♥*♦ '❡ ♣?❡'❡♥*❛♥ ❧♦' ?❡'✉❧*❛❞♦' ❞❡ ❛♠❜❛'

❡'*?✉❝*✉?❛'✳

❊♥ ❧❛ ✜❣✉?❛ ✼✳✽ '❡ ♠✉❡'*?❛♥ ❧♦' ?❡'✉❧*❛❞♦' ❞❡ '❡❣♠❡♥*❛❝✐=♥ ❞❡ ❞✐'❝♦ =♣*✐❝♦ ② ♠H❝✉❧❛

❝♦♥ ❡'*❡ ❛❧❣♦?✐*♠♦ ♣❛?❛ ✻ ✐♠H❣❡♥❡'✳

❉❡ ✐❣✉❛❧ ♠❛♥❡?❛ '❡ ❡✈❛❧✉= ❡❧ ❛❧❣♦?✐*♠♦ ❞❡ ❝♦??✐♠✐❡♥*♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛' I✉❡ ❛❥✉'*❛ ❝♦♥ ♠H'

♣?❡❝✐'✐=♥ ❡❧ H?❡❛ ❞❡❧ ❞✐'❝♦ =♣*✐❝♦ ✉'❛♥❞♦ ❡✈❛❧✉❛❝✐=♥ ❛ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ♠❛♥❡?❛ '✐♠✐✲

❧❛? ❛ ❝♦♠♦ '❡ ?❡❛❧✐③= ❧❛ ❡✈❛❧✉❛❝✐=♥ ❞❡ ❧♦' ❛❧❣♦?✐*♠♦' ❞❡ '❡❣♠❡♥*❛❝✐=♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦'✱

❝♦♠♣❛?❛♥❞♦ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ?❡'✉❧*❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ '❡❣♠❡♥*❛❞❛ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥*❡ ♣♦? ❡❧ ♦❢✲

*❛❧♠=❧♦❣♦ ② ♦❜*❡♥✐❡♥❞♦ ❧♦' ✈❛❧♦?❡' ❞❡ '❡♥'✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭❚R❘✮ ② ❡'♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭❙R❈✮✳ ❊♥

❧❛ *❛❜❧❛ ✼✳✼ '❡ ♠✉❡'*?❛♥ ❧♦' ?❡'✉❧*❛❞♦' ♣❛?❛ ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛'A ❝♦♠♦ ❡❧ ✈❛❧♦? ♣?♦♠❡❞✐♦

♦❜*❡♥✐❞♦ ② ❡♥ ❧❛ ✜❣✉?❛ ✼✳✾ '❡ ♠✉❡'*?❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡❧ ?❡'✉❧*❛❞♦ ✜♥❛❧ ❞❡ ❧❛ '❡❣♠❡♥*❛✲

❝✐=♥ ❞❡❧ ❞✐'❝♦ =♣*✐❝♦ ❡♥ ✸ ✐♠H❣❡♥❡' ❞✐❢❡?❡♥*❡' ❥✉♥*♦ ❝♦♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ '❡❣♠❡♥*❛❞❛ ♣♦?

❡❧ ♦❢*❛❧♠=❧♦❣♦ ?❡'♣❡❝*✐✈❛✳

✼✳✹✳ ❈♦%%❡❝❝✐)♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐)♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦%♠❡

❙❡ ❤❛♥ ♣✉❜❧✐❝❛❞♦ ❞✐✈❡?'♦' ♠D*♦❞♦' ❞❡ ❝♦??❡❝❝✐=♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐=♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦?♠❡ ❡♥

✐♠H❣❡♥❡' ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✱ *♦❞♦' ❝♦♥ ✉♥ ❞❡'❡♠♣❡U♦ ❛❝❡♣*❛❜❧❡ ♣❡?♦ ❡♥ ❧❛ ❛❝*✉❛❧✐❞❛❞

♥♦ ❡①✐'*❡ ✉♥ ♣?♦❝❡❞✐♠✐❡♥*♦ ❝❧❛?♦ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐=♥ ❞❡ ❞✐❝❤♦' ❛❧❣♦?✐*♠♦'✳

▲❛ ♣?♦❜❧❡♠H*✐❝❛ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐=♥ '❡ ❜❛'❛ ❡♥ I✉❡ ♥♦ ❡①✐'*❡ ✉♥ ❡'*H♥❞❛? ❞❡ ♦?♦ ♦ ●*♦✉♥❞

❚*✉$❤ ❝♦♥ ❡❧ I✉❡ ♣♦❞❛♠♦' ❝♦♠♣❛?❛? ❧❛' ✐♠H❣❡♥❡' ♦❜*❡♥✐❞❛' ❡♥ ❧♦' '✐'*❡♠❛' ❞❡ ❝♦??❡❝✲

❝✐=♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐=♥✳ ❊❧ ❡'❝❡♥❛?✐♦ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥'✐'*✐?A❛ ❡♥ ♣♦❞❡? *❡♥❡? ❧❛ ✐♥❢♦?♠❛❝✐=♥ ❞❡

❝♦❧♦? ♦ ?❡✢❡❝*❛♥❝✐❛ ❥✉♥*♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣✐❣♠❡♥*♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ?❡*✐♥❛ ❞❡ ✉♥ ♦❥♦ ✈✐✈♦✱ ❞❡ ❢♦?♠❛

✼✵
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■♠❛❣❡♥ ❉✐(❝♦ +♣-✐❝♦ ▼/❝✉❧❛ ■♠❛❣❡♥ ❉✐(❝♦ +♣-✐❝♦ ▼/❝✉❧❛

✶ ✶ ✶ ✶✷ ✶ ✵

✷ ✶ ✶ ✶✸ ✶ ✶

✸ ✶ ✵ ✶✹ ✶ ✵

✹ ✶ ✶ ✶✺ ✶ ✶

✺ ✶ ✶ ✶✻ ✶ ✶

✻ ✶ ✵ ✶✼ ✶ ✶

✼ ✶ ✵ ✶✽ ✶ ✵

✽ ✶ ✶ ✶✾ ✶ ✵

✾ ✶ ✶ ✷✵ ✶ ✶

✶✵ ✶ ✶ ✷✶ ✶ ✶

✶✶ ✶ ✶ ▼❡❞✐❛ ✶ ✵✳✻✻✻✻

❚❛❜❧❛ ✼✳✻✿ ❘❡(✉❧-❛❞♦( ♥✉♠BC✐❝♦( ❞❡ ❞❡-❡❝❝✐+♥ ❞❡ ❞✐(❝♦ +♣-✐❝♦ ② ♠/❝✉❧❛ ✉(❛♥❞♦ ❡❧

❛❧❣♦C✐-♠♦ ❞❡(❝C✐-♦ ❡♥ ❧❛ (❡❝❝✐+♥ ✺✳✷✳ 1 ✐♥❞✐❝❛ E✉❡ ❡❧ C❡(✉❧-❛❞♦ (❡ ❡♥❝♦♥-C+ ❞❡♥-C♦ ❞❡❧

/C❡❛ ❞❡❧✐♠✐-❛❞❛ ♣♦C ❡❧ ❡①♣❡C-♦ ♠B❞✐❝♦ ② 0 ✐♥❞✐❝❛ E✉❡ ❡❧ C❡(✉❧-❛❞♦ (❡ ❡♥❝♦♥-C+ ♣♦C

❢✉❡C❛ ❞❡❧ /C❡❛ ❞❡❧✐♠✐-❛❞❛ ♣♦C ❡❧ ❡①♣❡C-♦✳

■▼❆●❊ ❚.❘ ❙.❈ ■▼❆●❊ ❚.❘ ❙.❈

■♠✵✶ ✵✳✾✾✶ ✵✳✾✾✷ ■♠✵✷ ✵✳✾✻✼ ✵✳✾✾✹

■♠✵✸ ✶✳✵✵✵ ✵✳✾✾✷ ■♠✵✹ ✵✳✾✻✸ ✵✳✾✾✸

■♠✵✺ ✵✳✾✾✻ ✵✳✾✾✷ ■♠✵✻ ✵✳✾✾✵ ✵✳✾✾✸

■♠✵✼ ✶✳✵✵✵ ✵✳✾✽✾ ■♠✵✽ ✵✳✾✽✼ ✵✳✾✾✵

■♠✵✾ ✵✳✽✼✺ ✵✳✾✾✶ ■♠✶✵ ✵✳✽✽✶ ✵✳✾✽✼

■♠✶✶ ✵✳✾✶✽ ✵✳✾✾✹ ■♠✶✷ ✵✳✾✾✻ ✵✳✾✾✸

■♠✶✸ ✵✳✾✵✾ ✵✳✾✾✹ ■♠✶✹ ✵✳✾✽✺ ✵✳✾✾✷

■♠✶✺ ✵✳✾✸✼ ✵✳✾✾✷ ■♠✶✻ ✵✳✽✻✵ ✵✳✾✾✵

■♠✶✼ ✵✳✼✼✸ ✵✳✾✽✾ ■♠✶✽ ✵✳✽✼✸ ✵✳✾✽✾

■♠✶✾ ✵✳✾✾✽ ✵✳✾✽✾ ■♠✷✵ ✵✳✼✼✷ ✵✳✾✾✽

■♠✷✶ ✵✳✾✽✸ ✵✳✾✾✻ ▼❊❆◆ ✵✳✾✸✻ ✵✳✾✾✷

❚❛❜❧❛ ✼✳✼✿ ❙❡♥(✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭❚J❘✮ ② ❡(♣❡❝✐✜❝✐❞❛❞ ✭❙J❈✮ ❞❡ ❧❛ ❞❡-❡❝❝✐+♥ ❛✉-♦♠/-✐❝❛ ❞❡

❞✐(❝♦ +♣-✐❝♦ ✉(❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦CC❡❝❝✐+♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦(✐❝✐+♥ ❝♦♥ ❝♦CC✐♠✐❡♥-♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛(✳
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 ✉❡ ❛❧ %♦♠❛( ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ /❡ ♣✉❞✐❡(❛ /❛❜❡( ❡①❛❝%❛♠❡♥%❡ ❝✉❛❧ /❡(4❛

❡❧ (❡/✉❧%❛❞♦ ♦❜✈✐❛♥❞♦ ❧❛ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡✱ ♣❡(♦ ❡/%❡ ❡/❝❡♥❛(✐♦ ❡/ ❝♦♠♣❧✐❝❛❞♦

♣♦( ✉❡ ❡/❛ ✐♥❢♦(♠❛❝✐6♥ ❡/ ♠✉② ❞✐❢4❝✐❧ ❞❡ ♦❜%❡♥❡(✳ ❯♥ /❡❣✉♥❞♦ ❡/❝❡♥❛(✐♦✱ ♥♦ %❛♥ ♣(❡✲

❝✐/♦ ❝♦♠♦ ❡❧ ♣(✐♠❡(♦ ♣❡(♦ ✐❣✉❛❧♠❡♥%❡ ✈<❧✐❞♦✱ /❡(4❛ %❡♥❡( ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♠♣✉%❛❝✐♦♥❛❧

❡♥ ✸❉ ❞❡ ✉♥ ♦❥♦ ❤✉♠❛♥♦ ❡❧ ❝✉❛❧ %✉✈✐❡(❛ ♠♦❞❡❧❛❞❛/ 6♣%✐❝❛ ② ♠♦(❢♦❧6❣✐❝❛♠❡♥%❡ %♦❞❛/

② ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛/ ❝❛♣❛/ ② ❡/%(✉❝%✉(❛/ ❞❡❧ ♦❥♦ ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ♣♦❞❡( /✐♠✉❧❛( ❝✉❛❧ /❡(4❛

❡❧ (❡/✉❧%❛❞♦ ❞❡ ❡♥✈✐❛( ✉♥ ❤❛③ ❞❡ ❧✉③ ✉♥✐❢♦(♠❡ /♦❜(❡ ❧❛ (❡%✐♥❛ ✭♣♦( ❡❥❡♠♣❧♦✱ ✉/❛♥❞♦ ❧❛

%C❝♥✐❝❛ ❞❡ %(❛③❛❞♦ ❞❡ (❛②♦/ ♦ )❛② $)❛❝✐♥❣✮✳ ❈♦♥ ❡/%❡ ♠♦❞❡❧♦ /❡ ♣♦❞(4❛♥ ❣❡♥❡(❛( ❞✐❢❡✲

(❡♥%❡/ %✐♣♦/ ❞❡ ✐♠<❣❡♥❡/ /✐♥%C%✐❝❛/ ❞❡ (❡%✐♥❛ ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✐❞❡❛❧ /✐♥ ♣❛%(♦♥❡/

❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡✳ ❆❧ ♠♦♠❡♥%♦ ❞❡ ❡/❝(✐❜✐( ❡/%❛ %❡/✐/ ♥♦ /❡ ❝✉❡♥%❛ ❝♦♥ ✉♥

♠♦❞❡❧♦ ♣❛(❡❝✐❞♦ ❛❧ ❞❡/❝(✐%♦✳

❯♥❛ ♦♣❝✐6♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛(❛❝✐6♥ ❞❡ ❡/%♦/ ❛❧❣♦(✐%♠♦/ ❡/ ❧❛ ❞❡ ❣❡♥❡(❛( ❞✐❢❡(❡♥%❡/ ♣❛%(♦♥❡/

❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡ ❜❛/❛❞♦ ❡♥ ❛❧❣✉♥❛ ❢✉♥❝✐6♥ ♠❛%❡♠<%✐❝❛ ❡♥ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥

/✐♥%C%✐❝❛ ♦ ♣❤❛♥$♦♠ ② ❝♦♠♣❛(❛( ❧❛ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡❧ ❛❧❣♦(✐%♠♦ ❞❡ ❛❥✉/%❛(/❡ ❛ ❡/❡

♣❛%(6♥✱ ♣❡(♦ ❡/%❛ ♦♣❝✐6♥ %✐❡♥❡ ✈❛(✐♦/ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥%❡/✱ ♣(✐♠❡(♦ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ ❧❛

❢✉♥❝✐6♥ ♠❛%❡♠<%✐❝❛ ♣(♦♣✉❡/%❛ ♣❛(❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❤❛♥$♦♠ ♣♦❞(4❛♥ ♥♦ ♠♦❞❡❧❛(/❡

❝♦((❡❝%❛♠❡♥%❡ %♦❞♦/ ❧♦/ ❢❛❝%♦(❡/ ✐♥♠❡(/♦/ ❡♥ ❧❛ ❞✐/%♦(/✐6♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉③  ✉❡ ❣❡♥❡(❛ ❡❧

♣❛%(6♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡ ❡♥ ❧❛ (❡❛❧✐❞❛❞✱ ② ♣♦( ♦%(♦ ❧❛❞♦✱ ❡❧ (❡/✉❧%❛❞♦

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛❝✐6♥ ✐♥❞✐❝❛(4❛ ❡①❛❝%❛♠❡♥%❡ ❝✉❛❧ ❛❧❣♦(✐%♠♦ %✐❡♥❡ ♠❡❥♦( ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡

❛❥✉/%❛(/❡ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐6♥ ♠❛%❡♠<%✐❝❛ ❞❛❞❛ ② ♥♦ ❞✐(❡❝%❛♠❡♥%❡ ❛ ✉♥ ♣❛%(6♥ (❡❛❧ ❞❡

✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡✳

G♦( ❧♦ %❛♥%♦ /❡ ❞❡❝✐❞✐6 /❡❧❡❝❝✐♦♥❛( ❝♦♠♦ ♠C%♦❞♦ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐6♥ ❞❡❧ ❛❧❣♦(✐%♠♦ ❞❡

❝♦((❡❝❝✐6♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛(❛❝✐6♥ ❝♦♥ ❡❧ ❞❡/❡♠♣❡H♦ ✜♥❛❧ ❞❡❧ /✐/%❡♠❛✱ ❡/

❞❡❝✐(✱ ❡✈❛❧✉❛(❡♠♦/ ❝♦♠♦ /❡ ❝♦♠♣♦(%❛ ❡❧ /✐/%❡♠❛ ❞❡ ❞❡%❡❝❝✐6♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦/ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦

❡❧ %✐♣♦ ❞❡ ❝♦((❡❝❝✐6♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ /❡❣I♥ ❧♦/ ❛❧❣♦(✐%♠♦/ ♣(♦♣✉❡/%♦/✳ G❛(❛ ❡/%❡ ✜♥

/❡ ❝❛❧✐❜(6 ❡❧ /✐/%❡♠❛ ❝♦♠♣❧❡%♦ ✉/❛♥❞♦ ❡❧ /✐/%❡♠❛ ❞❡ ❞❡%❡❝❝✐6♥ ❞❡ ❞✐/❝♦ 6♣%✐❝♦ ♣♦(

❝♦%❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥%✐❧❧❛/ ✭✈❡( /❡❝❝✐6♥ ✺✳✷✮ ② ♣❛(❛ ❧❛ ❞❡%❡❝❝✐6♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦/ /❡ ✉%✐❧✐③6 ❡❧

❛❧❣♦(✐%♠♦ ❞❡ ✉♠❜(❛❧✐③❛❝✐6♥ ✭✈❡( /❡❝❝✐6♥ ✻✳✷✮ ❝♦♥ ✉♠❜(❛❧ k = 1.6✳

G❛(❛ ❡❧ ♣(✐♠❡( ♠C%♦❞♦ ♣(♦♣✉❡/%♦ ❞❡ ❝♦((❡❝❝✐6♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥✱ ❧♦/ (❡/✉❧%❛❞♦/ ♥✉♠C✲

(✐❝♦/ /❡❣I♥ ❡❧ ♠C%♦❞♦ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐6♥ ♣(♦♣✉❡/%♦ /❡ ♠✉❡/%(❛♥ ❡♥ ❧❛ %❛❜❧❛ ✼✳✽ ♦❜%❡♥✐❡♥❞♦

✉♥ <(❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉(✈❛ ❞❡ ✵✳✾✻✼✼✳

G❛(❛ ❡❧ ❛❧❣♦(✐%♠♦ ❞❡ ❝♦((❡❝❝✐6♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐6♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦(♠❡ ✉/❛♥❞♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦/ ❞❡

❩❡(♥✐❦❡ ❡❧ (❡/✉❧%❛❞♦ ♥✉♠C(✐❝♦ /❡ ♠✉❡/%(❛ ❡♥ ❧❛ %❛❜❧❛ ✼✳✷ ② /✉ ❝✉(✈❛ ❘❖❈ /❡ ♠✉❡/%(❛

❡♥ ❧❛ ✜❣✉(❛ ✼✳✹✳ G❛(❛ ❡/%❡ ❝❛/♦✱ ❡❧ <(❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉(✈❛ ❢✉❡ ❞❡ ✵✳✾✼✸✼✳
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❚❛❜❧❛ ✼✳✽✿ ❘❡:✉❧<❛❞♦: ♦❜<❡♥✐❞♦: ♣♦B ❡❧ :✐:<❡♠❛ ✉:❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦B✐<♠♦ ❞❡ ❝♦BB❡❝❝✐F♥

❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐F♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦B♠❡ ♣♦B ❛❥✉:<❡ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ <❡B❝❡B ❣B❛❞♦✱ ❞❡<❡❝❝✐F♥ ❞❡

❞✐:❝♦ F♣<✐❝♦ ♣♦B ❝♦<❡❥♦ ❞❡ ♣❧❛♥<✐❧❧❛:✱ :❡❣♠❡♥<❛❝✐F♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦: ♣♦B ✉♠❜B❛❧✐③❛❝✐F♥

✉<✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥<♦ {2, 5, 10, 20} ❞❡ ❡❧❡♠❡♥<♦: ❡:<B✉❝<✉B❛❧❡: ♣❛B❛ ❧❛ <B❛♥:❢♦B♠❛❝✐F♥
<♦♣✲❤❛< ❜❧❛♥❝❛✳ ❙❡ ♦❜<✉✈♦ ✉♥ OB❡❛ ❜❛❥♦ ❧❛ ❝✉B✈❛ ❞❡ ✵✳✾✻✼✼
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❋✐❣✉(❛ ✼✳✷✿ ❍❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ 3❡❣♠❡♥1❛❝✐5♥ ❞❡3❛((♦❧❧❛❞❛ ♣❛(❛ ♦❜1❡♥❡( ❧❛3 ✐♠9❣❡♥❡3

❞❡ ❡319♥❞❛( ❞❡ ♦(♦ ✭●(♦✉♥❞ ❚(✉1❤✮✳ ✭❛✮ ❱✐31❛ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ✭❜✮ ❊❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❧❛ ✈✐31❛ ❝♦♥

3❡❣♠❡♥1❛❝✐5♥ ❞❡ ❞✐❢❡(❡♥1❡3 ♣❛1(♦♥❡3✳ ❙❡ ♠✉❡31(❛ ❡♥ ✈❡(❞❡ ❝❧❛(♦ ❡❧ ❡1✐C✉❡1❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧

❞❡❧ ❞✐3❝♦ 5♣1✐❝♦ ❝♦♥ ❧❛ ❤❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ ❡❧✐♣3❡ ✭❊❧❧✐♣3❡✮✱ ❡♥ ❛♠❛(✐❧❧♦ ❡❧ ❡1✐C✉❡1❛❞♦

♠❛♥✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠9❝✉❧❛ ❝♦♥ ❧❛ ❤❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ ♣♦❧E❣♦♥♦ ✭F♦❧②❣♦♥✮✱ ❡♥ ❝②❛♥ ❡❧ ❡1✐C✉❡1❛❞♦

♠❛♥✉❛❧ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦3 ❞❡ ❛❧1❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥ ❧❛ ❤❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ ♠❛♥♦ ❛❧③❛❞❛ ✭❋(❡❡

❍❛♥❞✮✱ ❡♥ ❛③✉❧ ♦3❝✉(♦ ❡❧ ❡1✐C✉❡1❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦3 ❝♦♥ ❜❛❥❛ ♣(♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❝♦♥

❧❛ ❤❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ ♠❛♥♦ ❛❧③❛❞❛✱ ② ✜♥❛❧♠❡♥1❡ ❡♥ (♦3❛❞♦ ❡❧ ❡1✐C✉❡1❛❞♦ ♠❛♥✉❛❧ ❞❡

❛((♦3❛(✐❛♠✐❡♥1♦ ✈❡♥♦3♦ ❝♦♥ ❧❛ ❤❡((❛♠✐❡♥1❛ ❞❡ ♣♦❧E❣♦♥♦✳

✼✹



❘❊❙❯▲❚❆❉❖❙ ❨ ❱❆▲■❉❆❈■-◆

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉,❛ ✼✳✸✿ ❘❡2✉❧4❛❞♦ ❞❡ ❧❛ 2❡❣♠❡♥4❛❝✐8♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦2 ✉2❛♥❞♦ ❡❧ ❛❧❣♦,✐4♠♦ ❞❡ ❝♦,,✐✲

♠✐❡♥4♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛2✳ ❙❡ ♠✉❡24,❛♥ ✸ ❡❥❡♠♣❧♦2 ❝♦♥ ❞❡2❡♠♣❡>♦ ♠❛②♦,✱ ♠❡❞✐♦ ② ♠❡♥♦,

,❡2♣❡❝4✐✈❛♠❡♥4❡✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ② ✭❝✮ 2♦♥ ❧♦2 ,❡2✉❧4❛❞♦2 ❞❡ ❧❛ ❞❡4❡❝❝✐8♥ ♣❛,❛ ❧❛2 ✐♠B❣❡♥❡2

■♠✵✼✱ ■♠✶✸ ❡ ■♠✵✺ ,❡2♣❡❝4✐✈❛♠❡♥4❡✳ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ② ✭❢✮ 2✉2 ❝♦,,❡2♣♦♥❞✐❡♥4❡2 ✐♠B❣❡♥❡2 ❞❡

❡24B♥❞❛, ❞❡ ♦,♦

❋✐❣✉,❛ ✼✳✹✿ ❈✉,✈❛ ❘❖❈ ♣❛,❛ ❡❧ ♣❛,B♠❡4,♦ k ❞❡❧ ❛❧❣♦,✐4♠♦ ❞❡ ✉♠❜,❛❧✐③❛❝✐8♥

✼✺



❈❛♣#$✉❧♦ ✼

❋✐❣✉$❛ ✼✳✺✿ ❈✉$✈❛ ❘❖❈ ♣❛$❛ ❡❧ ♣❛$1♠❡3$♦ j ❞❡❧ ❛❧❣♦$✐3♠♦ ❞❡ ✉♠❜$❛❧✐③❛❝✐9♥

❋✐❣✉$❛ ✼✳✻✿ ❈✉$✈❛ ❘❖❈ ♣❛$❛ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥3♦ ❞❡ ✐♠1❣❡♥❡= ❝♦♥ 3$❛♥=❢♦$♠❛❝✐9♥ 3♦♣✲❤❛3

❜❧❛♥❝♦ ✉=❛❞❛= ❡♥ ❡❧ ❝1❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❛❝✉♠✉❧❛❞♦$

✼✻
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉,❛ ✼✳✼✿ ❘❡1✉❧3❛❞♦1 ❞❡ ❧❛ ❞❡3❡❝❝✐5♥ ❞❡ ❞✐1❝♦ 5♣3✐❝♦ ✉1❛♥❞♦ ♠♦,❢♦❧♦❣9❛ ❞❡ ✈❛1♦1

1❛♥❣✉9♥❡♦1✱ ❡❧ ♣✉♥3♦ ✈✐♦❧❡3❛ ✐♥❞✐❝❛ ❡❧ ,❡1✉❧3❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡3❡❝❝✐5♥ ♣♦, ♣❛,3❡ ❞❡❧ 1✐13❡♠❛✳

✭❛✮✱ ✭❜✮ ② ✭❝✮ ❘❡1✉❧3❛❞♦1 1❛3✐1❢❛❝3♦,✐♦1 ❞❡ ❧❛1 ✐♠=❣❡♥❡1 ✵✷✱ ✵✸ ② ✵✺ ,❡1♣❡❝3✐✈❛♠❡♥3❡✳

✭❞✮✱ ✭❡✮ ② ✭❢✮ ❘❡1✉❧3❛❞♦1 ♥♦ 1❛3✐1❢❛❝3♦,✐♦1 ♣❛,❛ ❧❛1 ✐♠=❣❡♥❡1 ✵✼✱ ✵✽ ② ✶✷ ,❡1♣❡❝3✐✈❛✲

♠❡♥3❡✳

✼✼



❈❛♣#$✉❧♦ ✼

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉,❛ ✼✳✽✿ ❘❡2✉❧4❛❞♦2 ❞❡ ❧❛ ❞❡4❡❝❝✐6♥ ❞❡ ❞✐2❝♦ 6♣4✐❝♦ ② ♠;❝✉❧❛ ✉2❛♥❞♦ ❞✐❢❡,❡♥❝✐❛

❞❡ ❝♦,,❡❧❛❝✐♦♥❡2✱ ❧♦2 ♣✉♥4♦2 ✈✐♦❧❡4❛ ② ✈❡,❞❡ ✐♥❞✐❝❛♥ ❡❧ ,❡2✉❧4❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡4❡❝❝✐6♥ ♣♦,

♣❛,4❡ ❞❡❧ 2✐24❡♠❛ ❞❡❧ ❞✐2❝♦ 6♣4✐❝♦ ② ♠;❝✉❧❛ ,❡2♣❡❝4✐✈❛♠❡♥4❡✱ ❡❧ ❝>,❝✉❧♦ ✈❡,❞❡ ✐♥❞✐❝❛

❧❛ ♣♦2✐❝✐6♥ ✜♥❛❧ ❞❡ ❛❥✉24❡ ❞❡❧ ❞✐2❝♦ 6♣4✐❝♦✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮✱ ✭❞✮ ✭❡✮ ② ✭❢✮ ❘❡2✉❧4❛❞♦2

2❛4✐2❢❛❝4♦,✐♦2 ❞❡ ❧❛2 ✐♠;❣❡♥❡2 ✵✷✱ ✵✸✱ ✵✺✱ ✵✼✱ ✵✽ ② ✶✷ ,❡2♣❡❝4✐✈❛♠❡♥4❡✳

✼✽
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

✭❣✮ ✭❤✮ ✭✐✮

❋✐❣✉-❛ ✼✳✾✿ ❘❡3✉❧5❛❞♦3 ❞❡ ❧❛ ❞❡5❡❝❝✐7♥ ❞❡ ❞✐3❝♦ 7♣5✐❝♦✳ ❙❡ ♠✉❡35-❛ ✉♥ ❝♦♠♣❛-❛5✐✈♦

❡♥5-❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦-✐❣✐♥❛❧✱ ❡❧ ❞✐3❝♦ 7♣5✐❝♦ ♦❜5❡♥✐❞♦ ♣♦- ❡❧ ❛❧❣♦-✐5♠♦ ② ❡❧ ❡5✐?✉❡5❛❞♦

♠❛♥✉❛❧ ❞❡❧ ❞✐3❝♦ 7♣5✐❝♦ ♣♦- ❡❧ ♦❢5❛❧♠7❧♦❣♦ ❡♥ ✸ ❞✐❢❡-❡♥5❡3 ✐♠A❣❡♥❡3✳ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ② ✭❝✮

❖-✐❣✐♥❛❧✱ 3❡❣♠❡♥5❛❞❛ ② ❡35A♥❞❛- ❞❡ ♦-♦ -❡3♣❡❝5✐✈❛♠❡♥5❡ ♣❛-❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳ ✭❞✮✱ ✭❡✮ ②

✭❢✮ ❖-✐❣✐♥❛❧✱ 3❡❣♠❡♥5❛❞❛ ② ❡35A♥❞❛- ❞❡ ♦-♦ -❡3♣❡❝5✐✈❛♠❡♥5❡ ♣❛-❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✶✺✳ ✭❣✮✱

✭❤✮ ❡ ✭✐✮ ❖-✐❣✐♥❛❧✱ 3❡❣♠❡♥5❛❞❛ ② ❡35A♥❞❛- ❞❡ ♦-♦ -❡3♣❡❝5✐✈❛♠❡♥5❡ ♣❛-❛ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✷✵

✼✾



❈❛♣#$✉❧♦ ✼

❋✐❣✉$❛ ✼✳✶✵✿ ❈✉$✈❛ ❘❖❈ ♣❛$❛ ❡❧ ❛❧❣♦$✐3♠♦ ❞❡ ❝♦$$❡❝❝✐7♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐7♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦$♠❡

♣♦$ ❛❥✉<3❡ ❞❡ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ ❞❡ 3❡$❝❡$ ❣$❛❞♦✱ ❞❡3❡❝❝✐7♥ ❞❡ ❞✐<❝♦ 7♣3✐❝♦ ♣♦$ ❝♦3❡❥♦

❞❡ ♣❧❛♥3✐❧❧❛<✱ <❡❣♠❡♥3❛❝✐7♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦< ♣♦$ ✉♠❜$❛❧✐③❛❝✐7♥ ✉3✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥3♦

{2, 5, 10, 20} ❞❡ ❡❧❡♠❡♥3♦< ❡<3$✉❝3✉$❛❧❡< ♣❛$❛ ❧❛ 3$❛♥<❢♦$♠❛❝✐7♥ 3♦♣✲❤❛3 ❜❧❛♥❝❛✳

✽✵



❈❛♣#$✉❧♦ ✽

❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❊❙ ❨ ❉■❙❈❯❙■2◆

❊!"❡ "$❛❜❛❥♦ ❞❡ "❡!✐! ♣$❡!❡♥"❛ ✉♥❛ ♣$♦♣✉❡!"❛ ❞❡ !♦❧✉❝✐0♥ ❞✐❢❡$❡♥"❡ ❡ ✐♥♥♦✈❛❞♦$❛ ❡♥

❛❧❣✉♥♦! ❛!♣❡❝"♦! ❝♦♥ $❡!✉❧"❛❞♦! ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡! ❛ ❧♦! ❛❧❣♦$✐"♠♦! ❞❡ ♠❛②♦$ ❞❡!❡♠♣❡6♦

❞❡❧ ❡!"❛❞♦ ❞❡❧ ❛$"❡✱ 8✉❡ ♠❡❥♦$❛ ❝♦♥!✐❞❡$❛❜❧❡♠❡♥"❡ ❧♦! $❡!✉❧"❛❞♦! ♦❜"❡♥✐❞♦! "$❛❜❛❥♦!

❞❡ "❡!✐! ❛♥"❡$✐♦$❡! ♣$❡!❡♥"❛❞♦! ❡♥ ❡❧ ♣♦!❣$❛❞♦ ② 8✉❡ ✐♥❝❡♥"✐✈❛♥ ❛ !❡❣✉✐$ ❤❛❝✐❡♥❞♦

✐♥✈❡!"✐❣❛❝✐0♥ ❡♥ ❡!"❛ :$❡❛✳

❊♥ ❝✉❛♥"♦ ❛ ❧❛ ❝♦$$❡❝❝✐0♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐0♥ ♥♦✲✉♥✐❢♦$♠❡ !❡ ♣$♦♣✉!✐❡$♦♥ ❞♦! ❛❧❣♦$✐"♠♦!✱

✉♥♦ ❜❛!❛❞♦ ❡♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐0♥ ♠❛"❡♠:"✐❝❛ ❣❡♥=$✐❝❛ ② ♦"$❛ ❜❛!❛❞❛ ❡♥ "♦❞♦ ❡❧ ♣$♦❝❡!♦

❢>!✐❝♦ ❞❡ ❛❞8✉✐!✐❝✐0♥ ❞❡ ❧❛! ✐♠:❣❡♥❡! ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦✳ ▲♦! $❡!✉❧"❛❞♦! ❞❡ ❧♦! ✷ ❛❧❣♦✲

$✐"♠♦! ❣❡♥❡$❛♥ ✐♠:❣❡♥❡! ❝♦♥ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐0♥ ❝♦$$❡❣✐❞❛ 8✉❡ ❛ !✐♠♣❧❡ ✈✐!"❛ "✐❡♥❡♥ ❜✉❡♥

❞❡!❡♠♣❡6♦ ♣❡$♦ ❡①✐!"❡♥ ❛B♥ ❞✐✜❝✉❧"❛❞❡! ♣❛$❛ ❞❡"❡$♠✐♥❛$ ♦❜❥❡"✐✈❛♠❡♥"❡ ❝✉❛❧ ♣$♦❞✉✲

❝❡ ♠❡❥♦$❡! $❡!✉❧"❛❞♦!✱ ❝♦♠♦ !❡ ❡①♣♦♥❡ ❡♥ ❧❛ !❡❝❝✐0♥ ✼✳✹✳ ❊❧ ❡!8✉❡♠❛ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛❝✐0♥

♣$♦♣✉❡!"♦ "✐❡♥❡ ✈❛❧✐❞❡③ ❝✐❡♥">✜❝❛ ♣❡$♦ ♥♦ ❡! ❡❧ ♠:! 0♣"✐♠♦ ♣♦$8✉❡ !❡ ❡✈❛❧B❛ $❡❛❧♠❡♥✲

"❡ ❡❧ ♠❡❥♦$ ❛❧❣♦$✐"♠♦ ❞❡ ❝♦$$❡❝❝✐0♥ ❞❡ ✐❧✉♠✐♥❛❝✐0♥✱ ♥♦ ❞❡ ♠❛♥❡$❛ ❣❧♦❜❛❧✱ !✐♥♦ ♣❛$❛

❡❧ ❛❧❣♦$✐"♠♦ ❞❡ !❡❣♠❡♥"❛❝✐0♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦! ♣$♦♣✉❡!"♦✳

▲❛ ❡!"$❛"❡❣✐❛ ❞❡ ❝♦$$❡❝❝✐0♥ ❜❛!❛❞♦ ❡♥ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦! ❞❡ ❩❡$♥✐❦❡ $❡♣$❡!❡♥"❛ ✉♥ ❣$❛♥

❛✈❛♥❝❡ ❡♥ ❡!"❛ :$❡❛ ② ❞❡❜❡$>❛ !❡$✈✐$ ❞❡ $❡❢❡$❡♥❝✐❛ ♣❛$❛ ❢✉"✉$❛! ♣✉❜❧✐❝❛❝✐♦♥❡! ❞❡❜✐❞♦

❛ 8✉❡ ❡!"❛ ♣$♦♣✉❡!"❛ ♣$❡!❡♥"❛✱ ❝♦♠♦ ♥✐♥❣✉♥❛ ♣❧❛♥"❡❛❞❛ ❝♦♥ ❛♥"❡$✐♦$✐❞❛❞✱ ✉♥❛ ❢✉❡$"❡

$❡❧❛❝✐0♥ ❝♦♥ "♦❞♦ ❡❧ ♣$♦❝❡!♦ ❢>!✐❝♦✴0♣"✐❝♦ ❞❡ ❛❞8✉✐!✐❝✐0♥ ❞❡ ✐♠:❣❡♥❡!✱ ❡♠♣❡③❛♥❞♦

♣♦$ ❧❛ ❢♦$♠❛❝✐0♥ ❞❡❧ ❤❛③ ❡♥ ❧❛ ❝:♠❛$❛ ❞❡ ❢♦♥❞♦ ❞❡ ♦❥♦ ❤❛!"❛ ❧♦! ❢❡♥0♠❡♥♦! ❞❡

$❡❢$❛❝❝✐0♥ ② $❡✢❡①✐0♥ ♣$❡!❡♥"❡! ❡♥ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❞✐❢❡$❡♥"❡! ♠❡❞✐♦! 0♣"✐❝♦! ❡♥ ❡❧ ♦❥♦✱

❛✉♥8✉❡ ♥♦ ❞❡ ❢♦$♠❛ ❛♥❛❧>"✐❝❛✱ ♣❡$♦ !✐ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣$♦❝❡!♦ ❝♦♠♣❧❡"♦ ❞❡ ❢♦$♠❛ ❛❜!"$❛❝"❛✳

❊♥ ❝✉❛♥"♦ ❛ ❧❛ ❞❡"❡❝❝✐0♥ ❞❡❧ ❞✐!❝♦ 0♣"✐❝♦ !❡ $❡❛❧✐③0 ✉♥ ❣$❛♥ ❛✈❛♥❝❡ ♣$♦♣♦♥✐❡♥❞♦

✉♥ ❛❧❣♦$✐"♠♦ $♦❜✉!"♦ 8✉❡ ❡♥❝✉❡♥"$❛ ❝♦$$❡❝"❛♠❡♥"❡ ❧❛ ♣♦!✐❝✐0♥ ❞❡❧ ❞✐!❝♦ 0♣"✐❝♦ ②

❧♦❣$❛ ❞✐!❝❡$♥✐$ !❛"✐!❢❛❝"♦$✐❛♠❡♥"❡ ♣❛$❛ ❡❧ 100% ❞❡ ❧♦! ❝❛!♦! ❡♥"$❡ ♦❥♦ ❞❡$❡❝❤♦ ② ♦❥♦

✐③8✉✐❡$❞♦✳ ❆✉♥8✉❡ ❧❛ ♠:❝✉❧❛ ♥♦ ❧❛ ❡♥❝✉❡♥"$❛ ❡♥ "♦❞♦! ❧♦! ❝❛!♦! ✭66% ❞❡ ❞❡"❡❝❝✐0♥✮

❞❡❜✐❞♦ 8✉❡ ❡! ✉♥❛ $❡❣✐0♥ ♠:! ♣❡8✉❡6❛ 8✉❡ ♥♦ "✐❡♥❡ ❜♦$❞❡! ❞❡✜♥✐❞♦! ② ❡♥ ♠✉❝❤♦!

❝❛!♦! ♥♦ ❡①❤✐❜❡ ✉♥ ❝♦♥"$❛!"❡ ❛❞❡❝✉❛❞♦✱ !✐ ❧♦❣$❛ ❡❧ ❛❧❣♦$✐"♠♦ ❞❡✜♥✐$ ✉♥❛ ③♦♥❛ ❞❡

❜B!8✉❡❞❛ ♦ $❡❣✐0♥ ❞❡ ✐♥"❡$=! ♠:! ♣❡8✉❡6❛ ❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ !❡ ♣♦❞$>❛♥ ❛♣❧✐❝❛$ ♦"$♦! ❝$✐"❡$✐♦!

❞❡ ❜B!8✉❡❞❛ ♣❛$❛ ❛✉♠❡♥"❛$ ❧❛ ♣$❡❝✐!✐0♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡"❡❝❝✐0♥✳

❊❧ ❛❧❣♦$✐"♠♦ ❞❡ ❝♦$$✐♠✐❡♥"♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛! ✉!❛❞♦ ♣❛$❛ ❛❥✉!"❛$ ❞❡ ❢♦$♠❛ ♠:! ❡①❛❝"❛ ❧♦!
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❜♦"❞❡% ❞❡❧ ❞✐%❝♦ )♣+✐❝♦ +✐❡♥❡ ✉♥ ❜✉❡♥ ❞❡%❡♠♣❡/♦ ✭TPR = 93.6% ② SPC = 99.2%✮✳

❊%+❡ ❛❧❣♦"✐+♠♦ ❝♦""✐❣❡ ❧❛ ♣♦%✐❝✐)♥ ❞❡❧ ❞✐%❝♦ )♣+✐❝♦ ❞❡ ♠❛♥❡"❛ ♣"❡❝✐%❛ ❝♦♥ ✉♥ ❝)♠♣✉+♦

♠✉② "7♣✐❞♦ ❡♥ ♣♦❝❛% ✐+❡"❛❝✐♦♥❡%✳

❍❛② 9✉❡ +❡♥❡" ❡♥ ❝✉❡♥+❛ 9✉❡ ♣♦" %❡" ✉♥ ❛❧❣♦"✐+♠♦ ❞❡ ❝❧❛%✐✜❝❛❝✐)♥ %✉♣❡"✈✐%❛❞♦ ❢✉♥✲

❝✐♦♥❛"7 ❜✐❡♥ %✐❡♠♣"❡ ② ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥+♦ ❞❡ ✐♠7❣❡♥❡% ❛ ♣"♦❝❡%❛" %❡❛♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐%♠❛

♥❛+✉"❛❧❡③❛✱ ❡% ❞❡❝✐"✱ ✐♠7❣❡♥❡% ❞❡ ♣♦❧♦ ♣♦%+❡"✐♦" +♦♠❛❞❛% ❝♦♥ ❡❧ ♠✐%♠♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❝7✲

♠❛"❛ ② ❝♦♥ ❡❧ ♠✐%♠♦ 7♥❣✉❧♦ ❞❡ ❛♣❡"+✉"❛✳ ❊♥ ❝❛%♦ ❞❡ 9✉❡ ❛❧❣✉♥❛ ❞❡ ❡%+❛% ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡%

✈❛"✐❛"❛✱ %❡ ♥❡❝❡%✐+❛"A❛ "❡❛❧✐③❛" ❞❡ ♥✉❡✈♦ ✉♥ ♣"♦❝❡%♦ ❞❡ ❡♥+"❡♥❛♠✐❡♥+♦✳

❋✐♥❛❧♠❡♥+❡✱ ❡♥ ❝✉❛♥+♦ ❛ ❧❛ %❡❣♠❡♥+❛❝✐)♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦%✱ ❧❛ ♣"✐♠❡"❛ %♦❧✉❝✐)♥ ♣"♦♣✉❡%+❛

♣♦" ❡❧ ❛❧❣♦"✐+♠♦ ❞❡ ❝♦""✐♠✐❡♥+♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛% ❣❡♥❡") "❡%✉❧+❛❞♦% ❛❝❡♣+❛❜❧❡%✱ 9✉❡ ❞✐❡"♦♥

❧✉❣❛" ❛ ✉♥❛ ♣✉❜❧✐❝❛❝✐)♥ ♣❡"♦ 9✉❡ ♣"❡%❡♥+❛❜❛ ❛❧❣✉♥♦% ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥+❡%✱ ♣"✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥+❡

❡❧ ❝♦%+♦ ❝♦♠♣✉+❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡❧ ❛❧❣♦"✐+♠♦ ② ❞❡"✐✈❛❞♦ ❞❡ ❡%+♦ ❧❛ ✐♠♣♦%✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦♣+✐♠✐③❛"

❡❧ ❝♦♥❥✉♥+♦ ❝♦♠♣❧❡+♦ ❞❡ ♣❛"7♠❡+"♦% 9✉❡ ❞❡✜♥❡♥ ❡❧ "❡♥❞✐♠✐❡♥+♦ ❞❡❧ ♠✐%♠♦✳ ❊❧ +✐❡♠♣♦

❞❡ ♣"♦❝❡%❛♠✐❡♥+♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦"✐+♠♦ ❞❡ ❝♦""✐♠✐❡♥+♦ ❞❡ ♠❡❞✐❛% ✉%❛❞♦ ♣❛"❛ ❧❛ %❡❣♠❡♥+❛❝✐)♥

❢✉❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡❧ ✈❛❧♦" ❞❡ ❧♦% ♣❛"7♠❡+"♦%✱ ❡♥ ♣"♦♠❡❞✐♦ ❡♥+"❡ ✶✵ ② ✻✵ ♠✐♥

♣♦" ❝❛❞❛ ✐♠❛❣❡♥✳

▲❛ %❡❣✉♥❞❛ ♣"♦♣✉❡%+❛ ❞❡ %❡❣♠❡♥+❛❝✐)♥ %❡ ❜❛%❛ ❡♥ ❛❧❣♦"✐+♠♦% %✐♠♣❧❡% ② ❜✐❡♥ ❝♦♥♦✲

❝✐❞♦% ♣❡"♦ 9✉❡ ♠❡❥♦"❛♥ %❡♥%✐❜❧❡♠❡♥+❡ ❧♦% "❡%✉❧+❛❞♦% ♦❜+❡♥✐❞♦% ❢"❡♥+❡ ❛ ♣"♦♣✉❡%+❛%

♣✉❜❧✐❝❛❞❛% ❝♦♥ ❛♥+❡"✐♦"✐❞❛❞ ✭♣♦" ❡❥❡♠♣❧♦ ❡♥ ❬❈❛"❞❡♥❛% ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ❊❧ ❛✉♠❡♥+♦ ❞❡

❝♦♥+"❛%+❡ ♣❧❛♥+❡❛❞♦ ♣♦" ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♦♣❡"❛❝✐♦♥❡% ♠♦"❢♦❧)❣✐❝❛% "❡%❛❧+❛ ❡❢❡❝+✐✈❛♠❡♥+❡ ❧❛%

"❡❣✐♦♥❡% ❝❧❛"❛% ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❧♦ 9✉❡ ♣❡"♠✐+❡ ✉♥❛ ♠❡❥♦" %❡❣♠❡♥+❛❝✐)♥✳

❯♥❛ ❝❛✉%❛ ♠✉② ✐♠♣♦"+❛♥+❡ 9✉❡ ❞❡❣"❛❞❛ ❧❛ ♣"❡❝✐%✐)♥ ❞❡ ❞❡+❡❝❝✐)♥ ❡% ❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ 9✉❡

❡❧ ♣✐❣♠❡♥+♦ ❡♥ ❧❛ "❡+✐♥❛ ❛❧"❡❞❡❞♦" ❞❡❧ ❛"❝♦ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ✈❛%♦% %❛♥❣✉A♥❡♦% ❡♥ ❧❛ "❡❣✐)♥

+❡♠♣♦"❛❧ %❡ ♣"❡%❡♥+❛ ❝♦♠♦ ❞✐%+"❛❝+♦" ② ❡% ❡♥ ♠✉❝❤❛% ♦❝❛%✐♦♥❡% ❞❡+❡❝+❛❞♦ ❝♦♠♦ ❡①✉✲

❞❛❞♦ ♣♦" ❡❧ %✐%+❡♠❛✳

❊%+❛ ❡+❛♣❛ ❞❡ %❡❣♠❡♥+❛❝✐)♥ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦% ❡% ❧❛ ♠7% %❡♥%✐❜❧❡ ❛ %❡" ♠❡❥♦"❛❞❛ ❞❡♥+"♦

❞❡ +♦❞♦ ❡❧ %✐%+❡♠❛ ② ❧❛ ❝✉❛❧ ❞❡❜❡"A❛ %❡" +♦♠❛❞❛ ❡♥ ❝✉❡♥+❛ ♣❛"❛ ❢✉+✉"♦% ❞❡%❛""♦❧❧♦% ❡

✐♥✈❡%+✐❣❛❝✐♦♥❡%✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛"❛❝✐)♥ ❝♦♥ ❧❛ ♣"✐♠❡"❛ ❡%+"❛+❡❣✐❛ ♣"♦♣✉❡%+❛ ❞❡ ❝♦""✐♠✐❡♥+♦

❞❡ ♠❡❞✐❛% %❡ ♦❜+✉✈♦ ✉♥❛ ♠❡❥♦"❛ ❡♥ ❧❛ ❞❡+❡❝❝✐)♥ ❝♦""❡❝+❛ ❞❡ ❡①✉❞❛❞♦% ❞❡ ✉♥ 32.8%
② ✉♥❛ ♠❡❥♦"❛ ❡♥ ❡❧ +✐❡♠♣♦ ❞❡ ♣"♦❝❡%❛♠✐❡♥+♦ ❞❡ ❛♣"♦①✐♠❛❞❛♠❡♥+❡ ✸✵ ♠✐♥✳
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❚❘❆❇❆❏❖ ❋❯❚❯❘❖

▲♦" #❡"✉❧'❛❞♦" ♦❜'❡♥✐❞♦" ❡♥ ❡"'❡ '#❛❜❛❥♦ ❞❡ '❡"✐" ♠♦'✐✈❛♥ ❧❛ ❝♦♥'✐♥✉❛❝✐1♥ ❞❡ ❡"'❛
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❚!❛♥)❛❝+✐♦♥) ♦♥ ■♥❢♦!♠❛+✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝✐♥❡ ✱ ✶✸ ◆❖✳ ✹✱ ✺✸✺✕✺✹✺✳

Q❡❧✐✱ ❊✳ ② Q❡❧✐✱ ❚✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❘❡)>♦+❛>✐♦♥ ♦❢ +❡>✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡) ♦❜>❛✐♥❡❞ >❤+♦✉❣❤ ❝❛>❛+❛❝>)✳

■❊❊❊ ❚❘❆◆❙❆❈❚■❖◆❙ ❖◆ ▼❊❉■❈❆▲ ■▼❆●■◆● ✱ ✽✱ ✹✵✶✕✹✵✻✳

Q❡+❡✐+❛ ❉❡❧❣❛❞♦✱ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ◆✉❡✈❛) ♣❡!)♣❡❝+✐✈❛) ❡♥ ♦❢+❛❧♠♦❧♦❣C❛✿ ❘❡+✐♥♦♣❛+C❛ ❞✐❛❜F✲

+✐❝❛✳ ●❧♦)❛✱ ▲❛❜♦+❛>♦+✐♦) ❊)>❡✈❡✳

Q❤✐❧✐♣✱ ❙✳✱ ❋❧❡♠✐♥❣✱ ❆✳ ❉✳✱ ●♦❛>♠❛♥✱ ❑✳ ❆✳✱ ❋♦♥)❡❝❛✱ ❙✳✱ ▼❝♥❛♠❡❡✱ Q✳✱ ❙❝♦>❧❛♥❞✱

●✳ ❙✳✱ Q+❡)❝♦>>✱ ●✳ ❏✳✱ ❙❤❛+♣✱ Q✳ ❋✳✱ ② ❖❧)♦♥✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ ❛✉>♦♠❛✲

>❡❞ ✧❞✐)❡❛)❡✴♥♦ ❞✐)❡❛)❡✧❣+❛❞✐♥❣ ❢♦+ ❞✐❛❜❡>✐❝ +❡>✐♥♦♣❛>❤② ✐♥ ❛ )②)>❡♠❛>✐❝ )❝+❡❡♥✐♥❣

♣+♦❣+❛♠♠❡✳ ❚❤❡ ❇!✐+✐)❤ ❥♦✉!♥❛❧ ♦❢ ♦♣❤+❤❛❧♠♦❧♦❣②✱ ✾✶✱ ✶✺✶✷✕✶✺✶✼✳

Q✐♥③✱ ❆✳✱ Q+❛♥>❧✱ ▼✳✱ ② ❉❛>❧✐♥❣❡+✱ Q✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▼❛♣♣✐♥❣ >❤❡ ❤✉♠❛♥ +❡>✐♥❛✳ ■❊❊❊

❚!❛♥)❛❝+✐♦♥) ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✶✱ ✷✶✵✕✷✶✺✳

◗✉+❡)❤✐✱ ❘✳ ❏✳✱ ❑♦✈❛❝)✱ ▲✳✱ ❍❛+❛♥❣✐✱ ❇✳✱ ◆❛❣②✱ ❇✳✱ Q❡>♦✱ ❚✳✱ ② ❍❛❥❞✉✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐>❤♠) ❢♦+ ❛✉>♦♠❛>✐❝ ❞❡>❡❝>✐♦♥ ♦❢ ♦♣>✐❝ ❞✐)❝ ❛♥❞ ♠❛❝✉❧❛ ✐♥ ❢✉♥❞✉)

✐♠❛❣❡)✳ ❈♦♠♣✉+❡! ✈✐)✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡!)+❛♥❞✐♥❣✱ ✶✻✱ ✶✸✽✕✶✹✺✳

❘♦②♦✱ ❙✳ ❇✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❘❡+✐♥♦♣❛+C❛ ❉✐❛❜F+✐❝❛✳ ❊❧)❡✈✐❡+✳

❘✉❞♥✐❝❦❛✱ ❆✳ ❘✳ ② ❇✐+❝❤✱ ❏✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❉✐❛❜❡+✐❝ ❊②❡ ❉✐)❡❛)❡✿ ■❞❡♥+✐❝❛+✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲

♠❛♥❛❣❡♠❡♥+✳ ❇✉>>❡+✇♦+>❤ ❍❡✐♥❡♠❛♥♥✱ ◆❡✇ ❨♦+❦✳

❙❛✐♥❡✱ Q✳ ❏✳ ② ❚②❧❡+✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❖♣❤+❛❧♠✐❝  ❤♦+♦❣!❛♣❤②✳ ❇✉>>❡+✇♦+>❤✲❍❡✐♥❡♠❛♥♥✳

❙b♥❝❤❡③✱ ❈✳ ■✳✱ ▼❛②♦✱ ❆✳✱ ●❛+❝c❛✱ ▼✳✱ ▲d♣❡③✱ ▼✳ ■✳✱ ② ❍♦+♥❡+♦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆✉>♦♠❛>✐❝

✐♠❛❣❡ ♣+♦❝❡))✐♥❣ ❛❧❣♦+✐>❤♠ >♦ ❞❡>❡❝> ❤❛+❞ ❡①✉❞❛>❡) ❜❛)❡❞ ♦♥ ♠✐①>✉+❡ ♠♦❞❡❧)✳ ■♥

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✽+❤ ■❊❊❊ ❊▼❇❙ ❆♥♥✉❛❧ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡✱ ◆❡✇ ❨♦!❦

❈✐+②✱ ❯❙❆✳

❙❤✐❤✱ ❋✳ ❨✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♠❛❣❡  !♦❝❡))✐♥❣ ❛♥❞  ❛++❡!♥ ❘❡❝♦❣♥✐+✐♦♥✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥+❛❧) ❛♥❞

❚❡❝❤♥✐P✉❡)✳ ■❊❊❊ Q❘❊❙❙✳ ❲■▲❊❨✳

❙✐♥>❤❛♥❛②♦>❤✐♥✱ ❈✳✱ ❇♦②❝❡✱ ❏✳ ❋✳✱ ❈♦♦❦✱ ❍✳ ▲✳✱ ✱ ② ❍✳❲✐❧❧✐❛♠)♦♥✱ ❚✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆✉>♦✲

♠❛>❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛>✐♦♥ ♦❢ >❤❡ ♦♣>✐❝ ❞✐)❝✱ ❢♦✈❡❛ ❛♥❞ +❡>✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡))❡❧) ❢+♦♠ ❞✐❣✐>❛❧

❝♦❧♦+ ❢✉♥❞✉) ✐♠❛❣❡)✳ ❇!✐+✐)❤ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❖♣❤+❛❧♠♦❧♦❣②✱ ✽✸✱ ✷✸✶✕✷✸✽✳
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