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Capitulo 1

Introduccion.

El estudio y anélisis del riesgo es de gran importancia. Cada dia las empresas se enfrentan a
riesgos financieros, como por ejemplo volatilidad del tipo de cambio de tasas de interés, el no pago
de préstamos. El desarrollo de modelos probabilisticos ha ayudado a evaluar y a hacer frente a
diversos escenarios de pérdidas financieras.

El desarrollo de medidas de riesgo surgié a partir de cuestiones sobre pérdidas maximas posibles
en un cierto periodo de tiempo. Las medidas de riesgo son una herramienta para enfrentar el
problema de medir el riesgo de una posicién financiera, las cuales las podemos entender como
el capital minimo que es requerido para mantener en cierto sentido una estabilidad financiera de
cierta institucién. Esta idea es la motivacion para el desarrollo de medidas de riesgo coherentes, pero
como se vera, una desventaja que presentan las medidas de riesgo coherentes es que en la realidad
se adaptan a menos modelos por la forma en que se comporta el riesgo, ya que en la mayoria de
los casos el riesgo crece de una forma no lineal contradiciendo la homogeneidad positiva, propiedad
de las medidas de riesgo coherentes. De ahi se parte para generalizar las medidas de riesgo y
llegamos a medidas de riesgo convexas. El por qué generalizar atin mas el marco de las medidas de
riesgo convexas, es principalmente el uso de la informacién disponible. El medir el riesgo a través
del tiempo, digamos del momento en que adquirimos cierta posicién financiera al tiempo final de
esta, presenta ventajas sobre medir el riesgo solamente en el momento inicial, ya que, durante este
tiempo se puede tener informacién extra que modifica el riesgo de la posicién financiera. Esta razén
es suficiente para desarrollar la teoria de las medidas de riesgo dinamicas convexas.

En este trabajo se hace un desarrollo de medidas de riesgo, empezando por las que llamamos



medidas de riesgo estaticas, después, estas las llevamos a un ambiente condicional, y terminamos
en un ambiente dindmico. Como complementacion se incluyen dos apéndices, el primero contiene
las definiciones basicas para la comprensién del trabajo, para las cuales me he apoyado en libros
como: |10] para la parte de algebra lineal. [3], [15], |11], [12] y |18] para las definiciones de andali-
sis, teoria de la medida y probabilidad. En el segundo apéndice se incluyen algunos resultados de
tépicos como: convexidad, esperanza y esperanza condicional, convergencia, medidas de probabi-
lidad absolutamente continuas, supremo e infimo esencial de una familia de variables aleatorias,
andlisis funcional y entropia. Para el desarrollo de algunos resultados de este segundo apéndice me
basé en textos como: [12] para esperanza y esperanza condicional, [12] y |6] para convergencia, [4]
para medidas de probabilidad absolutamente continuas, |5] y [9] para supremo e infimo esencial de
una familia de variables aleatorias, y por ltimo, [9] para andlisis funcional y entropia, y [20] para
martingalas y tiempos de paro. El desarrollo del trabajo por capitulos es como sigue:

En el capitulo [2] abordamos el problema de cuantificar el riesgo de una posicion financiera,
hacemos el desarrollo mostrando los resultados para poder llevar a cabo esta medicién del riesgo de
una manera estatica, es decir, en cierto punto del tiempo antes del fin de una operacién financiera,
y veremos a las medidas de riesgo como un requerimiento de capital. Definiremos medida de riesgo
y las clasificamos de acuerdo a ciertas propiedades, asi también se desarrolla teoria sobre ciertos
conjuntos de posiciones financieras que son desde cierto punto que se vera mas adelante, aceptables.
Introducimos algunos ejemplos y por utlimo damos una caracterizacion de las medidas de riesgo
mediante medidas de probabilidad. Para el desarrollo de este capitulo nos basamos principalmente
en [9).

En el capitulo [3] extendemos la definicién de una medida de riesgo convexa a un marco con-
dicional. Interpretamos que ahora tenemos informacion disponible antes del fin de la operacién
financiera, y se puede aprovechar para tener una mejor medicion del riesgo, ya que este factor
hace que se modifique. Caracterizamos a estas medidas de riesgo mediante sus conjuntos de acep-
tacion y mostramos una representacion de ellas mediante esperanzas condicionales y medidas de
probabilidad. Damos una propiedad de regularidad y requerimientos de capital condicional. Para
el desarrollo de este capitulo nos basamos principalmente en [5].

En el capitulo [4] llegamos al desarrollo de medidas de riesgo en un ambiente dindmico donde se

generaliza a una sucesion de medidas de riesgo. A diferencia de una medida de riesgo estatica que



medimos el riesgo en un punto del tiempo de la posicién X, en una medida de riesgo dindmica vamos
a medir el riesgo en distintos puntos del tiempo antes del fin de la operacién financiera, ya que,
como ya sabemos, hay informacién disponible que altera la medicién del riesgo de X. Conforme el
tiempo pasa, la informacién cambia, y por lo tanto el riesgo de la posicion X cambia. Se estudia el
desarrollo de medidas de riesgo en un ambiente dindmico donde se realiza una sucesiéon de medidas
de riesgo, ahora, no mediremos el riesgo en un solo punto del tiempo, como lo haciamos en medidas
de riesgo estaticas; en cambio, nos fijaremos en distintos puntos del tiempo antes de la fecha del fin
de de la posicion financiera X, ya que el riesgo puede ir cambiando a través del tiempo gracias a
la informacién adicional disponible. Para este propésito, consideremos un conjunto finito de fechas
0=ty <ty <ty <...<ty =T donde en cada una de estas fechas se mide el riesgo de la posicién
financiera que se pagard a tiempo T. Primero, introduciré una clase especial de medidas de riesgo,
que son un ejemplo de medidas de riesgo convexas condicionales que no son coherentes, después
se definen las medidas de riesgo dindmicas, y en particular las convexas; damos tres propiedades
importantes que son: consistencia en el tiempo, recursividad y supermartingala. Se dan algunos
resultados consecuencia de estas propiedades y, terminamos con un ejemplo de medida de riesgo
dindmica utilizando la clase de medidas de riesgo entrépicas, con las que se inicié este capitulo.
En el dltimo capitulo se muestra una aplicaciéon de las medidas de riesgo dinamicas. El objetivo
es relacionar las medidas de riesgo dindamicas con soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas
hacia atras (tipo “backward”, BSDEs por sus siglas en inglés). Esta relacién se utiliza al medir
el riesgo de un inversionista que elabora un portafolio mediante bonos y acciones. La relacién
ente BSDEs y las medidas de riesgo dindmicas convexas la damos mediante un teorema que nos
asegura que bajo ciertas condiciones sobre el generador de una BSDE y la solucién de la BSDE
obtenemos una medida de riesgo dinamica convexa. Nos basamos como referencia para el desarrollo
de las primeras secciones de este capitulo en [2]. En la tltima seccién, utilizamos algunos resultados
de [1], nos situamos en un mercado financiero y nuestro objetivo es medir el riesgo de un intrumento
financiero, que en este caso serdn acciones, se ve como describir la dinamica del precio de este
instrumento mediante una BSDE, y bajo las condiciones del teorema que nos da la relacién entre

medidas de riesgo y BSDEs encontramos una medida de riesgo dinamica convexa.



Capitulo 2

Medidas de riesgo estaticas.

En este primer capitulo abordamos el problema de cuantificar el riesgo de una posicién finan-
ciera, hacemos el desarrollo mostrando los resultados para poder llevar a cabo esta medicion del
riesgo de una manera estatica, es decir, en cierto punto del tiempo antes del fin de una operacién
financiera. Veremos a las medidas de riesgo como un requerimiento de capital.

Definiremos medida de riesgo y las clasificamos de acuerdo a ciertas propiedades, asi también
se desarrolla teoria sobre ciertos conjuntos de posiciones financieras que son desde cierto punto que
se verd mas adelante aceptables, y por utlimo damos una caracterizacion de las medidas de riesgo
mediante medidas de probabilidad (ver [A.18).

Para el desarrollo de este capitulo nos basamos principalmente en [9].

2.1. Medidas de riesgo.

Sea ) un conjunto que interpretaremos como un conjunto de escenarios. Una posicion financiera
es descrita por una funcién X : Q — R donde X (w) es el valor (descontadﬂ de cierta posicién al
finalizar el periodo de una operacién financiera si el escenario w € §2 es realizado.

Sea X el espacio que contiene a todas las posiciones financieras X. Supongamos que X es un
espacio lineal (ver de funciones acotadas (ver que contiene a las constantes. Particulari-
zando estos conceptos, en este caso el espacio X' antes mencionado corresponde a L (definicién

IA.27)), y las posiciones financieras X € L* son variables aleatorias (ver |A.20)).

'El valor descontado o valor presente es el valor en una cierta fecha de una cierta cantidad de dinero en el futuro.
Ver [14] pégina 4.



Definicion 2.1.1. (Medida de riesgo).
Una funcién p : L — R es llamada medida de riesgo si para todo X,Y € L se cumple:
o Monotonia. Si X <Y c.s., p(Y) < p(X).

o Invarianza con respecto a traslaciones. Si m € R, entonces p(X +m) = p(X) —m.

A p(X) lo entendemos como la cantidad de dinero que deberia ser agregada a la posicién
financiera X de forma tal que sea aceptable desde el punto de vista de un organismo supervisor,
esto es, estamos buscando la cantidad minima de capital que, si la agregamos a una posicién
financiera y la invertimos, podemos estar cubiertos ante una pérdida (ver .

La monotonia nos dice que si tenemos dos posiciones financieras, una mayor que otra, habra que
agregar un mayor capital a la posicién menor que a la mayor.

La invarianza con respecto a traslaciones vemos que si agregamos una cantidad m a la posicién,
entonces el capital requerido dado por la medida de riesgo p se reduce en esa misma cantidad m.

En particular, la invarianza con respecto a traslaciones implica que
p(X +p(X)) = p(X) = p(X) =0 yaque p(X) € R, (2.1)
por lo que si X es constante, digamos X = m,
p(m) =p(0)—m VmeR.

Suponemos que p(X) cumple normalizacién, i.e. p(0) = 0.

Lema 2.1.2. Cualquier medida de riesgo p es Lipschitz continua con respecto a la norma del

supremo | - | (ver [C8]y [A28), y
p(X) = p(Y)] < | X = Y.
Demostracion. Sean X,Y € L°°Por definicién tenemos
X-Y<|X-Y|w, cs.

Entonces X <Y + ||X —Y||oo, por monotonia p(Y + [| X —Y||s) < p(X), y por invarianza respecto
a traslaciones, p(Y) — || X — Y|co < p(X), entonces p(Y) — p(X) < [| X — V|-



Ahora intercambiando X y Y, p(X) —p(Y) < [|Y — X||oo = [| X — Y ||00, entonces p(X) —p(Y) <
HX - Y”oo-
Por lo tanto |p(X) — p(Y)| < [| X — Y| so- [

Ahora definiremos una propiedad de mucha importancia para el desarrollo del tema, como se

verd mas delante en el ejemplo

Definicion 2.1.3. (Medida de riesgo convexa).
Una medida de riesgo p : L — R es una medida de riesgo convexa si para X,Y € L™ satisface
la siguiente porpiedad:
o Converidad:

PAX + (1= NY) < Ap(X)+ (1= N)p(Y), 0<A<L

Podemos considerar dos posibles estrategias de inversién que nos llevan a X y a Y respectiva-
mente, el invertir solamente A en la primera estrategia y (1 — ) en la segunda estrategia (es decir,
al diversificar), la definicién de convexidad nos asegura que el riesgo no incrementard, y justamente
estd acotado por A veces el riesgo de X méas (1 — \) veces el riesgo de Y.

El siguiente resulatado nos motiva para una nueva definicién. Si p es convexa y normalizada,

entonces:

p(AX) < Xp(X), 0<A<1

Es sencillo ver esto ya que p es convexa y tomando Y = 0,

p(AX) = p(AX + (1 = A)0)

< M(X) + (1= N)p(0).

Por hipétesis p(0) = 0,

PAX) < Ap(X) + (1= A)0



Definicion 2.1.4. (Medida de riesgo coherente).

Una medida de riesgo p: L — R es una medida coherente de riesgo si satisface
o Homogeneidad positiva: Si A > 0 entonces p(AX) = Ap(X)
o Subaditividad: Si, X,Y € L* entonces p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Bajo el concepto de homogeneidad, la convexidad de p es equivalente a la subaditividad:

p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Ya que, por convexidad y tomando X =AW y Y =(1—-\)Z

pP(X+Y)=pA\W +(1-XN)2)

< Ap(W) 4+ (1= XN)p(2).

Por el supuesto de homegeneidad positiva,

p(X +Y) < pAW) +p(Z(1 = X))

— p(X) + p(Y)

La subaditividad indica que el riesgo de dos posiciones financieras sumadas estd acotado por la

suma del riesgo de cada una de ellas.

2.2. Ejemplo

Ejemplo 2.2.1. Supogamos que tenemos una medida de probabilidad P definida en (€2, F) espacio

de probabilidad (ver [A.19)). Sea X variable aleatoria una posicién financiera, sea Fx la funcién de

distribucién de X (ver [A.21), y sea Fy (a), con a € [0, 1] la funcién inversa generalizada continua

por la izquierda de la distribucion, i.e. Fy () = inf{m € R|Fx(m) > «a}. La medida de riesgo

correspondiente se llama VQR,, y estd definida de la siguiente forma:

VQR,(X) = —inf{m € R|P(X <m) > a}.



El signo menos se usa por conveniencia, para las propiedades de medida de riesgo, esto es,

V@R, (X) = —Fx(a).

En primera instancia tenemos la sigiente proposicién sobre la funcién inversa generalizada de

la distribucién F':

Proposicion 2.2.2. Sea Fx funcién de distribucién de X y F'y su inversa generalizada continua

por la izquierda, y sean € R y « € [0, 1], donde

Fy (o) = inf{m € R[Fx(m) > a}.

Entonces:
1. Fy es una funcién creciente.
2. F{(Fx(x)) <. Si Fx es estrictamente creciente, entonces Fy (Fx(x)) = .
3. Fy(a) < oo implica que Fx (Fy (o)) > o

4. Fx(xz) > asiysolosiz > Fy(«). Ademas, si Fx(x) < a entonces x < F'i («), lo que implica

que si Fx(x) = o entonces x = Fy ().

Demostracion. 1. Sean ai,ay € [0,1] tales que ay < g, veamos que

Fy(o1) = inf{m € R|Fx(m) > an} > Fy (o) = inf{m € R[Fx(m) > as} :

Sea m* € {m € R|Fx(m) > as}, entonces Fx(m*) > as > a; lo que nos lleva a que
m* € {m € R|Fx(m) > a1}, entonces {m € R|Fx(m) > as} C {m € R|Fx(m) > a1}, por lo

que inf{m € R|Fx(m) > a1} < inf{m € R|Fx(m) > as}, esto es, Fi (o) < Fy (a2).

2. Por definicién tenemos que

Fy(a) = inf{m € R|Fx(m) > a},

como Fx es funcién de distribucién, entonces Fx(x) € [0,1], por lo que Fy (Fx(x)) esta bien

definida y, Fy (Fx(z)) = inf{m € R|Fx(m) > Fx(z)} < x ya que Fx(x) es no decreciente.

8



Para la segunda parte, notemos que si F'x es estrictamente creciente implica que no hay una

m < x con Fx(x) < Fx(m) entonces x < F{ (Fx(x)), por lo tanto Fy (Fx(x)) = .

3. Que Fy (o) < oo implica que el conjunto M = {m € R|Fx(m) > a} # (; entonces, existe
(mn)nen € M tal que m, converge a inf M = Fy (o) cuando n tiende a infinito. Por la
continuidad por la derecha de Fx, Fx(m,) > a 'y Fx(m,) convege a Fx(Fy (o)) cuando n

tiende a infinito, y entonces Fx (Fy (o)) > a.

4. La primera implicacién se sigue claramente de la definicién de Fy, ya que si Fx(z) > «
entonces > inf{m € R|Fx(m) > a} = Fy(a). Para la implicacién de regreso tenemos
por hipétesis que Fiy (o) < & < 0o, usando el resultado del inciso 3 y como Fx es creciente,
tenemos que, o < Fix (Fy (a)) < Fx(x) entonces a < Fx(z). Para la tltima parte, sea € R
tal que Fx(z) < @y m cualquier nimero real tal que a < Fx(m). Dado que Fx es creciente,

x < m, entonces x < inf{m € R|Fx(m) > a} = Fy (a).

Probemos que el VQR,, es medida de riesgo. Sean X,Y € L
Monotonia.
Sea z € R, X <Y ysean Fx y Fy sus funciones de distribucién respectivamente. Probemos

que VAR, (Y) < V@R, (X).

Demostracion. Partiendo de
PX>z)=P(X >z,Y >z2)+P(X >z,Y <x).

Como P(X >2,Y <z)=0,P(X >z)=P(X >z,Y >z) <P >ux).

Entonces P(X > z) <P(Y > z), lo que implica que,
Fy(z) < Fx(x).

Ahora, tomemos m € {m € R|Fy(m) > a}, entonces a < Fy(m) < Fx(m). Por lo tanto m €
{n € R|Fx(n) > a}, lo que implica que {m € R|Fy(m) > a} C {n € R|Fx(n) > a}. Entonces,
inf{n € R|Fx(n) > a} < inf{m € R|Fy(m) > a}, por lo tanto, VAR, (Y) < VAQR,(X). [ ]



Invarianza con respecto a traslaciones.

Demostracion. Sea a € R. Probemos que VQR, (X +a) = VAQR,(X) — a. Si
P(X <z)=q.

Entonces P(X +a <z +a) = a. Y por definicién, Fxq(z + a) = a.
Por la propiedad (4) de la funcién inversa generalizada, F)}i Jo) =2x+a. Entonces,F)}_l|r L) =

Fyl(a)+a. Y, —nga(a) = —F5'(a) — a. Por lo tanto, V@R, (X + a) = VAR,(X) — a. [ |

Por lo tanto el V@QR,, es una medida de riesgo.

Ahora veamos que es positiva homogénea. Necesitamos probar que VQR,(aX) = aVQR,(X).

Demostracion. Sea a >0 € R. Si P(X < z) = «, entonces P(aX < ax) = «a, y Fyx(ax) = a.

Por la propiedad (4) de la funcién inversa generalizada,

Entonces,

Y asi,

Por lo tanto,

V@R, (aX) = a(V@R.(X)).
n

Ahora, esta medida de riesgo no es coherente ya que la subaditividad puede ser violada como
se muestra a continuacién: Supongamos que un banco hace un préstamo de $100 a un cliente cuya
posicién financiera la describimos con X, tiene una probabilidad de incumplimiento de 0.008, si
a = .01 entonces el VQR,(X) = 0 ya que .008 < a = .01 por lo tanto no necesitamos agregar
capital a la posicién, por que es la probabilidad de incumplimiento es menor que la o que se

da. Ahora supongamos que el mismo banco hace un préstamo de 50 a un cliente cuya posicién
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financiera la describimos con X y 50 a un cliente cuya posicién financiera la describimos con Y, con
probabilidad de inclumplimiento independiente entre X y Y, y donde Y tiene la misma probabilidad
de incumplimiento que X, entonces el VQR, (X 4+Y) = 50 ya que la probabilidad de que incumpla
X oY esigual a que inclumpla X mas la que incumpla Y menos la probabilidad de que incumplan

ambos, esto da igual a 0.015936 > « y tenemos que cubrirnos con este capital, por lo que
50 =VQAQRL(X+Y) > (VAQR,(X)+ VQR,(Y)) =0

Por lo que la subaditividad no se cumple.

Observacion 2.2.3. Es importante notar que existe una clase de distribuciones para las cuales se
cumple que el VQR,, es subaditivo, estas distribuciones son llamadas distribuciones elipticas, la
caracterizacidon para esta familia de distribuciones asi como el teorema que nos garantiza que el
V@R, es subaditivo cuando se tiene una distribucién de probabilidad eliptica lo podemos encontrar
en [16] en la pagina 93 y el teorema 6.8 en la pagina 242 respectivamente.

Dentro de la clase de las distribuciones elipticas encontramos a la distribucién normal, la dis-
tribucién t-Student y la distribucién logistica entre otras. Por esta razén encontramos que esta
medida de riesgo es utilizada, ya que el cédlculo de ella bajo estas distribuciones no es complicado

y cumple con ser subaditivo.

Observacion 2.2.4. Una desventaja que presentan las medidas de riesgo coherentes es que en la
realidad se adaptan a menos modelos por la forma en que se comporta el riesgo, ya que en la mayoria
de los casos el riesgo crece de una forma no lineal contradiciendo la homogeneidad positiva de las
medidas coherentes. Por lo que enfocamos este trabajo a las medidas de riesgo con la propiedad de
convexidad, aunque no pediremos que sean coherentes, ademas, las medidas de riesgo convexas son

las que nos garantizan que la diversificacién no incrementa el riesgo.

2.3. Conjuntos de aceptaciéon de medidas de riesgo estaticas.

Hasta ahora hemos definido las medidas de riesgo y clasificaciones, pero eso no nos dice ain

cuando una posicion financiera deberia o no ser aceptada. Una medida de riesgo p induce el conjunto
Ay = {X € L¥|p(X) < 0}
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de posiciones que se aceptan en el sentido que no requieren un capital adicional. Llamaremos a
A, conjunto de aceptaciéon de p. Este nuevo concepto serd de gran utilidad, podremos recuperar
nuestra medida de riesgo a partir de nuestro conjunto de aceptacién y viceversa, observemos la

estrecha relacion entre estos dos con el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.1. Supongamos que p es una medida de riesgo con conjunto de aceptacién A = A,,
Ay = {X € L®|p(xX) < 0},

Entonces,

(a) A es no vacio, y satisface las siguientes dos condiciones:
inf{m € Rjm € A} > —o0, y (2.2)

siXeAYeL®Y >X, implicaY € A. (2.3)

Ademsds, A cumple la siguiente propiedad de cerradura: Si X € Ay Y € L,
{Ae[0,1]]AX + (1 = \)Y € A} es cerrado en el [0,1]. (2.4)

(b) La medida de riesgo p puede ser recuperada del conjunto de aceptacién A de la siguiente forma:

p(X) =mf{m e Rm+ X € A}

(c) p es medida de riesgo convexa si y solo si A es un conjunto convexo (ver [A.2)).

(d) p es positiva homogénea si y solo si A es un cono (ver [A.3). En particular, p es coherente si y

solo si A es un cono convexo.

Demostracion. (a) Primero probaremos ([2.2)). Sabemos que la medida de riesgo p toma tinicamente
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valores finitos. Notemos que

inf{m € R|m € A} = inf{m € R|p(m) < 0}
= inf{m € R|p(0) —m < 0}
= inf{m € R|p(0) < m}

= p(0) > —o0.

Para la siguiente propiedad . Si X € A)Y € L*)Y > X c.s. entonces p(X) < 0, por
hip6tesis Y > X y por la propiedad de monotonia 0 > p(X) > p(Y), por lo tanto Y € A. Para la
ultima propiedad de este inciso , tenemos por el 1emaque la funcién p(X) es continua,
y como la funcién f(A) = AX +(1— )Y también es continua la composicién de estas funciones
h(A) = p(AX + (1 = A\)Y) con X, Y € L es continua. Por otra parte sabemos que la funcién
inversa de una funcién continua mapea conjuntos abiertos (ver definicién en en conjuntos
abiertosﬂ Tomando como imagen el intervalo abierto (0, 00) por lo anterior con la funcién h~!
regresamos a este conjunto en un subconjunto abierto en el [0, 1], es decir, el conjunto {\ €
[0,1] : p(AX + (1 —A)Y') > 0} es abierto. Entonces nos fijamos en el complemento del conjunto
anterior que es un conjunto cerrado, es decir, el conjunto {A € [0,1] : p(AX + (1 — A)Y) < 0}

es cerrado.

(b) Sea X € L°°Por la propiedad de invarianza a traslaciones:

inf{m e Rim + X € A,} = inf{m € R|p(m + X) <0}
= inf{m € R|p(X) —m < 0}

= inf{m € R|p(X) < m} = p(X).

(c) Sea p es una medida de riesgo convexa. Sean X, Y € Ay Z = AX + (1 —\)Y, XA € [0,1].
Probemos que Z € A.

p(Z) = p(AX + (1 = A)Y) < Ap(X) + (1 = A)p(Y).

2Si f: M — N es una funcién continua y M y N espacios métricos (ver [A.4). Sea A un conjunto abierto en N,
entonces f!(A) es un conjunto abierto en M.
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Como X,Y € A entonces p(X), p(Y) <0, lo que implica que p(Z) < 0, y por lo tanto p(Z) € A.

Por lo tanto A es convexo.

Si A es un conjunto convexo, sea X,Y € L, my,mo € R tal que X +m1,Y + my € A. Si
A € [0,1], entonces la convexidad de A implica que A(my + X) 4+ (1 = A)(ma +Y) € A.

Asi,

0> p(A(m1 + X) + (1 — A)(mg + Y))

(
=p(Ami +AX +ma+Y — Amg — \Y)
= p(AX + (1 = N)Y + Amy + (1 — A\)ma)
(

=pAX +(1-N)Y) — (Ami + (1 — N)ma).
Tomando m; = p(X) y mg = p(Y),
AP(X) + (1= Np(Y) > p(AX + (1= \)Y).

Por lo tanto p es convexa.

Demostraremos que A es un cono, entonces si X € A entonces AX € A, para todo A > 0. Sean
X e Ay A >0. Entonces p(X) <0,y Ap(X) <0, y por hipétesis Ap(X) = p(AX) < 0. Por lo
tanto AX € A, YA > 0.

Si A es un cono, sean X € L, m € R tal que X + m € A, entonces A(X +m) € A4, A >0
0> p(AMX +m)) =p(AX) — Am.

Tomando m = p(X),
M(X) > p(AX).

Ahora tomemos m < p(X), entonces 0 < p(X +m), lo cual implica que X +m ¢ Ay como A
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es un cono A(X +m) ¢ A, A > 0 entonces,

0 < p(MX +m)).

= p(AX) — Am.

Tomando m = p(X),
AP(X) < p(AX).

Entonces,

Ap(X) = p(AX).

Por lo tanto p es positiva homogénea.

En todo este desarrollo obtuvimos un criterio para obtener un conjunto de aceptacién de posi-
ciones financieras con una determinada medida de riesgo. Inversamente podemos tomar una clase
de posiciones financieras aceptables A C L° Para una posiciéon X € L podemos definir el capital

requerido como la minima cantidad m para que m + X sea aceptable:

pA(X) =inf{m e Rlm + X € A}.

Notemos que con la igualdad que demostramos,

p(X) =inf{m € Rim + X € A},

pA, toma la siguiente forma

PA, =P
Tenemos ciertas propiedades que se cumplen como lo vemos en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.3.2. Supongamos que A es un subconjunto no vacio de L* que satisface

inf{m € Rim € A} > —o0, y

siXeAY eL® Y >X, implicaY € A.
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Entonces la medida de riesgo

pA(X) =inf{m e Rim + X € A},

cumple las siguientes propiedades:
(a) pa es una medida de riesgo.
(b) Si A es un conjunto convexo, entonces p_4 es una medida convexa de riesgo.

(c) Si A es un cono, entonces p4 es positiva homogénea. En particular, si A es un cono convexo

pA es una medida coherente de riesgo.

(d) A es subconjunto de A, ,. Si A satisface la propiedad de cerradura dada por: si X € Ay

Y € L™, entonces

{Ae[0,1]]AX + (1 —N)Y € A} es cerrado en el [0,1]

entonces A=A, ,.

Demostracion. (a) Para probar que p4 es medida de riesgo probaremos que es mondtona, invariante

respecto a traslaciones y que toma valores finitos.

Para mostrar que es monétona. Sea X,Y € L tal que X > Y. Entonces,

pa(X)=mf{m e Rim+ X € A}.

pa(Y)=mf{n e Rin+Y € A}.

Sean € {n € Rln+Y € A}, entonces n + X > n + Y, lo que por hipdtesis implica que
n+ X € A. Entonces

{neRn+Y e A} C{meRm+ X € A}

Por lo tanto,

mf{fm e Rim + X € A} = pa(X) < pa(Y) =inf{n e Rjn +Y € A}.
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Ahora, para demostrar invarianza respecto a traslaciones, mostraremos que para a € R, X €
L implica

pA(X +a) = pa(X) —a,
es decir,

inf{m e Rm+ (X +a) € A} =inf{n —a € RIn+ X € A}

Sean—a € {n—a € Rjn+X € A}, y seam = n—a entonces, (m+a)+X € Ay m+(X+a) € A
Por lo tanto,n —a=me {m e Rm+ (X +a) e A} y{n—aecRn+X € A} C{m ¢
Rim + (X +a)}.

Inversamente, sea m € {m € Rlm+ (X +a) € A}, y sean = m+a entonces, n+X € A. Por lo
tantoom=n—ac{n—aeRn+XecAly{n—aeRn+X e A} D {meRm+ (X +a)},

tomando los infimos completamos la prueba.

Solamente nos falta probar que p4 toma uinicamente valores finitos. Para esto, fijemos alguna
Y en el conjunto no vacio A. Para una X € L™ dada, existe un nuimero finito m tal que

m+ X >Y,yaque X y Y son acotadas c.s. Entonces
pA(X) —m = pa(m+X) < pa(Y) <0,

y entonces p4(X) < m < oo. Observemos que inf{m € Rjm € A} > —oo es equivalente a que
pa(0) > —oo. Para X € L, podemos tomar m’ tal que m’ + X < 0, entonces por monotonia
de la medida pg, pa(m’ + X) > pa(0) > —oo, por la propiedad de invarianza respecto a

traslaciones, pa(X) —m > pa(0). Por lo tanto p4(X) > pa(0) +m > —oc.
Se sigue de la demostracién del inciso (c) de la proposicién [2.3.1]
Se sigue de la demostracién del inciso (d) de la proposicién m

Para ver que A C A, ,, donde A,, = {X € L>®|p4(X) < 0}, entonces si X € A, pa(X) <0.

Por lo tanto X € A, ,.

Ahora supongamos que A cumple quesi X € Ay Y € L™,
{Ae[0,1]|]AX + (1 = N)Y € A} es cerrado en el [0, 1].
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Para demostrar la igualdad tenemos que ver que X ¢ A implica que p4(X) > 0. Tomemos m >
| X || oo = supyeq | X (w)|. Por la hipétesis de cerradura de A, si nos fijamos en el complemento,

existe € € (0,1) tal que em + (1 — €)X ¢ A. Entonces,
0 < palem + (1 —€)X) = pa((1—€)X) —em.
Lo que implica que
em < pa((1 —€)X).
Por otra parte, dado que p 4 es un medida de riesgo, el lema nos afirma que
[pa((1 =€) X) — pa(X)[ < [[(1 - €)X — X
=X —eX — X||

= || - X]

= €[ X1l.

Como pA((1 —€)X) — pa(X) < |pa((1 —€)X) — pa(X)|, y por los dos resultados anteriores
concluimos que

pa(x) = pa((1 = €)X) — €| X[| = e(m — [ X]]) > 0.

Por lo tanto concluimos que pa(xz) > 0si X ¢ A. Entonces A=A, ,.
|

Con los resultados anteriores podemos obtener informacién del conjunto de aceptacién teniendo

una medida de riesgo, o viceversa, asi por ejemplo si tenemos un conjunto de aceptacién que es

convexo inmediatamente sabremos que la medida de riesgo inducida por este conjunto es también

convexa. Lo ilustramos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3.3. Definimos la medida de riesgo del peor de los casos (pmaz) pOr

Pmaz(X) = — insf)X(w) c.s.para toda X € L%
we

Dada una posicién financiera X, el valor de pq.(X) es la minima cota superior para la pérdi-

da potencial que pudiese ocurrir para cualquier escenario w € €2, donde por pérdida potencial
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entendemos como una pérdida posible pero no necesariamente real. El conjunto de aceptacion

A ={X € L*®|pmazr < 0} esta dado por,

Pmax

A ={X € L*|X > 0}.

Pmazx

Es facil ver que este conjunto es un cono convexo. Si X, Y € A
con A € [0,1]. Si X,)Y € A,,...
(1-=XNY >0, porlotanto AX +(1-N)Y >0, y A X+(1-\NY €A

entonces A X+ (1-\)Y € A
A € [0,1]. Entonces X >0y Y >0, lo que implica que AX >0y

Pmazx Pmax

Pmax*

Y para mostrar que es un cono, sea X € A, . v A > 0, entonces AX > 0 por lo tanto

AX eA,,..-
Podemos concluir que p;q; €s una medida de riesgo coherente por el proposicién |2.3.1
Ahora si pensamos en las medidas de riesgo como la cantidad monetaria que se necesita agregar
a una posicion financiera, la medida pp,q; es la mas conservadora, es decir, tener una estrategia de

inversion aversa al riesgo cuya prioridad es la conservacion del capital, en el sentido que cualquier

medida de riesgo normalizada p en L°° satisface
p(X) < pmaz(X) para toda X € L%

Esto es por que

X(w) > if X(w).
(w) 2 f X(w)

Entonces,

p(X) < p(inf X())

= p(0) - inf X(w)

=—inf X
A

= pmaz(X).

Donde la primera desigualdad se da por la monotonia de p, la segunda igualdad se da por la

invarianza con respecto a traslaciones, y la tercera por la normalizacién de la medida de riesgo.

A partir de este momento llamamos M al conjunto de todas las medidas de probabilidad en
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(Q,F). Eg(X) denota la esperanza de X con respecto a @ (ver [A.25]).

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la funcién v : M — R. Decimos que una posicién financiera X € L™
es aceptable si

Y(Q) < Eg(X) para todo Q € M.
EL conjunto A = {X € L®|y(Q) < Eg(X) para toda @ € M} satisface:
(1) inf{m € Rjm € A} > —c0
(m siXeAYel® Y >X, implicaY € A,
(111) es convexo.

Para ver que cumple la propiedad , vemos que inf{m € Rjm € A} € A, y ademds, como v(Q)

toma valores finitos, entonces
inf{m € Rjm € A} = Eg(inf{m € R|m € A}) > ~v(Q) > —oo para toda Q € M.

Para la propiedad , sean X € Ay Y € L*™ tales que X < Y. Como Eg es no decreciente
tenemos Eq(X) < Eg(Y) y como X € A,

7(Q) < EqQ(X) < Eq(Y),

por lo tanto Y € A.
Por tultimo para demostrar , sean X,Y € A. Esto implica que v(Q) < Eg(X) v 7(Q) <
Eq(Y), entonces Ay(Q) < AEQ(X) y (1 —A)y(Q) < (1 — XN)Eqg(Y) para toda Q@ € M y X € [0, 1].

Entonces la linealidad de Eg, y sumando las desigualdades anteriores

Q) = M (Q) + (1 = A)y(Q) SEQ(AX + (1 = A)Y).

Por lo tanto AX + (1 — \)Y € A y A es convexo, por la proposicién la medida de riesgo

asociada p = p4 es convexa, y p(X) toma la siguiente forma

p(X) = sup (7(Q) — Eq(X)).
QeEM
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Notemos que p(X) no es necesariamente normalizada ya que p(0) = supge 7(Q)-

2.4. Representacion robusta de medidas de riesgo convexas.

Nuestro proposito es dar una representacion a las medidas de riesgo convexas a partir de medidas
de probabilidad. Esto es de gran importancia ya que significa que un inversionista tiene un conjunto
de posibles modelos de mercado en mente, y evalia la peor pérdida esperada junto con algunos
costos de penalizaciéon. Como vimos en el ejemplo la medida de riesgo tiene una representacion

de esta forma.

Definicion 2.4.1. (Representacién robusta).
Una funcién p : L*° — R decimos que es representable o representada por oo en M si existe una

funcién a : M — R U 400 tal que

p(X) = sup {Eq(~X) — a(Q)}, X € L (2.5)
QeEM

A « se le conoce como funcién de penalizacién.

Veamos que esta representacion de p define una medida de riesgo convexa en L™ tal que
p(0) = —infoepm a(Q).

Para demostrar la monotonia. Sean X,Y € L tal que X < Y, entonces —Y < —X y por
la monotonia de la esperanza Eg(—Y) < Eg(—X) para toda Q € M, finalmente restando «(Q)

obtenemos

Eg(-Y) —a(Q) <Eg(—X) — a(Q) para toda Q € M.

Tomando el supremo sobre @ € M la igualdad se mantiene, por lo tanto p(Y) < p(X). Ahora para
probar la invarianza con respecto a traslaciones. Sean X € L y m € R, entonces por la linealidad

de Eg y para toda @ € M,

Eq(=(X +m)) = a(Q) =Eq(=X —m) — a(Q)

= (Eq(—=X) — a(Q)) —m.

Tomando el supremo sobre ) € M la igualdad se mantiene y por lo tanto p((X +m)) = p(X) —m.

Finalmente, para ver que es convexa sean X,Y € L™ y \ € [0, 1]. Entonces, por la linealidad de la
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esperanza y para toda Q € M:

EQ[-(AX + (1 - N)Y)] — a(Q) = Eq[-AX] + Eg[-(1 - M)Y] — (Q)
= AEg[—X] + (1 — NEg[-Y] — a(Q)
= AEQ[—X] + (1 = MEg[-Y] — Aa(Q) — (1 — Na(Q)

= AMEg[~X] — a(Q)) + (1 - M) (Eq[-Y] - a(Q)),

Tomando el supremo concluimos que

pAX + (1= A)Y) = sup {Eq[-(AX + (1 = N)Y)] - a(Q)}

QeEM
= sup {MEq[—X] — a(Q)) + (1 = M)(EqQ[-Y] — a(Q))}
QeEM
= A sup {(Eq[—X] — a(Q))} + (1 = A) sup {(Eq[-Y] — (@)}
QeM QeM

— Mp(X) + (1= N)p(Y).
Ahora, en especial podemos escribir cualquier medida de riesgo en términos de au,;, donde

amin(@) = sup Eg(—X) para Q € M.
XeA,

Entonces la medida de riesgo convexa queda de la forma

p(X) = sup {EQ(_X) - amm(Q)}v XeL>”
QEM

Bajo esta representacion de p por quu;, recordemos que, Qumi, €S la minima funcién de penali-
zacion que representa a p, es decir, cualquier funcién de penalizacién « para la cual la ecuacién
(2.5)) esta definida, satisface que amin(Q) < a(Q) para toda @ € M. Sea « cualquier funcién de

penalizacion para p. Entonces para cada Q € M y todo X € L%

p(X) 2 Eq(=X) — (@),
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y entonces,

a(Q) = sup (Eq(—X) — p(X))
XeLo

> sup (Eg(—X) — p(X))
XeA,

La primera desigualdad es clara, ya que vale para toda X € L°en especial tomando el supremo.

La segunda se da gracias a que A, C L°°La tltima es ya que p(X) < 0 porque X € A,.

Observacion 2.4.2. (a) Si en la desigualdad anterior tomamos & = uuin, entonces todas las de-
sigualdades son igualdades. Por lo tanto tenemos una forma alternativa de escribir la minima

funcién de penalizacion a;p:

Cmin(@) = sup (Eq(~X) — p(X)) para cada Q € M.
XeL>

(b) Si tenemos un conjunto de aceptaciéon A C L™ y p estd definida via p = pg4, entonces A

determina a amin(Q), v la definimos como:

amin(Q) = sup Eg(—X) para cada Q € M.
XeA

La representacién (2.5 estd ligada a cierta propiedad de continuidad de p. Examinaremos una

condicién necesaria de “continuidad por arriba”:

Lema 2.4.3. Una medida de riesgo convexa p que es representada como:

plz) = sup {Eq(=X) —a(Q)}, X € L%
QeM

en M, es continua por arriba en el sentido que:

Si X, tiende por arriba a X (X,, \, X) c.s. entonces p(X,,) tiende por abajo a p(X) (p(X,) 7 p(X)).
(2.6)
Ademads, continuidad por arriba es equivalente a semicontinuidad inferior con respecto a la con-

vergencia puntual acotada: Si (X,,) es una sucesién acotada en L> que converge puntualmente a
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X € L*°, entonces

p(X) < liminf p(X,,). (2.7)

n—oo

Demostracion. Primero mostraremos que p(X) < liminf, , p(X,) bajo la hipétesis que p tiene
una representacion en términos de medidas de probabilidad como en (2.5)). Si (X,,) es una sucesién
en L acotada que converge a X € L™ c.s. cuando n tiende a infinito, entonces como las variables
son acotadas el teorema de convergencia dominada(teorema implica que Eg(X,,) converge a
Eqg(X) cuando n tiende a infinito para cada @@ € M. Entonces,

p(a) = sup {Eq(=X) — amin(Q)}
QeM

= sup { Iim Eg(—X,) — amin(Q)}
QEM n—o0

<liminf sup {Eqg(—X,) — amin(Q)}
n—oo QEM

= liminf p(X,).
n—oo

La desigualdad se cumple ya que sup,, {lim, o0 (fo(Xy))} < liminf, o {sup, (fa(Xn))} (ver ob-
servacion .

Ahora que ya demostramos mostraremos que es equivalente a (2.6), suponemos primero
(2.7). Por monotonia, p(X,) < p(X) para cada n si X,, \, X y ademds tenemos que p(X) <
liminf,,_,o p(Xy), por lo tanto p(X,) crece a p(X), es decir, p(X,) / p(X). Ahora, si tenemos
continuidad por arriba . Sea (X)) una sucesién acotada en L que converge puntualmente a
X € L% Definimos Y, = sup,,<, X, € L Entonces Y;, decrece c.s. a X. Como X,, <Y, por
monotonia p(Y;,) < p(X,), lo que implica que lim,,_, p(¥,) < liminf,, o p(X,,) y por la condicién
tenemos que lim, o p(Y;) = p(X). Por lo tanto,

p(X) < liminf p(X,,).

n—oo

Por tdltimo damos un teorema donde mostramos equivalencias a la representabilidad robusta
de una medida de riesgo. Las definiciones y resultados para este desarrollo las encontramos en la

seccién
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Definimos un nuevo conjunto P de la siguiente manera: Sea P una medida de probabilidad en

(Q,F).

P ={Q € M| Q < P en F}, las medidas de probabilidad en (2, F) absolutamente continuas
con respecto a P (definicién [A.17)).

Teorema 2.4.4. Supongamos que p : L — R es una medida de riesgo convexa. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes.

(a) p es representable por alguna funcién de penalizacién « en P.

(b) p es representada por la funcién de penalizacién cn:

p(X) = sup{Eq(—X) — amin(Q)}, X € L.
QeP

Recordando que

amin(Q) = sup Eg(—X) para Q € P.
XeA,

(c) p es continua por arriba: Si X, tiende por arriba a X casi seguramente entonces p(X,,) tiende

por abajo a p(X).

(d) p tiene la propiedad de Fatou: para cualquier sucesién (X,) que converge casi seguramente a
X.
p(X) <liminf p(X,).

n—o0

(e) p es semicontinua por abajo para la topologia débil* o(L>®, L) (ver apéndice , es decir,

que C = {X € L*|p(X) < c} para ¢ € R es cerrado con respecto a la topologia o(L>, L) .

(f) El conjunto de aceptacién A, de p es cerrado débil* en L™, es decir, A, es cerrado con respecto

a la topologfa o (L, L1).

Demostracion. (f)==(b). Fijemos X € L*> y sea

m = sup (Eg(—X) — amin(Q))-
QeP

Primero veamos que para toda X € X.



Para esto, llamemos X’ = p(X) + X, entonces p(X') = p(X) — p(X) = 0, entonces X' € A,.

Entonces para toda @ € P por la definicién de aymin,
amin(Q) > EQ(_X/) = EQ(_X) - IO(X)
Entonces, p(X) > Eg(—X) — amin(Q) para toda @@ € P, en especial para el supremo,

p(X) = sup (Eq(~X) — amin(Q)) = m.
QeP

Ahora, necesitamos probar que p(X) < m, o equivalentemente, que m+X € A, ya que p(X+m) <0
por la invarianza con respecto a traslaciones de p. Supongamos que m + X ¢ A,. Dado que el
conjunto no vacio y convexo A, es cerrado débil* por hipdtesis, aplicando el lema de Hahn-Banach
B.6.6|en el espacio localmente convexo (L>, o(L>, L'))(ya que es un espacio de Banach y entonces
es localmente covexo como se ve en la observacién , conC= A,y B=m+ X, ya que estos
conjuntos cumplen con ser disjuntos y no vacios, ademds 3 es compacto, y C cerrado por hipétesis.

Entonces tenemos una funcién I* lineal en (L>°, (L™, L)) tal que

sup (V) < I'(m+ X).
Yed,

Ahora, si tomamos [* = —[, donde [ tiene las mismas caracteristicas de [*. Entonces,

sup —I(Y) < —l(m+ X)
YeA,

Por lo que podemos concluir lo siguiente:

—co<y=Ilm+X)< Ylélflp (y)=p.

Por el inciso (¢) de la proposicién el espacio dual (observacién [B.6.7) de L para esta
topologfa es L' , entonces [ es de la forma [ = JYZdp = E(YZ) para alguna Z € L'. De hecho

Z > 0. Para probar esto, sea Y > 0 entonces para A > 0 vemos que p(AY') < p(0), por monotonia.

26



Entonces p(AY) 4 p(0) < 0y AY +p(0) € A, para toda A > 0. Entonces por la desigualdad anterior
—00 <y < UAXY +p(0)) = AM(Y) + U(p(0)).

Ahora, si hacemos tender A a infinito, entonces [(Y) tiene que ser no negativa. Entonces como
tenemos Y > 0y I(Y) = E(YZ) > 0 implica que Z > 0. Ademds como [ es una funcién no cero,

entonces P(Z > 0) > 0. Entonces, podemos definir la derivada de Radon-Nikodym:

aQ _ 2

dP — E(Z)

como una medida de probabilidad Q¢ € P, ya que ﬁ > 0 (Ver seccién . Entonces,

amin(Qo) = sup Eq,(—Y) =— _inf Eqg,(Y),
YG.Ap YG.Ap

ahora, veamos que

Eqo(Y) = / YdQo = / ydr ]E(ZZ) - EIéTZZ))'
Entonces
. Eyz . Y) B
Umin(Qo) = _YISAP E(Z) _Ylélflp E(Z) E(Z)

Anélogamente podemos ver que Eq (X +m) =E((X +m)Z) = [(X + m). Entonces

Eq,(X) +m = Z(E(Z)X) = E?Z) < E(BZ) = —;ggp EqQ,(=Y) = —amin(Qo).

Encontramos Qo € P tal que m < Eg,(X) — amin(Qo) que contradice la definicién que dimos de
m. Entonces m + X € A,y p(X) < m.

(b)==(a). Es trivial por definicién de representabilidad.

(a)=>(c)<=>(d). Se sigue inmediatamente del lema [2.4.3] reemplazando convergencia puntual
por convergencia casi seguramente.

(c)=>(e). Tenemos que mostrar que C = {X € L*®|p(X) < ¢} para ¢ € R es cerrado con
respecto a la topologfa o(L>, L), es decir que es cerrado débil*. Para demostrar esto, sea C, =
CN{X € L*¥||X|lso < 7} para r > 0. Si (X,,) es una sucesién en C. que converge en L' a

alguna variable X, entonces existe una subsucesién que converge casi seguramente, y ademas, como
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(c)<=(d) y las X,, son acotadas c.s. por la propiedad de Fatou de p implica que

p(X) <liminf p(X,) <,

n—oo

entonces X € C,. Entonces, C, es cerrado en L', y por el lema [B.6.10| implica que C = {X €
L>®|p(X) < ¢} es cerrado débil*.

(e)=(f). Es trivial tomando ¢ = 0. [ |
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Capitulo 3

Medidas de riesgo convexas

condicionales.

En este capitulo extendemos la definiciéon de una medida de riesgo convexa a un marco con-
dicional. Interpretamos que ahora tenemos informacion disponible antes del fin de la operacién
financiera, y se puede aprovechar para tener una mejor medicion del riesgo, ya que tener informa-
cién adicional modifica el cdlculo del riesgo. Caracterizamos a estas medidas de riesgo mediante sus
conjuntos de aceptacién y mostramos una representacion de estas mediante esperanzas condicio-
nales y medidas de probabilidad. Damos una propiedad de regularidad y requerimientos de capital
condicional.

Los resultados de este capitulo los seguimos principalmente de [5].

3.1. Estructura y definiciones.

Denotemos por LY al espacio de variables aleatorias finitas casi seguramente definidas en un
espacio de probabilidad (€2, F,P), donde F es una o-algebra de subconjuntos de € (ver la definicién
en [A9). Sea § C F una sub-co-algebra (ver |[A.10) de F, y P : F — [0,1] es una medida de

probabilidad. Definimos los siguientes subespacios:
LY = {X € L% X es G-medible (ver [A.15)},

g =1L>*n LY, con L™ definido en
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Sea P una medida de probabilidad en (€2, F). Recordemos que definimos en el capitulo anterior el
conjunto P = {Q € M| Q < Pen F}, donde M es el conjunto de todas las medidas de probabilidad

en (€2, F). Ahora definimos el siguiente conjunto de medidas de probabilidad:

Pg = {Q € P|Q =P en G}, las medidas de probabilidad equivalentes a P (esto es, Q@ < Py
P < Q).

En un contexto practico, al conjunto P lo entendemos como una colecciéon de modelos proba-
bilisticos con cierta propiedad. La o-algebra G es de gran importancia para el inversionista que
esta evaluando el riesgo de una posicion financiera X, ya que recolecta la informacién disponible. A
diferencia del caso estatico donde la medida de riesgo de una posicién financiera es un valor real, en
este caso la medicién del riesgo de la posicién X que hemos llamado p(X), es una variabe aleatoria

que es medible con respecto a G, es decir, es un elemento del espacio Log.

Observacion 3.1.1. La informacion adicional G puede ser en el tiempo que inicia la operacion
financiera t = 0, alternativamente, sabemos que durante una operacién financiera ocurren ciertos
factores que pueden alterar el riesgo que adquirimos en la posicién financiera X, por lo que G puede
ser interpretada como informacién disponible en una tiempo futuro ¢ > 0, que es resultante de la
observacién de dichos factores relacionados con la posicién financiera X en el intervalo de tiempo
[0,t]. En ambos casos dicha informacién puede estar disponible para todo el publico inversor,
o solamente para ciertos inversores “privilegiados,” es decir, puede ser publica o privada. Si no
tenemos informacién adicional disponible, G es la o-dlgebra trivial, entonces la definicién de medida
de riesgo condicional coincide con la medida de riesgo estatica que se introdujo en el capitulo

anterior. Y esa constante es la esperanza de la medida de riesgo p(X).

A través de este capitulo, todas las igualdades o desigualdades entre variables aleatorias es

entendido que se cumplen P — c.s..

Definicion 3.1.2. (Medida de riesgo condicional).

Una funcién p : L™ — Lg es llamada medida de riesgo condicional si para todo X,Y € L* se
cumple:

o Monotonia:

Si X <Y ec.s. entonces p(Y) < p(X) c.s.
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o Invarianza con respecto a traslaciones. Si Z € LZ, entonces:
p(X+2)=p(X)—-Z cs.

Notemos que Z ya no es una constate

Ahora, introducimos la definicién de medida de riesgo convexa condicional, que sera el objeto

de estudio de este capitulo.

Definicion 3.1.3. (Medida de riesgo convexa condicional).
Una medida de riesgo p : L™ — L(g) es una medida de riesgo convexa condicional si para

X, Y e Ly Ae L con A € [0,1], p satisface la siguiente propiedad:

o Convexidad condicional:
PAX +(1—-AN)Y)<Ap(X)+ (1 —-A)p(Y) cs.

A partir de este momento, consideraremos a todas las medidas de riesgo normalizadas, es decir,

p(0) =0 c.s.

Observacion 3.1.4. El tomar p(0) = 0 es muy natural desde el punto de vista econémico, ya que si
uno no invierte nada, no tiene riesgo alguno, pero tomar este supuesto tiene ciertas simplificaciones.
Desde el punto de vista matematico, el supuesto de que p(0) € Lg serfa suficiente para asegurar

la validez de algunos resultados.

Observacion 3.1.5. Es importante ver que los valores que toma una medida de riesgo convexa
condicional son siempre acotados por la forma en la que definimos p: Si X € L, entonces —|| X ||oc <

X < ||X||oo, por la monotonia de p, implica que:

(1 Xloo) < p(X) < p(=[[X]loc) c:5.,

ademas, || X[l € Lg y por la invarianza con respecto a traslaciones (condicional) p(||X||le) =

p(0) = || X]|loo = —[|X||oo ¢.s. por nuestro supuesto de normalizacién de p. Entonces,

—00 < —[[X[[oo = P Xloo) < p(X) < p(=[|X]lo0) = [[X][oo <00 c:5.
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Por consecuencia p(X) € Lg, por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos escribir p : L> —

go en la definicion

Notemos que p(X) = —X c.s. para toda X € LZ. Andlogamente con el caso estatico, si en
una medida de riesgo convexa condicional consideramos una propiedad de homogeneidad pode-
mos definir una medida de riesgo homogénea positiva condicional, aunque como ya lo habiamos
mencionado, esta condiciéon de homogeneidad positiva no la vamos a pedir, solamente daremos la
definicién.

Definicion 3.1.6. (Medida de riesgo homogénea condicional).

Una medida de riesgo convexa condicional es una medida de riesgo homogénea si satisface:

o Homogeneidad positiva condicional: Para todo X € L™ y A € L tal que A > 0:

p(AX) = Ap(X) c.s.

3.2. Propiedad de regularidad.

Esta propiedad es de importancia en el momento de tener informacién adicional disponible.
Cuando hay este tipo de informacion el agente o inversor tiene que hacer uso de esta informacién
para evaluar el riesgo de la posicién financiera X. Esto es, si se conoce que cierto evento A € G
estd ocurriendo, entonces el riesgo de X deberia depender tinicamente de lo que realmente puede
pasar, es decir, en la restriccién de X a A. Este requerimiento lo podemos entender en la siguiente

propiedad.
Definicion 3.2.1. (Medida de riesgo condicional regular).
Una medida de riesgo condicional p : L — es regular si para toda A € Gy X,Y € L™ se
cumple que
si XIp=YI4 cs. entonces p(X)Ig=p(Y)Ia c.s.,
donde I4 es la funcién indicadora en A.

Ahora, en la siguiente proposicién damos algunas definiciones equivalentes de regularidad.

Proposicion 3.2.2. Las siguientes definiciones son equivalentes para una medida de riesgo condi-

cional p que satisface p(0) = 0:
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(a) p es regular;
(b) p(X14)=p(X)Ig c.s. paratoda A€ Gy X € L™;
(¢) p(XITa+Y1ge)=p(X)g+ p(Y)Ige c.s.paratoda A€ Gy X, Y € L;

(d) p (ZnN:1 XnIAn) = fo:l p(Xn)Ia, c.s.para A, €G, A;NA; =0 para toda i # j, X,, € L™
yN>1.

Demostracion. (b)==(c). Dado que X1 = (XIa)la c.s.y 0lge = (XIg)lac c.s.,yaque [4lgc =

0, entonces por la propiedad de regularidad tenemos que p(X)Ig = p(XIa)la y 0 = p(0)Igc =

p(XI4)I4e c.s. ambas igualdades, entonces sumando estas dos igualdades tenemos p(X)I4 + 0 =

P(XTa)Ia+ p(X1a)Ige = p(X14), por lo tanto p(X14) = p(X)Ia c.s..

(a)==(b). Tenemos que

P(XITa+YIpe)=p(XIg+YIge)Ig+ p(X1g+YIgc)lge
= p(XIa +YIge)4) 4 p((XIg 4 YIge)lge)
= p(XTaAlg +YIpclg) 4 p(XIglpe +Y1gelge)
(

= p(X1Ia)+p(Y1se) c.s.,

donde la segunda igualdad se da por el inciso (b).
(¢)=(d). Esta demostracién la haremos por induccién sobre N. Cuando N = 1. Tomando

Y =0 en el inciso (c), tenemos

1
p (Z anAn> = p(X1la,)
n=1

p(leAl + OIA!I:)

(X1)1a, + p(0)1 4¢

I
S

donde la tercera igualdad se da por el inciso (c), y la siguiente igualdad se sigue por la normalizacién

de p.
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Ahora, nuestra hipédtesis de induccion es que la expresién vale para N. Probemos que vale para
N +1.

Sea (A,)N*! C G una familia de conjuntos disjuntos dos a dos. Definimos B = Uf:/:l A, €4.

Entonces,

N+1 N
P (Z XnIA,L> =p (Z Xola, Ip + XNHIANHIBc)
n=1

n=1

N
=p (Z XnIAn> Ip + p(XN-i—lIA]\H_l)IBC C.S.
n=1

La primera igualdad se da gracias a las funciones indicadoras sobre A, y la definiciéon de B ya
que Ia,Ip = Ia, y Iay,,Ipc = Iay.,, y la segunda igualdad es por el inciso (c). Ahora, por la
hipétesis de induccién, y aplicando nuevamente la hipdtesis del inciso (c¢) con Y = 0 para el término

p(Xny1lay,,), podemos concluir que

N+1 N
P <Z XnIAn) = Zp(Xn)IAnIB + p(XN+1)IAN+1IBC
n=1 n=1
N
= Zp(Xn)IAn + p(Xn1) Ay, cs.
n=1

(d)=(a). Primero notemos que del inciso (b) se sigue (d) con N = 1. Ahora, podemos mostrar

que (a) se sigue de (b) de la siguiente forma: Si XI4 = Y14, por el inciso (b) tenemos
p(X)Ia = p(X1a) = p(Y1s) =p(Y)Ia c.s.

Lo que implica la regularidad de p. |
Observacion 3.2.3. En el caso estatico (no condicional), es decir, cuando G es la o-dlgebra trivial,
cualquier medida de riesgo p : L — R es regular.

En la siguiente proposicién mostramos una ventaja mas al tratar con medidas de riesgo que

sean convexas.

Proposicion 3.2.4. Si una medida de riesgo p es convexa condicional y p(0) = 0, entonces es

regular.
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Demostracion. De acuerdo a la proposicién la regularidad se sigue de p(X14) = p(X)I4 c.s.
para toda A € Gy X € L™. Entonces, Iy € Lg’, 0 < Iy <1y Iae =1— I4, por la convexidad

condicional de p y que p(0) = 0 tenemos
p(X14) =p(XIa+0Iac) <Ipp(X)+Iacp(0)=1Iap(X) c.s.

En particular si tomamos [4c € G en lugar de [4 y X 14 en lugar de X en la desigualdad anterior
tenemos 0 = p(0) = p(XTalge) < Tyep(X14) c.s.

Ahora, para probar la desigualdad I4p(X) < p(XI4) c.s. Por convexidad condicional tenemos
p(X) =p(X1a+ X1ae)=p(XI1a)Ia+ (X1ac)lge) < Tap(X1a)+ Laep(X1ac) c.s.
Entonces, multiplicando por 4 la desigualdad anterior se sigue que
Tap(X) < Ialap(X1a) 4 Ialaep(XIac) = Iap(X14) c.s.
Ademds como 0 < I4ep(X14) c.s., sumando este término concluimos que
Tap(X) < Ipp(X1p) + LIaep(X14) = p(XI4) c.s.

Por lo tanto p(X1I4) = I4p(X) c.s., y la regularidad se sigue. [

Por 1ltimo, otra consecuencia de esta propiedad de regularidad en medidas de riesgo condicio-
nales implica lo siguiente: si una posicién financiera X es constante en un cierto evento A € G, es
decir, XI4 = kl4 c.s. para una constante x € R, entonces p(X) deberia ser constante en dicho
evento. Para ver que se cumple, tomemos X1y = xklq c.s. para Kk € Ry A € G, la regularidad
implica que

p(X)1a = p(X1a) = p(kla) = p(k)La c.s.

Por el hecho que p(k) = —k concluimos que

p(r) g4 = —kl4 c.s.,
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por lo tanto p(X)I4 = —kl4 c.s.

3.3. Requerimientos de capital condicional.

Recordando el concepto de un conjunto de aceptaciéon para posiciones financieras que se intro-
dujo en la seccién lo trasladamos al entorno condicional.

Si A C L, entonces la funcién
pA(X) =infes{Y € LZ| X +Y € A} c.s.

siempre que sea finita, es llamada requerimiento de capital condicional asociado al conjunto de
aceptacién A. Por inf.es entendemos que se trata del infimo esencial, en el apéndice B en la sec-
cién se da la definicién y algunas propiedades del infimo esencial de un conjunto de variables
aleatorias. Sus propiedades son muy parecidas a las del infimo.

Para A C L podemos ver que p = pg si p es medida de riesgo; en particular solamente
necesitamos la propiedad de invarianza con respecto a traslaciones , es decir, podemos escribir
Unicamente: p = p4 siy sélo si p es invariante con respecto a traslaciones. Para probar esto, primero

veamos que si p invariante con respecto a traslaciones implica p = p4. Si X € L°°, entonces,

pA(X) =infes{Y € LZ| X +Y € A}
= infes{Y € Lg’| p(X +Y) <0}
= infes{Y € Lg’| p(X) =Y <0}

= infes{Y € LZ| p(X) <Y} = p(X) cs.,

donde la tercera igualdad se da por la hipdtesis.

Ahora, si p=p4. Sean X € L™ y Z € LZ, entonces,

PX+Z)=pa(X+Z)=infes{Y € LT| (X +Z)+Y € A}

=ifes{Y €e LZ| X+ (Z+Y) e A} cs.
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Definamos Y/ = Z +Y c.s., entonces Y =Y’ — Z c.s. y partiendo de la igualdad anterior,

p(X +Z)=infes{Y' - Z e LF| X +Y' € A}
=ifes{Y' € LF| X +Y' € A} - Z

=pAX)—Z=p(X)—-Z c.s.
A partir de lo anterior, queda claro que la siguiente eleccion es posible
A=A, ={X € L™|p(X) < 0}.

En la siguiente proposiciéon damos caracteristicas para A, cuando tenemos una medida de riesgo

convexa.

Proposicion 3.3.1. Si p es una medida de riesgo condicional convexa normalizada, entonces su

conjunto de aceptacién asociado A, cumple que:

(a) es condicionalmente convexo, es decir, si A € Lz, 0<A<1lyX,Y €A,, entonces
(AX+(1-A)Y)eA,.

(b) es sélido, es decir, si X € L® Y € A,y Y < X, entonces X € A,.
(c) infes{X € LF|X € A} =0 cs.,y0€ A,

Y ademds, inversamente, si A, C L entonces
pA(X) =infes{Y € LZ’| X +Y € A} c.s.

es una medida de riesgo condicional convexa normalizada.
Demostracion. Sea p una medida de riesgo condicional convexa.

(a) Sea A e L, 0<A <1y X,Y €A, entonces p(X) <0 cs.yp(Y) <0 cs., lo que implica

que Ap(X) <0 es.y (1 =A)p(Y) <0 c.s., sumando estas dos igualdades llegamos a que
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Ap(X)+ (1 —A)p(Y) <0 c.s., ahora sabemos que p es condicionalmete convexa entonces,
PAX+(1-ANY)<Ap(X)+(1—-A)p(Y) <0 ecs.,

lo que implica que AX + (1 - A)Y € A,.

(b) Sea X € L* Y € A,y Y < X c.s. entonces por la monotonia de la medida de riesgo,

p(X)<p(Y)<0 cs.,yaqueY € A, lo que implica que X € A,.
(c) Esta propiedad se cumple ya que inf.es{X € LF|X € Ay} = p(0) =0 c.s.

Inversamente, sea A C L™ que satisface las propiedades anteriores. Entonces, la prueba de que
pA es invariante con respecto a traslaciones es idéntica a la demostracién que se hizo para probar
que p es invariante con respecto a traslaciones si p = p 4.

Ahora para ver que p4 es mondtona, sean X,Y € L™ tal que Y < X c.s.,y pa(Y) estd dado
por pa(Y) =infes{Z € LF|Z+Y € A} cs.Sea Z € {Z € LF|Z +Y € A}, entonces Z +Y € A,
por hipdtesis Y < X c.s. entonces Y + Z < X + Z c.s., y dado que A es sélido X + Z € A.

Por lo tanto probamos que: {Z € LF|Z +Y € A} C {Z € LF|Z + X € A}, tomando el
infimo esencial inf.es{Z € LF|Z + X € A} < infes{Z € LF|Z+Y € A} cs., por lo tanto
pA(X) < pa(Y) c.s.

La prueba que p4(0) =0 c.s., tenemos que p4(0) = infes{Y € LF|Y +0€ A,} =0 c.s. por
hipétesis del inciso (c).

Probemos que es convexa condicional. Supongamos que X,Y € L™y Zx,Zy € Lg, tal que
Zx +X,Zy +Y € A. Sea A € L tal que 0 < A < 1, la convexidad condicional de A implica que
ANZx+X)+(1—-A)(Zy +Y) € A, entonces,

0

\Y

pAMZx + X)+ (1 - A)(Zy +Y))

(
pAANZx + AX +(1—-AN)Zy + (1= A)Y)
(
(

pA(AX + (1 —=ANY)+ (AZx + (1 —A)Zy))

pAANX +(1—=AN)Y)—(AZx+(1—-AN)Zy) c.s.,

donde la utltima igualdad es gracias a la invarianza con respecto a traslaciones de p4, ya que

(AZx +(1—-A)Zy) € L. Tomando Zx = pa(X) c.s.y Zy = pa(Y) c.s. tenemos que Ap4(X) +
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(I =MAN)paY)>pa(AX + (1 —A)Y) c.s., por lo tanto la convexidad de p4 se sigue. [

3.4. Representacion robusta de medidas de riesgo condicionales

convexas.

Como vimos en la seccién en el caso no condicional, una medida de riesgo convexa p : L™ —

R podemos representarla de como:

p(X) = sup{Eq(=X) —a(Q)}, X € L%
QeP

en términos de o : P — R U 400 la funcién de penalizacion. Ademas, p es continua por arriba
(proposicién . Ahora, probaremos una caracterizacion similar que vale para medidas de riesgo
convexas condicionales. En este caso més general, las esperanzas son condicionales con respecto
a la informacion adicional disponible G, la funcién de penalizacién « es una variable aleatoria y
el supremo ahora serd entendido como un supremo esencial. Ademds, la informacién adicional en
el caso condicional nos ayuda a excluir a priori algunos modelos probabilisticos. Vamos a ver que
solamente los modelos Pg C P que se definieron al principio de este capitulo, serdn los que entran
en la representacion.

Para la siguiente definicidn es necesario introducir el siguiente subconjunto del conjunto de las

variables aleatorias extendidas L°(R) (apéndice [B.5).
LE(RY) = {X € L°(R)|X es G-medible, X > 0}.

Definicion 3.4.1. (Representacion robusta condicional).
Una funcién p : L* — L& decimos que es representable si existe una funcion o : Pg — Lg (Ry)

tal que
p(X) = sup.espep {—EqQ(X|G) — a(Q)} cs. X € L™ (3.1)

En este caso a « la llamaremos funcién de penalizacién aleatoria para p.

Claramente la medida de riesgo representable es G-medible ya que es la resta de dos funciones

G-medibles y su supremo esencial es G-medible (observacion [B.5.2). Mostraremos que cualquier
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funcién representable con funcién de penalizacién (aleatoria) a que satisface

inf.esgep,(Q) =0 c.s.,

es una medida de riesgo convexa condicional normalizada.

Para demostrar que es medida de riesgo veamos:

Monotonia. Sean X,Y € L™ tal que X <Y c¢.s. Entonces —Y < —X c.s. y por la monotonia
de la esperanza condicional (ver Eq(-Y|G) < Eg(—X|G) c.s. para toda Q € P, restamos

a(Q) y obtenemos
Eg(-Y|G) — a(Q) <Eg(—X|G) — a(Q) c.s. paratoda @ € P.

Tomando el supremo esencial sobre @) concluimos que p(Y) < p(X) ec.s..
Para probar la invarianza con respecto a traslaciones. Sean X € L>* y Z € L2, entonces por la

linealidad de Eq, para toda @ € P se cumple que

EQ(=(X + 2)|9) — a(Q) = Eo(=X — Z|9) — a(Q)
= Eo(=X|9) - Z - a(Q)

= (Eq(=X]9) —a(Q)) - Z cs.,

donde la segunda igualdad se debe al hecho de que Z es G-medible. Tomando el supremo esencial
sobre @) € P la igualdad se mantiene y p((X + Z)) = p(X) — Z c.s.

Por 1ltimo, para mostrar convexidad. Sean X,Y € L* y A € Lg’ con 0 < A < 1. Entonces, por
la linealidad de la esperanza condicional y tomando en cuenta que A es G-medible e independiente

de X y Y, entonces Eg(AX|G) = AEg(X|G) c.s. Para toda Q € P:

Eq[-(AX + (1 = M)Y)|G] — a(Q) = Eq[-AX|F] + Eq[—(1 — A)Y[F] — a(Q)
= AEq[-X[G] + (1 - MEQ[-Y|9] — (Q)
= AEQ[-XG] + (1 = M)Eq[-Y|9] - Aa(Q) - (1 = M)a(Q)
= MEq[-X[9] — a(Q)) + (1 = M)(EQ[-Y|9] — a(Q)) cs.,
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Tomando el supremo esencial concluimos que:

p(AX + (1 = A)Y) = sup.esgep{EQ[—(AX + (1 - A)Y)[G] — a(Q)}

= sup.esgep{A(EQ[-X|G] — a(Q)) + (1 = A)(Eq[-Y|F] — a(Q))}

= Asup.esgep{Eql~X16] — a(Q)} + (1 - A)sup.esgep{Eq[- Y] — a(Q)}

=Ap(X)+(1=A)p(Y) cs.

La penitltima igualdad se da gracias al lema [B.5.4]
Para ver que es normalizada p(0) = sup.esgep, {—Eq@(0/9) — a(Q)} = inf.esgepya(Q) =0 c.s.

Observacion 3.4.2. Bajo esta representaciéon de p (3.1)), si consideramos la funcién py : L= — R
como py = Ep[p(X)] = Ep[sup.esgep,{—Eq(X|G) — a(Q)}] recuperamos una medida de riesgo

convexa estdtica, tomando en cuenta que p(X) es medida de riesgo condicional convexa.

Demostracion. Para ver que es mondtona. Sean X,Y € L*® y X <Y c.s., entonces p(Y) <
p(X) c.s. y por la monotonia de la esperanza pg(Y) = Eqg(p(Y)) < Eg(p(X)) = po(X) c.s. Para
probar invarianza con respecto a traslaciones sean X € L>® ym € R. po(X +m) = Ep(p(X +m)) =
Ep(p(X) — m) = Ep(p(X)) — m = po(X) —m c.s. Por dtlimo para probar la convexidad, sean
X, Y € L® y A € [0,1]. Entonces pg(AX + (1 = N)Y) = Ep(p(AX + (1 = \)Y)) < Ep(Ap(X) + (1 —
AMp(Y)) = AE(p(X)) + (1 — NEp(p(Y)) = Apo(X) + (1 — N)po(Y). Por lo tanto la esperanza de
una medida de riesgo convexa condicional, es una medida de riesgo no condicional (estética) que

estudiamos en el capitulo [

Ahora, damos un teorema de representaciéon de medidad de riesgo condicionales convexas.

Teorema 3.4.3. Sea p : L — L& una medida de riesgo condicional convexa, y sean {X,},X €

L. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) p es continua por arriba, es decir, si X,, tiende por arriba a X casi seguramente implica que

p(X,) tiende por abajo a p(X) casi seguramente;

(b) p es representable; (ver [3.1]),
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(c) p es representable en términos de
a(Q) = a*(Q) = sup.esy e~ {~Eq(X|0) — p(X)} s, Q€ Ps. (3:2)

Demostracion. (¢)==(b). Es inmediata a partir de la definicién de representabilidad.
(b)=(a). Suponemos que p es representable con funcién de penalizacién « y que X,, decrece
a X c.s. Entonces X, crece a X c.s. Por el teorema de convergencia dominada (B.3.2]) concluimos

que

—Eq(XnlG) — a(Q) S —Eq(X|G) — a(Q) c.s.,

para toda @) € Pg. Entonces por hipétesis podemos escribir a p como:

p(X) = sup.esger, {~Eq(X0) — a(Q))
= sup.esqep, { im [~Eq(X,|) — a(Q)]}

< liminf sup.es{—Eq(X,|G) — a(Q)}

n—oo

= liminf p(X,,) c.s.,

n—oo

donde la desigualdad la tenemos por el lema

Por otro lado, tenemos que X < X, c.s. para toda n ya que X,, decrece a X c.s.. Entonces por la
monotonia de p pasa que p(X,) < p(X) c.s. para toda n, en especial liminf,,_, . p(X,) < p(X) c.s.
Y ademds como p(X) < liminf,, o p(X,,) c.s., entonces p(X,,) crece a p(X) casi seguramente.

(a)==(c). A partir de la definicién de o* (3.2)), para @ € P podemos obtener lo siguiente:

a*(Q) = sup.esxer={EqQ(X|G) — p(X)}

> EqQ(X|G) — p(X) c.s.,

para todo X € X. Entonces podemos ver que p(X) > Eq(X|G) — a*(Q) c.s. para toda @ € P, en

especial para el supremo esencial. Entonces

p(X) > sup.espep{EqQ(X|G) — a™(Q)} c.s.
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Ahora, para probar la representabilidad de p, es suficiente mostrar que

Eqlp(X)] < Eq[sup.esqep{EQ(X[G) — a™(Q)}],

va que si X <Y c.s. y ademds Ep(Y) < Ep(X) entonces X =Y c.s. (ver proposicién [B.2.1)).
Para mostrar esto, consideremos la funcién py : L>* — R como po(X) = Ep(p(X)). Como

vimos en la observacion [3.4.2 pg es una medida de riesgo convexa estatica, por lo que podemos usar

resultados vistos en el capitulo anterior; ademads, si X,, decrece a X c.s., entonces p(X,) crece a

p(X) c.s. y, por el teorema de convergencia dominada tenemos que

po(Xn) = Ep(p(Xn)) / Ep(p(X)) = po(X).

Entonces pp es continua por arriba como se definié en el lema Ahora, por el teorema
para medidas de riesgo estaticas que vimos en el capitulo anterior, como p es continua por arriba

tiene la siguiente representacion:

po(X) = sup{—Eq(X) — ap(Q)},
QEP

donde,

ap(Q) = sup {—Ep(¢X) — po(X)}.
XeL>®

Ahora, probaremos que si a(Q) < +oo entonces @) € Pg. Veamos que si X € L3 entonces por
la invarianza con respecto a traslaciones tenemos que po(X) = Ep(p(X)) = —Ep(X). Supongamos

que Q(A) # P(A) para alguna A en G. Entonces,

(@) = sup {~Eq(X) —po(X)}
XeLee

> sup{—Eq(Ala) — po(Aa)}

AER

= sup{—EQ()\IA) — EIP’(_)‘IA)}
A€R

= sup{—AQ(A) + AP(A4)} = +o0,
A€R

la primera desigualdad se da gracias a la indicadora sobre A ya que tenemos un subconjunto, y
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la segunda igualdad se da por la definiciéon de pg y la invarianza con respecto a traslaciones de p.
Ahora, dado que Eqg(X) = Eg(Eq(X|G)) = Ep(Eg(X|G)) para toda @ € Pg, y la tltima
igualdad se da ya que Eg(X|G) es G-medible. Entonces por las dos pruebas anteriores podemos

reescribir a pg como:

po(X) = sup {-Ep(Eq(X|G)) — ap(Q)}-
QEPg

El siguiente paso es probar que Ep(a*(Q)) = of(Q) para toda Q € Pg. Para probar esto,
definamos el conjunto Bg = {Eq(X|G) — p(X)|X € L>}. Probaremos que este conjunto es dirigido
hacia arriba, es decir, que para cualesquier X,Y € B, existe Z € By con max({X,Y}) < Z. Sean
X,Y € L%, A= {-Eq(X|G)—p(X) > —Eo(Y|G)—p(Y)} € G, podemos definir Z = XI4+Y T4 €
L. Entonces, dado que I4 y Iac son G-medibles, 0 < [4 < 1y [4c =1 — 14, por la convexidad

condicional de p tenemos que:

p(Z) = p(XIg+YIge) <Iap(X) + Laep(Y) c.s.

Como consecuencia de estos hechos podemos ver que

~Eo(Z|G) — p(Z) = —Eq(X1a+ YIac|G) — p(X s+ YIac)
—EQ(X14G) —EQ(Y1ae|G) — Lap(X) — Laep(Y')
= —I4EQ(XG) — Ia-EQ(Y|G) — 1ap(X) — Lacp(Y)
= IA[-EQ(XG) — p(X)] + Lac[-Eq(Y[G) — p(Y)]

> méx(~Eq(XG) - p(X), ~Eq(YG) — p(Y)) c.s.,

Y

la primera desigualdad se da por la convexidad de p, la segunda igualdad es gracias a que I4 y I4c
son G-medibles, y la dltima desigualdad es gracias a como definimos el conjunto A. Por lo tanto
Bg es dirigido hacia arriba.

Entonces, por el resultado anterior para Bg el lema implica que para todo Q € Pg,

Ep(a*(Q)) = Ep(sup-esxe o {—Eq(X|9) — p(X)})

= sup {Ep(—Eq(X|G) — p(X))}
XeLee
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- XseuLpoo{—Ep(EQ(X\g)) — Ep(p(X))}

= sup {—EQ(X) - PU(X)} = GS(Q),
XeLee

la dltima igualdad se da gracias a la equivalencia de Ep(Eq(X|G)) antes dada y la definicién de py.

Por tltimo notemos lo siguiente: que para toda @ € Pg,
—Eq(X|G) — a™(Q) < sup.esgep {—E@(X|G) —a™(Q)} cs.,

entonces por la monotonfa de la esperanza Ep(—Eq(X|G) —a*(Q)) < Ep(sup.esgep, {—Eq(X|G) —

a*(Q)}) c.s., en especial para el supremo. Entonces,
Sup [Ep(—Eq(X|G) — a™(Q))] < Ep(sup-esgep, {—Eq(X|G) —a™(Q)}) c.s.
€Pg
Por lo tanto,

Ep(p(X)) = Sup [Ep(—Eq@(X19)) — Ep(a™(Q))]

< Ep(sup-esgep, { —EQ(X|G) — a™(Q)}) c.s.

Observacion 3.4.4. Analogamente al caso estatico, la funcién de penalizacién o del teorema ante-
rior [3.4.3] es la minima funcién de penalizacién para la representacién de la medida de riesgo p, es

decir, a* < « para toda funcién de penalizacién « para p.

Demostracion. Para probar esto, en el teorema definimos o*(Q) = sup.esxero{—Ep(X|G) —
p(X)} c.s. Entonces sea a cualquier funcién de penalizacién para p, entonces para todo todo @ € P
y todo X € L%

p(X) > Eg(~X|0) - a(Q) e,

y entonces, a(Q) > Eg(—X|G)—p(X) c.s. para toda X € L™, en especial para el supremo esencial,
entonces a(Q) > sup.esyer~(Eq(—X|G) — p(X)) = a*(Q) c.s.
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Ahora, veamos que se cumple la siguiente igualdad como el caso no condicional:

" (Q) = amin(Q) = sup.esXeAp{—IEQ(XW)} c.s., Q€ Pg.

Veamos que que:

a’(Q) = sup-esyere (Eq(=X|9) — p(X))
> sup.esxe 4, (EQ(=X|9) — p(X))

> sup.esxe 4, (EQ(—X19)) = amin(Q) c.s.,

la primera desigualdad es por que A, C L, y la tltima es gracias a que p(X) < 0 ya que
X € A,. Pero habfamos probado que o es la minima funcién de penalizacién, entonces o*(Q) =

Por ltimo, damos el siguiente lema que nos sera de utilidad en el préximo capitulo.

Lema 3.4.5. Si o* es la minima funcion de penalizacion de una medida de riesgo p representable

y H C G sub-o-algebra, entonces
Ep(p(X)|[H) = sup.esgep, {—Eq(X[H) — Ep(a”(Q)[H)} c.s., X € L¥

Demostracién. Primero definamos el siguiente conjunto Cx = {—Eq(X|G) — a*(Q)|Q € Pg}. Vea-
mos que Cx es dirigido hacia arriba, sean Q' y Q" € Pg. Definamos la medida de probabidad Q € F

como:

QRB)=Q(ANB)+Q"(A°NB), BeF,

donde al conjunto A lo definimos como:
A={-Eg(X|g) - (Q) > ~E¢/(X|G) —a"(Q")} € G.

como Q' y Q" € Pg entonces @ € Pg. Por la definicién de @ sobre el conjunto A podemos escribir
Eq(X|G) = I41Eq/(X|G) + I4Eg/(X|G) para toda X € L>. Por este resultado y por la definicién
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de a* (ecuacion [3.2),

a’(Q) = sup.esyere{—Eq(X[G) — p(X)}

= sup-esxe oo {La(=Eq (X[9) — p(X)) + Lac(~Eqr(X|G) — p(X))}

= Lasup.esyepoo{ —Eq (X|G) = p(X)} + Lacsup.esxe oo { —Eqn (X]G) — p(X)}

= 140"(Q") + L4:a*(Q") c.s.,

la tercera igualdad la obtenemos haciendo uso del lema y la utlima por definiciéon de a*. Por

consecuencia de esto,

“EqQ(X|0) — a*(Q) = Ia(~Eq(X|G) — a* (@) + La(~Eqn(X1G) — a*(Q"))
> mix(Eq/(X|G) - a*(Q'), ~Eqr(X[G) — a*(Q")) c.s.,

gracias a la definicién de A. Entonces, el conjunto Cx es dirigido hacia arriba y por el lema

concluimos que:

Ep(p(X)[H) = Ep((sup-esgepy { —EQ(X|9) — ™ (Q)})[H)
= sup.esqep, {Ep(—Eq(X|9) — o™ (Q)[H)}
= sup-esqep, {Ep(—Eq(X|9)[H) — Ep(a”(Q)[H)}
= sup-esqep, {Ep(—Eq(X|9)[H) — Ep(a”(Q)[H)}

= sup.esgep, 1 —Eq(X|H) — Ep(a™(Q)[H)} cs.,

donde la tltima igualdad la tenemos ya que Ep(—Eq(X|G)|H) = Eq(X|H) c.s. por el lema
y que @ € Pg. [

47



Capitulo 4

Medidas de riesgo dinamicas

convexas.

En este capitulo llegamos al desarrollo de medidas de riesgo en un ambiente dindmico donde
se realiza una susecién de medidas de riesgo. A diferencia de una medida de riesgo estatica que
medimos el riesgo en un punto del tiempo de la posicién financiera X, en una medida de riesgo
dindmica vamos a medir el riesgo en distintos puntos del tiempo antes del fin de la posiciéon X,
ya que como vimos en el capitulo anterior hay informacién disponible que altera la medicion del
riesgo de X, entonces conforme el tiempo pasa, la informacién cambia, y por lo tanto el riesgo de
la posicién X cambia. Primero introduciremos una clase especial de medidas de riesgo, que son un

ejemplo de medidas de riesgo convexas condicionales que no son coherentes.

4.1. La clase de medidas de riesgo entrdpicas.

Las medidas de riesgo entrépicas dependen de la aversiéon al riesgo del inversionista, y, donde las
preferencias del inversionista las podemos representar mediante una funcién de utilidad esperada
exponencial del la posicién financiera X, denotada por: U(X) = Ep(u, (X)), donde uy(X) =1 —
exp (—yX), conocida como funcién de utilidad exponencial, y v > 0 es el coeficiente de aversién al
riesgo. Este hecho, hace que la medida de riesgo provee distintos valores de riesgo para distintos

individuos.
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4.1.1. Medidas de riesgo entrépicas estaticas.

Consideremos la funcién de penalizaciéon « : Pg — (0, 00] definida de la siguiente forma:

1
a(Q) = ;H(QI]P’),

donde v > 0 es una constante y

H(QIP) = Eq |10z 2 |

es la entropia relativa de @ € Pg con respecto a P (definicién , donde % es conocida como la
densidad de Radon-Nikodym (ver [B.4)) que para este fin suponemos que es finita casi seguramente.
La medida de riesgo en su representacion robusta correspondiente a la funcién de penalizacién «

esta dada por

1
(X) = sup (EQ<X> - ,YH(QIIP’)> |

Esta es la medida de riesgo entrépica, y la constante 7y es el coeficiente de aversién al riesgo para

un agente inversor. Ahora, por el lema [B.7.2] tenemos que
H(Q|P) > Eg(Z) — logEp(e?), para todo Z € L.

Tomando Z = —yX, X € L™ y v > 0. Entonces, H(Q|P) > 7Eq(—X) — logEp(e %), lo que
implica que

Bo(~X) — ZH(QIP) < ~logEa(e ™)

La cota superior es alcanzada por la medida con la densidad fli—% = ﬁf?()’ ya que

H(Q|P) =Eq [log Cég]
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Entonces, Eg(—X) — %H(QHP’) =Eq(—X) — %(’yEQ(—X) —logEp(e X)) = %long(e_WX). Por

lo tanto, la medida entrépica de riesgo toma la forma
1 —X
p(X) = 5 log Ep(e™7).

Notemos que a = o la minima funcién de penalizaciéon que representa a p, tomando Z = —v.X,

X eL®yy>0,ellema implica que:

a(Q) = iH(Q\IP’) = sup (EQ(—X) - ilog EP(NX)> — 0" (Q).

Por ultimo, de acuerdo a lo que mencionamos que las preferencias del inversionista las podemos
representar mediante una utilidad esperada exponencial del la posicién financiera X; U(X) =
Ep(uy (X)), donde uy(X) =1—exp (—yX) y v > 0 es el coeficiente de aversién al riesgo, es natural

pensar que el conjunto de aceptacién para estds posicidnes financieras seria:
Ay ={X € L®[Ep(uy(X)) = Ep(u,(0)) = 0},

es decir, aceptamos la posicion si la utilidad esperada de esta es mayor que la utilidad de la
posicién cero que es cero. Podemos ver que este conjunto es sélido y convexo. Para probar que
es solido, sean X € A, y Y € L™ tal que X < Y. Tenemos que ver que ¥ € A,. Entonces,
claramente w., es mondtona al igual que la esperanza, entonces 0 < Ep(u, (X)) < Ep(uy(Y)) ya que
X € A,, por lo tanto Y € A,. Para ver que es convexo, sean X,Y € A, y 0 < A < 1. Entonces,
AEp(uy (X)) >0y (1 — AN)Ep(uy(Y)) > 0. Esto implica que AEp(u (X)) + (1 — A)Ep(uy(Y)) > 0.
Ahora, para concluir la prueba veamos que la funcién u,(X) = 1 — exp (—yX) es céncava, es
decir, My (X) 4+ (=A)uy(Y) < uy(AX 4+ (1 —N)Y). Entonces, partiendo del hecho de que la funcién
exponencial es convexa tenemos que: e XHtI-NY < Ne=X 4 (1— )\)e_Y, multiplicando por —1
tenemos que —Ae X — (1 — Ne ¥ < —eMHI=NY symamos 1 de cada lado de la desigualdad y
obtenemos [A—Ae X+ [(1—X) = (1=A)e Y] < 1—eMHI=DY finalmente factorizando concluimos
que

Ml—e )+ A -N1-eV) <1 - MY
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Por lo tanto como v > 0 no afecta las desigualdades, y podemos concluir que
Ay (X) 4+ (1 = Nuy(Y) Suy(AX + (1= A)Y).
Entonces
Ep (13 (AX + (1= \)Y)) = ABa(us (X)) + (1 NEp(us (Y)) > 0,

por lo tanto AX + (1 - \)Y € A,
Entonces, con la definicién de este conjuto de aceptacion podemos definir una medida de riesgo

convexa entrépica p4, asociada al coeficiente de aversién al riesgo v como:
pa, =mf{m e Rlm + X € A, }.

4.1.2. Medidas de riesgo entrépicas condicionales.

Fijemos G subo-dlgebra de F en (2, F,P), que entenderemos nuevamente como informacién
adicional disponible. Supongamos, como antes, que las preferencias del agente inversor las pode-
mos caracterizar por medio de una funcién de utilidad exponencial u(X) =1 —exp (—yX), y el
coeficiente de aversién al riesgo para este agente v > 0. La funcién de utilidad esperada (aleatoria)

del inversionista condicionada a la informacién disponible G es:
U, =Ep(1 — )|G) =1 — Ep(el|G) € LY.
Andlogamente, como en el caso no condicional, el conjunto de aceptacién
Ay = {X € L®|Uy(X) 2 U,(0) = 0, } = {X € L=[Ep(e " ¥|G) < 1}

es solido y convexo condicional, ademds, inf.es{X € LZ|X € A,} = 0 por como hemos definido
A,. Entonces por la proposicién la medida de riesgo asociada a este conjunto es convexa

condicional, y podemos representarla como:

pa,(X) =py(X) =infes{Y € LZ|X +Y € A}

= infes{Y € LF[Ep(e ¥t |G) < 1}

o1



= infes{Y € LF|Ep(e "X 7Y |G) < 1}
= inf.es{Y € LF|Ep(e 7¥|G)e 7 < 1}
= inf.es{Y € LF|Ep(e " ¥|G) < '}

1
= —logEp(e "X |G)c.s.,
v

donde la cuarta igualdad se da por el hecho de que Y es G-medible, por lo tanto e™?Y también lo

es. Y la iltima igualdad es gracias a que el infimo esencial se alcanza en esa variable.

Definicion 4.1.3. (Medida de riesgo entrépica condicional). La medida de riesgo
py(X) = ~ logEx(e7|0)

es llamada medida de riesgo entrépica condicional asociada con el coeficiente de aversion al riesgo
v > 0.
El término entrdpica se deriva, como en el caso condicional, de la forma de la funcién de pena-

lizacién en la representacion robusta. Esto es, podemos extender el concepto de entropia relativa

(definicién [B.7.1)) al &mbito condicional:

Definicion 4.1.4. (Entropia relativa condicional). Para toda @ € Pg la entropia relativa condicio-

nal de Q con respecto a P es

d
Ho(QIP) = Eq (105 216

Ahora, se obtiene un resultado analogo al que se tenia para la familia de medidas de riesgo
entrépicas en el caso no condicional. Es importante notar que estos resultados son equivalentes a
los que se tienen en el caso no condicional, pero tomando en cuenta esperanzas condicionales.

Con esta nocién de entropia relativa condicional, podemos representar la minima funcién de

penalizacion de una medida de riesgo entrépica condicional. Para este fin damos el siguiente lema.

Lema 4.1.5. Para todo () € Pg pasa que:

sup.es 7~ {Eq(Z]9) — log Bp(e]0)} = Hg(QIP) c.s.
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Demostracion. Primero probaremos que
sup.es e 1 {Eq(Z]9) — log Bp(e£]0)} < Hg(QIP) c.s.

Para este fin tenemos que suponer que Hg(Q|P) < co. Para todo Z € L* definimos la siguiente

variable aleatoria:
7z dp? B e? s
¢ P Ep(eZg) O

que es estrictamente positiva c.s., integrable y ]E]p(cpZ ) = 1, entonces, es la densidad con respecto a
la medida P de una medida de probabilidad P#?, que es equivalente a P, esto implica que Q < P#
y entonces, partiendo del hecho de que Wzlg) dgp , tomando el logaritmo en ambos lados de la
igualdad, y por hipétesis de que ) < P obtenemos que

dP? @9 dQ dQ

Z —logEp(e?|G) = log — 1P log —1 og — — log —— c.s.

dpP dP?

Tomando la esperanza condicional con respecto a G bajo la medida @)
z Z dQ dQ
Eq(Z]G) — Eq(log Ep(e”19)|G) = Eq(Z]G) — logEp(e”|G) = Eq(log —7|G) — Eq(log -571G) ¢

Ahora, definimos a la siguiente funcién g(z) = xlogx para x > 0y g(0) = 0 que es convexa (seccién
B.1)). Como ya vimos, PZ € Pg, entonces, aplicando la desigualdad de Jensen (Teorema|B.2.3)) para

la funcién g, y como Epz(jﬂ,%\g) =1 es la densidad de Q con respecto a P, entonces, obtenemos

0=g(1) = gaa]pz(%rg))

< Epe (g dPan)

dQ

- EPZ(dPZ dIPZ |g)

= Eqllog 5210) ¢

Entonces, probamos que Eg(log (gTQZW) > 0 c.s., y regresando a la igualdad que habiamos
obtenido

d d
Eq(Z]0) ~log Bx(e”]G) = Eq(log “2|6) ~ Eq(log w2 |0) c:
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notando que Eg(log j—%yg) = Hg(Q|P), entonces,
z dq
Eq(219) — logEp(e”|G) = Hg(QIP) — Eq(log —7|G) < Hg(QIP) c.s.

para todo Z € L°°, en especial para el supremo esencial.

Ahora, probaremos que
Hg(QIP) < sup.es sep {Eq(Z]9) — log Ex(¢Z]0)} c.s.

Sea ¢ = %, que como habiamos mencionado antes es finita, y definamos la sucesién de variables

aleatorias acotadas para n € N
Z,, = min(max(—n,log ), n).

Zy, converge a log casi seguramente ya que la derivada de Radon-Nikodym es positiva e

integrable, lo que implica que es finita casi seguramente. Entonces podemos asegurar que e"

converge a €'°% casi seguramente. Considerando la esperanza condicional Ep(e?"|G), y ya que e?»
estd acotada por e!°8¥ = ¢ para toda n, y ademds ¢ es una variable finita casi seguramente e

integrable por como la definimos, entonces, por el teorema de convergencia dominada (observacién

B.3.3) vemos que
z o dq
Ep(e“"|G) converge a Ep(e°¥|G) = EP(WW) =1cs.

Ahora, consideremos los siguientes casos; separando en los conjuntos {¢ > 1} v {¢ < 1}, por el
lema de Fatou (Observacién que podemos aplicar sin problemas para el caso {¢ > 1} ya que
wZy > 0, y para el caso {¢ < 1} lo podemos aplicar como sigue: Por como definimos las variable
Zy, vemos que en este caso, plogy < ¢pZ, < 0 para toda n € N, ademds, ¢Z, tiende a ¢logy
cuando n tiende a co como ya lo habfamos dicho. Entonces, ¢Z,, — plogp > 0 c.s. y aplicamos el

lema de Fatou para esta variable de la siguiente forma:

Eq(log¢|G) = Eq(lim inf Z,[G)

= Ep(liminf ¢ Z,|G)
n— oo
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= Ep(liminf(pZ, — plog o + ¢ log¢)|G)

= Ep(liminf(pZ, — plog p) + ¢log ¢|G)

= Ep(lim inf(¢Z, — ¢log ¢)|G) + Ep(plog¢|G)

< lim inf(Ep(pZy — ¢log ¢|G)) + Ep(plog ¢|G)

= lim inf (Ep(pZn|G)) — Ep(plog ¢|G) + Ep(¢log ¢|G)
= lim inf (Ep(Z,|G))

= liminf(Eq(Z,|G)) c.s.

n—oo

Notemos que no hay problema al tomar Ep(plog|G), ya que ¢ es finita casi seguramente

y ademads, la funciéon zlogz > —%, yva que es el minimo de esta funcién, entonces tenemos que

1
plogyp > —=<.

Por lo anterior obtenemos lo siguiente:

Hg(QIP) = Ep(plogp|G)
= Ep(lim inf ¢ Z,[G)
< lim inf Bp (0 Z,|G)

=liminf Eg(Z,|G) c.s.

n—oo
Entonces, partiendo del hecho anterior se sigue que
Hg(QIP) < liminf{Eq(Z,|G)}
n—o0
= lim inf{Eq(Z,|G)} — loglim: inf{Ep(e?"|G)}

= liminf{Eq(Z.|9) — log Ep(c”"|G)}

< sup.esye oo {Eg(Z|G) — log Ep(e?|G)} c.s.,

las igualdades se siguen apartir de que Ep(e?"|G) converge a Ep(e'°8¥|G) = 1 c.s. que habiamos

probamos anteriormente, y la iltima desigualdad se da ya que estamos tomando el supremo esencial.
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Con esto la prueba estd terminada. |

Ahora, estamos listos para la siguente proposicién sobre la funcién de penalizacién de la medida
entrépica de riesgo.

Proposicion 4.1.6. Para todo v > 0, p,(X) = %log Ep(e~7X|G) es representable con la minima

funcién de penalizacion

a*(Q) = ng@m), Qe P

Demostracién. Primero, probaremos que p, es continua por arriba. Sean X,, € L°° tiende por
arriba a X € L casi seguramente cuando n tiende a infinito, probaremos que p~(X,) tiende por
abajo a p,(X) casi seguramente. Por hipétesis X < X,, c.s. para toda n € N, sea v > 0, entonces,
—v X, < —vX c.s. y, ademds, —yX,, tiende a —yX casi seguramente cuando n tiende a infinito, y
como la funcién exponecial es continua y monétona, e 7X» < e77X ademas, e 7X" tiende a e X
casi seguramente cuando n tiende a infinito. Ahora, como las variables aleatorias son acotadas
por la funcién e que es acotada e integrable, por el teorema de convergencia dominada para

esperanza condicional (observacién [B.3.3])
Ep(e~7%"|G) tiende por abajo a Ep(e ¥|G).
Y, como el logaritmo es una funcién continua y monétona y % > 0, entonces
1 —~ X . . 1 —X
py(Xyn) = —logEp(e”7""|G) tiende por abajo a p,(X) = —logEp(e” " |G) c.s.
gl gl

Ahora, por el teorema p~ es representable en términos de . La forma de la minima funcién

de penalizacién se sigue de la siguiente manera:
a*(Q) = sup.esycro{—Eq(X|G) — py(X)} Q€ Pg
1 _
= sup.esxcr{—Eq(X|G) — S log Ep(e 7%(G)}

1 1
= ;Sup.eSZGLoo {Eq(Z|G) — 5 log Ep(e”]G)}

1
=—-H,(Q|P) c.s.
Y
la peniltima igualdad se da tomando Z = —%X c.s., y la ultima gracias al lema |
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Con esto concluimos la representaciéon de una medida de riesgo entrépica condicional.

4.2. Medidas de riesgo dinamicas convexas.

En esta seccion estudiamos el desarrollo de medidas de riesgo en un ambiente dindmico donde
se realiza una sucesién de medidas de riesgo. Ahora no mediremos el riesgo en un solo punto del
tiempo como lo haciamos en medidas de riesgo estaticas; en cambio, nos fijaremos en distintos
puntos del tiempo antes de la fecha del fin de la posicion financiera X, ya que el riesgo puede ir
cambiando a través del tiempo gracias a la informacién adicional disponible. Para este propésito,
consideremos un conjunto finito de fechas 0 =ty < t; < to < ... < ty = T donde en cada una
de estas fechas se mide el riesgo de la posicién financiera T. Introducimos una filtracién (F,)2_,
(ver donde la o-algebra F,, es la informacién disponible al tiempo t,, n =0,..., N. Adema4s,
suponemos que JFy es la o-algebra trivial y Fy = F. Sean LY = LY(F,) y L = L*(F,) para toda
0 < n < N, los espacios como los definimos en el capitulo anterior.

Definicion 4.2.1. (Medida de riesgo dindmica, medida de riesgo dindmica convexa).

Una familia (p,,))_, donde cada p,, : L — LY es una medida de riesgo condicional, se llama

medida de riesgo dindmica. Cuando todas las medidas de riesgo son condicionales convexas, la

familia se llama medida de riesgo dindmica convexa.

La medida de riesgo dindamica se puede ver como un mapeo de una variable X € L* en el
proceso adaptado (ver definicién (pn)nNzo v la podemos entender como el resultado de una
evaluacion del riesgo final de la posicién X a través del tiempo. Ahora damos algunas caracteristicas
que una medida de riesgo dinamica puede tener.

o Siparatodo X,Y € L*® y 0 <n < N — 1 se cumple que:
si ppt1(X) = pp+1(Y) c.s. entonces pp(X) = pp(Y) c.s.,

entonces decimos que hay consistencia en el tiempo.

o Siparatodo X € L*® y 0 <n < N — 1 se tiene que:

pu(X) = pu(—pusa(X)) ..,
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entonces decimos que hay recursividad.

o Siparatodo X e L y0<n<N-1

EP(pn-&-l(X”fn) < pn(X)C.S.,

entonces decimos que se tiene la propiedad de supermartingala.

Entendemos las propiedades anteriores como sigue:

El significado financiero de la propiedad de consistencia en el tiempo es, si dos posiciones
financieras tendran manana el mismo riesgo, entonces, deberian de tener el mismo riesgo el dia de
hoy.

En el caso de la recursividad, podemos entenderla desde el punto de vista de que cada elemento
pn €s un capital condicional requerido que se tiene que agregar a la posicion para hacerla aceptable.
Si pp+1(X) es el capital condicional requerido que se tiene que guardar en la fecha ¢, con relacién
a la posicion X, entonces, lo que esta propiedad nos dice, es que la posicién es equivalente al
describirla, en la fecha t,, por el pago —p,11 que se da en el tiempo t,41; entonces, el capital
condicional requerido que debemos guardar para este dltimo pago en la fecha t,, es igual al que
tenemos que guardar para el pago final de la posicién X en esta misma fecha t,, también podemos
verlo utilizando la propiedad de invarianza con respecto a traslaciones, viendo que, el riesgo de
la posicién financiera a la fecha t,, es igual, al riesgo de este mismo a la fecha t,11. Por ultimo,
la propiedad de supermartingala, la podemos interpretar de la siguiente manera: sabemos que,
mientras el tiempo avanza, la informacién disponible sobre el pago final es mayor, lo que implica que,
el riesgo deberia de ir disminuyendo en un sentido condicional. Entonces si tenemos la informacién
en la fecha t, que esta dada por F,, el riesgo esperado en la fecha ¢,1 es menor, que el riesgo el
la fecha t,, sin informacién disponible.

Notemos que si se trata de una medida de riesgo dindmica convexa, los componentes son p,, :
L> — L£°, por la observacion En la siguiente proposicién damos una relacién entre dos de

las propiedades anteriores para las medidas de riesgo dinamicas convexas.

Proposicion 4.2.2. Para una medida de riesgo dindmica convexa, las propiedades:

1. Consistencia en el tiempo. Para todo X,Y € L y 0 < n < N — 1 se cumple que las
propiedades
Si pp+1(X) = pp+1(Y) c.s. entonces pp(X) = pp(Y) c.s.
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2. Recursividad. Para todo X € L*° y 0 <n < N — 1 se cumple que:
pr(X) = pn(=pnt1(X)) c.s.,

son equivalentes.

Demostracion. Supongamos que (,on)i;[:0 cumple consistencia en el tiempo y fijemos n < N por
invarianza con respecto a traslaciones tenemos que pnii1(—pn+1(X)) = pn+1(X) c.s., entonces
por hipétesis se tiene que pp(—pnt1(X)) = pu(X) c.s., por lo que cumple con la recursividad.
Inversamente, tenemos que ppi1(—pn+1(X)) = pnt1(X) c.s., pero tambiénpor ser recursiva se

cumple p,(—pp+1(X)) = pn(X) c.s. Por lo tanto, la consistencia en el tiempo se cumple. |

4.3. Representacion robusta de medidas de riesgo dinamicas con-

vexas

Ahora suponemos que la medida de riesgo dindmica convexa (Pn)ﬁf:o es representable, es decir,
cada elemento que la compone es representable, en este caso como lo vimos en el capitulo [3| para

toda n se cumple

pn(X) = sup.esgep, {—EQ(X|Fn) — 3 (Q)}, X € L™

donde P, ={Q e P|IQ =Pen F,} y

a,(Q) = SUP-eSXeLOO{_EQ(X’}-n) —pn(X), Q€ Pn}.

Claramente, P,11 C P, para toda n, ya que (F,) es una filtracién, y Py = {P}. El siguiente
objetivo es relacionar algunas propiedades dindamicas de la coleccién (pn)ﬁfzo con algunas propie-
dades de la familia de funciones de penalizacién minimas (042)2[:0- La siguiente proposicién es una

condicién suficiente para propiedad de supermartingala.

Proposicién 4.3.1. Si Ep(a(Q)|Fn_1) > o _1(Q) c.s. para cada Q € Py, entonces (p,(X))N

n—1 n=0

es supermartingala con respecto a la medida P para toda X € L, es decir, para todo X € L™ y
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0 <n < N —1 se cumple que:
Ep(pn+1(X)|Fn) < pu(X) c.s.
Demostracion. Por el lema tenemos que
Ep(pn(X)|Fno1) = sup.esern{—EQ(XU:n_l) — Ep(a®(Q)|Fn-1)}, cs. X € L™,
y como observamos antes P,, C P,,_1, entonces,

Er(pa(X)|Fa1) = sup.csgep, {~Eq(X|Fao1) — Ep(@h(Q)| Fac1))
< sup.esgep, {~EQ(X|Fu1) — Ex(af 1 (Q)|Fu-1)}

= sup.esgep, {—EQ(X[Fn-1) — ap 1(Q)} = pn-1(X) cs.,

donde la dltima igualdad se da gracias a que o ;(Q) es F,_1-medible. Por lo tanto (p,(X))Y_,

es supermartingala. |

4.4. Ejemplo de medida de riesgo dinamica convexa.

Ejemplo 4.4.1. Un ejemplo de una medida de riesgo dindmica convexa es la medida de riesgo

dindmica entrépica, cuyos componentes son

1
pn(X) = ;long(e_WX\]:n) cs., XeL®

con un coeficiente de aversién al riesgo v > 0 fijo.
Esta medida de riesgo dindmica se derivé en la seccién y como vamos a ver en la siguiente
proposicién cumple con las propiedades de consistencia en el tiempo, recursividad y supermartingala

(recordemos que consistencia en el tiempo y recursividad son equivalentes para este caso).

Proposicion 4.4.2. Toda medida de riesgo dindmica entrdpica es consistente en el tiempo y satis-

face la propiedad de supermartingala.
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Demostracion. Primero, probaremos consistencia en el tiempo. Paratodan € Ny X € L tenemos:

1
pn(X) = ;10ng(e—7X|fn)

1

= —log EP(677X|./T"”)
Y
1

=2 log Ep(Ep(e ™| Fri1)|Fn)
1

=~ logBp(exp{log Ep(e 7| Fos1) }Fn)
1 1 _

=~ logEp(exp{—y(~ log Bz(e™"* [ Fur1))} 1 F2)

= pn(pn-‘rl(X)) c.5.,

donde la tercera igualdad se da gracias a la proposicién de la esperanza condicional conocida como

propiedad de la torre (se puede ver en .

Ahora, probaremos que es una supermatingala. Aplicamos un corolario de la desigualdad de
Jensen donde se invierte la desigualdad con una funcién céncava (se puede ver en a la
variable aleatoria Ep(e 7| F,41) donde (F,))_; es una filtracién y la funcién concava % log(x) con
~v > 0 constante, obtenenmos:

EP(}Y10g(EP(€_”X\fn+1))!fn) < = log(Ep(Ep(e " |Fpt1)|Fn))

log(Ep(e 7| Fp)) c.s.,

D=2

donde la tltima igualdad se da por la propiedad de torre (ver |B.2.2)). Por lo tanto,

Ep(pn+1(X)|[Fn) < pn(X) c.s.
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Capitulo 5

Aplicacion de medidas de riesgo

dinamicas convexas.

En este dltimo capitulo se muestra una aplicacién de las medidas de riesgo dindmicas convexas.
El objetivo es relacionar las medidas de riesgo dindmicas con soluciones de ecuaciones diferenciales
estocdsticas hacia atras (tipo “backward”, BSDEs por sus siglas en inglés). Esta relacion se utiliza
al medir el riesgo de un inversionista que elabora un portafolio mediante bonos y acciones. En
este capitulo mencionaremos los principales resultados sobre BSDEs que son necesarios pero sin
demostraciones. Los detalles se pueden encontrar en la literatura, por ejemplo en [20] podemos
en contrar resultados para ecuaciones diferenciales estocéasticas en el capitulo 9, pagina 139. Es-
pecificamente resultados sobre ecuaciones diferenciales de tipo backward los tomamos de [13] en
las paginas 39 a 43. Asi también definiciones que se utilizan en esta seccién algunos conceptos de

procesos estocésticos (ver [A.23]), y resultados de procesos de It6 que se pueden encontrar en [17].

5.1. Definiciones y algunos resultados sobre BSDEs.

Definiremos las BSDEs y mencionaremos ciertos resultados sobre existencia y unicidad de so-

luciones.
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5.1.1. Estructura general y definicién.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad en el que estd definido un movimiento Browniano
W = (Wt <Tq) (pag. 19 [17]), donde T > 0 es el horizonte de tiempo de estudio. Consideremos a
la filtracién Browniana natural dada por las o-algebras ]_-to =o(Ws;0<s<t;t>0)y (Fp;t < Tp),
donde la familia F; es la completacién. En este capitulo denotamos tinicamente por E la esperanza
con respecto a P, esto es, E = Ep.

A continuacién definimos ciertos espacios que son importantes en la estructura de las BSDEs.
Sea Ty > 0. Tomaremos un tiempo T < Ty, ya que a veces el horizonte de tiempo T es modificado,
y definimos:

o L?(Q, Fr,P) = {n:n es F-medible y E(|n|?) < oo}.

Pn(0,T) = {(¢1;0 <t <T): tal que ¢ es By ® Fi-medible con valores en R"}.
S3(0,T) = {(61;0 <t < T): tal que ¢ € Pp(0,T) y E(supy<r [¢¢]*) < o0}
H2(0,T) = {(¢;0 <t <T): tal que ¢ € P,(0,T) y E(fOT |p¢|2ds) < oo}
HL(O,T) = {(¢1;0 < t < T): tal que ¢ € P (0,T) y B[(f |¢s[2ds)2] < oo}.

Ahora, daremos la definicién de una ecuacién diferencial estocastica hacia atrds (o de tipo

o

[¢]

(@]

o

“backward”).

Definicion 5.1.2. Sea & € L?(Q, Fr,P) un proceso que llamamos condicion terminal y g =
g(t,y, z) una funcién medible con respecto a P; ® Br ® Bgra que llamamos generador. Una solucién
para la BSDE asociada a (g,&r) es una pareja (Y, Z;)i<r de procesos 8[0,1] ® JFi-medibles con

valores en R x R'*? tal que:
(th) € 812(07T)¢ (Zt) S H%Xd(ovT)) y
T T
Y; —€T+/ g(s,Ys,Zs)ds—/ ZsdWs, 0<t<T. (5.1)
¢ t

La expresion anterior para Y; tiene como forma diferenciable
—adYy = g(t,Yy, Zy)dt — Z dWy, Yr = Ep. (5.2)

5.1.3. Resultados importantes sobre BSDEs.

Empezaremos mencionando un resultado sobre existencia y unicidad de soluciones para BSDEs,

y otro donde no necesariamente hay unicidad. En este segundo caso aseguramos una solucién
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maxima y una minima, es decir, que si tenemos una solucién méaxima, cualquier otra solucién es

menor casi seguramente, y equivalentemente con la solucién minima.

Teorema 5.1.4. (Existencia y unicidad de soluciones de BSDEs (Uniformemente Lipschitz)). Su-
pongamos que (g(¢,0,0);0 < t < T) pertenece a H2(0,T) y que g es uniformemente Lipschitz

continua con respecto a (y,z), es decir, existe una constante C' > 0 tal que para todo (y,v', z,2’),
9w, t,y,2) — glw,t,y/, ) < Cly — /| + |z~ 2'l) dP x dt — css.,

entonces, para cualquier condicién terminal &7 € L2((Q, Fr, P)) la BSDE

tiene una tnica solucién, es decir, existe una tnica pareja de procesos Fi-adaptados (ver |A.24])

(Ye, Zt)i<r, (Y1) € S£(0,T), (Z,) € H2,4(0,T) que satisfacen la BSDE.

Teorema 5.1.5. (Existencia de soluciones de BSDEs (Caso continuo con crecimiento lineal)). Su-

pongamos que existe una constante k > 0 tal que para todo (y, z)
lg(w,t,y,2)| < k(1+ |yl +|2]) dP xdt—c.s.,

y ademdas g(w,t,-,-) es, continua en (y,z); entonces, para cualquier condicién terminal {p €

L2((Q, Fr,P)), la BSDE (5.1)) tiene una solucién maxima y una minima.

El siguiente resultado es, como veremos en el desarrollo de este capitulo una gran herramienta

para obtener ciertos resultados. Este teorema es llamado el teorema de comparacion.

Teorema 5.1.6. (Teorema de comparacién). Sea (¢4, g') y (€2, g%) dos pares de condiciones termi-
nales y generadores que satisfacen las condiciones de alguno de los teoremas de existencia (teorema
o teorema .Ambas parejas deben satisfacer las mismas condiciones. Sean (Y1, Z!) y
(Y2, Z?%) las soluciones maximas respectivas asociadas a la BSDE . Entonces,

1. Sisuponemos que & < €2, c.s. y que para toda (y, 2), g' (w, t,y, 2) < g'(w,t,y, z) dPx dt-c.s.,
entonces,

Y} <Y? c.s. para todo t € [0, T].
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2. Ademas, bajo las condiciones de exisencia y unicidad del teorema siY!=Y?en B € F,

entonces:

5;1,1 = 5% c.s. en B, paratoda t<s, YS1 = Y52 y

g (5, Y1, ZH = g' (5, Y2 Z2) dP x ds —c.s. en B x[t,T].

Ahora, estamos interesados en el operador dindmico generado por la solucién méxima de una

BSDE, tal como lo definimos a continuacion:

Definicion 5.1.7. (Operador g-dindmico). Sea g el generador de una BSDE. El operador g-dindmi-
co, denotado por V9, es tal que VY (&7) es la solucién mdxima de la ecuacién diferencial estocéstica

tipo “backward” asociada a g y con condicién terminal &7 (BSDE(g, &7)).

Por ultimo enunciarmeos el siguiente lema, el cual nos garantiza unicidad en los generadores de

las BSDEs.

Lema 5.1.8. (Unicidad de los generadores). Sean ¢! y g2 dos generadores, tales que la unicidad de
la solucién para la BSDE(g!) se cumple. Sea yg" el operador g’-dindmico (i = 1,2). Supongamos

que para toda (T, &r) yfl(gT) = ny (&7). Entonces,

1. Si los generadores g! y g? dependen solamente de t y z, entonces g'(¢,2) = g%(t, z) dP x dt

para toda z.

2. En el caso general, es decir, cuando no pedimos tunicamente la dependencia de ¢t y z, la
misma igualdad se da, dado que los generadores son continuos con respecto a t, entonces,

gt (t,y, 2) = g*(t,y, z) dP x dt para toda 2.

Teniendo estos resultados podemos relacionar las medidas de riesgo dindmicas con soluciones a

BSDESs, como se desarrolla en la siguiente seccién.

5.2. Medidas de riesgo dinamicas convexas y BSDEs

En esta seccién se dard una relacién entre las medidas de riesgo dindmicas convexas y las BSDEs.
Especificamente trabajaremos con el operador dinamico )9 que definimos anteriormente en [5.1.
Notemos que en el caso de la unicidad dada por el teorema V9 es el de la solucién tnica.

Trasladando esta teoria al contexto de las medidas de riesgo que hemos estudiado, podemos ver a
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la condicién terminal de una BSDE al tiempo T (£7) como el pago al tiempo T de cierta posicién
financiera. En el siguiente ejemplo se da la primera idea de la relacién que queremos establecer
entre las medidas de riesgo dindmicas convexas y BSDEs.

Para empezar esta relacién recordemos la medida de riesgo dindmica entrépica que fue introduci-
da en el ejemplo llamémosle p;"" (&1) = pe(ér) = %log Ep(e7¢7|F}), &7 € L™ con coeficiente
de aversién al riesgo v > 0 fijo. Vamos a ver que es posible relacionar esta medida p;” con la

solucién de una BSDE, como sigue:

Proposicién 5.2.1. La medida entrépica de riesgo (p;” (é7);t € [0,T]) es solucién de la siguiente

BSDE con generador cuadratico g(t,z) = 7||z||* y condicién terminal acotada & € L

e, Y e,
—dpy 7(fT) = §”ZtH2dt — ZpdWry, pTV(gT) = —¢r.

Demostracion. Sea My = My ({r) = E (exp(—%{;p)]]-}). M; es positiva c.s. ya que es la esperanza
de una funcién exponencial. Es acotada, ya que {7 es acotada c.s. y la exponencial resulta entonces
ser acotada al igual que la esperanza condicional. My es continuna por ser composicién de funciones
continuas, y por ultimo, M; es una martingala (definicién con respecto a F:, ya que para

s>0

E(Myo|Fi) = E <E (exp(—,ly&)\ft + s) m)

E <IE (exp(—ifT)|.7:t> | F: + s>

E (exp(~2r)17

M; c.s.,

donde la segunda y tercera igualdad se dan gracias la propiedad de la torre de la esperanza condi-
cional (lema [B.2.2] del apéndice). Como E(M; — E(My)) = E(M;) —E(Mj), y como E(M;) = E(Mo)
por ser M; martingala, tenemos que E(M;) — E(Mjp) = 0. Si aplicamos el teorema de la represen-
tacién martingala al proceso M; — E(Mjy) (ver este resutado en el teorema del apéndice),
nos dice que d(M; — E(My)) = dM; = ¢(t)dW; donde ¢(t) € H2(0,T). Ahora, la martingala M,
como habiamos mencionado es positiva y acotada casi seguramente, ademés el proceso & € L™,

por lo que es acotado casi seguramente. Entonces al tomar %(tt) estd acotado, ya que v > 0 es
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una constante y ademas £ estd acotado casi seguramente, utilizando esta cota, digamos x € R,
M; > E (exp(—%/ﬁ)\}}) > 0. Entonces Z; = %(f) < oo € H2(0,7T). Entonces podemos reescribir
V9(t) 1

1
AMy = G(t)dW;, = = M, | ——2dW, | = = My(ZdW,
t (b( ) t ~ t ( Mt t) v t( t t)7

donde (Z;;t > 0) es un proceso cuadrado integrable.
Aplicando la férmula de Ité (ver [17] pdg. 147) a la funcién %log My, (no se presenta ningin

problema ya que la funcién %logm es doblemente diferenciable), entonces tenemos:

1 1 1 1
d—log My = [ —=~2*M?*(Z,)>— | dt M, Z) [ ——dW,
B ( 37 Mi(Z0) th2> T (MiZy) ('YMt !

- —%Zfdt + Z,dW,.

Por lo tanto

e 1
—dp;" (&r) = —d_log M; = %HZtHth — Z:dW,
n

Ahora hemos relacionado la teoria de BSDEs para tener una interpretaciéon de riesgo a un
problema en el cual la dindmica que sigue cierto objeto de estudio se pueda representar mediante
una BSDE, esto es interpretando la soluciéon de la BSDE como una medida de riesgo dinamica
convexa, en este caso la entrépica. La relacién anterior que nos da la proposicién [5.2.1] entre la
medida de riesgo dindmica entrépica y la solucion de una BSDE se puede extender en general a
medidas de riesgo dinamicas convexas como se muestra en el siguinte teorema y en la seccién
siguiente veremos en un ejemplo el uso de este resultado.

Para el siguiente teorema, necesitamos la definicién de un tiempo de paro que la encontramos en
el apéndice, en la seccién En la prueba de este resultado se realiza para todo tiempo 0 <t < T,

a excepcién de la prueba de la primera afirmacion en la que si pedimos tiempos de paro.

Teorema 5.2.2. Sea Y9 el operador g-dindmico definido en Entonces,

1. V9 es consistente en el tiempo, es decir, Para S < T < U, tres tiempos de paro acotados,

para toda &y, Y&(&v) = Y4V (&v)) P —c.s.

2. Si g es convexa, entonces )9 es convexa, es decir, para todo tiempo de paro S < T, para todo
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(&,63) v para X € [0,1], VEOGE + (1 — N)EF) < AVE(ER) + (1 = NVEUER) cs.
3. Si g' < g%, entonces ygl < y92

4. Ademds, bajo las condiciones del lema V9 es invariante con respecto a traslaciones, es
decir, para todo tiempo de paro S < T y para todo ng € Fg (ver definicién [B.8.4)) y para
toda &r, VE(&r +ns) = V&(&r) +ns c.s. sty solo si g no depende de y.

Entonces, si g cumple las condiciones de 2.y 4., Y9(—£&7) es una medida de riesgo dindmica convexa.
Demostracion. Probaremos uno a uno los puntos de este teorema.

1. Consideremos tres tiempos de paro S < T < U. Si escribimos la solucién de las BSDEs
como una funcién de la condicién final (fecha final), queremos probar que Ys(7T', Y7 (U, &y)) =

Ys(U,&v) c.s. Desarrollando tenemos que

T

T
Ys(T, Yr(U, &) = Yr(U. &) + / olt, Z2)dt — /S ZdW;

S

U U T T
=¢&u +/ q(t, Zt)dt—/ ZydWy +/ g(t, Zy)dt —/ ZidWy
s

T T S

U U
=¢&u +/ q(t, Zt)dt—/ ZydWy
s s

=Ys5(U,&v),

El proceso definido por Yi(T,Yr(U,&y)) en [0,T] y por Yy(U,&y) en [T,U] es la solucién

méxima de la BSDE(g,&y,U). La unicidad de la solucién méxima implica que Vi (&) =

VUVE(Eu)) c.s.

2. Consideremos dos BSDEs con generador g funciéon convexa y condiciones terminales ﬁilp y {%:
sea t < T,y sean (Y}, Z}) y (Y2, Z}) soluciones (maximas) de (g,&+) v (g,&%) respectiva-
mente, digamos Y7 (L) y VY(€2) . Y tomemos Y; = AY;' + (1 — \)Y;2, con A € [0, 1]. Entonces

tenemos que

—Yi = (Ag(t, Yy, Z)) + (1= N)g(t, Y, Z2))dt = (NZ{ + (1= N Z])dWe; Yo = M+ (1= A)ér.
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Dado que por hipdtesis g es convexa, podemos reescribir la BSDE anterior como:
*)?t = (g(ta Y/tv Z~t) + a(ta Y;tlv Yfa Ztl? th))dt - thWt

donde « es un proceso no negativo casi seguramente. Entonces, usando el teorema de compa-
racién la solucién de esta BSDE Y; es mayor o igual casi seguramente que las solucién
de la BSDE (g, Aéh + (1 — M\)€2) Y4, es decir

AYy (&) + (1= NV (&) = VI (Ner + (1= N)ET).

. Es una consecuencia directa del teorema de comparacion |5.1.6

. Sea g (t,y,z) = g(t,y+m, z). Notemos que Y (¢7) = Y (&7 +m) —m es la solucién maxima
a la BSDE(gm,&r). La propiedad de traslacién con respecto a traslaciones es equivalente a

que Y™ =Y c.s. por el lema [5.1.8| esta igualdad es equivalente a

g(t,y,2) = gm(t,y,2) = g(t,y +m,2) c.s.

Esta ultima igualdad implica que g no depende de y.
[

Con este resultado hemos relacionado las medidas de riesgo dindamicas convexas con soluciones

de BSDESs, en la ultima seccion se da un ejemplo del uso de esta relacion.

Aplicacion al riesgo de instrumentos financieros.

En esta seccién nos basamos principalmente en articulo [1], en este articulo se da el desarrollo

para obtener la dindmica del valor de un portafolio constituido por bonos y acciones mediante

una BSDE, posteriormente hago una interpretacién desde el punto de vista del riesgo asociando la

solucién a una medida de riesgo dinamica convexa probando que se cumplen las condiciones del

teorema de existencia y unicidad y del teorema que nos relaciona la solucién de la BSDE

con la medida de riesgo dindmica convexa para medir el riego de este activo.
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Nos situamos en un mercado financiero y nuestro objetivo es medir el riesgo de un intrumento
financiero. Sea (2, Fr,FP) un espacio de probabilidad filtrado, donde la filtracién {F;} es la
informacién disponible al tiempo t.

Consideremos d + 1 activos financieros, un bono y d acciones (activos con riesgo), digamos
que Py(t) es el precio del bono al tiempo ¢, y P;(t) es el precio de la i-ésima accién al tiempo t.
Supongamos que Py(t) es solucién a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria (ODE por sus siglas
en inglés).

dpo(t) = ’f‘(t)Po(t)dt. Po(O) = 1,

donde 7(t) es la tasa de interés del bono, es decir, la dindmica del precio del bono estd dada por el
cambio en el tiempo de la tasa de interés por el precio del bono, con la condicién inicial de que el
precio a tiempo cero sea igual a 1.

Ahora, paracadai=1,...,d, {Pi(t)}?:l es la solucién de la ecuacién diferencial estocdstica:

d
dP;(t) = P,()[bi(t)dt + > 0i;(t)dB]], Pi(0)=pi, i=1,....d.
j=1
En este caso b;(t) es la tasa del retorno esperado, y {0 }f j—1 es la sucesién de volatilidades para las
acciones. Supongamos que los pocesos 7;, b;, 05 y aj_z-l son Fi-adaptados, y uniformemente acotados
en [0, 00).

Nuestro objetivo es evaluar el riesgo a través del tiempo que un inversionista asume al comprar
un portafolio compuesto por bonos y acciones, mediante una medida de riesgo dindmica convexa.
Podemos decir que &7 € L2(Q, Fr,P) es el pago recibido por este portafolio a una fecha final 7.

Consideremos que un inversionista tiene a tiempo t < T ng(t) bonos, y n;(t) es la cantidad de
acciones del tipo i, i = 1,...,d. Entonces, invierte ng(t)Py(t) en el bono, y m;(t) = n;(t)P;(t) en la
i-ésima accién. Sea m(t) = (mwi(t),...,mq(t)), 0 <t < T un proceso Fi-adaptado. Definamos por Y;

la cantidad de dinero invertida por el inversionista en el mercado a tiempo ¢.

d
Y, = no(t)Po(t) + Z mi(t).

Suponemos que el inversionista en el periodo de tiempo [0,7] no hace retiros ni depdsitos
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monetarios. Bajo esta suposicion, el valor Y; evoluciona de acuerdo a la siguiente dinamica:
dY: = no(t)dPy(t) + E n;(t)dP;(t

Podemos ver que se da la siguiente igualdad, sustituyendo dPy y dF;:

dYy = no(t)(r(t)Po(t)dt) + Zd;m(t) [F3(2) (bi(t)dt + zd;aij(t)dBZ )]
= no(t) (r(t) Po(t)dt) + ini(t)[Pi(t)bi(t)dt + zd:lpz-(t)aij (t)dB]
P p
= no(t)(r(t) Py (t)dt) + Zd;ni(t) (£)bi (t)dt + z; z; n;(t) Pi(t)oi;(t)dB]
= [no +an Py dt—i—ZZn, t)oij(t)dBY
i=1 j=1
= [no +Z7rz dt+zm it

,j=1

ya que habiamos definido m;(t) = n;(t) P;(t). Ahora, si sumamos y restamos Zle i (t)r(t), obtene-

mos la siguiente igualdad:

d d

d
4Y; = [r(thno()Ro(t) + Y r()m(t) + > (0i(0) = rO)m(Oldt + Y oymi(t)dB

Ahora, si denotamos

d d
9(t,y,2) = —r(t)no(t) Po(t) — Y r(t)mi(t) = Y (bit) — r(1)o; ().

i=1 ji=1

Donde la variable z;(t) esta dada como: z;(t) = 2?21 0i;(t)m;(t). Entonces la ecuacién de arriba

queda como:

—dY; = g(ta Y, Z(t)) - Z(t)dBt

Por como definimos a 7(t), b(t), o4 y O’j_il que son uniformemente acotados, g(t,y, z) pertenece

a H2(0,T). Ahora, por como estd definida g, es uniformemente Lipschitz con respecto a (y, z), ya
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que para todo (y,y', z,2")

g(tv Y, Z) - g(ta yI7 ZI) =

=D (i) = r()o (B)z + 3 (bilt) = r () (),

o también podemos escribirla como:
d
D bit) = r()o; 1)z — z).
Jii=1

Entonces, tomando C' = (b;(t) — r(t))aigl(t) obtenemos que:

d d
> 0ilt) =)o (1)(z — ) < D Cllf — %))
di=1 Jyi=l1

Por teorema de existencia y unicidad tenemos que para toda &7 que pertenece a L%(Q, Fr,P),
existe una unica solucién (Y;*, Z(t)) con la condicién terminal Y7 = &p. Ahora, nuevamente por la
forma en que estd definida ¢(t, y, ), es inmediato ver que esta no depende del pardmetro y, y ademés
es convexa. Para ver esto podemos fijarnos solamente en el pardmetro z ya que es independiente

de y. Si tenemos z y 2/, y por simplificar definimos

d

k(t) = —r(t)no(t) Po(t) — Z r(t)mi(t),
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entonces,

d d
g9(t,y, Az + (1= X)2') = —r(t)no(t) Po(t) — Z?”(t)m(t) - Z (bi(t) = r(t)oy;' (B) (A2 + (1= X))

gyi=1
d d
=k(t) = Y s+ Y sii(0)(1=N)2)
7,i=1 74=1
d d
= Me(t) + (1= VE(E) = A D sij(0)z — (1= X) D si (1= V)2
Jii=1 jyi=1

Asi, g(t,y,z) cumple los puntos 2. y 4. del teorema Usando esta relacién, la solucién Y;*
corresponde a una medida de riesgo dindmica convexa py(&r). Para estar cubiertos del riesgo del
activo financiero al tiempo t, se tiene que tener el capital minimo p;(£7) = Y;* para hacer aceptable
esta posicién financiera.

En este ejemplo vimos una aplicacién directa del teorema[5.2.2] que fue el teorema principal de
este capitulo.

Como se presentd en el trabajo, se tiene una relacién entre medidas de riesgo dindmicas convexas
y soluciones de ecuaciones diferenciales estocédsticas hacia atras, aqui presentamos un ejemplo de
una cobertura en cierto modo sencilla, y un modelo que es 1til para entender esta aplicacién.

Mediante el uso de herramientas mas avanzadas se han desarrollado teorias més generales y
complejas. Usando que las medidas de riesgo dindmicas convexas son soluciones de ciertas ecuaciones
diferenciales estocas hacia atrds, por ejemplo en [8], usando cdlculo de Malliavin, desarrollan un
modelo Binomial discreto para implementar una medida de riesgo dindmica convexa para evaluar
el riesgo no lineal inherente al trading de opciones de tipo Europeas.

En |19] usando célculo funcional de It6 y ecuaciones diferenciales estocdsticas hacia adelante y
hacia atras, dan una forma de evaluar medidas de riesgo dindmicas convexas para opciones de tipo

Europeo en un ambiente continuo no Markoviano.
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Apéndice A

Definiciones.

Definicion A.1. (Espacio Lineal).

Un espacio lineal V' sobre el campo R consiste de un conjunto en el que estan definidas dos

operaciones: una de ellas, + : V x V. — V tal que para cualquier z,y € V exista un elemento

(Gnico) x4y € V, y otra, - : VxR — V tal que para cada elemento z € V' y a € R exista un unico

a-x =ax €V, de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

@)

[¢]

Para toda z,y € V, x + y = y + x. (Conmutatividad para la suma).

Para toda z,y,z € V, (x +y) + 2 = v + (y + 2). (Asociatividad para la suma).

Existe un elemento en V' llamado 0 tal que = + 0 = x para toda x € V. (Neutro para la suma).
Para cada z € V existe y € V tal que x + y = 0 para toda x € V. (Inverso para la suma).
Para cada z € V, 1z = z. (Neutro para la la multiplicacién).

Para cada a,b € F' y cada z € V, (ab)z = a(bz). (Asociatividad para la multiplicacién).

Para cada a € F'y cada x,y € V, a(x + y) = ax + ay. (Distributiva).

Para cada a,b € F'y cada z € V, (a + b)z = ax + bz. (Distributiva).

En espacios lineales hay conjuntos importantes, como:

Definicion A.2. (Conjunto convexo).

El conjunto A es convexo si para x,y € A la combinacién convexa Az 4 (1 — \)y € A para toda

A€ 0,1].
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Definicion A.3. (Cono).

El conjunto A es un cono, si para x € A entonces Az € A para toda A > 0.

Definicion A.4. (Métrica, espacio métrico).
Una métrica § : M x M — R para un conjunto M, es una funcién real, no negativa que tiene
las siguientes propiedades:
o d(xz,y) =0siysdlosiz=y.
o 0(z,y) =y, x).
o d(x,2) <d(x,y) + 0(y, z),para z € M.

A la pareja (M, ) se le llama espacio métrico.

Definicion A.5. (Conjunto abierto, conjunto cerrado).

Un subconjunto A de un espacio métrico (M,d) es un conjunto abierto si dado cualquier x
en A, existe € > 0 tal que la bola con centro en z y radio € estd contenida en A. Esto se denota
B(x) C A.

Un subconjunto A es cerrado si y solo si su complemento es abierto.

Definicion A.6. (Conjunto acotado).
Sea M un espacio métrico y A un subconjunto de M. Se dice que el conjunto A estd acotado
si existe un punto zp en M y una bola abierta con radio R > 0 y centro en zg, Bgr(xo), tal que,

AC BR(J}()).

Definicion A.7. (Funcién acotada).
Una funcién F' : D — M donde M es un espacio métrico, se llama funcién acotada cuando el

conjunto imagen de la funcién es acotado, es decir, cuando f(D) C M es un conjunto acotado.
Definicion A.8. (Funcién Lipschitz continua).
Una funcién f : M — N entre espacios métricos M = (M,8) y N = (N,d') se dice que es

Lipschitz continua si existe una constante x > 0 tal que

/

d (f(x), f(y)) < kd(z,y) para todo x,y € M.

Observacion. Toda funcién Lipschitz continua es continua, estoes, FEC M, pe Ey f: E— N f
es cotinua en p si para cada € > 0 existe 7 > 0 tal que §'(f(x), f(p)) < € para todo = € E para los

cuales 0(z,p) < T.
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Definicion A.9. (Sigma-dlgebra, espacio medible).
Sea P(Q2) la potencia de . Una coleccién F C P(2) de subconjuntos de 2 es una o-édlgebra si
cumple las siguientes condiciones:
o NeF.
o Si A € F, entonces A¢ € F
o Si Ay, Ag,... € F entonces | Jo7 | A, € F.
A la pareja (£2, F) se le llama espacio medible y a los elemtentos de F se les conoce como conjuntos

medibles. A F se le llama o-algebra.
Definicion A.10. (Subsigma-algebra).
Sean F,G o-algebras en 2. Decimos que G es una subo-dlgebra si y solo si G C F.
Definicion A.11. (Sigma-algebra generada.)
Sea C una coleccién no vacia de subconjuntos de 2. Llamamos o-dlgebra generada por C a la

coleccién

o(C) = ﬂ{]—"|.7—' es o-dlgebray C C F}.

Para ver que o(C) existe, tenemos que ver que o(C) es no vacia y que es o-algebra.
Para la primera parte, notemos que el conjunto potencia P(£2) es una o-dlgebra, entonces por
definicién de conjunto potencia C € P(2). Por lo tanto P(Q2) € o(C).

Ahora para mostrar que es o-algebra tenemos la siguiente proposicién.
Proposicion A.12. La Interseccién finita, numerable o bien arbitraria de o-algebras de un mismo
conjunto es una o-algebra.
Demostracién. Sea T # () un conjunto arbitario. Suponga que para cada t € T se tiene una o-
algebra F; de subconjuntos de 2. Sea F = (\,cp F¢. Veamos que F es una o-algebra.
o Como cada JF; es o-algebra, entonces () € F; para toda t € T. Por lo tanto €2 € ﬂteT Fi=F

o Sea A € (V,cp Fi- Entonces A € F; para toda t € T. Por lo tanto A° € F; para toda t € T, es
decir, A° € (,ep Ft = F.

o Sea Ay, Az, ... € (\yep Ft = F. Entonces Ay, Ag, ... € F; para todat € T. Por lo tanto |, ; A, €
Fi para toda t € T, es decir, (J;—; An € (yep Ft = F. |
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Definicion A.13. (Filtracion)
Una filtracién en un espacio (2, F,P) es una sucesién {F,,n > 0} de subo-algebras crecientes,
es decir,

Fi1CFhC- - CFyCFpp1 C--- CF.

Definicion A.14. (Sigma-algebra de Borel).

La o-dlgebra de Borel es la o-algebra generada por los intervalos abiertos en los reales, es decir,
Br = o{(a,b) C Rla < b}.

A los conjuntos de Bg se les llama borelianos.
Definicion A.15. (Funcién medible).
Sean, (2,F) y (X,S) dos espacios medibles. Una funcién f : @ — ¥ se llama medible si
f~YS) C F,ie f71(S) € F para todo S € S.
Definicion A.16. (Medida).
Sea (€2, F) un espacio medible. Una medida en (€2, F) es una funcién p : F — RU {oco} con las
siguientes propiedades:
o u@ =0
o pu(A) >0, para todo A € F

o u es o-aditiva, es decir, si (A,) es una sucesién de elementos disjuntos dos a dos de F, entonces:

2 (U An) = ZM(An)
n=1 n=1

Definicion A.17. (Medida absolutamente continua).

Sean (€2, F) un espacio medible y pi,pu2 : F — R U {oo} dos medidas. Decimos que ug es
absoutamente continua con respecto a pp si p2(E) = 0 siempre que p1(E) = 0. Lo denotamos
o <K p1-

Definicion A.18. (Medida de probabilidad).

Sea (€2, F) un espacio medible. Una medida de probabilidad P es una medida P : 7 — [0, 1] que

satisface que P(Q2) = 1.
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Definicion A.19. (Espacio de probabilidad).
Un espacio de probabilidad es una terna (2, F,P), en donde € es un conjunto arbitrario, F es

una o-algebra, y P es una medida de probabilidad definida sobre F.

Definicion A.20. (Variable aleatoria).

Una variable aleatoria es una funcién medible X : (2, F) — (R, Bgr), donde (2, F,P) es espacio
de probabilidad.
Definicion A.21. (Funcién de distribucién).

Sea X una variable aleatoria. La funcién de distribucién F': R — [0,1] de X es
Fz)=P(X <z), ze€R.

Definicion A.22. (Variable aletoria discreta, continua y absolutamente continua).

Una variable aleatoria X se llama discreta si toma a lo mas una cantidad numerable de va-
lores. En este caso la funciéon de distribucion tiene discontinuidades. Sean zi,x9,... los pun-
tos de discontinuidad de F(x). En cada uno de estos puntos el tamano de la discontinuidad es

P(X = ;) = F(x;) — F(x; ) > 0. La funcién de densidad f(x), se define

P(X =z) siz=ux,9,...

0 otro caso.

La funcién de distribucién en este caso se expresa de la siguiente forma:
F(z) = f(u).
u<z

Una variable aleatoria X se llama continua, si su correspondiente funcion de distribucién es una
funcién continua.
Una variable aleatoria X con distribucién F'(z) se llama absolutamente continua, si existe una

funcién no negativa e integrable f que le llamamos densidad de X, tal que se cumple

Flz) = /_ OO F(u)du.
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Definicion A.23. (Proceso estocdstico).
Un proceso estocdstico es una coleccién parametrizada de variables aleatorias {X (t),t € T C R}

definidas en un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P)

Definicion A.24. (Proceso estocastico adaptado a la Filtracién F,).
Un proceso estocastico {X(t),t > 0 se dice adaptado a la filtracién F,, si X (t) es F,-medible

para todo t > 0. También es llamado proceso estocastico F,-adaptado.

Definicion A.25. (Esperanza).
Sea X variable aleatoria con funcién de distribucién F'(z). La esperanza de X, denotada por

E(X), se define como

o0

E(X) = / 2dF(X),

—00
cuando esta integral es absolutamente convergente, es decir, cuando f_oooo |z|dF(X) < oo, en tal
caso se dice que X es integrable, o que la esperanza de X es finita.

Otra expresiéon mas general que utilizaremos, dada una medida de probabilidad @ en (€, F).

Definimos la esperanza de X bajo la medida ) como

Eq(X) :/QX(w)dQ(w), o, simplemente, /XdQ.

Cuando X es discreta con funcién de probabilidad f(x), la esperanza se calcula

E(X) =) zf(z).

x

Si X es absolutamente continua con densidad f(z), entonces su esperanza es

Si X es una variable mixta, donde la funcién de distribucién F'(z) admite la descomposicién
F(z) = aFYz) + (1 — a)F(z),

para a € [0,1], en donde F?(x) es una funcién de distribucién discreta, y F° es una funcién de

distribucién continua F(z). llamemos Xy una variable con distribucién F¢(z), y X. una variable
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con distribucién F'¢(zx). entonces X tiene esperanza finita si, y sélo si, Xy, X, tienen esperanza finita,
y se expresa
E(X) = aE(Xy) + (1 — a)E(X,).
Hay casos mas generales que no discutiremos aqui.

Definicion A.26. (Esperanza condicional).
Sea X una variable aleatoria con esperanza finita(E(X) < o0), y sea G una o-algebra de F.
La esperanza condicional de X dado G, es una variable aleatoria que denotamos por E(X|G), que

cumple las siguientes propiedades:
(a) Es G-medible.
(b) Tiene esperanza finita.

(c) Para cualquier evento G € G y una medida @ en (92, F),
| ®x19)dq = [ (xaq).
G G

Definicion A.27. (Espacio L infinito).
Denotamos con L al espacio que contiene a todas las variables acotadas casi seguramente

(c.s.), definido en un espacio de probabilidad (€, F,P).

Definicion A.28. (Norma del supremo).

La norma del supremo || - || asigna a una funcién ¢ definida en L* el valor no negativo

lo(k)||oo = Inf{z > 0 |{k : (k) > z} es nulo}.
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Apéndice B
Resultados importantes.

B.1. Convexidad.

Proposicion B.1.1. La funcién g(x) = zlogx para x > 0y g(0) = 0 es convexa.

Demostracion. Mediante el siguiente criterio: Para una funcién g doblemente diferenciable, g es

2
convexa si y solo si % > 0 para todo x en el dominio de g y dominio de g convexo. En este caso
2
g(z) = xlogz y el dominio de g es (0,400) que es convexo, entonces, d g;x) = % > 0 para = > 0.
Por lo tanto g(x) es convexa. [

B.2. Esperanza y esperanza condicional.

Proposicion B.2.1. Si X <Y c.s. y ademds Ep(Y) < Ep(X) entonces X =Y c.s.

Demostracion. Sea X <Y c.s.. Por la monotonia de la esperanza Ep(X) < Ep(Y) y por hipdtesis
Ep(Y) < Ep(X), entonces Ep(X) = Ep(Y). Ahora, tenemos X < Y c.s., entonces tomemos Z =
Y — X >0, entonces Ep(X + Z) = Ep(Y'), lo que implica que Ep(X) +Ep(Z) = Ep(Y'). Vimos que
Ep(X) = Ep(Y), entonces Ep(Z) = 0. Como Z es no negativa y Ep(Z) = 0 entonces Z = 0 c.s.
(ver [12], Teorema 4.4 péagina 52). Por lo tanto X =Y c.s. [

Lema B.2.2. (Propiedad de la torre).

Sea X variable aleatoria, (€2, F,P) espacio de probabilidad. Para F; C Fy subo-édlgebras se
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cumple que:

E(E(X[F2)|F1) = E(X|F1) = E(E(X|F1)|F2) c.s.
Demostracion. Ver [12], Lema 1.1 pégina 472. ]

Teorema B.2.3. (Desigualdad de Jensen). Sea X una variable aleatoria, g una funcién convexa, y

supongamos que X y g son integrables. Entonces
9(E(X)) < E(g(X)).

También se cumple para el caso con esperanza condicional, y la demostracién es la misma que
el caso no condicional.

Demostracion. Ver [12], Teorema 5.1. pagina 132. [ ]

Corolario B.2.4. Sea X una variable aleatoria, g una funcién concava, y supongamos que X y g

son integrables. Entonces
E(g(X)) < g(E(X)).
B.3. Convergencia.

Teorema B.3.1. (Lema de Fatou). Si {X,,,n > 1} son variables aleatorias no negativas, entonces

E(liminf X,,) < liminf E(X,).

Demostracion. Ver [12], Teorema 5.2. pagina 56. [ |

Teorema B.3.2. (Teorema de convergencia dominada).
Sean {X,,n > 1} y Y variables aleatorias. Supongamos que |X,| < Y, para toda n, donde

E(Y) < ooy X, tiende a X c.s. cuando n tiende a infinito. Entonces
E(X,, — X) — 0, cuando n — oo,

en particular,

E(X,) — E(X), cuando n — oo,
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Demostracion. Ver [12], Teorema 5.3. pagina 57. [

Observacion B.3.3. Podemos generalizar estos teoremas para el caso de esperanza condicional, se

puede ver una prueba de este hecho en [12], proposicién 1.2. pagina 473.

B.4. Medidas de probabilidad absolutamente continuas.

Sean P y @ dos medidas de probabilidad en (2, F).
El siguiente teorema es una caracterizacién de medidas aboslutamente continuas (definicién

A.17)) conocido como el teorema de Radon-Nikodym:

Teorema B.4.1. (Radon-Nikodym). @ es absolutamente continua con respecto a P en F si y solo

si existe una funcién F-medible ¢ > 0 tal que

/PUQ_l/Fwﬂj

para toda funcién F-medible, y F' > 0.
Demostracion. Ver [4], seccién §17 pagina 96. [ |

Observacion B.4.2. La funcién ¢ es llamada densidad o derivada de Radon-Nikodym de @) con

respecto a P, y la escribiremos como
dQ
ar ~ ”

B.5. Supremo e infimo esencial de una familia de variables alea-

torias.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Denotamos por L°(R) el espacio extendido de variables
aleatorias finitas P-casi seguramente, es decir, las P-clases de equivalencia de las funciones JF-
medibles definidas de  a R = RU{+00, —0o} (una funcién g en la clase de equivalencia asociada a
la funcién f cumple que f = g P—ec.s.), con F la o-4lgebra de Borel en R, es decir, o(Bg, +00, —0).
Para X C L°(R) llamemos D(X) = {Z € L°(R) | Z > X para toda X € X'} a la familia de variables
aleatorias dominantes, la cual es no vacia ya que contiene al menos a la variable aleatoria constante

igual a +o00.
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Las igualdades o desigualdades entre variables aleatorias es entendido que se cumplen P — c.s..

Teorema B.5.1. Para cualquier X C L(R) existe un tnico elemento X* € D(X) tal que X* < Z
para cualquier Z € D(X). Si ademds X es dirigido hacia arriba, (es decir, para cualesquier X, Xo €
X, existe X € X con méx({X1, X2}) < X), entonces existe una sucesién creciente (X, )neny € X

tal que X,, converge a X* c.s. cuando n tiende a infinito.
Demostracion. Ver [9], Teorema A.32. pdgina 417. [ |

Observacion B.5.2. La variable aleatoria X™* del teorema anterior es llamada supremo esencial de
X en L°(R) y la denotamos por sup.esX. El infimo esencial es definido por inf.esX’ = —sup.es(—X).
Se puede ver que si cada X € X es G-medible, donde G es una subo-algebra de F, entonces el sup.es

y el inf.es son también G-medibles.

Lema B.5.3. Si X € L°(R) es dirigido hacia arriba (recordemos que esto se define como: para

cualesquier X1, X9 € X existe X € X con max({X1, X2}) < X), entonces se cumple que:

Ep(sup.esX) = sup (EpX),
XeX

si las esperanzas existen.

Demostracion. Primero probemos que sup ycy(EpX) < Ep(sup.esX’), partiendo que X < sup.esX.
Por la monotonia de la esperanza llegamos a que Ep(X) < Ep(sup.esX). Tomando el supre-
mo, supycy(EpX) < supycy(Ep(sup.esX)) = Ep(sup.esX’). Ahora, para probar Ep(sup.esX) <
supye x (EpX), por el teorema [B.5.1]existe una sucesion creciente (X, )nen € X tal que X,, converge

a sup.esX cuando n tiende a infinito. Entonces,

Ep(sup.esX’) = Ep( h;m Xp) = lim Ep(X,) < sup (EpX),

n—oo Xex

donde la dltima igualdad se da por el teorema de convergencia dominada[B.3.2] ya que las variables

X, son finitas casi seguramente. |

El resultado del lema anterior (B.5.3|) sigue valido si tomamos esperanza condicional con respecto
a una G subo-dlgebra de F en lugar de la esperanza, y consideramos el supremo esencial en lugar

del supremo en el lado derecho de la ultima desigualdad.
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Lema B.5.4. Si X, Cc L°(R) y A, A" € LY, A, A’ > 0 entonces
sup.es{AX + A'Y|X € X, Y € Y} = Asup.esX + A'sup.es).

Hacemos la convencién que 0 - (+o0) = 0.

Demostracion. Primero probaremos que
sup.es{X + Y} = sup.esX + sup.es).

Sean Z* = sup.es{X + YV}, X* = sup.esX y Y* = sup.es). Por definiciéon Z* € D(X + ) entonces
X+Y < Z*paratodo X € XY yY € ), ademds Z* < Z para todo Z € D(X + )). Por otra parte
tenemos que X < X* paratodo X €e X y Y <Y* paratodaY € ), entonces X +Y < X*+Y*
paratodo X € X y Y € ), entonces X*+Y™* € D(X +)), pero Z* es el mas pequeno. Por lo tanto
7 < X*4+ Y™

Ahora, por otro lado consideremos € > 0. X* < Z para toda Z € D(X), entonces X*—§ ¢ D(X),
por lo que existe X € & tal que X* — § < X. Con el mismo razonamiento para Y* concluimos que

Y*— 5 <Y paraY € Y. Sumando estas desigualdades y por la definicién de Z* tenemos que:
Y'+ X" —e< X4+Y < Z".

Por lo tanto Y* 4+ X* < Z* + ¢, y vale para toda € > 0, entonces concluimos que Y* + X* < Z*.

Falta probar que para A € LY y A > 0 pasa:
sup.es(AX) = Asup.esX.

El caso A = 0 es trivial.

Para el caso A > 0. Sea X* igual que como se defini6 arriba, y sea W* = sup.es(AX), entonces
AX < W* para toda AX € AX. Por definicién tenemos que X < X* entonces AX < AX™, lo que
implica que AX* € D(AX). Por lo tanto W* < AX* por definicién de W*.

Ahora, terminaremos la demostracién observando que en la desigualdad anterior llegamos a una
contradiccién si suponemos que W* < AX™*. Sea un incremento A > 0 tal que W*+ A = AX™*. Por

otro lado existe X € X tal que X* — % < X, yaque X* — % ¢ D(X). Entonces multiplicando por
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A concluimos que W* = AX* — A < AX, pero, por definicién AX < W* para toda AX € AX, por

lo que contradice el supuesto. Por lo tanto
W* = sup.es(AX) = AX™ = Asup.esX.

Lema B.5.5. Sean X,)Y € L™ y sea f una funcién definida en & x ). Definimos las siguientes

funciones: f1(X) = sup.esycp{f(X,Y)} y fo(Y) =sup.esycx{f(X,Y)}. Entonces,

Sup-esxex,yey{f(X7 Y)} = sup {f1(X)} = sup{fa(Y)},
Xex Yey

que también podemos expresar como:

sup.esyex yey{f(X,Y)} = sup.esycysup.esycy{f(X,Y)} = sup.esycysup.esycr{f(X,Y)}.

Demostracion. Sea Z* = sup.esycy yeyif(X,Y)}, entonces se cumple que f(X,Y) < Z* para
todo X € X y Y € Y. Entonces fi1(X) < Z* para todo X € X, en especial para el supremo

esencial, por lo tanto

sup.esycp{f1(X)} < Z7%.

Inversamente, sea € > 0. Existe (Xo, Yp) tal que Z* — € < f(Xo, Yp), lo que implica que Z* — € <
sup.esy yp{f(Xo,Y)} = fi1(Xo). Entonces Z* — € < sup.esycx{f1(X)}. Como vale para toda ¢

mayor que cero, se cumple que:

Z* <sup.esyex{f1(X)}.

Por lo tanto Z* = sup.esxcy{f1(X)}. Andlogamente para f2(Y") concluimos lo que se pide. [ ]

Lema B.5.6. Sean f y fi como en el lema anterior (B.5.5), y sea g(Y) = inf.esxex{f(X,Y)}. Se
cumple que:

sup.eSyEyg(Y) < fnf.eSXGXfl (X))

que también pordemos expresar como:

sup.esycyinfesycx f(X,Y) < infiesxexsup.esy ey f(X,Y).
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Demostracion. Por definicién tenemos que g(Y') = inf.esxex{f(X,Y)} paratodas X e XYy Y € Y
en especial para el supremo esencial sobre las Y € Y, entonces sup.esyyg(Y) < f(X,Y) para toda
X e X yY €Y. Inversamente, f(X,Y) <sup.esycyf(X,Y) = fi(X) paratodas X c Xy Y € Y

en especial para el infimo sobre las X € X, entonces f(X,Y) < inf.esxecr f1(X). Por lo tanto,

sup.esy¢yg(Y) < infesxer f1(X).

Lema B.5.7. Sean X,, € L™, f, funciones definidas en X y « € I un conjunto. Se cumple que:

SUP-eSaeI{nlggo Ja(Xn)} < I%gf{sup.esael}fa()(n)}.
Demostracion.

sup.esyer nlgrolo fa(Xn) = sup.es,¢sup.es, > inf.esk > nfo(Xy)
= sup.es,, > sup.es,jinf.esk > nfo (X;)
< sup.es,, > inf.esk > nsup.es, ¢ fo(Xn)]

= h’niinf{sup.esae[}fa(Xn)}.

La primera igualdad es por definicién, la segunda igualdad la tenemos gracias al lema la
desigualdad se da por el lema y la dltima igualdad es por definicién. [ |

Observacion B.5.8. El resultado del lema anterior se puede aplicar a conjuntos de numeros
reales tomando supremos e infimos en lugar de supremos e infimos esenciales, la demostracién es

analoga.

B.6. Analisis funcional.

Definicion B.6.1. (Topologia, espacio topol6gico).
Dado un conjunto X, por una topologia en X nos referimos a un sistema 7 de subconjuntos

G C X, llamados conjuntos abiertos (relativos a 7), con las siguientes dos propiedades:
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1. Los conjuntos X, () pertenecen a 7.
2. Unidn arbitraria |, G« e intersecciones finitas (1), G de conjuntos abiertos pertencen a 7.

Por espacio topolégico entendemos una pareja (X, 7), que consiste de un conjunto X' y una topologia

Ten X.

Observacion B.6.2. Los conjuntos abiertos en un espacio métrico (deinicién |A.4)) satisfacen las dos
propiedades de la definicién anterior. Entonces toda métrica genera una topologia (ver |15], ejemplo
1 pagina 79).

Recordemos que definimos el espacio L en (€2, F,P) como el conjunto de todas las variables
finitas P-casi seguramente. En este espacio usamos la topologia de convergencia en la medida P.

Esta topologia es generada por la métrica:

d(X,Y) =E[min(|X - Y[,1)], X,Y €L°.

Definicion B.6.3. (Espacio vectorial topolégico).

Un espacio lineal F que tiene una topologia es llamado espacio vectorial topolégico si para cada
conjunto unitario x con x € F es cerrado, y si las operaciones del espacio vectorial son continuas
en el siguiente sentido:

(z,y) — z+y

es una funcién continua de £ x E en E, y
(o, ) — ax

es continua de R x F en FE.

Definicion B.6.4. (Espacio localmente convexo).
Un espacio vectorial topolédgico es llamado espacio localmente convexo si su topologia tiene una

base de conjuntos convexos.

Observacion B.6.5. Si E es un espacio de Banach (espacio vectorial normado donde toda sucesién

de Cauchy converge) con la norma || - ||, entonces las bolas abiertas

{yeElly—zll<r}, zckE, r>Q0,
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por definicién forman una base para la topologia de E. Claramente estas bolas son conjuntos

convexos, entonces cualquier espacio de Banach es localmente convexo.

Teorema B.6.6. (Hahn-Banach). Supongamos que B y C son dos subconjuntos de un espacio
localmente convexo F, no vacios y disjuntos. Entonces, si B es compacto y C es cerrado, existe una
funcioén continua [ en E tal que

sup {(x) < Inf {(y).
sup ) < fnf 1)

Demostracion. Ver [7], Teorema V.2.10. pagina 417. |

Observacion B.6.7. Un corolario del resultado anterior, nos dice que , un espacio localmente convexo
E. la coleccién

E'={l: E — R|l es continua y lineal}

separa a los puntos de FE, es decir, para cualesquier x,y € F distintos existe alguna funcién [ € E’

tal que I(z) # l(y). El espacio E’ es llamado espacio dual de E.

Definicion B.6.8. (F-Topologia, topologia débil).
Sea E un espacio lineal, y supongamos que F' es una clase lineal de funciones lineales en E que
separa los puntos de E (ver observacién anterior). La F-topologia en F, denotada por o(E, F), es

la topologia en F que es obtenida tomando como base todos los conjuntos de la forma

{y € Elli(y) — Li(x) <r, i=1,..n},

donden e N,z € E, [; € I, yr>0.Si F ya tiene una topologia localmente convexa, entonces la

E’-topologia o(E, E’) es llamada topologia débil en E.

Proposicion B.6.9. Consideremos la situacién de la definicién anterior Entonces:
(a) E es un espacio localmente convexo para la F-topologia.

(b) La F-topologia es la topologia mas gruesa en E para la cual toda [ € F' es continua.
(c) El espacio dual de F para la F-topologia es igual a F.

Demostracion. Ver 7], Seccién V.3 pégina 418. [ ]
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Para un espacio localmente convexo E podemos cambiar las cosas y considerar £ como un
conjunto de funciones lineales en el espacio dual E’ haciendo z(l) = () paral€ F' y x € E. la

E-topologia o(E’, E) obtenida de esta forma es llamada la topologia débil*

Lema B.6.10. Un conjunto convexo C C L es cerrado débil* si para toda r > 0
¢, =Cn{X € L¥||X||ln <}

es cerrado en L1

Demostracion. Ver |9], Lema A.64. pagina 431. [

B.7. Entropia

Definicion B.7.1. (Entropia relativa).
La entropia relativa de una medida de una medida de probabilidad () con respecto a P es

definida como:

Ep g—glogg—g si@Q <P,
H(QIP) = ( )

+0o0 en otro caso.

Lema B.7.2. Para cualquier medida de probabilidad Q.

H(Q[P) = ZS;lem({EQ(Z) —log Eg(e”?))

— sup(Eg(Z) — log Ep(e?)]e? € LY).

El segundo supremo es alcanzado por Z = log % si @ < P.

Demostracion. Ver 9], Lema 3.29 pagina 122. [

B.8. Martingalas y tiempos de paro.

Definicion B.8.1. (Martingala). Sea {X;}+>0 una sucesién de variables aleatorias y {F;} una
filtracién. Si X; es medible con respecto a F;, decimos que {X;}+>0 es martingala con respecto a

una filtracién {F;} si:
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E(|X¢|) < oo para toda 0 <t < ooy
E(X¢|Fs) = Xs para toda 0 < s <t < 0.

Teorema B.8.2. (Representacién martingala).
Supongamos que {X;};>0 es una martingala con respecto a {Fi}+>0, donde {Fi}i>0 es la fil-
tracién Browniana. Si existe 1" tal que IE(X%) < oo y si Xg = 0, entonces existe un proceso

$(w, s) € H(0,T) = {(;0 <t < T)| E(Jy |¢n|*ds) < oo} tal que
t
X = / ¢(w, s)dBs para todo 0 <t < 0.
0

Ademis, la representacién anterior es tinica excepto posiblemente en un conjunto de medida cero.
Demostracion. Ver [20] teorema 12.3, pagina 197. [

Ahora introducimos la definicién de tiempo de paro, y la definicién de una sigma-dlgebra gene-

rada por un tiempo de paro

Definicion B.8.3. (Tiempo de paro).
Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y {F:}+>0 una filtraciéon. Una variable aleatoria 7 :

2 — [0, 00] es un tiempo de paro respecto de la filtracién {F;}+>0 si para cada t > 0,
(7’ < t) S Ft-

Definicion B.8.4. (Sigma-algebra generada hasta un tiempo de paro).

La o-dlgebra generada hasta un tiempo de paro 7 estd dada por:
Fr={Ae€ Fx: AN{r <t} € F;, paratodat > 0}.

Notemos que la restricciéon de tomar conjuntos en Fo, es por la posibilidad de que el tiempo de

paro sea infinito, y eso nos asegura que AN {7 < o0} € Fuo.
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