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5.2.1 Número de enlazamiento desde Teoŕıa de intersección 51
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Esta tesis es una introducción a formas diferenciales, herramienta funda-
mental en geometŕıa. Veremos su aplicación en dos ejemplos: el Teorema
de Gauss-Bonnet y el invariante de Hopf, ambos para el caso particular

n=2. Para el invariante de Hopf presentamos un ejemplo de cálculo
expĺıcito.

El primer caṕıtulo definiremos formas exteriores y algunas de sus propiedades

más importantes. En el caso de una variedad Mn en cada punto tenemos
el espacio vectorial tangente, poner una forma exterior en cada espacio

vectorial de manera suave en Mn es a lo que llamamos una forma difer-
encial y es el contenido del caṕıtulo 2.

Las formas diferenciales surgen cuando conceptos como el trabajo a lo
largo de un camino y el flujo de un fluido se generalizan a todas las di-

mensiones. Las formas diferenciales aparecen dentro de integrales. En
una integral de ĺınea

1



Introducción 2

∫

M1

A(x, y, z)dx+ B(x, y, z)dy + C(x, y, z)dz.

Donde en el integrando tenemos la 1-forma diferencial ω1 = A(x, y, z)dx+

B(x, y, z)dy + C(x, y, z)dz. En una integral de superficie

∫

M2

P (x, y, z)dxdy +Q(x, y, z)dydz +R(x, y, z)dxdz.

Tenemos la 2-forma diferencial ω2 = P (x, y, z)dxdy + Q(x, y, z)dydz +

R(x, y, z)dxdz. En una integral de volumen

∫

M3

H(x, y, z)dxdydz.

Tenemos la 3-forma diferencial ω3 = H(x, y, z)dxdydz. Consideremos
ahora la integral

∫ ∫
A(x, y)dxdy.

Con el cambio de variable

x = x(u, v)
y = y(u, v).

La integral cambia como
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∫ ∫

D

A(x, y)dxdy =

∫ ∫

D∗

A(x(u, v), y(u, v))
∂(x, y)

∂(u, v)
dudv.

Donde D∗ es como cambia la region D debido al cambio de variabales.
Lo que nos lleva a

dxdy = ∂(x,y)
∂(u,v)dudv =

∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ dudv.

Si ponemos x=y el determinante es cero. También si intercambiamos x
por y el determinante cambia de signo. Esto motiva las siguientes reglas

dx ∧ dx = 0

dx ∧ dy = −dy ∧ dx.

Existen diferentes operaciones entre formas diferenciales, producto wed-
ge, producto interior, derivada exterior. La última es una generalización

de la diferencial, gradiente, divergencia y rotacional. Si tememos una
(n-1)-forma diferencial ω su derivada exterior es una n-forma diferencial.

La definición es dada de manera que válida la fórmula general de Stokes

∫

∂Mn−1

ω =

∫

Mn

dω.

Primera aplicación. El Teorema de Gauss Bonnet es una manera

sofisticada de calcular la caracteŕıstica de Euler de una variedad M.

Sea M2 una superficie orientable, conexa y cerrada. En dimensin dos el
Teorema de Gauss-Bonnet es
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∫

M2

KdA = 2πχ(M2).

Debeŕıamos entender como la integral realiza el cálculo de la caracteŕıstica
de Euler. Sea TM2 el haz tangente y consideremos la variedad M2 en-

cajada en TM2 usando la sección cero, además consideramos la variedad
que resulta de perturbar ésta un poco para que se intersecte con M2

transversalmente, esta intersección es la caracteŕıstica de Euler.

El dual de Poincaré de M2 en TM2 es una forma diferencial de grado 2

ya que el haz tangente tiene dimensión 4. Esta forma se llama la clase
de Thom del haz tangente. El producto de intersección en en TM2 es

el producto wedge de los duales de Poincaré de la variedad M2 y M2

perturbada y este producto wedge a su vez es igual a la clase de Thom
integrada ya sea en M2 metida en TM2 o en la perturbada.

La clase de Thom vive en el haz tangente y la podemos traer a la varie-

dad base M2 haciendo pullback con la sección cero. Esta forma en M2

se llama clase de Euler y es la forma diferencial que integrada sobre M2

nos la caracteŕıstica de Euler por la constante 2π.

El inconveniente de todo esto es la construcción expĺıcita de duales de
Poincaré. En cambio, el camino que sigui Chern fue diferente, él utiliza
el haz tangente unitario en lugar del haz tangente.

Chern notó que la forma de curvatura Ω no siempre tiene potencial en

M2, pero al subir la forma de curvatura al haz tangente unitario si tiene
potencial. Este hecho fundamental es la clave que lleva a la prueba del

teorema no solo en dimensin 2, sino en dimensiones pares.

Segunda aplicación. El invariante de Hopf se define para mapeos entre
esferas
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f : S2n−1 → Sn.

Para el caso n=2, el invariante de Hopf, como veremos con ms detalle

se calcula tomando una 2-forma diferencial normalizada α que genera
el segundo grupo de cohomoloǵıa de De Rham de la esfera H2

DR(S
2).

Hacemos pullback de ésta mediante f para tener una 2-forma diferencial
sobre S3, pero como H2

DR(S
3) = 0 hay un potencial (una 1-forma) ω de

manera que f ∗α = dω. Entonces el invariante de Hopf denotado H(f)
está definido como

H(f) =

∫

S3

ω ∧ dω.

Figura 1: H(f)=1

Si A = ∂D, donde D es el disco gris y el otro ćırculo es B . En algún
sentido D corresponde a ωA y la frontera de D corresponde a la derivada

A = dωA. Análogamente podemos hacer con un disco que tenga frontera
B . Entonces el producto de intersección del disco D con el ćırculo B se
puede escribir en términos de formas diferenciales como

H(f) =

∫

S3

ωA ∧ dωB
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que veremos en el caṕıtulo 5 que es igual a

H(f) =

∫

S3

ωA ∧ dωA

por lo que el invariante de Hopf es un producto de intersección de sub-

variedades y esto explica porque es un entero.



Caṕıtulo 1

Formas exteriores

Este caṕıtulo está basado en [8].

1.1 1-forma exterior

Sea Rn un espacio vectorial real de dimensin n.

DEFINICIÓN 1.1. Una 1-forma exterior es una función lineal, ω :

Rn → R tal que

ω(λ1ξ1 + λ2ξ2) = λ1ω(ξ1) + λ2ω(ξ2)
∀ ξ1, ξ2 ∈ Rn, λ1, λ2 ∈ R.

Si elegimos un sistema de coordenadas lineales x1, x2, ..., xn paraR
n, cada

xi es una 1-forma exterior.

xi : R
n → R

xi(ξ) = ξi
donde ξ = (ξ1, ..., ξn).

El espacio de 1-formas exteriores es un espacio de dimensión n dual a
Rn y el conjunto de estas 1-formas exteriores forman una base para el

7



Caṕıtulo 1. Formas exteriores 8

espacio dual.

Es decir cualquier 1-forma exterior es una combinación lineal de las xi

ω = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn

donde ai ∈ R.

El valor de ω en cualquier vector ξ ∈ Rn es

ω(ξ) = a1x1(ξ) + a2x2(ξ) + ...+ anxn(ξ),

donde x1(ξ), x2(ξ), ...xn(ξ) son las componentes de ξ en el sistema de co-

ordenadas elegido.

EJEMPLO 1.2. Sea F campo de fuerza uniforme, el trabajo que realiza
la fuerza es una 1-forma.

F (fuerza)

ω(ξ) = (F,ξ)

ξ(desplazamiento)

Figura 1.1: El trabajo de una fuerza es una 1-forma exterior actuando en el desplaza-
miento.
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1.2 2-forma exterior

DEFINICIÓN 1.3. Una 2-forma exterior es una función bilineal y an-

tisimétrica w2 : Rn x Rn → R, es decir cumple que

ω2(λ1ξ1 + λ2ξ2, ξ3) = λ1ω
2(ξ1, ξ3) + λ2ω

2(ξ2, ξ3)

ω2(ξ1, ξ2) = −ω2(ξ2, ξ1)
∀ ξ1, ξ2, ξ3 ∈ Rn

∀ λ1, λ2 ∈ R.

EJEMPLO 1.4. Sea A(ξ1, ξ2) el área orientada de un paralelogramo
construido con los vectores ξ1 y ξ2 del plano R2, entonces

A(ξ1, ξ2) =

∣∣∣∣
ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

∣∣∣∣

donde ξ1 = ξ11e1 + ξ12e2, y ξ2 = ξ21e1 + ξ22e2

con e1 y e2 una base de R2.

Figura 1.2: El área orientada es una 2-forma exterior

EJEMPLO 1.5. El flujo de un fluido: si v es un campo vectorial uni-

forme el flujo sobre un paralelogramo determinado por ξ1, ξ2 está dado
por el triple producto escalar.

ω2(ξ1, ξ2) = (v, ξ1, ξ2)
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ν

ξ
2

ξ
1

Figura 1.3: Flujo de un fluido a través de una superficie es una 2-forma exterior

1.3 k-forma exterior

DEFINICIÓN 1.6. Una k-forma exterior es una función k lineal y an-
tisimétrica

ω(λ1ξ
′
1 + λ2ξ

′′
2, ξ2, ..., ξk) = λ1ω(ξ

′
1, ξ2, ..., ξk) + λ2ω(ξ

′′
2, ξ2, ..., ξk)

ω(ξi1, ..., ξik) = (−1)νω(ξ1, ..., ξk)

donde

ν =

{
0 si la permutación i1, ..., ik es par

1 si la permutación i1, ..., ik es impar

EJEMPLO 1.7. El volumen orientado con lados V (ξ1, ..., ξn) es una

n-forma exterior

V (ξ1, ..., ξn) =

∣∣∣∣∣∣

ξ11 · · · ξ1n
...

...

ξn1 · · · ξnn

∣∣∣∣∣∣
.
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ξ

ξ

ξ

3

2

1

V

Figura 1.4: El volumen orientado es una 3-forma exterior

1.4 El producto exterior de dos 1-formas exteriores

Antes de definir el producto exterior de una k-forma exterior con una
l-forma exterior en Rn definiremos el producto exterior de dos 1-formas

exteriores. El producto exterior de ω1 y ω2 es la 2-forma exterior deno-
tada como ω1 ∧ ω2.

Sea ξ un vector en Rn. Podemos tomar las componentes ω1(ξ) y ω2(ξ)
de ξ en el plano con coordenadas ω1, ω2.

DEFINICIÓN 1.8. El valor del producto exterior ω1 ∧ ω2 en los vec-

tores ξ1, ξ2 es el área orientada del paralelogramo con lados ω(ξ1) y ω(ξ2)
en el plano ω1, ω2:

(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) =

∣∣∣∣
ω1(ξ1) ω2(ξ1)
ω1(ξ2) ω2(ξ2)

∣∣∣∣ .
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R

ξ
2

ξ
1

ω

"

ω2

ω(ξ )2

ω(ξ )
1

ω 1

Figura 1.5: Definición del producto exterior de dos 1-formas exteriores

Supongamos que hemos elegido un sistema lineal de coordenadas en Rn

, desde el punto de vista de formas exteriores tenemos n 1-formas lineal-
mente independientes x1, ..., xn. Llamaremos a éstas formas básicas. El

producto exterior de dos formas básicas son las formas xi ∧ xj, que por
antisimetŕıa cumplen

xi ∧ xi = 0

xi ∧ xj = −xj ∧ xi.

Estas 2-formas exteriores forman una base para el espacio vectorial de
2-formas exteriores en Rn y la dimensión de este espacio es

(
n
2

)
.

El significado geométrico de las 2-formas exteriores xi∧xj es el siguiente:

su valor en el par de vectores ξ1, ξ2 ∈ Rn es igual al área orientada de la
imagen del paralelogramo ξ1, ξ2 en las coordenadas xi, xj.
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En particular, en R3 (x1, x2, x3), el área de la proyección en el plano
(x1, x2) es x1 ∧ x2, en el plano (x2, x3) is x2 ∧ x3 y en el plano (x3, x1) es
x3 ∧ x1.

Una cosa que notamos es que se puede formar el producto de k-formas

exteriores básicas y con ellas construir una base para el espacio de k-
formas exteriores

xi1 ∧ ... ∧ xik, 1 ≤ im ≤ n,

y habrá
(
n
k

)
, que es la dimensión del espacio de k-formas exteriores en Rn.

DEFINICIÓN 1.9. En general el valor del producto de k 1-formas ex-

teriores ω1, ..., ωk está definido como

(ω1 ∧ ... ∧ ωk)(ξ1, ..., ξk) =

∣∣∣∣∣∣

ω1(ξ1) · · · ωk(ξ1)
...

...

ω1(ξk) · · · ωk(ξk)

∣∣∣∣∣∣
.

∀ ξ1, ..., ξk ∈ Rn .

1.5 Multiplicación exterior

La multiplicación de una k-forma exterior ωk y una l-forma exterior ωl,

ωk ∧ ωl es una (k + l)-forma exterior, la multiplicación resulta ser:

Antisimétrica: ωk ∧ ωl = (−1)kl ωl ∧ ωk

Distributiva: (λ1ω
k
1 + λ2ω

k
2) ∧ ωl = λ1 ω

k
1 ∧ ωl + λ2 ω

k
2 ∧ ωl

Asociativa: (ωk ∧ ωl) ∧ ωm = ωk ∧ (ωl ∧ ωm).
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DEFINICIÓN 1.10. La multiplicación de una k-forma exterior y una
l-forma exterior es igual a

(ωk ∧ ωl)(ξ1, ..., ξk+l) =
∑

(−1)νωk(ξi1, ..., ξik)ω
l(ξj1, ..., ξjk)

donde i1 < ... < ik y j1 < ... < il; (i1, ..., ik, j1, ..., il) es una permutación
de los números (1, 2, ..., k+ l); y

ν =

{
0 si la permutación i1, ..., ik es par
1 si la permutación i1, ..., ik es impar.

.

Es decir, cada partición de k+l vectores ξ1, ..., ξk+l de dos grupos de k y
l vectores da un término de la suma. Este término es igual al producto

de la k- forma ωk sobre los k vectores del primer grupo con el valor de la
l-forma ωl sobre los l valores del segundo grupo, con el signo mas o menos

dependiendo de cómo los vectores están ordenados en el grupo. Si están
ordenados de manera que los k vectores del primer grupo y los l vectores
del segundo grupo escritos en una sucesión forman una permutación par

de los vectores ξ1, .., ξk+l entonces tendrán el signo + y si forman una
permutación impar tendrá el signo -.

EJEMPLO 1.11. Ejemplo. Si k=l=1, hay solo dos particiones: ξ1,ξ2 y

ξ2,ξ1. Entonces,

(ω1 ∧ ω2)(ξ1, ξ2) = ω1(ξ1)ω2(ξ2)− ω2(ξ1)ω1(ξ2)

y recuperamos la definición dada anteriormente por determinantes.



Caṕıtulo 2

Formas diferenciales

Este caṕıtulo está basado en [8] y [6].

2.1 Formas diferenciales

El ejemplo maś sencillo de una forma diferencial es la diferencial de una

función.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la función f(x) = x2. Su diferencial
es df = 2xdx depende de x y del incremento del argumento, es decir del

vector tangente ξ al eje x. Si fijamos el punto x. Entonces la diferen-
cial de la función en x , df |x ,depende linealmente de ξ. Aśı que si la

coordenada del vector tangente ξ es igual a 1, entonces df = 2, y si la
coordenada de ξ es igual a 10, entonces df = 20.

15
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f

df

x

ξ

Figura 2.1: Diferencial de una función

Sea Mn una variedad orientable, conexa, de dimensión n y f : Mn → R.
La diferencial df |x de f en el punto x es un mapeo lineal

dfx : TMx → R.

Notemos que la diferencial de una función en el punto x es una 1-forma
exterior en el espacio tangente TMx.

DEFINICIÓN 2.2. Una 1-forma diferencial sobre una variedad Mn es
un mapeo suave

ω : TM → R

y lineal en cada espacio tangente TMx, ∀ x ∈ Mn.

DEFINICIÓN 2.3. Una k-forma diferencial ωk|x en el punto x de una
variedad Mn es una k-forma exterior en el espacio tangente TMx a Mn

en x, es decir una función k-lineal y antisimétrica en TMx .
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2.2 Integración de formas diferenciales

Integremos una 1-forma diferencial ω1 sobre una variedad Mn, sea

γ : [0 ≤ t ≤ 1] → Mn

un mapeo suave (el camino de integración).

DEFINICIÓN 2.4. La integral de la 1-forma diferencial ω1 sobre el

camino γ es definido como el ĺımite de una suma de Riemann. Cada
suma consiste de los valores de ω1 en el vector tangente ξi

∫

γ

ω1 = lim
∆→0

n∑

i=1

ω1(ξi)

M

ξ
i

iγ(t )

γ

Δ i

t i

Figura 2.2: Integral de una 1-forma a lo largo de un camino

Los vectores tangentes ξi son construidos de la siguiente manera: el inte-

valo 0 ≤ t ≤ 1 es divido en partes ∆i : ti ≤ t ≤ ti+1 por los puntos ti. El
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intervalo ∆i puede ser visto como un vector tangente al eje t en el punto
ti. Su imagen en el espacio tangente a Mn en el punto γ(ti) es

ξi = dγ|ti(∆i) ∈ TMγ(ti).

El ĺımite cuando ∆i → 0 es la integral de la 1-forma diferencial ω1 a lo

largo del camino γ.

DEFINICIÓN 2.5. Para calcular una integral de superficie dividimos
la superficie en pequeños paralelogramos en el espacio tangente. La suma

de los valores de la 2-forma diferencial en los paralelogramos en el espacio
tangente es la integral de 2-forma diferencial.

Figura 2.3: Integración de una 2-forma sobre una superficie

2.3 Pullback de formas diferenciales

Una ventaja de las formas diferenciales sobre el cálculo tensorial es su

buen comportamiento bajo mapeos. Es una de las propiedades que vamos
a utilizar de manera fundamental en el invariante de Hopf y el Teorema

de Gauss-Bonnet. Sea f : M → N un mapeo diferenciable y sea ω una
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k-forma diferenciable en N.

DEFINICIÓN 2.6. Entonces podemos tener una k-forma diferenciable
en M: el pullback de ω por f , denotada por f ∗ω, definida por la relación

f ∗ω(ξ1, ..., ξk) = ω(f∗ξ1, ..., f∗ξk)

para cualesquiera vectores tangentes ξ1, ..., ξk ∈ TMx. Donde f∗ es la di-

ferencial del mapeo f . En otras palabras el valor de f ∗ω en los vectores
ξ1, ..., ξk es igual a el valor valor de ω en la imagen de estos vectores bajo

la diferencial.

M N

ξ ξ

R

*

*f

f

f

ω

ω

Figura 2.4: Una forma en N induce una forma en M

2.3.1 Integración de una k-forma sobre una n variedad

DEFINICIÓN 2.7. Sea ω una k-forma diferencial en una variedad n

dimensional Mn. Sea D un poliedro convexo en el espacio euclidiano Rk

y f : D → Mn.

∫

f(D)

ω =

∫

D

f ∗ω
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M
f

f(D)

R
k

D

O  r

Figura 2.5: Integración de k-forma en una variedad Mn

2.4 Derivada exterior

La derivada exterior de una k-forma diferenciable es una (k+1)- forma

diferenciable. La derivada exterior es análoga a la diferencial de una
función o la divergencia de un campo vectorial.

ξ

ξ

ξ

Π

Πε
x

1

2

3

Figura 2.6: Definición de la divergencia de un campo vectorial

DEFINICIÓN 2.8. Recordemos la definición de divergencia. Sea A un

campo vectorial en R3 y sea S la frontera el paraleleṕıpedo Π con lados



Caṕıtulo 2. Formas diferenciales 21

ξ1, ξ2, y ξ3 en el vértice x. Consideremos el flujo a través de S:

F (Π) =

∫

S

(A, dn).

Si el paraleleṕıpedo Π es muy pequeño, el flujo F es aproximadamente

proporcional al volumen V. La divergencia esta definida como

∇ · A = lim
ǫ→0

F (ǫΠ)

ǫ3V
.

Notamos que el flujo a través de una superficie es una 2-forma diferencial

ω2
A. La divergencia es la densidad en la expresión de la 3-forma diferencial

ω3 = (∇ · A)dx ∧ dy ∧ dz.

DEFINICIÓN 2.9. Definiremos el valor de dωk sobre k+1 vectores

ξ1,..., ξk+1 tangentes a Mn en x. para hacer esto elegimos un sistema de
coordenadas en una vecindad para x en M, es decir un mapeo diferen-
ciable f que manda una vecindad de 0 en una vecindad de x.

Π

Π *

e
k+1

R
k+1

e1

R
n

k

*

+1
ξ

ξ
*

1

f

ξk+1

x
ξ1

M

Figura 2.7: Paraleleṕıpedo curvo
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La preimagen de los vectores ξ1,..., ξk+1 ∈ TMx, bajo la diferencial de f
están en el espacio tangente a Rn en cero. Este espacio tangente puede
ser identificado naturalmente con Rn, entonces las preimágenes son los

vectores

ξ∗1,..., ξ
∗
k+1 ∈ Rn.

Tomamos el paraleleṕıpedo Π∗ formado por estos vectores. La integral
de ωk sobre la frontera ∂Π de Π:

F (ξ1,..., ξk+1) =

∫

∂Π

ωk.

Resulta que la parte (k+1) lineal del incremento de F (ξ1,..., ξk+1) es una
(k+1)-forma diferencial en el espacio tangente TMx a Mn . Esta forma

es la derivada exterior de ω.

2.5 Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes dice que

∫

∂C

ω =

∫

C

dω,

Π
Πi

Figura 2.8: Partición de un paraleleṕıpedo
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Hacemos una partición de Π en Nk+1 pequeños paraleleṕıpedos Πi. En-
tonces,

∫

∂Π

ω =
Nk+1∑

i=1

Fi,

donde

Fi =

∫

∂Πi

ω.

Resulta que Fi es proporcional a dw

Fi ≈ dω(ξi1, .., ξ
i
k+1),

y ξi1, .., ξ
i
k+1 son los lados de Πi.

En el ĺımite

lim
N→∞

Nk+1∑

i=1

Fi = lim
N→∞

Nk+1∑

i=1

dω(ξi1, .., ξ
i
k+1) =

∫

∂Π

dω.

Finalmente

∫

∂Π

ω = lim
N→∞

Nk+1∑

1=1

Fi =

∫

Π

dω.
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2.6 Campos y formas diferenciales

Si estamos en coordenadas cartesianas en R3, uno puede asociar al vec-

tor v la 1-forma diferencial
∑

i v
idxi y la 2-forma diferencial v1dx2dx3 +

v2dx1dx3 + v3dx1dx2, pero en coordenadas generales se tiene que hacer

uso de una métrica y el producto interior que definiremos en la subsección
que sigue.

2.6.1 Producto interior

El producto interior iV reduce en uno el grado de la forma diferencial y
es la evaluación del vector V en la primera coordenada.

iV (w
k) = wk(V, ξ2, ..., ξk).

EJEMPLO 2.10. Tomemos el siguiente producto interior

iex(dx ∧ dy) = dy.

En este ejemplo sencillo podemos notar como el producto interior se com-

porta como una derivada en el siguiente sentido

iex =
∂

∂dx

En coordenadas,
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X = Xµ ∂

∂xµ

ω = 1
r!ωµ1...µr

dxµ1 ∧ ... ∧ dxµr

iX(ω) =

1
r!

r∑

1

Xµsωµ1...µs...µr
(−1)(s−1)dxµ1 ∧ ... ∧ dx̂µs ∧ ... ∧ dxµr.

2.7 ∇, ∇·, ∇×
Lo que queremos ahora es escribir el cálculo vectorial de R3 en términos
de formas diferenciales. Los operadores∇· y ∇× son operadores en cam-

pos vectoriales en R3 aśı que tenemos que pasar los campos vectoriales
a 1-formas diferenciales y 2-formas diferenciales.

La diferencial de una función es una 1-forma diferencial, para obtener el
campo gradiente usamos una métrica

vi = gijvj.

Para definir la divergencia necesitamos una forma de volumen. Asocia-

mos a un campo vectorial V la 2-forma diferencial dada por el producto
interior del campo con la forma diferencial de volumen ıV (V ol3) = ω2

dω2 = (∇ · V )V ol3.

Partimos de un campo V, le podemos a asociar la 1-forma diferencial ω1

con la métrica . El rotacional se define con la siguiente ecuación

dω1 = i∇×V (V ol3).
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En resumen se necesita una métrica y una forma diferencial de volumen.
Esta estructura extra es la razón de que los difeomorfimos no preser-
ven ∇, ∇·, ∇× y ∇2 y son unicamente preservados por translaciones y

rotaciones, pero la derivada exterior si es preservada bajo difeomorfismos.



Caṕıtulo 3

Visualización de formas

diferenciales

Este caṕıtulo está basado en [13].

3.1 Visualización de formas diferenciales

Aśı como hay un dibujo para denotar un vector podemos asociar dibujos

a formas diferenciales que nos serán de utilidad en duales de Poincaré de
subvariedades. Aqúı veremos formas en R2 y R3.

Hay que pensar en una 1-forma diferencial como una cebolla y un vec-
tor como un alfiler. La evaluación de una 1-forma en un vector cuenta

cuántas capas de cebolla corta el alfiler.

Figura 3.1: Evaluación de una 1-forma

27
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EJEMPLO 3.1. dx en R3 son hojas de dimensión 2 perpendiculares
al eje x, dy hojas perpendiculares al eje y, y dz hojas perpendiculares al
eje z. El espaciamiento de las capas de cebolla nos da el coeficiente de la

forma diferencial.

(a) (b)

X

Y

Z

X

Y

Z

Figura 3.2: (a) La forma dx. (b) La forma 2dz

El producto wedge de dos 1-formas diferenciales corresponde a la in-
tersección de las capas de cebollas y forman tubitos, la evaluación de

la 2-forma diferencial en dos vectores cuenta cuantos tubitos están con-
tenidos en el paralelogramo determinado por los dos vectores.

EJEMPLO 3.2. dx∧dy cuenta cuantos tubitos en la dirección z cortan

los paralelogramos en el plano (x,y) .



Caṕıtulo 3. Visualización de formas diferenciales 29

Figura 3.3: La 2-forma dx ∧ dy, con tubos en la dirección z

EJEMPLO 3.3. El producto wedge de tres 1-formas diferenciales son
cubitos y la evaluación de una 3-forma diferencial en tres vectores cuenta

cuantos cubitos hay dentro de la caja determinada por los tres vectores.

Figura 3.4: La 3-forma dx ∧ dy ∧ dz

La derivada exterior corresponde a tomar la frontera de los dibujos.

EJEMPLO 3.4. La 1-forma xdy en R2 está representado por ĺıneas que

se hacen más densas al avanzar en el eje x. La derivada exterior corres-
ponde a tomar la frontera de este dibujo.
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Figura 3.5: Derivada exterior

Podemos también visualizar el Teorema de Stokes que se usa para cam-
biar una integral sobre una variedad a la integral sobre la frontera de la
variedad

∫
C
dw =

∫
∂C

ω.

En otras palabras el teorema de Stokes en dos dimensiones se puede enun-

ciar cómo el número de ĺıneas que pasan a través del camino C y que
es igual al al número de puntos que hay dentro del área delimitada por C.
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Figura 3.6: Teorema de Stokes



Caṕıtulo 4

Teorema de Gauss-Bonnet

Este caṕıtulo está basado en [19], [5], [14] y [4].

4.1 Ecuaciones de estructura de Cartan

Empezaremos por mencionar que las ecuaciones de estructura de Cartan

codifican la conexión y curvatura de una variedad Riemanniana. Sea
{êα} una base ortonormal y {θ̂α} la base dual en una vecindad U de p

en Mn, sea la conexión de Levi-Civita de Mn

∇êαêβ = ω
γ
αβ êγ.

DEFINICIÓN 4.1. La matriz de conexión con entradas 1-formas dife-

renciales {ωα
β}.

ωα
β ≡ ωα

γβθ̂
γ.

Nota: no confundir ω con dos ı́ndices y la que tiene tres ı́ndices.
La 1-forma diferencial ωα

β satisface las ecuaciones de estructura de Cartan

dθ̂α + ωα
β ∧ θ̂β = T α

dωα
β + ωα

γ ∧ ω
γ
β = Ωα

β.

32
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donde

T α ≡ 1
2
T α

βγ θ̂
β ∧ θ̂γ es la 2-forma diferencial de torsión

Ωα
β ≡ 1

2R
α
βγδθ̂

γ ∧ θ̂δ es la 2-forma diferencial de curvatura.

EJEMPLO 4.2. S2 . Para calcular la 1-forma de conexión y 2-forma

de curvatura para la esfera usamos las ecuaciones de estructura. Damos
una parametrización de S2

X(φ, θ) = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)
Xφ = (− sinφ sin θ, cosφ sin θ, 0)

Xθ = (cosφ cos θ, sinφ cos θ,− sin θ),

entonces los vectores unitarios y sus correspondientes formas duales quedan

como

ê1 =
1

sin θXφ θ̂1 = sin θdφ

ê2 = Xθ θ̂2 = dθ,

del hecho de que la conexión sea métrica se tiene que ω1
1 = ω2

2 = 0, us-

ando las ecuaciones de estructura de Cartan libre de torsión

d(dθ) + ω1
2 ∧ sin θdφ = 0

d(sin θdφ) + ω2
1 ∧ dθ = 0,

de la segunda ecuación se obtiene que ω2
1 = cos θdφ, y aśı la matriz de

conexión es

(
0 − cos θdφ

cos θdφ 0

)



Caṕıtulo 4. Teorema de Gauss-Bonnet 34

la matriz de curvatura viene dada por la segunda ecuación de estructura
y el único término que contribuye es

Ω2
1 = dω2

1 = − sin θdθdφ

y por tanto la matriz de curvatura queda como

(
0 sin θdθdφ

− sin θdθdφ 0

)
.

EJEMPLO 4.3. H2. Anlogamente, se puede calcular la 1-forma de

conexin y la 2-forma de curvatura des espacio hiperblico. Tomando una
base ortonormal, su base dual y usando las ecuaciones de estructura.

ê1 = y ∂
∂x

θ̂1 = 1
y
dx

ê2 = y ∂
∂y

θ̂2 = 1
y
dy

La matriz de conexión es

(
0 −1

y
dx

1
y
dx 0

)
.

La matriz de curvatura

Ω2
1 = dω2

1 = − 1
y2
dxdy
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(
0 − 1

y2
dxdy

1
y2
dxdy 0

)
.

4.2 Haces fibrados I

Empecemos con un tratamiento informal . Si tenemos una variedad difer-
enciable Mn a la que llamaremos variedad base y otra variedad F a la

que llamaremos fibra. Un haz fibrado E sobre Mn con fibra F es una
variedad que localmente es un producto de Mn con F. Esto es, si Mn es

cubierto por un conjunto de coordenadas locales Ui, entonces el haz E es
topológicamente descrito en cada vecindad Ui por la variedad producto

Ui × F.

PM

F

Ui

Figura 4.1: Estructura local de un haz fibrado. Una ĺınea vertical representa una fibra
en cada punto

Que localmente el haz sea un producto deja abierto muchas posibilidades
acerca de la topoloǵıa global del haz. Para especificar completamente el
haz E debemos proporcionar un conjunto de funciones de transición Φij

que nos dicen cómo se pegan las fibras en el traslape de dos vecindades
Ui ∩Uj. Escribimos Φij cómo el mapeo

Φij : F|Ui
→ F|Uj

en Ui ∩Uj.
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Ui
U Uj

ϕi j : Fi Fj

Figura 4.2: Las funciones de transcición Φij definen un mapeo de las coordenadas de
las fibras sobre Ui a aquellas sobre Uj .

Aunque la topoloǵıa local es trivial, la topoloǵıa global puede ser bas-

tante complicada debida al torcimiento de las fibras.

EJEMPLO 4.4. Banda de Möbius. La variedad base es el ćırculo S1

parametrizado por el ángulo θ. Cubrimos al ćırculo con dos vecindades

U± definidas como

U+ = {θ : −ǫ < θ < π + ǫ}
U− = {θ : π − ǫ < θ < 2π + ǫ = 0 + ǫ}.
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a) θ

U+

U-

S1
=

b)

U+ x F

x FU-

+ 1 + 1

+ 1 + 1

- 1

- 1 - 1

- 1

t

t

+

-

c)

θ θ θ= 0 ==π π2

t t -+

I II I

d) I II

Figura 4.3: Banda de Möbius. (a) El espacio base S1 cubierto por las vecindades U±

que se traslapan en θ = 0 y θ = π. (b) Piezas del haz formadas por el producto U± con
las fibras. (c) Las regiones I y II es el traslape (d) La banda de Möbius es obtenida al
pegar las fibras con las funciones de transición t+ = t− en la región I y t+ = −t− en la
región II

La fibra es el intervalo con coordenadas t ∈ [−1, 1], el haz consiste de dos
piezas

U+ × F con coordenadas (θ, t+) y U− × F con coordenadas (θ, t−)

Con funciones de transición

t+ = t− en la región I={θ : −ǫ < θ < ǫ}
t+ = −t− en la región II={θ : π − ǫ < θ < π + ǫ}.

Identificando t con -t en la región II tuerce el haz y proporciona una
topoloǵıa global no trivial.
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4.3 Secciones

DEFINICIÓN 4.5. Una sección del haz fibrado E es una regla que

asigna a cada punto de x una fibra.

s : M → E

F

S

S

1

0

X0 X1

M

Figura 4.4: sección

Siempre se pueden definir secciones locales de un parche, estas secciones

son funciones de Ui en F. La construcción de secciones globales depende
de la topoloǵıa del haz y existen haces fibrados que no tienen secciones

globales.

4.4 Haces fibrados II

Para definir un haz fibrado se requiere de una proyección π que mapea el

haz fibrado E en el espacio base M contrayendo cada fibra a un punto.
Si x ∈ M, π−1(x) es la fibra sobre x; π−1(x) actúa como una linterna

puesta en un hoyo en x para producir un rayo de luz igual a la fibra. A
la fibra en x se denota como Fx.
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π−1(Ui) denota el subconjunto de E que se proyecta a la vecindad Ui en
M. Asumimos que hay un isomorfismo que mapea Ui × F en π−1(Ui).
Estos mapeos se llaman trivializaciones locales. Es importante observar

que no hay un isomorfismo canónico.

DEFINICIÓN 4.6. Un haz fibrado E con fibra F sobre una variedad
base M consiste de un espacio topológico E junto con una proyección

π : E → M el cual satisface la condición de trivialidad local:
Para cada x ∈ M existe una vecindad Ui de x y un isomorfismo Φi que

mapea Ui ×F al subconjunto π−1(Ui) del haz E. (x,f) denota un punto
de Ui × F y requerimos que π(Φi(x, f)) = x como condición de consis-
tencia. Las funciones de transición están definidas como

Φij = Φ−1
i Φj

en el traslape de las vecindades Ui y Uj . Para cada x ∈ Ui ∩Uj, este
es un mapeo de F en F; Φij relaciona la estructura local de Ui con la de

Uj. Requerimos que las funciones de transición pertenezcan al grupo G
de transformaciones de la fibra F, este grupo G es llamado el grupo de
estructura del haz fibrado.

Las funciones de transición satisfacen las condiciones de cociclo:

Φii =identidad

ΦijΦjk = Φik

para x ∈ Ui ∩Uj ∩Uk.

El conjunto de funciones de transición pueden ser usadas para definir de

manera consistente el procedimiento de pegado de las piezas locales de
un haz si y solamente si las condiciones de cociclo son satifechas. El haz

está completamente determinado por las funciones de transición.
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4.5 Dualidad de Poincaré y Producto de intersección

Dualidad de Poincaré en una de sus versiones es la simetŕıa en los números

de Betti de una variedad de dimensión n. Existe la misma cantidad de
hoyos de dimensión k que de dimensión n-k .

DEFINICIÓN 4.7. Otra versión de la dualidad de Poincaré es: a cada
subvariedad S de dimensión k de M le corresponde una (n-k)-forma di-

ferencial [ηs] tal que

∫

S

ω =

∫

M

ω ∧ ηs (A)

para cualquier ω in Hn−k
c (M).

La dualidad de Poincaré permite calcular productos de intersección. Si
A y B son dos subvariedades de M , el producto de intersección I(A,B)

está dado por

I(A,B) =

∫

M

ηA ∧ ηB

EJEMPLO 4.8. Sea M=R3, A el plano xy y B el eje z. Los duales
de Poincaré correspondientes

η1
A
= δ(z)dz

η1
B
= δ(x)δ(y)dxdy
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I(A,B) =

∫

R3

δ(x)δ(y)δ(z)dxdydz = 1.

B

A

R
3

Figura 4.5: Producto de intersección

EJEMPLO 4.9. Sea M una variedad compacta, conexa, y orientable.

Nj una subvariedad y ν una vecindad tubular de Nj con fibras Np

Figura 4.6: Vecindad tubular de Nj

Escogemos η una (n-j)-forma diferencial en M que tiene soporte en la
vecindad ν y cumple que

∫

Np

η = 1

∀p ∈ Nj
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Si cualquier j-forma diferencial α en M es multiplicada por η, α∧ η está
tendrá soporte en ν y por la condición de que la forma η al integrase
sobre las fibras es 1,se checa que cumple la condicin (A) y por tanto η es

la dual de Poincar a Nj. En esa vecindad tubular solo aporta α y por lo
tanto η es el dual de Poincaré de N.

4.5.1 Dual de Poincaré del disco y su circunferencia en el plano

xy en R3

Dual de Poincaré del disco D en el plano xy.

Por la simetŕıa del disco usemos coordenadas ciĺındricas. El disco tiene

dimensión 2 por lo tanto le corresponde una 1-forma diferencial [ηD] .

Como el disco está en el plano xy los tubitos de una 2-forma diferencial
que contribuyen deben atravesar esta superficie. En este caso los tubitos
provienen de dρdθ.

Figura 4.7: Tubitos que contribuyen al conteo
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Entonces el producto wedge de dρdθ con [ηD] debe recuperar la cuenta de
los tubitos cuando se integra sobre todo R3, [ηD] debe ser proporcional a
dz y únicamente puede tener soporte dentro de la variedad. Esto es muy

parecido a la δ de Dirac que da cuenta de dónde se encuentra la carga,
el dual de Poincaré da cuenta de dónde se encuentra la variedad.

Entonces el dual del disco es la 1-forma diferencial

D̃ = δ(z)h(ρ− 1)dz.

El dual de Poincaré de la circunferencia.

La circunferencia tiene dimensión 1, aśı que el dual es una 2-forma dife-
rencial. Las únicas contribuciones son los planos que cortan al ćırculo, es

decir, dθ. Entonces el dual es la 2-forma diferencial proporcional a dρdz

C̃ = δ(ρ− 1)δ(z)dρdz

Podemos ver cómo se refleja el cálculo diferencial exterior en dibujos.

∂D = C.

Su dual es

dD̃ = C̃

z=cte planos, ρ=cte cilindros, θ=cte planos.
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4.6 Teorema de Gauss-Bonnet n = 2

La 2-forma de curvatura Ω es un objeto global ya que al cambiar de mar-

cos eu y ev en las vecindades U y V (U∩V 6= ∅) la forma de curvatura
se transforma como

Ωv = gvuΩuguv .

Mientras que la 1-forma de conexión no se transforma bien por lo que no
es un objeto global en general, se transforma con la siguiente regla

ωv = gvuωuguv + gvudgvu .

Sea SM2 el haz tangente unitario con fibra SO(2). Sea π la proyección

π : SM2 → M2 .

Sea ΦU una trivialización local y PF la proyección del producto a la fibra,
definimos a f como

f := PF ◦ ΦU.
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Figura 4.8: Definición de f

Se define ahora la 1-forma diferencial en SM2 denotada ωu que será

global, a partir de la 1-forma local ωu por

ωu := π∗(ωu) + f ∗(dα) .

Resulta que esta corrección de la 1-forma de conexión en SM2 si es global

y coincide con el potencial del pullback de la 2-forma de curvatura en el
haz tangente unitario. Esto es la clave para la demostración intŕınseca

de Chern.

Sea V un campo vectorial unitario en M2 − {p1, ..., pk}, de manera que
Ind (V, pi ) sea +1 +1. Subimos a M2 agujerada con V al haz tagente
unitario.
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Figura 4.9: Subir M2 − {p1..., pk} con una sección V

Sea M̃2 = V (M− {p1, ..., pk}), es una superficie en SM2 con frontera

dada por

∂M̃2 =
k⋃

i=1

Fpi.

Integrando la entrada 1,2 de Ω,
∫

M2

Ω2
1 =

∫

V (M2−{p1,...,pk})
π∗(Ω2

1) =

∫

M̃2

π∗(Ω2
1)

usando que Ω2
1 = dω2

1

∫

M̃2

π∗(Ω2
1) =

∫

M̃2

dω2
1 .
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Por Stokes

∫

M̃2

dω2
1 =

∫

∂M̃2

ω2
1 ,

pero ω2
1 es una 1-forma diferencial que al integrarse sobre las fibras es 1.

Entonces usando el teorema de Poincaré-Hopf tenemos que

∫

M2

Ω2
1 =

k∑

i=1

∫

Fpi

ω2
1 =

k∑

i=1

2πInd(V, pi).

Finalmente

∫

M̃

Ω
2
1 = 2πχ(M) .
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Invariante de Hopf

Este caṕıtulo está basado en [4], [3] y [15].

5.1 Invariante de Hopf

El problema de describir grupos de homotoṕıa de esferas ha sido un

problema fundamental en topoloǵıa algebraica. Hay básicamente dos
aproximaciones. La más antigua tiene que ver con el estudio del mapeo
f : S2n−1 → Sn en términos de la imagen inversa f−1(x) de un valor

regular. El grado de Brower está definido de esta manera aśı como la
definición original del invariante de Hopf. Pontryagin mostró que las

clases de homotoṕıa de un mapeo f está completamente determinado
por la geometŕıa de la imagen inversa de f−1(B(x; ǫ)) de una pequeña

vecindad de un valor regular. Él introdujo el cobordismo enmarcado y la
ciruǵıa enmarcada e identificó el grupo πn+k(S

n) con el grupo de cobor-

dismo de k-variedades inmersas en Rn+k y equipado con un marco de sus
haces normales estables.

En la otra aproximación se comparan esferas con espacios cuyos grupos de
homotoṕıa son conocidos. Este método fue introducido por Serre quien

usó sucesiones espectrales y espacios de Eilenberg-MacLane K(A,n) con
la propiedad

πi(K(A, n)) =

{
A i=n

0 en otro caso.

48
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El invariante de Hopf veremos que es un invariante discreto como la ca-
racteŕıstica de Euler. Una especie de caracteŕıstica de Euler de funciones
entre esferas, si dos funciones son homotópicas entonces tienen el mismo

invariante de Hopf. Si dos espacios son homotópicos tienen la misma
caracteŕıstica de Euler.

Brouwer créıa que si hay dos mapeos f, g : Mn → Sn con el mismo

Brouwer degree entonces f y g son homotópicos, él mismo probó esto
para n = 2 y el caso general fue demostrado por Hopf. Pero antes que él

no se sab́ıa nada de mapeos más altos Mk → Sn con k>n, incluso entre
esferas, aśı que fue natural que considerara mapeos entre esferas.

El invariante se define para mapeos entre esferas

f : S2n−1 → Sn .

La imagen inversa de un punto bajo f es una Sn−1, �se rellena � la Sn−1 de

manera que se tiene algo de dimensión n y al intersectarlo con la imagen
inversa de otro punto el resultado es un conjunto finito de puntos.

Por ejemplo para el caso clásico n=2 y la fibración usual de Hopf. La
imagen inversa de un punto es un ćırculo, la intersección del disco con

un ćırculo es un punto y entonces el invariante de Hopf es 1.

Figura 5.1: H(f)=1
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Por otra parte Kelvin encontró una integral asociada con la vorticidad
que mide cómo las ĺıneas de campo de velocidad del fluido se trenzan en
śı mismas, alrededor de 1950 Whitehead expresó el invariante de Hopf

en la forma de la integral de Kelvin.

Una manera de definir el invariante de Hopf es tomando una 2-forma
diferencial normalizada α, que genera el segundo grupo de cohomoloǵıa

De Rham de la esfera H2
DR(S

2) . Se hace el pullback de ésta mediante
f para tener una 2-forma diferencial sobre S3, pero como H2

DR(S
3) = 0

hay un potencial (una 1-forma diferencial) ω de manera que f ∗α = dω .
Multiplicando con ω se construye una 3 -forma diferencial y obtenemos
la otra definición del invariante de Hopf

H(f) =
∫
S3 ω ∧ dω.

5.2 Número de enlazamiento

DEFINICIÓN 5.1. El invariante de Hopf de la funcin f : S3 −→ S2 se
puede también definir como

H(f)= número de enlazamiento de la preimagen de dos puntos .

El número de enlazamiento de dos ćırculos orientados puede ser definido
de diferentes maneras. Aqúı nos interesan tres, una desde teoŕıa de in-

tersección, otra usando el Brouwer degree y la última debida a Gauss es
usando la ley Ampère.
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5.2.1 Número de enlazamiento desde Teoŕıa de intersección

DEFINICIÓN 5.2. Sean A y B dos ćırculos en S3 y sea D una super-

fice suave con frontera A, tal que D intersecta a B transversalmente. El
número de enlazamiento se define como

Link(A,B) =
∑

x∈A⋂B

signo(x) .

La suma es sobre todos los puntos de intersección de D con B y el signo
se escoge con la convención usual : en un punto x en A

⋂
B el signo es

1 si TxS
3 tiene la misma orientación que Dx ×Bx -1 en caso contrario.

Figura 5.2: Link(A,B) = 1

5.2.2 Número de enlazamiento desde el grado de

Brouwer

El grado de un mapeo entre variedades cerradas y orientables de la misma
dimensión, mide cuantas veces la imagen de Mn envuelve a Vn.

Sea φ : Mn → Vn. Sea ωn una n- forma diferencial tal que
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∫

Vn

ωn = 1.

DEFINICIÓN 5.3. El grado de Brouwer del mapeo φ se define como

Deg(φ) =
∫
Mn φ

∗ω .

Figura 5.3: f : S1 −→ S1 con grado 1

El significado geométrico está dado por el siguiente:

TEOREMA 5.4. Sea y en V un valor regular de φ : Mn → Vn. Para

cada x ∈ φ−1(y), φ∗ : Mx → Vy y se define el signo de φ(x) como +1 si
φ∗ preserva orientación y -1 en caso contrario. Entonces

Deg(φ) =
∑

x∈φ−1(y)

Signφ(x).
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EJEMPLO 5.5. Una aplicación muy bella del grado de Brouwer es el
Teorema de Gauss-Bonnet en dos dimensiones. El grado del mapeo nor-
mal de Gauss n : M2 → S2 resulta ser básicamente la caracteŕıstica de

Euler , es decir, Deg(n) = 1
2χ(M

2).

TEOREMA 5.6. (Gauss-Bonnet)
Sea M2 ⊂ R3 una superficie orientable compacta y sin frontera, n el

mapeo normal de Gauss, entonces

∫

M2

K dA = 4πDeg(n).

.

EJEMPLO 5.7. Otra aplicación es dada por Freedman quien usa el

grado de Brower para demostrar la ley de Biot Savart.

DEFINICIÓN 5.8. Definamos el número de enlazamiento usando el

grado de un mapeo. Consideremos el toro abstracto T2 con coordenadas
(θ,φ) y el mapeo L : T2 → S2 definido por

L(θ, φ) = r2(φ)−r1(θ)
|r2(φ)−r1(θ)| ,

donde r1, r2 son los vectores posicin de B y A respectivamente, ver

figura (5.5)

Entonces

Link(A,B) = deg(L) .
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Figura 5.4: Grado de Brower

5.2.3 Número de enlazamiento desde ley de Ampère

DEFINICIÓN 5.9. Si L es la función definida en 5.8, entonces

L(A,B) =

∮

B

r12 × dr2

r312

Figura 5.5: Ley de Ampère
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Esta es mi favorita. Usando la ley de Ampère, Gauss definió el número
de enlazamiento. La idea es la siguiente : si se tiene una corriente por
B, se puede calcular usando la ley de Biot Savart el campo magnético

producido alrededor de A y entonces calcular la integral de ĺınea a largo
de A que por ley de Ampère son las corrientes que atraviesan una su-

perficie con frontera A y éste es precisamente el número de enlazamiento.

Tuvo que pasar siglo y medio para que otro f́ısico (Witten) encontrara
otro invariante de enlaces usando teoŕıa de campos, solo que esta vez

campos cuánticos y el invariante resultante es el polinomio de Jones.

5.3 Proyección estereográfica del ćırculo

Para visualizar S3 inmersa en R4 usaremos proyección estereográfica.

Primero vamos a encontrar la proyección desde el polo norte de S1 sobre
R1. El método se extiende para la proyección de Sn sobre Rn.

Figura 5.6: Proyección del ćırculo en la recta
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Usando semejanza de triángulos de la figura de 3.1

z

1
=

z − x

y
=

z − (z − x)

1− y
=

x

1− y
. (5.1)

Tenemos que

z = x
1−y

. (5.2)

Para obtener el mapeo inverso usamos vectores de la figura 5.8.
−−→
NP =

t
−−→
NQ y 1+

−−→
NP =

−→
OP , en coordenadas

−→
OP = (tz, 1− t) pero

−→
OP esta en

el ćırculo, entonces t2z2 + (1 − t)2 = 1, lo que implica que t = 2
1+z2

. El
mapeo inverso es

z → ( 2z
1+z2

, −1+z2

1+z2
) (5.3)

Se puede extender de manera inmediata la proyección de S2 . Los
análogos de las ecuaciones (5.2) y (5.3)

(x, y, z) → (
x

1− z
,

y

1− z
). (5.4)

El mapeo inverso esta dado por

(x, y) → (
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,
−1 + x2 + y2

1 + x2 + y2
). (5.5)
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5.4 Fibración de Hopf

La fibración de Hopf es la descomposión de S3 en ćırculos, un ćırculo por
cada punto en S2 y está dado por f : S3 → CP1 donde

(z0, z1) → z0
z1

. (5.6)

Veamos que el inverso de cada punto a = r1e
iθ es un ćırculo máximo en

S3. Aunque no todos lo ćırculos máximos son fibras.

z0 = r1e
iθz1 (5.7)

z1 = r2e
iη. (5.8)

El inverso de a corresponde a todos los puntos de la forma

(r2r1 cos(θ + η), r2r1 sin(θ + η), r1 cos(θ), r1 sin(θ)) (5.9)

y la condición por estar en S3

r22r
2
1 + r21 = 1. (5.10)

La aceleración apunta en dirección opuesta al vector de posición lo que

implica que es un ćırculo máximo en S3 y como vemos de (5.9) cada
ćırculo está en un toro.
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EJEMPLO 5.10. Ahora visualizamos la imagen inversa de los puntos
(1,0) y (2,0) cuyos ćırculos respectivamente son (5.11) y (5.12). Usare-
mos la proyección estereográfica para visualizarlos

(
cos θ√

2
,
sin θ√

2
,
cos θ√

2
,
sin θ√

2

)
(5.11)

(
2 cos θ√

5
,
2 sin θ√

5
,
cos θ√

5
,
sin θ√

5

)
(5.12)

Usando proyección estereográfica

(
cos θ√

2− Senθ
,

sin θ√
2− sin θ

,
cos θ√
2− sin θ

)
(5.13)

(
2 cos θ√
5− sin θ

,
2 sin θ√
5− sin θ

,
cos θ√
5− sin θ

)
. (5.14)

Figura 5.7: Enlace de Hopf usando proyección estereográfica
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5.5 Forma de volumen

Sean u1,u2 y u3 las coordenadas estándar en R3, la forma de volumen de
S2 es

σ = 1
4π(u1du2du3 − u2du1du3 + u3du1du2) . (5.15)

Podemos simplificar la forma de volumen usando la ecuación de la esfera

u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1 (5.16)

tomando su diferencial se sigue que

u1du1 + u2du2 + u3du3 = 0, (5.17)

sustituyendo du3 en σ resulta

σ = 1
4πu3

du1du2 (5.18)

5.6 Pullback de la forma de volumen

Como el mapeo inverso va de CP1 a S2 podemos llevar la forma de volu-

men de S2 a CP1, para eso debemos tener los puntos de S2 como función
de puntos de CP1, es decir
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u1 =
2x

1 + x2 + y2

u2 =
2y

1 + x2 + y2

u3 =
−1 + x2 + y2

1 + x2 + y2

. (5.19)

Tomando las diferenciales

du1 = ∂xu1dx+ ∂yu1dy

=
2(1 + y2 − x2)

(1 + x2 + y2)2
dx− 4xy

(1 + x2 + y2)2
dy

(5.20)

du2 = ∂xu2dx+ ∂yu2dy

=
−4xy

(1 + x2 + y2)2
dx− 2(1 + y2 − x2)

(1 + x2 + y2)2
dy

. (5.21)

Haciendo el producto

du1du2 =
4(1 + y2 − x2)(1 + x2 − y2)

(1 + x2 + y2)4
dxdy − 16x2y2

(1 + x2 + y2)4
dxdy

=
4(1− x2 − y2)(1 + x2 + y2)

π(1 + x2 + y2)4

. (5.22)
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Dividimos por 4πu3 y nos queda la forma de área en CP1

−1
π(1+x2+y2)2dxdy (5.23)

Pasemos esta forma de área pero con el signo positivo usando coordena-
das complejas.

Sea

z = x+ iy (5.24)

diferenciando,

dz = dx+ idy (5.25)

dz = dx− idy. (5.26)

Multiplicando dzdz y despejando dxdy resulta

dxdy =
idzdz

2
. (5.27)

La forma de área en coordenadas complejas es

−i
2π(1+|z|2)2dzdz . (5.28)

Ahora llevemos la forma de área a S3 mediante el mapeo de Hopf. Debe-

mos entonces tener los puntos CP1 como función de lo puntos en S3
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z =
z0

z1
. (5.29)

Tomando la diferencial y su conjugada

dz =
z1dz0 − z0dz1

z21
(5.30)

dz =
z1dz0 − z0dz1

z21
. (5.31)

El pullback es una 2- forma diferencial en S3

α =
i(z1dz0 − z0dz1)(z1dz0 − z0dz1)

2π(|z0|2 + |z1|2)2
. (5.32)

Regresando a las coordenadas cartesianas de R4, la ecuación de S3 es

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1 (5.33)

diferenciando resultan las siguientes igualdades

x1dx1 + x2dx2 + x3dx3 + x4dx4 = 0 (5.34)

z0 = x1 + ix2 (5.35)

dz0 = dx1 + idx2 (5.36)

dz0 = dx1 − idx2 (5.37)
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z1 = x3 + ix4 (5.38)

dz1 = dx3 + idx4 (5.39)

dz1 = dx3 − idx4 (5.40)

sustituimos de (5.35) a (5.40) en (5.32)

α =
i

2π
((x3 + ix4)(dx1 + idx2)− (dx1 + idx2)(dx3 − idx4))

((x3 − ix4)(dx1 − idx2)− (dx1 − idx2)(dx3 − idx4))

(5.41)

multiplicando resulta que

α =
i

2π
(x2

3 + x2
4)(−2idx1dx2)(x

2
1 + x2

2)(−2idx3dx4)

+
i

2π
(2iAdx1dx4 − 2iAdx2dx3 − 2iBdx1dx3 − 2iBdx2dx4)

(5.42)

donde

A = x1x3 + x2x4 (5.43)

B = x1x4 − x2x3. (5.44)
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Sustituyendo

x2
3 + x2

4 (5.45)

por

1− x2
1 − x2

2 (5.46)

y

x2
3 + x2

4 (5.47)

por

1− x2
1 + x2

2 (5.48)

α resulta

α =
1

π
(dx1dx2 + dx3dx4)

+
i

π
(i((x2

1 + x2
2)dx1dx2 + (x2

3 + x2
4)(dx3dx4))

+
i

π
(Adx1dx4 − Adx2dx3 − Bdx1dx3 − Bdx2dx4)

. (5.49)

Veamos que toda la expresión después de 1
π
(dx1dx2 + dx3dx4) es cero.

Entonces

(x2
1 + x2

2)(dx1dx2) + (x2
3 + x2

4)(−idx3dx4)

x1x3dx1dx4 + x2x4dx1dx4 − x1x3dx2dx3 − x2x4dx2dx3



Caṕıtulo 5. Invariante de Hopf 65

−x1x4dx1dx3 + x2x3dx1dx3 − x1x4dx2dx4 + x2x3dx2dx4 .

Sustituyendo dx1 =
1
x1
(−x2dx2 − x3dx3 − x4dx4) en el primer término y

haciendo el producto wedge con dx4 resulta

x2
1dx1dx2 + x2

2dx1dx2 +
X
X
X
X
X
XX

x2
3dx3dx4 + x2

4dx3dx4

(
(
(
(
(
(
(
((−x2x3dx2dx4 −

X
X
X
X
X
XX

x2
3dx3dx4 + x2x4dx1dx4 − x1x3dx2dx3 − x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3 + x2x3dx1dx3 − x1x4dx2dx4 +(
(
(
(
(
(
((

x2x3dx2dx4

quedan los siguientes términos

x2
1dx1dx2 + x2

2dx1dx2 + x2
4dx3dx4

x2x4dx1dx4 − x1x3dx2dx3 − x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3 + x2x3dx1dx3 − x1x4dx2dx4.

Sustituyendo dx4 =
1
x4
(−x1dx1 − x2dx2 − x3dx3) en la primera expresión

x2
1dx1dx2 +�

�
�
�
�
�

x2
2dx1dx2 + x2

4dx3dx4

�
�
�
�
�
�
�−x2

2dx1dx2 −h
h
h
h
h
h
hh

x2x3dx1dx3 − x1x3dx2dx3 − x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3 +
h

h
h
h
h
h
hh

x2x3dx1dx3 − x1x4dx2dx4

resulta

x2
1dx1dx2 + x2

4dx3dx4

−x1x3dx2dx3 − x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3 − x1x4dx2dx4.
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Sustitueyendo dx3 =
1
x3
(−x1dx1−x2dx2−x4dx4) en la primera expresión

�
�
�
�
�
�

x2
1dx1dx2 + x2

4dx3dx4

+
�
�
�
�
�
�

x2
1dx2dx1 +

h
h

h
h
h
h
hh

x1x4dx2dx4 − x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3 −h
h
h
h
h
h
hh

x1x4dx2dx4

resulta

x2
4dx3dx4

−x2x4dx2dx3

−x1x4dx1dx3

sustituyendo dx2 =
1
x2
(−x1dx1 − x2dx2 − x4dx4) en la primera

�
�
�
�
�
�

x2
4dx3dx4

h
h
h
h
h
h
hh

x1x4dx1dx3 +�
�
�
�
�
�

x2
4dx4dx3

−h
h
h
h
h
h
hh

x1x4dx1dx3.

Entonces

α = 1
π
(dx1dx2 + dx3dx4) (5.50)

cuyo potencial α es simplemente

ω = 1
π
(x1dx2 + x3dx4) . (5.51)
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5.7 Cálculo expĺıcito de la integral H n=2

Entonces si hacemos el producto wedge de (5.50) y (5.51) el invariante
de Hopf es

H(f) =

∫

S3

ω ∧ dω (5.52)

H(f) =

∫

S3

x1dx2dx3d4 + x3dx1dx2d4

=
2

π2

∫

S3

x1dx2dx3d4

. (5.53)

Hacemos la integral usando coordenadas hiperesféricas, donde 0 ≤ ξ ≤ π,

0 ≤ π ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π.

x1 = sin ξ sinφ cos θ (5.54)

x2 = sin ξ sinφ sin θ (5.55)

x3 = sin ξ cosφ (5.56)

x4 = cos ξ. (5.57)

Cuyas diferenciales son

dx1 = sinφ sin θ cos ξdξ + sin ξ sin θ cosφdφ+ sin ξ sinφ cos θdθ (5.58)
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dx2 = sinφ sin θ cos ξdξ + sin ξ sin θ cosφdφ+ sin ξ sinφ cos θdθ (5.59)

dx3 = cosφ cos ξdξ − sin ξ sinφdφ (5.60)

dx4 = − sin ξdξ. (5.61)

Los cuatro términos de la forma de volumen S3 son

x1dx2dx3dx4 − x2dx1dx3dx4 + x3dx1dx2dx4 − x4dx1dx2dx3. (5.62)

El primer término es

dx2dx3dx4 = sin3 ξ sin2 φ cos θdθdφdξ (5.63)

x1dx2dx3dx4 = sin4 ξ sin3 φ cos2 θdθdφdξ. (5.64)

El segundo término es

dx1dx3dx4 = − sin3 ξ sin2 φ sin θdθdφdξ (5.65)

−x2dx1dx3dx4 = sin4 ξ sin3 φ sin2 θdθdφdξ (5.66)

El tercer término es

dx1dx2dx4 = sin3 ξ sinφ cosφdθdφdξ (5.67)
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x3dx1dx2dx4 = sin4 ξ sinφ cos2 φdθdφdξ. (5.68)

El cuarto término es

dx1dx2dx3 = − sin2 ξ cos ξ sin3 φ sin2 θ − sin2 ξ cos ξ sin3 φ cos2 θ

= − sin2 ξ cos ξ sinφ cos2 φ sin2 θ

− sin2 ξ cos ξ sinφ cos2 φ cos2 θ. (5.69)

entonces

H(f) =
2

π2

∫
x1dx2dx3dx4

=
2

π2

∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0

sin4 ξ sin3 φ cos2 θdθdφdξ

(5.70)

el resultado es

H(f) = 1 . (5.71)

5.8 Cálculo del invariante H usando fibras

También se puede calcular el invariante de Hopf integrando el potencial
a lo largo de fibras . El potencial está dado por
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1

π
(x1dx2 + x3dx4). (5.72)

Con fibras ćırculos máximos dada una η constante

(r2r1 cos(θ + η), r2r1 sin(θ + η), r1 cos(θ), r1 sin(θ)) (5.73)

y la condición por estar en S3.

r22r
2
1 + r21 = 1 (5.74)

Si integramos el potencial a lo largo de cualquier fibra

x1 = r2r1 cos(θ + η)

dx2 = r2r1 cos(θ + η)

x3 = r1 cos(θ)

dx4 = r1 cos(θ)

(5.75)

H(f) =
1

π

∫ 2π

0

(r22r
2
1 cos

2(θ + η) + r21 cos
2(θ)) = 1 (5.76)

y tenemos nuevamente que

H(f) = 1 . (5.77)
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5.9 Invariante H n=2

Figura 5.8: H(f)=1

Sea WA y WB vecindades abiertas de A y B respectivamente. ηA y

ηB los duales de Poincaré compactos en H2
c (WA) y H2

c (WB). Ya que
H2

DR(S
3) = 0 se puede extender por cero ηA y ηB a todo S3 tal que

dωA = ηA
y

dωB = ηB.

En términos de formas unos esperaŕıa, de manera inocente, que en teoŕıa

de intersección

∫

S3

ωA ∧ ηB

si A = ∂D y ηA = dωA, entonces en algún sentido D corresponde a ωA.
Veamos que es independiente de todas las elecciones que se pueden hacer.
Primero si ω′

A
otra forma con dω′

A
= ηA. Entonces ω

′
A
− ωA es cerrada.

Asi

∫

S3

(ω′
A
− ωA) ∧ ηB =

∫

S3

d[(ω′
A
− ωA)] ∧ ηB = 0.
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Por otro lado, si η′
B
es otro representante de [η′

B
], entonces ηB−η′

B
= dµ,

para algún µ en Ω1
c(WB). Por tanto,

∫

S3

ωA ∧ (ηB − η′B) = −
∫

S3

(ωA ∧ µ) +

∫

S3

ωA ∧ µ.

Ambos términos de la derecha desaparecen: el primero por el teorema
de Stokes y el segundo porqué el soporte de ηA y µ son disjuntos.

Esta forma diferencial es bastante parecida al invariante de Hopf. Para

llevarla a la forma de invariante de Hopf elegimos dos vecindades UP

y Uq de un valores regulares de py q de f y ponemos WA = f−1Up y
WB = f−1Uq. Después elegimos formas αp y αq en Ω2

c(Up) y Ω2
c(Uq)

representando los duales de Poincaré de p y q y ponemos ηA = f ∗αp y
ηB = f ∗αq. Entonces el número de enlazamiento de A y B es dado por

∫

S3

ωA ∧ ηB.

Ya que αp y αq son ambos representantes de H2
DR(S

2), hay una forma β

en Ω2(S2) tal que αp − αq = dβ y por tanto

ωA(ηA − ηB) = ωAf
∗dβ = −d(ωAf

∗dβ) + d(ωA)f
∗dβ

ηA ∧ f ∗β = f ∗(αp ∧ β).

Pero αp ∧ β está en Ω3(S2) y por lo tanto desaparece. Por Teorema de
Stokes se sique que

∫

S3

ωA ∧ ηB =

∫

S3

ωA ∧ ηA.
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Veamos que el invariante de Hopf definido como el número de enlaza-
miento y con formas diferenciales coinciden.

DEFINICIÓN 5.11. Empezamos con una superficie como D con fron-

tera A, puede ser extendido de manera difeomorfa a A× [0, 1]. Es decir,
existe un embedding

φ : A× [0, 1] →֒ S3

tal que φ mapea difeomorficamente a A× [0, 1] en una vecindad cerrada
de A = ∂D en D, con A× {0} va a A.

D1 = D ∪ φ(A× [0, 1])
D−1 = D− φ(A× [0, 1])

Hay un anidamiento de subvariedades

D1 ⊃ D ⊃ D−1.

Con el interior de D1 −D−1 es difeomorfo a A × (0, 1). El mapeo φ es
llamado un collar alrededor de ∂D y la restriccioń de φ a A × (0, 1) se

llama un collar abierto alrededor de ∂D.

Figura 5.9: Collar
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Usando la parametrización φ podemos construir una funcioń suave ξA
sobre D1 tal que

(1) ξA ≡ 0 cerca de frontera de A y
(2) ξA ≡ 1 en una vecindad de D−1 en D1 .

Se tiene que dξA es una 1-forma diferencial con soporte compacto en un

collar abierto de D̊1 −D−1. Donde D̊1 es el interior de D1. Además dξA
representa el dual de Poincaré de A en Ω1

c(D̊1 −D−1).

Ahora elegimos una vecindad de D1 en S3, digamos W, lo suficiente-

mente pequeña para admitir una retraccioń r

r : W → D1.

(Para una ǫ pequeña una ǫ-vecindad de D1 relativo a alguna métrica

riemanniana en S3 lo hará). Sea T una vecinda tubular de D1 − ∂D1

en W − ∂D1 difeomorfo al haz tangente unitario en el haz normal de

D1 − ∂D1 en W − ∂D1 y sea ω̊ representa la clase de Thom de T en
Ω1

cv(T ).

Consideramos la 1-forma diferencial

ωA = ( r∗ξA)ω̊A.

Tiene varias virtudes. Primero tiene soporte compacto en W, aśı puede
ser extendida por cero a todo S3. dωA ∈ Ω2

c(WA) representa el dual de

Poincaré de A en WA.

Ahora elegimos una vecindad pequeña de WB de B, un pequeño collar
de D1 y una pequeña vecindad tubular T de D̊1 tal que
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WB ∩T ⊂ r−1(D−1)

∫

S3−∂D1

ω̊A ∧ ηB

∫

S3

ωA ∧ ηB =
∑

D∩B
±1.
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Conclusiones

6.1 Conclusiones

Las formas diferenciales se utilizan en muy diversos contextos de mate-

máticas y f́ısica. Hay varias ventajas al usar cálculo diferencial exterior
en lugar de cálculo tensorial, por ejemplo se simplifican los cálculos .

Otra herramienta fundamental en geometŕıa es el producto de inter-

sección. La intersección de dos subvariedades se puede calcular con for-
mas diferenciales. Con esto se puede entender la caracteŕıstica de Euler

y el invariante de Hopf .

El producto de intersección es una idea que aparece bastante en matemá-

ticas como en topoloǵıa simpléctica con los invariante de Gromov-Witten
o en el trabajo de Freedman de 4-variedades .

Las ideas más fundamentales en matemáticas como conexidad ( coho-

moǵıa de De Rham), producto de intersección , cobordismo, aparecen
una y otra vez en múltiples facetas y como fondo por supuesto nuestra
noción de espacio y simetŕıa.
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