UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FacuLtaD DE CIENCIAS

INTRODUCCION A FORMAS DIFERENCIALES

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
M A T E M A T I C O

P R E S E N T A
ELEAZAR TELLEZ ROJAS

DIRECTOR DE TESIS:
M. EN C. OTTO HECTOR ROMERO GERMAN

2012



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



FACULTAR DE CIENCIAS
Sceretarka General
Pivision de Estuding Profesionales

Volos Aprobalorios

Dit. ISIDRO AVILA MARTINGZ,

Director Greneral

Direecién General de Administracion Escolar

Prescnte

Por esie medio hucemuos de su conocimiento gue hemos revisado el trabajo cserito twlado;

Introduceiin a formas diferenciales

realizado por ‘Télles Rujus Eleazar con nimero de cuenta 0-9757708-8 quico ha decidide titularse mediante Ta opeidn de
tesis en la licenciatuea en Matemdticas. cho frubajo cuenta con nuesiro valo aprobatorio,

- i
Propietarin Ly, Santiago Tapez de Madrana Sdnchis (/ [;17 ‘:_/;_f(—zﬂ?-f— —
e

Propietario M, en C. Vinigio Amono Cromez Gutiérez /Wﬂo'w; &

Propictirio M. en (. Otto Héetor Romero Germin A
Tutor

Suplente M. en €. Noel Jaramillo Arce

Suplente Mat. Lifruin Vega Landa &

Atentamente,
“Pose Mi Raza TasLand Er Lseigorn
Cindad Universitaria, [, F.. a 14 de febrerve de 2012
EL JEFE DE LA DIvision p¥ ESTUDIOS PROFESIONALLS

AT, MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Seilor sinodal: autes de rmar este documento, solicite al estudiante gue le muesire la version digital de su trabajo ¥
verifigue que la misma incluya todas Ias observaciones ¥ correcciones yue usted hizo sobre el mismo,
MAGfees



Agradecimientos

Agradezco profundamente a mi tutor Otto. A mi mamé esta dedicada esta tesis. A mi
papa y mis hermanos, Susana, Adrian y Mario. A Vicky que camina conmigo. A Otto,
Noel, Efrain y Santiago de quienes no solo he aprendido matematicas sino asuntos de
la vida.



Indice

Introduccion

1

3

Formas exteriores

1.1 1-forma exterior . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
1.2 2-formaexterior . . . . . . . . . . ... ...
1.3 k-forma exterior . . . . . . . . . ... ...
1.4 El producto exterior de dos 1-formas exteriores . . . . .
1.5 Multiplicacién exterior . . . . . . . ... ... ... ...

Formas diferenciales

2.1 Formas diferenciales . . . . . .. ... ...
2.2 Integracion de formas diferenciales. . . . . . . . .. . ..
2.3 Pullback de formas diferenciales . . . . . ... ... ..

2.3.1 Integraciéon de una k-forma sobre una n variedad

2.4 Derivada exterior . . . . . . . .. ...
2.5 Teorema de Stokes . . . . . ... ...
2.6 Campos y formas diferenciales . . . . . . ... ... ...

2.6.1 Producto interior . . . . . . . .. . ... ... ..
2.7 V, V- . VUX o

Visualizacion de formas diferenciales
3.1 Visualizaciéon de formas diferenciales . . . . . . . . . ..

Teorema de Gauss-Bonnet
4.1 FEcuaciones de estructura de Cartan . . . . . . . . . ..

4.2 Haces fibrados 1T . . . . . . . . . . . ... ...
4.3 Secciones . . . . . ...

© -1

1

)

13

15
15
17
18
19
20
22
24
24
25

27
27



INDICE 5

4.4 Haces fibrados II . . . . . . .. . .. ... ... .. ... 38
4.5 Dualidad de Poincaré y Producto de interseccion . . . . . 40
4.5.1 Dual de Poincaré del disco y su circunferencia en

elplanoxyen R® . . . . . . ... ... ... ... 42

4.6 Teorema de Gauss-Bonnet n=2 . . . . . ... ... ... 44

5 Invariante de Hopf 48
5.1 Invariante de Hopf . . . . . . ... ... ... ... ... 48
5.2 Numero de enlazamiento . . . . . . . .. ... ... ... 50

5.2.1 Numero de enlazamiento desde Teoria de interseccion 51
5.2.2 Numero de enlazamiento desde el grado de

Brouwer . . . . . . . ... o1

5.2.3 Numero de enlazamiento desde ley de Ampere . . 54

5.3 Proyeccion estereografica del circulo . . . . . . . ... .. 55
5.4 Fibracion de Hopf . . . . . . . . . . ... .. ... ... 57
5.5 Forma de volumen . . . . . . . .. ... ... ... ... 59
5.6 Pullback de la forma de volumen . . . . . ... ... .. 59
5.7 Calculo explicito de la integral Hn=2. . . . . . ... .. 67
5.8 Calculo del invariante H usando fibras . . . . . . . . .. 69
5.9 Invariante Hn=2 . . . . . . .. ... ... ... ..... 71
6 Conclusiones 76
6.1 Conclusiones . . . . . . . . . ... 76

Bibliografia 77



Introduccion

Esta tesis es una introduccién a formas diferenciales, herramienta funda-
mental en geometria. Veremos su aplicacion en dos ejemplos: el Teorema
de Gauss-Bonnet y el invariante de Hopf, ambos para el caso particular
n=2. Para el invariante de Hopf presentamos un ejemplo de céalculo
explicito.

El primer capitulo definiremos formas exteriores y algunas de sus propiedades
mas importantes. En el caso de una variedad M" en cada punto tenemos

el espacio vectorial tangente, poner una forma exterior en cada espacio
vectorial de manera suave en M" es a lo que llamamos una forma difer-
encial y es el contenido del capitulo 2.

Las formas diferenciales surgen cuando conceptos como el trabajo a lo
largo de un camino y el flujo de un fluido se generalizan a todas las di-
mensiones. Las formas diferenciales aparecen dentro de integrales. En
una integral de linea
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/ A(x,y, z)dx + B(x,y, z)dy + C(z,y, 2)dz.
Ml

Donde en el integrando tenemos la 1-forma diferencial w! = A(x,y, 2)dz+
B(z,y, z)dy + C(x,y, z)dz. En una integral de superficie

/ P(x,y, z)dzdy + Q(x,y, 2)dydz + R(x,y, z)dzdz.
M2

Tenemos la 2-forma diferencial w? = P(x,y, 2)dzdy + Q(z,vy, 2)dydz +
R(x,y, z)dxdz. En una integral de volumen

H(z,y, z)dxdydz.
M3

Tenemos la 3-forma diferencial w® = H(z,y, 2)dvdydz. Consideremos

ahora la integral
//A(x,y)dxdy.

Con el cambio de variable

r = x(u,v)
Y= y(u,v).

La integral cambia como
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//DA@’y)dxdy://*A(Iw’v)’y(u’U>)2Ei:i§dUdv'

Donde D* es como cambia la region D debido al cambio de variabales.

Lo que nos lleva a

Oz Oz
dxdy = gg:z%dudv: % % dudv.

Si ponemos x=y el determinante es cero. También si intercambiamos x
por y el determinante cambia de signo. Esto motiva las siguientes reglas

dx Ndx =0
dx Ndy = —dy N dz.

Existen diferentes operaciones entre formas diferenciales, producto wed-
ge, producto interior, derivada exterior. La tultima es una generalizacion
de la diferencial, gradiente, divergencia y rotacional. Si tememos una
(n-1)-forma diferencial w su derivada exterior es una n-forma diferencial.
La definicién es dada de manera que valida la féormula general de Stokes

/ wz/ dw.
aMn—l n

Primera aplicacion. El Teorema de Gauss Bonnet es una manera
sofisticada de calcular la caracteristica de Euler de una variedad M.

Sea M? una superficie orientable, conexa y cerrada. En dimensin dos el
Teorema de Gauss-Bonnet es
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KdA = 2my(M?).
M2

Deberiamos entender como la integral realiza el calculo de la caracteristica
de Euler. Sea TM? el haz tangente y consideremos la variedad M? en-
cajada en TM? usando la seccién cero, ademds consideramos la variedad
que resulta de perturbar ésta un poco para que se intersecte con M?
transversalmente, esta interseccion es la caracteristica de Euler.

El dual de Poincaré de M? en TM? es una forma diferencial de grado 2
ya que el haz tangente tiene dimensién 4. Esta forma se llama la clase
de Thom del haz tangente. El producto de interseccién en en TM? es
el producto wedge de los duales de Poincaré de la variedad M? y M?
perturbada y este producto wedge a su vez es igual a la clase de Thom
integrada ya sea en M? metida en TM? o en la perturbada.

La clase de Thom vive en el haz tangente y la podemos traer a la varie-
dad base M? haciendo pullback con la seccién cero. Esta forma en M?
se llama clase de Euler y es la forma diferencial que integrada sobre M?
nos la caracteristica de Euler por la constante 27.

El inconveniente de todo esto es la construccién explicita de duales de
Poincaré. En cambio, el camino que sigui Chern fue diferente, él utiliza
el haz tangente unitario en lugar del haz tangente.

Chern noté que la forma de curvatura €2 no siempre tiene potencial en
M2, pero al subir la forma de curvatura al haz tangente unitario si tiene
potencial. Este hecho fundamental es la clave que lleva a la prueba del
teorema no solo en dimensin 2, sino en dimensiones pares.

Segunda aplicacion. El invariante de Hopf se define para mapeos entre
esferas
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s B

Para el caso n=2, el invariante de Hopf, como veremos con ms detalle
se calcula tomando una 2-forma diferencial normalizada o que genera
el segundo grupo de cohomologia de De Rham de la esfera H?,(S?).
Hacemos pullback de ésta mediante f para tener una 2-forma diferencial
sobre S?, pero como H%,(S*) = 0 hay un potencial (una 1-forma) w de
manera que f*o = dw. Entonces el invariante de Hopf denotado H(f)
esta definido como

H(f) :/S3w/\dw.

Figura 1: H(f)=1

Si A = 0D, donde D es el disco gris y el otro circulo es B . En algin
sentido D corresponde a wya y la frontera de D corresponde a la derivada
A = dwa. Analogamente podemos hacer con un disco que tenga frontera
B . Entonces el producto de interseccion del disco D con el circulo B se
puede escribir en términos de formas diferenciales como

H(f)Z/SgwA/\de
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que veremos en el capitulo 5 que es igual a

H(f):/SBUJA/\de

por lo que el invariante de Hopf es un producto de interseccion de sub-
variedades y esto explica porque es un entero.



Capitulo 1

Formas exteriores

Este capitulo esta basado en [8].

1.1 1-forma exterior

Sea R un espacio vectorial real de dimensin n.

DEFINICION 1.1. Una 1-forma exterior es una funcién lineal, w :
R" — R tal que

WM&+ Aa&) = Mw(&) + Aaw(&n)
v 51,52 < Rn, )\1, )\2 € R.

Si elegimos un sistema de coordenadas lineales x1, xo, ..., x,, para R", cada
x; es una 1-forma exterior.

zi(§) =&
donde g - (517 7571)

El espacio de 1-formas exteriores es un espacio de dimensién n dual a
R" y el conjunto de estas 1-formas exteriores forman una base para el

7



CAPITULO 1. FORMAS EXTERIORES 8

espacio dual.

Es decir cualquier 1-forma exterior es una combinacién lineal de las z;

W= a1xr1 + axy + ... + apxTy
donde a; € R.

El valor de w en cualquier vector £ € R" es

w(&) = a121(§) + asx2(§) + ... + anz,(§),

donde x1(§), z2(§), ...x,(&) son las componentes de £ en el sistema de co-
ordenadas elegido.

EJEMPLO 1.2. Sea F campo de fuerza uniforme, el trabajo que realiza
la fuerza es una 1-forma.

F (fuerza)

A

w(§) = (F.§)

&(desplazamiento)

Figura 1.1: El trabajo de una fuerza es una I1-forma exterior actuando en el desplaza-
miento.
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1.2 2-forma exterior

DEFINICION 1.3. Una 2-forma exterior es una funcién bilineal y an-
tisimétrica w? : R® x R® — R, es decir cumple que

wi( A& + Ao, &) = Mw?(&1, &) + Maw?(£2,&3)
w?(&1,&) = —w?(&2, &)
V&1,62,{3 € R”
v )\1, )\2 c R.

EJEMPLO 1.4. Sea A(&1,&) el drea orientada de un paralelogramo
construido con los vectores & y & del plano R?, entonces

511 512
521 522

donde & = &11e1 + &10ea, Y &0 = Ea1€61 + Eo69

A1, &) =

con e1 y ey una base de R?.

I

“

A

&
A

Figura 1.2: El drea orientada es una 2-forma exterior

EJEMPLO 1.5. El flujo de un fluido: si v es un campo vectorial uni-
forme el flujo sobre un paralelogramo determinado por &, & estd dado
por el triple producto escalar.

W (&1, &) = (v,61,&)
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]

Y

&,

Figura 1.3: Flujo de un fluido a través de una superficie es una 2-forma exterior

1.3 k-forma exterior
DEFINICION 1.6. Una k-forma exterior es una funcién k lineal y an-
tisimétrica
w()\lfll + )\251127 527 ceey gk/’) - )\1&)(5’1, 527 ceey ék’) + )\2(/.)(5”2, 527 ceey fk)
w(&iyy - &) = (=) "w(&, -y &)
donde

0 si la permutacion 4, ..., 73 €s par
V= . L : :
1 sila permutacion 4, ..., 7; es impar

EJEMPLO 1.7. FEl volumen orientado con lados V (&1, ...,&,) es una
n-forma exterior

511 T fln
V(& &) =1 :
fnl e fnn
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€s

€,
g,

Figura 1.4: El volumen orientado es una 3-forma exterior

1.4 El producto exterior de dos 1-formas exteriores

Antes de definir el producto exterior de una k-forma exterior con una
l-forma exterior en R" definiremos el producto exterior de dos 1-formas
exteriores. El producto exterior de w; y wo es la 2-forma exterior deno-
tada como wi A ws.

Sea £ un vector en R". Podemos tomar las componentes wq(§) vy wa(§)
de & en el plano con coordenadas wq, ws.

DEFINICION 1.8. El valor del producto exterior wi A wy en los vec-
tores &1, & es el area orientada del paralelogramo con lados w(&1) v w(&s)
en el plano wy, ws:

(w1 Aw2)(&1,82) =
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Figura 1.5: Definicion del producto exterior de dos 1-formas exteriores

Supongamos que hemos elegido un sistema lineal de coordenadas en R”
, desde el punto de vista de formas exteriores tenemos n 1-formas lineal-
mente independientes x1, ..., z,. Llamaremos a éstas formas basicas. El
producto exterior de dos formas basicas son las formas x; A x;, que por
antisimetria cumplen

r, Nr; =0
.T}Z'/\.T}j:—.%’j/\.%’i.

Estas 2-formas exteriores forman una base para el espacio vectorial de
2-formas exteriores en R" y la dimensién de este espacio es (72‘)

El significado geométrico de las 2-formas exteriores x; A x; es el siguiente:
su valor en el par de vectores &1, & € R" es igual al area orientada de la
imagen del paralelogramo &, § en las coordenadas x;, ;.
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En particular, en R? (21,29, 23), el drea de la proyeccién en el plano
(1, 9) es x1 A 9, en el plano (x9, x3) is 9 A x3 y en el plano (3, x1) es
T3 N\ Xq.

Una cosa que notamos es que se puede formar el producto de k-formas
exteriores basicas y con ellas construir una base para el espacio de k-
formas exteriores

i, N ANy, 1 <4, <n,

y habra (Z), que es la dimension del espacio de k-formas exteriores en R".

DEFINICION 1.9. En general el valor del producto de k 1-formas ex-
teriores wq, ..., wy esta definido como

wi(&1) - wi(&)
(wl/\.../\wk)(fl,...,fk) = : :
wi (&) - wi(&r)

V&, . 6 ERY

1.5 Multiplicacién exterior

La multiplicacién de una k-forma exterior w* y una l-forma exterior «,

Wk A W es una (k + [)-forma exterior, la multiplicacién resulta ser:

Antisimétrica: w* A w! = (—=1)Mw! A Wk
Distributiva: (Awf + Xawh) A wl = A\ wf A w! + X wh A !
Asociativa: (w* A w!) Aw™ = Wk A (W Aw™).
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DEFINICION 1.10. La multiplicaciéon de una k-forma exterior y una
I-forma exterior es igual a

(wk A wl)(éla ey €k+l) - Z(_1>Vwk(£i1a ceey gik)wl(gjm ey éjk)

donde i1 < ... < iy j1 < ... <y (i1, ..y i, J1, ---, 47) €S UNa permutacion
de los numeros (1,2,...,k+1);y

0 sila permutacién 11, ..., 7 s par
v = . L, : :
1 sila permutacién i1, ..., 4 es impar.

Es decir, cada particion de k+1 vectores &1, ..., &4y de dos grupos de k y
1 vectores da un término de la suma. Este término es igual al producto
de la k- forma w* sobre los k vectores del primer grupo con el valor de la
l-forma w' sobre los 1 valores del segundo grupo, con el signo mas o menos
dependiendo de como los vectores estan ordenados en el grupo. Si estan
ordenados de manera que los k vectores del primer grupo y los 1 vectores
del segundo grupo escritos en una sucesién forman una permutacion par
de los vectores &1, .., &4 entonces tendran el signo + y si forman una
permutaciéon impar tendra el signo -.

EJEMPLO 1.11. Ejemplo. Si k=I=1, hay solo dos particiones: &,& y
&9,&1. Entonces,

(w1 Aw2)(&1,&2) = wi(&)wa(&2) — wa(&r)wi(&2)

y recuperamos la definicion dada anteriormente por determinantes.



Capitulo 2

Formas diferenciales

Este capitulo esta basado en [8] y [6].

2.1 Formas diferenciales

El ejemplo mas sencillo de una forma diferencial es la diferencial de una
funcion.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la funcién f(x) = 2. Su diferencial
es df = 2xdx depende de x y del incremento del argumento, es decir del
vector tangente & al eje x. Si fijamos el punto x. Entonces la diferen-
cial de la funcion en z , df|, ,depende linealmente de £. Asi que si la
coordenada del vector tangente & es igual a 1, entonces df = 2, y si la
coordenada de & es igual a 10, entonces df = 20.

15
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df

3
X

Y

Figura 2.1: Diferencial de una funcién

Sea M" una variedad orientable, conexa, de dimension ny f: M" — R.
La diferencial df|, de f en el punto x es un mapeo lineal

df, : TM, — R.

Notemos que la diferencial de una funcién en el punto x es una 1-forma
exterior en el espacio tangente TM,,.

DEFINICION 2.2. Una I-forma diferencial sobre una variedad M" es

un mapeo suave

w:TM — R
y lineal en cada espacio tangente TM,, V x € M".

DEFINICION 2.3. Una k-forma diferencial wk|, en el punto z de una
variedad M" es una k-forma exterior en el espacio tangente TM, a M"
en x, es decir una funcién k-lineal y antisimétrica en TM,, .
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2.2 Integracion de formas diferenciales

Integremos una 1-forma diferencial w! sobre una variedad M", sea
)

v:[0<t< 1] - M"
un mapeo suave (el camino de integracién).

DEFINICION 2.4. La integral de la 1-forma diferencial w' sobre el
camino 7 es definido como el limite de una suma de Riemann. Cada
suma consiste de los valores de w! en el vector tangente &;

n

1 _ 9 s
[t = 1w > ule)
v i=1

Figura 2.2: Integral de una 1-forma a lo largo de un camino

Los vectores tangentes &; son construidos de la siguiente manera: el inte-
valo 0 <t <1 es divido en partes A; : t; <t < t;,1 por los puntos ¢;. El
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intervalo A; puede ser visto como un vector tangente al eje t en el punto
t;. Su imagen en el espacio tangente a M" en el punto v(t;) es

& = dy

tz(Al) = TM’Y(E)'

1

El limite cuando A; — 0 es la integral de la 1-forma diferencial w' a lo

largo del camino .

DEFINICION 2.5. Para calcular una integral de superficie dividimos
la superficie en pequenos paralelogramos en el espacio tangente. La suma
de los valores de la 2-forma diferencial en los paralelogramos en el espacio
tangente es la integral de 2-forma diferencial.

Figura 2.3: Integracién de una 2-forma sobre una superficie

2.3 Pullback de formas diferenciales

Una ventaja de las formas diferenciales sobre el calculo tensorial es su
buen comportamiento bajo mapeos. Es una de las propiedades que vamos
a utilizar de manera fundamental en el invariante de Hopf y el Teorema
de Gauss-Bonnet. Sea f : M — N un mapeo diferenciable y sea w una
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k-forma diferenciable en IN.

DEFINICION 2.6. Entonces podemos tener una k-forma diferenciable
en M: el pullback de w por f, denotada por f*w, definida por la relacion

f*w(gla 0505) gk) - w(f*é.b c00g f*gk)

para cualesquiera vectores tangentes &1, ..., & € TM,.. Donde f, es la di-
ferencial del mapeo f. En otras palabras el valor de f*w en los vectores
&1, ..., & es igual a el valor valor de w en la imagen de estos vectores bajo
la diferencial.

frw

Figura 2.4: Una forma en N induce una forma en M

2.3.1 Integracién de una k-forma sobre una n variedad

DEFINICION 2.7. Sea w una k-forma diferencial en una variedad n
dimensional M". Sea D un poliedro convexo en el espacio euclidiano R*

y f:D— M"
o
f(D) D
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@\f‘ M

CO‘VTR’“ @

Figura 2.5: Integracién de k-forma en una variedad M"

2.4 Derivada exterior

La derivada exterior de una k-forma diferenciable es una (k+1)- forma
diferenciable. La derivada exterior es andloga a la diferencial de una
funciéon o la divergencia de un campo vectorial.

&3

v ell El

Figura 2.6: Definicién de la divergencia de un campo vectorial

DEFINICION 2.8. Recordemos la definicién de divergencia. Sea A un
campo vectorial en R? y sea S la frontera el paralelepipedo II con lados
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&1, &, v &3 en el vértice x. Consideremos el flujo a través de S:

F(II) = /S(A, dn).

Si el paralelepipedo II es muy pequeno, el flujo F es aproximadamente
proporcional al volumen V. La divergencia esta definida como

.. F(eI)
V°A—11_I>13 v

Notamos que el flujo a través de una superficie es una 2-forma diferencial
w%. La divergencia es la densidad en la expresién de la 3-forma diferencial

w3 = (V- A)dx Ndy A dz.

DEFINICION 2.9. Definiremos el valor de dw® sobre k41 vectores
&1,..., € tangentes a M en x. para hacer esto elegimos un sistema de
coordenadas en una vecindad para x en M, es decir un mapeo diferen-
ciable f que manda una vecindad de 0 en una vecindad de .

*
i S

A F %
SN T b \}é’

(22222,

Rk+1 R” M

Figura 2.7: Paralelepipedo curvo
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La preimagen de los vectores &1,..., &1 € TM,, bajo la diferencial de f
estan en el espacio tangente a R" en cero. Este espacio tangente puede
ser identificado naturalmente con R”, entonces las preimagenes son los
vectores

&y €1, € R,

Tomamos el paralelepipedo IT* formado por estos vectores. La integral
de w* sobre la frontera OII de II:

F(gla"'a §k+1) :/ wk'

o1l
Resulta que la parte (k-+1) lineal del incremento de F'(&,..., {x11) €s una

(k+1)-forma diferencial en el espacio tangente TM, a M" . Esta forma
es la derivada exterior de w.

2.5 Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes dice que

/ w:/dw,
aC C

I

Figura 2.8: Particién de un paralelepipedo
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Hacemos una particiéon de II en N**! pequenos paralelepipedos II;. En-
tonces,

fo-En

1=1

donde

E:/ w.
oll,

Resulta que F; es proporcional a dw

E ~ d(ﬂ(fi, ) gf;ﬂrl)?

y &, -0 &y son los lados de II;.

En el limite

Nk+1 Nk+1
. . Z Z
]}5305 by = lim dw(él,--,ékﬂ):/ dw.
i=1 i=1 o1l
Finalmente
NE+1

w = lim FZ-:/dw.
/81_1 N%OOZ II

1=1
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2.6 Campos y formas diferenciales

Si estamos en coordenadas cartesianas en R?, uno puede asociar al vec-
tor v la 1-forma diferencial Y, v'dx’ y la 2-forma diferencial v'dx?dx® +
vidx'dx?® 4+ v3dx'da®, pero en coordenadas generales se tiene que hacer
uso de una métrica y el producto interior que definiremos en la subseccién
que sigue.

2.6.1 Producto interior

El producto interior iy reduce en uno el grado de la forma diferencial y
es la evaluacion del vector V' en la primera coordenada.

2V(U}k) = wk(‘/? 527 "'7516)'

EJEMPLO 2.10. Tomemos el siguiente producto interior
ie, (dx N\ dy) = dy.
En este ejemplo sencillo podemos notar como el producto interior se com-

porta como una derivada en el siguiente sentido

En coordenadas,
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0
X = Xh—
oxt

— 1 p1 for
W= Wy drtt AN d

ix(w) =

. Z X W (1) VAL A A dE A LA dat
1

2.7 V, V. Vx

Lo que queremos ahora es escribir el célculo vectorial de R? en términos
de formas diferenciales. Los operadores V- y V X son operadores en cam-
pos vectoriales en R? asi que tenemos que pasar los campos vectoriales
a 1-formas diferenciales y 2-formas diferenciales.

La diferencial de una funcién es una 1-forma diferencial, para obtener el
campo gradiente usamos una métrica

v' = g"v;.

Para definir la divergencia necesitamos una forma de volumen. Asocia-
mos a un campo vectorial V la 2-forma diferencial dada por el producto
interior del campo con la forma diferencial de volumen 1-(Vol?) = w?

dw? = (V- V)Vol.

Partimos de un campo V, le podemos a asociar la 1-forma diferencial w’
con la métrica . El rotacional se define con la siguiente ecuaciéon

dw1 = iva(VOlg).
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En resumen se necesita una métrica y una forma diferencial de volumen.
Esta estructura extra es la razén de que los difeomorfimos no preser-
ven V, V-, Vx v V? y son unicamente preservados por translaciones y
rotaciones, pero la derivada exterior si es preservada bajo difeomorfismos.



Capitulo 3

Visualizacion de formas
diferenciales

Este capitulo esta basado en [13].

3.1 Visualizacion de formas diferenciales

Asi como hay un dibujo para denotar un vector podemos asociar dibujos
a formas diferenciales que nos seran de utilidad en duales de Poincaré de
subvariedades. Aqui veremos formas en R? y R?.

Hay que pensar en una 1l-forma diferencial como una cebolla y un vec-
tor como un alfiler. La evaluacion de una 1-forma en un vector cuenta
cuantas capas de cebolla corta el alfiler.

Figura 3.1: Evaluaciéon de una 1-forma

27
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EJEMPLO 3.1. dz en R? son hojas de dimension 2 perpendiculares
al eje z, dy hojas perpendiculares al eje y, y dz hojas perpendiculares al

eje z. El espaciamiento de las capas de cebolla nos da el coeficiente de la
forma diferencial.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) La forma dz. (b) La forma 2dz

El producto wedge de dos 1-formas diferenciales corresponde a la in-
terseccion de las capas de cebollas y forman tubitos, la evaluacion de
la 2-forma diferencial en dos vectores cuenta cuantos tubitos estan con-
tenidos en el paralelogramo determinado por los dos vectores.

EJEMPLO 3.2. dz Ady cuenta cuantos tubitos en la direccion z cortan
los paralelogramos en el plano (x,y) .
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Figura 3.3: La 2-forma dx A dy, con tubos en la direccion z

EJEMPLO 3.3. El producto wedge de tres 1-formas diferenciales son
cubitos y la evaluacion de una 3-forma diferencial en tres vectores cuenta
cuantos cubitos hay dentro de la caja determinada por los tres vectores.

Figura 3.4: La 3-forma dz A dy N\ dz

La derivada exterior corresponde a tomar la frontera de los dibujos.

EJEMPLO 3.4. La 1-forma zdy en R? estd representado por lineas que
se hacen mas densas al avanzar en el eje x. La derivada exterior corres-
ponde a tomar la frontera de este dibujo.



CAPITULO 3. VISUALIZACION DE FORMAS DIFERENCIALES 30

Y xdy y dxdy

L

X X

Figura 3.5: Derivada exterior

Podemos también visualizar el Teorema de Stokes que se usa para cam-
biar una integral sobre una variedad a la integral sobre la frontera de la
variedad

fc dw = fac W.

En otras palabras el teorema de Stokes en dos dimensiones se puede enun-
ciar como el ntimero de lineas que pasan a través del camino C y que
es igual al al nimero de puntos que hay dentro del area delimitada por C.
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y xdy y dxdy
A A L

aC é& c‘
_——=F

Figura 3.6: Teorema de Stokes



Capitulo 4

Teorema de Gauss-Bonnet

Este capitulo esta basado en [19], [5], [14] vy [4].

4.1 Ecuaciones de estructura de Cartan

Empezaremos por mencionar que las ecuaciones de estructura de Cartan
codifican la conexion y curvatura de una variedad Riemanniana. Sea
{é,} una base ortonormal y {#*} la base dual en una vecindad U de p
en M", sea la conexion de Levi-Civita de M"

e =w! e
Vi, €8 = W 56y

DEFINICION 4.1. La matriz de conexién con entradas 1-formas dife-
renciales {w%}.

Q@ a Ay
W cuW@ .

Nota: no confundir w con dos indices y la que tiene tres indices.
La 1-forma diferencial wg‘ satisface las ecuaciones de estructura de Cartan

déaer%/\éﬂ:To‘
@ o v o
dw5+w7/\wﬁ—95.

32
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donde

T = L1 %véﬂ A6 es la 2-forma diferencial de torsién

Q% = 5 O‘ﬁwéV A 6% es la 2-forma diferencial de curvatura.

EJEMPLO 4.2. S? . Para calcular la 1-forma de conexion y 2-forma
de curvatura para la esfera usamos las ecuaciones de estructura. Damos

una parametrizacion de S?

X(¢,0) = (cos ¢sin b, sin ¢sin b, cos 6)
Xy = (—sin¢siné, cos psinb, 0)
Xy = (cos ¢ cosB,sin¢cosf, —sinb),

entonces los vectores unitarios y sus correspondientes formas duales quedan

como

e = shle¢ 0! :Asin Odo
ey = Xy 0% = do,

D
)
I

del hecho de que la conexion sea métrica se tiene que wi = w3 = 0, us-
ando las ecuaciones de estructura de Cartan libre de torsion

d(df) + wi Asinfdg = 0
d(sin 0dg) + wi A df = 0,

de la sequnda ecuacion se obtiene que w? = cosfdo, y asi la matriz de

conexion es

0 — cos fdo
cos 0do 0
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la matriz de curvatura viene dada por la sequnda ecuacion de estructura
y el unico término que contribuye es

02 = dw? = —sin Odfd¢
y por tanto la matriz de curvatura queda como

0 sin 0dOd¢
— sin Odfd¢ 0 '

EJEMPLO 4.3. H2. Anlogamente, se puede calcular la 1-forma de
conexin y la 2-forma de curvatura des espacio hiperblico. Tomando una
base ortonormal, su base dual y usando las ecuaciones de estructura.

€y = ya% 0? = Ldy

La matriz de conexion es

La matriz de curvatura
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0 —idwdy
y—lzdxdy 0 '

4.2 Haces fibrados I

Empecemos con un tratamiento informal . Si tenemos una variedad difer-
enciable M" a la que llamaremos variedad base y otra variedad F a la
que llamaremos fibra. Un haz fibrado E sobre M" con fibra F es una
variedad que localmente es un producto de M" con F. Esto es, si M" es
cubierto por un conjunto de coordenadas locales U;, entonces el haz E es
topolégicamente descrito en cada vecindad U; por la variedad producto

UZ’XF.

Figura 4.1: Estructura local de un haz fibrado. Una linea vertical representa una fibra
en cada punto

Que localmente el haz sea un producto deja abierto muchas posibilidades
acerca de la topologia global del haz. Para especificar completamente el
haz E debemos proporcionar un conjunto de funciones de transicién ®;;
que nos dicen como se pegan las fibras en el traslape de dos vecindades
U; N'U;. Escribimos ®;; cémo el mapeo

(Dij : F‘UZ — FlUj en U; N Uj.
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ij: Fi~F;

L

I
W

Figura 4.2: Las funciones de transciciéon ®;; definen un mapeo de las coordenadas de
las fibras sobre U; a aquellas sobre Uj.

Aunque la topologia local es trivial, la topologia global puede ser bas-
tante complicada debida al torcimiento de las fibras.

EJEMPLO 4.4. Banda de Mébius. La variedad base es el circulo S
parametrizado por el angulo 6. Cubrimos al circulo con dos vecindades
U, definidas como

U, ={0:—e<bO<m+e}
U_={:m1—e<<2n+e=0+¢€}.
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’ °) t t
a) S= % ' +§ ' - %
6=0 B=n B=2n

IT I

+1 +1

Usx F t+
-1 -1
b)

d) I II

Figura 4.3: Banda de Mdobius. (a) El espacio base S' cubierto por las vecindades UL
que se traslapan en 0 =0 y 0 = 7. (b) Piezas del haz formadas por el producto Uy con
las fibras. (c) Las regiones I y Il es el traslape (d) La banda de Mébius es obtenida al
pegar las fibras con las funciones de transicion t, =t_ en la region [ yt, = —t_ en la
region 11

La fibra es el intervalo con coordenadas t € [—1,1], el haz consiste de dos
plezas

U, x F con coordenadas (0,t) y U_ x F con coordenadas (6,t_)

Con funciones de transicion

ty =t enla region I={0 : —e < 0 < €}
ty =—t_enlaregion II={0 :m —e < 0 <1+ €}

Identificando t con -t en la region II tuerce el haz y proporciona una
topologia global no trivial.
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4.3 Secciones

DEFINICION 4.5. Una seccién del haz fibrado E es una regla que
asigna a cada punto de x una fibra.

s:M— E

Figura 4.4: seccién

Siempre se pueden definir secciones locales de un parche, estas secciones
son funciones de U; en F. La construccion de secciones globales depende
de la topologia del haz y existen haces fibrados que no tienen secciones
globales.

4.4 Haces fibrados 11

Para definir un haz fibrado se requiere de una proyeccién m que mapea el
haz fibrado E en el espacio base M contrayendo cada fibra a un punto.
Si x € M, 7 !(x) es la fibra sobre x; 7 !(x) actia como una linterna
puesta en un hoyo en x para producir un rayo de luz igual a la fibra. A
la fibra en x se denota como F,.
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77 1(U;) denota el subconjunto de E que se proyecta a la vecindad U; en
M. Asumimos que hay un isomorfismo que mapea U; x F en 7~ (U;).
Estos mapeos se llaman trivializaciones locales. Es importante observar
que no hay un isomorfismo candénico.

DEFINICION 4.6. Un haz fibrado E con fibra F sobre una variedad
base M consiste de un espacio topoldgico E junto con una proyeccién
7 : E — M el cual satisface la condicién de trivialidad local:

Para cada x € M existe una vecindad U; de x y un isomorfismo ®; que
mapea U; x F al subconjunto 7~1(U;) del haz E. (x,f) denota un punto
de U; x F y requerimos que 7(®;(x, f)) = x como condicién de consis-
tencia. Las funciones de transicién estan definidas como

D, =0, 'O,
en el traslape de las vecindades U; y U;. Para cada x € U; N Uj, este
es un mapeo de F en F; ®;; relaciona la estructura local de U; con la de
U;. Requerimos que las funciones de transicién pertenezcan al grupo G
de transformaciones de la fibra F, este grupo G es llamado el grupo de
estructura del haz fibrado.

Las funciones de transicion satisfacen las condiciones de cociclo:

®,; =identidad
DQijPjr = Dik
parax € U;NU; NU,.

El conjunto de funciones de transicion pueden ser usadas para definir de
manera consistente el procedimiento de pegado de las piezas locales de
un haz si y solamente si las condiciones de cociclo son satifechas. El haz
esta completamente determinado por las funciones de transicion.
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4.5 Dualidad de Poincaré y Producto de interseccién

Dualidad de Poincaré en una de sus versiones es la simetria en los niimeros
de Betti de una variedad de dimension n. Existe la misma cantidad de
hoyos de dimension k que de dimension n-k .

DEFINICION 4.7. Otra versién de la dualidad de Poincaré es: a cada
subvariedad S de dimensién k£ de M le corresponde una (n-k)-forma di-
ferencial [ns] tal que

fiom fonm

para cualquier w in H" *(M).

La dualidad de Poincaré permite calcular productos de intersecciéon. Si
A y B son dos subvariedades de M , el producto de intersecciéon 1(A,B)
esta dado por

I(A,B)Z/ na A\ 1B
M

EJEMPLO 4.8. Sea M=R?, A el plano zy y B el eje z. Los duales
de Poincaré correspondientes
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I(A,B) = d(x)d(y)o(z)dxdydz = 1.

B
&

Figura 4.5: Producto de interseccion

EJEMPLO 4.9. Sea M una variedad compacta, conexa, y orientable.
N; una subvariedad y v una vecindad tubular de N; con fibras N,

Figura 4.6: Vecindad tubular de N;

Escogemos 1 una (n-j)-forma diferencial en M que tiene soporte en la
vecindad v y cumple que
IS
N,

p

VpENj
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Si cualquier j-forma diferencial o en M es multiplicada por n, a An esta
tendrd soporte en v y por la condicion de que la forma n al integrase
sobre las fibras es 1,se checa que cumple la condicin (A) y por tanto n es
la dual de Poincar a N;. En esa vecindad tubular solo aporta o y por lo
tanto n es el dual de Poincaré de N.

4.5.1 Dual de Poincaré del disco y su circunferencia en el plano
xy en R?

Dual de Poincaré del disco D en el plano xy.

Por la simetria del disco usemos coordenadas cilindricas. El disco tiene
dimensién 2 por lo tanto le corresponde una 1-forma diferencial [np] .

Como el disco esta en el plano xy los tubitos de una 2-forma diferencial
que contribuyen deben atravesar esta superficie. En este caso los tubitos
provienen de dpdf.

Figura 4.7: Tubitos que contribuyen al conteo
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Entonces el producto wedge de dpdf con [np| debe recuperar la cuenta de
los tubitos cuando se integra sobre todo R3, [np] debe ser proporcional a
dz y unicamente puede tener soporte dentro de la variedad. Esto es muy
parecido a la ¢ de Dirac que da cuenta de dénde se encuentra la carga,
el dual de Poincaré da cuenta de donde se encuentra la variedad.

Entonces el dual del disco es la 1-forma diferencial

D =4(z)h(p —1)dz.

El dual de Poincaré de la circunferencia.

La circunferencia tiene dimensién 1, asi que el dual es una 2-forma dife-
rencial. Las tnicas contribuciones son los planos que cortan al circulo, es
decir, df. Entonces el dual es la 2-forma diferencial proporcional a dpdz

C'=d(p—1)d(z)dpdz

Podemos ver cémo se refleja el calculo diferencial exterior en dibujos.

oD = C.

Su dual es

dD = C

z=cte planos, p=cte cilindros, f=cte planos.
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4.6 Teorema de Gauss-Bonnet n = 2

La 2-forma de curvatura €2 es un objeto global ya que al cambiar de mar-
cos e, y e, en las vecindades Uy V (UNV # () la forma de curvatura
se transforma como

Qv = gquuguv .

Mientras que la 1-forma de conexién no se transforma bien por lo que no
es un objeto global en general, se transforma con la siguiente regla

Wy = GuuWuGuo + gvudgvu .

Sea SM? el haz tangente unitario con fibra SO(2). Sea 7 la proyeccién

7 SM? — M? .

Sea &y una trivializaciéon local y Pr la proyeccion del producto a la fibra,
definimos a f como

fI:PFO(I)U.
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v
.
X
w2
o

©

1 f lPF

M? Q U .
qu

Figura 4.8: Definicién de f

Se define ahora la 1-forma diferencial en SM? denotada @, que serd
global, a partir de la 1-forma local w, por

Wy 1= 1" (wy) + f*(da) .

Resulta que esta correccién de la 1-forma de conexién en SM? si es global
y coincide con el potencial del pullback de la 2-forma de curvatura en el
haz tangente unitario. Esto es la clave para la demostracion intrinseca

de Chern.

Sea V un campo vectorial unitario en M? — {py, ..., pr}, de manera que
Ind (V, p; ) sea +1 +1. Subimos a M? agujerada con V al haz tagente
unitario.
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Figura 4.9: Subir M2 — {p;..., px} con una seccién V

Sea M? = V(M — {p1,...,pr}), es una superficie en SM? con frontera
dada por

k
oM? = JF,,.
i=1
Integrando la entrada 1,2 de (2,

/ 0 = / T (Q2) = /N ™ (22)
M2 V(M2—{p1,....px }) M2

usando que Q% = dw?

/Nw*m%):/N i
M2 M2
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Por Stokes

—2 —2
/A, dwl - /N )
M2 OM?2
2

pero wj es una 1-forma diferencial que al integrarse sobre las fibras es 1.
Entonces usando el teorema de Poincaré-Hopf tenemos que

k k
/ QF = Z/ W = Z 2Ind(V, p;).
M? i=1 /o, i=1

Finalmente

8 = amean



Capitulo 5

Invariante de Hopf

Este capitulo esta basado en [4], [3] v [15].

5.1 Invariante de Hopf

El problema de describir grupos de homotopia de esferas ha sido un
problema fundamental en topologia algebraica. Hay béasicamente dos
aproximaciones. La més antigua tiene que ver con el estudio del mapeo
f: 8% — S" en términos de la imagen inversa f~!(x) de un valor
regular. El grado de Brower esta definido de esta manera asi como la
definicién original del invariante de Hopf. Pontryagin mostré que las
clases de homotopia de un mapeo f estd completamente determinado
por la geometria de la imagen inversa de f~!(B(z;¢)) de una pequena
vecindad de un valor regular. El introdujo el cobordismo enmarcado y la
cirugia enmarcada e identificé el grupo 7, 1(S™) con el grupo de cobor-
dismo de k-variedades inmersas en R"™* y equipado con un marco de sus
haces normales estables.

En la otra aproximacion se comparan esferas con espacios cuyos grupos de
homotopia son conocidos. Este método fue introducido por Serre quien
usé sucesiones espectrales y espacios de Eilenberg-MacLane K(A,n) con
la propiedad

A i=n
0 en otro caso.

(A = {

48
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El invariante de Hopf veremos que es un invariante discreto como la ca-
racteristica de Euler. Una especie de caracteristica de Euler de funciones
entre esferas, si dos funciones son homotdpicas entonces tienen el mismo
invariante de Hopf. Si dos espacios son homotdpicos tienen la misma
caracteristica de Euler.

Brouwer creia que si hay dos mapeos f,g : M" — S” con el mismo
Brouwer degree entonces f y ¢g son homotépicos, él mismo probd esto
paran = 2y el caso general fue demostrado por Hopf. Pero antes que ¢l
no se sabfa nada de mapeos més altos M* — S" con k>n, incluso entre
esferas, asi que fue natural que considerara mapeos entre esferas.

El invariante se define para mapeos entre esferas

e et g |

La imagen inversa de un punto bajo f es una S™ !, “se rellena ” la 8"~ ! de
manera que se tiene algo de dimension n y al intersectarlo con la imagen
inversa de otro punto el resultado es un conjunto finito de puntos.

Por ejemplo para el caso clasico n=2 y la fibracion usual de Hopf. La
imagen inversa de un punto es un circulo, la interseccién del disco con
un circulo es un punto y entonces el invariante de Hopf es 1.

Figura 5.1: H(f)=1
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Por otra parte Kelvin encontré una integral asociada con la vorticidad
que mide como las lineas de campo de velocidad del fluido se trenzan en
si mismas, alrededor de 1950 Whitehead expreso el invariante de Hopf
en la forma de la integral de Kelvin.

Una manera de definir el invariante de Hopf es tomando una 2-forma
diferencial normalizada «, que genera el segundo grupo de cohomologia
De Rham de la esfera H%,(S?) . Se hace el pullback de ésta mediante
f para tener una 2-forma diferencial sobre S?, pero como H%,(S%) = 0
hay un potencial (una 1-forma diferencial) w de manera que f*a = dw .
Multiplicando con w se construye una 3 -forma diferencial y obtenemos
la otra definicién del invariante de Hopf

H(f) = [ssw A dw.

5.2 Numero de enlazamiento

DEFINICION 5.1. El invariante de Hopf de la funcin f:8% — S%se
puede también definir como

H(f)= numero de enlazamiento de la preimagen de dos puntos .

El ntimero de enlazamiento de dos circulos orientados puede ser definido
de diferentes maneras. Aqui nos interesan tres, una desde teoria de in-
terseccion, otra usando el Brouwer degree y la tultima debida a Gauss es
usando la ley Ampere.



CAPITULO 5. INVARIANTE DE HOPF 51

5.2.1 Numero de enlazamiento desde Teoria de interseccion

DEFINICION 5.2. Sean A y B dos circulos en S? y sea D una super-
fice suave con frontera A, tal que D intersecta a B transversalmente. El
numero de enlazamiento se define como

Link(A,B) = Z signo(x) .
z€ANB

La suma es sobre todos los puntos de intersecciéon de D con B y el signo
se escoge con la convencién usual: en un punto x en A () B el signo es
1 si T,S? tiene la misma orientacién que D, x B, -1 en caso contrario.

Figura 5.2: Link(A,B) =1

5.2.2 Numero de enlazamiento desde el grado de
Brouwer

El grado de un mapeo entre variedades cerradas y orientables de la misma
dimensién, mide cuantas veces la imagen de M" envuelve a V".

Sea ¢: M" — V", Sea w" una n- forma diferencial tal que
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DEFINICION 5.3. El grado de Brouwer del mapeo ¢ se define como

Deg(¢) = [y ' -

Figura 5.3: f: S! — S! con grado 1

El significado geométrico esta dado por el siguiente:

TEOREMA 5.4. Sea y en V un valor reqular de ¢: M" — V". Para
cada z € ¢ (y), ¢.: M, — V, y se define el signo de ¢(z) como +1 si
@. preserva orientacion y -1 en caso contrario. Entonces

Deg(¢) = > Signg(x).

red1(y)
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EJEMPLO 5.5. Una aplicacién muy bella del grado de Brouwer es el
Teorema de Gauss-Bonnet en dos dimensiones. El grado del mapeo nor-
mal de Gauss n: M? — S? resulta ser bésicamente la caracteristica de

Euler , es decir, Deg(n) = $x(M?).

TEOREMA 5.6. (Gauss-Bonnet)
Sea M? C R? una superficie orientable compacta y sin frontera, n el
mapeo normal de Gauss, entonces

K dA = 4w Deg(n).
M2

EJEMPLO 5.7. Otra aplicacién es dada por Freedman quien usa el
grado de Brower para demostrar la ley de Biot Savart.

DEFINICION 5.8. Definamos el nimero de enlazamiento usando el
grado de un mapeo. Consideremos el toro abstracto T? con coordenadas
(0,0) y el mapeo L: T? — S? definido por

_ r3(¢)-11(0)
L0, ¢) = mo=~or

donde 71, 79 son los vectores posicin de B y A respectivamente, ver
figura (5.5)

Entonces

Link(A, B) = deg(L) .
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TZ

Figura 5.4: Grado de Brower
5.2.3 Numero de enlazamiento desde ley de Ampere

DEFINICION 5.9. Si L es la funcién definida en 5.8, entonces

rio X dI‘2

L(A,B) = 7{ =
B T'12

Figura 5.5: Ley de Ampere
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Esta es mi favorita. Usando la ley de Ampere, Gauss definié el niimero
de enlazamiento. La idea es la siguiente: si se tiene una corriente por
B, se puede calcular usando la ley de Biot Savart el campo magnético
producido alrededor de A y entonces calcular la integral de linea a largo
de A que por ley de Ampere son las corrientes que atraviesan una su-
perficie con frontera A y éste es precisamente el niimero de enlazamiento.

Tuvo que pasar siglo y medio para que otro fisico (Witten) encontrara
otro invariante de enlaces usando teoria de campos, solo que esta vez
campos cuanticos y el invariante resultante es el polinomio de Jones.

5.3 Proyeccion estereografica del circulo

Para visualizar S? inmersa en R* usaremos proyeccién estereografica.
Primero vamos a encontrar la proyeccién desde el polo norte de S! sobre
R'. El método se extiende para la proyeccién de S” sobre R™.

Figura 5.6: Proyeccién del circulo en la recta
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Usando semejanza de triangulos de la figura de 3.1

= = = : (5.1)
Tenemos que

= (5.2)

Para obtener el mapeo inverso usamos vectores de la figura 5.8. NP =
t]\Té y 1+ NP = ﬁ’, en coordenadas 07% = (tz,1—1) pero ﬁ’ esta en

el circulo, entonces t222 + (1 — t)? = 1, lo que implica que t = ﬁ El
mapeo Inverso es
2 —1422
7= (1+Zz?7 1—:; ) (5'3)

Se puede extender de manera inmediata la proyeccién de S? . Los
analogos de las ecuaciones (5.2) y (5.3)

(2.:2) = (= 7) (5.4)

El mapeo inverso esta dado por

2x 2y —1 4 2% + 2
L+ a2 +y? 14+a2+y> 1+a%+y2

). (5.5)

(z,y) = (
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5.4 Fibraciéon de Hopf

La fibracién de Hopf es la descomposién de S? en circulos, un circulo por
cada punto en S? y estd dado por f : S* — CP! donde

(Z(), Zl) — 2 (56)

Veamos que el inverso de cada punto a = r1€”? es un circulo maximo en

S3. Aunque no todos lo circulos méximos son fibras.

20 = rlewzl (57)
21 = roe’. (5.8)

El inverso de a corresponde a todos los puntos de la forma

(rory cos(@ +n), rory sin(@ + n), ry cos(d), ry sin(6)) (5.9)

y la condicién por estar en S3
rari + 1 = 1. (5.10)
La aceleracion apunta en direccion opuesta al vector de posicién lo que

implica que es un circulo méximo en S* y como vemos de (5.9) cada
circulo esta en un toro.
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EJEMPLO 5.10. Ahora visualizamos la imagen inversa de los puntos
(1,0) ¥ (2,0) cuyos circulos respectivamente son (5.11) y (5.12). Usare-
mos la proyecciéon estereografica para visualizarlos

(COSQ sinf cos6 Sin9) (5.11)
(2 cosf 2sinf cosb sin0) (5.12)
Usando proyeccién estereografica
( cos 0 sin 0 cos 0 ) (5.13)
V2 — Senf’ /2 —sinf /2 —sin# .
( 2 cos 6 2sin # cos 8 ) (5.14)
V5 —sinf /5 —sinf /5 —sinf /) '

Figura 5.7: Enlace de Hopf usando proyeccion estereografica
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5.5 Forma de volumen

Sean uy,us y u3 las coordenadas estandar en R3, la forma de volumen de
S? es

o= ﬁ(uldquuLg — usduydus + U3du1duz) . (515)

Podemos simplificar la forma de volumen usando la ecuacién de la esfera
uj +us +ui =1 (5.16)

tomando su diferencial se sigue que
urduy + usdug + usdug = 0, (5.17)

sustituyendo dus en o resulta

0 = 1 dulduz (518)

T 4drus

5.6 Pullback de la forma de volumen

Como el mapeo inverso va de CP! a S? podemos llevar la forma de volu-
men de S? a CP!, para eso debemos tener los puntos de S? como funcién
de puntos de CP!, es decir
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B 2x
B PPN
v Y
2 1+ 22+ 92
u =
’ 1+ 22+ g2
(5.19)
Tomando las diferenciales
dU1 = 6$u1dyc—|—8yu1dy
2(1 2 g2 4
_ 204y ) L
(1 —|—.CL’2 +y2)2 (1 —|—LU2 +y2)2
(5.20)
dUQ = @mquac—l—ﬁyugdy
—4dxy 2(1 + y* — 2?)
pr— x J—
(1+2%+y?)? (1+ 2% +y?)?
(5.21)
Haciendo el producto
4(14y* —2*)(1 + 2% — y?) 1622y
= drdy — dxd
dunndu; (1+ 22+ y?)! SN G T R

A1 =2 =y (1 +2° + ¢*)
(1 + 2% +y?)

(5.22)
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Dividimos por 47us y nos queda la forma de 4rea en CP!

e dady (5.23)

Pasemos esta forma de drea pero con el signo positivo usando coordena-
das complejas.

Sea,
Z2=x+ 1y (5.24)
diferenciando,
dz = dx + idy (5.25)
dz = dT — idy. (5.26)

Multiplicando dzdz y despejando dxdy resulta

dxdy = zdz2dz. (5.27)

La forma de area en coordenadas complejas es

Ahora llevemos la forma de area a S? mediante el mapeo de Hopf. Debe-
mos entonces tener los puntos CP! como funcién de lo puntos en S?
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=20 (5.29)
<1
Tomando la diferencial y su conjugada
dzy — zpd
dr = 2550~ 204 (5.30)
1
dzy — zod
dz = 2220 200A (5.31)
“1
El pullback es una 2- forma diferencial en S3
o — i(ZleO — zodzl)(EldEg ; zodgl) (532)
2m (|20 + [21]?)
Regresando a las coordenadas cartesianas de R*, la ecuacién de S? es
R N I S | (5.33)
diferenciando resultan las siguientes igualdades
r1dx1 + xodxo + x3dT3 + 24d24y = 0 (534)
20 = X1+ 129 (535)

d?() = dCEl — ZdIQ

(5.37)
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21 = T3+ 124 (538)
dz; = dxg + idxy (5.39)
dEl == dﬂf3 — ZdI4 (540)

sustituimos de (5.35) a (5.40) en (5.32)

a = ;—W ((x3 4+ ixq)(dxy + idxs) — (dxy + idxs)(drs — idxy))

((Ig — iI4) (dﬂfl — Zdﬂfg) — (dIl — deg)(dﬂfg - de4))
(5.41)

multiplicando resulta que

a = %(xg + 22) (= 2idwydzs) (22 + 22) (—2idrsdas)

+—2Z (2iAdxidxy — 21 Adxodxs — 2iBdxdrs — 2i Bdxodxy)
T
(5.42)

donde

A = x123 + Tox4 (5.43)

B = L1 — X3 (544)
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Sustituyendo
x5 + 75 (5.45)
por
1— a2} — a3 (5.46)
y
x5+ 75 (5.47)
por
1 — 2% + a3 (5.48)
a resulta

1
a = —(dridre + dxsdry)
T
+%(z((m% + 23)dxydry + (23 + 23) (drsday))
—I—E(Adxldm — Adzodxs — Bdxidrs — Bdrodxy)
T

(5.49)

Veamos que toda la expresion después de L (dzidzy + drsdxy) es cero.

P
Entonces

(23 4 23)(dzrdxs) + (23 + 2F) (—idzsday)

5E1£Egd$1d£lf4 + I2I4d5131d$4 - legdilfgdxg — 5E2£E4d$2d5133
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—x1xadx1drs + Toxsdridrs — r1xsdrodry + xox3dredry .

Sustituyendo dz, = wil(—xgdxg — xgdxs — x4dxy) en el primer término y

haciendo el producto wedge con dx4 resulta

ridridry + vidridrs + Tidesdry + vidrsday
—romsdrsdiy —MnL Toxadridxy — T12x3dT9drs — ToTadxodX3
—r1w4dr1drs + vowsdridry — x1w4dT0dTy + ToX3dTTAT Y

quedan los siguientes términos
v3dridry + v3dridry + 23drsdry
Toxsdriday — r123drodrs — xoxadrads

—x1x4dr1drs + roxsdridars — x1xsdTodT,.

Sustituyendo dxy = é(—xldl‘l — xodxy — w3dx3) en la primera expresion

v3dxidry + v3derdTs + x2drsdry

M— “Tarsdasdrs — xi1x3dradrs — xowsdrodrs
—rixadridas + Towzdesdas — x1xadradry

resulta

w2dxidry + vidrsday
—x1x3dxodrs — xoxsdradrs

—£E1£E4dI1d£L“3 — £E1£E4d5132d$4.
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Sustitueyendo dxs = ;13(—96161961 — xodxe — x4dxy) en la primera expresion

ﬁdﬁdx/ng xidxgdm
+a2dasdT, + Tirrdasdry — vowsdrodas
—I1I4d£€1dI3 — M

resulta

vidrsdr,
—xoxadxodrs

—x124dx1dxs

sustituyendo dxy = é(—xld:ﬁl — xodxy — x4dxy) en la primera

X 3AX 4
171 —|—I2 14T3
— Tixadasds.
Entonces
a = L(dwidwy + dzsdzy) (5.50)

cuyo potencial a es simplemente

W= %(33103562 + x3dxy) . (5.51)
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5.7 Calculo explicito de la integral H n=2

Entonces si hacemos el producto wedge de (5.50) y (5.51) el invariante
de Hopf es

H(f) = /S3w/\dw (5.52)

H(f) = /33 r1drodrsdy + x3dxidaody

2
= 5 Ildﬂfgdxgd4
m S3

(5.53)

Hacemos la integral usando coordenadas hiperesféricas, donde 0 < & <,
0<7n<7m 0<6<2m.

xr1 = sin&sin ¢ cosd (5.54)
To = sin & sin ¢ sin 6§ (5.55)
T3 = §in £ os ¢ (5.56)
4 = cos. (5.57)

Cuyas diferenciales son

dx1 = sin ¢ sin @ cos £dE + sin € sin 6 cos ¢de + sin € sin ¢ cos 0df  (5.58)
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dxy = sin ¢ sin @ cos £dE + sin € sin 6 cos ¢de + sin € sin ¢ cos 0df  (5.59)

drs = cos ¢ cos £dE — sin € sin pdo (5.60)

dry = —sin &dE. (5.61)

Los cuatro términos de la forma de volumen S3 son

r1dxodrsdry — vodxidrsdry + x3dridxsdrs — xsdridaadrs. (5.62)

El primer término es

dzodrsdry = sin® € sin? ¢ cos dOdpde (5.63)

T1dzodrsdry = sin € sin® ¢ cos® 0dOdpde. (5.64)

El segundo término es

dridrsdr, = — sin® € sin? ¢ sin 0dOdpdé (5.65)

—xodxdrsdry = sin € sin® ¢ sin? 0dfdpde (5.66)

El tercer término es

dz dzodr, = sin® € sin ¢ cos pdfdpdé (5.67)
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wsdrydradr, = sin € sin ¢ cos® pdOdpde . (5.68)

El cuarto término es
dridredrs; = —sin’ € cosésin® ¢sin® 6 — sin® € cos € sin® ¢ cos® 4

= —sin” € cos € sin ¢ cos® ¢ sin? 6

—sin? € cos € sin ¢ cos? ¢ cos® 6. (5.69)
entonces
2
H(f) = D) Iﬁiﬂfgd%gdi&;
s

9 ™ ™ 2T
= — / / / sin € sin® ¢ cos® OdOdpdé
™ Jo Jo Jo
(5.70)

el resultado es

H(f) =1 . (5.71)

5.8 Calculo del invariante H usando fibras

También se puede calcular el invariante de Hopf integrando el potencial
a lo largo de fibras . El potencial esta dado por
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1
—(z1dxs + x3dry). (5.72)
T
Con fibras circulos maximos dada una n constante
(rory cos(0 4+ n), rory sin(0 + ), 71 cos(#), r1 sin(0)) (5.73)
y la condicién por estar en S3.
rir? 4 ri=1 (5.74)
Si integramos el potencial a lo largo de cualquier fibra
X1 = T9or1 COS(Q + 77)
dxs = rory cos(6 + n)
xr3 = 11 cos(f)
dxy = r1cos(0)
(5.75)
1 27
H(f) = ;/ (r3r} cos®(6 4+ 1) 4+ 7} cos?(0)) = 1 (5.76)
0
y tenemos nuevamente que
H(f)=1 (5.77)
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5.9 Invariante H n=2

Figura 5.8: H(f)=1

Sea W v Wpg vecindades abiertas de A y B respectivamente. 7 y
ng los duales de Poincaré compactos en H? (W) v H*(Wg). Ya que
H?,(S?) = 0 se puede extender por cero na y 7B a todo S? tal que

dwa = na
y
dwp = 1B.

En términos de formas unos esperaria, de manera inocente, que en teoria

/ wa ANB
S3

si A = 0D y na = dwa, entonces en algiin sentido D corresponde a wa .
Veamos que es independiente de todas las elecciones que se pueden hacer.
Primero si w/y otra forma con dw/y, = na. Entonces w/, —wa es cerrada.
Asi

de interseccion

/ss(wj& —wA) AnB = /S3d[(wj& —wa)] Ang =0.
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Por otro lado, si g es otro representante de [ng |, entonces ng —ng = du,
para algtin p en Q1 (Wg). Por tanto,

/wAA<nB—n;3>:—/<wAAu>+/wAAu.
S3 S3 S3

Ambos términos de la derecha desaparecen: el primero por el teorema
de Stokes y el segundo porqué el soporte de n4 y i son disjuntos.

Esta forma diferencial es bastante parecida al invariante de Hopf. Para
llevarla a la forma de invariante de Hopf elegimos dos vecindades Up
y U, de un valores regulares de py q de f y ponemos Wa = f71U, y
Wg = f'U,. Después elegimos formas o, y o, en Q2(U,) y Q*(U,)

representando los duales de Poincaré de p y q y ponemos na = f o, y
nB = f*a,. Entonces el nimero de enlazamiento de A y B es dado por

/ wA A NB.
g3

Ya que a, y a, son ambos representantes de H?,(S?), hay una forma /3
en OQ*(S?) tal que a;, — oy = df y por tanto

wa(Ma —nB) = wa [7dB = —d(wa [*dB) + d(wa) f*dB

na A f*B = f*(ap A D).

Pero a, A 8 esta en Q3(S?) y por lo tanto desaparece. Por Teorema de

Stokes se sique que
/ WA ANB =/ WA ATA-
S3 S3
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Veamos que el invariante de Hopf definido como el niimero de enlaza-
miento y con formas diferenciales coinciden.

DEFINICION 5.11. Empezamos con una superficie como D con fron-
tera A, puede ser extendido de manera difeomorfa a A x [0, 1]. Es decir,
existe un embedding

¢:Ax[0,1]— S

tal que ¢ mapea difeomorficamente a A x [0, 1] en una vecindad cerrada
de A=0D en D, con A x {0} va a A.

D, =D - (A x [0, 1))

Hay un anidamiento de subvariedades
D, >DD>D_;.

Con el interior de Dy — D_; es difeomorfo a A x (0,1). El mapeo ¢ es
llamado un collar alrededor de 9D y la restriccionn de ¢ a A x (0, 1) se
llama un collar abierto alrededor de 9D.

-
—~

Figura 5.9: Collar
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Usando la parametrizaciéon ¢ podemos construir una funcion suave &a
sobre Dy tal que

(1) €a = 0 cerca de frontera de A y
(2) €A = 1 en una vecindad de D_; en Dy .

Se tiene que déa es una 1- forma dlferen(:lal con soporte compacto en un

collar abierto de D1 D_;. Donde D1 es el interior de Dy. Ademas d& 4
representa el dual de Poincaré de A en Q1(D; — D_4).

Ahora elegimos una vecindad de D; en S3, digamos W, lo suficiente-
mente pequena para admitir una retraccion r

r: W — Dj.

(Para una € pequena una e-vecindad de D; relativo a alguna métrica
riemanniana en S® lo hard). Sea T una vecinda tubular de D; — 0D,
en W — 0D, difeomorfo al haz tangente unitario en el haz normal de
D; — 0D; en W — 0D, y sea w representa la clase de Thom de T en
Qe (7).

Consideramos la 1-forma diferencial

WA — ( T*fA)wOA

Tiene varias virtudes. Primero tiene soporte compacto en W, asi puede
ser extendida por cero a todo S?. dwa € Q%(W,) representa el dual de
Poincaré de A en W .

Ahora elegimos una vecindad pequena de Wy de B, un pequeno collar
de D; y una pequena vecindad tubular T de D; tal que
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WB NT C T'_l(D_l)

/ wa A 1B
S3-9D,

A = +1.
[ennm=3

DNB



Capitulo 6

Conclusiones

6.1 Conclusiones

Las formas diferenciales se utilizan en muy diversos contextos de mate-
maticas y fisica. Hay varias ventajas al usar calculo diferencial exterior
en lugar de célculo tensorial, por ejemplo se simplifican los calculos .

Otra herramienta fundamental en geometria es el producto de inter-
seccién. La interseccion de dos subvariedades se puede calcular con for-
mas diferenciales. Con esto se puede entender la caracteristica de Euler
y el invariante de Hopf .

El producto de interseccion es una idea que aparece bastante en matema-
ticas como en topologia simpléctica con los invariante de Gromov-Witten
o en el trabajo de Freedman de 4-variedades .

Las ideas més fundamentales en mateméticas como conexidad ( coho-
mogia de De Rham), producto de intersecciéon , cobordismo, aparecen
una y otra vez en multiples facetas y como fondo por supuesto nuestra
nocion de espacio y simetria.
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