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Introducción 
 
 

Existen  una  gran  cantidad  de  problemas  geométricos,  económicos,  financieros, 
demográficos  y  de  otras  ramas  cuyas  soluciones  no  siempre  es  un  valor  exacto  o 
encontrarlo resulta muy costoso desde el punto de vista tiempo. Estos casos, en ocasiones 
se  pueden  resolver  usando  un  análisis  que  involucre  los  conceptos  básicos  de  las 
desigualdades, con la finalidad de encontrar una aproximación aceptable del valor exacto.  
 
En muchos  casos  la  solución  del  problema  se  puede  plantear  como  resultado  de  una 
desigualdad que  incluya una relación entre  los objetivos de un modelo matemática para 
obtener una aproximación del problema ya  sea en  términos algebraicos o geométricos, 
obteniendo un modelo manipulable y suficientemente eficiente. 
 
En el capítulo I revisaremos antecedentes y algunas herramientas para motivar el tema de 
este trabajo: axiomas de orden, valor absoluto, etc., y veremos como ejemplos, la relación 
que guarda la media geométrica con respecto a la media aritmética. 
 
En el capítulo II trabajaremos algunos teoremas y criterios relacionados con las funciones 
convexas y cóncavas, para posteriormente definir el concepto de log‐convexidad. 
 
Concluiremos presentando  a  las  funciones Gamma  y Beta  como ejemplos de  funciones 
log‐convexas. 
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Capítulo I 
 

1.1 Desigualdades numéricas. 
1.1.1 Los números  reales  (ℜ )  tienen  la  importante propiedad de poseer un orden. Este 
orden nos permitirá comparar dos números. Las propiedades básicas para  ℜ∈cba ,,  son 
las siguientes: 
 
• Propiedad reflexiva  aa ≤ . 
• Propiedad tricotomía  ba < ,  ba >  o  ba = . 
• Propiedad antisimétrica:  ba ≤  y  ab ≤   ba =⇒ . 
• Propiedad transitiva:  ba ≤  y  cb ≤   ca ≤⇒ . 
• Propiedad de orden total:  ba ≤  o  ab ≤ . 
• Relación con la suma:  .cbcaba +≤+⇒≤  
• Relación con el producto:  ,,0 bcacbac ≤⇒≤≥  en particular  .00,0 ≥⇒≥≥ cbbc  
 
Observación: Si  ba <  entonces  ab −<0 . 
 
De las propiedades (1.1) pueden deducirse las siguientes desigualdades: 
 
Ejercicio 1.1.2 
Sean  ℜ∈ba, y  0,0 << ba  entonces  0>ab . 
 
Solución. 
Como  0<a  y  0<b  entonces  a−<0  y  b−<0 .  
Multiplicamos  

( )( )
ab

ba
<

−−<
0
0

. 

Ejercicio 1.1.3 
Sean  ℜ∈ba,  con   0,0 >< ba entonces  .0<ab  
 
Solución. 

0<a  entonces  a−<0  y sabemos que  0>b  entonces, multiplicamos  
 

( )
ab

ba
−<
−<

0
0

 

De donde 
.0<ab  

 
Ejercicio 1.1.4 
Sean  ℜ∈dcba ,,,  tales que dcba << ,  entonces  dbca +<+ . 
 
Solución. 
Como  dcba << ,  entonces 
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ab −<0   y   cd −<0  
Sumando   

cdab −+−<0 . 
De donde 

( )cadb +−+<0 . 
Así 

dbca +<+ . 
 
Ejercicio 1.1.5 

Sea  ℜ∈a , tal que  0>a entonces  .01
>

a
 

 
Solución. 

Supongamos  0>a   y  01
<

a
  los multiplicamos  a

a
1
  el  producto  sería  no  positivo  pero  

a 11
=

a
 contradicción, entonces  01

>
a

 

 
Ejercicio 1.1.6 

Sea  ℜ∈a . Si  0<a  entonces 01
<

a
. 

 
Solución. 
Como 0<a  entonces  a−<0  y por el ejercicio anterior se da la relación. 
 
Ejercicio 1.1.7 

Sean  ℜ∈ba,  Si  0,0 >> ba  entonces   0>
b
a

. 

Solución. 

Como 0>b   entonces  01
>

b
.  

Así  0>a   y  01
>

b
  entonces  como  el  producto  de  dos  números  positivos  es  positivo, 

tenemos que  .0>
b
a

 

 
Ejercicio 1.1.8 
Sean ℜ∈ba,  tales que  dcba <<<< 0,0  entonces   bdac < . 
 
Solución. 
Como  los números  son mayores que  cero,  entonces  al multiplicar una desigualdad por 
ellos, ésta  no cambia de sentido. 
Primero multiplicamos  ba <  por  c   
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cbca < , 
luego hay que multiplicar  dc <  por b   

bdbc <  
y por transitividad tenemos 

ca .bd<  
 
Ejercicio 1.1.9 
Sea  ℜ∈a  y  1>a  entonces  aa >2 . 
 
Solución. 
A la desigualdad  1>a  la  multiplicamos por a  toda la expresión nos queda  
 

aa
aaa

>

>
2  

 
Ejercicio 1.1.10 
Sea  ℜ∈a  y  10 << a  entonces  .2 aa <  
 
Solución. 
Como 1<a  entonces multiplicando la desigualdad por  a  entonces  aa <2 . 
 
Ejercicio 1.1.11 
Sean  ℜ∈ba, , tales que  0,0 >> ba  y  22 ba < , entonces  ba < . 
 
Solución. 
Como  220 ab −<  y 

( )( )ababab −+=− 22  
de donde 

( )( ) 0>−+ abab  
y como   0>+ ab  entonces  0>− ab . 
Así 

ba < . 
 
Ejercicio 1.1.12 

Sean  ℜ∈ba, ,  0>b  tenemos que  1>
b
a

 si y sólo si  ba > . 

 
Solución. 

)⇒ 0>b , multiplicamos en ambos lados de la desigualdad  1>
b
a

 por b  y nos queda  
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ba

b
b
ab

>

⋅>1
. 

)⇐  Sean  ba >  y  0>b  entonces  01
>

b
, de donde multiplicando  ba >  por 

b
1
 tenemos 

 

1=>
b
b

b
a

, entonces   1>
b
a

. 

 
1.2 Valor absoluto. 
El valor absoluto  x  de  ℜ∈x  esta dado por 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

≥
=

0si
0si

xx
xx

x       (1.1) 

El  x   es  la  distancia  en  la  recta  de  un  número  x   al  origen.  ba −   con  ℜ∈ba, es  la 

distancia de entre a  y b  en la recta real. 
 
Ejemplo 1.2.1 
Si ℜ∈x  entonces  0≥x , y es igual a cero solamente si 0=x . 

 
Solución. 
Si  0≥x entonces  0≥= xx . 

Si   0<x  entonces  0>− x  y  0>−= xx . 

Por lo tanto  0≥x . 

Por último si  0=x  entonces  00 ==x . 

 
Ejemplo 1.2.2 

Sea ℜ∈x , entonces 22 xx = . 

 
Solución. 
Si  0≥x  entonces 

22 xxxxxx ===  

Si  0<x  entonces 
 

( )( ) ( ) .1 2222 xxxxxxx =−=−−==  

Observación:  

Si  ℜ∈x  entonces  2xx = . 
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Ejemplo 1.2.3 
Sea ℜ∈x , entonces  xx =− . 

 
Solución. 

=− x ( ) xxx ==− 2 22 2   xx =−⇒ . 

Ejemplo 1.2.4 
Sean  ℜ∈ba, , entonces  baab = . 

 
Solución. 

( ) babaabab === 2 22 22 2 . 

 
Ejemplo 1.2.5 

Sean ℜ∈ba, ,  entonces 
b
a

b
a
= , si  0≠b . 

Solución. 

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2 2

2 2
2

2

b
a

b
a

b
a

b
a
. 

 
1.3 Desigualdad del triángulo. 
Si  ℜ∈ba,  siempre se tiene 

baba +≤+                (1.2) 

además, la igualdad se da cuando  0≥ab . 
 
Demostración. 
Como ambos lados de la desigualdad son números positivos entonces demostraremos que 

( )22 baba +=+ . 

( )

( )2
22

22

22

22

22

2

2

2

2

ba

bbaa

baba

baba

baba

baba

+=

++≤

++≤

++=

++=

+=+

 

 
En las relaciones anteriores notamos que sólo hay una desigualdad y ésta es inmediata ya 
que  abab ≤   y  vemos que  cuando  0≥ab   se  tiene  baabab ==   y entonces  se da  la 

desigualdad. 
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Ejercicio 1.3.1 
Sean  ℜ∈cba ,,  entonces  0≥++++−+−+−++ cbaaccbbacba . 

 
Solución. 
Si  ba,  o  c  son cero, tenemos la igualdad. 

00000 =++−+−−+=++++−+−+−++ cbccbbcbcbccbbcb . 

 
Entonces supongamos  0>≥≥ cba , ya que la desigualdad es simétrica en  ba, y  c . 

Dividimos entre  a , entonces la desigualdad es equivalente a 

01111 ≥++++−+−+−++
a
c

a
b

a
c

a
c

a
b

a
b

a
c

a
b

 

Demostraremos esta desigualdad. 
Observación 

,1≤
a
b

  1≤
a
c

, entonces 

210

11

≤+≤

≤≤−

a
b

a
b

 

 
De donde 

a
b

a
b

+=+ 11  y 
a
c

a
c

+=+ 11  

 
Por demostrar 

011 ≥+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+−+

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

 . 

Como  

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

+−+≤

+≤+

0
 

y 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−++≤

++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

110

11
 

entonces 
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a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+−+≤ 110  

de donde 

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

a
c

a
b

+++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−++≤

−++++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+−+≤

11110

11110
 

Ejercicio 1.3.2 
Sean m  y  n  enteros positivos. entonces 

nm
nm

n
m

+
+

<⇔<
222  

Solución. 
Como 

( )

12
222

22122

−
−

=

−=−
 

entonces 

12
222

−
−

<⇔<
n
m

n
m

 

de donde 

( ) ( )

( )

( ).
22

22

222

222

2212

nm
mn
mnnm

mnnm

nnmm

nm

+
+

<

+<+

+<+

⋅−<−

−<−

 

 
Ejercicio 1.3.3 
Si  ba ≥  y  dc ≥  entonces  bcadbdac +≥+ . 
 
Solución. 
Por demostrar  ( ) ( ) 0≥+−+ bcadbdac . 
Por hipótesis tenemos  

0≥−⇒≥ baba  y  0≥−⇒≥ dcdc  
de donde 

( )( )

( ) .0
0
0

≥+−+
≥+−−
≥−−

bcadbdac
bdadbcac
dcba

 

Ejercicio 1.3.4 
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Si  0, >yx  entonces  yx
x
y

y
x

+≥+
22

 . 

Solución. 

Del ejercicio anterior hacemos  ,2xa =   ,2yb =  
y

c 1
=  y 

x
d 1
=  

Entonces  

y
y

x
x

x
y

y
x 1111 2222 ⋅+⋅≥⋅+⋅  

de donde 

y
y

x
x

x
y

y
x 2222

+≥+ yx
x
y

y
x

+≥+⇒
22

 

Ejercicio 1.3.5 
Sean  ℜ∈dcba ,,,  tal que  cbda +=+  mostrar que  

( )( ) ( )( ) ( ) 0)( ≥−−+−−+−− cbaddbcadcba . 
 

Solución. 
Como   cbda +=+ , entonces 

dbca
dcba

−=−
−=−

 

Entonces 
( )( ) ( )( ) ( )

0)(2
))((2

2222)(

2 ≥−=

−−=
+−−=−−+−−+−−

ba
dcba

bdbcadaccbaddbcadcba
 

Por lo tanto,   ( )( ) ( )( ) ( ) 0)( ≥−−+−−+−− cbaddbcadcba . 
 
Ejercicio 1.3.6 

Sea  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222,,, addccbbadcbaf −+−+−+−= , si  dcba <<<  mostrar que  
( ) ( ) ( )cdbafdcbafdbcaf ,,,,,,,,, >> . 

 
Solución. 
Probaremos que  ( ) ( ) 0,,,,,, >− dcbafdbcaf . 
Calculamos  ( ) ( ) =− dcbafdbcaf ,,,,,,  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]
( )( )cbda

cbdcba
cdbdacab

cdbdabac
dcdcdbdbbabacaca

dcdbbaca

addccbbaaddbbcca

−−=
−−−=
+−−=
+−+−=

−+−+−+−+−+−=

−−−+−−−=

−+−+−+−−−+−+−+−=

2
2

2222
2222

2222 22222222

2222

22222222

 

 
y como  ( ) 0<− da  y  ( ) 0<− cb ( )( ) 02 >−−⇒ cbda . 
Así,  ( ) ( ) 0,,,,,, >− dcbafdbcaf . 
 
Ahora demostraremos que  ( ) ( ) 0,,,,,, >− cdbafdcbaf . 
 
Calculamos  ( ) ( ) =− cdbafdcbaf ,,,,,,  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ).2

22
2222

2222 22222222

2222

22222222

abcd
abcabd

acadbdbc
aaccdbdbaaddcbcb

acaddbcb

accddbbaaddccbba

−−=
−−−=
+−+−=

−+−−+−+−++−=

−−−+−−−=

−+−+−+−−−+−+−+−=

 

 
Como  0>− cd  y  ( ) 0>− ab , entonces  ( )( ) 02 >−− abcd . 
Por lo tanto,  ( ) ( ) .0,,,,,, >− cdbafdcbaf  
 
Ejercicio 1.3.7 
Sean  0,, >cba  tal que satisfacen  1=abc  mostrar que 

1555555 ≤
++

+
++

+
++ caac

ca
bccb

bc
abba

ab
 

 
Solución. 
Analicemos el producto ( )( ).2233 baba −−  

( )( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( ) 0222

222233

≥+++−=

+−++−=−−

babababa

bababababababa
 

Además 
( )( ) ( ) ( )

523235

2232232233

babbaa
babbaababa

+−−=

−−−=−−
 

entonces 
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0523235 ≥+−− babbaa  
de donde  

( ) abbabaabba
abbaba
++≥++

+≥+
2255

323255

 

Entonces  

( ) abbabaabba ++
≤

++ 2255

11
 

 
de manera que 

( ) ( ) 2222

2

2255 abcbacba
abc

abbaba
ab

abba
ab

++
=

++
≤

++
 

pero como  1=abc , entonces 

cba
c

abba
ab

++
≤

++ 55  

Análogamente se prueba que 

cba
a

bccb
bc

++
≤

++ 55  

y  

cba
b

caac
ca

++
≤

++ 55  

Por lo que 
 

1555555 =
++
++

=
++

+
++

+
++

≤
++

+
++

+
++ cba

cba
cba

b
cba

a
cba

c
caac

ca
bccb

bc
abba

ab
 

 
1.4 Desigualdad triangular para un espacio n‐dimensional. 
Está dada por la expresión: 

∑∑
==

≤
n

i
i

n

i
i xx

11
                 (1.3) 

donde n  es un número natural,  ix  números reales. 

 
Demostración. 
Ahora  vamos  a demostrar que  la expresión  anterior es  cierta para  cualquier  n  natural 
utilizando el método de Inducción matemática. 
 
Para  1=n  

11 xx ≤  

 
Ahora asumimos que se cumple para  kn = , con  k  un número natural mayor que uno. 
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∑∑
==

≤
k

i
i

k

i
i xx

11
 

y probamos que la desigualdad también se cumple para  1+= kn . 

Partimos de la siguiente expresión 

∑∑
=

+

+

=

+=
k

i
ki

k

i
i xxx

1
1

1

1
 

como ∑
=

k

i
ix

1
 es un número y  1+kx es otro, podemos aplicar la desigualdad triangular  

1
11

1 +
==

+ +≤+ ∑∑ k

k

i
i

k

i
ki xxxx  

Usando la hipótesis de inducción 

1
1

1
1

+
=

+
=

+≤+ ∑∑ k

k

i
ik

k

i
i xxxx  

escribiendo el término  1+k  dentro de la sumatoria tenemos 

∑∑∑
+

=
+

=
+

=

=+≤+
1

1
1

1
1

1

k

i
ik

k

i
ik

k

i
i xxxxx  

de donde  

∑∑∑
+

=
+

=

+

=

≤+≤
1

1
1

1

1

1

k

i
ik

k

i
i

k

i
i xxxx  

 
1.5 Función Cuadrática. 

cbxax ++ 22       (1.4) 
 

Una desigualdad muy útil de los números reales es  02 ≥x . La cuál es válida para cualquier 
número  real  x .  De  ésta  se  deducen  muchas  otras  desigualdades,  en  particular  la 
usaremos  para  maximizar  o  minimizar  una  función  cuadrática  cbxax ++ 22 .  Estas 
funciones aparecen con frecuencia  en problemas de optimización o desigualdades. 
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Si  0>a   la función  cbxax ++ 22  tendrá un mínimo   en 
a
bx −=  y el valor del mínimo es 

a
bc

2

− , en efecto: 

a
bc

a
bxa

a
bc

a
bx

a
bxacbxax

22

2

2

2
22 22

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++

 

Como  0
2

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
bx   y  como  el  valor mínimo  de  esta  última  expresión  es  cero  cuando 

a
bx −= , tenemos que el valor mínimo es 

a
bc

2

− . 

Si  0<a   la función  cbxax ++ 22  tendrá un máximo en 
a
bx −=  y su valor ahí es 

a
bc

2

− , 

en efecto, como  

2

22
2 2

a
bc

a
bxacbxax −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++  

y puesto que 

0
2

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
bxa  

(ya que  0<a ), el valor mayor de esta última expresión es cero, luego la función es menor 

o igual a 
a
bc

2

−  y toma ese valor en 
a
bx −= . 

 
Ejercicio 1.5.1 
Si  0, >yx , con  ayx 2=+ , entonces el producto  xy  es máximo cuando  ayx == . 
 
Solución.  
Si  ayx 2=+ , entonces 

xay −= 2 . 
Por lo que  

( )

( ) 22

2 2
2

aax

axx
xaxxy

+−−=

+−=

−=

 

 
es máximo cuando  ax =  y entonces  ayx == . 
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Esto se puede interpretar geométricamente como “de los rectángulos de perímetro fijo, el 
de mayor área es el cuadrado”. Ya que si  yx,  son los lados de un rectángulo, el perímetro 
es  ( ) ayx 42 =+  y su área es  xy , que es máxima cuando  ayx == . 
 
Ejercicio 1.5.2 

Para cualquier  0>x , se tiene  21
≥+

x
x . 

Solución.  

,01 2

≥⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
x

x  

entonces  

012 ≥+−
x

x , 

es decir, 

21
≥+

x
x . 

Además, la igualdad se da si y sólo si 1=x . 
 
Ejercicio 1.5.3 
Demostrar la desigualdad  

2
1

2
2

2

≥
+

+

x
x

. 

Solución.  
Tenemos  

2
1

11
1

1
1

1
1

2
2

2
22

2

2

2

≥
+

++=
+

+
+

+
=

+

+

x
x

xx
x

x
x

 

por el ejercicio anterior, de donde 

2
1

2
2

2

≥
+

+

x
x

. 

 
El signo de la igualdad tiene lugar sólo para  0=x . 
 
Ejercicio 1.5.4 
Demostrar que para  1>a  se tiene 

210loglog ≥+ aa . 

 
Solución.  
Como  ,1>a  entonces  0log >a , pero: 

a
aa a lg

1lg10lglg +=+ . 

Entonces, por el ejercicio 1.5.2, se tiene que: 
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2
lg
1lg10lglg ≥+=+
a

aa a . 

 
Ejercicio 1.5.5  
Demostrar la desigualdad  

2
1

1 4

2

≤
+ x
x

. 

 
Solución.  
Si  0=x , la desigualdad se cumple. 
Supongamos que  0≠x , entonces dividimos el numerador y el denominador del primer 
miembro de la desigualdad entre  2x :   

2
2

4

2

1
1

1 x
x

x
x

+
=

+
. 

Por el ejercicio 1.5.2, tenemos  21 2
2 ≥+ x

x
, y, por consiguiente, 

2
1

1
1

2
2

≤
+ x

x

. 

 
Ejercicio 1.5.6 

Si  0, >ba , entonces  2≥+
a
b

b
a

 y la igualdad se da si y sólo si  ba = . 

 
Solución.  

Por el ejercicio 1.5.2, sabemos que si  0>x ,  21
≥+

x
x  y haciendo 

b
ax =  tenemos 

a
b

b
a

b
ab

a
+=+

1
. 

Entonces: 

2≥+
a
b

b
a

. 

Por otra parte, si  ba =  entonces 

211 =+=+=+
b
b

a
a

a
b

b
a

  

y la igualdad se cumple. 
Análogamente, si la igualdad se cumple, entonces: 
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( )
.

0

02

2

2

2

22

22

ba
ba

baba
ab

ba
a
b

b
a

=
=−

=+−

=
+

=+

 

Ejercicio 1.5.7 
Si  cba ,,  son números positivos entonces no suceden simultáneamente las desigualdades, 

( ) ,
4
11 >− ba   ( ) ,

4
11 >− cb   ( )

4
11 >− ac . 

Solución.  

Si  ( ) ,
4
11 >− ba  entonces 

( ) 01 >− ba  
y como  0>a  entonces 
 

.1
01
b

b
>
>−

 

Si  las  tres  desigualdades  ocurren,  debe  de  suceder  que  1,, <cba   y 

( ) ( ) ( )
64
1111 >−−− accbba . 

Sea  ( ) 2xxxf −=  entonces 
( ) xxf 21' −= . 

Igualamos la derivada a cero 

x

x
x

=

=
=−

2
1

21
021

 

y como  
( ) 2'' −=xf , 

entonces  

02
2
1'' <−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  

Entonces en  
2
1

=x  hay un máximo y  ( ) 4/12/1 =f . 

De lo anterior tenemos que para  10 ≤≤ x  siempre sucede que 
4
1)1( ≤− xx , entonces se 

tiene que 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
64
1

4
1

4
1

4
1111111 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−−−=−−− aaccbbaccbba  

Lo cual es una contradicción. 
 
1.6 Una desigualdad fundamental media geométrica‐media aritmética. 
Una  desigualad  que  se  considera  fundamental  en  los  problemas  de  optimización  es  la 
desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética de dos números no negativos 
a  y b , que está dada por. 

(1.5)
2

baab +
≤  

Además la igualdad ocurre si y sólo si  ba = . 
 
Demostración. 
Para demostrar la desigualdad basta con observar que, 

( ) 0
2
1

2
2

2
2
≥−=

−+
=−

+

ba

abbaabba

 

La igualdad se da si y sólo si  ba = , es decir, cuando  ba = . 
Utilizando  esta  desigualdad,  probaremos  nuevamente  algunos  de  los  resultados 
anteriores. 
 
Ejercicio 1.6.1 

Si  0≥x , entonces  xx 21 ≥+ . 
 
Solución.  
Como  

xyyx
≥

+
2

 

Tenemos  

xx

xx

21

1
2

1

≥+

≥
+

 

 
Ejercicio 1.6.2 

Si  0>x  tenemos  21
≥+

x
x . 

 
Solución.  

Sean  xa =  y 
x

b 1
=  
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Utilizamos 
2

baab +
≤  nos queda 

( )

2

1

1

2

1
1

x
x

x
x

x
x

+
≤

+
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

  

entonces  

x
x 12 +≤ . 

 
Ejercicio 1.6.3 
Si  +ℜ∈yx, entonces  xyyx 222 ≥+ . 
 
Solución.  
Hacemos  2xa =  y  2yb =  

( )

22

22

22
2

22
22

2
2

2

2

yxxy

yxxy

yxxy

yxyx

+≤

+
≤

+
≤

+
≤

   

 
Ejercicio 1.6.4 

Si  +ℜ∈yx, entonces  ( ) ( )2222 yxyx +≥+ . 
 
Solución.  
Sean 

2222

22 2
yxyx

xyyx
+≥+

≥+
 

las sumamos y obtenemos 
( )
( ) ( ) .2

22
222

2222

yxyx

xyyxyx

+≥+

++≥+
 

 
Ejercicio 1.6.5 

Si  +ℜ∈yx,  entonces 
yxyx +

≥+
411

. 
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Solución.  

( )

( ) 0

02
2

24
42
4

4

2

22

22

22

22

2

≥+

≥+−

≥+

−≥+

≥++

≥+

+
≥

+

yx

yxyx
xyyx

xyxyyx
xyyxyx
xyyx

yxxy
yx

 

 
Ejercicio 1.6.6 

Si +ℜ∈dcx ,,  entonces  cd
x
dcx 2≥+ . 

 
Solución.  

Hacemos  cxa =  y 
x
db =  en la desigualdad 

2
baab +

≤  

entonces 

2
x
dcx

x
dcx

+
≤ , 

de donde 

x
dcxcd +≤2 . 

 
Ejercicio 1.6.7 

Si  0, >dc , entonces  2≥+
c
d

d
c

. 

 
Solución.  

Hacemos 
d
ca =  y 

c
db = , entonces 
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.2

12

2
1

2

c
d

d
c

c
d

d
c

c
d

d
c

c
d

d
c

c
d

d
c

+≤

+≤

+
≤

+
≤⋅

 

Ejercicio 1.6.8 

Sean a  y b  tal que  ab ≤<0  entonces 
( ) ( )

b
baabba

a
ba 22

8
1

28
1 −

≤−
+

≤
−

. 

 
Solución.  

( )
( ) .

2
1

22

2

2

2

ba
ba

baabba

+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−

+

 

Entonces, como: 

( ) ( )( )

.
2

2
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+−
=−

ba
ba

ba
bababa

 

Tenemos que 

( )
( ) .

2
1

22

4

4

2

42

ba
ba

baabba

+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

 

Así:  

( )
( )
( )

( )baba
ba

ba
ba

baabba

++
−

=

+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−

+

22

2
1

22

2

2

2

2

 

y como  ab ≤<0 , se tiene que: 
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( )
( )

( )
( )

( )
a
ba

aaa
ba

baba
ba 222

8
1

2222
−

=
++

−
≥

++
−

, 

es decir, 
( ) .

28
1 2

abba
a
ba

−
+

≤
−

 

 
Ahora de manera similar 

( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( ) .

8

22

22

2

22

2

2

2

2

2

2

b
ba

bbb
ba

baba
ba

ba
ba

baabba

−=

++
−

≤

++
−

=

+

−
=

−
=−

+

 

 
Por lo tanto: 

( ) ( )
b
baabba

a
ba 22

8
1

28
1 −

≤−
−

≤
−

 . 

 
Veamos ahora una demostración geométrica de la siguientes desigualdades, para  0, >yx  
 

211
2 yxxy

yx

+
≤≤

+
                      (1.6) 

 

 
Sean  DCyBDx == ,  y construyamos una semicircunferencia de diámetro  yxBC += . 
Sea  A  el punto donde la perpendicular de  BC  por  D  intersecta a la semicircunferencia y 
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sea E  el pie de la perpendicular desde D  al radio  AO . Denotemos por  ADg = ,  AEh = , 
por ser  ABDΔ  y  CADΔ  triángulos semejantes tenemos que 

xyg

xyg
g
x

y
g

=

=

=

2   

 
También, por ser  AODΔ  y  ADEΔ  triángulos semejantes tenemos: 

,

2
yx

xy
xy
h

+
=   

luego  

.
11

2
2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
=

+
=

yxxy
yx

xy
xy

yx
xyh  

Finalmente un cateto siempre es menor que la hipotenusa por lo que 

2
yxgh +

≤≤  

que rescribiéndolo queda 

211
2 yxxy

yx

+
≤≤

+
 

El número  

yx
11

2

+
 se conoce como  la media armónica de  x  y  y .  

La desigualdad: 

xy

yx

≤
+

11
2

  

se conoce como la desigualdad entre la media armónica y la media geométrica. 
 
Algunas desigualdades se pueden demostrar a través de repetir la aplicación de una 
desigualdad sencilla, además del uso de una buena idea para dividir el problema, esto se 
puede ver resolviendo los siguientes ejercicios. 
 
Ejercicio 1.6.9 
Si  +ℜ∈zyx ,,  entonces  ( )( )( ) xyzxzzyyx 8≥+++ . 
 
Solución.  



23 
 

( ) xyyx 2≥+  

( ) yzzy 2≥+  

( ) xzxz 2≥+  
Los multiplicamos  

( )( )( )
( )( )( ) 2228

8

zyxxzzyyx

xzyzxyxzzyyx

≥+++

≥+++
 

Por lo tanto 
 

( )( )( ) xyzxzzyyx 8≥+++  
 
Ejercicio 1.6.10 
Sean  ℜ∈zyx ,, entonces  zxyzxyzyx ++≥++ 222 . 
 
Solución.  

xyyx 222 ≥+  

yzzy 222 ≥+  

zxxz 222 ≥+  
Sumamos las tres expresiones 

zxyzxyzyx 222222 222 ++≥++  
ahora lo dividimos entre dos  

2
222

2
222 222 zxyzxyzyx ++

≥
++

 

y resulta 
zxyzxyzyx ++≥++ 222  

 
Ejercicio 1.6.11 

Sean  +ℜ∈zyx ,, entonces xyzzxyyzxzxyzxy ++≥++ . 

 
Solución.  

Usando 
2

yxxy +
≤  tenemos 

2
zyzxxyz +

≤  

2
xzxyyzx +

≤  

2
yzyxxzy +

≤  

Sumando obtenemos  

xyzzxyyzxzxyzxy ++≥++  
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Ejemplo: 1.6.12 

Sean  ba <<0  entonces  bbaaba <
+

<<
2

. 

    
Solución.  

bbbbaaaa =
+

<
+

<
+

=
222

, 

entonces  

bbaa <
+

<
2

. 

Por otro lado tenemos 
abaaa <= 2  

entonces  

aba <  

y como  ( ) 02 >− ba  entonces 

( ) .4

42
2

2

22

22

abba

abbaba
abba

>+

>++

>+

 

 
Sacando raíz cuadrada tenemos 

.
2

2

abba
abba

>
+

>+
 

 
Ejercicio 1.6.13 
Sean  ℜ∈yx,  entonces yxxyyx ++≥++ 122 . 
 
Solución.  

xyyx 222 ≥+  

yy 2122 ≥+  

xx 2122 ≥+ . 
Sumamos las tres expresiones 

( ) xyxyyx 2221222 222 ++≥++  
dividimos entre dos  

( )
2

222
2

1222 222 xyxyyx ++
≥

++
. 

Simplificando, tenemos 
xyxyyx ++≥++ 122 . 
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Ejercicio 1.6.14 

Sean  +ℜ∈zyx ,,  entonces 
zxyzxyzyx
111111

++≥++ . 

 
Solución.  

Observación 
2

yxxy +
≤ . 

Dividiendo entre  xy  tenemos  
yxxy
112

+≤ . 

 
Entonces 

xyyx
211

≥+  

yzzy
211

≥+  

zxxz
211

≥+  

Sumamos las desigualdades  

zxyzxyzyx
222222

++≥++ . 

Dividimos entre dos 

.111111
zxyzxyzyx

++≥++  

 
Ejercicio 1.6.15  

Si  +ℜ∈zyx ,, entonces  zyx
y
zx

x
yz

z
xy

++≥++ . 

 
Solución.  

Usamos  abba
≥

+
2

.  Entonces 

y
x
yz

z
xy

x
yz

z
xy 22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+  

z
y
zx

x
yz

y
zx

x
yz 22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+  

x
y
zx

z
xy

y
zx

z
xy 22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+ . 

Sumamos y resulta 
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zyx
y
zx

x
yz

z
xy 222222 ++≥++  

y dividiendo entre dos queda 

zyx
y
zx

x
yz

z
xy

++≥++ . 

 
Ejercicio 1.6.16 

Si  +ℜ∈zyx ,, entonces 2222222 zxyzyxzyx +++≥++ . 

 
Solución.  

Como  abba
≥

+
2

 entonces 

( ) ( ) 22222
222

2
zyxzyxzyx

+=+≥
++

 

( ) ( ) 22222
222

2
zxyzxyzxy

+=+≥
++

. 

Sumamos estas dos expresiones 

( )
.

2
2

2
222

2

2222222

2222222

2222
222

2222
222222

zxyzyxzyx

zxyzyxzyx

zxyzyxzyx

zxyzyxzyzxyx

+++≥++

+++≥++

+++≥
++

+++≥
+++++

 

 
La desigualdad entre  la media geométrica y  la media aritmética puede extenderse para 
más números. Por ejemplo podemos ver la siguiente desigualdad para cuatro números no 

negativos  dcba ,,,  que afirma que  4

4
abcddcba

≥
+++

 de la siguiente manera: 

Escribimos 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=
+++

222
1

4
dcbadcba  

entonces 

( )

.

2
1

222
1

4 abcd

cdab

cdabdcba

=

≥

+≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

 

Por lo tanto,  
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4

4
abcddcba

≥
+++

. 

 
Ejercicio 1.6.17 
Si   +ℜ∈zyx ,, entonces  xyyx 8844 ≥++ . 
 
Solución. 
Como 

448 4444 +++=++ yxyx  
y  

4

4
abcddcba

≥
+++

 

entonces 
 

( )
.8

8

4244

16444

44444

44
4

44

4 4

4 4444

4 4444

4 4444

4 44
44

xy
xy

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

=

=

⋅≥+++

≥+++

⋅≥+++

⋅≥
+++

 

Por lo tanto:  

.8844 xyyx ≥++  
 
Ejercicio 1.6.18 

Si  +ℜ∈dcba ,,, entonces  ( ) 161111
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++

dcba
dcba . 

 
Solución. 
Como  

44 abcddcba ≥+++  
y 

4
111141111
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+++

dcbadcba
. 

Multiplicamos 
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( )

( )

( ) .161111

1161111

161111

4

4

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++

dcba
dcba

dcba
dcba

d
d

c
c

b
b

a
a

dcba
dcba

 

 
Ejercicio 1.6.19 

Si +ℜ∈dcba ,,,  entonces  4≥+++
a
d

d
c

c
b

b
a

. 

 
Solución. 

Como  44 abcddcba ≥+++ tenemos 

.414

4

4

4

4

4

=≥+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥+++

a
d

d
c

c
b

b
a

bcda
abcd

a
d

d
c

c
b

b
a

a
d

d
c

c
b

b
a

a
d

d
c

c
b

b
a

 

 

Es decir,    4≥+++
a
d

d
c

c
b

b
a

. 

 
Si   nxxx ,,, 21 L  son números positivos, los números  

n
xxxa n+++

=
L21 ,  n

nxxxg L21=  

se  denominan,  respectivamente, media  aritmética  y media  geométrica  de  los  números 

nxxx ,,, 21 L . Para estos dos números Augustin Cauchy, matemático francés, demostró a 

principios del siglo XIX la desigualdad 
ag ≤                            (1.7) 

 
que  se  aplica  frecuentemente  en  la  solución  de  problemas.  Demostraremos  esta 
desigualdad exponiendo previamente una proposición auxiliar. 
 
Teorema 1.6.1  
Si el producto de  n  números positivos  nxxx ,,, 21 L  es igual a 1, la suma de los mismos es 

mayor o igual que n , es decir 
. entonces 1 Si 2121 nxxxxxx nn ≥+++= LK  
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Demostración.   
Emplearemos  el  método  de  inducción  matemática.  Comprobaremos  primero  que  el 
teorema es válido para  2=n , o sea, demostraremos que: 

Si   121 =xx  entonces  221 ≥+ xx  
 
Con este fin, consideraremos dos casos: 
 
Caso 1 

121 == xx  
Entonces 221 =+ xx  y el teorema queda demostrado. 
 
 
Caso 2  

Puesto que   1 21 =xx , cada uno de  los números es el recíproco del otro, es decir
2

1
1
x

x = , 

entonces si  

,11 >x se tiene que  ,11
2

1 >=
x

x y por  lo tanto  12 <x . De  igual manera, si  11 <x , tenemos 

que  .12 >x  

Supongamos que  21 10 xx <<<  
De la igualdad 

( )( ) 111 212121 −−+=−− xxxxxx  
se deduce que  

( )( )111 212121 −−++=+ xxxxxx . 
 
Teniendo en cuenta ahora que  121 =xx , obtenemos 

( )( )112 2121 −−+=+ xxxx . 
Finalmente,  puesto  que  21 1 xx << ,  el  último  número  resulta  positivo  y  por  eso 

221 >+ xx . 
Supongamos  ahora  que  el  teorema  es  válido  para  kn = ,  es  decir,  si  121 =kxxx K , 

entonces: 
kxxx k ≥+++ L21 . 

Demostraremos para 1+= kn , o sea, que si  1121 =+kk xxxx K  entonces: 

1121 +≥++++ + kxxxx kkL , 

donde  0>ix . 

Se pueden presentar dos casos: 
Caso 1  
Todos los factores  1321 ,,,, +kk xxxxx K  son iguales, o sea: 

11321 ====== +kk xxxxx K  entonces la suma de los mismos es  1+k , o sea, 
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1121 +≥++++ + kxxxx kkL  

Caso 2 
No todos los factores son iguales. 
Entre todos los factores del producto  121 +⋅⋅ kk xxxx K , habrá números mayores y menores 

que uno (si todos los factores fueran menores que uno, el producto también sería menor 
que uno). 
Supongamos, por ejemplo que  11 <x  y  11 >+kx . Tenemos 

( ) 1211 =⋅⋅+ kk xxxx K . 

Escribimos  111 += kxxy , entonces  

121 =⋅⋅ kxxy K . 

 
Puesto  que  éste  es  el  producto  de  k   números  positivos  y  es  igual  a  la  unidad,  por 
hipótesis de inducción tenemos que: 

kxxy k ≥+++ L21 . 

Pero  
( )

( )
( )
( ) ( )( ).111

11
11

11

11111

111

111

111321121

xxk
xxxxk

xyxk
xyxk

xyxxxxyxxxx

k

kk

k

k

kkkk

−−++=

−+−++=
−+−++=

+−+≥
+−++++=++++

+

++

+

+

++ LL

 

 
Puesto que  11 <x  y  11 >+kx , tenemos  ( )( ) 011 11 >−−+ xxk  y, por consiguiente,  

( ) ( )( ) 1111 11121 +>−−++≥++++ ++ kxxkxxxx kkkL . 

 
Con esto queda demostrado el teorema. 
 
Ejercicio 1.6.20 
Demostrar que si  nxxx ,,, 21 L  son números positivos, se tiene 

n
x
x

x
x

x
x

x
x n

n

n ≥++++ −

1

1

3

2

2

1 L , 

con la particularidad de que igualdad se da si y sólo si  nxxxx ==== K321 . 

 
Solución. 
Puesto que: 

1
1

1

3

2

2

1 =⋅⋅ −

x
x

x
x

x
x

x
x n

n

nL  

la desigualdad se deduce del teorema 1.6.1.  
Como todos los factores son positivos,  la igualdad se cumple sólo si 



31 
 

1
1

1

3

2

2

1 ===== −

x
x

x
x

x
x

x
x n

n

nL  

es decir, 

nxxxx ==== K321  

 
Ejercicio 1.6.21 
Sean  nixi ,,2,1,0 K=>  entonces 

( ) 2

321
321

1111 n
xxxx

xxxx
n

n ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++ LL . 

Solución. 
Como  

n
nn xxxxnxxxx ⋅⋅⋅⋅⋅≥++++ KL 321321  

y 

n

nn xxxx
n

xxxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅≥++++

11111111

321321

KL  

multiplicando  tenemos 
 

( ) n

n
n

n
n xxxx

xxxxn
xxxx

xxxx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅⋅⋅≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++

11111111

321
321

2

321
321 KKLL

de donde: 

( )

( )

( ) 2

321
321

2

321
321

3

3

2

2

1

12

321
321

1111

11111

1111

n
xxxx

xxxx

n
xxxx

xxxx

x
x

x
x

x
x

x
xn

xxxx
xxxx

n
n

n

n
n

n

n

n

n
n

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++

⋅≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++

LL

LL

KLL

 

 
 

Ejercicio 1.6.22 
Si  0,, >cba  y  ( )( )( ) 8111 =+++ cba  entonces  .1≤abc  
 
Solución. 

Como  xyyx
≥

+
2

, entonces: 
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.
2

1
2

1
2

1

cc

bb

aa

≥
+

≥
+

≥
+

 

Multiplicando: 

( )( )( ) .
8

111
2

1
2

1
2

1

abccba

cbacba

≥
+++

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

Como  ( )( )( ) 8111 =+++ cba , entonces 

abc

abc

≥

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1
8
8

 

 
y elevando al cuadrado, tenemos 

.1 abc≥  
 
Ejercicio 1.6.23 

Si  0,, >cba entonces  .
333

cabcab
a
c

c
b

b
a

++≥++  

 
Solución. 

Como  3

3
xyzzyx

≥
++

 entonces 33 xyzzyx ≥++ . 

De donde 

abbc
c
b

b
abc

c
b

b
a 333

3333

=⋅⋅≥++  

bcca
a
c

c
bca

a
c

c
b 333

3333

=⋅⋅≥++  

caab
b
a

a
cab

b
a

a
c 333

3333

=⋅⋅≥++ . 

 
Sumando tenemos 
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( )

( )

( ).22

32

32

333

333

333

acbcab
a
c

c
b

b
a

abcabcacbcab
a
c

c
b

b
a

acbcababcabc
a
c

c
b

b
a

++≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−−−++≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++≥+++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

 

 
Entonces dividiendo entre dos y tenemos 

acbcab
a
c

c
b

b
a

++≥++
333

. 

 
Ejercicio 1.6.24 
Si  0,, >cba  entonces  ( )( ) 222222222 9 cbacabcabaccbba ≥++++ . 
 
Solución. 
Como  

abccbaaccbbaaccbba 333 3 3333 222222 =⋅⋅=⋅⋅≥++   
y 

abccbacabcabcabcab 333 3 3333 222222 ==⋅⋅≥++ . 
Ahora multiplicamos 

( )( ) 222222222 9 cbacabcabaccbba ≥++++ . 
 
Ejercicio 1.6.25 
Si  0,, >cba  tal que  1=abc  entonces 

3
1

1
1
1

1
1

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

c
ac

b
bc

a
ab . 

 
Solución. 

Como  3

3
xyzzyx

≥
++ entonces  33 xyzzyx ≥++ . De donde 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

=
+
+

=
+
+

a
cab

a
ababc

a
ab

1
1

11
1  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+
+

=
+
+

b
abc

b
bcabc

b
bc

1
1

11
1  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+
+

=
+
+

c
bac

c
acabc

c
ac

1
1

11
1 . 

Sumamos 
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3 222

3

3
1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
13

1
1

1
1

1
1

cba
c
bac

b
abc

a
cab

b
b

a
a

c
cacbcab

c
bac

b
abc

a
cab

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

⋅⋅≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
+

 

 
pero  1=abc , entonces 

.3133 33 222 ==cba  
Por lo tanto 

3
1

1
1
1

1
1

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

c
ac

b
bc

a
ab . 

Teorema 1.6.2 
La media geométrica de números positivos es menor o  igual que  la media aritmética de 
estos  mismos  números.  Si  los  números  nxxx ,,, 21 L   no  son  todos  iguales,  la  media 

geométrica de estos números es menor que su media aritmética. 
 
Demostración. 

De  la  igualdad  n
nxxxg ⋅⋅= L21   se  deduce  que  n n

g
x

g
x

g
x

⋅⋅⋅= K211 ,  o  sea,  

121 =⋅
g
x

g
x

g
x nK . 

Debido  a  que  el  producto  de  estos  n   números  positivos  es  igual  a  1,  resulta  (por  el 
teorema 1.6.1) que la suma de los mismos es mayor o igual que n , es decir,  

n
g
x

g
x

g
x n ≥+++ K21 . 

 
Multiplicando  por  g y  dividiendo  entre  n   ambos miembros  de  la  última  desigualdad, 
obtenemos  

g
n

xxx
a n ≥

+++
=

K21 . 

 
Notemos que la igualdad se cumple sólo cuando  

121 ====
g
x

g
x

g
x nK , 

o sea,  gxxx n ==== K21 . 

Por el contrario, si los números  nxxx ,,, 21 L  no son todos iguales, se tiene 

ga > . 
 
Ejercicio 1.6.26 
Encontrar  las  dimensiones  del  paralelepípedo  de  volumen  máximo,  si  la  suma  de 
cualesquiera tres de sus aristas perpendiculares entre sí, es fija. 
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Solución. 
Sea  cbam ++=   la  suma  de  las  aristas  y  sea  abcV =   el  volumen del  paralelepípedo. 
Puesto que 

33
33 mcbaabcV =

++
≤=  

 tenemos 
27

3mV ≤ .  La  igualdad  tiene  lugar  sólo  si 
3
mcba === ,  o  sea,  si  el 

paralelepípedo es un cubo. 
 
Ejercicio 1.6.27  
Demostrar la desigualdad 

nnn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
2

1!      (1.8) 

con  2≥n . 
 
Solución. 
Tenemos 
 

( )
2

1
2

1321321! +
=

+
=

++++
<⋅⋅⋅⋅=

n
n

nn
n

nnn nn K
K , 

de donde 

2
1! +

<
nnn . 

 
Elevando a la  n ‐ésima potencia ambos miembros de la última desigualdad, obtenemos la 
desigualdad (1.8). 
 
Definición. 
 El número 

ααααα

α

1

321
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
=

n
aaaa

c nK
. 

se denomina media potencial de grado  α  de  los números  naaa ,,, 21 L . En particular el 

número 

2
1

22
3

2
2

2
1

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
=

n
aaaa

c nK
 

 
se denomina media cuadrática, y el número  
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4321

111
3

1
2

1
1

1 1111
aaaa

n
n

aaaa
c n

++++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
=

−−−−−

−

K

K
, 

se denomina media armónica de los números  naaaa ,,, 321 L . 

 
Ejercicio 1.6.28 
Demostrar que si  naaa ,,, 21 L  son números positivos y si  βα << 0 , se tiene  

βα cgc ≤≤ .     (1.9) 

 
Donde  g es la media geométrica. 
 
Solución. 
Debido a que  la media geométrica de números positivos es menor o  igual que  la media 
aritmética, tenemos 

n
aaaaaaaag nn

n

αααα
αααα ++++
≤⋅⋅⋅⋅=

K
K 321

321 . 

Elevando  ambos miembros  de  la  última  desigualdad  a  la  potencia 
α
1
  y  tomando  en 

consideración que  01
<

α
, obtenemos 

( ) α

ααααα
αααααα c

n
aaaa

aaaag nn
n =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
≥⋅⋅⋅⋅=

1

321
1

321

1 K
K . 

Con esto queda demostrada la primera de las desigualdades (6); la segunda se demuestra 
análogamente. 
De  la desigualdad  (1.9) se deduce, en particular, que  la media armónica  1−c  es menor o 
igual que la media aritmética  1c . 
 
Ejercicio 1.6.29  
Demostrar que si   naaaa ,,, 321 L  son números positivos, se tiene  

( ) 2

321
321

1111 n
aaaa

aaaa
n

n ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++ KK . 

 
Solución.  
Puesto que  11 cgc ≤≤− , tenemos  

1
321

321

1 1111
c

n
aaaa

aaaa

nc n

n

=
++++

≤
++++

=−

K

K

. 

 
De esta desigualdad se deduce que  
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++≤

n
n aaaa

aaaan 1111

321
321

2 KK . 

 
Ejercicio 1.6.30 
Demostrar la desigualdad   

n
n

nnn
n aaaaaaana ++++≤ KK 321321 ,     (1.10) 

donde  0,,0,0,0 321 >>>> naaaa L . 

 
Solución. 
Puesto que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética, tenemos  
 

=naaaa K321 n
aaaaaaaa

n
n

nnn
n nnnn ++++

≤⋅⋅⋅⋅
K

K 321
321 . 

Multiplicando por  n  ambos miembros de esta desigualdad, obtenemos la afirmación.  
En particular tenemos: 

.4

3

2

4
4

4
3

4
2

4
14321

3
3

3
2

3
1321

2
2

2
121

aaaaaaaa

aaaaaa

aaaa

+++≤

++≤

+≤

 

 

1.7 El número e. 
El número e desempeña un papel importante en las matemáticas. Daremos su definición 
después de resolver una serie de problemas en los que se aplica solamente que la media 
geométrica  de  números  positivos  es menor  o  igual  que  la media  aritmética  de  estos 
mismos números. 
 
Ejercicio 1.7.1  
Demostrar  que  para  cualesquiera  números  positivos  a   y  b   con  ( )ba ≠ ,  es  válida  la 
desigualdad  
 

1
1

+
+

≤+

n
nbaabn n . 

 
Solución. 
Tenemos 

111
1

+
+

=
+

++++
≤⋅⋅⋅⋅=

−

+
−

+

n
nba

n
bbbabbbaab

vecesn

n
vecesn

n n

4484476
L

43421 L , 

que es lo que se quería demostrar. 
 
Ejercicio 1.7.2 
Demostrar que las sucesiones  
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{ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
x 11  y { }

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

n

n n
z 11 . 

son crecientes, es decir, que  

1

1

1
1111 +

+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += n

nn

n x
nn

x          y          
1

1 1
11

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=<

n

nn n
zz . 

 
Solución. 

Tomando  1=a  y 
n

b 11+=  en la desigualdad del ejercicio anterior, encontramos 

.
1

11

1
2

1

111
1111

+
+=

+
+

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+

n

n
n

n
n

n

n
n

n

. 

 
Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia  ( )1+n  tenemos 

1

1
1111

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn

nn
, 

 
o sea,  1+< nn xx . 

 
La segunda desigualdad se demuestra análogamente. 
 
Ejercicio 1.7.3 

Demostrar que 
111
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
y  decrece a medida que aumenta  ,n  o sea,  

 
2

1 1
11

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=>

n

nn n
yy . 

 
Solución. 
Tenemos 

1
11

11 1

1
11

1

1

1111
+

++

++

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
nn

nn

n z
nn

nn
n

n
y . 
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(Usamos  la  notación  de  la  desigualdad  anterior).  Como  nz   aumenta  a  medida  que 

aumenta  ,n  resulta que  ny  decrece. 

 
Hemos visto que 

KK <<<<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=<=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nxxxx 3

2

2

1

1 25.2
2
112

1
11 , 

KK >>>>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=>=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nyyyy 3

3

2

2

1 375.3
2
114

1
11  

 
Por otra parte, 

411112 1

1

1 =<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=<=

+

yy
nn

xx n

nn

n . 

 
Luego, la sucesión { }nx  satisface dos condiciones: 

1. Crece monótonamente a medida que aumenta n ; 
2. Es acotada     ( )42 << nx . 

 
Entonces tiene límite, el cual tiene como valor al número  e , o sea,  

n

nnn n
xe ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

∞→∞→

11limlim . 

 
Como { }nx  es creciente, entonces  

e
n

x
n

n <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11  .       (1.11) 

Utilizando  el  ejemplo  anterior  veremos  que  3<e .  En  efecto,  para  cualquier  5>n , 
tenemos  

985984.2
5
11

6

5 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=<< yyx nn . 

 
Por lo tanto, también  3985984.2lim <≤=

∞→ nn
xe . 

 
El númeroe , al igual que el número  ,π desempeña un papel importante en matemáticas. 
Se emplea, por ejemplo, como base de los logaritmos denominados logaritmos naturales. 
El logaritmo del número  N  respecto a la base  e se representa simbólicamente por  Nln . 
 
Se sabe que  los números  e  y  π  son  irracionales. Cada uno ha sido ya calculado con un 
número muy grande de decimales; y se tiene que 
 

K4907182818285.2=e  
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Demostraremos ahora que el límite de la sucesión { }ny  es también igual a  e . En efecto,  

.
1

1111lim

11limlim
1

e
e

nn

n
y

n

n

n

nnn

=
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→

+

∞→∞→

 

 
Puesto que { }ny  decrece a medida que se aproxima a  ,e  resulta que para cualquier n  

e
n

n

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+111 .     (1.12) 

 
Ejercicio 1.7.4 Demostrar la desigualdad 

n

e
nn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>!  .    (1.13) 

 
Solución. 
Demostraremos  la  desigualdad  aplicando  el método  de  inducción matemática.  Es  fácil 
comprobarla para  .1  En efecto, 

111!1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>=

e
. 

 
Supongamos ahora que la desigualdad (1.13) se cumple para  kn = , o sea, 

k

e
kk ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>! . 

 
Consideramos   ( )!1+k  , de donde  

( ) ( ) !1!1 kkk +=+  
Por hipótesis de inducción tenemos 
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( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

.
11

1

1
1

1
1

1
1

1

1!1

1

1

1

1

1

k

k

k

k

k

k

kk

k

k

k

k

k

k

k

k

e
e

k
k

k
e

e
k

k
ek

e
k

k
k

e
ek

k
e
k

k
e
kkk

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

=

+=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>+

+

+

+

+

+

 

Pero, según la desigualdad (1.11), tenemos  

e
k

k

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11  

y, por eso, 

( )
11 11!1
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

>+
kk

e
k

e
e

e
kk , 

 
es decir, hemos demostrado la desigualdad (1.13) para  .1+= kn   
 
Puesto que  ,3<e  de la desigualdad (1.13) se deduce que  

nn n
e
nn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>

3
! . 

 
Empleando la última desigualdad es fácil demostrar que  

300100!300 > . 
 
En efecto, tomando  ,300=n  obtenemos 

300
300

100
3

300!300 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛> . 

 
Ejercicio 1.7.5  Demostrar la desigualdad 

11!
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
n

e
nen . 

Solución. 
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Demostraremos  la  desigualdad  aplicando  el método  de  inducción matemática.  Es  fácil 
comprobarla para  .1  En efecto, 

.4

11

1!1
2

e

e
e

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<

=

 

 
Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para  kn = , o sea, 

11!
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<
k

e
kek . 

 
Consideramos   ( )!1+k  , de donde  

( ) ( ) !1!1 kkk +=+  
Por hipótesis de inducción tenemos 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

.

1
11

2

1
2
12

2
12

1
2
21

11!1

2

2

22

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

+

+

++

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
=

+
++

=

+
+
++

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<+

k

k

kk

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

e
e

ke

k
k

e
e

ke

k
ke

e
ke

k
k
ke

ee
ke

k
e

kekk

 

 
Por la desigualdad (1.12)  

e
k

k

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+2

1
11 . 

De donde 

( )
22!1

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

<+
k

e
kekk . 

Por lo tanto, la desigualdad queda demostrada. 
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1.8 Desigualdad de Bernoulli. 
En  esta  sección demostraremos,  apoyándonos  en  la desigualdad  1.7,  la desigualdad de 
Bernoulli,  que  tiene  interés  por  sí  sola  y  se  aplica  frecuentemente  en  la  solución  de 
problemas.  
 
Teorema 1.8 
Si  1−≥x  y  ,10 << α  entonces  

( ) xx α
α

+≤+ 11 .                              (1.14) 
 
En cambio, si  0<α  o  1>α , se tiene  

( ) xx α
α

+≥+ 11 .                           (1.15) 
 
La igualdad en (1.14) y (1.15) se cumple sólo para  .0=x  
 
Demostración. 
 Supongamos que α  es un número  racional con  la particularidad de que  10 << α . Sea 

n
m

=α , donde  m  y  n  son números enteros positivos y  .1 nm <≤  Debido a que  01 ≥+ x  

por hipótesis, tenemos  

( ) ( )
( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

.1

1

1

1111111

111111

11

11

x

x
n
m
n
mxn

n
mnxm

n
xxxx

xxx

x

xx

n
vecesmnvecesm

n mnm

n
m

α

α

+=

+=

+
=

−++
=

++++++++++++
≤

⋅⋅⋅⋅+++=

+=

+=+

−−

−

KK

43421 K444 3444 21 K

 

 
La igualdad tiene lugar sólo si todos los factores que figuran debajo del radical son iguales, 
o sea si   ,11 =+ x   .0=x  
 
En cambio, si  ,0≠x  tenemos  

( ) xx αα +<+ 11 . 
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Es decir,  se ha demostrado  la primera parte del  teorema para el  caso en que  α  es un 
número racional. 
 
Supongamos ahora que  ,10 << α  es un número irracional. Sea   ,,,, 21 nrrr K  una sucesión 

de números racionales que tiene α  como  límite con  la particularidad de que  10 << nr . 

De las desigualdades 
 

( ) xrx n
rn +≤+ 11 ,      1−≥x ,  K,3,2,1=n  

 
demostradas ya para el caso en que el exponente es un número racional, se deduce que 
 

( ) ( ) ( ) xxrxx nr

r

r n

n

n

α
αα

α +=+≤+=+
→→

11lim1lim1 . 

 
Con esto la desigualdad (1.14) queda demostrada también para los valores irracionales de 

.α   Resta  demostrar  que  para  valores  irracionales  de  α ,  siendo  ,10 << α   y  0≠x ,  se 
tiene  

( ) xx αα +<+ 11 , 

o sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (1.14) si  0≠x . Con este fin tomemos un 
número racional  r  tal que   .1<< rα  Es evidente que  

( ) ( )
r

rxx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

α
α 11 . 

Puesto que  ,10 <<
r
α

 resulta, según hemos demostrado, que  

( ) x
r

x r
αα

+≤+ 11 . 

Por consiguiente 

( )
r

x
r

x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤+

αα 11 . 

Si  0≠x , tenemos 

xx
r

rx
r

r

ααα
+=+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 111 ,  

o sea,  
( ) xx αα +<+ 11 . 

 
Con esto queda completada la demostración de la primera parte del teorema. 
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Pasamos a la demostración de la segunda parte del teorema, la desigualdad (1.15). 
 
Si  01 <+ xα ,  la desigualdad (1.15) es evidente, pues su primer miembro es no negativo, 
mientras que el segundo es negativo. 
 
Si  01 ≥+ xα , o sea  1−≥xα , consideraremos por separado cada uno de los casos. 
 
Sea  1>α , entonces según la primera parte del teorema, ya demostrada, tenemos 

( ) xxx +=+≤+ 1111
1

α
α

α α  

con  la particularidad de que el signo de  igualdad tiene  lugar sólo si  0=x . Elevando a  la 
potencia α  ambos miembros de la desigualdad, obtenemos 

( ) ( )αα xx +≤+ 11 . 

Sea ahora  0<α .  

Si  01 <+ xα , la desigualdad (1.15) se hace evidente.  

Si  01 ≥+ xα ,  tomemos  un  número  entero  positivo  n   de  modo  que  se  cumpla  la 
desigualdad 

10 <−<
n
α

. 

En virtud de la primera parte del teorema, tenemos 

( ) x
n

x n
αα

−≤+ − 11 , 

( ) x
nx

n

x n
α

α
α

+≥
−

≥+ 1
1

11 , 

esta desigualdad es válida porque 

2
2

2

11 x
n
α

−≥ . 

Como  01 ≥+ xα   entonces 
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.11

1

1

−≥−≥

−≤

−≤

nn
x

nn
x

x

α
α

α

 

De donde, considerando 

( ) x
n

x n
αα

+≥+ 11 . 

Elevando a  la  n ‐ésima potencia ambos miembros de  la última desigualdad, obtenemos, 
por 1.14 que 

( ) xx
n

nx
n

x
n

αααα +=+≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥+ 1111 . 

Notemos que la igualdad puede darse sólo en el caso  0=x . Con esto queda demostrado 
completamente el teorema. 
 
Ejercicio 1.8.1 
Demostrar que para  10 −>> α , con  Nn∈  se tiene 

( ) ( )
1

1
1

1 1111

+
−−

<<
+
−+ ++++

αα

αα
α

αα nnnnn
 .                 (1.15) 

 
Solución. 
Puesto que  110 <+< α , tenemos en virtud de la desigualdad (1.14) 

nn
1111

1 +
+<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ αα

. 

nn
1111

1 +
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+ αα

. 

Multiplicando estas desigualdades por  1+αn , obtenemos 
 

( ) αααα αα nnn
n

n )1(111 111 ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+<+ +++  

 

( ) αααα αα nnn
n

n )1(111 111 +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−<− +++ , 

 
así 
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( ) α
αα

α
nnn

<
+
−+ ++

1
1 11

 

y 
( )

1
1 11

+
−−

<
++

α

αα
α nnn . 

De donde se deducen las desigualdades 

( ) ( )
1

1
1

1 1111

+
−−

<<
+
−+ ++++

αα

αα
α

αα nnnnn
. 

 
Ejercicio 1.8.2 
Demostrar que para  01 <<− α , con  mn >  se tiene 

( ) ( ) ( )
1

11
1

1 1111

+
−−

<++++<
+
−+ ++++

αα

αα
ααα

αα mnnmmmn
K .                       (1.16) 

 
Solución. 
Tomando en las desigualdades (1.15)  nmm ,,1, K+  obtenemos 

( ) ( )
1

1
1

1 1111

+
−−

<<
+
−+ ++++

αα

αα
α

αα mmmmm
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

11
1

12 1111

+
−+

<+<
+

+−+ ++++

αα

αα
α

αα mmmmm
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

122
1

23 1111

+
+−+

<+<
+

+−+ ++++

αα

αα
α

αα mmmmm
, 

M , 

( ) ( )
1

1
1

1 1111

+
−−

<<
+
−+ ++++

αα

αα
α

αα nnnnn
. 

Sumando estas desigualdades, obtenemos 

( ) ( ) ( )
1

11
1

1 1111

+
−−

<++++<
+
−+ ++++

αα

αα
ααα

αα mnnmmmn
K . 

 
1.9 Media potencial. 
La función 

ααααα

α

1

321
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
=

n
aaaac nK

 

se denomina media potencial de grado α  de los números positivos  naaaa ,,,, 321 L . 

Ahora demostraremos que la desigualdad  
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βα cc ≤  

 
es  válida  siempre  que  βα < .  En  otras  palabras,  la media  potencial  de  grado  α crece 
monótonamente a medida que aumenta α . 
 
Teorema 1.9 
Si  naaaa ,,,, 321 L , son números positivos y  βα < , se tiene  βα cc ≤  con  la particularidad 

de que  βα cc =  sólo si  naaaa ==== L321 . 

 
Demostración. 
El teorema ha sido ya demostrado para el caso en que los números α  y  β  tienen signos 
opuestos, ahora lo probaremos si α  y β  son del mismo signo. 
 
Supongamos que  βα <<0  y pongamos  

ααααα

α

1

321
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
==

n
aaaack nK

. 

 
Dividiendo  βc  entre  k , encontramos 

βββββ

β

1

321

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
n

k
a

k
a

k
a

k
a

k
c

nK

. 

 
Tomando ahora 

αααα

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

k
ad

k
ad

k
ad

k
ad n

n,,,, 3
3

2
2

1
1 K . 

 
Obtenemos 

β
α
β

α
β

α
β

α
β

β

1

321

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ++++
=

n
dddd

k
c nK

  .                       (1.17) 

Puesto que  
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,1

1

1

1
1

321

1

3211

321

=

=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

α
α

α

ααααα

ααααα

α

c
c

c
k

n
aaaa

k

n
k
a

k
a

k
a

k
a

n
dddd

n

n

n

K

K
K

 

 
entonces tenemos que  

1321 =
++++

n
dddd nK

 , 

o sea,  
ndddd n =++++ K321 . 

Pongamos  

nn xdxdxdxd +=+=+=+= 1,,1,1,1 332211 K . 

 
De la igualdad   

ndddd n =++++ K321 , 

se deduce que 
.0321 =++++ nxxxx K  

En virtud del teorema 1.8 y de que  1>
α
β

 tenemos  

( )

( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≥+=

+≥+=

+≥+=

+≥+=

.11

11

11

11

*

1

333

222

111

nn xxd

xxd

xxd

xxd

α
β

α
β
α
β
α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

K

 

 
Sumamos estas desigualdades, obtenemos 



50 
 

( ) nxxxxndddd nn =+++++≥+++ KK 321321 α
β

α
β

α
β

α
β

α
β

 .     (1.18) 

 
De (1.17) y (1.18) se deduce que  

1
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

ββ

n
n

k
c

, o sea,  αβ ckc =≥ . 

 
Notemos que  αβ ckc ==   sólo  si  en  todas  las desigualdades  (*)  tiene  lugar el  signo de 

igualdad,  es  decir,  si  0321 ===== nxxxx K   (teorema  1.8).  En  este  caso,  se  tiene 

1321 ===== ndddd K  y, por consiguiente,  .321 kaaaa n ===== K  En cambio, si los 

números  naaaa ,,,, 321 L  no son iguales, se tiene  

αβ cc > . 

 
Con esto, el teorema queda demostrado para el caso en que  .0 βα <<  

Si  0<< βα , tenemos  .10 <<
α
β

 Repitiendo los razonamientos anteriores, obtendremos 

en (*) y (1.18) signos de desigualdad opuestos. Pero como  0<β , de la desigualdad 

1321 ≤
+++

n
dddd nα

β
α
β

α
β

α
β

K
, 

 
se deduce que  

11
1

1

321 =≥
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ ++++
= β

β
α
β

α
β

α
β

α
β

β

n
dddd

k
c nK

, 

es decir,  

αβ ckc =≥ . 

Con esto el teorema queda demostrado. 
 
En  lo que sigue  la media geométrica será denominada media potencial de grado cero, o 
sea, se tomará  0cg = . 

 
Notemos que el teorema 1.9 también es válido en este caso, ya que,  0cgc =≤α  si  ,0<α  

y  0cgc =≥β  si  0>β . 

 
Del teorema demostrado se deduce, en particular, que  

2101 cccc ≤≤≤− . 
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Es decir, la media armónica menor o igual que la media geométrica, la media geométrica 
menor  o  igual  que  la  media  aritmética,  y  la  media  aritmética  no  supera  a  la  media 
cuadrática de números positivos. Por ejemplo, si  2,1 21 == aa  y  43 =a , se tiene 

6.27
3

1641
3

...3.2
3
7

3
421

2421

7.1
7

12

4
1

2
1

1
1

3
3

22
2
1

2
3

2
2

2
1

2

1

33
3210

11
3

1
2

1
1

1

≈=
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

≈=
++

=

=⋅⋅==

≈=
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

−−−−

−

aaac

c

aaac

aaac

 

 
y, por consiguiente, 

2101 6.2...3.22...7.1 cccc =<=<=<=− . 

 
Ejercicio 1.9.1 
Demostrar que si  0,, ≥zyx  entonces  12222 ≥++ zyx  con  .6=++ zyx  
 
Solución. 
Puesto que la media aritmética es menor o igual a la media cuadrática, tenemos 

2
1

222

33 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≤

++ zyxzyx
, 

 
es decir,  

( )

.12
3
6

3

33

222

222
2

222
2

2222

zyx

zyx

zyxzyx

zyxzyx

++≤

++≤

++≤
++

++
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

 

 
El signo de igualdad tiene lugar sólo si  .2=== zyx  
 
Ejercicio 1.9.2  
Demostrar que siendo  yx,  y  z   números positivos y   8222 =++ zyx , se tiene que 

3
216333 ≥++ zyx . 
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Solución. 
Debido a que  32 cc ≤ , tenemos  

3
1

3332
1

222

33 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++ zyxzyx
. 

 
En nuestro caso resulta 

3
8

3

3
1

333

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++ zyx
, 

 
es decir, 

3
216

3
8

3
83333 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥++ zyx . 

 
Ejercicio 1.9.3 
Demostrar que para los números positivos  naaaa ,,,, 321 L , se cumplen las desigualdades 

 
( ) ( )αααααα

nn aaaanaaaa ++++≤++++ − LL 321
1

321 ,  1≥α     (1.19) 

y 
( ) ( )αααααα

nn aaaanaaaa ++++≥++++ − LL 321
1

321 ,  10 ≤<α .     (1.20) 

 
Solución. 
Si  1>α , tenemos 

α

ααααα

c
n

aaaa
n

aaaac nn =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++
≤

++++
=

1

321321
1

KK
. 

 
De donde 

( )

( ) ( ).321
1

321

321321

321321

αααααα

αααα

α

α

ααααα

nn

nn

nn

aaaanaaaa
n

aaaa
n

aaaa

n
aaaa

n
aaaa

++++≤++++

++++
≤

++++

++++
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++++

− KK

KK

KK

 

 
De la misma forma se demuestra la desigualdad (1.20).  
En particular, de las desigualdades (1.19) y (1.20) resulta que 
 

( ) ( ),2 1 αααα yxyx +≤+ −   1≥α     0>x    0>y . 
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( ) ( ),2 1 αααα yxyx +≥+ −   10 << α     0>x    0>y . 
 
Ejercicio 1.9.4  
Demostrar que si  ,81333 =++ zyx   ,0,0 >> yx   0>z , se tiene  

9≤++ zyx . 
Solución. 
Puesto que  

( ) ( ) 7298193 33323 =⋅=++≤++ zyxzyx , 
 
de donde 

97293 =≤++ zyx . 

1.10 Una desigualdad útil. 
Revisemos dos identidades algebraicas muy útiles que se pueden deducir al considerar un 
factor especial de  abccba 3333 −++ . 
 
Sea P  el polinomio con raíces  cba y, ,  es decir, 
 

( ) ( ) ( ) abcxcabcabxcbaxxP −+++++−= 23 . 
 

Como  cba ,,  satisfacen la ecuación  ( ) ,0=xP  se obtiene 
 

( ) ( ) 023 =−+++++− abcacabcabacbaa  

( ) ( ) 023 =−+++++− abcbcabcabbcbab  

( ) ( ) 023 =−+++++− abcccabcabccbac . 
 
Sumando estas tres igualdades se tiene que 
 

( )( ) 03222333 =−−−−++++−++ abccabcabcbacbacba , 
de donde 

( )( )cabcabcbacbaabccba −−−++++=−++ 222333 3 . 
 
La  identidad  anterior  implica  el  siguiente  resultado  si  0=++ cba ,  entonces 

abccba 3333 =++ .  
También tenemos que la expresión 
 

cabcabcba −−−++ 222 . 
Puede ser escrita 
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. ( ) ( ) ( )[ ]222222

2
1 accbbacabcabcba −+−+−=−−−++  

De esta forma, obtenemos otra versión para  
 

( )( )cabcabcbacbaabccba −−−++++=−++ 222333 3  
que es 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]222333

2
13 accbbacbaabccba −+−+−++=−++ . 

Esta presentación de  la  identidad  implica una demostración más corta de  la desigualdad 
Media Geométrica ‐ Media Aritmética para tres variables. De la igualdad anterior, es claro 
que  si  cba ,,     son números positivos, entonces  .3333 abccba ≥++  Ahora  si  zyx ,,   son 
números positivos tomamos 

3 xa = ,  3 yb =  y  3 zc = . 

Podemos deducir que 

3

3
xyzzyx

≥
++

. 

Y se da la igualdad si y sólo si  .zyx ==  
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Capítulo II 

 
 

2.1 Funciones Convexas. 
Definición 2.1.1  
Una  función  [ ] ℜ→baf ,:  es  convexa en el  intervalo  [ ]baI ,= ,  si para  cada  [ ]1,0∈t   y 
para cualesquiera  [ ]bayx ,, ∈  tal que  byxa ≤<≤ se tiene la desigualdad  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )xftytfxttyf −+≤−+ 11 .            (2.1) 
 
Geométricamente,  la  desigualdad  anterior  se  interpreta  diciendo  que  la  gráfica  de  f  
entre  x , y  queda por debajo del segmento que une a los puntos  ( )( )xfx,  y  ( )( )., yfy  
 

 
 
En efecto, la ecuación de la recta que pasa por  ( )( )xfx,  y  ( )( )yfy,  es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xs
xy

xfyfxfsL −
−
−

+= . 

Por lo tanto evaluando en  ( )xttys −+= 1 , con  yx ≠  se tiene: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ).1

11

xftytf
xfyfxf

xyt
xy

xfyfxf

txty
xy

xfyfxf

xtxxty
xy

xfyfxf

xxtty
xy

xfyfxfxttyL

−+=
−+=

−
−
−

+=

−
−
−

+=

−−+
−
−

+=

−−+
−
−

+=−+

 

Así:  
( )( ) ≤−+ xttyf 1 ( ) ( ) ( )xtytf λ−+ 1   ( )( )xttyL −+= 1 . 
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Proposición 2.1.1 
Si  f   es  convexa  en  el  intervalo  [ ]ba,   entonces  es  convexa  en  cualquier  subintervalo 
[ ] [ ]bayx ,, ⊂ . 
 
Demostración. 
Es inmediata de la definición. 
 
Proposición 2.1.2 
Si  f  es convexa en el intervalo  [ ]ba, , entonces para cualesquiera  [ ]bayx ,, ∈  se tiene que 

( ) ( )( )yfxfyxf +≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

2
             (2.2) 

 
Demostración. 

Basta tomar 
2
1

=t  en (2.1)  para que 

( ) ( )yfxfyxf
2
1

2
1

2
1

2
1

+≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ( ) ( )( )yfxf +=

2
1

. 

Así: 

( ) ( )( )yfxfyxf +≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

2
. 

 
 

2.2 Desigualdad de Jensen. 
Proposición 2.1.3 
(Desigualdad de Jensen) Si  f  es convexa en el intervalo  [ ]ba, , entonces para cualesquiera  

[ ]1,0,,1 ∈ntt K  con  1
1

=Σ
=

i

n

i
t  y  [ ]baxx n ,,,1 ∈K , se tiene que:  

( ) ( ) ( )nnnn xftxftxtxtf ++≤++ LL 1111 . 

 
Demostración. 
Por inducción sobre n : 
 
Que  el  resultado  es  válido  para  2=n ,  se  sigue  inmediatamente  de  la  definición  de 
convexidad. 
 
Supongamos que es cierto para  ,kn =  es decir: 

( ) ( ) ( )kkkk xftxftxtxtf ++≤++ LL 1111 . 

 
Probaremos que se cumple para  :1+= kn  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )nn

kkn
k

k

kk
k

kkk
k

k

kk
k

kkk
k

k

kk
kkk

xftxft

xftxf
t

txf
t

txf
t
tt

xftx
t

tx
t

tx
t
tft

xtx
t

tx
t

tx
t
ttfxtxtxtf

++=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+
−

−≤

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+
−

−≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

++
−

+
−

−=+++

++−
+++

+

++
+++

+

++
+++

+++

L

L

L

LL

11

111
1

2
1

2
1

1

1
1

11
1

2
1

2
1

1

1
1

11
1

2
1

2
1

1

1
1112211

111
1

111
1

111
1

 
 
Proposición 2.1.4  
Bajo las hipótesis del teorema anterior, en particular, para  [ ]baxx n ,,,1 ∈K  se tiene:  

( ) ( )( )n
n xfxf

nn
xx

f ++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

L
L

1
1 1

. 

 
Demostración. 

Basta aplicar la proposición 2.1.3 con 
n

tt n
1,,1 =L . 

 
Observaciones 2.1.1 
)i  Podemos ver que para  [ ]baxx n ,,,1 ∈K  

( ) ( )( )n
n xfxf

nn
xx

f ++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

L
L

1
1 1

 

es  válida  bajo  la  única  suposición  de  que  f   satisfaga  ( ) ( ) ,
22

yfxfyxf +
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

  para 

cualesquiera  [ ]baba ,, ∈ . 
 
Demostración. 
Haremos la prueba por inducción. 
Llamemos  nP  a la afirmación  

( ) ( )( )n
n xfxf

nn
xx

f ++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

L
L

1
1 1

 para  [ ]baxx n ,,,1 ∈K . 

Es claro que son válidas las afirmaciones  1P  y  2P . 
Para demostrar que  nP 1+⇒ nP , probaremos que  nnnn PPPP 21  y ⇒⇒ − . 

Para la primera 

Sean  [ ]baxx n ,,,1 ∈K  y 
1

11

−
++

= −

n
xx

y nL
, entonces por ser cierto  nP  tenemos:  

( ) ( ) ( )yf
n

xf
n

xf
nn

yxx
f n

n 111
11

1 +++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

−L
L

. 
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Pero el lado izquierdo de la desigualdad es: 
 

( )( )

( ).
1

1
1

1

11

1111

11
11

1

yf
n

xxf

n
n

xxxxn

f

n
n

xxxx
f

n
yxxf

n

nn

n
n

n

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++

=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+++++−

=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
++

+++
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

−

−−

−
−

L

LL

L
L

L

 

Entonces: 

( ) ( ) ( ) ( )( )yfxfxf
n

yf n +++≤ −11
1

L , 

de donde: 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )11

11

11

1
1

1

−

−

−

++
−

≤

++≤−
+++≤

n

n

n

xfxf
n

yf

xfxfyfn
yfxfxfynf

L

L

L

 

y  1−nP  se cumple. 

 
Finalmente veremos que  nP nP2⇒ : 

 
Sea  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++

= +

22
211 vuf

n
xxxx

fD nnn LL
 

donde  

n
xx

u n++
=

L1    y   
n

xx
v nn 21 ++
= + L

. 

Como  

( ) ( )( )vfufvuf +≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

2
, 

 Entonces: 

( ) ( )( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=

+≤

+

n
xxf

n
xxf

vfufD

nnn 211

2
1
2
1

LL
 



59 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )nnn xfxfxfxf
n 2112

1
+++++≤ + LL , 

 
para la última desigualdad hemos usado dos veces la afirmación  nP . 

)ii   Para  cualesquiera  ntt ,,1 K   números  racionales  en  [ ]1,0 , con  1
1

=Σ
=

i

n

i
t   y  para 

[ ]baxx n ,,,1 ∈K   se  tiene  ( ) ( ) ( )nnnn xftxftxtxtf ++≤++ LL 1111 ,  bajo  la  única 

suposición de que  f  satisfaga  ( ) ( ) ,
22

yfxfyxf +
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 para cualesquiera  [ ]bayx ,, ∈ .  

 
Demostración. 
De la observación anterior tenemos: 

( ) ( )( )n
n xfxf

nn
xx

f ++≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

L
L

1
1 1

 para  [ ]baxx n ,,,1 ∈K  y  Nn∈ . 

Sean:  

1

1
1 s

rt = ,
n

n
n s

r
t =,K , 

números racionales en  [ ]1,0  con  1
1

=Σ
=

i

n

i
t . Si m es el mínimo común múltiplo de los  is , 

entonces 
m
p

t i
i =  con  Npi ∈  y  mpi

n

i
=Σ

=1
, luego: 

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).

1

1

11

1
1

términostérminos

11

términostérminos

11

1
1

11

1

1

nn

n
n

P

nn

P

P

nn

P

n
n

nn

xftxft

xf
m
pxf

m
p

xfxfxfxf
m

xxxx
m

f

x
m
px

m
pfxtxtf

n

n

++=

++=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
++++++≤

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
++++++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++

−−

−−

L

L

444 3444 21
LL

444 3444 21
L

4434421
LL

43421
L

LL

 

 
Proposición 2.1.5 

Si  f  es una función continua en  [ ]ba,  y cumple  ( ) ( )( )yfxfyxf +≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

2
, entonces  f  

es convexa. 
 
Demostración. 
Por la observación ii) anterior, tenemos que 
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( )( ) ( ) ( ) ( )yfqxqfyqqxf −+≤−+ 11  
 

para  cualesquiera  [ ]bayx ,, ∈   y  [ ]1,0∈q   racional.  Como  cualquier  real  t   se  puede 
aproximar  por  una  sucesión  de  racionales,  tomamos  { }nq ,  la  sucesión  de  números 

racionales en  [ ]1,0  que aproxima a q , entonces 
( )( ) ( ) ( ) ( )yfqxfqyqxqf nnnn −+≤−+ 11  

Ahora, la continuidad de  f  nos garantiza, al tomar el límite, que  
( )( ) ( ) ( ) ( )yfqxqfyqqxf −+≤−+ 11  

 
Definición 2.1.2 
Decimos  [ ] ℜ→baf ,:  es cóncava en  [ ]ba,  si  f−  es convexa en  [ ]ba, . 
 
Observación 2.1.2 
Una  función  f es  cóncava  en  [ ]ba,   si  y  solo  si  ( )( ) ( ) ( ) ( )xftytfxttyf −+≥−+ 11 ,  para 

[ ]1,0∈t  y  .byxa ≤<≤  
 
 
2.3 Algunos criterios para decidir si una función es convexa. 
Definición 2.2.1 Un subconjunto C  del plano es convexo si para cada par de puntos  BA,  
en  C  se tiene que el segmento de recta que éstos determinan está contenido en  C . Es 
decir, si  [ ]1,0∈t   ( ) .1 CAttB ∈−+   
 
Teorema 2.2.1 
Una función  [ ] ℜ→baf ,: es convexa si y sólo si el conjunto  ( ) ( ){ }yxfbxayx ≤≤≤ ,,  es 

convexo. 
 
Demostración. 

)⇒  Supongamos que  f  es convexa y sean  ( )11, yxA =  y  ( )22 , yxB =  dos puntos del 
conjunto  

( ) [ ] ( ){ }yxfbaxyxU ≤= ,,/, . 
Por demostrar que:  

( ) =−+ AttB 1 ( ) ( )( ) =−+ 1122 ,1, yxtyxt ( ) ( )( ) .1,1 1212 Uyttyxttx ∈−+−+  
Es decir,  

( ) bxttxa ≤−+≤ 12 1  y  ( )( ) ( ) 1212 11 yttyxttxf −+≤−+ . 
La  primera  condición  es  inmediata  ya  que  1x   y  2x   son  elementos  de  [ ]ba, .  Para  la 
segunda, como  f  es convexa se tiene que: 

( )( ) ( ) ( ) ( )1212 11 xftxtfxttxf −+≤−+ , 
pero como   ( ) 22 yxf ≤   y  ( ) 11 yxf ≤   tenemos  

( )( ) ( ) 1212 11 yttyxttxf −+≤−+  
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)⇐  
Si U  es convexo entonces f  es convexa. 
Sean  [ ]baxx ,, 21 ∈  y  ( )( ) UxfxA ∈= 11, , ( )( ) UyfxB ∈= 22 , . 
Como U  convexo entonces  ( ) UAttB ∈−+ 1  para todo  [ ]1,0∈t , esto es : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) Uxftxtfxttxxftxtxtftx ∈−+−+=−−+ 12121122 1,11,1,  
y por la definición de U , 

( )( ) ( ) ( ) ( )1212 11 xftxtfxttxf −+≤−+ .  
Es decir,  f  es una función convexa en  [ ]ba,  . 
 
Teorema 2.2.2 
Una  función  [ ] ℜ→baf ,:  es convexa si y sólo si para cada punto  [ ]bax ,0 ∈  se cumple 

que la función  ( ) ( ) ( )
0

0

xx
xfxfxP

−
−

=  es no‐decreciente para  0xx ≠ . 

Demostración.  
Supongamos que  f  es convexa, por demostrar que  ( )xP  es no‐decreciente. 
Tomemos  yx <  demostraremos que  ( ) ( )yPxP ≤ .  
Podemos tener tres situaciones  yxx <<0 ,  yxx << 0  ó  0xyx << . 

 
Veamos la primera situación, las otras dos se demuestran de manera similar. 
 
( ) ( )yPxP ≤  si y sólo si 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) .
0

0
0

0

000

000000

0000

0

0

0

0

xy
xyxf

xy
xxyfxf

xyxfxxyfxyxf
xyxfxxxfxxyfxyxf

xxxfyfxyxfxf
xy

xfyf
xx

xfxf

−
−

+
−
−

≤

−+−≤−
−+−−−≤−

−−≤−−
−
−

≤
−
−

 

Lo cual puede escribirse como: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )0
0

0

0
0

00

0

xy
xyxf

xy
xx

yfx
xy
xyy

xy
xx

f
−
−

+
−
−

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+
−
−

. 

Tomemos 
( )
( )0

0

xy
xx

−
−

=λ , entonces  ( ) ( )
( )0

1
xy
xy

−
−

=− λ . 

Así, la última desigualdad se escribe: 
( )( ) ( ) ( ) ( )00 11 xfyfxyf λλλλ −+≤−+ ,  

La cual se cumple por ser  f convexa. 
 
Teorema 2.2.3 
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Sea [ ] ℜ→baf ,:   dos  veces  derivable  con  derivada  no  decreciente,  entonces  f   es 
convexa. En particular, si  ( ) 0´´ ≥xf  entonces la función es convexa. 
 
Demostración. 

( ) 0´´ ≥xf , para  [ ]bax ,∈ , garantiza que  ( )xf ´  es no decreciente.  
Veremos que si  ( )xf ´  es no decreciente entonces la función es convexa. 
 
Para eso, recordamos el siguiente: 
 
// Teorema del valor medio. Sea  [ ] ℜ→baf ,:  una función continua en  [ ]ba, , es derivable 

en  ( )ba, . Existe un número  ( )bax ,∈  tal que  ( ) ( ) ( )
ab

afbfxf
−
−

=´  // 

 
Sea  ( )attbx −+= 1 , un punto en  [ ]ba, . Por el teorema del valor medio existen  ( )xac ,∈  y 

( )bxd ,∈  tales que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
xb

xfbfdf
ax

afxfcf
−
−

=
−
−

= ´y  ´ , 

 
Es decir, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ´y ´ dfxbxfbfcfaxafxf −=−−=− . 
Por otra parte 

( )

( )abtax
taatb

attbx

−=−
−+=
−+= 1

 

y 
( )

( )
( )( )abt

abtab
taatbbxb

taatbx
taatbx

attbx

−−=
−−−=
+−−=−

+−−=−
−+=
−+=

1

1

 

Sustituyendo tenemos: 
( ) ( ) ( ) ( )cfaxafxf ´−=− ( ) ( )cfabt ´−=     y   
( ) ( ) ( ) ( )dfxbxfbf ´−=− ( )( ) ( )dfabt ´1 −−= . 

 
y como  ( )xf ´  es no decreciente tenemos:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )xfbftdfabttcfabttafxft −=−−≤−−=−− ´1´11 . 
Es decir: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xfbftafxft −≤−−1  
y reacomodando se tiene: 
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( ) ( ) ( ) ( )aftbtfxf −+≤ 1 . 
Por último, sustituyendo  x , se tiene que: 

( )( ) ( ) ( ) ( )aftbtfattbf −+≤−+ 11  
y  f es convexa. 
 
 
2.4 Interpretación geométrica de la convexidad y la concavidad. 
Sean  [ ]bazyx ,,, ∈  con  zyx << . Si los vértices de un triángulo  ABC  tienen coordenadas 

( )( )xfxA ,= ,  ( )( )yfyB ,=   y  ( )( )zfzC ,= ,  entonces  el  área  del  triángulo  es  el  valor 
absoluto del determinante: 

( )

( )

( )zfz

yfy

xfx

1

1

1

2
1

=Δ  

El valor de Δ  dependerá de el orden en el que elegimos los vértices del triángulo  ABC . Es 
decir, si se recorre en sentido positivo (contrario al movimiento de las manecillas del reloj) 
o en sentido negativo. 
 
Si  la  función  es  convexa  tendremos  0>Δ   y  para  una  función  cóncava  0<Δ . 
Consideremos las gráficas siguientes. 

 
En efecto: 

   

( )

( )

( )

==Δ

zfz

yfy

xfx

1

1

1

 

( )

( ) ( )

( ) ( )xfzfxz

xfyfxy

xfx

−−

−−

0

0

1

 

Entonces  0>Δ  si y sólo si el último determinante es cero, pero: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )xfyfxzxfzfxy

xfzfxz

xfyfxy

xfx

−−−−−=

−−

−−

0

0

1

, 
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es decir,  0>Δ  si y sólo si 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

0
0
0

yfzf
xz
xyxf

xz
yz

yfzxzfxyxfyz
xxfxzfyxfyzfxxfxyfzxfzyf

xfyfxzxfzfxy

>
−
−

+
−
−

>−+−+−
>−++−+−−
>−−−−−

 

 

Si tomamos 
xz
xyt

−
−

=  tenemos que:  

10 << t      y     
xz
yzt

−
−

=−1  

Además,    ( )xttzy −+= 1  y entonces: 
( ) =yf ( )( ) ( ) ( ) ( ).11 xftztfxttzf −+≤−+  

 
Ejemplo 2.3.1 
La función 2)( xxf =  es convexa. 
 
Solución. 
En efecto: 
Para que la función sea convexa, debe cumplirse: 

( )( ) ( ) ( ) ( )2121 11 xfxfxxf λλλλ −+≤−+ ,  [ ]1,0∈∀λ  y  ℜ∈∀ 21, xx . 
 
Probaremos que: 

( ) ( ) ( ) ( ) )1(10 2121 xxfxfxf λλλλ −+−−+≤ . 
Es decir: 

( ) ( )( ) 011 2
21

2
2

2
1 ≥−+−−+ xxxx λλλλ  

 
Pero la desigualdad se cumple si y sólo si: 

( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 01211

01211

21
22

2
22

1

21
2
2

22
1

22
2

2
1

≥−−−−−+−

≥−−−−−−+

xxxx

xxxxxx

λλλλλλ

λλλλλλ
 

( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )( ) 01

021

01211

2
21

2
221

2
1

21
2
2

2
1

≥−−

≥+−−

≥−−−+−

xx

xxxx

xxxx

λλ

λλ

λλλλλλ

 

Por supuesto, la última desigualdad es cierta. 
 
Teorema 2.3.1 

ℜ→If :  convexa y sean  Izyx ∈,, , tal que  yzx <<  entonces 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
zy

zfyf
xy

xfyf
xz

xfzf
−
−

≤
−
−

≤
−
−

. 

 
Demostración. 
Escribimos  

y
xy
xzx

xy
zyz ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= . 

Puesto que  yzx << , se sigue que:  

.10y10 <
−
−

<<
−
−

<
xy
xz

xy
zy

 

Llamamos  .1 entonces
xy
xz

xy
zy

−
−

=−
−
−

= λλ  

Entonces  ( )yxz λλ −+= 1   
Como  f  convexa tenemos: 

( ) ( ) ( )yf
xy
xzxf

xy
zyy

xy
xzx

xy
zyfzf ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= .  

De donde: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ).

1

xfyf
xy
xzxfzf

yf
xy
xzxf

xy
xzxfzf

yf
xy
xzxfxfzf

yf
xy
xzxfxfxfzf

yf
xy
xzxfzf

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

≤−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−≤−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+−−≤−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

++−≤−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+≤

λ

λ

λ

 

 
Entonces: 

( ) ( ) ( ) ( )
xy

xfyf
xz

xfzf
−
−

≤
−
−

 

La otra parte desigualdad se demuestra de manera análoga. 
 
Teorema 2.3.2. 
Sea  ℜ→If : , convexa entonces  f  posee derivada izquierda y derivada derecha en cada 
punto cada punto interior  Ic∈ . 
 
Demostración. 
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Sean   Iyx ∈,  tales que  ycx << .  

Por el teorema 2.2.2 tenemos que  ( ) =xg ( ) ( )
cx

cfxf
−
−

 es creciente y  

  ( ) ( ) ( )
cy

cfyfxg
−
−

≤   

Entonces  
( ) ( )

cx
cfxf

cx −
−

−→
lim   

 
existe y  

( ) ( ) ( )
cy

cfyfcf
−
−

≤−
' ,  

Ahora, haciendo tender  y  a  c tenemos que  ( )cf '
+  existe y   ( ) ( )cfcf ''

+− ≤ . 
 
Teorema 2.3.3  
Supongamos que ℜ→If :  es una función derivable, entonces  f  es convexa si y sólo si 

'f  es creciente. 
 
Demostración. 

)⇒  
Sean  Iba ∈,  y  ba <  
Puesto que  f  es derivable y convexa, entonces: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ),´

lim

lim´

bf
bx

bfxf
ab

afbf
ax

afxfaf

bx

ax

=
−
−

≤

−
−

≤

−
−

=

−

+

→

→

 

de donde:  
( ) ( )bfaf ´´ ≤   

y  ´f es creciente. 
 

)⇐  
Supongamos  que  ´f es  creciente  y  sean  Iba ∈,   tales  que  ba <   y  1 ,0, =+> μλμλ .  
Puesto que  [ ]baI ,=   y la función  f es derivable en  I , entonces por el teorema del Valor 
medio a  f en los intervalos  [ ] [ ],,y  , bbabaa μλμλ ++ existen  dc,  tales que  

bdbaca <<+<< μλ   
y 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
bab

bafbfdfcf
aba

afbaf
μλ
μλ

μλ
μλ

+−
+−

==
−+
−+ ´ ,´ , 

pero como por hipótesis  ´f es creciente, se tiene:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )bab
bafbfdfcf

aba
afbaf

μλ
μλ

μλ
μλ

+−
+−

=≤=
−+
−+ ´ ´ , 

entonces,  
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ab
bafbf

ba
afbaf

λμ
μλ

μλ
μλ

−−−
+−

≤
+−−
−+

11
. 

Puesto que  1=+ μλ , tenemos: 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )ab
bafbf

ab
afbaf

−
+−

≤
−
−+

λ
μλ

μ
μλ

.  

De aquí que: 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),bfafbaf

bafbfafbaf
bafbfafbaf

μλμλμλ
μλμμλμλλ
μλμμλλ

+≤++
+−≤−+
+−≤−+

 

Luego: 
( ) ( ) ( )bfafbaf μλμλ +≤+   

y f  es convexa. 
 
Corolario 2.3.1 

ℜ→If :  es dos veces diferenciable entonces  f  es convexa ⇔   ( ) 0'' ≥xf ,  .Ix∈∀  
 
Ejemplos 2.3.2: 
 

)a La funciones convexa  sobre ℜ . 
 

Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de  f : 

( )
( ) .''

'
x

x

exf
exf

=

=
 

Puesto que: 
( ) 0'' ≥= xexf . 

La función es convexa en cualquier intervalo. 
 

)b La función ( ) =xf xlog−  es convexa en  ( )∞,0 . 
 

Solución.  
Calculamos la primera y segunda derivadas de  f : 
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( )

( ) .1''

 1'

2x
xf

x
xf

=

−=
 

Puesto que: 

( ) 01'' 2 >=
x

xf . 

Entonces la función es convexa en  ( )∞,0 . 
 

)c La función  ( ) =xf xx log  es convexa en  ( )∞,0 . 
 

Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de  f : 

( )

( ) .1''

log1log 1'

x
xf

xx
x

xxf

=

+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

 

Puesto que si  0>x : 

( ) 01'' >=
x

xf . 

Entonces la función es convexa en  ( )∞,0 . 
 

)d La función  ( ) =xf px ,  1≥p  es convexa en  ( )∞,0 . 
 

Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de  f : 

( )
( ) ( ) .1''

'
2

1

−

−

−=

=
p

p

xppxf
pxxf

 

Puesto que si  0>x  y  1≥p : 

( ) ( ) 01'' 2 >−= −pxppxf . 
Entonces la función es convexa en  ( )∞,0 . 
 
Definición 2.3.1 
Sea ℜ→If : ,  Ix ∈0 ,  decimos  que  f   tiene  un  soporte  en  0x ,  si  existe  una  función 

ℜ→ℜ:T  de  la forma  ( ) ( ) ( )00 xxmxfxT −+= que satisface que    ( ) ( )xfxT ≤   .Ix∈∀  En 

este caso decimos que T es soporte de  f  en  0x . 

 
Observación 2.3.1: 
Si T es soporte de  f  en  0x , entonces  ( ) ( )00 xfxT = . 
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En la figura siguiente se muestra una función y su soporte en el punto  0x . 

 

 
Teorema 2.3.4 
Si  f  tiene un soporte en  0x , entonces la recta, gráfica de T , está debajo de la gráfica de 

f . 
 
Demostración. 
Se sigue inmediatamente de la definición. 
 
Teorema 2.3.5 
Si  ℜ→If :   tiene  un  soporte  T en  0x ,  Iyx ∈, ,   0, >μλ con  1=+ μλ ,  entonces 

( ) ( ) ( )yTxTyxT μλμλ +=+ . 
 
Demostración. 
Puesto que T  es un soporte en  0x , entonces es de la forma: 

( ) ( ) ( )00 xxmxfxT −+= . 

 
Entonces:  

( ) ( ) ( )00 xyxmxfyxT −++=+ μλμλ . 

Como  1=+ μλ , escribimos: 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).

0000

00

yTxT
xxmxxmxfxf

xyxmxfyxT

μλ
μμλλμλ

μλμλμλμλ

+=
−+−++=

+−+++=+
 

 
Teorema 2.3.6 
Sea  f definida en un  intervalo abierto  I , entonces  f  es convexa  si y  sólo  si,  tiene un 
soporte en cada punto de  .I  
Demostración. 

 
)⇐   
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Sean  Iyx ∈, ,  0, ≥μλ  tales que  1=+ μλ  y consideremos el punto  yx μλ + . 
Sea T  un soporte de  f  en  yx μλ + , entonces aplicando el teorema anterior tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( )yTxTyxTyxf μλμλμλ +=+=+ ( ) ( )yfxf μλ +≤  
y f  es convexa. 
 

)⇒   
Sea  f  convexa, sea  Ix ∈0 . Por el Teorema 2.3.2, existen las derivadas izquierda y derecha 

de  f   en  0x .  Sean  ℜ∈m   tal  que  ( ) ≤≤− mxf 0
´ ( )0

´ xf+   y  ℜ→ℜ:T   tal  que 

( ) ( ) ( )00 xxmxfxT −+= . Demostraremos que T es un soporte de  f  en  0x .  

Sean  Izy ∈,  tales que  zxy << 0  entonces por teorema 2.3.1 tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

0

xz
xfzf

yz
yfzf

yx
yfxf

−
−

≤
−
−

≤
−
−

, 

es decir, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

xz
xfzf

yz
yfzf

xy
xfyf

−
−

≤
−
−

≤
−
−

. 

Entonces, por el teorema 2.2.2 tenemos: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

yz
yfzfxf

xy
xfyf

−
−

≤≤
−
−

− 0
´

0

0  

Y 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0
0

´

xz
xfzfxf

yz
yfzf

−
−

≤≤
−
−

+ . 

De las dos desigualdades anteriores tenemos que: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
0

´
0

´

0

0

xz
xfzfxfmxf

xy
xfyf

−
−

≤≤≤≤
−
−

+−  

Considerando la desigualdad izquierda: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ).

 que ya

00

000

0

0

yTyf
xymxfyf

xyxymxfyf

m
xy

xfyf

≥
−+≥

<−≥−

≤
−
−

 

De la misma manera, considerando la desigualdad derecha: 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )zfzT

zfxzmxf
xfzfxzm

xz
xfzfm

≤
≤−+
−≤−

−
−

≤

00

00

0

0
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( ) ( ) ( ) ( )bf
ab

afbfaf ´´
−+ ≤

−
−

≤ . 

Entonces, para cualesquiera  Izy ∈,  tales que  zxy << 0 tenemos que: 

( ) ( ) ( ) ( )zfzTyfyT ≤≤ y  . 
Concluimos que  ( ) ( )xfxT ≤ para cualquier  .Ix∈  
Por lo tanto T  es soporte de  f  en  0x . 

 
Teorema 2.3.7 
Sea  ℜ→If :   función  convexa entonces  f   es derivable en  fIx ⇔∈0   tiene  soporte 

único en  0x . 

 
Demostración. 

)⇒  
Supongamos que f  es derivable en  0x  y  ℜ→ℜ:T  soporte de  f  en  0x  es decir, 

( ) ( ) ( )00 xxmxfxT −+=  donde  ℜ∈m  

Sean  Iyx ∈,  tal que  zxy << 0  entonces por teorema 2.3.1 tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

0

xz
xfzf

yz
yfzf

yx
yfxf

−
−

≤
−
−

≤
−
−

, 

es decir, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

xz
xfzf

yz
yfzf

xy
xfyf

−
−

≤
−
−

≤
−
−

. 

 
Pero:   

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

00

xy
xfyf

xy
xTyT

xfyfxfyT
yfyT

−
−

≥
−
−

−≤−
≤

 

 
y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m
xy

xfxymxf
xy

xTyT
=

−
−−+

=
−
−

0

000

0

0 . 

De igual manera: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) m
xz

xfxzmxf
xz

xTzT
=

−
−−+

=
−
−

0

000

0

0   

y 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

0

0

0

0

00

xz
xfzf

xz
xTzT

xfzfxfzT
zfzT

−
−

≤
−
−

−≤−
≤

 

Entonces: 
( ) ( ) ( ) ( ) m

xy
xTyT

xy
xfyf

=
−
−

≤
−
−

0

0

0

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
0

0

0

0

xz
xfzf

xz
xTzT

−
−

≤
−
−

=  

de donde: 
( ) ( ) ( ) ( ).limlim

0

0

0

0

00 xz
xfzfm

xy
xfyf

xzxy −
−

≤≤
−
−

+− →→
 

Pero:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .limlim'
0

0

0

0
0

00 xz
xfzf

xy
xfyfxf

xzxy −
−

=
−
−

=
+− →→

 

Entonces  ( )0´ xfm = y  f  tiene soporte único en  0x . 

)⇐  

Supongamos que f   tiene  soporte único en  0x  y  sea  ℜ∈m   tal que  ( ) ≤≤− mxf 0
´ ( )0

´ xf+  

entonces, si consideramos  ( ) ( ) ( )00 xxmxfxT −+=  , considerando la desigualdad anterior, 

en particular tenemos que  ( )0
´ xfm +≤  de donde: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0

0

0

lim
xx

xfxf
xx

xfxfm
xx −

−
≤

−
−

≤
+→

, 

Luego: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ).

00

00

xfxT
xfxxmxf

xfxfxxm

≤
≤−+

−≤−
 

Es decir, T  es soporte en  0x . 

Como  f tiene un único soporte en  0x , entonces, m  es única, por lo tanto  ( ) ( )0
´

0
´ xfxf +− =  

y f  es derivable en  0x . 

 
Teorema 2.3.8 

Si ( ) ℜ→∞,0:f , entonces  la función ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
xfxg 1

es convexa sobre  ( )∞,0  si y sólo si  f  

es convexa en  ( )∞,0 . 
 
Demostración. 
Sea  00 >x . Entonces:  
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( ) ( ) ( )

0

0
0

0

0

11

xx
x

fx
x

xf

xx
xgxgxSg

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

−
−

=

 

Sumando y restando  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

1
x

xf , tenemos: 

( )

( )

0

0

0

0

00
0

0

0
0

00

11
1

111

1111

xx
x

f
x

f
x

x
f

xx
x

f
x

fx
x

fxx

xx
x

fx
x

xf
x

xf
x

xf
xSg

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

==

 

.111

11

11
11

11
11

11
1

00

0

0

00

0

0

0

00

0

0

0

0

0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x
S

xx
f

xx

x
f

x
f

xx
f

xx
xxx

x
f

x
f

xx
f

xx
x

f
x

f

x
xx

x
f

f

 

 

Ahora bien, a medida que  x  crece, 
x
1
 decrece. 

Entonces:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
S f

1
 decreciente y en consecuencia ( )xSg  es creciente, por lo tanto,  g  es convexa. 
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Recíprocamente, si  g  es convexa, puesto que  ( )xf
x

xg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1

 es posible probar que  f es 

convexa intercambiando  g  y  f en la demostración anterior. 

Teorema 2.3.9 
Una función  f  derivable en un intervalo es convexa si y sólo si ( ) ( ) ( )( )xyxfxfyf −+≥ ´  
para cualesquiera  domfyx ∈, . 

Demostración. 
Como  f  es convexa y  fdomyx ., ∈ , entonces para todo  ( ]1,0∈t : 

( )( ) ( ) ( ) ( )ytfxftxytxf +−≤−+ 1 . 
 
Si dividimos entre  t  ambos lados, tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ),

1

1

xf
xyt

xfxytxfxyyf

xf
t

xfxytxfyf

xf
t

t
t

xytxfyf

t
xytxfxf

t
tyf

+
−

−−+
−≥

+
−−+

≥

−
−

−+
≥

−+
≥

−
+

 

tomando el límite cuando  0→t  tenemos: 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )xf

xyt
xfxytxfxyyf

t
+

−
−−+

−≥
→0

lim . 

Haciendo el cambio de variable  ( ),xyth −=  tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xf
h

xfhxfxyyf
h

+
−+

−≥
→0

lim , 

de donde:  
( ) ( ) ( ) ( ).' xfxfxyyf +−≥  

  
Recíprocamente, sean  yx ≠ ,  [ ]1,0∈t  y  ( )yttxz −+= 1 . 
Entonces:  

( ) ( ) ( )( )zxzfzfxf −+≥ ´  
y 

( ) ( ) ( )( )zyzfzfyf −+≥ ´ . 
A la primera la multiplicamos por  t  y a la segunda por  ( )t−1  y sumamos: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )

( )( )yttxf
zf

zzzfzf
ztytxzfzf
zyyxtzfzf

zyzfyxztfzf
zyzfzyzxztfzf

zyzftzftzxztfztfyftxtf

−+=
=

−+=
−−++=
−+−+=

−+−+=
−++−−+≥

−−+−+−+≥−+

1

'
1'

'
''

''
'11'1

 

y  f es convexa. 
 
Ejemplos 2.3.3 
 

)a La función  ( ) axexf =  es convexa en ℜ  para cualquier  ℜ∈a . 
 
Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de la función.  

( )
( ) .''

'
2 ax

ax

eaxf
aexf

=

=
 

Puesto que:  
( ) ,0'' 2 >= axeaxf  

entonces  f es convexa en  .ℜ  
 

)b La función  ( ) axxf =  es convexa en  +ℜ  cuando  1≥a  o  0≤a  y cóncava para  10 ≤≤ a . 
 

Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de la función.  

( )
( ) ( ) .1''

'
2

1

−

−

−=

=
a

a

xaaxf
axxf

 

Ahora, si  1≥a  o  0≤a : 
( ) ( ) ,01'' 2 ≥−= −axaaxf  

en ese caso, f es convexa en  .ℜ  
Por otra parte, si  10 ≤≤ a : 

( ) ( ) ,01'' 2 ≤−= −axaaxf  
Por lo que en ese caso,  f es cóncava en  .ℜ  

 
)c La función   ( ) xxf log=  es cóncava en  +ℜ . 

 
Solución. 
Calculamos la primera y segunda derivadas de la función.  



76 
 

( )

( ) .1''

1'

2x
xf

x
xf

−=

=
 

Puesto que:  

( ) ,01'' 2 <−=
x

xf  

entonces  f es cóncava en  +ℜ . 
 
La  desigualdad  de  Jensen,  que  mencionamos  en  la  Proposición  2.1.3,  es  útil  para 
demostrar  muchas  desigualdades.  Como  ejemplos  consideraremos    algunas  de  las 
desigualdades que ya hemos probado de alguna otra forma: 
 
Ejemplos 2.3.4 
)1  La desigualdad media geométrica‐aritmética. Si  0, ≥ba , entonces: 

2
baab +

≤ . 

Solución. 
Sean  0, ≥ba .  
Puesto que la función  xlog− , es convexa 

( )

( )

( )

( )
.log

log

log
2
1

loglog
2
1

loglog
2
1

22
log

2
log

2
1

ab

ba

ab

ba

ba

baba

−=

⋅−=

−=

+−=

−−≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

 

Multiplicando por  :1−  

.log
2

log abba
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

 

Aplicando la exponencial en ambos lados tenemos 
2

baab +
≤ . 

 
 
2.5 La desigualdad de Hölder. 

Si  ,1>p   111
=+

qp
 y  ,,...,1,,, njiyx ii =ℜ∈ entonces: 
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qn

i

q
i

pn

i

p
i

n

i
ii yxyx

/1

1

/1

11
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤ ∑∑∑

===

. 

Solución. 
Puesto que la función  xlog−  es convexa, si  [ ],1,0y  0, ∈> θba tenemos: 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ).log
loglog

log1log1log

1

1

θθ

θθ

θθθθ

−

−

−=

+−=

−+−≤−+−

ba
ba

baa
 

Multiplicando por  :1−  
( )( ) ( )( )θθθθ −≥−+ 1log1log baa . 

Aplicando la exponencial en ambos lados tenemos: 
( ) ( ) (2.3)     11 θθθθ −+≤− aba . 

 

Sean  
∑

=

=

n

j

p

j

p
i

x

x
a

1

 , 
∑

=

=

n

j

q

j

q
i

y

y
b

1

 y  ./1 p=θ  

Entonces, aplicando (2.3) tenemos: 

,11

11

/1

1

/1

1
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑
+
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑
≤

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑
====

n

j

q

j

q
i

n

j

p

j

p
i

q

n

j

q

j

q
i

p

n

j

p

j

p
i

y

y
qx

x
py

y

x

x
  

Es decir: 

,11

11

1

1

1

1

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑
+
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∑
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑⎟

⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
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⎜
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⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑ ==

==
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j
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j

p
i

qn

j

q

j

i

pn

j

p

j

i

y

y
qx

x
p

y

y

x

x
 

para cualquier  .,...,1 ni =  Sumando sobre  :i  

.1

11

11

11

1 1
11

1
11

1
1

1

1

1

=

+=

∑
+

∑
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
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⎟

⎠
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⎜⎜
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⎜

⎝
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∑
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q
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j
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De donde: 
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qn

j

q

j

pn

j

p

ji

n

j
j yxyx

1

1

1

11
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑≤∑

===
 

Teorema 2.3.10 
Sean  mxxx ,,, 21 L ,  ,0,,, 21 >mααα L tal que  121 =+++ mααα L  entonces 

≤⋅ m
mxxx ααα L21

21 mmxxx ααα +++ L2211 . 

 
Demostración. 
Puesto que la función  xlog−  es función convexa en  ( )∞,0  entonces: 

( ) ( )
( )

( ).log

logloglog

loglogloglog

21

21

21

21

22112211

m

m

m

m

mmmm

xxx

xxx

xxxxxx

ααα

ααα

αααααα

L

L

LL

⋅−=

+++−=

+++−≤+++−

,  

Entonces: 
( )≤⋅ m

mxxx ααα L21
21log ( )mmxxx ααα +++ L2211log . 

Puesto que la función  xlog  es estrictamente creciente, tenemos: 

≤⋅ m
mxxx ααα L21

21 mmxxx ααα +++ L2211 . 

 
Corolario 2.3.3 

Sean  0,,, 21 >mxxx L  entonces  ( ) ≤m
mxxx /1

21 L ( )mxxx
m

+++ L21
1

. 

 
Demostración. 

Se sigue inmediatamente del teorema anterior considerando  .1
21 mm ==== ααα L  

 
 
2.6 Log‐convexidad. 
 
Definición 2.4.1 
Consideremos  una  función ℜ→If : que  satisface  que  ( ) 0>xf ,  para  todo  domfx∈ . 
Decimos  que  f es  logarítmicamente  convexa  o  brevemente convexa−log ,  si  flog   es 
convexa.  
 
Definición 2.4.2 
Una función ℜ→If :  que satisface que  ( ) 0>xf , para todo  domfx∈ . Decimos que es 
logarítmicamente cóncava o  cóncava−log  si  flog  es cóncava.  
 
Proposición 2.4.1 
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Una función ℜ→If :  es  convexa−log  si y sólo si para cualesquiera  0, ≥μλ , tales que, 

1=+ μλ  se tiene ( )≤+ yxf μλ ( ) ( )yfxf μλ . 
 
Demostración. 
Si  f  es  convexa−log , tenemos: 

( ) ( ) ( )yfxfyxf logloglog μλμλ +≤+  
Utilizando las propiedades del logaritmo tenemos: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ).log

loglogloglog
yfxf

yfxfyfxf
μλ

μλμλ

=

+=+
 

 
Por lo tanto: 

( )≤+ yxf μλ ( ) ( )yfxf μλ .  
  
Observamos  que  si  la  última  desigualdad  es  cierta  podemos  obtener  hacia  atrás  las 
desigualdades una a una, luego, la función es  convexa−log . 
 
Una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores y las propiedades de la función 
logaritmo es la siguiente: 
 
Proposición 2.4.2 

f  es  convexa−log , si y sólo si 
f
1
 es  cóncava−log . 

Demostración. 
Se sigue inmediatamente de la definición. 
 
Proposición 2.4.3 
Sea  ℜ→If : , positiva. Si  f  es  convexa−log  entonces  f  es convexa. 
 
Demostración. 
Sean  Iyx ∈, ,  0, ≥μλ , tales que,  1=+ μλ . 
Puesto que  f  es  convexa−log , tenemos: 

( )≤+ yxf μλ ( ) ( )yfxf μλ  
y aplicando la igualdad (2.3) tenemos  

( ) ( )≤yfxf μλ ( ) ( )yxf μλ + . 
Por lo tanto la función  f  es convexa. 
 
Teorema 2.4.1 
Sean  ℜ→Ig :   ℜ→If : ,  convexas−log , entonces   gf + es  .log convexa−  
 
Demostración. 
Sean  Iyx ∈, ,  0, ≥μλ , tales que,  1=+ μλ . 
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Entonces: 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ).ygfxgf

ygyfxgxf

ygxgyfxf
yxgyxfyxgf

μλ

μλ

μλμλ

μλμλμλ

++=

++≤

+++≤

+++=++

 

De donde  ( )gf +  es  convexa−log  también. 
 
Teorema 2.4.2 
Sean  ℜ→Ig :   ℜ→If : ,  convexas−log , entonces   gf ⋅ es  .log convexa−  
 
Demostración. 
Sean  Iyx ∈, ,  0, ≥μλ , tales que,  1=+ μλ  

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ).ygfxgf

ygxgyfxf
yxgyxfyxgf

μλ

μλμλ

μλμλμλ

⋅⋅=

⋅⋅⋅≤

+⋅+=+⋅

 

 
De donde gf ⋅  es  convexa−log . 
 
Teorema 2.4.3 
Sean  ℜ→Igf :,  continuas, tales que  ( )tf  y  ( )tg  son positivas. 

Sean  0, ≥μλ , tales que,  1=+ μλ . Entonces  ( ) ( ) ( ) ( )
μ

μ

λ

λμλ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫

III

dttgdttfdttgtf . 

 
Demostración. 

Aplicando la igualdad (2.3)  con 
( )
( )∫

=

I

dttf
tfa  y 

( )
( )∫

=

I

dttg
tgb tenemos:  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ⎟⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≤
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∫∫∫∫
IIII

dttg
tg

dttf
tf

dttg
tg

dttf
tf μλ

μλ

 para cualquier  It∈ , 

pero: 
( )
( )

( )
( )

1y1 ≤≤
∫∫
II

dttg
tg

dttf
tf , 

de donde: 
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( ) ( )

( ) ( )
1=+≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∫

∫ μλμλ

μλ

II

dttgdttf

tgtf
. 

Por lo tanto: 

( ) ( ) ( ) ( )
μλ

μλ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫∫

III

dttgdttfdttgtf . 

 
 
2.7 La función Gamma. 
Definición 2.5.1 

La función gamma  ( ) ℜ→∞Γ ,0: está definida como  ( ) .
0

1∫
∞ −−=Γ dtetx tx  

 
La función Gamma  tiene las siguientes: 
 
Propiedades 2.5.1 

)a   ( ) ( )xxx Γ=+Γ 1  para todo  .0>x  
 

Solución. 

( ) ∫
∞ −=+Γ

0
1 dtetx tx  

Integramos por partes, sean:  

.1 tx

tx

evdtxtdu
dtedvtu

−−

−

−==
==

 

Entonces: 

( )

( )

( ).

lim

limlim

lim

1

0

1

0

1

0

1

0

0

0

xx

dtetx

dtetxeaeb

dtetxet

dtet

dtetx

tx

txaxbx

a
b

b

a

tx

b

b

a

tx

a
b

b

a

tx

a
b

tx

Γ=

=

+−+−=

+−=

=

=+Γ

∫

∫

∫

∫
∫

∞ −−

∞ −−−−

→
∞→

−−

∞→

−

→
∞→

−

→
∞→

∞ −

 

)b   ( ) 11 =Γ . 
 

Solución. 
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( )

∫
∫

−

→
∞→

∞ −

=

=Γ
b t

a
b

t

dtte

dtte

0
0

0

lim

1
 

Integramos por partes, sean: 

t

t

evdtdu
dtedvtu
−

−

−==
==

 

entonces: 

( )

( )

.1

lim

lim0

limlim

limlim

lim1

0

0

00

00

0
0

=

+−=

−+=

++−=

+−=

=Γ

−−

→
∞→

−

→
∞→

−

→
∞→

−−

→
∞→

−

→
∞→

−

→
∞→

−

→
∞→

∫

∫

∫

ab

a
b

b

a

t

a
b

b

a

t

a
b

ab

a
b

b

a

t

a
b

b

a

t

a
b

b t

a
b

ee

e

dteaebe

dtete

dtte

 

 
)c Γ es  convexa−log . 

 
Solución. 
Sean  0, ≥μλ , tales que,  1=+ μλ . 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) .
0

11

0

0

1

∫
∫
∫

∞ −−−−

∞ +−+−+

∞ −−+

=

=

=+Γ

dtetet

dtet

dtetyx

tytx

tyx

tyx

μλ

μλμλμλ

μλμλ

 

Por el teorema 2.4.3: 

( ) ( )
μλ

μλ
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤ ∫∫∫

∞ −−∞ −−∞ −−−−

0

1

0

1

0

11 dtetdtetdtetet tytxtytx . 

Entonces: 

( )

( ) ( )yx

dtetdtetyx tytx

μλ

μλ

μλ

ΓΓ=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤+Γ ∫∫

∞ −−∞ −−

0

1

0

1

 

Por lo tanto la función Gamma es  convexa−log . 
 

2.8 La función Beta 
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Definición 2.6.1 

Definimos la función Beta mediante la regla  ( ) ( )∫ −− −=
1

0

11 1, dtttyxB yx  con  .0, >yx  

 
Proposición 2.6.1 
Para cada  0>y fija, la función  ( )yxB ,  es  convexa−log . 
 
Demostración.  
Sean  0,,0,, ≥> μλyba , tales que,  1=+ μλ . Entonces: 

( ) ( )
( ) ( )( )( )

( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) .11

1

1

1,

1

0

1111

1

0

1

1

0

1

1

0

11

∫
∫
∫
∫

−−−−

+−−−

+−+−+

−−+

−−=

−=

−=

−=+

dttttt

dtttt

dttt

dtttybaB

ybya

yba

yba

yba

μλ

μλμμλλ

μλμλμλ

μλμλ

 

Por el teorema 2.4.3, tenemos: 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
μλμλ
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −≤−− ∫∫∫ −−−−−−−− 1

0

111

0

111

0

1111 1111 dtttdtttdttttt ybyaybya . 

Entonces: 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ).,,

11,
1

0

111

0

11

ybByaB

dtttdtttybaB ybya

μλ

μλ

μλ

=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −≤+ ∫∫ −−−−

 

Por lo tanto la función Beta es convexa−log . 
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