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Introduccion

Existen una gran cantidad de problemas geométricos, econdmicos, financieros,
demograficos y de otras ramas cuyas soluciones no siempre es un valor exacto o
encontrarlo resulta muy costoso desde el punto de vista tiempo. Estos casos, en ocasiones
se pueden resolver usando un andlisis que involucre los conceptos basicos de las
desigualdades, con la finalidad de encontrar una aproximacion aceptable del valor exacto.

En muchos casos la solucion del problema se puede plantear como resultado de una
desigualdad que incluya una relacién entre los objetivos de un modelo matematica para
obtener una aproximacion del problema ya sea en términos algebraicos o geométricos,
obteniendo un modelo manipulable y suficientemente eficiente.

En el capitulo | revisaremos antecedentes y algunas herramientas para motivar el tema de
este trabajo: axiomas de orden, valor absoluto, etc., y veremos como ejemplos, la relacion
gue guarda la media geométrica con respecto a la media aritmética.

En el capitulo Il trabajaremos algunos teoremas y criterios relacionados con las funciones
convexas y concavas, para posteriormente definir el concepto de log-convexidad.

Concluiremos presentando a las funciones Gamma y Beta como ejemplos de funciones
log-convexas.



Capitulo |

1.1 Desigualdades numéricas.
1.1.1 Los numeros reales (R ) tienen la importante propiedad de poseer un orden. Este
orden nos permitird comparar dos nimeros. Las propiedades bésicas para a,b,c € R son

las siguientes:

* Propiedad reflexiva a<a.

e Propiedad tricotomia a<b, a>b oa=»hb.

* Propiedad antisimétrica: a<byb<a = a=b.

e Propiedad transitiva: a<byb<c = ac<c.

¢ Propiedad de orden total: a<b ob<a.

e Relacion conlasuma: a<b=a+c<b+c.

e Relacion con el producto: ¢ >0,a<b = ac <bc, en particular c>0,b>0=cb >0.

Observacion: Si a<b entonces O <b-a.
De las propiedades (1.1) pueden deducirse las siguientes desigualdades:

Ejercicio 1.1.2
Sean a,be Ry a<0,b<0 entonces ab>0.

Solucién.
Como a<0yb<0 entonces 0<-ay0<-Db.

Multiplicamos
0<(-a)-b)

O<ab '
Ejercicio 1.1.3
Sean a,be R con a<0,b>0entonces ab<0.

Solucion.
a <0 entonces 0 < —a y sabemos que b > 0 entonces, multiplicamos

0<(-a
O0<-ab
De donde
ab < 0.

Ejercicio1.1.4
Sean a,b,c,d € R talesque a<b,c<d entonces a+c<b+d.

Solucion.
Como a<b,c<d entonces



O<b-a y 0<d-c

Sumando

O<b-a+d-c.
De donde

0<b+d—(a+c).
Asi

a+c<bh+d.

Ejercicio 1.1.5

1
Sea ac R, tal que a>0entonces — > 0.
a

Solucion.

1 - 1 , .
Supongamos a>0 y —<0 los multiplicamos a — el producto seria no positivo pero
a a

1 L 1
a — =1 contradiccion, entonces — >0
a a

Ejercicio 1.1.6

SeaaeR.Sia<0 entonce51<0.
a

Solucién.
Como a <0 entonces 0<—a y por el ejercicio anterior se da la relacién.

Ejercicio 1.1.7
Sean a,be R Si a>0,b>0 entonces Z>0.
Solucién.

1
Como b >0 entonces B >0.
, 1 , - .
Asi a>0 vy B>O entonces como el producto de dos numeros positivos es positivo,

a
tenemos que b > 0.

Ejercicio 1.1.8
Seana,b e R talesque O<a<b, 0<c<d entonces ac<bd.

Solucién.

Como los numeros son mayores que cero, entonces al multiplicar una desigualdad por
ellos, ésta no cambia de sentido.

Primero multiplicamos a <b por ¢



ca<ch,
luego hay que multiplicar ¢ <d por b

bc < bd
y por transitividad tenemos

ca <bd.

Ejercicio 1.1.9
SeaacRya>1entonces a’>a.

Solucion.

A la desigualdad a >1 la multiplicamos por a toda la expresion nos queda
aa>a
a’>a

Ejercicio 1.1.10

SeaacRy0<a<1lentonces a’<a.

Solucién.
Comoa <1 entonces multiplicando la desigualdad por a entonces a° < a.

Ejercicio 1.1.11
Sean a,b e R, talesque a>0,b>0y a® <b?, entonces a <Db.

Solucion.
Como O<b*-a’y
b’-a’=(b+a)b-a)
de donde
(b+a)b-a)>0
ycomo b+a>0 entonces b—a>0.

Asi
a<b.

Ejercicio 1.1.12

a , .
Sean a,be R, b >0 tenemos que B>l siysolosia>Dh.

Solucion.

:>) b > 0, multiplicamos en ambos lados de la desigualdad 2 >1 por b ynos queda



b§>1-b
b .

a>b

1 1
<:) Sean a>b y b>0 entonces o >0, de donde multiplicando a > b por b tenemos

oo

a a
—>—=1, entonces —>1.
b b

1.2 Valor absoluto.
El valor absoluto |X de x € R esta dado por

Xsi x>0

X = _ (1.1)
—Xxsi x<0

El |X es la distancia en la recta de un ndmero X al origen. |a—b| con a,beRes la

distancia de entre @ y b en la recta real.

Ejemplo 1.2.1
Six € R entonces \X\ >0, yesigual acerosolamentesix=0.

Solucion.
Si X >0 entonces ‘X‘ =x>0.

Si x<0 entonces —x>0y |x=-x>0.
Por lo tanto |x/>0.

Por ultimo si X =0 entonces ‘X‘ = \O\ =0.

Ejemplo 1.2.2
SeaxeR, entoncesM2 =x2.

Solucion.
Si x>0 entonces

X=X =ox =

Si X< 0 entonces

X =[XX = (- xX=x)= (-1 x* = x2,
Observacion:
Si X € R entonces ‘X\ = R



Ejemplo 1.2.3
Seax e R, entonces |- X =|X .

Solucion.

X=X =1 =X = X=X
Ejemplo 1.2.4

Sean a,b e R, entonces |ab| =|a|b) .

Solucion.
ab/=3/(ab)’ =%/a*%/b? =/ab).
Ejemplo 1.2.5
a \a\ .

Seana,be R, entonces |~ :F'SI b-0.
Solucion.

f lal

2oz [ol”

1.3 Desigualdad del triangulo.
Si a,b € R siempre se tiene

a+b<la+b (12)
ademas, la igualdad se da cuando ab > 0.

Demostracion.
Como ambos lados de la desigualdad son nimeros positivos entonces demostraremos que

a+b” = (a b,
a+b =(a+by
=a’+2ab+b’
=[a® +2ab+ b’
<[al” +2/ab| +|b"
<[al® +2alb| +|b/*

=(a+ b

En las relaciones anteriores notamos que sélo hay una desigualdad y ésta es inmediata ya
que ab<|ab| y vemos que cuando ab>0 se tiene ab=|ab|=|alb y entonces se da la

desigualdad.



Ejercicio 1.3.1
Sean a,b,c € R entonces |a +|b| +|c|—|a+b —|b+c/—|c+a+/a+b+c >0.

Solucién.
Si a,b o ¢ son cero, tenemos la igualdad.

0/+b|+|c|=0+b/—b+c/—|c+0+/0+b+c/=]b|+|c|-|b|-b+c|-[c|+b+c/=0 .

Entonces supongamos |a > |b/ >|c >0, ya que la desigualdad es simétrica en a,by c.

Dividimos entre \a , entonces la desigualdad es equivalente a

1+9 E—1+E—E+E—1+3+1+9+EZO
a |a a |la a a a a
Demostraremos esta desigualdad.
Observacion
931, ESl,entonces
a
—1£9£1
a
OS1+9£2
a
De donde
1+—=1+9y1+—=1+—
a a a a
Por demostrar
b+c—b+c—(1+b+cj+l+b+20.
a a a a a a a a
Como
E+ES9+E
a a a a
OS9+E_9 E
a |a |a a
y
(1+b+cj£1+b+c
a a a a
0£1+b+c—[1+b+cj
a a a a
entonces



b ¢
7+7
a a

1+9+E
a a

C
+|—

a

de donde

b ¢
7+7
a a
b c
7+7
a a

—(1+b+cj+
a a
1+9+E

(i)
—(1+—+—|+
a a a a

{2

+1-1
a

b

c

a

1+9+E
a a

Ejercicio 1.3.2
Sean m y n enteros positivos. entonces

m+n
Solucidn.
Como
J2(2-1)=2- 12
322" 2
J2-1
entonces
MenaMe 2-/2
n n J2-1
de donde

m(ﬁ—l)< n(Z—ﬁ)

mJ/2-m<2n—-/2-n
m-/2 +-/2n<2n+m

J2(m+n)<2n+m

2n+m
2 )
[<(m+n)

Ejercicio 1.3.3
Sia>byc>d entonces ac+bd >ad +bc.

Solucion.
Por demostrar (ac +bd)—(ad +bc)>0.
Por hipdtesis tenemos
a>b=a-b>0yc>d=c-d=>0
de donde
(a-b)c-d)=0
ac—bc—ad+hbd >0
ac+bd —(ad +bc)>0.
Ejercicio 1.3.4




2 2
Si X, ¥ >0 entonces );+4/3; z&+ﬁ .

Solucion.
Del ejercicio anterior hacemos a = x/XT, b= \/F, C= i yd= i
Jy YT
Entonces
1 1 1 1
bty toge iy L
TAR R AR Ll
de donde

2 2 2 2 2 2
v4wyz$<+w:>w+/yz&+ﬁ
y X X y y X
Ejercicio 1.3.5

Sean a,b,c,d € R talque a+d =b+c mostrar que
(a-b)c-d)+(a-c)b—d)+(d—a)b-c)>0.

Solucidn.
Como a+d=b+c, entonces

a-c=b-d
Entonces
(a-b)c-d)+(a—-c)o—d)+(d—a)b-c)=2ac—2ad — 2bc + 2hd
=2(a-b)(c—d)
=2(a-b)*>0
Por lo tanto, (a—b)c—d)+(a—-c)b—d)+(d—a)b-c)>0.

Ejercicio 1.3.6
Sea f(a,b,c,d)=(a-b)’ +(b—-c)’ +(c—d)’ +(d —a)’,si a<b<c<d mostrar que
f(a,c,b,d)> f(a,b,c,d)> f(a,b,d,c).

Solucion.
Probaremos que f (a,c,b,d)— f(a,b,c,d)> 0.
Calculamos f (a,c, b, d)— f (a,b,c, d):



—(a-cf+(c-bf+(b—df+(d-afF-|@-bF+{-cf+(c—-df+(d-af]
=(a-cf -(a-bf+(b-df—-(c—dY
=a’-2ac+c*-a’+2ab-b’+b*—2bd +d* —c® +2cd —d°®
=—2ac + 2ab —2bd + 2cd

= 2ab —2ac - 2bd + 2cd

=2[a(b—c)-d(b—c)]

=2(a-d)b-c)

ycomo (a-d)<0y(b-c)<0=2(a-d)b-c)>0.
Asi, f(a,c,b,d)- f(a,b,c,d)>0.

Ahora demostraremos que f(a,b,c, d)— f(a,b, d, C) >0.
Calculamos f(a,b,c,d)— f(a,b,d,c)=

=(a-b)’ +(b-cy+(c—d) +(d —a)z—[(a—b)2+(b—d)2+(d —c)2+(c—a)2J
=(b-c)f-(b-d) +(d-af -(c-af

=pb*-2bc+c®+d*-2ad +a*—b*+2bd —d* —c*+2ac—-a’

=—2bc + 2bd —2ad + 2ac

=2d(b-a)-2c(b-a)

=2(d —c)b-a)

Comod-c>0y(b—a)>0,entonces 2(d —c)b—a)> 0.
Por lo tanto, f(a,b,c,d)— f(a,b,d,c)>0.

Ejercicio 1.3.7
Sean a,b,c >0 tal que satisfacen abc =1 mostrar que

ab bc ca
5 5 + 5 5 + 5 5 Sl
a’+b°>+ab b°>+c’>+bc c’+a’+ca

Solucidn.
Analicemos el producto (a3 - b3Xa2 - bz)

(a®~b°)a® —b?)=(a—b)a? +ab+b?a—b)a+b)

=(a-b)(a®+ab+b*)a+b)=0
Ademas
(a°—b*)a? -b?)=a%(a® —b?)-b*(a? - b?)
=a’ —a’b’ -b%a® +b°

entonces

10



a’—a’®h’-b%*a?+b°>0
de donde
a® +b®>a’®+b%a’
a®+b° +ab>a’h*(a+b)+ab
Entonces

1 1
<
a®+b*+ab  a’b’(a+b)+ab

de manera que
ab - ab B abc?
a®+b®+ab a’b’*(a+b)+ab a’b’c’(a+b)+abc?

pero como abc =1, entonces

ab C
<
a’+b>+ab a+b+c

Andlogamente se prueba que

: b(s: < a

b°>+c>+bc a+b+c
Yy

: c:;t < b

c’+a’>+ca a+b+c
Por lo que

ab bc ca . ¢ a b a+b+c

5 5 + 5 5 + 5 5 = + + - =1
a’+b’>+ab b’+c>+bc c’+a’+ca a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c

1.4 Desigualdad triangular para un espacio n-dimensional.
Esta dada por la expresion:

in gZ\xi\ (1.3)

donde n es un ndmero natural, X; numeros reales.

Demostracion.
Ahora vamos a demostrar que la expresion anterior es cierta para cualquier n natural
utilizando el método de Induccion matematica.

Paran=1

x| <[x

Ahora asumimos que se cumple para n =k, con kK un nimero natural mayor que uno.

11



k
D%
i=1

k
<D /X
i=1

y probamos que la desigualdad también se cumple para n =Kk +1.

Partimos de la siguiente expresion

K+

ixi

k
Xi + Xk+1
i=1

i=1

k
como in es un numeroy X,,, es otro, podemos aplicar la desigualdad triangular
i=1

k

2%

i=1

< + X

k
Z Xi + Xk+1
i=1

Usando la hipétesis de induccién

k
D%
i=1

k
X < Z‘Xi‘JF‘XkA‘
i=1

escribiendo el término k +1 dentro de la sumatoria tenemos

k+1

k
+ X < Z‘Xi‘ + X = Z‘Xi‘
i=1

i=1

k
D%
i=1

de donde

k+1
D% <

Kk
Xi
i=1 i=1

k+1
+ X <D0
i=1

1.5 Funcidn Cuadratica.
ax?+2bx+c  (1.4)

Una desigualdad muy Util de los nimeros reales es x* > 0. La cudl es valida para cualquier
nimero real X. De ésta se deducen muchas otras desigualdades, en particular la

usaremos para maximizar o minimizar una funcién cuadratica ax®+2bx+c. Estas
funciones aparecen con frecuencia en problemas de optimizacion o desigualdades.

12



Si a>0 la funcién ax? +2bx+c tendrd un minimo en x=—— vy el valor del minimo es
a

2
¢ ——, en efecto:
a

2 2
ax2+2bx+c=a(x2+2bx+b2j+c—b
a a a

bY b’

=a[x+j +C——

a a

2
Como (X+] >0 y como el valor minimo de esta Ultima expresién es cero cuando
a

b - ?
X =——, tenemos que el valor minimoes ¢ ——.
a a

2

Si a<0 lafuncién ax? +2bx +c tendrd un maximo en X =—— vy su valor ahi es c——,
a a

en efecto, como

2 2
ax2+2bx+c:a(x+bj +c—b—2
a

a
2
a(x+bj <0
a

(ya que a <0), el valor mayor de esta ultima expresion es cero, luego la funcién es menor
2

oiguala c—— ytomaesevaloren Xx=——.
a a

Yy puesto que

Ejercicio 1.5.1
Si X,y>0,con X+ Yy =2a, entonces el producto Xy es maximo cuando x=y=a.

Solucién.
Si X+ Yy =2a, entonces
y=2a—X.
Por lo que
xy = x(2a—x)
= —x*+2ax
=—(x-a) +a’

es maximo cuando X =a yentonces X=Yy =a.

13



Esto se puede interpretar geométricamente como “de los rectangulos de perimetro fijo, el
de mayor drea es el cuadrado”. Ya que si X, Yy son los lados de un rectangulo, el perimetro

es 2(X+ y): 4a ysu dreaes Xy, que es maxima cuando X=y=a.

Ejercicio 1.5.2

. ) 1
Para cualquier x >0, se tiene X+ —2> 2.

X
Solucioén.
2
1
[&_j >0,
Jx
entonces
1
X-2+—2>0,
X
es decir,
1
X+—2>2.
X
Ademas, laigualdad se dasiy sdlosix =1.
Ejercicio 1.5.3
Demostrar la desigualdad
2
X2,
AxZ+1
Solucién.
Tenemos

2 2
x+2:x+l+ 1 e a1a
x4l x4l X+l x? +1
por el ejercicio anterior, de donde

>2

X2 +2

Ax?+1

El signo de la igualdad tiene lugar sélo para x=0.

>2.

Ejercicio 1.5.4
Demostrar que para a >1 se tiene
loga+log,10>2.

Solucion.
Como a>1, entonces loga >0, pero:

1
lga+1g,10=Iga+-—.
lga
Entonces, por el ejercicio 1.5.2, se tiene que:

14



Iga+|ga10:Iga+i22.
lga

Ejercicio 1.5.5
Demostrar la desigualdad

N |-

<
1+ x*

Solucién.

Si x =0, la desigualdad se cumple.

Supongamos que X # 0, entonces dividimos el numerador y el denominador del primer
miembro de la desigualdad entre x?:

x> 1
4 = 1 '
1+ X —2+X2
X

N 1 -
Por el ejercicio 1.5.2, tenemos — + x?>2, Y, por consiguiente,
X

N

1
o+ X
X2

<

N

Ejercicio 1.5.6

a b e
Si a,b >0, entonces B+—22 y laiigualdad se dasiysélosi a=Db.
a

Solucién.
L . 1 . a
Por el ejercicio 1.5.2, sabemos que si x>0, X+ —>2 y haciendo x= b tenemos
X

a 1 a b

— =4,

b a b a
b

Entonces:
a b
—+—2>2.
b a
Por otra parte, si a =b entonces
E+9:E+9:1+1:2
b a a b
y laigualdad se cumple.

Andlogamente, si la igualdad se cumple, entonces:

15



§+9:2
b a

a’+b? >

ab
a’—2ab+b’=0
(a-by =0
a=h.

Ejercicio 1.5.7
Si a,b,c son nimeros positivos entonces no suceden simultaneamente las desigualdades,

all—b)> I, b(l—c)>£11, c(l—a)>i.
Solucién.
Si a(l-b)> i entonces
all-b)>0

y como a >0 entonces

1-b>0

1>b.
Si las tres desigualdades ocurren, debe de suceder que a,b,c<l vy

a(l—b)b(l—c)c(l—a)>614.

Sea f(x)=x—x* entonces

f'(x)=1-2x.
Igualamos la derivada a cero
1-2x=0
1=2x
1
—=X
2
y como
f(x)=-2,
entonces

()2
2

Entonces en X =% hay un méaximoy f(1/2)=1/4.

. . 1
De lo anterior tenemos que para 0 < X <1 siempre sucede que Xx(1—X) < 2 entonces se

tiene que

16



4 N4)\4) 64

a(l- bl c)el—a)=b{L—b)(ic)all-a) < m(lj(lj L

Lo cual es una contradiccion.

1.6 Una desigualdad fundamental media geométrica-media aritmética.

Una desigualad que se considera fundamental en los problemas de optimizacion es la
desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética de dos nimeros no negativos
a y b, que esta dada por.

Jab < a;b (L5)

Ademas la igualdad ocurre siy sélosi a=b.

Demostracion.
Para demostrar la desigualdad basta con observar que,

a;—b_\/a*:a-l-b—ZZ\/%

~(fa-bJ >0

La igualdad se da si y sélo si ﬁ = %, es decir, cuando a=Db.
Utilizando esta desigualdad, probaremos nuevamente algunos de los resultados
anteriores.

Ejercicio 1.6.1
Si x>0, entonces 1+ X > 2/x.

Solucion.
Como

X+

7y Z Xy
Tenemos

X, ix

2
1+x2> 2&

Ejercicio 1.6.2

. 1
Si x>0 tenemos X+—2>2.
X

Solucion.

1
Seana=Xyb==
X

17



a+b

Utilizamos -/ab < nos queda

entonces

Ejercicio 1.6.3
Si X,y € R entonces X* + y* > 2xy.

Solucion.
Hacemos a =Xy b=y?

/Xzyz < X* + y2

2
5 X2 + yz
Xy) <
oy <=
x* +y?
Xy <
y 2
2xy < x2 +y?
Ejercicio 1.6.4
Si X,y € R entonces Z(X2 + y2)2 (x+y).
Solucién.
Sean
X2 +y® > 2xy

X+ y?>x2+y?
las sumamos y obtenemos

2(x2 + y2)2 X* + Y% +2xy
2(x? +y2)> (x+yY.
Ejercicio 1.6.5
Si X,y € R" entonces 1+£2 4 .
X Yy X+y

18



Solucidn.
x+y, 4
Xy — X+Yy

(x+y) > 4xy

X2+ 2Xy + y* > 4xy
X2+ y? > 4xy — 2xy
X? +y% > 2xy

X2 —2xy+y* >0
(x+y)f =0

Ejercicio 1.6.6

Six,c,d € R* entonces CX+92 2-/cd .
X

Solucion.

d
Hacemos a=cx y b =— enla desigualdad
X

@sa;b

entonces

<)
T
IN

de donde
2-Jcd <cx+ 9 .
X

Ejercicio 1.6.7

. c d
Sic,d >0, entonces —+—>2.
c

Solucion.

d
Hacemos a=— y b=—, entonces
C

c
d

19



Ejercicio 1.6.8

2 2
Sean a y b tal que 0<b <a entonces ;(a—b) < a;b_@gé(a—bb) .
a

Solucion.

Entonces, como:

(o[ e )

_(a—bjz
Wa+b)’
Tenemos que
a+b 2 (Ja-pY
[Z_MJ :( 2 j
_1 (a-b)'
02 (ﬁ+%)4.
Asi:
a+b Ja--bY
2‘”:( ) J
_1 (a-bf
2(fa+-/bf
__ (@-py
2a+2/ab+b)

ycomo O<b<a, se tiene que:

20



(@-b) _ (a-b)) _1(a-b)

2la+2/ab+b)” 2(a+2a+a) 8 a

’

es decir,

2
1(a-b) Sa+b_ 5.
8 a 2

Ahora de manera similar

_ (a-by
oas of
_ (a-by
2(a+2/ab+b)
(a-by

~2(b+2b+b)

_(a-b)

8b

Por lo tanto:

1(a—b)2< = 1(a-b) b)
8 a ~/ab b

Veamos ahora una demostracién geométrica de la siguientes desigualdades, para x,y >0

2oy XY (1.6)

Sean Xx=BD, y=DC vy construyamos una semicircunferencia de didmetro BC =x+.
Sea A el punto donde la perpendicular de BC por D intersecta a la semicircunferencia y

21



sea E el pie de la perpendicular desde D al radio AO. Denotemos por g = AD, h=AE,
por ser AABD y ACAD tridngulos semejantes tenemos que

g9

«
Il

X Q| x
zZEe
<

N

«
Il

También, por ser AAOD y AADE tridngulos semejantes tenemos:

o
M_x+y’

2

luego
2y
2xy Xy 2

h: = =
X+y | Xty

1 1)
7+7
Xy (X yj

Finalmente un cateto siempre es menor que la hipotenusa por lo que

X+Y
h<g<
J 2
que rescribiéndolo queda
2 X+Y
<. /xy <
1.1 2
Xy
, 2 : -
El nimero 1 1 se conoce como la media armdnicade Xy Y.
7+7
Xy

La desigualdad:

2
= <X
1 1
7_'_7
Xy
se conoce como la desigualdad entre la media armdnica y la media geométrica.

Algunas desigualdades se pueden demostrar a través de repetir la aplicacidon de una
desigualdad sencilla, ademas del uso de una buena idea para dividir el problema, esto se

puede ver resolviendo los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.6.9
Si X,y,zeR" entonces (x+y)y+2z)z+x)>8xyz.

Solucion.
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(x+y)>2/xy
(y+2)22.yz
(z+x)22/xz

(x+yNy+z)z+x)>8/xy.yz-/xz

X+ +2)z+x)>8/x%y?z?
(x+yNy+z)z+x) y

Los multiplicamos

Por lo tanto
(x+y)y+z)z+x)>8xyz

Ejercicio 1.6.10
Sean X,Y,Z € Rentonces X* +y° +2° > Xy + yz + X .

Solucion.
X? +y® > 2xy
y>+22>2yz
7% + x> > 22X
Sumamos las tres expresiones
2X% + 2y +22% > 2Xy + 2yz + 22X
ahora lo dividimos entre dos
2x% +2y% + 277 o 22Xy +2yz + 22X
2 2

y resulta
X2+ Y2 +2% > Xy + yz+2x

Ejercicio 1.6.11
Sean X,Y,Z € R entonces Xy + YZ + ZX > X/ YZ + Y~/ ZX + Z+/XY .

Solucion.

Usando /Xy < tenemos

X+Yy
2

ZX + 2y
z./xy <

Xy + XZ
X./yz < y

yX+yz
XL S
4 2

Sumando obtenemos

Xy + Y2+ 2X > X\[yz + yzx + 2. [xy
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Ejemplo: 1.6.12
a+b

Sean 0 <a<b entonces a<-+/ab < <b.

Solucion.
a+a a+b b+b
= < < =h,
2 2 2
entonces
a+b

a< <b.
Por otro lado tenemos

aa=a’<ab

entonces
a<-/ab
y como (a—b)”* >0 entonces
a’+b*>2ab
a’+2ab+b* > 4ab
(a+b)’ > 4ab.

Sacando raiz cuadrada tenemos
a+b>2Jab

a—er> ab.
2

Ejercicio 1.6.13
Sean X,y € R entonces X’ + Yy +1> Xy +X+Y.

Solucién.
X® +y%>2xy
y>+1°>2y
x* +1% > 2x.
Sumamos las tres expresiones
2x% +2y2 + 2(1)° = 2xy + 2y + 2x
dividimos entre dos
2x% +2y? +2(1)° _ 2Xy +2y +2X
2 2

Simplificando, tenemos
X2+ Y2 +1>xy+y+X.
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Ejercicio 1.6.14

1 1
Sean X,y,ZeR" entonces—+ +—

Solucion.

- X+
Observacioén /xy <

Dividiendo entre Xy tenemos

Entonces

Sumamos las desigualdades

Dividimos entre dos

Ejercicio 1.6.15

Si X,Y,Z € R" entonces y
z

Solucion.

a+b
Usamos >

Sumamos y resulta

1,1 ,1 1
z xy yz Az
2 1 1
—— < —4—.
Dy Txoy
1+£>i
Xy xy
1+1>i
y z vz
1 1 2
i+i27
z x AJzx
2,2,2, 2 .2 2
Xy z Jxy Jyz Ao
O WA SE SR
Y s xty+a.
X y

ab . Entonces

Xy vz, /(Xv (ﬂjzzy
YA X VA X

yz/(y(]z
X Yy XY
Xy+zxzz/(xyjz

z y

X]:Zx.

z Yy
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2 X oY 0 s oxioy+2z
z X y

y dividiendo entre dos queda
X Z IX
—y+y—+—2X+y+z.
z Xy

Ejercicio 1.6.16
Si X,Y,z€ R entoncesx’ + y* +12° > x\/y2 +22 1y x4z,

Solucion.

+b >-/ab entonces
), el )y
2

y+(X2+22)2Jy2(x2 +2%) =y X+ 22
Sumamos estas dos expresiones

X+ Y+ X+ 2% +y? 477
2
2x* +2y% +27°
2

a
Como

2ny2+z2 +y /X% + 22

2ny2+z2 +y /X% + 22

;(x2+y2+22)2 ny2+z2 +y /%% + 22

x2+y2+222x\/y2+22+y\/x2+zz.

La desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética puede extenderse para
mas numeros. Por ejemplo podemos ver la siguiente desigualdad para cuatro numeros no

negativos a,b,c,d que afirma que a+bzc+dz4 abcd de la siguiente manera:
Escribimos
at+b+c+d 1 a+b+c+d
4 2\ 2 2
entonces
lfa+b c+d)_1
Sl —+-——|=z=Wab+-/cd
2( 2 2 j 2(r )
>-//ab-/cd
=4/abcd.
Por lo tanto,
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a+bzc+d >4/abcd .

Ejercicio 1.6.17
Si X,Yy,ze %R entonces x* +y* +8>8xy.

Solucién.
Como
X*+yt+8=x"+y'+4+4
y
a'—i-bzc—’_dz‘}/abcd
entonces
4 4
X +y4+4+4 24?43’44_4
X*+y +4+4>44x"y 4.4
X" +y*+4+4>44x"y16
X+ yt+44+4>2.44xy*
=84/(xy)’
= 8Xy.
Por lo tanto:

x* +y* +8>8xy.

Ejercicio 1.6.18
. . 1 1 1 1
Si a,b,c,d e R" entonces (a+b+c+d —+E+—+H >16.

a c
Solucion.
Como
a+b+c+d>44abcd
y

e GBI

Multiplicamos
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(a+b+c+d)(1+1+1+1j >164 (aj(bj(cj(dj
a b c d a/\b/Ac/\d
(a+b+c+d)(1+l+1+1j2164\ﬂ
a b c d
(a+b+c+d)(l+1+1+lj
a b c d

\%

16.

Ejercicio 1.6.19
Sia,b,c,d e R" entonces E+9+£+924.
b ¢ d a

Solucion.
Como a+b+c+d >44abcd tenemos

Es decir, g+9+£—|-924.
d a

Si X;,X,, -+, X, son numeros positivos, los numeros

X, + X, 0+ X,
a= , 0 =1/%XX, X,

n
se denominan, respectivamente, media aritmética y media geométrica de los niumeros

Xy, Xy, X, . Para estos dos nimeros Augustin Cauchy, matematico francés, demostré a

n

principios del siglo XIX la desigualdad
g<a (2.7)

gue se aplica frecuentemente en la solucién de problemas. Demostraremos esta
desigualdad exponiendo previamente una proposicidn auxiliar.

Teorema 1.6.1
Si el producto de n numeros positivos X;,X,, -+, X, es igual a 1, la suma de los mismos es

mayor o igual que n, es decir
Si xX,...X, =1 entonces X, +X,+---+X, =n.
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Demostracion.
Emplearemos el método de induccién matemdtica. Comprobaremos primero que el
teorema es vélido para n =2, o sea, demostraremos que:

Si XX, =1 entonces X, +X, =2

Con este fin, consideraremos dos casos:

Caso1l
X =X, =1
Entonces X, + X, = 2 y el teorema queda demostrado.

Caso 2

. , : 1

Puesto que XX, =1, cada uno de los numeros es el reciproco del otro, es decirX, = —,
X

2

entonces si

. 1 . .
X, >1, se tiene que X, = >1,y por lo tanto X, <1. De igual manera, si X, <1, tenemos
2

que X, >1.

Supongamos que 0 < X <1< X,
De la igualdad

(L= % )%, =1) = X, + X, — X, X, —1
se deduce que

X, + X, = X, X, +14 (L= X, N(X, —1).

Teniendo en cuenta ahora que XX, =1, obtenemos
X, + X, =2+ (1-x )x, -1).
Finalmente, puesto que X, <l1<X,, el dltimo numero resulta positivo y por eso
X +X,>2.
Supongamos ahora que el teorema es valido para n=Kk, es decir, si XX,...X, =1,
entonces:
X, + X, +-+ X, =K.
Demostraremos paran =k +1, o sea, que si X,X, ...X,X,., =1 entonces:
X+ Xy o+ X+ Xy 2K+1,
donde x; >0.

Se pueden presentar dos casos:
Caso 1
Todos los factores X;, X,, Xs,... X, , X,,; son iguales, o sea:

X, =X, =X3 =...= X, =X,,; =1 entonces la suma de los mismos es k +1, o sea,
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Xp+ Xy oo+ X + Xy 2K+1

Caso 2
No todos los factores son iguales.
Entre todos los factores del producto X;X, -...- X, X,,;, habra numeros mayores y menores

que uno (si todos los factores fueran menores que uno, el producto también seria menor
que uno).
Supongamos, por ejemplo que X, <1y X,,, >1. Tenemos

(X, Xy Xy -oeee X, =1,
Escribimos Yy, = X;X,,,, entonces
YiX, oo X =1

Puesto que éste es el producto de k numeros positivos y es igual a la unidad, por
hipdtesis de induccion tenemos que:
Yo+ X e X 2K
Pero
X+ X+ X+ X :(Y1+X2 +X3"'+Xk)+xk+1_y1+x1
2K+ X, — Y+ X
= (k +1)+ X = Yo % =1
(k +l)+ Xk+1 - Xle+11 + Xl _l
(

K+1)+ (%1 1)1 %)

Puesto que X, <1y X,,, >1, tenemos (xk+l —l)(l— xl) > 0y, por consiguiente,
X+ X, 4o X+ Xy 2 (K+1)+ (X, —1)A—% ) >k +1.

Con esto queda demostrado el teorema.

Ejercicio 1.6.20
Demostrar que si X;, X,, -+, X, SOn numeros positivos, se tiene

X X X X
71+72+...+”7‘1+7”2 n,
X2 X3 Xn Xl
con la particularidad de que igualdad se dasiy sélosi X, =X, =X, =...=X,.
Solucién.
Puesto que:
XX K X g
X2 X3 Xn Xl

la desigualdad se deduce del teorema 1.6.1.
Como todos los factores son positivos, la igualdad se cumple sélo si



K_X_ KXy
X2 X3 Xn Xl
es decir,
X1:X2:X3: :Xn
Ejercicio 1.6.21
Sean X; >0,i=12,...,n entonces
1 1 1 1
(X 4+ Xy + X b X ) =
Xl X2 X3 Xn
Solucidn.
Como
X+ Xy + Xy +- X, 2 N-0X X, - Xy e X
y
1 1 1 1 1 1
—t—F—F e t+—2Nn-nll — | — || —
Xl X2 X3 Xn Xl X2 X3

multiplicando tenemos

1
(x1+x2+x3+~-+xn{+++~-+

de donde:

(X, + X, + X+ + X,

(X, + X, + Xy +-+ X,

Ejercicio 1.6.22

Sia,b,c>0y (1+a)l+b)l+c)=8 entonces

Solucion.
X+

Como y
2

> /Xy, entonces:

{1 1
(X, + Xy Xy oot X | e

n

jZn?

=

n

abc <1.
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Multiplicando:

2 2
1+ a)(l; b)1+c) S
Como (1+a)l+b)1+c)=8, entonces
(:j > +/abc

() e

abc.

1> -/abc
y elevando al cuadrado, tenemos
1>abc.
Ejercicio 1.6.23
3 3 CS
Si a,b,c > 0entonces F+—+—2ab+bc+ca.
c a

Solucién.
X+Yy+z
Como ;/ >3/Xxyz entoncesX+Yy+2z2>33/Xyz.

De donde

3 3 3 3
a7+b7+b0233 i.i.bc =3ab

c b ¢

3 3 3 3
b+C+Ca233\/m=3bC

C a c a

3 3 3 53
i+i+ab233 i.i.ab = 3ca.

a b a b

Sumando tenemos
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a3 3 C3
Z(b+C+aj+bc+ca+ab23(ab+bc+ac)

a® b ¢
2[b+C+aj23(ab+bc+ac)—bc—ca—ab

3 3 3
2(a+b+cj > 2(ab +bc +ac).
b ¢ a

Entonces dividiendo entre dos y tenemos

3 3 3
a> b° ¢
—+—+—>ab+bc+ac.
b ¢ a

Ejercicio 1.6.24
Si a,b,c >0 entonces (a% +b?c +c?a)ab® +bc? + ca® )= 9a%h’c?.

Solucion.
Como

a’b+b%+c%a>3R/a%b-b%c-c’a =33/a® -b®-c = 3abc

ab? +bc? +ca’ > 3%/ab? -bc? - ca? = 3/a’3c® = 3abc .
Ahora multiplicamos
(a% +b%c+c?a)ab? +bc? +ca®) > 9a’h?c?.

Ejercicio 1.6.25
Si a,b,c >0 tal que abc =1 entonces

(1+abj [1+bc 1+ac)
+ + >3.
1+a 1+b 1+c

Solucion.

Como X*Y*+2 zi/xT/zentonces X+y+z2> 3%. De donde
l+ab _abc+ab _ ab(1+ c}
l+a l+a l+a
1+bc _ abc+bc :bc(“ a}
1+b 1+b 1+b
l+ac _abc+ac _ ac[lerj.
l+c l+c l+c

Sumamos
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ab H—C +bc l+7a +ac ﬂ >33/ab-bc-ac 1+c)l+ayl+h
l+a 1+b 1+c l+c \1+a \l+b

ab(“cj + bc[iij + ac(“bj >33 /a’b?c?

1+a 1+c

pero abc =1, entonces

R/a’h?c? =B/1=3.

1+ab 1+hbc 1+ac
+ + >3.
l+a 1+b l+c
Teorema 1.6.2
La media geométrica de numeros positivos es menor o igual que la media aritmética de
estos mismos numeros. Si los numeros X;,X,,-:-,X, no son todos iguales, la media

Por lo tanto

n

geométrica de estos nimeros es menor que su media aritmética.

Demostracion.

X, X X
De la igualdad g =1/XX, - X, se deduce que 1=n*-"2....7" o sea,
g 9 9

XX Ky

g 9g ¢

Debido a que el producto de estos n numeros positivos es igual a 1, resulta (por el
teorema 1.6.1) que la suma de los mismos es mayor o igual que n, es decir,

X, X X
A2+ >,

g 9 g

Multiplicando por gy dividiendo entre n ambos miembros de la ultima desigualdad,
obtenemos

g Tt Xt kX,

>g
n
Notemos que la igualdad se cumple sélo cuando
g 9 g

osea, X, =X, =...=X,=0.

Por el contrario, si los nimeros X, X,,--, X, no son todos iguales, se tiene
a>g.

Ejercicio 1.6.26

Encontrar las dimensiones del paralelepipedo de volumen maximo, si la suma de
cualesquiera tres de sus aristas perpendiculares entre si, es fija.
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Solucién.
Sea m=a-+b+c la suma de las aristas y sea V =abc el volumen del paralelepipedo.
Puesto que

b+c m
3V =3/abc < 2F2FC_M
3 3

3
m . . . . m .
tenemos V < >7° La igualdad tiene lugar sélo si a=b=c :§ , 0 sea, si el

paralelepipedo es un cubo.

Ejercicio 1.6.27
Demostrar la desigualdad

n+1)"
nl< (2) (1.8)

conn=2.
Solucion.
Tenemos
1+2+3+...+n_(n+n n+1
Ynl=11.2.3-...-n < = = ,
n 2n 2
de donde
”nl<L+1
! 5

Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la ultima desigualdad, obtenemos la
desigualdad (1.8).

Definicion.

El nimero

1
(& +ay +af +...+a; |~
c, = ; :
se denomina media potencial de grado o de los numeros a,,a,,---,a, . En particular el

numero

1
(af+a§+a§+...+a,f}2
, =

n

se denomina media cuadratica, y el nUmero
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-1
o - a, +a, +a; +...+a, | n
e n 101 1 1’
B s S I S
a, a, a, a,
se denomina media armdnica de los numeros a,,a,,3;:-,a,.
Ejercicio 1.6.28
Demostrar que si a;,a,,:+-,8, son numeros positivos y si & <0< 3, se tiene

C,<g<c,. (L9)
Donde g es la media geométrica.

Solucién.
Debido a que la media geométrica de niumeros positivos es menor o igual que la media
aritmética, tenemos

a a a a
A Hal A+ Ay

gzﬁaf’-ag’-ag‘-...-a“ .

n

. e . 1
Elevando ambos miembros de la ultima desigualdad a la potencia — y tomando en
a

. ., 1
consideracion que — < 0, obtenemos
a

1 1
g“ =(Q/af’ -a, -ay -...-ag‘)" >

Con esto queda demostrada la primera de las desigualdades (6); la segunda se demuestra
analogamente.
De la desigualdad (1.9) se deduce, en particular, que la media armodnica €, es menor o

1
af +a; +a; +...+a; |*
n

igual que la media aritmética ;.

Ejercicio 1.6.29
Demostrar que si a,,a,,a,---,a, son numeros positivos, se tiene

)(1 1 1 1} ,
(a,+a,+a;+...4a,) —+ —+—+...+— |>n’.

al a‘2 a3 a‘n
Solucién.
Puesto que C_, < g <c¢,, tenemos
n a,+a,+a;+...+a
C,= <tz 3 " =c.

1 1 1 1 n

— ettt .+

al a2 a3 an

De esta desigualdad se deduce que
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2 1 1 1 1
n?<(a, +a,+a,+...48,) —+—+—+...+—|.
a a, a, a,
Ejercicio 1.6.30
Demostrar la desigualdad
na, a,a,...a, <a +a, +a; +...+a,, (1.10)

donde a, >0,a, >0,a, >0,---,a, >0.

Solucion.
Puesto que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética, tenemos

a, +a, +a; +...+a’

n n n n 1 2 3 n

a,8,8;...a, = Vai-a @y -...-a’ < .
243 n 2 3 n

Multiplicando por n ambos miembros de esta desigualdad, obtenemos la afirmacidn.
En particular tenemos:

2a,a, <a’+a’
3a,a,a, <a’+a +a

4aa,a,a, <a; +a, +a; +a,.

1.7 El numero e.

El nimero e desempena un papel importante en las matematicas. Daremos su definicién
después de resolver una serie de problemas en los que se aplica solamente que la media
geométrica de numeros positivos es menor o igual que la media aritmética de estos
mismos numeros.

Ejercicio 1.7.1
Demostrar que para cualesquiera nimeros positivos a y b con (a;tb), es valida la

desigualdad
n+3/7abn < a+nb .
n+1
Solucion.
Tenemos

n-veces

b+b b b
a+b+b+---+ a+n
"fab" = a-b-b---- b < = ,

™ n+1 n+1

n-veces

gue es lo que se queria demostrar.

Ejercicio 1.7.2
Demostrar que las sucesiones
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son crecientes, es decir, que

n n+1 n+1
X, = 1+1 < 1+i = Xpu y Z,<Z,4= 1—i .
n n+1 n+1

1 . S .
Tomando a=1y b=1+"= enladesigualdad del ejercicio anterior, encontramos
n

Solucion.

1) 1+ n(1+lj
n+ 1(14.) <7n
n n+1

_n+2

Cn+l

=l+i.
n+1

Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia (n +l) tenemos
1 n 1 n+1
(1+j < (1+] ,
n n+1
0sea, X, < Xq,; -

La segunda desigualdad se demuestra analogamente.

Ejercicio 1.7.3

1 n+l
Demostrar que Yy, = (1+j decrece a medida que aumenta n, o sea,
n
1 n+2
> =[1+— .
yn yn+l ( n+1j

Solucion.
Tenemos
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(Usamos la notacion de la desigualdad anterior). Como z, aumenta a medida que

aumenta n, resulta que Yy, decrece.

Hemos visto que

n ceey

1 1)?
xl:(l+1j :2<x2:(1+2j =225<X; <...<X, <
1)? 1Y’
y1:(1+1j :4>y2:(1+2j =3375>y,>...>y, > ...
Por otra parte,

1 n 1 n+l
2=X% <X, = 1+ﬁ < 1+ﬁ =y.<y,=4.

Luego, la sucesion {x,} satisface dos condiciones:

1. Crece mondtonamente a medida que aumenta n;
2. Esacotada (2<Xx, <4).

Entonces tiene limite, el cual tiene como valor al nimero €, o sea,

e=limx, = Iim[1+lj .

n—oo n—oo n

Como {Xn} es creciente, entonces

X, :(1+1j <e. (1.11)
n

Utilizando el ejemplo anterior veremos que e<3. En efecto, para cualquier n>5,
tenemos

6
Xy, <Y, <VYs= (1+;j =2.985984.

Por lo tanto, también e = limx, <2.985984 < 3.

nN—oo

El nimeroe, al igual que el nimero 7,desempeiia un papel importante en matematicas.

Se emplea, por ejemplo, como base de los logaritmos denominados logaritmos naturales.
El logaritmo del nimero N respecto a la base € se representa simbdlicamente por InN .

Se sabe que los numeros e y 7 son irracionales. Cada uno ha sido ya calculado con un
numero muy grande de decimales; y se tiene que

e =2.7182818285490...
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Demostraremos ahora que el limite de la sucesion {y, } es también igual a €. En efecto,

n+1
limy, = Iim(1+i]

nN—o0 n—oo

= Iim(1+ 1) (1+ 1j
n—o0 n n

=el

=e.

Puesto que {yn} decrece a medida que se aproxima a e, resulta que para cualquier n

1 n+l
(1+) >e. (1.12)
n
Ejercicio 1.7.4 Demostrar la desigualdad

m>(”j. (1.13)
e
Solucion.

Demostraremos la desigualdad aplicando el método de induccién matemadtica. Es facil
comprobarla para 1. En efecto,
1 1
=1>|—|.
e

Supongamos ahora que la desigualdad (1.13) se cumple para n =Kk, o sea,
k k
k!>(j .
€

(k +1)=(k +1)k!
Por hipdtesis de induccion tenemos

Consideramos (k +1), de donde
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Pero, segun la desigualdad (1.11), tenemos
k
1
1+ | <e
k

k+1 k+1
(k +1)> [mj £ (mj ,

e € e

Y, por eso,

es decir, hemos demostrado la desigualdad (1.13) para n =k +1.
Puesto que e < 3, de la desigualdad (1.13) se deduce que
&)~
ni>| —| > =1 .
e 3
Empleando la ultima desigualdad es facil demostrar que

300!>100%",

En efecto, tomando n = 300, obtenemos

300
3001> (3030j =100,

Ejercicio 1.7.5 Demostrar la desigualdad
[n +1]”+1
nl<el — | .
(S]
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Demostraremos la desigualdad aplicando el método de induccién matematica. Es facil

comprobarla para 1. En efecto,
=1

Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para n =k, o sea

k+1
kl< e(kﬂ) .
e

Consideramos (k +1)! , de donde
(k +1)= (k +1)k!

Por hipotesis de induccion tenemos

(k +1)k!< e( ) (k+1)
k+1) e(k +2)?
= e( ek+1e ((k 2)Z+2 (k +1)
(k +2)k+2 . (k +1)k+2
ek+2 (k +2)k+2
k+2)? 1
:e( ek+2) e(k+2Jk+2

k+1
_e(k+2jk+2 e
- e k+2 *
)
k+1

Por la desigualdad (1.12)

k+2
(1+1j >e.
k+1

De donde
(k +1)k!< e(k Z Zj

Por lo tanto, la desigualdad queda demostrada.

42



1.8 Desigualdad de Bernoulli.

En esta seccidn demostraremos, apoydandonos en la desigualdad 1.7, la desigualdad de
Bernoulli, que tiene interés por si sola y se aplica frecuentemente en la solucidon de
problemas.

Teorema 1.8
Si x>-1y 0<ea <] entonces

(1+x) <1+ox. (1.14)

En cambio, si @ <0 o a >1, se tiene
(1+x) >1+ax. (1.15)

La igualdad en (1.14) y (1.15) se cumple sdélo para x =0.

Demostracion.
Supongamos que « es un numero racional con la particularidad de que 0 < a <1. Sea

m , .. .
a=—,donde m y n son numeros enteros positivos y 1< m < n. Debido a que 1+ x>0
n

por hipdtesis, tenemos

@+ x)* =1+ x)%
=1/(L+x)"1""
=%/(1+x)(1+x (1+x).1n-_1n;.véc.e-31
§(1+X) + LX)+ @+ X)L x)+ 214+
n
ML+ X)+n—m
- n
N+ mx
oo
—1+ " x
n
=1l+ax

La igualdad tiene lugar sélo si todos los factores que figuran debajo del radical son iguales,
oseasi 1+x=1, x=0.

En cambio, si X # 0, tenemos
(L+x)" <1+ox.
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Es decir, se ha demostrado la primera parte del teorema para el caso en que a es un
numero racional.

Supongamos ahora que 0 < & <1, es un nimero irracional. Sea r,,r,,...,I,, una sucesién

1 iny
de numeros racionales que tiene o como limite con la particularidad de que O<r, <1.
De las desigualdades

(L+x)" <1+rx, x>-1,n=123,...
demostradas ya para el caso en que el exponente es un nimero racional, se deduce que

@+x)* =lim@+x)" <lim@+rx)=1+ax.

n—a n—a

Con esto la desigualdad (1.14) queda demostrada también para los valores irracionales de
a. Resta demostrar que para valores irracionales de «, siendo O<a <1, y x#0, se

tiene
(1+x)" <1+ax,

o sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (1.14) si X # 0. Con este fin tomemos un
numero racional r tal que a <r <1. Es evidente que

@+x)* = ((1+ x)[:jr.

a .
Puesto que 0 < — <1, resulta, segun hemos demostrado, que
r

L+ x)r §1+%x.

Por consiguiente

Si x#0, tenemos
;
a a
1+—x| <1+r—x=1+0oX,
r r
o sea,
(1+x)" <1+ax.

Con esto queda completada la demostracién de la primera parte del teorema.
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Pasamos a la demostracion de la segunda parte del teorema, la desigualdad (1.15).

Si 1+ ax <0, la desigualdad (1.15) es evidente, pues su primer miembro es no negativo,
mientras que el segundo es negativo.

Sil+ax>0,0sea ax > -1, consideraremos por separado cada uno de los casos.

Sea «a >1, entonces segun la primera parte del teorema, ya demostrada, tenemos
1 1
L+ ax)a <1+~ ax=1+x
a

con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar sélo si x =0. Elevando a la
potencia @ ambos miembros de la desigualdad, obtenemos

1+ ax)<(1+x)".
Sea ahora a <0.

Si 1+ ax <0, la desigualdad (1.15) se hace evidente.

Si 1+ax>0, tomemos un numero entero positivo n de modo que se cumpla la
desigualdad

0<—g<1.
n

En virtud de la primera parte del teorema, tenemos

L+x) v <1-%x,

n
(L+x)n > >1+ %y,
a
1-—x
n
esta desigualdad es valida porque
2
1>1-=x2
n

Como 1+ ax >0 entonces
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X<
(04

x 1

n No

ax, 1,4

n n

De donde, considerando

(L+ X)n 21+%x.

Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la ultima desigualdad, obtenemos,
por 1.14 que

(L+x)” 2(1+axj >1+nEx=1+0x.
n n

Notemos que la igualdad puede darse sélo en el caso X =0. Con esto queda demostrado
completamente el teorema.

Ejercicio 1.8.1
Demostrar que para 0 > a >—-1,con ne N se tiene

(n+1)* —n* e NS (n—1)""
a+l a+l '

(1.15)

Solucion.
Puesto que 0 < @ +1<1, tenemos en virtud de la desigualdad (1.14)

a+l
(1+1j <1+a—+1.
n n

a+l
n n

a+l

Multiplicando estas desigualdades por n“~, obtenemos

(n+1)"" < (l+a+1jn“*l =n“" +(a +1)n”
n

a+l a+1 a+l a+l o

(n-1) <(1—jn =n** —(a+1)n”,
n

asi
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(n+1)** —n=+
a+l

<n?

noc+1 _ (n _1)a+1
a+1 '

n“ <

De donde se deducen las desigualdades
n+1)"* —n*t n“* —(n-1)"*
( ) <n®< ( ) .

a+1 a+1

Ejercicio 1.8.2
Demostrar que para —1< a <0, con n > m se tiene

a+l a+l a+l a+l
(0+1)™ ~m <m”+(Mm+1)* +...4n% < ~(m-1) :
a+1 a+1

(1.16)

Solucion.
Tomando en las desigualdades (1.15) m,m+1,...,n obtenemos

(m+1)** —m=* e <M (m-1)"
a+1 a+l

(m + 2)a+1 _ (m +1)a+1 g (m +1)a § (m +1)a+1 _ ma+l ’

a+l a+l

(m + 3)a+1 _ (m + 2)a+l § (m . 2)a g (m + 2)a+1 _ (m +1)a+1
a+1 a+l ’

7

(n+2)* —n** e - (n—1)*"

a+1 a+1

Sumando estas desigualdades, obtenemos

a+l 1 1 a+l
(0 +1 —m" <m”‘+(m+1)”’+...+n"‘<noH ~(m-1) :
a+1 a+1

1.9 Media potencial.
La funcidn

1
c _(af‘+a§‘+a§‘+...+a;j’}a
“ n

se denomina media potencial de grado o de los numeros positivos a,,a,,a;,-*-,a, .
Ahora demostraremos que la desigualdad
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es vdlida siempre que a < /. En otras palabras, la media potencial de grado « crece
mondtonamente a medida que aumenta « .

Teorema 1.9
Si a;,a,,3,,---,a,, son numeros positivos y a < 3, se tiene C, < C, con la particularidad

de que C, =Cy sélosia, =a,=a,=---=a

n-

Demostracion.
El teorema ha sido ya demostrado para el caso en que los nimeros « y S tienen signos
opuestos, ahora lo probaremos si ¢ y £ son del mismo signo.

Supongamos que 0 < o <  y pongamos

1
a’'+a, +aj +...+a, |¢
k=c, = :
n

Dividiendo C; entre k , encontramos

o BTGl

==

Tomando ahora

Obtenemos

1
s s s L\
“p_ dla +d2a +d3a +...+dna (117)
k n ' '

Puesto que
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TR TES N EN
(dl+d2+d3+...+dn]a k k k

entonces tenemos que
d,+d,+d;+...+d

n :1 ,
n
o sea,
d,+d,+d;+...+d, =n.
Pongamos
d,=1+x,d,=1+X%,, dy =1+X,,...,d, =1+X,.
De la igualdad

d,+d,+d;+...+d, =n,
se deduce que
X + X, + X +...+ X, =0.

B

En virtud del teorema 1.8 y de que — >1 tenemos
a

dlg =1+ xl)g >1+ 5%

R ™

dzg =L+ xz)g >1+ 7 x,

Q™R

B s
*da =1+ x,)a 21+ x,

=

dlg =1+ xn)g >1+ 72X,
a

Sumamos estas desigualdades, obtenemos

49



B B p

s s
dye +d,a +dye +...d a 2N+ (X + X, + X, +...4X,)=n . (1.18)
(04

De (1.17) y (1.18) se deduce que
1
c n\s
x> 2|7 =1, 0sea, Cs >k=c,.
k n
Notemos que C, =k =c, solo si en todas las desigualdades (*) tiene lugar el signo de
igualdad, es decir, si X, =X,=X;=...=X,=0 (teorema 1.8). En este caso, se tiene
d,=d,=d,=...=d, =1y, por consiguiente, a, =a, =a, =...=4a, =K. En cambio, si los
numeros a,,a,,as,:--,a, no son iguales, se tiene
C,>C,.

Con esto, el teorema queda demostrado para el caso en que 0 < a < f.

B

Si a< <0, tenemos 0 <~ <1. Repitiendo los razonamientos anteriores, obtendremos
a
en (*) y (1.18) signos de desigualdad opuestos. Pero como £ <0, de la desigualdad
s B s B
dla +d2a +d3a +...dna Sl,
n
se deduce que
1
B B B L \p 1
Ci= dla +d2a +d3a +...+dna >1E:1
k n ’
es decir,
c,2k=c,

Con esto el teorema queda demostrado.

En lo que sigue la media geométrica sera denominada media potencial de grado cero, o
sea, se tomara g =C,.

Notemos que el teorema 1.9 también es vélido en este caso, ya que, C, <g=C, si a <0,
ycs;=29=c¢ysi f>0.

Del teorema demostrado se deduce, en particular, que
c,<¢c,<¢ <¢,.
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Es decir, la media armdénica menor o igual que la media geométrica, la media geométrica
menor o igual que la media aritmética, y la media aritmética no supera a la media

cuadrdtica de nimeros positivos. Por ejemplo, si &, =1, a, =2 y a, =4, se tiene

A R

cl:(ai +a, +a3] - f 1:12z1.7
3 11,17
1 2 4

C, =3/aa,a, =31.2-4 =2
C1=1+27+4=zz2.3...

3 3

1

2 2 2\3

sz(al +a;+a3j :21+43+16:Wz2.6

Yy, por consiguiente,
c,=17.<2=¢c,<23..=¢ <26=¢,.

Ejercicio 1.9.1
Demostrar que si X, Y,z >0 entonces X* +y*+2z>>12 con X+ Y+ =6.

Solucion.

Puesto que la media aritmética es menor o igual a la media cuadratica, tenemos
1

x+y+z<(x2+y2+22]2

3 3

es decir,

3 B 3

(x+y+z)f

2
(x+y+z) <x2+y2+z2

<X+ yi+7°
2
—<xPryi4 7t
3
12< x> +y? + 7%

El signo de igualdad tiene lugar sélosi x=y =2z =2.

Ejercicio 1.9.2
Demostrar que siendo X, Y y Z numeros positivosy X° +Yy° +z° =8, se tiene que

x3+y3+z3216\E.
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Solucidn.
Debido a que ¢, <¢C,, tenemos

1
(x2+y2+zzj2<(x3+y3+z3
s

w
N———
W

En nuestro caso resulta

es decir,

Xy +zt> S(BJ\F =16\F.
3)V3 3
Ejercicio 1.9.3

Demostrar que para los numeros positivos a,,a,,a,,-:+,8,, se cumplen las desigualdades
(a, +a, +a, +---+a, ) < n“‘l(al“ +a,” +a,” +---+an“), a>1 (1.19)
(a,+a, +a, +--+a, ) > n“‘l(ala +a,” +a,” +---+an”‘), O<a<l. (1.20)

Solucion.

Si a>1, tenemos
1

a a a a\,
c oA tA . +a, <(a1 +af+al +..+a ja
l_ -
n n

o "

De donde

o
a a a a
a, +a2+a3+...+anJ car+agtad+..+a
n n

(a1 +a,+a, +...+an)a L +ay +aj+...+a;
n“ - n

(a1 +a, +a, +...+an)d Sn"“l(af+a§+a§’+...+a“)

n

De la misma forma se demuestra la desigualdad (1.20).
En particular, de las desigualdades (1.19) y (1.20) resulta que

(x+y)“£2“’1(x"‘+y"‘), a>1 x>0 y>0.
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(x+y)“22“’1(x“+y"’), O<a<l x>0 y>O0.

Ejercicio 1.9.4
Demostrar que si X*+y*+2°=81, x>0, y>0, z>0, setiene

X+y+2<09.
Solucion.
Puesto que
(x+y+z)< 32(x3 +y3 4 23): 9.81=729,
de donde

X+y+2z<3/729=09.

1.10 Una desigualdad util.
Revisemos dos identidades algebraicas muy utiles que se pueden deducir al considerar un

factor especial de a°® +b® +¢* —3abc.

Sea P el polinomio con raices a,b y ¢, es decir,
P(x)=x*-(a+b+c)x? +(ab+bc +ca)x —abc.
Como a,b,c satisfacen la ecuacién P(X): 0, se obtiene

a’—(a+b+c)a’+(ab+bc+caja—abc=0
b®—(a+b+c)®+(ab+bc+cajp—abc=0
c* —(a+b+c)c? +(ab +bc+ca)c—abc=0.

Sumando estas tres igualdades se tiene que
a®+b®+c®—(a+b+c)a’ +b? +c? —ab—hc—ca)-3abc=0,
de donde
a®+b?+c®—3abc =(a+b+c)a’ +b? +c? —ab—bc—ca).
La identidad anterior implica el siguiente resultado si a+b+c=0, entonces
a’+b*+¢® =3abc.

También tenemos que la expresion

a?+b’+c’—ab-bc—ca.
Puede ser escrita
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.a’+b?+c? —ab—bc—caz;[(a—b)2 +(b-cy +(c—a)2]

De esta forma, obtenemos otra version para

a®+b?+c®—3abc = (a+b+c)a’ +b? +c? —ab—bc —ca)
que es
1
a® +b® +c® —3abc :2(a+b+c)[(a—b)2 +(b-c) +(c—a)2].
Esta presentacién de la identidad implica una demostracion mas corta de la desigualdad
Media Geométrica - Media Aritmética para tres variables. De la igualdad anterior, es claro
que si a,b,c son nimeros positivos, entonces a’® +b*® +c* >3abc. Ahora si x,y,z son
numeros positivos tomamos
a=3x,b=3/y yc=1z.
Podemos deducir que

wzﬂxyz .

3
Y se dalaigualdad siysélosi x=y =z.
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Capitulo I

2.1 Funciones Convexas.
Definicion 2.1.1
Una funcién f :[a,b] > R es convexa en el intervalo | =[a,b], si para cada t<[0,1] y

para cualesquiera X,y € [a,b] tal que a < x <y <b se tiene la desigualdad

flty +@—t)x)<tf(y)+@-t)f(x). (2.1)

Geométricamente, la desigualdad anterior se interpreta diciendo que la gréafica de f
entre X,y queda por debajo del segmento que une a los puntos (x, f(x)) y (y, f(y))

En efecto, la ecuacion de la recta que pasa por (X, f(x)) y (y, f(y)) es
L(s)= f(x)+W(s_x).
Por lo tanto evaluando en s =ty + (1—t)x, con X # y se tiene:
Ly +@-t9)= 1+ T Tyt
;(X)(ty+ X —tX—X)
= f(x)+f(y)_;(x)(ty—tx)
f
X

(X)t(

y—x)

Asi:



Proposicién 2.1.1
Si f es convexa en el intervalo [a,b] entonces es convexa en cualquier subintervalo

[(x.y]l=[ab].

Demostracion.
Es inmediata de la definicion.

Proposicion 2.1.2
Si f esconvexaen el intervalo [a,b], entonces para cualesquiera X,y [a,b] se tiene que

f(x+yjsl(f(x)+ t(y)) (2.2)

2 2

Demostracion.

1
Basta tomar t = 2 en (2.1) paraque

Asi:

2.2 Desigualdad de Jensen.
Proposicién 2.1.3
(Desigualdad de Jensen) Si f es convexa en el intervalo [a,b], entonces para cualesquiera

t,,...,t, €[01] con Zn:ti =1y X,,...,X, €[a,b], se tiene que:
i=1

f(t%, +-+t,x, )<t F(x)+--+t, F(x,).

Demostracion.
Por induccidon sobre n:

Que el resultado es valido para n=2, se sigue inmediatamente de la definicién de
convexidad.

Supongamos que es cierto para n =Kk, es decir:
f(t%, + %, )<t F(x )+ +t, F(x,).

Probaremos que se cumple para n=k +1:
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t t t
f(tlxl +t2X2 +"'+tk+1xk+1): f[(l_tkﬂ)L_:kﬂ Xy +1_§k+1 X, +"'+1_:k+1xk}+tk+1xk+1]

t t t
<@t )f| X+ X, x|+t F(X
e R e e e LI

sa—nﬂ{“um>t2fu»+m+ t umlﬂ+uﬂuaﬂ>

+
1_tk+1 1_tk+1 1_tk+1
:tlf(xl)+"'+tnf(xn)

Proposicion 2.1.4
Bajo las hipotesis del teorema anterior, en particular, para X,,..., X, € [a,b] se tiene:

f(&+“+“jgiuug+m+fugy

n

Demostracion.

Basta aplicar la proposiciéon 2.1.3 con t;,---,t, =

1
.
Observaciones 2.1.1

i) Podemos ver que para X,,...,X, €|[a,b]

f(szl(f(xl)+---+ f(x,))

n n

+f(y)

X+ f(x
es valida bajo la unica suposicion de que f satisfaga f( zyjﬁ ( )2 , para

cualesquiera a,b [a,b].

Demostracion.
Haremos la prueba por induccién.
Llamemos P, a la afirmacion

f(ngi(f(xlﬁ---jt f(xn)) para X,..., X, E[a,b]-

Es claro que son validas las afirmaciones P, y P,.
Para demostrar que P, = P_,,, probaremosque P, =P, , y P = P,,.

Para la primera

X+ + X

Sean X,,...,X, €[a,b]y y= "L, entonces por ser cierto P, tenemos:

X, ++ X, + 1 1 1
f(l : y]gnfug+m+nfung+nfuy
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Pero el lado izquierdo de la desigualdad es:

X+ X+ ]

n

f(x1+--~+xn+yj= ¢
n

(N=2)(X, + - Xy )+ X+ X
_f n-1

Entonces:

de donde:

y P, se cumple.

Finalmente veremos que P, = P, :

Sea
D=f(x1+---+xn+xn+1+---+x2nj=f(u+vj
2n 2
donde
u:X1+ “+Xn y V:M.
n n
Como
f[“;Vj <Xt 1),
Entonces:
Dg;(f(u)n(v))
1 f(ler +xnj+f(xm+ +x2nj
2 n n
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<

L (1 (e 10+ 1) £ ),

para la ultima desigualdad hemos usado dos veces la afirmacion P, .
n
nuimeros racionales en [0,1], con Yt =1 y para

i=1
X,....X, €[ab] se tiene f(tx + -+t x, )<t f(x)+ -+t f(x,), bajo la dunica

Ii) Para cualesquiera t,...,t,

suposicion de que f satisfaga f(xz yj < f(x); f(y), para cualesquiera X,y € [a,b].

Demostracion.
De la observacion anterior tenemos:

(2t <2 1 10, ) ara xx, efably neN,

Sean:
I r
="t =",
S, S
n
numeros racionales en [0,1] con Y't; =1.Si mes el minimo comun multiplo de los s;,
i=1
Pi :
entonces t; =— con p; e N y 3 p, =m, luego:
m i-1

o

L Pn
x1+--~+xn)

f(tlxl+-~-+tnxn):f[ -

3|

1
F1 =] (g et X ) (X o+ X))
m| —w—  —— |\ —

P, —términos P, —términos

(F (%) (%) F(x,)+---+ F(x,)

P, —términos P, —términos

p1 pn
="1f RPN U |
(Xl) (Xn)

=t F(x)+---+1, F(x,).

Proposicién 2.1.5

Si f es una funcion continua en [a,b] y cumple f(xz yj < ;(f (x)+ f(y)), entonces f

es convexa.

Demostracion.
Por |la observacion ii) anterior, tenemos que
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f(ox+(@-q)y)<af (x)+@L-a)f(y)

para cualesquiera X,ye[a,b] y qe[O,l] racional. Como cualquier real t se puede

aproximar por una sucesién de racionales, tomamos {q,}, la sucesién de nimeros

n

racionales en [O,l] gue aproxima a (, entonces

fa,x+(1-a,)y)<aq, f(x)+@-qa,)f(y)

Ahora, la continuidad de f nos garantiza, al tomar el limite, que

f(ax+@-a)y)<af (x)+@-q)f(y)

Definicion 2.1.2
Decimos f :[a,b] >R es céncavaen [a,b] si — f es convexa en [a,b].

Observacion 2.1.2
Una funcién f es céncava en [a,b] siy solo si f(ty+(L—t)x)>tf(y)+(L—t)f(x), para
te[0l]yas<x<y<h.

2.3 Algunos criterios para decidir si una funcion es convexa.
Definicion 2.2.1 Un subconjunto C del plano es convexo si para cada par de puntos A B

en C se tiene que el segmento de recta que éstos determinan esta contenido en C. Es
decir, si t €[01] tB+(1-t)AeC.

Teorema 2.2.1
Una funcién f :[a,b]— %R es convexa si y sélo si el conjunto {(X, yla<x<b, f(x)< y} es

convexo.

Demostracion.
:>) Supongamos que f esconvexaysean A= (Xl, yl) y B= (Xz, y2) dos puntos del
conjunto
U ={(x,y)/x[a,b], f(x)< y}.
Por demostrar que:
tB+(1—t)A=t(x,,y,)+@-t)x, ;)= (tx, + (L -t)x,,ty, + (1—t)y,)eU.
Es decir,
a<tx, +(L-t)x, <b vy f(tx, +(L—t)x,)<ty, + (@1 —t)y,.
La primera condicién es inmediata ya que X, y X, son elementos de [a,b]. Para la
segunda, como f es convexa se tiene que:
f(tx, +(@—t)x, ) <tf(x,)+(@—-t)f(x,),
perocomo f(x,)<y, y f(x,)<y, tenemos

f(tx, +(L—t)x, ) <ty, +({L-t)y,
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<)
Si U es convexo entonces f es convexa.
Sean x,,X, €[a,b]y A=(x, f(x))eU,B=(x,, f(y,))eU
Como U convexo entonces tB+(1—t)AcU paratodo t € [0,1], esto es :
(b6, tF (x; )+ (L= 1), W= 1)T (1)) = (0 + A=t (% )+ 2= 1) F (x, ) e U
y por la definicién de U,
f(tx, + (L —t)x, ) <tf(x,)+ @ —t)f(x,).

Es decir, f es una funcién convexa en [a,b] .

Teorema 2.2.2
Una funcion f :[a,b]—>§R es convexa si y solo si para cada punto X, € [a,b] se cumple

f(x)- ()

X=X,

que la funcion P(x)= es no-decreciente para X # X, .

Demostracion.
Supongamos que f es convexa, por demostrar que P(x) es no-decreciente.

Tomemos X <y demostraremos que P(x)< P(y).
Podemos tener tres situaciones X, < X<y, X<X, <Y 0 X<Y<X,.

Veamos la primera situacidn, las otras dos se demuestran de manera similar.

P(x)< P(y) siy sélo si
F)- () _ fy)=(x)
X=X, y—X,
(6 Ny =% )< (F(y) = £ (% )Mx =)
FOONY = %)< F(y)x =% )= (% Nx =0 )+ T (% Xy =)
Y =)< f
)

IA

(f(x)-f
(

IN AN A

FOOY =%0) < F{y)x=%g)+ (%, Xy =)

f(x f()y b +f(x0)yy_‘xxo.

0

IA

Lo cual puede escribirse como:

f(x—xo y+ 1% XOJS (
Y =%, Yy =%,
)

)+ f(xo)(y_x) .

y
(X_Xo) (y_
(y_xo)’

f
(y-
Asi, la ultima desigualdad se escribe:
F(2y +@=2)x,) < Af (y)+@-2)f (%),
La cual se cumple por ser f convexa.

X=X,
Y —Xo
).

entonces (1-4)=

Tomemos A =

(
)(

N—"

Teorema 2.2.3
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Sea f :[a,b] >R dos veces derivable con derivada no decreciente, entonces f es
convexa. En particular, si f"(x)z 0 entonces la funcién es convexa.

Demostracion.
f(x)>0, para x €[a,b], garantiza que f’(x) es no decreciente.
Veremos que si f'(x) es no decreciente entonces la funcion es convexa.

Para eso, recordamos el siguiente:

// Teorema del valor medio. Sea f :[a,b]—> R una funcién continua en [a,b], es derivable

en (a, b). Existe un nimero X € (a,b) tal que f'(x): f(bb)—;(a) //
Sea Xx=th+ (1—t)a, un punto en [a, b]. Por el teorema del valor medio existen c € (a, X) y

d e(x,b) tales que

Es decir,

f(x)-fla)=(x-a)fc) y flo)-f(x)=b-x)f(d).

x=th+(1-t)a
=th+a-ta
x—a=t(b-a)

Por otra parte

x=th+(1-t)a
x=th+a-ta
—x=-th—a+ta
b—x=b-th—a+ta
=b-a-t(b-a)

~ (1-t)b-a)

=tlb—a)f’(c) vy
(1-t)b-a)f(d).

Sustituyendo tenemos:

y como f(x) es no decreciente tenemos:

(L—t)(f ()= f () =t{L—tYb—-a)f (c)<tlL—t)b-a)f (d)=t(f(b)— f(x)).
Es decir:
(@-t)(f (x)- f(a))<t(f (b)- f(x))

y reacomodando se tiene:
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F(x)<tf (b)+ (L-t)f (a).
Por ultimo, sustituyendo X, se tiene que:
f(to+(2-t)a)<tf(b)+(1-t)f(a)
y f esconvexa.

2.4 Interpretacion geométrica de la convexidad y la concavidad.

Sean X,Y,Z¢€ [a,b] con X< Yy<z.Silosvértices de un triangulo ABC tienen coordenadas
A=(x, f(x)), B=(y,f(y)) y C=(z,f(z)), entonces el area del triangulo es el valor
absoluto del determinante:

1 x f(x)
1
A==1 f
oLyt
1 z f(2)

El valor de A dependera de el orden en el que elegimos los vértices del tridngulo ABC . Es
decir, si se recorre en sentido positivo (contrario al movimiento de las manecillas del reloj)
o en sentido negativo.

Si la funcion es convexa tendremos A>0 y para una funcién concava A<O.
Consideremos las graficas siguientes.

En efecto:
1 x f(x) 1 x f(x)
A=y f(y)=0 y-x f(y)-f(x
1z f(z)] 0 z—x f(z)-f(x)
Entonces A > 0 siy sélo si el Ultimo determinante es cero, pero:
1 X f(x)
0 y-x fy)=f(x)=(y-xNfz2)-f(x)-(-x)f(y)-f(x)),
0 z-x f(z)-f(x)
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es decir, A >0 siysélosi

(y=x)f(2)= f(x))=(z-xXf(y)- f(x)
yf (z)—xf (z)— yf (x)+xf (x)—zf (y)+ xF (y)+ zf (x)— xF (x

)

y (x)
(Z=-y)f(x)+(y—x)f(2)+(x=2)f(y)
)

y—X
Z—X

Sitomamos t = tenemos que:

O<t<1l y 1-t=2"Y
Z—X

Ademas, y=tz+(1—t)x y entonces:

f(y)= fltz+@-t)x)<tf(z)+(@-t)f(x)

Ejemplo 2.3.1
La funcién f (x) = x* es convexa.

Solucién.
En efecto:
Para que la funcién sea convexa, debe cumplirse:
f (A%, + (L= A)x,) < Af (x )+ @-2)f(x,), VAe[01] y ¥V x, X, e R.

Probaremos que:
0 < Af (x,)+([X=A)F(x,)— f(Ax +{T—-2)x,).
Es decir:
X2+ (1= 2%, = (A%, +([1-A)x,)* =0

Pero la desigualdad se cumple si y sdlo si:
AXE+ L= AE = 22x2 (1= AF X2 =24(1-2)xx, 20
x2[a- 2]+ x2la-2)- (- 27 ]-220-2)xx, 20
AL )X+ (L= A)AXE —2A(L— A)x%, >0
A1- ;t)[xl2 —2X,X, + XZZ]Z 0
A1-2)% %) =0

Por supuesto, la ultima desigualdad es cierta.

Teorema 2.3.1
f:l >R convexaysean X,y,zel,talque Xx<z<y entonces
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)= () _ F(y)- () _ F(y)-1(2)

Z-X y—X y—2

(=R
z= X+ y.
y—Xx y—X

Puesto que X<z <Y, se sigue que:

Demostracion.
Escribimos

0<¥" %1 y 0< 2
y—X y—X
Llamamos A=Y~  entonces 1-A=__*
y—X y—X
Entonces z = /1X+(1—/1)y
Como f convexa tenemos:

L IR b A

<1.

De donde:

Entonces:

La otra parte desigualdad se demuestra de manera analoga.

Teorema 2.3.2.
Sea f:l —> N, convexa entonces f posee derivada izquierda y derivada derecha en cada

punto cada punto interior ce | .

Demostracion.
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Sean X,y el talesque x<c<y.

Por el teorema 2.2.2 tenemos que g(x)=

Entonces

existe y

7

£(c)< f(y)-f(e)
O
Ahora, haciendo tender y a ctenemos que f/(c) existey f (c)< f.(c).

Teorema 2.3.3
Supongamos que f : | — R es una funcién derivable, entonces f es convexa siy sélo si

f' es creciente.

Demostracion.

=)

Sean a,bel ya<b

Puesto que f esderivable y convexa, entonces:

#(a)= lim TX)=1@) (x)-1(a)

X—a, X - a.

f(b)-f(a)

de donde:
y f’escreciente.

<)

Supongamos que f“es creciente y sean a,bel tales que a<b y A, u>0,A+u=1.

Puesto que | = [a,b] y la funcién f es derivable en |, entonces por el teorema del Valor

medio a f en los intervalos [a,1a+ ub]y[la+ ub,b] existen c,d tales que
a<c<Ada+ub<d<b
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f(/la+ﬂb)—f(a): f'(C), f,(d): f(b)—f(/la-i-,ub)
Ala+ub—-a b—Aa+ ub
pero como por hipdtesis f” es creciente, se tiene:
f(ﬂa-ﬁ-ﬂb)-f(a):f,(c)sf,(d): f(b)—f(ﬂ,aﬁ'ﬂb)
Ja+ub-a b—(Aa+ ub)

’

7

entonces,
f(la+ub)-f(a)  f(b)- f(la+ ub)
—a(l-A)+ub —b(l-u)-1a
Puesto que A+ u =1, tenemos:
f(ta+ )~ t(a) _ t(b)- f(ta+ub)

p(b—-a) Ab-a)

IA

IN

De aqui que:
o At (s 1) 1(@)< (1)~ 1 (22 + )
M (2a+ ub)— f (a) < pff (b) - uf (A2 + ub)
(2+ )f (2a+ ub) < 2f () + 4 (b),
Luego:
: f(1a+ ub) < Af (a)+ 4 (b)

y f es convexa.

Corolario 2.3.1
f: 1 > N esdos veces diferenciable entonces f es convexa < f"(x)z 0, Vxel.

Ejemplos 2.3.2:

a) La funciones convexa sobre ‘R.

Solucion.

Calculamos la primera y segunda derivadas de f :
f'(x)=¢*
f(x)=e".

Puesto que:

f'(x)=e*>0.

La funcién es convexa en cualquier intervalo.
b) La funcién f(x)=—logx es convexa en (0,).

Solucidn.
Calculamos la primera y segunda derivadas de f :
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Puesto que:

Entonces la funcién es convexa en (0,).
c)La funcién f(x)= xlogx es convexa en (0,).

Solucion.
Calculamos la primera y segunda derivadas de f :

f'(x)= x()l(j +logx =1+ log x

Puesto que si Xx>0:

Entonces la funcion es convexa en (0, ).
d) La funcién f(x)=x", p>1 es convexaen (0,).

Solucién.
Calculamos la primera y segunda derivadas de f :

f'(x)=px"*

£ (x)=p(p—1)x".
Puestoquesi x>0y p>1:

f'(x)= p(p-1)x*?>0.
Entonces la funcién es convexa en (0,).

Definicién 2.3.1
Seaf:l >N, x,el, decimos que f tiene un soporte en X,, si existe una funcién

T:R >R de laforma T(x)= f(x,)+m(x—x,)que satisface que T(x)< f(x) ¥xel. En

este caso decimos que T es soporte de f en X,.

Observacion 2.3.1:
Si T es soporte de f en X,, entonces T(x,)= f(x,).
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En la figura siguiente se muestra una funcion y su soporte en el punto X, .

Teorema 2.3.4
Si f tiene un soporte en X,, entonces la recta, grafica de T, estd debajo de la grafica de

f.

Demostracion.
Se sigue inmediatamente de la definicidn.

Teorema 2.3.5
Si f:l >R tiene un soporte Ten X,, X,yel, A, u>0con A+u=1, entonces

T(Ax+ 2y) = AT (x)+ 2T (y).

Demostracion.
Puesto que T es un soporte en X,, entonces es de la forma:

T(X)= f(x)+m(x—x,).

Entonces:
T(Ax+ py) = f(x,)+M(AX+ 5y — X, ).
Como A+ u =1, escribimos:
T(Ax+ y) = (A + 1) (X )+ m(AX + 1y — (A + 2)x,)
= Af (Xo)"‘/’f (Xo)+ m(;tx_/ixo)"' m(,uX—,uXO)
= AT (X)+ 4T (y).

Teorema 2.3.6
Sea f definida en un intervalo abierto |, entonces f es convexa si y sdlo si, tiene un

soporte en cada punto de |.
Demostracion.

<)
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Sean x,yel, 4,u>0 talesque A+ =1y consideremos el punto AX+ 1.
Sea T unsoportede f en Ax+ 1y, entonces aplicando el teorema anterior tenemos:

f(AX+ py) = T(Ax+ py) = AT(X)+ T (y) < AF (x)+ i (y)
y f esconvexa.

=)

Sea f convexa, sea X,€ | . Por el Teorema 2.3.2, existen las derivadas izquierda y derecha
de f en x,. Sean meR tal que f (x,)<m<f(x) y T:R->NR tal que
T(x): f(x0)+ m(x— XO). Demostraremos que T es un soportede f en X,.

Sean Y,z €| tales que Yy <X,<Z entonces por teorema 2.3.1 tenemos:

fo)-f(y) . f2)-fy) _ f(z)-f(x)

= = ’

Xo—Y z-y Z-X,
es decir,
fy)- ) f@)-1(y) _ F(2)-f(x)
y=X% =y  1-X,

Entonces, por el teorema 2.2.2 tenemos:

fy)-f(x) < f(x)< f(z)-f(y)

Y—% -y
Y
@)= 1(0) ¢ () T F06)
z—-y Z—X,

De las dos desigualdades anteriores tenemos que:

Y—X% Z—Xy
Considerando la desigualdad izquierda:

f(Y)_ f(Xo) <m
Y—X%
f(y)-f(x)>m(y-x,) yaquey<x,
F(y)2 f(x)+mly—x,)
f(y)=T(y)
De la misma manera, considerando la desigualdad derecha:
m < f(z)— (Xo)



+

f'(a)smg‘f(a)s (o).

Entonces, para cualesquiera y,z € | tales que y <X,< Z tenemos que:
T(y)< f(y) y T@)< f(2).

Concluimos que T(x)< f(x) para cualquier x € I.

Por lotanto T essoportede f en X,.

Teorema 2.3.7
Sea f:lI >R funcién convexa entonces f es derivable en x, el < f tiene soporte

Unico en X, .

Demostracion.

=)

Supongamos que f es derivableen x, y T :R — R soportede f en X, es decir,
T(x)= f(x,)+m(x—x,) donde meR

Sean X,y el tal que y <X,<Z entonces por teorema 2.3.1 tenemos:

foo)-f(y) . f2)-T(y) _ f(z)-f(x)

= = ’

Xo—Y z-y Z-X,
es decir,
Fy)=flx)  F(2)-fly)_ F(z)-F(x)
Y —X, z—-y Z—X,
Pero:
T(y)< f(y)
T(y)_ f(xo)g f(Y)_ f(xo)
T(Y)_T(XO)Z f(y)— 1:(Xo)
Y—% Y =X
y

De igual manera:

T(2)-T (%) _ f(x)+m(z—x)-f(x,) m

Z—X, Z—X,

71



T(z)-f(x,) f
T(Z)_T(Xo)g (Z - f(Xo)1
Entonces: 0 0
Fy)=106) T)=Tlo) _ ) _T(2)=Tlx)  f(2)=Fx)
de donde: 0 o 0 0
i () T0) . 1(2)- ()
Yo% Y =X 25X Z—X,
Pero:

) tim T 1060) 1))
y=Xo Y—X 7-%" Z—X,
Entonces m= f’(x,)y f tiene soporte Gnico en X,.
<)
Supongamos que f tiene soporte Unico en X, y sea me R tal que f_'(XO)S m< f;(xo)
entonces, si consideramos T(x)= f(x,)+m(x—x,) , considerando la desigualdad anterior,

en particular tenemos que m< f_(x,) de donde:

F(x)=flx)  F(x)=f(x)

m< lim < ,
Luego:
m(x—x,)< f(x)=f(x,)
f(x,)+m(x—x,)< f(x)
T(x)< f(x).

Es decir, T es soporte en X,.
Como f tiene un Unico soporte en X,, entonces, m es Unica, por lo tanto f_'(xo): f;(xo)

y f esderivable en x,.

Teorema 2.3.8

Si f :(0,00) > R, entonces la funcién g(x) = xf (1j es convexa sobre (0,00) siy sélosi f
X

es convexa en (0,x).

Demostracion.
Sea X, > 0. Entonces:
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X=X,
xf(l)—xof(lj
B X X,
B X=X,
Sumando y restando xf (1] , tenemos:
XO
Xf[lj—Xf(]-]-l-Xf (1]—xof(lj
X X X X
S X) == 0 0 0
) X=X,
1 1 1
X=X )f| — |+Xx| f| = |- f| —
( O) (X0J+ (Xj (XOJJ
B X=X,

|
_
7\
\H
N—
+
>
_
N\
X | =
N
|
_
VR
R
N

f(lj_f Kl
_ i | XX X X,
X, ) \ =X, X — X,
f(lj—f 1
AN X X,
X, ) =%, XX, — X
XX,
-G
AN 1) X X,
Xo —Xo i_i
X X,

. . 1
Ahora bien, a medida que X crece, — decrece.
X

Entonces:

1 . . .
S; ( decreciente y en consecuencia S (X) es creciente, por lo tanto, g es convexa.
X
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1
Reciprocamente, si g es convexa, puesto que xg(j = f(X) es posible probar que f es
X

convexa intercambiando g y f en la demostracion anterior.

Teorema 2.3.9
Una funcién f derivable en un intervalo es convexa siy sélo si f(y)> f(x)+ f(x)y—x)

para cualesquiera X,y e domf .

Demostracion.
Como f esconvexay X,y e dom.f , entonces paratodo t e (0,1]:

f(x+t(y—x))<@—t)f(x)+tf(y).

Si dividimos entre t ambos lados, tenemos:

fly)+ - ()2 PO =)

o flx+tly-x) (@-1)
f(y)z - 1 (0
(y)z f(x+t y;x))— f(x)+ ()

L L)
y

tomando el limite cuando t — 0 tenemos:

() (-t D0 g,

Haciendo el cambio de variable h =t(y —x), tenemos:

()= y -t I g,

de donde:

F(y)z (y-x)f'(x)+ f(x)

Reciprocamente, sean x =y, te[0,1]y z=tx+(1-t)y.
Entonces:

y

f(y)= f(2)+ f(zly-2).

A la primera la multiplicamos por t y a la segunda por (1—t) y sumamos:
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tf (x)+ QL —t)f (y)>tf (z)+tf " (z)(x—2)+(L-t)F (z2)+ (@L-t)F'(z)y - 2)
> f(z)+tf'(z)x—z—-y+2)+ f'(zfy-2)
= f(z2)+tf'(z)x—y)+ f'(zNy-2)
=f(z)+ f'(z)t(x—y)+y-2)
= f(z)+ f'(z)tx+ y@1-t)-2)
=f(z)+ f'(z)z-2)
=f(z
= f(tx+([1-t)y)

y f esconvexa.

Ejemplos 2.3.3

_aax

a) La funcion f(X)— e™ esconvexa en R para cualquier a € R.

Solucién.

Calculamos la primera y segunda derivadas de la funcién.
f'(x)=ae™
f''(x)=a’.

Puesto que:

f'(x)=a’e™ >0,
entonces f es convexa en ‘R.

b) La funcién f(x)=x* es convexaen R* cuando a>1 0 a<0 ycdncava para 0<a<1.

Solucién.
Calculamos la primera y segunda derivadas de la funcién.

f'(x)=ax**
f(x)=al@a-1)x*>.
Ahora,sia=10a<0:
f'(x)=a(@a-1)x*?* >0,
en ese caso, f es convexa en R.
Por otra parte, si 0<a<1:
f'(x)=a(a-1)x*?* <0,
Por lo que en ese caso, f escdncavaen ‘R.

c)La funcion f(x)=logx esconcavaen R*.

Solucion.
Calculamos la primera y segunda derivadas de la funcion.
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mn 1
Puesto que:
1
f (X):—7<O,

entonces f esconcavaen R".

La desigualdad de Jensen, que mencionamos en la Proposicion 2.1.3, es util para

demostrar muchas desigualdades. Como ejemplos consideraremos
desigualdades que ya hemos probado de alguna otra forma:

Ejemplos 2.3.4
1) La desigualdad media geométrica-aritmética. Si a,b > 0, entonces:

@sa;b.

Solucion.
Sean a,b>0.

Puesto que la funcién —log x, es convexa

:—;(Ioga+logb)
1

— _~log(ab
, 10g(ab)

:—Iog(a-b)%
= —log-/ab.

Multiplicando por —1.:
Iog(a;bj > log-/ab.

. : a+b
Aplicando la exponencial en ambos lados tenemos ~/ab < 5

2.5 La desigualdad de Hoélder.

Si p>1, i+1:1y X, Y; € R, 1, J=1...,n,entonces:
p
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i=1
Solucion.
Puesto que la funcion —log x es convexa, si a,b>0yéf e [O,l], tenemos:
—log(6a+(1-60))<—(8loga+(1—-8)logh)
=—(loga’ +logh™)
= —log(a’b®)
Multiplicando por —1:
log(6a+(1-6)) = log(a’b®™ ).
Aplicando la exponencial en ambos lados tenemos:

a’b"? < ga+(1-0) (2.3).
p q
Sean a=nxip , b=nyiq y 6=1/p.
2 Xj‘ 2 yi‘
j=1 j=1
Entonces, aplicando (2.3) tenemos:
1/p 1/q
% il <1 X"
ixj‘p iyj‘q P ixj f iyj‘q
j=1 j=1 j=1 j=1

Es decir:

1 i
1 n n
n o n a p X. q .
(Zx,-pjp (Z y,—qjq ol 2,
j=1 j=1

para cualquier i =1,...,n. Sumando sobre i:

C Xi|lYi o 1 X 1 i
N D ) [ W M BT
(" (3l ) ALY
-1 -1
_15 X" +lzn: il
pi=1§:xj‘ Qi=1£:yj‘q
j=1 j=1
1
=4+ —
p q
=1.

De donde:
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1 1

i‘Xiji‘ S(i ij)p(i yjqjq

j=1 j=1 j=1

Teorema 2.3.10

Sean X, X,,**, Xy, @, 0,0, >0, tal que o + ¢, +---+ a,, =1 entonces

X[ Xg2 e X S ok + 0K o A X -

Demostracion.
Puesto que la funcién —logx es funcién convexa en (0,) entonces:
—log(a, X, + @, X, +++a, X, )< —(e, log X, + a, log X, +---+a,, logx,, )
= —(Iog X, +log x,” +---+log x,,“" ) ,
= —Iog(xfl Xg e X )
Entonces:
log(x - X5 -+ x@n )s log(eeX, + aX, +---+a, X, ).
Puesto que la funciéon log x es estrictamente creciente, tenemos:

a a an
X7 X% e X" S X+ anX, o X

Corolario 2.3.3

1
Sean X, X,, -+, X, >0 entonces (XX, ---X )" < = (X 4%+ +X,).
m

Demostracion.

Se sigue inmediatamente del teorema anterior considerando o, =, =+ =, =

1
.

2.6 Log-convexidad.

Definicion 2.4.1

Consideremos una funcién f : 1 — Rque satisface que f(x)>0, para todo xedomf .
Decimos que f es logaritmicamente convexa o brevementelog—convexa, si log f es
convexa.

Definicion 2.4.2
Una funcién f : 1 — R que satisface que f(x)> 0, para todo x € domf . Decimos que es
logaritmicamente cdncava o log—céncava si log f es cdncava.

Proposicién 2.4.1
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Una funcién f : 1 — R es log—convexa si y sélo si para cualesquiera A, >0, tales que,
A+ =1 setiene f(Ax+y)< f4(x)F*(y).

Demostracion.
Si f es log—convexa, tenemos:

log f (Ax+ wy)< Alog f(x)+ wlog f(y)
Utilizando las propiedades del logaritmo tenemos:

Alog f (x)+ ulog (y)=log f *(x)+log f “(y)

=log(f*(x)f“(y))

Por lo tanto:

f(Ax+uy)< FA(x)F“(y).

Observamos que si la ultima desigualdad es cierta podemos obtener hacia atrds las
desigualdades una a una, luego, la funcion es log— convexa.

Una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores y las propiedades de la funcién
logaritmo es la siguiente:

Proposicion 2.4.2

R .
f es log—convexa, siy solo si n es log—codncava.

Demostracion.
Se sigue inmediatamente de la definicién.

Proposicién 2.4.3
Sea f:l >R, positiva. Si f es log—convexa entonces f es convexa.

Demostracion.
Sean x,yel, 4,u>0, talesque, 1+ u=1.
Puesto que f es log—convexa, tenemos:
f(Ax+uy)< £4(x)F“(y)
y aplicando la igualdad (2.3) tenemos
A0 F(y)< f (x)+ uly).
Por lo tanto la funcion f es convexa.

Teorema 2.4.1
Sean g: 1 >R f:1 >N, log—convexas, entonces f +g es log—convexa.

Demostracion.
Sean x,yel, 4,u>0, talesque, 1 +u=1.
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Entonces:
(f+ g)(ixwy): f(ﬂxwy) 9(Ax+ p1y)

f0x)+ f4(y)+a”*(x)+ g“(y)
(() g()) (f(y)+aly))
=(f+g) (Nf+g)(y).

De donde (f + g) es log—convexa también.

Teorema 2.4.2
Sean g: 1 >R f:l >R, log—convexas, entonces f-g es log—convexa.

Demostracion.
Sean x,yel, 4,u>0, talesque, A +u=1

(f-g)ax+uy)= f(Ax+ py)- 9(Ax+ pay)
< £4(x)- f(y)-g%(x)-g“(y)
=((f-g) (X -g) (v)

De donde f - g es log—convexa.

Teorema 2.4.3
Sean f,g:1 — R continuas, tales que f(t)y g(t) son positivas.

A u
Sean A,u >0, tales que, A+ u=1.Entonces J. f*(t)g*(t)dt < U f l(t)dtj Ug“(t)dt} :
|

Demostracion.

Aplicando la igualdad (2.3) con a= J. :;ﬂt tenemos:

J. :((:iit +u g((tt;it para cualquier t € |

|
pero:

g(t)
y Sll
j (t)dt [oltht
|

de donde:
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Por lo tanto:

2.7 La funcion Gamma.
Definicion 2.5.1

La funcién gamma I":(0,00) — R esta definida como T'(x I t* e dt.

La funcién Gamma tiene las siguientes:

Propiedades 2.5.1
a) T'(x+1)=xI'(x) para todo x> 0.

Solucion.
M(x+1)=[ te'dt
Integramos por partes, sean:
u=t* dv=e'dt
du=xt*'dt v=—e".
Entonces:

[(x+1)= j:txe’tdt

o (Paxat
=lim| t'edt

b—w da

a—0

b R b .
+limx| t*“ e dt

a bowo Ja

= lim-t*e™
b—w
a—0

= Iim(—bxe‘b +—axe‘a)+ xj t*tedt
b—w 0
a—0

= x[ e tdt
= xI'(x).

b) T(1)=1

Solucion.
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()= te"dt

. b _
=lim| te 'dt

b—ow J0

a—0

Integramos por partes, sean:
u=t dv=e'dt
du=dt v=—e"
entonces:

r(1)=lim [te "t
a—0

; —t|P ; bt
=lim—te ‘ +lim| e 'dt
b—w a b—w Ja
a—0 a—0

- — — - b -
:Ilm(—be b+ ae a)+I|m e 'dt

b—owo b—owda

a—0 a—0

. b

:O+hm—e‘
b—w a
a—0

=lim-e™® +e™
b—o
a—0
=1.
c¢) I'es log— convexa.

Solucién.
Sean A, >0, talesque, A+ u=1.

T(AX+ 1) = J-:t“”’yfle’t dt

_ j: t lx+py—(l+,u)e —t(i-uz)dt

=[e ) (e f ot
Por el teorema 2.4.3:

[[e )V (e ) at < ( J':tx‘le‘tdt)l(j:t y‘1e“dtjﬂ .
Entonces:
0 A 00 H
T(Ax+ 1) < Uo t“e‘dt) [ [, tyletdt)

=T (x)r“(y)
Por lo tanto la funcién Gamma es log— convexa.

2.8 La funcion Beta
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Definicion 2.6.1

Definimos la funcién Beta mediante la regla B(x, y)= I:tx’l(l—t)yfldt con X,y >0.

Proposicién 2.6.1
Para cada Yy > Ofija, la funcion B(X, y) es log—convexa.

Demostracion.
Sean a,b,y>0,4, >0, tales que, 4+ u=1. Entonces:

B(7a+ s, y)= [t (L-t) "t
_ J~1tﬂa+;20—(i+y)(1_t)(yfl)(ﬂ+,u)dt
0
— ‘[Oltﬂa—ﬂ.tﬂbfp (1_t)(y—1)(/1+,1) dt

- J':(ta-l(l—t)‘y*”f(tb‘l(l—t)‘y*”)“dt.

Por el teorema 2.4.3, tenemos:

[ a0 ) (a0 Yot < U:t“ (1—t)(y‘l)dt)luoltbl (l—t)(y_l)dt)# .

Entonces:

B(1a+ b, y)< ( jolta‘l(l—t)‘yl’dt)ﬂ(ﬂtb‘l(l—t)(y1’dt)ﬂ

=B*(a,y)B“(b,y).
Por lo tanto la funcion Beta eslog— convexa.
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