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Resumen

La cristalizacién es el proceso natural de formaciéon de cristales a partir de una
solucion, mezcla o gas y es fundamental en muchos procesos que ocurren en la na-
turaleza asi como en la industria. Es una transicién de fase a presién y temperatura
constante en la que las moléculas de gas o liquido transitan al estado sélido. Se divide
en dos procesos, la nucleaciéon y el crecimiento de dominio. La nucleacién es la etapa
temprana de la cristalizacién y ocurre cuando en el sistema se presentan fluctuaciones
de la densidad que originan que las particulas comiencen a agregarse. Por otro lado,
el crecimiento de dominio ocurre una vez que la semilla de cristal se ha formado y
describe la cinética espacio-temporal de la formacion de cristales.

Normalmente, la nucleaciéon y el crecimiento de dominio se tratan como problemas
independientes, sin embargo, los objetivos de este trabajo es establecer un vinculo
entre estos procesos y observar si los efectos que la temperatura y la presencia de
flujo tienen en la etapa temprana afectan de manera significativa la formacion del
cristal.

La principal aportacion de esta tesis es que se vincula de forma novedosa ambos
subprocesos, nucleacién y crecimiento de dominio, utilizando argumentos de termo-
dindmica fuera de equilibrio. Los modelos propuestos ofrecen, de manera confiable,
reproducir el comportamiento del ritmo de nucleacion y el crecimiento de dominio en
términos de la temperatura, la velocidad de flujo, el gradiente de presion y las fuerzas
electromagnéticas a las que estd sometido el sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza hay una gran variedad de sistemas termodinamicos conformados
de distintas fases y en ocasiones es posible encontrarlos en coexistencia de las mismas.
Un compuesto quimico como el agua, se puede encontrar en tres fases, sélido, liquido y
gas, pero en ocasiones, la fase sélida puede coexistir con la liquida o con la fase gaseosa,
todo depende de las condiciones de temperatura y presion a las que se encuentre. Con
ayuda de la termodinamica clasica se estudian las condiciones en las que las fases
coexisten asi como su transicion de una fase a otra. Una transicién de fase ocurre una
vez que el sistema ha superado una barrera de energia, por ejemplo, el cambio de un
sistema liquido a un cristal (sélido).

La cristalizacién es el proceso natural de formaciéon de cristales a partir de una
solucion, mezcla o gas y es fundamental en muchos procesos que ocurren en la na-
turaleza asi como en la industria. Casi todos los productos de la industria quimica,
por ejemplo medicinas y materiales fotograficos, requieren de la cristalizacién para
su manufactura, por lo tanto, el control de este proceso es muy importante. Este
control se puede lograr, en la mayoria de las veces, manipulando los factores internos
y externos, como presion, temperatura o concentracion de particulas, en el sistema.
La cristalizacién es una transicién de fase a presién y temperatura constante en la
que las moléculas de gas o liquido transitan al estado sélido. Esta transicion se puede
dividir en dos etapas, la nucleacién y el crecimiento de dominio.

La nucleacién es la etapa temprana de la cristalizacion y ocurre cuando en el
sistema se presentan fluctuaciones de la densidad que ocasionan que las particulas
comiencen a agregarse. En este primer proceso se forman las semillas de las que se
desprende el crecimiento de los cristales. Es por esto que es importante averiguar
bajo qué condiciones el nimero de nicleos que se forman en el sistema por unidad de
volumen aumenta o disminuye. La variable fisica encargada de medir este fenomeno
es el ritmo de nucleacion y en general es funcién de la diferencia entre potenciales
quimicos de ambas fases (supersaturacién), la tensién superficial y la temperatura
del sistema. Por otro lado, la segunda etapa de la cristalizacion es el crecimiento
de dominio. En esta parte del proceso se describe la cinética espacio-temporal de
la formacion de cristales, una vez que se ha generado la semilla del cristal y es de
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Figura 1.1: (a) Esquema del crecimiento de unidades de nucleacién a partir de
mondmeros que se pegan uno a uno siguiendo el esquema de reacciones bimoleculares
de Becker—Déring. (b) Energia libre de Gibbs durante el proceso de cristalizacién. La
primera etapa del proceso corresponde a nucleacién y la segunda etapa a crecimiento
de dominio. AG* es la maxima energia libre que alcanza el sistema mientras que
AG; es la barrera de energfa libre en el estado tardio. (c¢) Esquema de nucleacién
homogénea. En azul se dibujan las particulas en fase vapor que cuando se condensan,
formando los agregados verdes que ya son una nueva fase.

interés estudiar cémo crece el cristal hasta que se llene completamente el volumen
del sistema, como por ejemplo cuando se forman hielos en una bandeja. En la figura
(??¢) se esquematiza el proceso de nucleacién.

El estudio de la transformacion de fases de liquido a cristal a través de la nuclea-
ciéon, y el subsecuente proceso de crecimiento de dominio, es un problema que ha sido
estudiado desde hace mucho tiempo [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Esto se debe a que la habilidad
de controlar la forma en la que las particulas se cristalizan es de gran importancia
en la medicina, en la industria quimica y en la creacién de nuevas tecnologias. Un
ejemplo que muestra la importancia de estos procesos es la nucleacién de lisozimas.
Las lisozimas son proteinas pequenas, de unos 3.5 nm de largo y una masa de 15 kD
presentes en la saliva de los humanos y la clara de huevo, por ejemplo. La importan-
cia de controlar la formacién de cristales de lisozimas se debe a que estas proteinas
disuelven bastante bien la pared celular de las bacterias, por lo que las hacen un
buen candidato para reemplazar algunos antibiéticos [7]. Otra aplicacién interesante
es que la lisozima proveniente de la saliva humana ayuda a bloquear la infeccion y
replicacion del virus de inmunodeficiencia humana VIH — 1 [8]. Es por esto que la
nucleacién y formacion de cristales de lisozimas ha sido objeto de estudio de manera



intensa en los dltimos afios [9, 10, 11, 12]. Por otro lado, el estudio del crecimiento de
dominio tiene aplicaciones industriales muy interesantes, por ejemplo, la fabricacién
de peliculas delgadas de grafeno se hace mediante la deposicién quimica de vapor
[5, 6] v en estos sistemas la forma y velocidad con la que crece el dominio es un factor
importante.

Hay diversas formas de abordar el problema, abierto atin, que llevan a comprender
diferentes aspectos de los procesos de agregacién y cristalizaciéon. Normalmente, la
nucleacion y el crecimiento de dominio se tratan como problemas independientes. Por
un lado, la teoria clasica de la nucleacién dice como ocurre la formacién de agregados
de materia debida a las fluctuaciones internas o bien por perturbaciones externas. Esta
teoria ha demostrado ser muy exitosa para describir la competencia existente entre
las distintas fuerzas involucradas, en particular, las volumétricas y las de superficie.
Mientras que cuando se analiza el crecimiento de dominio en un sistema, se centra la
atencién en la dindmica del crecimiento de los cristales una vez que la semilla se ha
formado.

El analisis de los problemas de nucleacién homogénea, agregacién en el bulto del
sistema (alejado de las paredes), y el crecimiento de dominio, que por si mismos son
muy interesantes, se complican si los experimentos se realizan en condiciones extremas
de campo eléctrico y magnético [4], con grandes gradientes de concentracion [5], si
existe un gradiente de temperatura [11] o en presencia de un flujo cortante [12, 13, 14],
pues los pardametros fisicos que rigen al sistema cambian. Asi, el problema se convierte
del interés de la termodinamica fuera de equilibrio.

La nucleacién ocurre gracias cuatro procesos fundamentales: reaccion, difusion,
procesos mecanicos y procesos que promueven el movimiento de las interfaces. Cuando
se estudian procesos a altas temperaturas es razonable suponer que en el sistema se
establece un equilibrio entre los procesos de reaccion y difusion, por lo que la dindmica
del sistema involucra exclusivamente al movimiento de la interfase [17].

El comportamiento general de los sistemas en los que hay difusién y reaccion
de particulas en solucion se ve ampliamente favorecida o inhibida por los efectos
de la difusién de particulas en el medio. Al dia de hoy, la relacién entre el ritmo de
nucleacién y la difusién de particulas es un problema abierto que ha sido estudiado de
muchas formas distintas, incluso se propone una solucién en serie de potencias [44] que
no ha sido tan exitosa. En el caso de nucleacién a bajas temperaturas en la transicién
vitrea [45] hay una clara discrepancia entre los valores reportados experimentalmente
y aquellos obtenidos a través de la teoria clasica de nucleaciéon. Algunas referencias
observan el corto alcance de la teoria clasica de nucleacion en el caso de precipitacién
de oxigeno en silicon [46] y de hecho proponen un coeficiente de difusién efectivo
dependiente de la concentracion de oxigeno y lugares vacantes para la nucleacién.
En otros trabajos como el de [47] se propone que el ritmo de nucleacién no sea solo
afectado por el efecto de la difusion, sino que también lo sea por efectos de dimensién,
estructura interna, traslacion y rotacion.

Un problema interesante que se aborda en la termodindmica fuera de equilibrio
tiene que ver con el crecimiento de dominio. Este es un tema que ha sido trabajado
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intensamente en la actualidad en funcién de distintos problemas, tanto para el estudio
de sistemas biolégicos [3], como en el estudio de sistemas en presencia de fuertes
campos magnéticos o de presion [4]. El estudio del crecimiento de dominio tiene
aplicaciones industriales muy interesantes, por ejemplo, la fabricacion de peliculas
delgadas de grafeno se hace mediante la deposicién de quimica de vapor [5, 6] y en estos
sistemas la forma y velocidad con la que crece el dominio es un factor importante que
puede controlarse por la aplicacion de un gradiente de presién o de campo eléctrico.
La pregunta que surge de manera natural es jcomo cambian los parametros fisicos
que determinan el estado del sistema si la nucleacion y el crecimiento de dominio
ocurren en presencia de agentes externos? Para resolver esa pregunta es importante
entender bien cémo ocurren ambos procesos.
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Figura 1.2: Resultados experimentales reportados en [10] para el ritmo de nucleacién
homogénea de lisozimas en solucién en presencia y ausencia de aditivos. Los datos
presentados por los puntos negros son para la nucleaciéon en ausencia de aditivos a
diferentes concentraciones de 50 mg/ml para los cuadrados y de 80 mg/ml para los
ciruclos. Los puntos azules y rojos muestran el ritmo de nucleacion de lisozimas a una
concentracion de 50 mg/ml en presencia de aditivos, glicerol y PEG respectivamente.

Algunos experimentos [10, 11, 12, 15] y simulaciones numéricas de no equilibrio
[13, 14, 16] han mostrado que variaciones en la temperatura del sistema asi como la
presencia de flujos cortantes, pueden tener efectos significativos en la cinética de la
agregacion de particulas y el crecimiento de dominio. Con respecto a la temperatura,
en la referencia [10] se reporta que en la nucleacién de lisozimas, si la temperatura del
sistema disminuye entonces el ritmo de nucleacion homogénea aumenta hasta alcanzar
un maximo y luego decrece, como se muestra en la figura (1.2).

Por otro lado, el efecto de un flujo cortante en la nucleacion homogénea, ver
[12, 14] implica que en el sistema debe haber un cambio en los pardmetros fisicos,



pues se observa una velocidad 6ptima de flujo, la cual asegura el maximo ritmo de
nucleacién. Esto implica que la nucleaciéon tiene un comportamiento no monoténico
como funcién de la velocidad de flujo cortante. En la figura (1.3a) se muestran los
resultados experimentales de [12], donde se observa que al imponer un flujo de materia
puede mejorarse la nucleacién de proteinas. Por otro lado, en la referencia [14], a
través de simulaciones de dinamica molecular browniana, se muestra que el ritmo de
nucleacién como funcion de la velocidad de flujo cortante presenta un comportamiento
similar, ver figura (1.3b).
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Figura 1.3: (a) Ilustracién de los efectos del campo eléctrico, que a su vez induce un
flujo cortante, en el niimero de cristales de ferritina. (A) No hay campo; (B) campo de
50 kV /cm. Las flechas negras apuntan a precipitados amorfos y las blancas apuntan
a cristales fuera del plano focal de la imagen. Imagen original del articulo [12]. (b)
Isotermas del ritmo de nucleacion como funcién de la velocidad de corte 4 para
distintas temperaturas. El ritmo de nucleacion, al igual que la supersaturacion, tiene

un comportamiento no monotoénico cuando 7§ > 7. Figura tomada de la referencia
[14].

En las referencias [17, 18] se presenta un modelo que tiene un acuerdo cualitativo
con las observaciones experimentales y las simulaciones de las referencias [12, 14],
pues indica la existencia de una velocidad éptima de nucleacién. En estos trabajos se
observa que la supersaturacion es funcion de la velocidad promedio de las particulas
en solucién y tiene el mismo comportamiento no monoténico que el reportado en los
experimentos y las simulaciones.
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1.1. Plan de tesis

En este trabajo nos basaremos en el andlisis tedrico de las referencias [17, 18] y
los resultados experimentales de [10, 12] para estudiar los efectos que la temperatura
y el flujo tienen en la nucleacién homogénea y el crecimiento de dominio. El objetivo
es establecer un vinculo entre la nucleaciéon homogénea y el crecimiento de dominio vy,
sobre todo, ver si el comportamiento no monoténico que se presenta en la nucleacion
en presencia de flujos es heredado por el crecimiento de dominio. Para realizar esto
se echa mano del formalismo de la termodinamica fuera de equilibrio, en particular,
de las ecuaciones de reaccion difusion y la aproximacién de Kramers para estudiar el
transporte sobre una barrera de energia libre.

En la primera parte de la tesis se revisan los conceptos bésicos necesarios para el
desarrollo del trabajo. En el capitulo 2 se hace un resumen de dos resultados muy
importantes para el desarrollo del trabajo, la cinética quimica y el transporte de
particulas sobre una barrera de energia libre. En el capitulo 3, se hace una revisién
de los procesos de reacciéon difusién y su importancia en el estudio de sistemas fisicos
fuera de equilibrio. En el cuarto capitulo de esta parte (capitulo 4) se hace una
revisién de la teoria clasica de nucleacion homogénea introduciendo el ritmo o tasa
de nucleacién en el estado estacionario, un parametro que mide el nimero de nticleos
que se foman por unidad de tiempo y volimen en el sistema.

En la segunda parte de la tesis se resumen los resultados de nuestro trabajo. Una
de las contribuciones originales es modelar la constante de frecuencia de adhesién
de particulas al nicleo en términos analogos al tratamiento de Kramers para las
constantes de reaccién quimica. A través de la aproximacién de Kramers, se establece
la dependencia del ritmo de nucleacion con los distintos parametros fisicos del sistema,
coeficiente de difusién de las particulas en solucién, tension superficial y temperatura,
y se prueba la validez y utilidad de la aproximacion comparando el resultado teodrico
con los resultados experimentales de la referencia [10].

En el capitulo 6 se estudia el crecimiento de dominio como una consecuencia de la
nucleacion homogénea. De hecho, se propone que si la tultima reaccion de formacién
de agregados en el sistema en el esquema Becker-Doring es irreversible entonces esta
es la primer reaccién de formacién que da pie al crecimiento de dominio.

Hacia el final de la tesis, en el capitulo 7, se estudia la nucleacién y crecimiento de
dominio en presencia de flujos. Para ello se hace una rapida revision del anélisis teérico
de las referencias [17, 18] y se anade a este andlisis la relacién entre la velocidad de flujo
promedio y la velocidad de flujo cortante. Posteriormente se analiza el crecimiento de
dominio en estas circunstancias. Finalmente, el tltimo capitulo contiene la conclusién
de este trabajo.

La principal aportacion de esa tesis es que se vincula de forma novedosa la nu-
cleacion y el crecimiento de dominio utilizando la termodindmica fuera de equilibrio.
Los modelos propuestos ofrecen, de manera confiable, reproducir el comportamiento
del ritmo de nucleacién y el crecimiento de dominio en términos de la temperatura y
la velocidad de flujo. Es importante mencionar que todos los parametros fisicos invo-
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lucrados en el modelo se pueden encontrar experimentalmente lo que puede ayudar a
proporcionar un buen ajuste a datos experimentales.






Parte 1

Antecedentes






Capitulo 2

Cinética quimica y transporte
sobre barreras de energia libre

En este capitulo se hace un resumen de dos resultados en el contexto de las reac-
ciones quimicas, la cinética quimica y el transporte sobre barreras de energia libre
para asi determinar el ritmo con el que ocurre una reacciéon bimolecular.

2.1. Cinética quimica

Suponga la reacciéon bimolecular simple dada por

kT
A+B—=C. (2.1)

Para esta reaccién quimica, la afinidad definida como la suma del producto entre los
potenciales quimicos de los reactivos y sus coeficientes estequiométricos es

A= —pa—pp+pc, (2.2)

pues los coeficientes estequiométricos de cada especie quimica son iguales a uno.

Si se supone que la solucién es ideal entonces el potencial quimico de la especie
i-ésima se escribe como

pi =y + RT Inx; (2.3)

donde 1Y es el potencial quimico en el estado de referencia, R = kgN4 es la constante
universal de los gases ideales y x; es la fracciéon masica de las especies en solucion.
La fraccién masica es la medida de la concentracion efectiva de las especies en una
mezcla [33].

Fijando el estado de referencia del potencial quimico para todas las especies a

11
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cero, se tiene que

,LLA:RTIH g )
aop
b

MBZRTIH —1,
bo

o = RTIn | S|,
Co

donde ag, by y ¢p, son las concentraciones de las especies en equilibrio. De esta forma
la afinidad de la reaccion esta dada por

ab

apbo

Cc

Co

—1In

A=—RT {ln

] . (2.4)

Un resultado importante extraido de la teoria cinética de gases es la relacion
existente entre la velocidad de reaccién y la afinidad quimica!, ecuacién (3.2), dada
por [19, 21]

(,Uj = —Iij.Aj .

Para el sistema estudiado en este capitulo se tiene entonces que w = —k,A. Cabe
notar que k; = K, es un coeficiente fenomenolégico mientras que k" es el ritmo de
reaccién que rige el proceso (2.1). Sustituyendo la afinidad dada por la ecuacién (2.4)
en la expresion anterior se tiene

_ab. ¢

Co

—1In

w= RTk, {ln

] : (2.5)
aobo

Si adicionalmente se supone que la fraccion masica es pequena, es decir, z; < 1,
entonces los logaritmos se pueden aproximar por una expansion en serie de Taylor,

de tal forma que
ab

aobo

C

Co

w~ RTlk, [

} . (2.6)

Para simplificar la notacién, cominmente se definen los ritmos de reaccién x* y
K~ como

kT = K, RT[agb] ",

k™ = k,RT[co) "

El cociente entre los ritmos de reaccién k™ y £~ da la constante de equilibrio k., [21]

Utilizando las relaciones (2.7) y (2.8) se tiene que

w=rtab— kK c. (2.9)

IEsta definicién se cumple si se supone que |A/RT| < 1, lo cual es vélido como una primera
aproximacion.
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Es importante senalar que este flujo es mas general que la reaccién planteada en
un inicio, pues incorpora el ritmo con el que la sustancia C' se descompone, x~. En
conexion con el problema propuesto inicialmente se debe suponer de forma adicional
que kT > Kk, es decir, que la reaccién quimica ocurre en un solo sentido, como en el
caso de la nucleacion en el estado tardio.

El procedimiento anterior para obtener la cinética de la reaccién quimica (2.1),
ademas de ser muy ilustrativo y didactico, ayuda a entender como es la relacion entre
el ritmo de reaccién quimica k* o k™ y el coeficiente de Onsager k, que es puramente
fenomenoldgico.

En la siguiente seccién se explora un método alternativo al de cinética quimica
clasica para ver cémo es la constante de reaccion k en conexién con la altura de la
barrera de energia libre y el coeficiente de difusiéon molar.

2.2. Transporte sobre una barrera de energia libre

Las reacciones quimicas, asi como la nucleacién y la agregacion, son procesos
activados, es decir, se debe superar una barrera de energia libre para que el proceso
tenga lugar. Esto es, las particulas experimentan una transicion de una region, A,
alrededor de un minimo dado en el espacio de coordenadas atomicas, x, a otra regién,
B, alrededor de otro minimo ubicado en, x;, sobrepasando una barrera de energia
libre. La transicién de particulas a través de la barrera de energia puede ser pensada
como una difusién guiada por fuerzas aleatorias, es decir, las particulas siguen un
movimiento Browniano.

El movimiento aleatorio de particulas en solucién fue analizado a detalle por pri-
mera vez por Robert Brown alrededor de 1827; sin embargo, pasaron casi 80 anos para
que el problema tuviera solucion, presentada por separado en 1905 por Albert Eins-
tein y en 1906 por Marian Smoluchowski. En 1914, Adriaan Fokker y Max Planck,
hicieron un analisis formal de este movimiento suponiendo que la posicién es una
valiable aleatoria con una densidad de probabilidad p(z,t), sustituyendo la idea de
fuerzas aleatorias.

En 1940, Hans Kramers encontré un método aproximado para estimar el ritmo
con el que las particulas cruzan una barrera de energia, inspirado en el trabajo de
Planck, Fokker y Smoluchowski. Este método consiste en describir el movimiento de
las particulas a lo largo de una coordenada de reaccion. El encontré que el ritmo con
el que ocurre este proceso no depende de la forma detallada de la barrera de energia,
sino que su depende de la barrera y las segundas derivadas de la energia alrededor de
los minimos.

El método de Kramers consiste en calcular la constante de reaccién s como
funcién de la energia libre, la temperatura y el coeficiente de difusion. El ritmo del
proceso se puede expresar como la razén entre el flujo de paso de particulas del pozo
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A al pozo B, j, v el numero de particulas en la vecindad del pozo, ny, es decir

= L 2.10
Kp na (2.10)
donde el niimero promedio de particulas en el pozo A se define a través de la densidad
de probabilidad p(x) como

ng = /p(x)da:. (2.11)

Para esto es necesario saber cudl es la probabilidad de que las particulas transiten
de manera Browniana de un estado inicial a uno final. A continuacién se presenta un
resumen del trabajo de Hans Kramers, suponiendo que el lector estd familiarizado
con los resultados basicos de la teoria de procesos estocasticos de Fokker y Planck,
asi como con la ecuacién de Smoluchowski?. En la figura (2.1) se esquematiza el paso
de las particulas sobre la barrera de energia libre.

Figura 2.1: Esquema del paso sobre barreras de energia libre. Se pueden apreciar
tres zonas: A y B alrededor de los minimos locales de la barrera de energia, x, y
respectivamente, y por otro lado C' la zona alrededor del maximo local z.. AG es la
barrera de energia libre que las particulas deben superar para que la transicion se
lleve a cabo. Una vez que las particulas pasan sobre la barrera, cambian de color, lo
que significa que la reaccion quimica se ha logrado.

Partiendo de la ecuacién de Smoluchowski

Op(x,t) = %33[1)(96)29(3% t)] = Ou[F(x)p(x, 1)], (2.12)

2Una excelente referencia es el libro The Fokker-Planck equation de Hannes Risken [34].
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donde D(z) es el coeficiente de difusion y F'(x) es una fuerza de arrastre, definida
como la derivada espacial de la energia libre. Se define la densidad de corriente de
particulas como
j.t) = ~Di,p(a, 1) ~ 7 p(r, ), (213
kgT
La forma de la energia libre define la altura de la barrera que las particulas tienen que
superar. En este caso la densidad de probabilidad p(z,t) representa un conjunto de
particulas brownianas no interactuantes, por lo que es proporcional a N, el niimero
total de particulas en el sistema [23].
Si la barrera de energia es muy grande comparada con la energia térmica del
medio, es decir

AG > kT,

entonces se supone que la distribucién de particulas en la zona A, n,, es parecida, o
del orden de la distribucién en equilibrio, n, >~ nte. Asi se tiene que

Ng / C dx p(z,t). (2.14)

La suposicion que hizo Kramers es que alrededor del minimo, la energia libre puede
aproximarse a través de una serie de Taylor a segundo orden, de la forma

Glz) ~ Glza) + %G”(:va)(x a2 (2.15)

Con esta aproximacion, la integral se reduce a la bien conocida integral de Gauss,
cuya convergencia es suficientemente rapida para extender los limites de integracién
de —o0 a +o0. El resultado de llevar a cabo esta integracion es

27T]{?BT
ng ~ Ny | G ws) exp [—G(x,)/kpT] . (2.16)

Por analogia, el nimero de particulas en el pozo B esta dado por

27T]{ZBT

~ N
My G”(mb)

exp [—G () / kT . (2.17)

Ahora, la pieza restante es la densidad de corriente. Para hacer el cdlculo de la
densidad de corriente de particulas en el maximo de la barrera, se supone que el
sistema se encuentra en el estado estacionario. De la ecuacién (2.13) se sigue que si
7 = jo = cte, entonces

D
kgT
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Para resolver la ecuacién (2.18) primero se debe encontrar la probabilidad p(z). La
solucion de la ecuacién homogénea es

pu = p(za) exp {—

donde es muy razonable pensar que la densidad de probabilidad en la zona A es
proporcional al nimero de particulas en ese pozo, es decir,

p(xa) ~ N exp [_G(xa)/kBT] :
Sea pyu(x) = puf(z), la solucién de la ecuaciéon no homogénea que también se

encuentra por integracién directa [35]. Entonces la solucién general de la ecuacién
(2.18) esta dada por

p(x) = pu(x) + pyvu ()
) oo [552]4 [a [32])

Escribiendo jp como funcién de x, se encuentra que

p(xa) exp [%]

. T T (2.19)
fxa dx’ exp [ kBT}

Una solucién aproximada de la ec. (2.19) se obtiene si se considera la aproximacién
de la energia libre como un potencial armoénico alrededor del maximo, esto es

G(z) ~ G(x.) — %G"(mc)(x —z.)?.

De esta forma, la ecuacién (2.19) es exacta si se extienden los limites de integracién
de —o0 a +00. Incorporando esta suposicion y llevando a cabo la integracion corres-
pondiente, se halla que la densidad de corriente de particulas que pasan a través de
la barrera de energia AG es

j(x)=ND %exp {—%} . (2.20)

Si todas las particulas estdn en el pozo A y siguen una transicion hacia el pozo B
entonces el ritmo con el que este paso ocurre estd dado por (2.10). Por lo tanto

pACHC I CA {— AG“] , (2.21)

po 2k T kgT
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donde AG,. = G(z.) — G(z,) es la energia de activacién. El ritmo inverso, puede
encontrarse por analogia y es

- G”(Q?b) G”(.Tc) AGbc
o =D P T T |

(2.22)

pero en este caso AGy. = G(x.) — G(x3).

Los resultados presentados por las ecuaciones (2.21) y (2.22) validan el resultado
empirico propuesto en 1884 por van’t Hoff que posteriormente fue justificado e inter-
pretado fisicamente 5 afios después por Arrhenius. El célculo original de Arrhenius,
muy distinto al presentado en esta seccién, toma en cuenta el nimero de colisiones
entre particulas con energia cinética mayor a la energia de activacién [23] y utiliza de
argumentos de teoria cinética de gases justifica la relacion exponencial.

Desde que Kramers publicara este resultado ha habido mucho interés sobre la pre-
cision del modelo haciendo hincapié en si se deben tomar términos de orden superior
en la aproximacién de la expansion de la energia libre en serie de Taylor. En 1979 O.
Edholm y O. Leimar mostraron que el error relativo entre el método de Kramers y
las correspondientes soluciones numeéricas de la ecuacién de Smoluchowski decrecen
si se toman términos de orden superior [36]. Sin embargo, ellos concluyen que para
barreras de energia relativamente pequenas, del orden de 6kgT, las diferencias entre
el andlisis numérico y el método de Kramers son pequenas, pero si se tienen barreras
de energia mayores la aproximacion de Kramers deja de ser exitosa.

La mayoria de las reacciones quimicas y otros procesos activados presentan barre-
ras de energia relativamente pequenas. En el caso de la nucleacién, por ejemplo, la
literatura reporta resultados experimentales [9], tedricos [37] y computacionales [38]
sobre el valor de la energia de activacion para distintos sistemas. Sin embargo, todos
ellos coinciden en que este proceso activado tiene barreras de energia pequenas. Un
ejemplo experimental interesante se encuentra en la referencia [39], donde hallan que
la barrera de energia libre para la nucleacién de silicio en peliculas delgadas es de unos
2.1 electron-volts a una temperatura de 983 K. Este resultado confirma la validez de
la aproximacién de Kramers para dicho proceso.

2.3. Ritmo de reaccion

En la primera seccién de este capitulo, se estudié la cinética de la reaccion bimo-
lecular simple, ecuacién (2.1), dada por

A+BSC, (2.23)
y se obtuvo que el ritmo de reaccién . se encuentra determinado por
kT = k,RT]agh] ', (2.24)

donde k, es un coeficiente fenomenoldgico.
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Por otro lado, en la seccién 2 se estudié céomo es el paso de particulas sobre una
barrera de energia y se encuentra que el ritmo de transicién se puede escribir, bajo la
aproximacién de Kramers, como

kT =D

G(wa) G"(x) [ AG]7 (2.25)

o2nkpT " RT

donde R es la constante universal de los gases, AG es la energia molar de activacion
y D es el coeficiente de difusién por mol, como es usual en quimica.

Es importante mencionar que el resultado mostrado por la ecuacién (2.25) es
valido para cualquier proceso activado que consista en una reaccién bimolecular e in-
volucre barreras de energia en las que AG > RT. Ambos resultados, (2.24) y (2.25),
son correctos y pueden ser utilizados para estudiar como es el ritmo con el que ocurren
los procesos activados. Sin embargo, ambos tienen sus ventajas y desventajas, depen-
diendo de los objetivos que se persigan. El primero tiene la desventaja de depender
de k,, un coeficiente fenomenolégico indeterminado, mientras que el segundo nos da
informacion adicional dependiendo de la altura de la barrera de potencial.



Capitulo 3

Procesos de reaccion-difusion

Para el estudio de sistemas en equilibrio termodinamico, el estado del sistema
se caracteriza por un conjunto de pardametros independientes, llamados variables de
estado. Estas variables macroscopicas son independientes del tiempo y de la posicion
y describen al sistema como un todo. Ejemplos de estas variables de estado son
la temperatura, entropia, energia, volumen y potencial quimico. A diferencia de la
termodinamica de equilibrio, en la termodinamica de no equilibrio las variables de
estado son campos, es decir, dependen de la posicion y del tiempo. Por ejemplo, en
equilibrio la energia interna U es funcién de la entropia S, el volumen V' y el niimero
de particulas N; fuera de equilibrio la energia interna sigue siendo funcién de estas
variables termodinamicas, pero también es funcién de la posicién y el tiempo.

El campo de la termodindmica fuera de equilibrio estd basado en las mismas
leyes de conservacion que el de la termodindmica de equilibrio; sin embargo, nos
ofrece un panorama general de la descripcién de procesos irreversibles. A través de la
termodindmica irreversible lineal (TIL), propuesta sisteméticamente por Meixner y
Prigogine alrededor de 1940 [19], da sustento a la descripcién de procesos de transporte
y fundamenta tedricamente leyes empiricas como la ley de Fourier, la ley de Ohm y
la ley de Fick.

La TIL tiene como hipdtesis fundamental la hipdtesis de equilibrio local la cual
dice que aunque el sistema no esta en equilibrio termodindmico, dentro de ¢l hay un
niumero grande de subsistemas que se encuentran en equilibrio termodinamico local
con los subsistemas que lo rodean [19, 20, 21].

En este trabajo se abordan los procesos de reaccion-difusién utilizando argumentos
de termodinamica irreversible lineal [19, 22]. Para ello es necesario delimitar con
precision el sistema termodindmico que se estudiara.

3.1. Relacién entre flujos y fuerzas

Imaginemos un sistema a temperatura constante 7', compuesto por N tipos de
particulas diferentes, sujetas a R reacciones quimica. La difusién es el transporte de

19
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masa que regula o compensa la diferencia de concentracion de una especie en una
solucion o suspension. El flujo difusivo esta dado por la primera ley de Fick, que
establece que el flujo de materia J: va de zonas de mayor concentracién a zonas de
menor concentracion, es decir va como el negativo del gradiente de la concentracién
de la especie i-ésima, [¢;]. Por tanto,

-

donde D; es el coeficiente de difusion de la especie i-ésima.

Por otro lado, las reacciones quimicas indican como ocurre la transformacion de
materia de acuerdo con la ley de accion de masas. El flujo termodinamico asociado
a las reacciones quimicas es la velocidad de reaccién. En la TIL, la velocidad con la
que ocurre la reaccién j-ésima w; estd dada por

w; = —l'ij.Aj (32)

donde k; es el ritmo macroscépico de la reaccién j-ésima y A; es la afinidad de la
reacciéon j-ésima, definida como

Aj== vy (3-3)
k=1

donde g, es el potencial quimico de la especie k-ésima y vy; es el coeficiente este-
quiométrico de la especie k-ésima en la reaccion j-ésima. La afinidad de una reaccion
quimica es la fuerza que propicia las transformaciones. Si tenemos afinidad distin-
ta de cero, entonces el sistema no esta en equilibrio termodinamico y las reacciones
quimicas seguirdn ocurriendo hasta llevar al sistema al equilibrio [20, 21].

En un esquema completamente general, se escribe la produccion de entropia, o,
para este sistema como

R
1 > Vi
U:_T ZJzT—i—Zw]A] y (34)
i=1 7j=1
donde + = 1,2,..., N son las especies y j = 1,2,..., R son las reacciones quimicas,

T es la temperatura del sistema, J; es el flujo difusivo y u; el potencial quimico de la
i-ésima especie, A; es la afinidad quimica y w; la velocidad de la j-ésima reaccion.

Una vez que hemos escrito la produccién de entropia en el sistema (3.4) escribimos
las relaciones que existen entre los flujos acoplados utilizando las leyes fenomenologi-
cas lineales [19, 22] como sigue

- 1

1
wj =~ L Vi + LAyl (3.6)
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donde J; es el flujo de masa por especie y a w; el flujo debido a la reaccién. Los
coeficientes I, L;; y L;; son denominados coeficientes fenomenolégicos de Onsager
[19] e indican el acoplamiento proporcional que hay entre los flujos y las fuerzas.

Es importante notar que en el flujo debido a la reaccién (3.6), uno de los coefi-
cientes es un vector mientras que L;; y L;; son cantidades escalares; las cantidades
que tenemos que encontrar tienen un caracter tensorial diferente, lo que a primera
mano complica el andlisis del sistema.

Este acoplamiento es inicamente valido en medios donde no hay simetria espacial,
es decir, medios anisotropicos. Sin embargo, en medios donde las propiedades de
equilibrio son las mismas en todas direcciones, medios isotrépicos, no todos los modos
de acomplamiento son admisibles [22].

En un medio isétropo las ecuaciones (3.5) y (3.6) cambian, reduciéndose a

. 1
R A VTP )
J; T iV i (3.7)

(,Uj = —ij.Aj, (38)

donde los coeficientes L;; y L;; son cantidades escalares. La razon de este tratamiento
es que en un medio isotropico un cambio de signo debe mantener todos los coeficientes
fenomenolégicos invariantes. La condicién de no acoplamiento entre cantidades esca-
lares y vectoriales se conoce como el principio de Curie-Prigogine pues en el trabajo
de Curie se indica las relaciones de causa efecto en sistemas de diferente simetria, y
fue extendido por Prigogine a sistemas irreversibles [22, 20].

Ejemplos del no acoplamiento de flujos difusivos y de reaccion en medios isotropi-
cos pueden encontrarse en [22, 17], que describen con detalle el problema de una caja
negra que consiste en un reactor quimico a temperatura 7' constante que convierte
elementos A en B a un ritmo K, es decir

Ky

A—FB.

3.2. Ecuacion de reaccidon-difusion

Sea [¢;] la concentracién de particulas de la especie i-ésima, definida como la razén
del nimero de particulas de esa especie entre el volumen total del sistema, es decir
1
v

[ci] =

A partir de esta definicién, escribimos la ecuacién de continuidad [19, 20, 22, 23] para
la concentracién de la especie i-ésima como

R

Jj=1
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Por la primera ley de Fick, ecuacion (3.1), se reescribe la ecuacién (3.9) como

Oilci] = =V - (=D;V[ei]) + Y vijw; - (3.10)

J=1

Si suponemos, a primera aproximacion, que los coeficientes de difusién D; son cons-
tantes en el espacio, entonces

R
8t {Cl] = DZVQ[CZ] -+ Z VijWj , (311)

j=1

donde V2 = V -V es el laplaciano.

La ecuacién (3.11) es conocida como la ecuacién de reaccién—difusién de la especie
i-ésima y es utilizada para modelar fenomenos fisicos, bioldgicos, geoldgicos e inlcuso
algunos fenémenos econémicos. Los ejemplos mas clasicos se encuentran en las refe-
rencias [24, 25, 26, 27]. Matematicamente, es una ecuacién parabdlica no-lineal en
[¢;], cuyas soluciones analiticas son muy dificiles de encontrar. Por lo tanto, general-
mente se resuelven utilizando métodos computacionales como diferencias finitas. La
no—linealidad de esta ecuacion depende de la complejidad del conjunto de reacciones
quimicas.

Sin embargo, hay algunas soluciones exactas de las ecuaciones de reaccién difusion,
como por ejemplo la bien conocida ecuacién de onda de Fisher—-Kolmogorov [28], dada
por

O = DV?u + u(l — u), (3.12)

donde wu representa la poblacion local que caracteriza el estado del sistema. Fisher
la obtuvo al estudiar la dinamica de la invasién de una poblacién estable en una
inestable [28] en sus estudios de genética [25]. La solucién general de (3.12) esta dada
por

v x — vt
= —erfe | =—— 1
u(z,t) 4Derc<2@>, (3.13)

donde v es la velocidad de reaccion. Esta solucion describe un frente de concentraciéon o
poblacién u que se mueve con velocidad v/2 [28, 25]. Cabe mencionar que en términos
mas generales la ecuacion de Fisher corresponde a la dindmica de una sola especie.
Sin embargo, el esquema general permite acoplar N ecuaciones del tipo (3.11), lo que
lleva a un comportamiento mas complejo e interesante que involucra una dinamica
completamente diferente, que puede originar patrones o estructuras de no—equilibrio
en el estado estacionario. Por ejemplo, si se tiene un conjunto de reacciones cataliticas
como el bruselador, propuesto por Ilya Prigogine y sus colaboradores de la Universidad
Libre de Bruselas [29], se da origen a estructuras espaciales estacionarias [21] de gran
interés tedrico y experimental, pues representan sistemas quimicos lejos del equilibrio.
El modelo del bruselador, en cuyo estudio profundizaremos en la siguiente seccién,
no es un divertimento tedrico, si no sirve para modelar fenémenos naturales como el
reloj quimico Belousov—Zhabotinsky [30].
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3.2.1. Reacciones acopladas: bruselador

En esta seccion utilizaremos al bruselador como un ejemplo de un conjunto de
reacciones acopladas y encontraremos las ecuaciones de reaccién difusién que este
modelo arroja.

Supongamos un sistema homogeneo de volumen V = L3 constante, sujeto a una
temperatura 7' constante. En este sistema tenemos inicialmente 2N particulas de
dos tipos diferentes, A y B, que se difunden libremente en todo el volumen que las
contiene, segun la primera ley de Fick. Estas particulas estan sujetas al siguiente
esquema de reacciones quimicas irreversibles:

Al x
B+X v 4D,
2X +V 223X,

X Mp

Por lo tanto, la reaccion neta de este esquema es
A+B—D+FE.

En el andlisis siguiente supondremos que los productos D y E son removidos del
sistema tan pronto son creados [21]. De este esquema se desprenden las ecuaciones de
reaccién difusién para la especie activadora [X] y el sustrato [Y] dadas por
01| X] = DxV?[X] + ki[A] — ko[ B][X] + k3[X]?[Y] — ku[X], (3.14)
O[Y] = Dy V2[Y] + ko[ B][X] + k[ X]?[Y]. (3.15)
Para simplificar (3.14) y (3.15) establecemos pardametros o constantes controladas que
son

Dy Dx
d=— N t/ =—t )
Dy L?
—— y = v
L’ L
Usando estas nuevas definiciones en las ecuaciones (3.14) y (3.15), se tiene
Ox =V +~(a—xb+ay — ), (3.16)
Oy = dV>3y + v(zb — zy), (3.17)
donde v, a, b, x y y estan dadas en funciéon de las constantes de reaccién k; como
LQ
=—%k
fy DX 4 7
]{71 k?g k2
=—y/—[A b=-—[B
a k4 k’4 [ ] ’ k4 [ ]
ks ks
— 21X — 2y
o= 2, e1d
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Inmediatamente podemos observar que el conjunto de ecuaciones (3.16) y (3.17) son
no lineales en z* y y* y no necesariamente tienen solucién analitica exacta. Sin em-
bargo, podemos resolverlas utilizando algunos métodos de integracion numeérica.

Resultados de integracion numérica para el Bruselador

En esta seccion se muestran algunos resultados obtenidos al integrar numérica-
mente las ecuaciones (3.16) y (3.17). Se utiliz6 el método de diferencias finitas para
la parte espacial acoplado al iterative Crank—Nicholson para la parte temporal (ver
apéndice al final del capitulo).

Las ecuaciones (3.16) y (3.17) dependen de 4 pardmetros diferentes. Esta variedad
de parametros arroja, a su vez, una gran cantidad de resultados diferentes. No es
objeto de este trabajo estudiar los patrones resultantes al variar tal o cual parametro;
para ello se recomiendan las referencias [20, 31, 32].

Para las simulaciones, los parametros que se dejaron fijos en cada corrida son
L =200,a=1,b= 19, v = 10000 y d = 20. Las condiciones de frontera son
periodicas e inicialmente se utiliza una distribucién aleatoria de concentracion en el
espacio, con la idea de llegar al estado estacionario desde cualquier configuracion
inicial. En la figura siguiente se muestran los resultados de las simulaciones.

7 18
6 16
5 14
4 12
3 1

2 08
1 06
0 04

a) Especie activadora X ) Sustrato YV

Figura 3.1: Solucién de la concentracién de la especie activadora y del sustrato me-
diante integracion numérica en el estado estacionario.

Los esquemas mostrados en la figura (3.1) son llamados los patrones de Turing
de las especies activadora y sustrato [20, 32]. Estos patrones muestran, de forma
esquematica, la distribucion espacial de las concentraciones de x y y cuando se ha
alcanzado un estado de equilibrio inestable. Por ejemplo, los patrones tipo franja o
panal representan diferentes estados de equilibrio inestable [31].
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Uno de los elementos mas interesantes en el estudio del conjunto de ecuaciones
dado por (3.16) y (3.17) es que exhibe patrones estables bien localizados. La presen-
cia de difusién de la sustancia inhibidora cambia el comportamiento de la solucién
drasticamente. Utilizando estos métodos numéricos es posible ver el como el sistema
procede en el estado estacionario y predecir la localizacién y estabilidad del dominio.

3.3. Ecuacion Fisher—Kolmogorov

En esta seccion se estudia con todo cuidado la ecuacion de Fisher—Kolmogorov y
sus soluciones en una dimensién espacial. Alrededor de 1937, Fisher [25] propuso una
ecuacion de reaccién difusion dada por

O = DV*u + ku(1l — u), (3.18)

para modelar la propagacion de genes en un medio homogéneo. El objetivo de esta
seccion es analizar dicho modelo y presentar una solucién analitica a la ecuacién

(3.18).

3.3.1. Un primer analisis: independencia espacial

Como primera aproximaciéon al modelo de Fisher-Kolmogorov, eliminemos la de-
pendencia espacial en la ecuacién (3.18), haciendo V?u = 0. Por lo tanto,

% = rku(A —u). (3.19)
La relacién (3.19) es conocida como la ecuacién logistica y describe, de una manera
bastante exitosa, el crecimiento de poblaciones como un proceso en el que hay cre-
cimiento exponencial para valores pequenos de u(t) hasta alcanzar un valor limite
en u(t) = A bajo la resticcién de que £ > 0, en otro caso el comportamiento de la
solucién es una caida exponencial a cero [41]. El valor k > 0 representa una situacién
fisica real como veremos en la siguiente seccién. La solucién exacta de (3.19) es

B A
1 4ent’

u(t) (3.20)
En la grafica siguiente se presenta el comportamiento de la solucién dada por (3.20)

para 3 valores distintos de k.

Anadlisis de estabilidad lineal

Si se supone dyu(t) = 0 en la ec. (3.19) se encuentran las soluciones estacionarias
de la ecuacién que son us = 0 y us = A. Fisicamente estas soluciones indican que
u(t) es constante, es decir, no hay acumulacién de masa o energia en un intervalo de
tiempo.
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Figura 3.2: Solucién del modelo logistico para k = 0.5, k =1,y k = 1.5. Se ha fijado
la concentracion limite A = 0.4.

Cuando hay pequenas perturbaciones 0(¢) alrededor de la solucién estacionaria se
tiene que u(t) = us + 0(t) . Tomando esta aproximacién en (3.19)

d
%[%4—5(1?)] = kfus + 0(t) {1 —us — 0(t)} . (3.21)
Tomando solamente los términos lineales en §(t) entonces
%Ef) = r6(t){1 — 2u?}. (3.22)

Para la solucién estacionaria trivial ugy = 0 se tiene una solucién estable si k < 0,
porque 6(t) decae exponencialmente a cero mientras ¢ tiende a infinito. Por otro lado,
si K > 0 y t tiende a infinito, la solucién es localmente inestable, pues d(t) crece
exponencialmente. De igual forma, u; = 1 es estable si kK > 0 e inestable en el caso
contrario. Estamos buscando soluciones que se separen de us = 0 y tiendan a us = 1,
por tanto tendremos soluciones fisicamente validas cuando x > 0. Este comporta-
miento se representa en la figura (3.3). El pardmetro x se asocia a constricciones que
mantienen al sistema lejos del equilibrio. Asi, cuando k alcanza un determinado va-
lor, la rama se hace inestable pero al mismo tiempo se abre la posibilidad a nuevas
soluciones originadas por fluctuaciones[20].

3.3.2. Dependencia espacial

En esta seccién encontramos una solucién a la ecuacién de Fisher-Kolmogorov
proponiendo una solucién en serie de potencias. Si v = wu(z,t) entonces (3.18) se
reduce a

O = DO*u + ku(l — u).

Una suposicién valida para resolver la ecuacién anterior, [42, 43|, es suponer que
u = u(§), donde £ = +x — vt. Esta hipétesis implica que u(x,t) tiene una solucién
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(a) o(¢) alrededor de us = 0. (b) 6(t) alrededor de ug = 1.

Figura 3.3: En ambas figuras se dibuja con color rojo el comportamiento de § para
k> 0y en azul el comportamiento de § para xk < 0.

tipo onda viajera, donde v es la velocidad con la que se propaga el frente de la
misma. Sustituyendo en u(&) en la ecuacién (3.3.2) se obtiene una ecuacion diferencial
ordinaria no—lineal:

W' (€) + and (€) + Bul€)[1 — u(§)] = 0, (3.23)

donde « = v/D y = k/D. Notemos que el coeficiente @ no esta determinado, pues
no conocemos el valor de la velocidad con la que se propaga el frente de la onda.
Por otro lado, por el andlisis de estabilidad lineal, se sabe que para tener resultados

estables k > 0; ademas D, el coeficiente de difusion, es siempre positivo, por tanto
8> 0.

Sea u(&) =D o fal&)€" con fo(§) =1, donde f,(&) es una funcién arbitraria de
&y € # 0 es un parametro de expansion arbitrario muy pequeno comparado con a 'y
B. La expansion de esta serie es

u(€) =1+ ef1 (&) + Efo(&) + Ef3(6) + - - -
Sustituyendo u(§) en (3.23) se tiene

o

[ + afi()e+ 8D ful&)e" +
=0 n=0

an(@e"] =0.

Desarrollando la expresién anterior y tomando en cuenta que €" # 0 para toda n,
entonces cada uno de los coeficientes debe ser igual a cero. Por lo tanto, se tiene un
conjunto infinito de ecuaciones diferenciales acopladas para cada f,(§) dadas por

1(€) +afi(§) = BAE) =0,
2 (&) + af3(€) = Bf2(€) = BF(E),
5 (&) + af3(8) — Bf(8) = 28f1(§) f2(6),

n
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La ecuacién para fi(£) es exacta y su solucién es fi(£) = AeM€ + Be2t  donde Ay
B son constantes a determinar via condiciones iniciales y

Ao =

Se debe ser cuidadoso a la hora de tomar la raiz de A que otorga una solucién fisica
real, pues mientras « crece A; converge a ceroy A, diverge. Por el contrario si o toma
valores negativos el comportamiento de A; y Ay es el opuesto. Para efectos de este
trabajo supondremos que la onda se mueve en la direcciéon positiva del eje de las &,
por lo que se toma A = A; y escribimos la solucién para f;(£) como

fl(g) - A€A£7
con
Ao O + a2 +4p
= 5 .

Para resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas escrito anteriormente
solo es cuestion de encontrar la solucién particular de cada una de las ecuaciones
restantes. Finalmente se encuentra que

B 6A2€2A§

28 = i ona = 8’
B2A363A5

f3(£) - 2 _ 2 _ )

(4A% + 2A0 — B)(9A* + 3Aa — B)
Sustituyendo los valores de fi, fa, f3,... en la propuesta de solucién u(§) se tiene
2 420206
_ AE e“A%e
u(§) =1+ €ede +4A2/ﬁ—|—2Aa/6—1
3 A3 o3¢
+ £’ b (3.24)
(4A2/B +2Aa /B — 1)(9A2 /5 + 3Aa /5 — 1)

La relacion (3.24) es la solucién general en series de la ecuacién (3.23). La pregunta
ahora es si la serie converge y, de hacerlo, a qué converge. Lo que haremos ahora es
ver para qué valores de a y n la solucién (3.24) es igual a una expansion binomial y
por lo tanto converge.

La relacién (3.24) es idéntica a la relacién (2.7) del trabajo de P. Kaliappan [43]
bajo la suposicién de que m = A/\/B 'y ¢ = a/+/B, por lo que su anélisis es perfecta-
mente aplicable al nuestro'. El resultado que se encuentra en [43] es que para n = —2

!De hecho, en la referencia [43] se hace un desarrollo similar al realizado en esta seccién, sin
tomar en cuenta los coeficientes o y 8 que proporcionan la informacién fisica relevante.
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y ¢ = 5/4/6 la serie converge, validando al trabajo de 1979 de M. Ablowitz [42]. Ade-
cuando estos resultados a nuestro analisis se obtiene finalmente que a = 5\/§ . Este

resultado permite reescribir A como A = /3/6. Comparando esta solucién en serie
de potencias con el desarrollo del binomio se encuentra que la solucién general para

estos valores de a y n es
—2
u(€) = |1+ Aexp {\/gﬁ}] . (3.25)

10 10 10
8 8 8
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a
.S 4 S 4 4
~ ~
2 2 2
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-L 0 L -L 0 L
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Figura 3.4: Comportamiento esquematico de la solucién (3.26) como funcién de z y ¢
para distintos valores de 7 y A, lo que corresponde a variar el coeficiente de difusion
de las particulas en solucion o la temperatura del sistema.

Como ¢ = +x — vt y también o = 5\//6 = v/D y B = k/D, por tanto v =
5y/kD /6. Sustituyendo este resultado en (3.25) se tiene una forma alternativa de
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Figura 3.5: Velocidad como funcién del coeficiente de difusion y el ritmo de reaccion.

escribir la solucién general que es
z  t\]7’
u(z,t) = |1+ Aexp j:X - — . (3.26)
T

donde \ = \/@ yT = % son la longitud caracteristica y el tiempo caracteristico de
reaccién, respectivamente.

La razon ’;\ define la velocidad caracteristica de traslacién del frente v. De modo
que v es funcion del coeficiente de difusion y el ritmo de reaccion, es decir,

A 125Dk
=== . 3.27
! T 6 ( )

En la figura (3.5) se grafica de manera esquemdtica el comportamiento de la
velocidad del frente como funcion de los parametros de interés fisico, el coeficiente de
difusién y el ritmo de reaccion.
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Apéndice: Cédigo en C++

#include<iostream>
#include<fstream>
#include<vector>
#include<cmath>
#include<cstdlib>
#include<time.h>
#include<iomanip>
#include<string>
#include<cstdio>
#include<sstream>
#include <GL/glut.h>
#include <GL/freeglut.h>

using namespace std;

double dr,idr2,dt,dtp,tercio,g,d,A,B,rojo,verde,azul,t,maxX,minX ,maxY ,minY;
int x,y,w,Nt ,N,malla,tipo,imp,mainWindow ,subWindow;

bool par,play,grad;

vector< vector<double> > X,Y,d2xX,d2yX,d2xY,d2yY,sX,sY,Xp,Yp;

ofstream Xi,Yi;

void sintaxis(){
cout << endl;
cout << ”\t\t sk sk ok Kk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok Kk ok ok ok ok ok sk ok Ok kR ROk ok kR ok kR ok kT << endl;
cout << "\t\t xx El programa se debe de correr\t**” << endl;
cout << "\t\t x*x con la siguiente sintaxis:\txx” << endl;
cout << "\t\t =x ./turingV A B gamma d \t**” << endl;
cout << ”\t\t Kok sk ok K K oK K kK K Kk ROk R K KKK KR Rk R kR Rk kkokok R k) << endl
cout << endl;

}

void header (){
cout << endl;
cout << TN\B\T  skokokokokokokokokokokskok kit otk ok kot ok Rk kR R R R R R RRokokokoRoRk k7 << endl
cout << "\t\t #x\t\t\t\t\t*x” << endl;
cout << 7\t\t *%\t\tBRUSELADOR\t\t*%” << endl;
cout << "\t\t #x\t\t\t\t\t**” << endl;
cout << TN\EBN\T  skokokoskokokokokokokokoskokokokok otttk otk kR kR kR kR R RoRsRoRRoRoRoR k7 << endl
cout << "\t\t #x\t\t\t\t\t**” << endl;
cout << 7\t\t *x\t\tParametros: \t\t#x” << endl;

cout <<”\t\t xx\t\tMalla =" << setw(3) << malla << "\t\t#*x” << endl;
cout <<”\t\t *x\t\tdr =" << setw(6) << dr << 7\t\t#**” << endl;

cout <<”\t\t xx\t\tdt =" << setw(6) << dt << 7\t\t#**” << endl;

cout <<"\t\t #x\t\tdA = << setw(6) << A << ”\t\txx” << endl;

cout <<”\t\t #x\t\tB =" << setw(6) << B << 7\t\t*x” << endl;

cout <<"\t\t #xx\t\tgamma =" << setw(6) << g << "\t\txx” << endl;
cout <<”\t\t #x\t\td =" << setw(6) << d << ”\t\t*x” << endl;

cout << "\t\t #x\t\t\t\t\t**” << endl;
cout << PN\ T\ T sokskokohoskomok skt skok o skokok ok ok ok R kR R kR R Rk ok Rk kR kR okx ) << end

}

void imprimir(double t){
ostringstream nombreX;
ostringstream nombreY;
nombreX << ”"X” << imp << ”_ecs.dat”;
nombreY << ”"Y” << imp << ” _ecs.dat”;
Xi.open(nombreX.str().c_str());
Yi.open(nombreY.str().c_str());
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Xi << 7# £ << t << ’\n# A7 << A << "\n# B:” << B << "\n# gamma:’ << g << "\n#
d:” << d << endl;
Yi << 74 17 <<t << \n# A7 << A << "\n# B:” << B << 7\n# gamma:” << g << "\n#
d:” << d << endl;
for (x=0; x<N; x++){
for (y=0; y<N; y++){

Xi << x*xdr << 7 7 << yxdr << 7 7 << X[x][y] << 7\n”7;
Yi << X*dr << ” ” << y*dr << ” ” << Y[X][y] << 77\n77;
}
Xi << 7?\n”;
Yi << ”\n”;

}

Xi.close();
Yi.close ()

)

}

void iniciales (){
//Constantes de la malla
malla = 2;
dr=0.01;
/] dr = 1;
N = int(ceil(malla / dr));
// dt=0.01;
dt = 0.000001;
tipo=1;
t=0;
imp=0;
play=false;
par=true;
grad=true;

idr2 = 1.0/(drxdr);
tercio = 1.0/3.0;

//Definicion de las concentraciones X,Y en cada punto del espacio
X.resize(N);
Y.resize(N);
Xp.resize(N);
Yp.resize(N);
sX.resize(N)
sY.resize(N);
d2xX.resize (N);
d2xY.resize (N);
d2yX.resize (N);
d2yY.resize (N);
for (x=0; x<N; x++){
X[x].resize(N);
Y[x].resize(N);
Xp[x].resize(N)
Yp[x].resize(N);
)
)

)

)

sX[x].resize(N);

sY[x].resize(

d2xX[x].resize(ﬁ);
d2xY[x].resize(N);
d2yX[x].resize(N);
d2yY[x].resize(N);
}
minX = X[0][0];
maxX = X[O][0]§
minY = Y[0][0];

maxY = Y[0][O0];
// Condiciones iniciales
for (x=0; z<N; x++){

for (y=0; y<N; y++){
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//
//

}

vo

}

vo

//
//

//
//
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//Caja de Huevos
X[x][y] = (sin(x*(1./N)*10%3.14159)*sin (y=*(1./N)*10%3.14159) + 1) /4;
Y(x][y] = (sin(x*(1./N)%10%3.14159)=*sin(y*(1./N)%x10%3.14159) + 1) /4;
//Franjas
X[x][y] = (x%AN/10)==0)7(X[x][y]=1) : (X[x][y]=0);
Y(x][y] = (x%AN/10)==0)?(Y[x][y]=1): (Y[x][y]=0)
//Random
X[x][y] += rand () *(0.5 — 0.0) /(RAND_MAX-+1.0) + 0.0;
Y[x][y] += rand () *(0.5 — 0.0) /(RAND_MAX+1.0) + 0.0;
if (X[x][y]>maxX) maxX=X[x][y];
if (X[x][y]<minX) minX=X[x][y];
if (Y[x][y]>maxY) max¥=Y[x][y];
; if (Y[x][y]<minY) min¥=Y[x][y];
}
id anterior(){

for (x=0; x<N; x++){
for (y=0; y<N; y++){

Xplx][y] = X[x][y];
vpl=x]ly] = ¥Y[x][v];

}

id evolucion (){

minX = X[0][0];

maxX = X[0][0];

minY = Y[0][O0];

maxY = Y[0][O0];

for (x=0; x<N; x++){
for (y=0; y<N; y++){
//Calculo del maximo y minimo para el gradiente de colores
if (X[x][y]>maxX) maxX=X[x][y];
if (X[x][y]<minX) minX=X[x][y];
if (Y[x][y]>maxY) max¥=Y[x][y];
if (Y[x][y]<minY) min¥=Y[x][y];

// Fuentes de las concentraciones de las especies X,Y

//Articulo Conventional and Unconventional

- sX[x][y] = d2xX[x][y] + d2yX[x][y] + g*(A + X[x][y]+X[x][y]*Y[x][y] — X[x][«
yl)s
sY[x][y] = a  (d2xY[x][y] + d2yY[x][y]) + gx(B+X[x][y] — X[x][y]*X[x][y]xY

[x1[y]);

//Bruselador
SX[X}][Y] T <]i[2x)]()[XHy] + da2yx[x][y] + gx(A —BxX[x][y] + X[x][y]*X[x][y]*Y[x][y¢
- Xlx]lyl]);
SY[X]][;] = dx(d2xY[x][y] + a2yY[x][y]) + gx(B«X[x][y] — X[x][y]*X[x][y]+Y[x][«
yl)s

//Articulo Stable Squares

sX[x][y] = A — (B+1)*X[x][y] + X[x][y]*X[x][y]*Y[x][y] + alphaxcos(2*pixfxt«
) + Dx x (d2xX[x][y] + d2yX[x][y])
T ])SY[XHY] = BxY[x][y] — X[x][y]*X[x][y]*Y[x][y] + Dy * (d2xY[x][y] + d2yY[x¢
y

// Avance en el tiempo con el peso adecuado por el metodo ICN
X[x][y] = Xp[x][y] + dtpxsX[x][y];
Y{x][y] = Yp[x][y] + dtpxsY[x][y];
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}
}

void derivadas (){
// DERIVADA DE SEGUNDO ORDEN EN DIFERENCIAS FINITAS
// Para puntos centrales

for (x=1; x<N-—-1;
for (y=0; y<N;

x++){
y++){

d2xX[x][y] = idr2x(X[x+1][y] — 2.0«X[x][y] + X[x—1][y]);
d2x¥[x][y] = idr2x=(Y[x+1][y] — 2.0xY[x][y] + Y[x—1][y]);
}
for (x=0; x<N; x++){
for (y=1; y<N-1; y++){
d2yX[x][y] = idr2=(X[x][y+1] — 2.0«X[x][y] + X[x][y—1])
d2yY[x][y] = idr2=(Y[x][y+1] — 2.0% [y] + Y[x][y—1]);
}
// Para los puntos iniciales y finales
for (y=0; y<; y++){
d2xX [0] [y] = idr2=(X[1][y] — 2.0«X[0][y] + X[N—1][y]);
d2xY [0][y] = idr2x(Y[1][y] — 2.0xY[0][y] + Y[N—-1][y]);
d2xX [N—1][y] = idr2*(X[0][y] — 2.0xX[N—1][y] + X[N—2][y])
; d2xY [N—1][y] = idr2*(Y[0][y] — 2.0xY[N—1][y] + Y[N—-2][y]);
for (x=0; x<N; x++){
d2xX[x][0] = idr2x(X[x][1] — 2.0%X[x][0] 4+ X[x][N—1]);
d2xY[x][0] = idr2x(Y[x][1] — 2.0xY[x][0] + Y[x][N—1])
d2xX [x][N—1] = idr2*(X[x][0] — 2.0xX[x][N—-1] + X[x][N—=-2]);
d2xY [x][N—1] = idr2%(Y[x][0] — 2.0%Y[x][N—1] + Y[x][N—-2]);
}
}

void integracion(){

anterior () ;

//ICN

for (w=0; w<3; wt++){
if (w<2) dtp = 0.5xdt;
else dtp = dt;
derivadas () ;
evolucion () ;

}

//Euler

//
//

dtp=dt;
derivadas () ;

// evolucion();
t+=dt;
if (play=—true) glutPostRedisplay();

void parametros (){
ostringstream timpar;
timpar << "t =7 << t;
glColor3f (0.0, 0.0, 0.0);
glRasterPos2f (2.0, N—15);
glutBitmapString (GLUT_BITMAP_HELVETICA_12, (unsigned charx)(timpar.str().c_str())«
k)
ostringstream paramax;
if (tipo==1) paramax << ”"max = ” << maxX;
else paramax << "max = 7 << maxV;
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glRasterPos2f (N—35, N—15);

glutBitmapString (GLUT_BITMAP_HELVETICA_12,
));

ostringstream paramin;

if (tipo==1) paramin << ”"min = ” << minX;

else paramin << "min =7 << minY;

glRasterPos2f (N—35, 2.0);

glutBitmapString (GLUT_BITMAP_HELVETICA_12,

)

”

void redisplay (){
glutPostRedisplay () ;
}

void display(){Python
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT |
glPushMatrix () ;
glClearColor (0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
glortho(—1, N4+1, —1, N41,-1,1);
for(x = 0; x < N; x++){
for(y = 0; y < N; y++){
if (tipo==1){
rojo = 1;
if (grad=—true) verde =
else verde = X[x][y]/8.;

azul = 0;
else{
rojo = 0;

if (grad=—true) verde =
else verde = Y[x]|[y]/5.;
azul = 1;

}

// Color del cuadrado

glColor3f(0+rojo,0+verde,0+azul);

//Forma el cuadrado

glBegin (GL_QUADS);
glVertex2i(x,y);
glVertex2i(x+1,y);
glVertex2i(x+1,y+1);
glVertex2i(x,y+1);

g1End () ;

}

if (par=—=true) parametros();
glFlush () ;

glPopMatrix () ;
glutSwapBuffers () ;

}

(unsigned char+)(paramax.str().c_str ()«

(unsigned charx)(paramin.str().c_str ()«

GL_DEPTH_BUFFER_BIT) ;

(X[x][y]-minX) /(maxX—minX);

(Y[x][y]-minY) /(maxY—minY) ;

void keyboard (unsigned char key,int x,int y) {

switch(key){

case 'q': case 27: /// 27 es 'Escape'
exit (0);

break ;

case 'x':

tipo=1;

break ;

case 'y':

tipo=2;

break ;
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case 'p':
imprimir (t);
imp+=1;

break;

case ' ':

play = not play;
break ;

case 'm':

par = not par,;
break ;

case 'g':

grad = not grad;
break ;

}
}

void vglut (){
glutInitDisplayMode (GLUT_DOUBLE | GLUT_RGB);
glutInitWindowSize (600,600);
glutInitWindowPosition (200,75);
mainWindow = glutCreateWindow (” Bruselador”);
glutDisplayFunc(display);
glutIdleFunc (integracion);
glutKeyboardFunc (keyboard);
glutMainLoop () ;

}

int main(int argc, char xargv([]){
srand (time (0));

//Sintaxis correcta
if (arge != 5){
sintaxis () ;
exit (1);

//Constantes de las ecuaciones
A = atof (argv[1l]);

B = atof (argv|[2]);

g = atof (argv[3]);

d = atof (argv[4])

)

//Condiciones iniciales
iniciales ();

//Header
header () ;

//0OpenGL
glutInit(&argc,argv);
valut () ;




Capitulo 4

Teoria clasica de nucleacion

La gestacién de nuevas fases requiere de la aparicién de ctimulos de particulas
(agregados) con caracteristicas de presiéon o de potencial quimico similares entre ellos.
Imaginemos un sistema compuesto por muchas sustancias y muchas fases en las que
las fluctuaciones de la densidad son realmente importantes, como por ejemplo la
atmosfera terrestre, el interior de una célula o la superficie de una estrella. Aun si se
considera un sistema molecular homogéneo, éste esta sujeto a pequenas fluctuaciones
de la densidad. Son precisamente estas fluctuaciones las que originan la formacion de
agregados de sustancia en las nuevas fases [17].

En este capitulo se hace un estudio detallado de la nucleacion homogénea par-
tiendo de la teoria de reacciones bimoleculares Becker-Doring estudiando también la
termodinamica del proceso.

4.1. Esquema de reacciones bimoleculares Becker—
Doring

Consideremos un sistema cerrado, compuesto por N particulas de una misma
especie. En él ocurren cambios de densidad que propician la fomacion de nicleos de
particulas. Estos niticleos se forman bajo el esquema de reacciones bimoleculares dado
por

C

Ag+ A1 = Agir . (4.1)

KE

La reaccién (4.1) representa la formacién de un agregado a4 1 particulas a partir de
un agregado de « particulas y una unidad estructural. Este esquema presupone que
los niicleos son cada vez mas grandes pero sélo se estd pegando (condensando) una
particula a la vez a un ritmo x$. También puede ocurrir que se desprenda (evapore)
una particula del agregado a un ritmo k2. Este proceso se encuentra esquematizado
en la figura (4.1).
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Figura 4.1: Esquema del crecimiento de unidades de nucleacion a partir de mondémeros
que se pegan uno a uno siguiendo el esquema de reacciones bimoleculares de Becker—
Doring.

Este esquema de reacciones bimoleculares ha resultado ser muy ilustrativo para
entender el proceso de formacién de solidos a partir de una fase gaseosa o liquida. En
la siguiente seccién se hace una descripcién breve de la termodinamica del proceso
basada en las referencias [2, 17, 40].

4.2. Termodinamica de la nucleacién homogénea

Esta seccién estd dividida en dos subsecciones, en la primera se estudia la teoria
clasica de la nucleacién y en la segunda el vinculo entre el esquema de reacciones
bimoleculares de Becker y Doring con la termodindamica del problema.

4.2.1. Teoria clasica de nucleacion

El proceso de nucleacion homogénea ocurre en un sistema a presion P y tempe-
ratura 7' constantes, de ahi que el potencial termodinamico ideal para su estudio sea
la energia libre de Gibbs G.

La energia libre de Gibbs de la fase vapor, GG, esta dada por

Gv = Nyly (42)

donde n, es el nimero de particulas en estado vapor y u, su potencial quimico. Por
otro lado, se escribe la energia libre de Gibbs del complejo agregado-vapor G, como

Ga = (ny — )ty + Nafta + 4my17 (4.3)

donde n, es el nimero de particulas en el agregado y v es la tension superficial que
lo limita.
Ahora bien, tomando la diferencia de las energias libres AG = G, — GG, se tiene

AG = —n,Ap + 4myr? (4.4)

donde Ap = —pu, + 1, es la supersaturacion del sistema. En general, la supersatu-
racion es una cantidad que se reporta como un nimero positivo que depende de la
temperatura; ver la referencia [48].
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Los sistemas compuestos por dos o mas fases tienen una fuerte dependencia con
la densidad p del medio, pues da una medida de la distribucién de tal o cual especie
en el volumen del sistema. Atn si se considera un sistema molecular homogéneo, este
siempre va a estar sujeto a pequenas fluctuaciones de la densidad y lo interesante es
que son estas fluctuaciones las que originan la formacion de agregados de sustancia
en las nuevas fases. En este sentido, el proceso de nucleacién es analogo al salto de
barreras estudiado en la capitulo anterior.

La supersaturaciéon del sistema, Ay, da una idea de si existe equilibrio entre la
fase vapor y el condensado o no. El equilibrio entre ambas fases es alcanzado cuando
Ap = p,—pe = 0. Se dice que la fase vapor es estable si la supersaturacién es negativa,
es decir, pu, < iq. En este punto, las fluctuaciones de la densidad son muy pequenas
y por tanto poco apreciables. Sin embargo, cuando la supersaturacion aumenta hasta
hacerse positiva, p, > us, la tendencia de las fluctuaciones de la densidad es crecer
hasta que se alcance un valor critico de supersaturacién: Asi, una vez alcanzado dicho
valor, tiene lugar la formacién del nicleo de la fase nueva [17].

Suponiendo que el agregado es aproximadamente esférico se puede escribir el
nimero de particulas del agregado n, en términos del volumen molecular del mis-
mo como

ng = 4nr® /3, .

De esta forma, la energia libre de Gibbs como funcién del radio del agregado es

473

AG=- 3vq

Ap+ dryr? (4.5)

Calculando los méximos y los minimos de (4.5) se encuentra el valor critico de la
barrera de potencial, AG*, asi como el radio critico r*:

167 ~3v? 29,
AG* - a * — .
3 Ap? Y " Ap

(4.6)

Para tener una idea de los valores de los parametros fisicos de interés, se puede con-
sultar la referencia [39], donde se estudia la nucleacién de peliculas delgadas de silicio.
En esta referencia se reportan valores de Ay ~ —9767.68 J/mol, tensién superficial
v = 0.236 J/mol - m?* con un volumen v, = 12.05 - 10-%m3. Por otro lado, en la refe-
rencia [48] se encuentra que para el Liy.25i0,, disilicato de litio, la supersaturacién
a temperatura ambiente tiene un valor de Ay = —19393.69 J/mol, la tensién super-
ficial es v = 0.278 J/mol - m?* y el volumen es v, = 61.39 - 10~5m3. Estos datos se
encuentran reportados de forma condensada en la tabla (4.2.1).

Con estos datos es posible reproducir teéricamente los resultados experimentales
reportados en [39, 48] en los que AG* ~ 2.09¢V y AG* ~ 22.52¢V/, respectivamente.
Ver tabla (4.2.1) y figura (4.2) donde se detallan los valores reportados en ambas
referencias.

Los puntos criticos de la barrera de energia libre de Gibbs sirven para entender
como es el crecimiento del condensado. Por ejemplo, si el radio de un agregado r
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Supersaturacién | Tensién superficial | Volumen molecular | AG critica
Referencia Ap y Vg AG*
(J/mol) (J/mol - m?) 1075(m?) (eV)
Shi [39] —9767.68 0.236 12.05 2.09
Weinberg [48] —19394.69 0.278 61.39 22.52

Tabla 4.1: Datos experimentales obtenidos de las referencias [39] y [48].
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(a) Peliculas delgadas de silicio, Shi et al.[39] (b) Disilicato de litio, Weinberg et al [48]
Figura 4.2: Energia libre de Gibbs como funcién del radio utilizando los resultados
de la teorfa clasica de nucleacion y los valores experimentales reportados por Shi [39]
y Weinberg [48] presentados en la tabla (4.2.1). Cada gréfica representa la misma
funcién pero adimensionalizada, esto para dar una idea més clara del tamano de las
barreras y los ntcleos.

es menor que el radio critico r* entonces la tendencia del agregado es a colapsar,
pues la energia libre AG debe minimizarse. Sin embargo, cuando r > r* la tendencia
del agregado es de crecimiento, asegurando la minimizacién de la energfa [17]. En
ocasiones es util reescribir (4.5) en terminos de (4.6) como

r

AG(r) = AG® [3 (r—)Q 2 Gﬂ .

Ritmo de nucleacion

(4.7)

4.2.2.

Durante la formacion de un ntcleo hay una gran cantidad de reacciones de creacion
y aniquilacién de agregados por lo que el nimero de particulas en los agregados es
una cantidad fluctuante.

El nimero de niicleos formados en un intervalo de tiempo es una cantidad aleatoria
y esta sujeto a leyes estadisticas; esto se debe a que la nucleacion es un proceso que
depende de las fluctuaciones de la densidad [40]. El objetivo de esta seccién es calcular
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el nimero de nicleos formados por unidad de tiempo y de volumen, cantidad conocida
como el ritmo de nucleacién en el estado estacionario.

En el capitulo 2 se introdujo el esquema bimolecular de nucleacién propuesto por
Becker y Doring, dado por

o
Ag + A1 2 Anir, (4.8)

donde £} y k_son los ritmos de las reacciones de evaporacién y condensacién respec-
tivamente.

El esquema Becker-Doring permite escribir el cambio en la concentracién de agre-
gados de clase « por unidad de tiempo, [A,(t)], [2, 17, 40] como

di[Aa(t)] = Ko [Aas1 (V)] = £a[Aa(t)] = kg [Aa()] + Koy [Aama (1)) (4.9)

Introduciendo el flujo neto de agregados que al tiempo ¢ tienen « particulas [40] como

Ja(t) = g 1[Aaa] = g [Ad], (4.10)
se reescribe la ecuacion (4.9) como
di[Aa(t)] = Jo(t) — Jaa (). (4.11)

En el estado estacionario la frecuencia de formacion de agregados de cualquier
clase no depende del niimero de particulas en el agregado, de tal forma que

Ja(t) = Jata(t) = Jo, (4.12)

donde J; denota el ritmo con el que las particulas se estan agregando en el estado
estacionario, es decir, el ritmo de nucleacién [2, 17, 40].

El ritmo de nucleacién en el estado estacionario se puede escribir en términos de
los ritmos de condensacion y evaporacion de las reacciones bimoleculares, asi como
de la concentracién inicial de mondmeros en solucién [A;] como

-1

, (4.13)

donde k; es el ritmo de la primera reaccién bimolecular; ver referencias [17, 40].

Desde el punto de vista de la teoria cinética de gases, los ritmos de formacion
de agregados de clase a a partir de agregados de clase a — 1 son proporcionales al
niumero de colisiones N, entre los agregados y las particulas a su alrededor. Es decir,
para el crecimiento y decaimiento del agregado se tiene

ki, o Ne, K, o< Ny, (4.14)

a—1
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donde Ny es el nimero de colisiones que originan el decaimiento [17, 40]. El nimero
total de colisiones N, por unidad de area, a una presién P entre particulas de masa
m y el agregado estd dado por [49]

P

Ne= o——773>
(2rmkT)1/?

(4.15)

donde T es la temperatura del sistema y k es la constante de Boltzmann. Para el
decaimiento de agregados se tiene que

P
(2mmkT)/2’

(4.16)

P, es el equivalente de la presién interna de una gota [49].

Un anélisis dimensional muestra que la constante de proporcionalidad en las re-
laciones (4.14) es el drea donde ocurren las colisiones. En el caso del crecimiento de
agregados se denota por S,_; al area de colision. Intuitivamente uno pensaria que
los ritmos de formacion de agregados de clase o — 1 a partir de agregados de clase «
deberian tomar como constante de proporcionalidad a la superfice .S, pero de hecho
cuando el agregado de clase a pierde una particula su superficie se encoge, por lo
que se considera a S,_; como la constante de proporcionalidad adecuada para este
proceso [17]. Sustituyendo las relaciones anteriores para N, y N, en las ecuaciones
(4.14), y tomando en cuentas el factor de proporcionalidad S,_1, se tiene

P
S Y 41
Fa-1 (27rml<;BT)1/2S Ly (4.17)
P
= — 5 . (4.18)

¢ (2rmkgT)"/?

Suponiendo que el medio es infinitamente grande, la presion sobre el agregado P, esta
dada por

2y,
P, = Py ) 4.1
P (T’]{IBT) ( 9>

donde r es el radio del agregado [17, 40]. Utilizando esta tltima relacion, se escribe
la razén entre los ritmos de creacién y aniquilacién de agregados como

K 29v, (1 1
o - = 4.20
meelir (7)) 2
donde r, es el radio del agregado de clase o y r* el radio del agregado critico.
En general, para todo el proceso Becker-Doring se tiene que

2y 1 1
T 2 (z - —)] ’ (421
r'=1
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que en términos de la energia libre de Gibbs critica es

s m S (@)

=1

Para encontrar esta tltima relacion es necesario aplicar la aproximacién capilar, que
consiste en asumir que n* > 1, lo cual es razonable pues lo que se pide es que no
haya agregados de una sola particula.

A lo largo del proceso los ritmos de reacciéon bimoleculares van cambiando, pues
la afinidad de cada reaccion es diferente en cada paso. De esta forma es razonable
pensar que el ritmo de reacciéon mas grande ocurre en la primera reaccion y que para la
ultima reaccion ha descendido el ritmo con el que las particulas se adhieren al nticleo.
Esto hace que el término del denominador de la ecuacién (4.13) pueda aproximarse
como

N—-1 n — N—-1 n — N—-1 n —
L+ I[is s NZHi:2Hi _ 1 H"f_z
+ no + no 4+ T + +
1 n=2 Iz w5 n=2 J =z M 2y Fi
de tal forma que
N-1

-1

J R
— 1T F] . (4.23)
Utilizando las expresiones (4.22), (4.23) y haciendo una aproximacién arménica, como

se hizo para encontrar el ritmo de transicién en la aproximacion de Kramers, el ritmo
de nucleacion en el estado estacionario es

(4.24)

n*

Jo = K [A T exp [—

donde
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Capitulo 5

Efectos de la temperatura en el
proceso de nucleaciéon

Siguiendo el esquema de reacciones bimoleculares de Becker y Doring la frecuencia
con la que los monémeros se adhieren y separan del nicleo depende de K} y K,
las constantes de condensacién y evaporacion, respectivamente. La nucleacion es un
proceso activado, por lo que es razonable pensar que la forma con la que ocurre la
condensacion y evaporacién de mondémeros debe estar intimamente ligada al ritmo de
transicién a través de una barrera de energia libre.

En la relacién (4.24) se observa que el ritmo de nucleacién tiene una fuerte de-
pendencia con ritmo de adhesion de particulas en el estado tardio. En esta seccién se
utiliza la aproximacion de Kramers para estudiar el paso de particulas a través de una
barrera de energia libre y asi determinar la dependencia de la constante de adhesién
k.. con la supersaturacion, el radio critico del nicleo, el coeficiente de difusién de las
particulas en soluciéon y la temperatura. El mérito de este apartado es que se propone
una forma novedosa de calcular el ritmo de adhesion de particulas en el estado tardio,
introduciendo, de manera sistematica, la difusiéon de las particulas en solucion.

5.1. Aproximacion de Kramers

En el capitulo 1 se encuentra que, bajo la aproximacién de Kramers, Ec. (2.25), el
ritmo de transicion de particulas a través de una barrera de energia libre se encuentra
dado por

kT =D

G"(z,) G" () AG
omkpT P T kT |

Aplicando este resultado a la TCN, se tiene que en el estado tardio

+
i 27TkBT

_ pVAG(0) AG"(r) { AG*]

7 (5.1)
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Los puntos criticos alrededor de los cuales se hara la aproximacion de Kramers seran
donde se encuentra el minimo de la funciéon y r*, el maximo de energia libre en el
proceso.

Haciendo las derivadas de la expresién (4.5) y evaluando en los puntos criticos se

encuentra que
1Dy [ AGE]
" kgT RT |’
donde AGT, es la energia de activacion que se debe superar para que la nucleacién se
lleve a cabo en el estado tardio.

Es sensato suponer que la energia de activacion en el ultimo paso del proceso
de nucleacién es muy pequena con respecto a la energia en el resto del proceso,
de tal forma que AG},/kgT < 1. Esta aproximacién permite escribir al ritmo de
condensacién en el estado tardio como

. 4D~
n* kBT .

La relacién (5.3) es de mucha utilidad cuando se estudia el proceso de nucleacién,
sin embargo, también se puede escribir de manera que dependa del radio critico como
Foa Ar*DAp
" 2Ua/€ BT )
Esta igualdad, por su dependencia en el radio critico de los agregados, resultara muy
importante cuando se estudie el crecimiento de dominio.

K

(5.2)

K

(5.3)

K (5.4)

5.1.1. Dependencia del ritmo de nucleacién con la tempera-
tura

Como corolario del desarrollo presentado en la seccién anterior, se puede escribir
de forma sencilla y metodica la dependencia del ritmo de nucleacion en el estado
estacionario con la temperatura del sistema.

Sustituyendo (5.3) en (4.24) se tiene que el nimero de particulas por unidad de
volumen por unidad de tiempo que nuclean en el sistema esta dado por

_ 4Dy AG*
kT kgT |’

2 1/2
e _
8mv, \V3kpT

Reescribiendo la igualdad (5.4) en términos de los pardmetros fisicos de interés,
como la supersaturacién, la tensién superficial y el volumen de los mondémeros en
solucion, se tiene que el ritmo de nucleaciéon homogénea es

[A]]D Ap? 16m 302
= exp | ———24—| .
27 (kpT)3/2 v y1/? 3 ApZkpT

Jo

AT exp {— (55)

donde la constante I' es

Jo

(5.6)
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Esta relaciéon muestra claramente que el ritmo de nucleacién depende de la tempera-
tura del sistema.

En la referencia [48] se reporta cémo cambia el ritmo de nucleacién normalizado
como funcién de la temperatura en un rango alrededor de 420 K y 540 K. De acuerdo
con la referencia [45] el coeficiente de difusion para el disilicato de litio en esta ventana
de temperaturas es del orden de D = 0.8 x 107'¥m?/s. Utilizando este valor para el
coeficiente de difusién junto con los datos reportados en la tabla (4.2.1) en la figura
(5.1) se presenta una grafica del comportamiento de la ecuacién (5.6) como funcién
de la temperatura.

Normalised nucleation rate

X,

T T T T T i
420 440 460 480 500 520 540
Temperature (K)

Figura 5.1: Resultados tedricos y experimentales de [48] para la nucleacién de disilicato
de litio a altas temperaturas. Se grafica el resultado poco exitoso de la teoria clasica
de nucleacién que considera que la energia de superficie debe ser constante.

La TCN considera que la tensién superficial debe ser constante con respecto a
la temperatura; sin embargo, tanto la tensién superficial como la supersaturacién, el
coeficiente de difusion e inclusive el volumen de los monémeros también dependen de
la temperatura.

De acuerdo con la termodindmica clasica y la TCN, la supersaturacién, para
soluciones ideales, es de la forma Ay = kgT'In|C/C,,|, donde C., es la densidad
de proteinas en solucién y C' es la densidad del agregado. En esta aproximacion
o =1n|C/C,,| es conocida como la supersaturacién efectiva [9, 10] y puede ser con-
siderada independiente de la temperatura en un rango de temperaturas entre 273 K
y 310 K, temperatura de interés en la nucleacién de lisozimas [45, 9, 10, 50]. Aun-
que esta aproximacién no toma en cuenta la no-idealidad de la solucién en [11] se
muestra que los coeficientes de la expansion virial tienen un efecto despreciable en el
comportamiento general del sistema.

La TCN supone que la forma de los nicleos es aproximadamente esférica, lo cual es
razonable, pues la formacion de agregados ocurre en condiciones isobaricas e isotérmi-
cas. Inclusive si el proceso ocurriese en condiciones no isotérmicas, se ha mostrado
que las fluctuaciones del radio son despreciables [51], por lo cual se puede descartar la
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dependencia del radio del agregado con la temperatura. Como consecuencia de este
resultado, también se puede suponer que el volumen de los monémeros en solucion
no cambia mucho debido a fluctuaciones de la temperatura.

Estas consideraciones implican que el tnico parametro fisico dependiente de la
temperatura en la ecuacién (5.5) es la tensién superficial. En [50] se sugiere que, para
el caso de formacién de cristales de lisozimas, la tensién superficial puede escribir-

se como una serie de potencias de la temperatura con respecto a una temperatura
caracteristica Ty hasta segundo orden, de tal modo que

YT) = o — So(T = To) + B(T — Tp)?, (5.7)

donde Sy = —(9v/IT) es la entropia de superficie [52] y B = (1/2)(9%*y/dT?) es un
parametro positivo posiblemente relacionado con la correlacién entre valores de la
solubilidad [53].

Tomando en cuenta las consideraciones planteadas en los parrafos anteriores es
posible escribir el ritmo de nucleacién homogénea en el estado estacionario como

1
[A)D , (kT \? 16m02 ((T)\*
Jo = o exp | ———-—
270, ~(T) 302 \ kgT
Es importante notar que la expresién (5.8) depende unicamente de los pardmetros
fisicos que pueden ser encontrados experimentalmente.
Sustituyendo con los valores adecuados de las constantes fisicas y variando los
parametros Sy, B, asi como el producto entre el coeficiente de difusion D y la con-

centracién inicial de monémeros [A;], en la figura (5.2) se dibuja el comportamiento

de la relacién (5.8) como funcién de la temperatura para la formacién de cristales de
disilicato de litio.

. (5.8)
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Figura 5.2: Resultados tedricos y experimentales reportados en [48] comparados con
la aproximacion tedrica aqui propuesta.

A partir de la figura (5.2) podemos concluir que la aproximacién teérica propues-
ta es buena; sin embargo, a altas temperaturas falla en reproducir exitosamente el
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comportamiento de los experimentos. Esto se debe a que el modelo propuesto por
[50] resulta exitoso para valores de energia critica muy diferentes o bien porque sus
hipotesis estan fundamentadas para bioparticulas como lisozimas.

5.1.2. Nucleacion de lisozimas

Las lisozimas son pequenas proteinas que consisten de 129 aminoacidos unidos,
formando una cadena polipeptidica. Su volumen molecular depende de su forma cris-
talina, tetragonal, ortorémbica, monoclinica, trigonal, triclinica y hexagonal. Sin em-
bargo, una molécula de lisozima en soluciéon es mas o menos elipsoidal y tiene un
volumen promedio de 2.7 x 1072%cm? [54].
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Figura 5.3: Resultados experimentales reportados en [10] para el ritmo de nucleacién
homogénea de lisozimas en solucién en presencia y ausencia de aditivos. Los datos
presentados por los puntos negros son para la nucleacion en ausencia de aditivos a
diferentes concentraciones de 50 mg/ml para los cuadrados y de 80mg/ml para los
ciruclos. Los puntos azules y rojos muestran el ritmo de nucleacion de lisozimas a una
concentracién de 50 mg/ml en presencia de aditivos, glicerol y PEG respectivamente.

De acuerdo con [10] la presencia de aditivos cambia el valor de la supersaturacién
efectiva o en un rango entre 2.7 y 3.1. De esta forma, la presencia de aditivos cambia
de manera importante el ritmo de nucleacién de las lisozimas en solucion, como se
muestra en la figura (5.3). Normalmente, los coeficientes de difusién para las lisozimas
en solucién varfan entre 2 x 1071% y 10 x 1071% e¢m? /s [55, 56], sin embargo, es razo-
nable suponer que este cambiarda dependiendo de la concentracién y de la cantidad
de aditivos en solucién [57, 55|, asi como del tipo y tamano del surfactante.

En la figura (5.4) se hace una comparacién directa con los experimentos presen-
tados por [10] y la aproximacion tedrica aqui presentada. Los valores tedricos de los
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Tabla 5.1: Valores tedricos para los distintos parametros de la ecuacién (5.8).

Clys (mg/ml) 50 80 50 50
No additives | No additives | 5% glycerol | 0.2% PEG
Figure (2a) | Figure (2b) | Figure (2¢) | Figure (2d)

Yo (g572) 1.510 1.510 1.540 1.960

So (g s 2K 0.054 0.054 0.688 0.960
B (-) 0.053 0.053 0.087 0.123

D (1070¢m?2/s) 1.90 3.30 8.40 5.20

pardmetros Sy, B, asi como del coeficiente de difusion D se muestran en la tabla
(5.1.2).

En la figura se muestra que el comportamiento de la relacién (5.8) es muy parecido
al comportamiento de los resultados experimentales. De hecho, los experimentos lle-
vados a cabo en [10] observan una gran dispersién en sus valores, como se muestra en
la figura (5.3), lo cual hace que la aproximacién teérica aqui propuesta caiga dentro
del rango de validez. En las imégenes se pueden apreciar dos regimenes que determi-
nan el comportamiento del ritmo de nucleacion como funcién de la temperatura. Un
régimen tiene que ver con la razén entre kg1 y (T") responsable del comportamiento
creciente del ritmo de nucleacién y una parte del decaimiento y el segundo, determi-
nado por el decaimiento exponencial, responsable del comportamiento de la funcién
a altas temperaturas.

A medida que se cambia la temperatura del sistema, la energia libre de Gibbs
critica, AG* cambia, como se muestra en la figura (5.5). Este comportamiento su-
giere una dependencia fuerte de la barrera de nucleacién y del radio critico con la
temperatura. Este comportamiento sugiere una temperatura éptima de nucleacion,
como se observa en los experimentos, y también indica el hecho de que algunos ntcleos
no son realmente esféricos debido a la fuerte dependencia de la tensiéon superficial.
Esto quiere decir que tanto el radio critico como la energia libre de Gibbs critica
dependen de la temperatura, como se muestra en la figura (5.6).

En la referencia [58] se explica que hay una correciéon al radio critico del agregado,
R*, debido a los efectos de la temperatura en la tensién superficial, particularmente
en su curvatura local. Esta correcién esta dada por

2
R* =R+ QTkK—T(Z—% : (5.9)

H g
donde 7 & 5.197 es una constante y dr es la longitud de Tolman y depende en el
coeficiente de empaquetamiento del cristal. Para cristales de lisozimas 07 =~ 3.5 nm.
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Figura 5.4: Los puntos en las figuras representan los datos experimentales obtenidos
por [10]. La linea punteada, asociada a la primera parte de la ecuacién (5.8), reproduce
bastante bien el comportamiento general de la funcion. Falla para altas temperaturas;
sin embargo, el resto de la aproximacion reproduce bastante bien comportamiento a
altas temperaturas, determinado por el decaimiento exponencial.

Esto sugiere que R* es una cantidad fluctuante y la longitud de Tolman impone nueva
condicién para determinar el radio minimo de los nicleos.

Dado que AG* y R* disminuyen si la temperatura del sistema aumenta, se puede
decir que las fluctuaciones de la temperatura juegan un papel importante y por lo
tanto es concebible que R* y por lo tanto AG* sean cantidades aleatorias. En la refe-
rencia [17], utilizando argumentos de termodindmica irreversible lineal, se encuentra
que el radio de los nicleos varia en el tiempo segin

dR(#)

S = e (w0 - ) (10

Noétese que la ecuacién (5.10) puede reescribirse como

%?Et) =aR(t) (B — R(1)), (5.11)
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Figura 5.5: Existe una temperatura 6ptima de nucleacién T),ax, para temperaturas
mayores o menores la barrera de energia libre de Gibbs aumenta asi como también lo
hace el radio critico.
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Figura 5.6: El radio critico R* y la energia critica de Gibbs AG* dependen fuertemente
de la tension superficial y por lo tanto de la temperatura. A medida que la temperatura
del sistema aumenta la nucleacion se mejora pues los valores de R* y AG* decrecen.

en donde se han definido los coeficientes o y 5 como

ArLAp 5= 20,

Va 4 Ap

o =

En este sentido el coeficiente 3 es, por definicion, el radio critico del nicleo. La ecua-
ci6n (5.11) es una ecuacién determinista que ignora todas las fuentes de ruido, es decir,
las fluctuaciones asociadas con el tamano finito de la poblacién o las fluctuaciones
inducidas por cambios aleatorios que ocurren en el ambiente.

Si se piensa que el radio critico de los ntcleos es una cantidad que fluctia debido
a las variaciones de la temperatura y la curvatura local del niicleo entonces se puede
considerar que R* es aleatorio y por tanto a partir de (5.10) se puede generar la
ecuacion de Fokker-Planck asociada. De esta forma, los momentos de la distribucién
estacionaria darfan una idea de las cantidades fisicas involucradas en el proceso, como
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por ejemplo, la tensién superficial de las proteinas que se agregan. Este problema
queda planteado para resolverlo en un futuro préximo.

El mérito de este capitulo es que se ha utilizado dos resultados tedéricos interesan-
tes. Por un lado el hecho de que es posible escribir al ritmo de transicion de particulas
a través de una barrera de energia libre en el estado tardio como una funcién del coefi-
ciente de difusion de las particulas en solucién asi como de la temperatura del sistema.
Otro modelo interesante surge porque la TCN tiene como una de sus hipétesis prin-
cipales el hecho que las cantidades fisicas importantes como la supersaturacion y la
tensién superficial no dependan de la temperatura del sistema. Utilizando la aproxi-
macién para la tensién superficial como funcién de la temperatura propuesta por [50],
se encuentra que para el ritmo de nucleacion de lisozimas en el estado estacionario,
los resultados tedricos se comportan muy parecido a los resultados experimentales y
que incluso caen dentro de la incertidumbre experimental. No obstante, en el caso de
nucleacién de cristales de disilicato de litio, como en el trabajo [48], a bajas tempera-
turas los resultados también son satisfactorios, pero el uso del modelo de [50] en este
caso no es tan adecuado, debido a las hipotesis detras del mismo.

También es importante destacar que la fuerte dependencia del radio critico con
la tension superficial y la temperatura plantea un problema interesante: ;qué pasa si
R* es una cantidad fluctuante? Si se genera la ecuacion de Fokker-Planck asociada
a la relacién (5.11) y se resuelve, jqué significado fisico tienen los momentos de la
distribucién nos pueden decir algo de la curvatura o de la tension superficial del
agregado?






Capitulo 6

Nucleacién y crecimiento de
dominio

Una manera exitosa de estudiar el crecimiento de dominio es a través del uso de
ondas viajeras, como ha sido explorado en las referencias [59, 60, 61, 62]. Sin embargo,
lo que no se ha estudiado con cuidado es la relacién que existe entre el proceso previo
al crecimiento y la evolucién del dominio.

En este capitulo nos centramos en el esquema de reacciones bimoleculares de
Becker y Doring, estudiada en el capitulo 4, en particular en la nucleacion en el estado
tardio, para estudiar cémo se origina el crecimiento del dominio a través de ecuaciones
de reaccién—difusion. En realidad, la contribucién original de este trabajo es pensar
que el crecimiento de dominio se origina a partir de un estadio inicial determinado
por la nucleacién homogénea en el estado tardio.

6.1. Reacciéon—difusion y el esquema Becker—Doring

Utilizando la ecuacién maestra de reaccién—difusion, (3.11)

R
Al = DiVP[ei] + Z VijWj
j=1
y el esquema de reacciones bimoleculares de Becker—Doring estudiado en el capitulo
4 dado por

C

Ao+ A = Agis,

K
se encuentran las ecuaciones RD asociadas a este esquema son
O Aa] = Da, V?[Ad] = ¢ [AJ[A] + w5 [Aara]
0[A1] = Da, VAL — kg [Aal[A1] + kg [Aan ]
Ou[Aar1] = Dayyy Vi[Aaa] = kg [Aani] + kg [Aa][Al],

J+1 (o]

57
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donde Dga,, Da, y Da,,, son los coeficientes de difusion de cada especie tomados
constantes en el espacio ya que el medio que se esta estudiando es isétropo.

El niicleo estd formado cuando tiene n* particulas, por lo tanto, ae{1,--- ,n*}.
Esto significa que por cada a existen tres ecuaciones de reaccién difusion asociadas
hasta n*. Una vez que se ha alcanzado el nimero critico de particulas, comienza una
etapa de crecimiento que no tiene marcha atras.

Coeficientes de difusién constantes

Ahora centremos nuestra atencion en una vecindad alrededor del nimero critico
de particulas n*; esto es, fijémonos en la reaccion que origina el agregado de clase n*,
dada por

kG,
At + AL A,- (6.4)

Notemos que en esta reaccién ya no aparece k2. lo cual se debe a que una vez que
se ha alcanzado el nimero critico de particulas, termina el proceso de nucleacién y
ocurre sélo crecimiento. Esta suposicién implica que k% < k€. Las ecuaciones de
reaccién—difusion asociadas a esta tltima reaccion estan dadas por

at[An*_l] = Dn*_1V2 [An*—l] — KJTCL; [An*—l][Al] s
0i[A1] = DiV2[A] = Ky [Ape ] [Ad],
at [An*] = Dn* V2 [An*] + Iig* [An*—l] [Al] .
Supongamos que las particulas en solucion y los agregados se difunden de igual
manera', esto es, D = Dy = D,,_; = D,. Por lo tanto las ecuaciones (6.5), (6.6) y
(6.7) se ven modificadas como

O Ap- 1] = DV2[ Ay 1] = Ky [Ane 1 ][AY]
O[A1] = DV?[A)] — k5. [An- 1][Ad] .
Oy[An-] = DV?[An-] + kS [An-_1][A4] .- (6.10)

Utilizando la definicién del grado de avance de reaccion [20, 21]
en la ecuacién (6.4) se tiene que

[Al] =ay)—u,
[An—l] =a—u,
[An*] = a2 +U/,

I Esta suposicién es un poco extrema, porque si el niicleo tiene més particulas, debe tener mayor
masa y por tanto su difusiéon debe ser diferente.
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donde ag, a; y as son constantes que denotan las concentraciones iniciales de cada
especie.

Utilizando el resultado anterior aunado a la ecuacién (6.10), se tiene una sola
ecuacion de reaccion difusion para la variable u, dada por

du=DV’u+k(a+bu—u?), (6.12)

donde a = aga;, b = —(ap + a1) y & = k.. Notemos que esta ecuacién es una
generalizacién de la ecuacién de Fisher—-Kolmogorov [25] estudiada con detalle en el
capitulo 2; sin embargo, esta generalizacién solo es valida en el caso de coeficientes
de difusién iguales.

Un caso particular de la ecuacion generalizada de Fisher-Kolmogorov (6.12) se
encuentra si se toman los siguientes valores a = 0 y b = 1. En este caso se recupera
la ecuacién original de Fisher-Kolmogorov [25] dada por

O = DV?u + ku(1 — u) . (6.13)

La fisica detras de esto en el caso de nucleacién homogénea es evidente y es que si
a=0yb=1entonces ag=1y a; =00 bien ag =0y a; = 1. El caso donde ag = 1
y a; = 0 es muy interesante pues implica que en un inicio no hay agregados de tipo
n — 1 sino que todo el volumen contiene particulas libres. Entonces, la formacién de
nuevas fases solamente ocurre en el caso de que dos agregados de la misma especie
se encuentren. Esta es una simplificacion muy ilustrativa del proceso de nucleaciéon
homogénea y refuerza la suposicién de que el coeficiente de difusion sea igual para
todos los agregados.

En el capitulo tres se muestra que la ecuacién (6.13) tiene una solucién exacta
tipo onda viajera

u(z, t) = [1 +exp (i§ - ;)] - (6.14)

donde A\ = % VT = % son la longitud caracteristica y el tiempo caracteristico de

reaccion, respectivamente. Dado que la velocidad se define como v = A /7 la velocidad
del frente de reaccion estd dada por

25DkK*
.

(6.15)

6.2. Crecimiento de dominio

En el capitulo 5 se encuentra que, utilizando la aproximacién de Kramers, se puede
dar la expresion para la frecuencia de adhesion de particulas al niicleo en términos del
ritmo de transicion de particulas a través de la barrera de energia libre en el estado
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tardio. En este caso, el ritmo de transicion se expresa como una funcion explicita de
la temperatura T y del radio critico, r*, de la siguiente manera

. ADr*Ap

_ ADrap 6.16
N kg T (6.16)

donde Ap es la supersaturacién del sistema, v, el volumen de los mondmeros en
solucion y D el coeficiente de difusién de los mismos.

De manera directa, si se hace la sustitucion de la ecuacién (6.16) en la ecuacién
(6.15), se tiene que la velocidad de crecimiento de dominio es funcién de la tempera-
tura y del coeficiente de difusién y estd dada por

N 1/2
U:OQD(TA/;) =, DO, (6.17)

donde aq = 2.88 es una constante y se ha definido ©® como

2= 28
’Uak'BT

(6.18)

Asi, la forma de las ondas viajeras que representan el frente del crecimiento de dominio
son funcién del x y de t y estan dadas por

u(z,t) = [1 + exp [% (x — 041D@t)H ~ : (6.19)

donde ag ~ 0.57 es una constante.

La ecuacién (6.19) implica que la forma y la propagacién de los frentes del dominio
dependen de la difusion de las particulas en solucién, la temperatura, el radio inicial
del cristal (radio critico de nucleacién) y la supersaturacion del sistema. Ademaés,
debido a que la ultima reaccién de formacién se supone irreversible, entonces la con-
centracién de monémeros en solucién, [A;], y de prenticleos, [A,+_1], decrece en favor
del crecimiento del dominio.

Ritmo de crecimiento de dominio

Consideremos el caso en el que los monémeros y los prentcleos se difunden libre-
mente en todo el recipiente que los contiene. Imaginemos que el experimento ocurre
en una caja de paredes rigidas de tamano 2L y que al tiempo t las particulas estan
completamente separadas, los prenticleos estan distribuidos en z > 0 y los monémeros
en x < 0. De esta forma los mondémeros y los prenticleos se difunden hacia el centro
de la caja como se muestra en la figura (6.1).

A medida que se acercan los monémeros y los prentcleos comienza a formarse el
cristal y por lo tanto a crecer el dominio. El ritmo de produccién de particulas de
cristal en un punto x a un tiempo t es llamado el frente de reaccion y esta dado por
R(z,t) = k*[A,«_1][A1] [28]. De esta forma, R(x,t) define el crecimiento de dominio.
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Concentracion

A
-L (]
Figura 6.1: Esquema de la dependencia espacial del grado de avance de la reaccién
para el tiempo inicial ¢y. La linea azul y la linea roja representan la concentracién
de mondémeros (A) y de prenticleos (B) en la caja. Su interseccién determina el creci-
miento de dominio. Normalmente las concentraciones de semillas son muy pequenas
en comparacion a la concentracion de mondémeros en solucion.

Para obtener completamente el ritmo de crecimiento de dominio es necesario saber
cémo son las concentraciones de monomeros y prentcleos en el sistema. El grado de
avance, definido por

~ du(z,t) = d[Ane 1] (2, 1) = d[Ad] (2, 1), (6.20)

ayuda a determinar con presicién el valor de las concentraciones [A;] y [A,+_1] como
funcion de x y de t. Utilizando la ecuacién (6.20), se tiene que

[A1] = ap —u Y [Apeq] = a1 —u,

donde aq es la fraccion molar de mondémeros en el sistema y a; es la fraccion molar
de prenticleos en el sistema? dada por a; = 1 — ag. De esta forma la concentracién de
prentcleos y mondémeros en un punto z a un tiempo ¢ queda expresada en la forma

Al t) = —(1 = a0) + {1+ exp [22 (2 — s DeY) }2 , (6.21)
A1), 1) = —ag + {1+ exp [ (—o — ey DOX)| }_2 | (6.22)

Finalmente, utilizando (6.21) y (6.22) junto con la definicién del ritmo de reaccion

2En el capitulo 4, se revisan las condiciones iniciales del proceso de nucleacién que sigue una
dindmica de reaccion difusién bajo el esquema Becker-Doéring. En ese caso a; = 0 pues al momento
de iniciar la nucleacién homogénea no hay preniticleos en el sistema, sin embargo, esta condicién
cambia cuando se estudia el crecimiento de dominio, donde la presencia de prentcleos es fundamental
para el proceso.
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se tiene que
-2
R(z,t) = 2DO*x {—(1 —ap) + [1 + exp [% (—x — alD@t)H }

X {—ao + [1 + exp [% (x — alD@t)H 2} : (6.23)

La relacién (6.23) expresa como crece el dominio en el tiempo y el espacio una vez que
la nucleacion homogénea se ha llevado a cabo. La ventaja de utilizar concentraciones
molares es que de esta forma las concentraciones [A;](z,t) v [An<—1](z,t) estdn bien
determinadas espacialmente asi como el ritmo de crecimiento de dominio R(x,t). En
la figura (6.2) se muestra cualitativamente como es el crecimiento de dominio después
de que ha ocurrido la interseccion de los frentes de monémeros y prentcleos. En la
grafica (6.3) se muestra el comportamiento cualitativo del crecimiento de dominio
para tres temperaturas diferentes.

Crecimiento de dominio R(x, to)

77777 .. 06
Mondmeros S

. _
7 Preniicleos

—3 777777 -5/ bom'nio DN 15 3 Poscion (x

Figura 6.2: La interseccién de los frentes de concentracion de los monémeros (café) y
del frente de concentracién de los prentcleos (azul) origina el crecimiento de dominio
(verde) a un ritmo dado por (6.23). Dado que no existen las concentraciones negativas
la parte negativa de los frentes y del dominio no debe tomarse en cuenta.

En la figura (6.4), se muestra cémo ocurre el crecimiento de dominio como funcién
del tiempo y del espacio. A medida que avanza el tiempo, el dominio crece hasta
alcanzar una concentracion maxima y ocupar el recipiente que lo contiene

Hay una gran diversidad de factores que afectan el crecimiento de dominio. Al-
gunas dependen de la temperatura a la que se encuentra el sistema y otras de la
concentracion inicial de mondmeros y prentucleos en el mismo, como la supersatura-
cion o el radio critico de los nicleos. Esta libertad de parametros experimentales hace
que el encontrar resultados cuantitativos satisfactorios sea muy variada. Sin embargo,
hasta donde sabemos, el crecimiento de dominio como se propone en este trabajo no
ha sido estudiado de manera sistematica, por lo que una comparacion directa con
algtin resultado experimental resulta impracticable?.

3Lamentablemente, la revisién bibliografica que se llevé a cabono pudo localizar un experimento
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Figura 6.3: Conforme el tiempo avanza el dominio crece hasta alcanzar una concen-
tracion maxima y saturar completamente el sistema. La temperatura juega un papel
muy importante en el crecimiento de dominio, a medida que aumenta es mucho mas
dificil la formacion de cristales. Los valores de las temperaturas reportadas deben

tomarse con cuidado, pues en esta imagen se presenta el comportamiento cualitativo
de la funcién.
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Figura 6.4: Conforme el tiempo avanza el dominio crece hasta alcanzar una concen-
tracién maxima y saturar completamente el sistema.

A lo largo de este analisis se ha considerado que las fluctuaciones de la densidad
del sistema son tales que la supersaturacion, Au, es aproximadamente constante. Sin
embargo, esto no quiere decir que no existan otros factores, internos o externos, que la
modifiquen de alguna manera y que hagan que el crecimiento de dominio cambie. En
el siguiente capitulo se aborda esta probleméatica considerando que el sistema donde

ocurre la nucleacién y el crecimiento de dominio es abierto y hay un flujo de materia
a lo largo del mismo.

donde se muestre un crecimiento de dominio con estas particularidades.






Capitulo 7

Nucleacién y crecimiento de
dominio en presencia de flujos

En el capitulo cinco se estudia la termodindamica de la nucleacién homogénea
y el ritmo de nucleacion de lisozimas en soluciéon como una forma de comprobar
que la aproximacién de Kramers al ritmo de transicién de particulas a través de
una barrera de energia libre es exitosa. En este andlisis se discute la dependencia
de la supersaturacion con la temperatura del sistema y se compara con el trabajo
experimental de [9, 10, 11]. Sin embargo, el potencial quimico es una funcién de la
temperatura y la presién, como lo menciona [40], pero puede depender también de
otras variables termodindmicas. Si los experimentos de nucleacion y crecimiento de
dominio se realizan en condiciones extremas de campo eléctrico o magnético [4], con
grandes gradientes de concentracién [5], e incluso en presencia de un flujo cortante
[12], la supersaturacién del sistema se ve afectada, por lo tanto, la nucleacién y el
crecimiento de dominio también lo hacen.

En este capitulo se aborda el problema de nucleaciéon y crecimiento de dominio en
presencia de flujos, basando nuestro estudio en una serie de resultados experimentales,
simulaciones de dindmica molecular y analisis tedricos que se describen brevemente
a continuacién. En la referencia [12], se muestra que la nucleacién de lisozimas, fe-
rritina y apoferritina en presencia de un flujo cortante, origina dos regimenes para
la nucleacion, uno en el que el proceso se ve favorecido y otro en el que se inhibe.
Este comportamiento también esta presente en las simulaciones de dinamica mole-
cular llevadas a cabo en la referencia [14]. En estas simulaciones se reporta que el
ritmo de nucleacién presenta un comportamiento no monoténico como funcion de
la velocidad de flujo cortante. Sin embargo, los resultados de las simulaciones de la
referencia [13] implican que el flujo, en vez de favorecer el proceso de nucleacién lo
inhibe incrementando el tamano del radio critico. Un analisis tedrico proporcionado
en las referencias [17, 18] muestra que si existen dos regimenes de nucleacién y que
son debidos a la contribucién de la energia cinética de las particulas en soluciéon y de
los esfuerzos elasticos que se originan al interior del nticleo. En la primera seccion de
este capitulo se describe con detalle el proceso de nucleacion homogénea en presencia

65
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de flujos y en la segunda seccion se estudia como se afecta el crecimiento de dominio
en las mismas condiciones.

7.1. Nucleacion en presencia de flujos

Como se menciona en los capitulos 4 y 5, la nucleacion homogénea ocurre en un
sistema cerrado a presién P y temperatura T constantes. Sin embargo, para ver el
efecto que produce la entrada y salida de materia en el sistema, es necesario supo-
ner que el sistema es abierto. Siguiendo esta idea, se puede pensar al mismo como
un volumen de control, VC, por el que fluyen particulas en solucién (mondémeros)
con masa m y que tienen una velocidad promedio c. En este volumen de control se
supondra que el sistema esta equilibrado, suposiciéon consistente con la hipdtesis de
equilibrio local de la termodinamica irreversible lineal. En este caso, la presion no es
constante, pero la temperatura si.

Una forma de estudiar el problema de nucleacion en presencia de flujos fue pro-
puesta por [13] extendiendo la teorfa clasica de nucleacién homogénea de una forma
intuitiva. Esta forma consiste en proponer que la supersaturacion Ay y la tension
superficial 7 se pueden escribir como una serie de potencias de la velocidad de flujo
cortante v alrededor de sus valores de equilibrio, es decir,

Ap = Apfil + co¥* + O3], (7.1)
v =71+ k¥ + O(3")],

donde ¢y y ko son constantes de proporcionalidad. Debido a la invariancia de la
direccion de la velocidad de corte sélo potencias pares de la velocidad de flujo deben
ser tomadas en cuenta [13].

Bajo esta suposicion, simulaciones de dinamica browniana, con velocidades de flujo
grandes, muestran que la diferencia de energia libre de Gibbs critica aumenta [13].
Debido a esta afirmacién, los autores concluyen que este hecho hace que la nucleacién
sea inhibida debido al flujo de particulas.

Esta conclusion contradice las observaciones experimentales de [12], quienes mues-
tran que gracias al flujo existen dos regimenes en los que ocurre el proceso: en uno la
nucleacion se ve favorecida y en otro, se inhibe, e incluso, puede llegar a suprimirse,
lo que implica que debe de existir una velocidad 6ptima para el mismo.

En el andlisis teérico de [18] se ataca el problema utilizando argumentos de ter-
modinamica clasica de la siguiente manera. Para sistemas abiertos, la primera ley de
la termodinamica estd dada por

AE=Q+W,

donde F es la energia total, que contiene la energia potencial y la energia cinética, @)
el calor intercambiado entre el sistema y sus alrededores y W es el trabajo realizado
por el sistema. La energia total £/ contabiliza la contribucién de la energia interna U
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y todo tipo de trabajo externo, sea eléctrico, magnético o bien debido a la energia
cinética o potencial de las particulas en solucion.

En el VC hay N particulas de masa m que se mueven con una velocidad promedio
c. Por lo tanto su energia cinética estd dada por 1/2Nmc?, lo que implica que la energia
total del volumen de control tiene la forma

G:Evc—TSVc+PV;
1

Fve = Uypc + 5ch2 : (7.3)

donde Uy ¢ es la energia interna del volumen de control. Por otro lado, la energia libre
de Gibbs asociada esta dada por

Gve =Uve —TSve + PV,

por lo tanto, en presencia de un flujo de materia la energia libre de Gibbs de las
particulas en solucién [17], G, esta dada por

~ 1
G =uN + §chz : (7.4)
de donde se sigue que
1
o= p+ Emc2 . (7.5)

Esta correccion implica que en presencia de un flujo, el potencial quimico de equilibrio
aumenta con un término proporcional a la energia cinética de las particulas que se
mueven libremente a lo largo del volumen de control.

Analogamente al caso de la nucleacién homogénea, si se supone que el agregado
tiene una forma aproximadamente esférica, la diferencia de la energia libre de Gibbs
del sistema se escribe como [17, 18]

N A3
AG = — T Afi+ dryr? (7.6)
3,
donde )
Afi = Ap+ =mc?. (7.7)

2
La ecuacién (7.7) es compatible con la expresién (7.1), sin embargo, es importante
senalar que nuestro resultado es una consecuencia natural de la primera ley de la
termodinamica para sistemas abiertos.
A partir de la ecuacién (7.6) se escribe la energia libre de Gibbs critica y el radio
critico del proceso como

N 1 2.3 1 2.3
ACH 6 va:yQ _ 6m viYy .
3 Af 3 (Ap+ ime?)

(7.8)

200 200
= 2 = = ) 7.9
" Al (A,u + %mc2) (7.9)
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Las ecuaciones (7.8) y (7.9) implican que para un valor constante de la supersaturacién
de equilibrio la diferencia de la energia libre de Gibbs y el radio critico decrece a
medida que la velocidad promedio de las particulas en soluciéon aumenta. Esto significa
que el flujo transfiere energia a las particulas haciendo que el gasto energético sea
menor.

Cabe mencionar que (7.8) acuerda parcialmente con los resultados experimentales
de [12] que dicen que para una velocidad de flujo moderada la nucleacién homogénea
se ve incrementada. Sin embargo, discrepa con el hecho experimental de que para ve-
locidades de flujo suficientemente grandes la nucleacién es inhibida o suprimida. Para
explicar este segundo efecto es necesario considerar la deformacion del nticleo debida
a los esfuerzos aplicados en la superficie del niicleo por las particulas en solucién [18].

7.1.1. La contribucion elastica

Los esfuerzos aplicados por el solvente en la superficie del nticleo hacen que éste
se deforme y, como consecuencia, surge una contribucién elastica a la energia libre
de Gibbs. Esta contribucién es proporcional a la fuerza de restitucion que tiende
a mantener la forma esférica del nicleo y, por lo tanto, es proporcional al esfuerzo
eldstico por unidad de volumen, PF = tr[PE].

El esfuerzo promedio por unidad de volumen del compuesto agregado—vapor esta da-
do por la relacion P* = —(yFyA, donde (j es el coeficiente caracteristico de restitucién
por unidad de masa del material que esta nucleando, Fjy es una funciéon adimensional
de la traza de A, que aqui consideraremos constante, y A es un tensor relacionado
con la deformacién promedio del niicleo debida a la presencia del flujo [63].

Suponiendo que el flujo es unidireccional [18] se tiene que

PEz—@@T(ajmJ, (7.10)
donde T es la temperatura del sistema y a y b son coeficientes fenomenoldgicos de
Onsager que caracterizan la movilidad y el acoplamiento entre la deformacién de la
molécula y las fuerzas de arrastre, respectivamente.

El efecto de la restitucion eldstica modifica la energia total de las particulas en el
complejo agregado-vapor, agregando un término a la energia libre de Gibbs dado por

Gu = PPu,, (7.11)

donde v,, es el volumen del nicleo de radio r. Por lo tanto, la expresion del cambio
de la energia libre de Gibbs tomando en cuenta la contribucién eldstica es [17, 18]

473

AG = —
3,

Afi + 4dnyr?, (7.12)

donde Afi se redefine como

_ 1 a
A,u = A,u -+ 57’)102 — ’Uagok’BT (m) . (713)
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En la figura (7.1) se muestra el comportamiento de la supersaturacién como fun-
cién de la velocidad de flujo ¢. La mayor consecuencia de la relacién (7.13) es que
aparece una velocidad 6ptima de nucleacion, ¢, lo cual significa que hay dos regime-
nes de nucleacion en presencia de flujos. Para velocidades de flujo moderadas, ¢ < c,pt,
la nucleacién se ve favorecida, mientras que para velocidades de flujo tales que ¢ > ¢,
la nucleacién es inhibida e incluso suprimida. La existencia de una velocidad éptima
de nucleacion fue establecida experimentalmente en la referencia [12] para soluciones
de lisozimas, apoferritina y ferritina. Por lo tanto, se concluye que el flujo anade un
efecto no montoénico a la nucleacién homogénea.

788.6 - : E

Equilibrium
788.4 Flow Velocity Approximation
Nuclei Deformation Approximation

7882 -

788 . 1
=0.8438

" Vopt

787.8

787.6 -

Supersaturation, A L (J/mol*mB)

7874

7872 | T ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Flow Velocity, v (10 m/s)

Figura 7.1: Supersaturacion como funcion de la velocidad promedio de lisozimas en
soluciéon. Hay dos regimenes de nucleacion, para velocidades de flujo moderadas, ¢ <
Copt, la nucleacién se ve favorecida, mientras que para velocidades de flujo tales que

¢ > cop la nucleacion es inhibida e incluso suprimida. Figura tomada de la referencia
[18].

7.1.2. Relacion de la velocidad promedio de las particulas en
solucién y las fuerzas que originan el flujo

Las fluctuaciones de la densidad de la fase en solucién o suspensién son el meca-
nismo fisico que permite que la nucleaciéon se lleve a cabo. En presencia de flujos la
variacién de la densidad del fluido en el volumen de control y la viscosidad del mis-
mo son aproximadamente constantes [12], esto quiere decir que la nucleacién ocurre
en un fluido newtoniano incompresible!. En la seccién anterior se muestra cémo se
favorece o inhibe la nucleacion de particulas en presencia de flujos como funcién de

'Un fluido newtoniano incompresible es aquél cuya viscosidad y densidad son constantes a lo
largo de un volumen de control [64].



70 Capitulo 7. Nucleacion y crecimiento en presencia de flujos

la velocidad promedio de las particulas en solucién. Sin embargo, en la referencia [12]
se estudia la nucleacién de proteinas en presencia de un flujo cortante cuya velocidad
o ritmo es 7.

En esta seccion, se estudia el flujo laminar de particulas de un fluido viscoso entre
dos placas paralelas infinitas en dos condiciones diferentes: si una placa se mueve con
una velicidad relativa a la otra, si existe un gradiente de presion y si el movimiento
de las particulas es debido a un campo eléctrico. En el primer caso se determina la
relacion entre ¢ y 7, en el segundo caso se determina la relacién entre ¢ y el gradiente
de presion y, por ultimo, en el tercer caso se muestra la relacion entre c y la caida de
potencial. Posteriormente, se observa como estos efectos modifican la supersaturacion
del sistema.

Flujo entre dos placas paralelas que se mueven con una velocidad relativa

Imaginemos que el sistema se encuentra entre dos placas paralelas infinitas separa-
das una distancia h. Una placa, la de arriba por ejemplo, se mueve con una velocidad
constante V = VpZ en su propio plano. Es evidente que todas las magnitudes depen-
den de y y que la velocidad del fluido esta siempre dirigida en la direccion x, como
se muestra en la figura (7.2).

<l

y u(y)

L

Figura 7.2: Fluido entre dos placas infinitas. La placa superior, ubicada en una altura
h se mueve con una rapidez Vp en la direcciéon positiva del eje x.

Dado que la ecuacién Navier-Stokes que describe el movimiento de un fluido in-
compresible con viscosidad 1 y densidad p es [64]

ou 1 n

— 4@ -Vi=—-Vp+ -V?I 7.14

5 +u- Vi ; p+ p w, (7.14)

donde u es la velocidad del fluido. Si no hay cambio de presiéon que se imponga al

fluido, es decir, Vp = 0, y se supone que dentro de las placas el flujo es estacionario
entonces la ecuacién (7.14) se reduce a

o’u

oy

La solucién de la ecuacién (7.15) es u(y) = C1y + Cy. Con condiciones de frontera

de no deslizamiento, u(0) = 0 y u(h) = Vp, se tiene finalmente que la velocidad del

0. (7.15)
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fluido dentro de las placas estda dado por

MMZW%- (7.16)
La relacién (7.16) determina el perfil de velocidades de las particulas en el sistema:
mientras mas cerca estén de la placa superior mayor sera su velocidad.
Para encontrar la velocidad promedio de las particulas en soluciéon es necesario
determinar el flujo volumétrico, es decir, el volumen de fluido que pasa por una
superficie S por unidad de tiempo, definido como

Q:/Sﬁ-ﬁds. (7.17)

En este caso, si W es el ancho del canal,

h h
1
Q= W/O u(y)dy = W/O vp%dy = SWVih. (7.18)

La velocidad promedio de las particulas en solucién, ¢, esta definida como la razon
entre el flujo volumétrico y la seccion transversal del canal, Wh, por tanto
Q 1
c=—==Vp. 7.19
wh 2" (7.19)
De esta forma, la velocidad de las particulas en solucién en términos de la velocidad
promedio como funcién de su posicién en el eje y esta dada por

u(y) = 20% : (7.20)

En el fluido se presentan procesos de rozamiento interno tinicamente en el caso en
que las distintas particulas del fluido se mueven con velocidades diferentes de modo
que exista un movimiento relativo entre las distintas partes del fluido. La fuerza
tangencial sobre el plano y = 0 se describe a través del tensor de rozamiento 7., [64].

El tensor de esfuerzos para un fluido unidimensional, 7,,, estd dado por la relacién

constitutiva 5 ( )
uly

donde 7 es la viscosidad del medio. Para el caso especial de un fluido newtoniano, la
velocidad de flujo cortante ¥ es [65]

= Tm (ag_;y)) . (7.22)

Ui

Sustituyendo (7.20) en (7.22) se tiene que para el flujo entre dos placas paralelas a
presion constante la velocidad promedio en términos de la velocidad de flujo cortante
es

1
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Flujo entre dos placas paralelas en presencia de un gradiente de presion

Si se considera el flujo estacionario entre dos placas paralelas infinitas en presencia
de un gradiente de presién las ecuaciones de Navier-Stokes, puesto que la velocidad
depende solamente de y, dan

9u  10p op
o2 nox’ oy
La segunda ecuacion muestra que la presion es independiente de y, es decir, que es
constante a través de la profundidad del fluido, por tanto, el segundo miembro de
la primera ecuacion indica que la presion es funcion solamente de z, mientras que el
primer miembro es solamente funcién de y. Esta afirmacion solo puede ser cierta si

ambos son constantes, es decir, la presién es una funcién lineal de la coordenada x a
lo largo de la direccién del flujo [64]. Por lo tanto la velocidad estd dada por

0. (7.24)

1
u(y) = — Ly + ay + b, (7.25)
nax

donde a y b son constantes de integracion que se determinan suponiendo las condi-
ciones limite, u(y) = 0 para y = 0 y y = h*. Por tanto

u(y) = —%Z—i (ifﬂ - [y — %h} > . (7.26)

Asi, la velocidad varia parabdlicamente a lo largo del fluido, alcanzando su valor
méximo en la mitad, como se muestra en la figura (7.3).

. “'Ix’ .
V, L] — .. y
= * ° Vi ’ ° A
. 0.5 o L)
l.l ] .o. v, \.' 0 ® ] * o
e .o o 7 [0 h
o ® o0 e we' N ° -
¢ N . .‘:' AN o
» o o ’.."v, o ,.o.,“
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Figura 7.3: Los monémeros en solucién se mueven con en la direccién positiva del eje
x con una velocidad que cambia dependiendo de su posicién en el canal, alcanzando
su valor maximo en la mitad.

Andalogamente al caso anterior, para este caso se encuentra que la velocidad pro-

medio del fluido es 2 g
P
__nap 2
T T londs (7.27)

2Es importante notar que en este problema las condiciones limite han cambiado pues las placas
paralelas en este caso estan fijas.
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Esta expresion es muy interesante porque nos dice que podemos estudiar como se
modifica la nucleacion si conocemos el gradiente de presion que origina el flujo de
particulas en el sistema.

Flujo debido a un campo eléctrico

En los experimentos realizados en la referencia [12] el flujo cortante es debido
a una caida de potencial, esto quiere decir que las particulas se mueven porque se
impone un campo eléctrico en la direccion del flujo, digamos x.

En presencia de un campo eléctrico E, un i6n de carga Ze (e siendo la carga del
electrén) viaja a una velocidad constante proporcional a la fuerza Z e|E |. Esto pasa
porque la fuerza debida al campo acelera el i6n hasta que la friccién en el fluido
compensa la esta fuerza. Cuando el i6n se mueve a lo largo del fluido la fuerza viscosa
es igual a £c donde € es el coeficiente de friccién. Cuando estas fuerzas se igualan,

esto es,
ce= Ze|B),

el i6n alcanza la velocidad terminal.
Por lo tanto la velocidad terminal puede ser escrita como

c= "Bl = -5 (7.28)

donde ¢ es el potencial impuesto sobre el sistema que origina el flujo de particulas.
En términos de la viscosidad del fluido y el volumen de las particulas en solucién, es
decir los monémeros que se estan nucleando, el coeficiente de friccién es

30, \ /3
5267?77(U) .
A

Por lo tanto, la ecuacién (7.28) se reescribe como

Ze (3u, 1/3 0¢p
¢ 67n ( A ) Ox (7.29)

Ze (3v, 1/3
X = 6rn \ ar
mn \ 4w
es conocido como la mobilidad iénica de las particulas en solucién. Experimentalmente
se determina el tiempo que tardan las proteinas en alcanzar la velocidad terminal, para
después determinar su mobilidad iénica. Para los estados cargados de las lisozimas
de +8 a +10 el tiempo que tardan las particulas en alcanzar la velocidad terminal
varfa entre 55 ms y 78 ms [66]. Para las lisozimas la mobilidad i6nica dependende de

su configuracién, es decir, si se encuentran en forma naturalizada o desnaturalizada
[66]. En la referencia [67] se menciona que las variaciones en la mobilidad iénica de las

El coeficiente
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lisozimas puede afectar de manera significativa su absorcién en las paredes celulares
de las bacterias, por lo tanto reduciendo su efecto antibidtico.
De esta forma, la velocidad promedio en términos de la caida de potencial y de la
mobilidad iénica de las particulas en solucién esta dada por
99
Xox

(7.30)

Supersaturacién como funcién del flujo cortante y el gradiente de presién

Para ver como es la supersaturacion como funcion de la velocidad de flujo cortante
o el ritmo de corte se sustituye la relacién (7.23) en la expresién (7.13). De esta forma,
la supersaturacion esta dada por

1 4a
Afi = App 4+ =mh?3* — 060k T | ———— ] . 7.31
A= Apt gmh™y &o Ta _bee (7.31)
En la figura (7.4) se muestra el comportamiento de la supersaturacién (7.28) como
funcién de la velocidad de flujo cortante. Es importante notar que el comportamiento
no monotonico de la supersaturacién se mantiene, es decir, hay dos regimenes de
nucleacién como funcién del ritmo de corte.

2.5 ‘
Contribucién energia cinéti ca
<
J24
*8 23 ___7opt
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gz 1 ‘;‘_’;:;:—""éontribuci on elastica
2.0p
8 Supersaturacion de Equilibrio
19
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Velocidad de flujo cortante (y)

Figura 7.4: Supersaturacion como funcién de la velocidad de flujo cortante 4. Al igual
que para la velocidad promedio hay dos regimenes de nucleacién, para velocidades
moderadas, ¥ < “Y,pt, la nucleacion se favorece y para velocidades de flujo tales que y >
Yopt 1a nucleacion se inhibe e incluso se suprime, como lo reportan las observaciones
experimentales en la referencia [12].

Ahora bien, si se sustituye la relacién (7.27) en la expresion (7.13) se tiene que la
supersaturacion como funcién del gradiente de presién es

4 144an?
2 —
(Vp)* — v, kT (1440“72 — bh4(Vp)2) : (7.32)

mh
Aji= A
= B0 osg
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donde Vp = dp/dx. Escribir la supersaturacién como funcién del gradiente de presién
permite pensar en una forma alternativa, e incluso méas sencilla en términos cuanti-
tativos, para realizar experimentos de nucleacién. Para este caso, en la figura (7.5) se
muestra el comportamiento de la supersaturacién (7.29) como funcién del gradiente
de presion impuesto sobre el sistema. Es importante notar que el comportamiento
no monotonico de la supersaturacién se mantiene, es decir, hay dos regimenes de
nucleacion como funcion del gradiente de presion.

2.5 ,
Contribucion energia ci nética",.:‘"‘
§2.4 g
=23 g (_Y Popt
'S s
Q
@
5 2.2
gz' r - s “Contribucién elastica
@ e
2.0p o
Supersaturacion de Equilibrio
19 i
0 2 4 6 8 10 12

Gradiente de presion (V p)

Figura 7.5: Supersaturaciéon como funcién del gradiente de presiéonVp. Al igual que
para la velocidad promedio hay dos regimenes de nucleacion, para gradientes mode-
rados, Vp < (Vp)ept, la nucleacién se favorece y mientras que para Vp > (Vp)y la
nucleacién se inhibe.

Por otro lado, susituyendo la relacion entre el potencial eléctrico y la velocidad
promedio de las particulas en solucién dada por la ecuacién (7.30) en la expresién
(7.13) se tiene que

1 a

Afi = Ap+ 57n><2(v¢)2 — va&okT (W) : (7.33)

donde V¢ = 0¢/0z. En la figura (7.6) se observa el comportamiento no monoténico
de la supersaturacion como funcion de la caida de potencial.

En las figuras (7.4), (7.5) y (7.6) se representa de manera esquemética el compor-
tamiento general de la supersaturacién en presencia de un flujo de distintas formas,
debido a un esfuerzo cortante, un gradiente de presién y una caida de potencial. Es
importante senalar que todas muestran el comportamiento no monoténico observado
por los experimentos en la referencia [12] y las simulaciones en la referencia [14]. Lo
que resulta interesante de este andlisis es que se puede describir de manera sencilla el
comportamiento general de la supersaturacién en términos de todos los parametros
fisicos que son propios de cada experimento.
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Figura 7.6: Supersaturacion como funcion de la caida de potencial V¢. Al igual que
para la velocidad promedio hay dos regimenes de nucleacion, para gradientes mode-
rados, Vo < (V@)op, la nucleacién se favorece y mientras que para Vo > (V@) la
nucleacion se inhibe.

7.2. Crecimiento de dominio en presencia de flujo

En la seccion anterior se observa que la nucleacion homogénea presenta un com-
portamiento no monotdnico en presencia de flujos cortantes y, es de esperar, que el
crecimiento de dominio también se vea afectado por el flujo. El ritmo de crecimiento
de dominio estudiado en el capitulo 6 tiene la forma

e <2000 {0100+ [1 [ (- awer] ]}
- {_ao + 1+ exp [% (x — alD@t)HQ} , (7.34)

donde ©? es un parametro dado por

2= 28
’Uak'BT

(7.35)

Por otro lado, en presencia de flujos cortantes la supersaturacion esta dada por la
ecuacién (7.31) por lo tanto se define el pardmetro © como

6(4) = (Ak—’;}”)/ 7 (7.36)

con Afi dada por la relacién (7.31). Asi, el ritmo de crecimiento de dominio en pre-
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Crecimiento de dominio R(X, to) Crecimiento de dominio R(X, tp)
06 .- 06 .-
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P N ",
ZiE 0 iE Posicion (x) ZiE 0 iE Posicion (x)
(a) 4 ~ 0.42 (b) 4 ~0.88
Crecimiento de dominio R(X, to) Crecimiento de dominio R(X, to)
06 .- 06,
— \,1\ 3 \ll
"""" —lSJE) N T Posicion (x) _15L0 - S Posicion (x)
(c) % =~ 0.95 (d) ¥~ 0.97

Figura 7.7: A medida que 4 aumenta el rimo de crecimiento de dominio también lo
hace, sin embargo, cuando se revasa la velocidad éptima de flujo cortante, 4,pt, el
crecimiento de dominio comienza a inhibirse hasta que se suprime. El flujo va en la
direccion positiva del eje x.

sencia de flujos cortantes se reescribe como

-2
R(xz,t;4) = 2DO?x { —(1 — ag) + [1 + exp [% (—:E - aﬂ?ét)”

xd —ap+ {1 + exp {% <a: - alDét)H “l (7.37)

En la figura (7.7) se presentan las graficas cualitativas de la formacién y crecimien-
to de dominio si el flujo de monémeros en solucién, impuesto por un flujo de Couette
en la direccién positiva del eje x, aumenta gradualmente hasta pasar la velocidad
optima de nucleacion oy

La energia cinética de las particulas en solucion y los esfuerzos elasticos de los
cuales el dominio es efecto cambian el ritmo con el que crece el dominio. De hecho,
este cambio es debido a que la supersaturaciéon del sistema se modifica debido a la
presencia de flujos. Se puede concluir que la presencia de flujos anade un efecto no
monoténico al crecimiento de dominio de la misma forma en la que lo hace en la
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nucleacion homogénea. Entonces, este comportamiento también se puede observar si
el sistema estd sujeto a un gradiente de presion o una caida de potencial como se
estudia en la seccién anterior.



Capitulo 8

Conclusiones

Partiendo de una detallada introduccion a los procesos de reacciéon difusién, de
transporte sobre barreras de energia y de nucleacion, en este trabajo se analiza cémo
se modifica la nucleacion homogénea y el crecimiento de dominio en presencia de
flujos cortantes, gradientes de presion y campos eléctricos, basandonos en la termo-
dinamica para sistemas abiertos fuera de equilibrio. La contribucién original de este
trabajo es mostrar que el crecimiento de dominio tiene su origen a partir de un estado
inicial determinado por la nucleacién homogénea en el estado tardio y, por lo tanto,
dependiendo de la situacion fisica en la que ocurra la nucleacion el comportamiento
es heredado por el crecimiento de dominio.

Desde el punto de vista molecular, el esquema de reacciones bimoleculares de
Becker—Doring, junto con el formalismo de reaccion—difusién, permite escribir un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que describen cémo son las
concentraciones de agregados y mondémeros en el proceso de nucleacion homogénea.
Centrando nuestro andlisis en el estado tardio, es decir, cuando ocurre la tltima reac-
cién de formacién de agregados, es posible reducir este conjunto infinito a solo tres
ecuaciones parciales no lineales, una para los monémeros, una para los prentcleos y
otra para los nucleos.

Suponiendo que el coeficiente de difusion de mondémeros, nticleos y prentcleos es
similar, lo que implica que los nicleos son relativamente pequenos, y utilizando el
grado de avance de la reaccién, un formalismo heredado de la termodinamica fuera
de equilibrio, es posible convertir este conjunto de ecuaciones en una sola ecuacién de
reaccién difusion para dicha variable. La ecuacién que se encuentra es una forma ge-
neralizada de la conocida ecuacién de Fisher—Kolmogorov, que se simplifica tomando
en cuenta que en el estado inicial el sistema sélo cuenta con particulas libres, es decir,
mondémeros en solucion.

En una dimensién, la ecuacion de Fisher—-Kolmogorov tiene una solucion exacta
tipo onda viajera. Adoptamos esta solucién para estudiar la forma en la que se pro-
pagan los frentes de mondémeros y prenticleos en el sistema y asi estudiar como ocurre
el proceso de crecimiento de dominio. Utilizando este formalismo se encuentra que los
frentes de concentracion de mondémeros y prenticleos se mueven en direcciones opues-
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tas con una velocidad proporcional a la supersaturacion del sistema. Al momento de
encontrarse ambos frentes el dominio comienza a crecer.

El ritmo de adhesién de particulas en el cristal (el ritmo de crecimiento de domi-
nio) es proporcional al producto de la concentracién de mondémeros y prentcleos. La
constante de proporcionalidad estd dada por la frecuencia con la que las particulas
se adhieren al agregado, es decir, el ritmo de condensacién de particulas en el estado
tardio. De esta forma, la nucleacion homogénea y el crecimiento de dominio estan
vinculados.

Puesto que la nucleacién es un proceso activado, se encuentra que la frecuencia
de condensacién de moléculas en el estado tardio esta asociada con el coeficiente de
difusion de las particulas en solucién, la supersaturacion del sistema y la temperatura
del mismo. Utilizando la aproximacion de Kramers para procesos activados y tomando
en cuenta que la energia de activacion en el estado tardio es muy pequena comparada
con la energia de activacion de todo el proceso. Con esto, se calculd la expresion
explicita del ritmo de condensacion en términos de los parametros fisicos del sistema.

Para validar la utilizacion de la aproximaciéon de Kramers, se compara la teoria
desarrollada con una serie de resultados experimentales que muestran cémo es el rit-
mo de nucleacién de lisozimas en presencia y ausencia de aditivos como funcién de la
temperatura. Para ello se obtuvo una expresion del ritmo de nucleacién homogénea
que solo depende de los parametros fisicos que se pueden encontrar experimentalmen-
te. El resultado de la comparacion tedrica con los experimentos es muy satisfactoria
por lo que el uso de la aproximacion de Kramers para determinar la frecuencia de
condensaciéon de particulas en el estado tardio es factible. De este andlisis sobresale
el hecho que esta nueva forma de escribir el ritmo de nucleaciéon acentia el papel que
juega la fuerte dependencia de la tensién superficial del agregado en el proceso. Se
encontro que la entropia de superficie es un factor determinante en esta dependencia.

La fuerte dependencia de la barrera de energia libre y el radio critico con la tension
superficial da pie para plantear nuevas preguntas, como por ejemplo, jqué pasa si el
radio es una cantidad fluctuante, qué nos puede decir de la curvatura o de la tension
superficial del agregado? Este es un problema interesante que se queda planteado para
ser resuelto en un futuro préximo.

Una vez que se han determinado con cuidado todos los elementos involucrados con
el ritmo de produccion de particulas en el cristal se obtienen resultados cualitativos
interesantes. Estos resultados indican cémo, al avanzar el tiempo, el dominio crece
hasta alcanzar una concentracién maxima y saturar completamente el sistema. A lo
largo de este andlisis se observa que son muchos los factores que afectan la forma en
la que crece el dominio, entre los que destacan la supersaturacion y la temperatura
del sistema.

Se demostré que la presencia de un flujo de particulas en el sistema hace que la
supersaturacion se redefina como una funcion de la velocidad de flujo cortante, el gra-
diente de presion o la caida de potencial. Esto quiere decir que la energia cinética de
las particulas en solucion, junto con las fuerzas restitutivas debidas al flujo generadas
en el interior del ntcleo,, originan un comportamiento no monoténico en la supersatu-
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racion, lo que presenta un acuerdo con las observaciones experimentales pues predice
la existencia de una velocidad de flujo cortante éptima para que la nucleacién se lleve
a cabo. Este comportamiento no monoténico se extiende al crecimiento de dominio,
pues el ritmo con el que crece esta ligado fuertemente a la supersaturacion del sistema.
Estos comportamientos han sido obsevados en sistemas experimentales.

Los resultados cuantitativos y cualitativos reportados a lo largo de este trabajo
pueden contribuir a mejorar el entendimiento de los procesos de nucleacién y cre-
cimiento de dominio en condiciones de no equilibrio, asi como a mejorar el analisis
tedrico y experimental en trabajos posteriores.
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