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Introduccion

La Teoria de Matrices Aleatorias tiene sus inicios a finales de los afios cin-
cuenta. Fue el fisico Eugene Wigner quien las introdujo para modelar el espec-
tro de d4tomos pesados compuestos de muchas particulas con interacciones des-
conocidas. Incapaz de calcular explicitamente el comportamiento de estos sis-
temas, surgié la idea de prescindir de ellos y realizar una descripcién aleatoria
considerando conjuntos de matrices, denominadas familias, con entradas aleato-
rias y que obedecen ciertas restricciones derivadas de la simetria. Recientemente,
la teoria de matrices aleatorias ha permeado distintas 4reas del conocimiento
matematico y fisico como la teoria de ntimeros, teoria de operadores, permuta-
ciones aleatorias y modelos de crecimiento aleatorio, entre otras (ver [1]). En este
trabajo se abordara la relacién entre la teoria de matrices aleatorias y la teoria de
numeros.

Hilbert y Pélya, alrededor de 1927, sugirieron que podria existir una inter-
pretacion espectral de los ceros de la funcién zeta de Riemann. Es decir, conjetu-
raron que es posible asociar los ceros no triviales de la funcién zeta con los eigen-
valores de algin operador actuando sobre algin espacio de Hilbert. La primera
evidencia significativa fue en 1972, cuando el matematico Hugh Montgomery
[34], calculd la correlacién de parejas de la funcién zeta de Riemann: los ceros ex-
hiben la misma repulsién que los eigenvalores de matrices unitarias de gran escala
(es decir, cuando el tamario de las matrices tiende a infinito), como hizo notar el
fisico Freeman Dyson. Montgomery conjetur6 analogias més generales en relaciéon
con las matrices aleatorias, las cuales fueron confirmadas por Odlyzko [36] en
los afios 80. A este fendmeno se le conoce como la Ley de Montgomery-Odlyzko.
Por otra parte, en 1995, Rudnick y Sarnak [41] determinaron la n > 2 correla-
ciones para los ceros de la funcién zeta de Riemann, as{ como para funciones-L
mas generales. Estos resultados estin en perfecta coincidencia con las predic-
ciones provenientes de la teoria de matrices aleatorias. Desafortunadamente, el
comportamiento universal descrito por la ley Montgomery-Odlyzko no propor-
ciona informacién sobre cual deberia de ser el operador relevante especifico para
cada funcién-L. La filosofia de Katz y Sarnak [26] nos ensefia que la situacién
es de hecho atin mas rica estudiando la distribucién de los ceros de familias de
funciones-L de campos de funciones. Katz y Sarnak mostraron que, en campos de
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funciones, la ley Montgomery-Odlyzko resulta ser verdadera, pero también que
las leyes asociadas a la distribucién de ceros que se encuentran en una vecindad
alrededor del punto critico son distintas. Estas leyes corresponden a eigenvalores
de matrices aleatorias pertenecientes a los grupos compactos cldsicos (unitario,
ortogonal y simpléctico). En este caso, este comportamiento puede ser explicado
de manera natural en términos del grupo de monodromia geométrico asociado a
cada familia.

Este es el tipo de resultados que nos disponemos a explicar aqui. Lo dnico que
podemos decir de antemano es que la teorfa de matrices aleatorias resulta ser un
modelo probabilistico notable y coherente para describir los ceros de funciones-L.

La estructura y eleccion de tépicos de este texto estan basados en [27] y pretende
ser una extensién de algunos de los temas que alli se manejan.

La tesis estd organizada de la siguiente forma. El capitulo 1 se introduce un tipo
particular de matrices aleatorias, la Familia Gaussiana Unitaria. Se estudian las
estadisticas asociadas a los eigenvalores de matrices en esta familia. De particu-
lar importancia en capitulos subsecuentes serd el Teorema de Dyson, asi como la
distribucién de huecos entre eigenvalores.

En el capitulo 2 se estudian otros tipos de matrices aleatorias, los grupos com-
pactos clasicos. Se estudian las estadisticas de eigenvalores asociadas a estas ma-
trices: la n-correlacién de niveles, la distribucién de huecos entre eigenvalores, la
n-densidad de niveles y la distribucién del primer eigenvalor.

En el capitulo 3 examinamos el articulo de Montgomery [34], dando una de-
mostracion detallada del resultado principal (la correlacién de parejas).

En el capitulo 4 se discute sobre la generalizacién de Rudnick y Sarnak al teo-
rema de Montgomery, no sin antes revisar de manera general el concepto de una
funcién-L. La generalizacién se da en dos sentidos: primero se extienden las fun-
ciones estudiadas y después se extienden los resultados a todas las correlaciones
entre ceros de funciones-L. En la segunda parte del capitulo se discute la filosofia
de Katz-Sarnak, la cual propone estudiar a los ceros de familias de funciones-
L que se encuentran en vecindades alrededor del punto critico. De aqui surge
la Conjetura de Densidad la cual afirma que, en el limite, la distribucién de los
ceros (de familias de funciones-L) cercanos al punto critico coincide con la dis-
tribucién de eigenvalores cercanos al punto 1 de grupos compactos clasicos. Se
dan ejemplos de familias de funciones-L estudiadas hasta ahora que dan soporte
a la Conjetura de Densidad. En la tercera parte del capitulo se revisan las ana-
logias con campos de funciones.

En el capitulo 5 se estudia una familia en particular: la familia formada por
funciones-L cuadraticas de Dirichlet. En vias de establecer evidencia a la Con-
jetura de Densidad de Katz-Sarnak se calcula la 1-densidad de niveles de esta
familia mostrando que el grupo compacto subyacente es el simpléctico. Cabe re-
calcar que la demostracién que aqui presentamos esta influenciada por las ideas
de Rubinstein [38].
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Se incluyen ademas tres apéndices. En el apéndice A se encuentra la demostracién
del Lema de Gaudin que tiene importancia central en todo el desarrollo de los
capitulos 1y 2. En el apéndice B se encuentran resultados generales concernientes
a polinomios ortogonales. En el apéndice C se encuentran algunas definiciones y
resultados generales de Teoria Analitica de Nimeros.

Finalmente, queremos revelarle al lector que un vasto universo se extiende mas
alla del material incluido en la tesis, que es absolutamente el més basico. Por
ejemplo, no consideramos en esta tesis el problema de momentos de Keating-
Snaith [28], el cual ha dado un nuevo aliciente a la teoria. Al lector que desee
obtener mas informacién sobre toda la gama de nuevas perspectivas en este tema,
podemos recomendar el volumen [32].



Notaciéon

Dado un nimero complejo s = ¢ + it denotaremos por Re(s) (resp. Im(s)) a la
parte real (resp. parte imaginaria) de s.
La proposiciéon
flx)=0(@g(x)), x—>o0
se pronuncia como “f es O-grande de g(x)”. Es equivalente a

f(x) < g(x), X — oo,

que se pronuncia “f es menor menor que g(x)”. Ambas proposiciones significan
que existe una constante C > 0 tal que si x es suficientemente grande |f(x)| <
Cg(x). Al namero C se le llama la constante implicita.
La proposiciéon
flx)=0(glx),  x— o0
se pronuncia como “f es o-pequefia de g(x)”. Explicitamente, significa
lim M =0.
x—00 g(x)
Equivalentemente, para toda C > 0, si x es suficientemente grande |f (x)| < Cg(x)
La proposicién f(x) ~ g(x), la cual se lee “f es asintética a g(x)”, significa que
f(x) = (1+0(1)g(x).

Denotaremos por A(#n) a la funcién de Mébius, la cual esta dada por

A(n) = logp si n=p* paraalgan primo p,k >0
~lo en otro caso

Diremos que una funcién f : IR — C es de clase Schwartz (o pertenece a la clase
de Schwartz) si f es suave y tanto f como todas sus derivadas son de decaimiento
rapido:

fO <y (L),
para toda A > 0y todo entero j > 0.

Asimismo si f es una funcién de clase Schwartz, la transformada de Fourier de

f esla funcién

Flo)= [ reevax



como f es de decaimiento rdpido, observamos que la integral precedente con-
verge absoluta y uniformemente sobre IR.



CAPITULO 1

Matrices Aleatorias: La Familia Gaussiana Unitaria
(GUE)

De acuerdo a la teoria cudntica, los niveles de energfa de un sistema atémico
son los eigenvalores de un operador hermitiano en el espacio de Hilbert, el hamil-
toniano del sistema. Ya que el sistema atémico contiene demasiadas particulas
atémicas elementales, existe una profusién de niveles de energia y el hamilto-
niano es muy complejo de diagonalizar numéricamente. Es este el contexto en el
que el fisico E. Wigner tuvo la idea de modelar los niveles de energia de tal hamil-
toniano con eigenvalores de una matriz hermitiana aleatoria de gran tamarfio.
Heuristicamente, tal operador hermitiano tiene un espectro continuo ademas de
un nimero (posiblemente grande) de niveles discretos. Para poder realizar calculos
para el hamiltoniano de un sistema, el espacio de Hilbert se reduce a un espacio de
dimension finita, se toma una base, y el hamiltoniano se representa por una ma-
triz finito dimensional que necesariamente tiene espectro discreto. Por lo tanto,
un ensamble de sistemas puede pensarse como una familia de matrices cada una
con dimensién grande cuyas propiedades reflejen las propiedades estadisticas de
la familia de los sistemas.

Este modelo difiere de la mecdnica estadistica cldsica en el sentido de que en
ésta los posibles estados para el sistema son conocidos aunque el estado especifico
del sistema es totalmente desconocido. Ahora, como Dyson lo explica en [11], lo
que se requiere es un nuevo tipo de mecdnica estadistica, en la cual renunciemos
por completo al conocimiento no del estado del sistema sino de la naturaleza del
sistema en si. El problema, pues, es definir una familia de sistemas de una forma
matemdticamente precisa en la cual todas las posibles leyes de interaccién sean
igualmente probables.

Entonces, para estudiar las propiedades locales de los eigenvalores, se busca dar
al espacio vectorial de las matrices hermitianas una medida de probabilidad que
sea invariante bajo la accién del grupo unitario por conjugacién, esto ya que uno
estd interesado en los eigenvalores, y éstos se preservan bajo conjugacion.

Ya que la naturaleza del sistema no se conoce, las entradas de una matriz repre-
sentativa se toman de manera aleatoria con distribucién gaussiana. Las matrices
aleatorias que resultan representando al ensamble de sistemas estdn sujetas solo
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a requerimientos de simetrfa correspondiente a propiedades de simetria de los
sistemas fisicos.

Asi, uno esperaria que propiedades estadisticas de niveles de energia, por ejem-
plo la distribucién de huecos, coincidan con aquellas de matrices aleatorias. Es
después de mucho trabajo tedrico y experimental que se pudo revelar la intuicién
de Wigner y se logra observar una buena correspondencia entre los experimen-
tos y las predicciones de matrices aleatorias. En el libro de Mehta [31] se puede
consultar estas cuestiones.

Las familias de matrices aleatorias considerados originalmente por Wigner son
tres. La Familia Gaussiana Ortogonal (Gaussian Orthogonal Ensemble) de ma-
trices aleatorias reales simétricas representa a sistemas con spin par e invari-
anza bajo inversién de la direccién del tiempo. La Familia Gaussiana Simpléctica
(Gaussian Symplectic Ensemble) de matrices aleatorias hermitianas autoduales
representa a sistemas con spin impar e invarianza bajo inversiéon de la direccién
del tiempo. La Familia Gaussiana Unitaria (Gaussian Unitary Ensemble) repre-
senta a sistemas no invariantes bajo la direccion del tiempo. Dyson [11] también
construyé de una manera elegante tres familias circulares relacionados: La Fa-
milia Circular Ortogonal (Circular Orthogonal Ensemble), la Familia Circular
Simpléctica (Circular Symplectic Ensemble) y la Familia Circular Unitaria (Cir-
cular Unitary Ensemble). Ademds mostr6 que estas estadisticas coinciden con los
ensambles de matrices correspondientes GOE, GSE y GUE.

1. Familia Gaussiana Unitaria

Es el espectro de la Familia Gaussiana Unitaria el que es importante para nosotros.
En particular, estamos interesados en distintas estadisticas acerca de los eigenval-
ores en GUE. Por ejemplo, la densidad de eigenvalores, la distribucién conjunta
de parejas de eigenvalores (o de un nimero finito n de ellos) y la distribucién de
huecos entre eigenvalores sucesivos.

La siguiente exposicién estd basada en la presentacién que hace Mehta [31] en
su capitulo 6 y en [17].

Definicion 1.1. La familia gaussiana unitaria consiste, para cada N = 1,2,3,..., del
conjunto GUE(N) de todas las matrices complejas hermitianas de N x N:

GUE(N) = {H €Maty(C) | H = H}.

Las entradas hjy de una matriz H € GUE(N), para 1 < j <k < N, son variables
gaussianas complejas * de varianza o* = 1/2, mientras que hyj = E]-k. Asimismo, las
entradas diagonales hj; para 1 < j < N son gaussianas reales de varianza o’ =1/2.
Todas las entradas son independientes.

1Una variable aleatoria compleja Z = X +iY es gaussiana compleja de varianza o si sus partes

real X e imaginaria Y son variables gaussianas reales independientes con varianza ¢2/2 cada una.
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El volumen estandar en GUE(N) es

dvolgue)(H) = A dRe(hjy) A dIm(hjy).

1<j<k<N 1<j<k<N

Con la definicién anterior podemos deducir la funcién de densidad de proba-
bilidades de GUE(N):

fourm)(H) = I_I —eXP 2|h]k| ]_[ eXP )

1§j<k§N 1<]<N

Observe que fgug(n)(H) depende solamente de los eigenvalores de H,

oN(N-1)/2
fouew)(H) = —a P 2Z (Re(hj)® +TIm(hji)? Zh
j<k
2N(N71)/2 5
= Wexp(—Tr(H ))

Note de la definicién que el conjunto GUE(N) no consiste de matrices unitarias.
El nombre proviene del siguiente hecho importante (ver [13] para detalles). Si
Q € U(N) (ver definicién 2.4) es fija, entonces Q acttia por conjugaciéon en GUE(N).
Ya que la traza es invariante bajo similitudes la funcién de densidad de proba-
bilidades también lo es. Ademas, el jacobiano de la transformacién asociada al
cambio de variables es igual a 1.

2. Distribucién de eigenvalores

Una matriz H en GUE(N) tiene N eigenvalores reales ¥ = (xq,...,xy). El resul-
tado relevante en la teoria de matrices aleatorias es el que concierne a la densidad
de los eigenvalores de una matriz aleatoria. A continuacién enunciamos el resul-
tado para el caso GUE.

Teorema 1.2. La funcion de densidad conjunta eGUE(N)(a?) de los eigenvalores de una
matriz en GUE(N) estd dada por

N
1 2 2
€GUE X)=— Xi—X exp| — X
) (%) o ]_[ |xj — xk|“exp Z ]]
1<j<k<N j=1
donde
N
_ 2 _ 2
CN__LRN ]_[ |xj — x¢|“ exp Zx] dxq...dxy.
1<j<k<N j=1

es la constante de normalizacion necesaria para que egug(n) sea una funcion de densi-
dad de probabilidades conocida como la funciéon de particion.
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3. Funciones de correlacion

Se puede extraer informacién util a partir de la funcién de densidad conjunta
de los eigenvalores. Una forma de hacerlo es por medio de otras funciones, las
cuales definimos a continuacion.

Definicién 1.3. Si n es un entero positivo fijo, la funciéon de n-correlacion de los N
. N - . . .
eigenvalores X con funcion de densidad conjunta equg(%) se define como

N N!
Pﬁ; )(xll"'lxn) = —JI\RN €GUE(N) (9?)dx,,+1 ...de.

(N —n)!

La funcién de n-correlacién es la densidad de probabilidad de que # de los
eigenvalores, independientemente del orden, se encuentren en vecindades in-
finitesimales de xq,...,x,,. (Estrictamente hablando, no es una densidad de prob-
abilidad ya que la integral total da N!/(N —n)! en vez de 1).

Para proveer una interpretacién mas clara de las funciones de correlacién, las
relacionamos con las estadisticas de la variable aleatoria Ng que representa el
nimero de puntos de la sucesién (x1,...,xy) dentro de cualquier conjunto B de IR.

Por ejemplo, IB pgN)(xl)dxl se interpreta como el ntiimero esperado de puntos en
B;

Lp‘f\”m)dxl =f xple ™ (v )dx

(s¢]

= NJ XB(XI )eGUE(N)(xlr' . .,xN)dx1 v dXN

o N
= J- ZXB(xi)eGUE(N)(xll“"xN)dxl“'de‘

%=1

Similarmente, JBxB p2(x1,x7)dx dx; se interpreta como el nimero esperado de
parejas de puntos en B;

f xp(x1 )XB(xz)P(zN)(xpxz)dxl dx;

=N(N - 1)f xB(x1)xB(x2)eGUEN)(X1,-., XN )dx] ... dxy

o N
ZJ ZXB(XI)XB(xz)eGUE(N)(xl:-~-,xN)dxl---de-
—o0 i

4. Férmula determinantal y ntcleo GUE

. N —_ -
Todas las funciones pL ) son expresables en términos de una funcién de den-
sidad ey de una N-ada de niveles. Sin embargo, ya que estamos pensando a N
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como un numero grande, es deseable encontrar expresiones alternativas para es-
tas cantidades en las cuales este nimero solo aparezca como un parametro, es
decir, expresiones que no crezcan en complejidad en el limite N — oco. Esto se lo-
gra representando a las funciones de correlacién en términos de un determinante
de una matriz finita de n x n. El método (conocido en la literatura como el método
de Gaudin-Mehta [16]) hace uso de los polinomios ortogonales y de un resultado
debido a Gaudin A.3.

Nos enfocaremos en una sucesiéon ortonormal en L?(IR,dx) derivada a partir de
los polinomios de Hermite (B).

Definicion 1.4. Definimos, para cada n >0,

1 1,2d" 2
x)=(-1)'————=e2" —e".
Pulx) = (=1) ml/40n/ 24/t dx"
Las funciones 1,, asi definidas son llamadas las funciones de Hermite normalizadas o
funciones de onda del oscilador.

Teorema 1.5 (Gaudin-Mehta). Las correlaciones p,, estan dadas por el siguiente de-
terminante

N
PL (BTN :(nifnt(KGUE(N)(xj'xk))

en donde

KGUE Z 11[)71 wn

es el niicleo asociado a las funciones de Hermlte normalizadas que llamaremos niicleo
GUE.

Silos eigenvalores son considerados como puntos aleatorios, entonces la coleccién
de todos ellos es un proceso puntual. Entonces, las intensidades de este pro-
ceso estan dadas de acuerdo a las funciones de correlacién (como vimos al final
de la seccién anterior). Los procesos puntuales para los cuales las intensidades
(definidas en términos de esperanza del nimero de puntos, parejas de puntos,
etc.) estdn dadas en términos del determinante de un ntcleo, son llamados pro-
cesos puntuales determinantales (determinantal point processes) De manera mdés
general, cualquier nicleo K que pueda escribirse como K(x,y) =Y fi(x)fx(v), con
fx funciones ortonormales con respecto a algin peso admlslble (véase apéndice B),
da lugar a un proceso puntual determinantal. El lector que desee profundizar en
la teoria de estos procesos asi como en sus aplicaciones, recomendamos el articulo
de A. Borodin que se encuentra en el volumen [1].

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.5. Sea M = (Mj;) la matriz de tamafio N x N
tal que M, = ;1 (xx) paral <j, k <N. Se afirma que

1
eGUE(N)(a?) = N1 det (MTM)
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En efecto, como los polinomios de Hermite Hy (x) son polinomios de x, multipli-
camos el j-ésimo renglén por 2/~ y luego le afiadimos una combinacién lineal
adecuada de renglones que consistan de potencias menores. Asi, podemos reem-
plazar el j-ésimo renglén por el siguiente renglén cuyos términos son polinomios
de Hermite

(Hj—l (x1),Hj-1(x2),..., Hj (XN))-
Después transformamos la matriz resultante en términos de las funciones 1;_1 (x)

1.2
multiplicando la k-ésima columna por e 2% y multiplicando el j-ésimo renglén
por el factor (vm2/71(j - 1)1)1/2. Hecho lo anterior, obtenemos la ecuacién

1 N
exp[‘z ;xi]g“k-x»:c-det(M)

para alguna constante c. Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad ante-
rior, se tiene
2

exp [— ixi] l_l(xk —x]-)2 =c? ~(det(M)) .

k=1 j<k
Por lo tanto

2
eGue(N)(X) = ¢ (det(M)) :
Resta calcular el valor de ¢’. Nétese que

f det (MTM)dx1 Ldxy = j det (KGUE(N)(xj,xk))dxl Ldxy.
RN RN NxN

En vista de la ortonormalidad de {¢,,},

f Kguew) (% 9)Kguew) (¥, 2)dy = Kgugv)(x, 2)

—00

J. KGUE(N)(x’ x)dx =N.
Aplicando el lema de Gaudin N veces,
J det(MTM)dxl ...dxy =N!
RN
Ya que egyg(n) estd definida de tal manera que
J\ eGUE(N)(xl,...,xN)dxl ...dXN = 1,
]RN

se logra deducir que



5. El Teorema de Dyson 7

por lo que la afirmacién queda comprobada.
De este modo, podemos escribir a la funcién de n-correlacién de los N eigenval-
ores como
(N) 1
Pn (X150 Xy) = N-nl '[RN ) ngelg(KGUE( ) jrxk))dxnﬂ dxy

Finalmente, aplicando el lema de Gaudin N veces, se sigue el resultado. O

5. El Teorema de Dyson

El objetivo ahora es describir el comportamiento limite de la funcién de n-
correlacién de los N eigenvalores de una matriz en GUE. Para ello, usaremos
un importante teorema debido a Wigner el cual predice la ley del semiciriculo
para la densidad global de las familias gaussianas. La demostracién del teorema
de Wigner puede consultarse en [2].

Teorema 1.6 (Ley del Semiciculo de Wigner). La densidad, p(lN), de eigenvalores
para GUE tiene el siguiente comportamiento cuando la dimension de la matriz tiende
a infinito

(x) > o(x) = %‘VZN —-x2  |x|<V2N
P1 o x| > V2N

Se sigue entonces que con el rescalamiento xXj = nxj/‘\/ZN, la densidad en el
grueso del espectro (es decir, la densidad en una vecindad del origen) se aproxima
a 1 conforme N — oo, de modo que el limite buscado esté bien definido.

Lema 1.7. Se tiene la siguiente formula para el niicleo GUE en términos de las fun-
ciones de Hermite normalizadas en caso de que x # y:

1/2 ~
Keuem) (%) = (%) l:bN(x)ll)N—l(}/)Z_;DN_1(X)1/)N(}))

DemosTrACION. El lema es consecuencia de aplicar la férmula de Christoffel-
Darboux (ver B.5) para los polinomios de Hermite. Por la ortonormalidad de {¢,}
se tiene

H,, H,)=\r2"n!
n n

Asi, la formula de Christoffel-Darboux ahora es

Z 3 1 Hn1(x)Hn(v) = Hy (x)Hn 41 (9)
\/_Z”n' " 2ym2NN! x-y '

1 o
Multiplicando ambos lados por el factor e” 3(x24y?) y reescribiendo de una man-
era adecuada los coeficientes, tenemos que

iHn(X)e‘iszn(y)e‘W
— \m2mn!
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esigual a
(N +1)"2 50557 Hy 1 (9)Hy (9) = Hy (9)Hy 1 (9)
V2(VR2N N2 (y2N+L (N +1)1)1/2 x-y '
Reconociendo la funcién de onda del oscilador en la ecuacién anterior se sigue el
lema. O

Teorema 1.8 (Dyson). Para n > 2, el comportamiento limite rSYE de la funcion de
n-correlacion para GUE esta dado por

n
. s N X y
T’SUE(xl,...,xn)::l\}ILI})o(\/—_) ( )(\/_1 \/_n) gfg(S(x]‘,Xk));

donde S es el Nucleo Seno de Dyson

sen 7t(y—x) x 2
S(x,y)={ ) y
1 xX=y.

DEmMosTRACION. Para j = 1,2, sea Y = \/%xj. Pongamos N = 2m en el lema

1.7 (el caso cuando N = 2m + 1 es analogo). Entonces,

\/_lzme Y P20-132) = Y21 V1) P2 (¥2)
V1=%
Tomando el limite m — oo, y; — o0 y Y, — oo y usando la férmula asintética
para los polinomios de Hermite [43]

Kgueem)(y1,¥2) =

lim (=1)"m4,,,(v) = Lcos(rcx)

m—o0 \/E

lim (—1)"m 4,1 (3) = —= sen(rcx),

M— 00 \/E

obtenemos
, 2+4/m cos(mx;)sen(mx,) — sen(rx; ) cos(mx;)
lim K , V) =
Jim Keug(m)(1,92) = e p—
_ 2ymsen(m(xy — x1))
oo m(x-x))
El resultado se sigue por el teorema de Gaudin-Mehta 1.5. O

6. Correlacion de parejas

Una aplicacién esencial para nuestros propoésitos del Teorema de Dyson es la
siguiente. Considérese la sucesion de términos positivos {ey} tal que

EN — 09O, EN—>O,

i
V2N
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conforme N — co. Entonces,
N:= IE[#{|xj| <

EN
eN}] JW N x)dx ~ 2ey,
conforme N — co.

Para a < b, definimos al conjunto Ay C R? como

a<x-y<

AN={<x,y>:v% b yls ey }

Recordemos de la seccién 3

Co N
]E[#(I,]), i#]ix;,Xj € A(N)] = L P(z )(xl,xz)dxldxz
N

S, () o (G e

donde
Iv={(xp):a<x-y<b, x|yl <en}.
Por lo tanto, por el teorema de Dyson,

1 b
lim —=E|[#(i i#j:x;,x; € AN :J- rSYE () du
Jim ZE[#(i,), i x5 € AN)] = | o5 (w)

El hecho de que la funcién

4

PSUB () = - (rzu)? - L (reu)’ +-

51
se anule en 0 se traduce en el hecho de que los eigenvalores de una matriz aleatoria
tienden a repelerse mutuamente.

7. Distribucién de huecos

Histéricamente, la teoria de matrices aleatorias se centraba principalmente en el
estudio de los huecos entre eigenvalores consecutivos. La idea era que esta teoria
podia servir para dar un modelo a las fluctuaciones de los tamarfios de huecos en-
tre niveles de energia consecutivos de sistemas cudnticos complejos. Denotemos

por EkGUE(N)(q) a la probabilidad de que un intervalo de longitus #, elegido al azar,

contenga exactamente k de los N niveles, y por ySUE(N)(n) a la densidad de prob-
abilidad de tener dos eigenvalores separados una distancia 71 con exactamente k
eigenvalores entre ellos. A esta densidad se conoce como la distribucion de huecos
entre eigenvalores k-consecutivos.

Gaudin [17] logré dar una expresién de estas funciones en términos de un de-
terminante de Fredholm (ver apéndice B.3.).
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Proposicion 1.9. Se tienen las siguientes formulas para EkGUE(N)(q) % y?UE(N)(q) para
k>1[45]:
GUE(N) 1 ok
M) = 5o det(I + Txo.Kaus )) -

N d? .. ~GUE(N)
i = s ) (k= DET .
j=0

Como se hizo notar anteriormente, si y; = V2Nx1/7ty y, = V2Nx,/7

sen ((y1 —2))
(Y1 -y2)

De este modo, la teoria de Fredholm (ver [2] capitulo 3), permite tomar el limite
cuando N — oo en férmulas en la proposicién 1.9, los cuales existen y estan dados
por

1\%520 Kouew)(¥1,92) =

GUE(,\._ 1 pGUEN) 1 9"
EZ""(n) = I\}linooEk ()= W Tk —det (I +TXx[o, ,]]S)’TZI
GUE(N) 2 &
pEUEO = Jim w0 = 5 ) (k= PEFE )
j=0

A las medidas (de probabilidad) yEUE se les conoce como las medidas de Gaudin.
Gaudin hizo notar que las expresiones anteriores permiten calcular a las medidas

yEUE numéricamente. En efecto, las eigenfunciones de la ecuacién integral

1
fo S(x9)f()dy = Af ()

son las funciones prolatoesferoidales [31]. Esto puede usarse para calcular las
eigenvalores, A; gug, asi como las eigenfunciones f;(x,7) de la ecuacion integral
anterior.

La distribucién de la distancia # entre pares de eigenvalores k-consecutivos
(normalizados) tiene por funcién de densidad de probabilidades yGUE por lo que

n
I\}i_I)I})OIE(I\l[#{lS].SN—k:x]'H(—X]'S\/%TI}) J- PIEUE( ydu.

Una derivacion rigurosa de este hecho se encuentra en [10]. La prueba radi-
ca, principalmente, en expresar la distribucién de huecos entre eigenvalores en
términos de las funciones de correlacién.



CAPITULO 2

Matrices Aleatorias: Grupos Compactos Clasicos

Ahora consideramos una clase particular de matrices aleatorias cuya distribucién
de probabilidad es la medida de Haar normalizada, los grupos compactos clasicos.
El propésito ahora es desarrollar algunas de las herramientas necesarias para
calcular estadisticas sobre los grupos compactos, a saber, la n-correlacién y n-
densidad de niveles. Esto permite calcular otras cantidades de interés como la
distribucién de huecos entre eigenvalores asi como la distribucién de eigenval-
ores cercanos a 1 (por ejemplo la distribucién del primer eigenvalor). Para esto es
de vital importancia el lema de Gaudin el cual nos dicta una manera de reinter-
pretar la férmula de integracién de Weyl en términos de un determinante de una
funcién nucleo. La exposicién que aqui se presenta cubre, fundamentalmente, los
aspectos de matrices aleatorias del libro [26].

1. Definiciones y medida de Haar

Para poner en contexto el estudio a realizar, es conveniente repasar brevemente
la definicién asi como algunas propiedades de la medida de Haar de grupos lo-
calmente compactos. Aquel lector interesado en un estudio detallado sobre la
construccién y propiedades de la medida de Haar puede consultar [19].

Definicién 2.1. Sea G un grupo topolégico localmente compacto. Una medida in-
variante en G (o medida de Haar de G) es una medida de Borel y con la propiedad de
invarianza bajo la accion multiplicativa izquierda de G en si mismo:

j F)du(x) = f F(gx)dp()
G G

para toda funcién continua compleja f en G, y todo elemento g € G. Adicionalmente
se requiere que y no sea la medida trivial (idénticamente cero).

Teorema 2.2. La medida de Haar de un grupo localmente compacto G es tinica en el
siguiente sentido. Dada una medida de Haar y, cualquier otra medida de Haar es cp
para un nitmero c real y positivo.
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Teorema 2.3. Si G es compacto, entonces la medida de Haar de G es tanto invariante
por la izquierda como por la derecha:

ffxgdﬂ J-f x)d p(x) J-ngdli

para toda funcion continua compleja f en G, y todo elemento g € G.

Como G es compacto, se tiene que y(G) es un namero real positivo y finito; por
tanto, existe una tinica medida de probabilidad de Haar en un grupo compacto G,
que ademds es bi-invariante (invariante bajo traslaciones izquierdas tanto como
derechas en G).

Los grupos localmente compactos que aqui consideramos son los llamados gru-
pos compactos clasicos.

Definicién 2.4. Los grupos compactos clasicos son:

e El grupo unitario, denotado por U(N), es el grupo de todas las matrices com-
plejas X de dimension N x N tales que XXt =1.

e El grupo ortogonal, denotado por O(N), es el subgrupo de U(N) que consiste
de todas las matrices con entradas complejas.

e El grupo especial ortogonal, denotado por SO(N), es el subgrupo de O(N) que
consiste de todas las matrices tales que det(X) = 1.

e El grupo simpleéctico, denotado por USp(2N), es el subgrupo de U(2N) for-
mado por todas las matrices X tales que X'JX = Z, donde

0 -I

N
Notacion 2.5. Cuando se quiera hacer referencia a cualquiera de estos grupos (indis-
tintamente) se usara la notacion G(N).

2. Férmula de integracién de Weyl

Dados los eigenvalores de una matriz unitaria X, sabemos que se encuentran
sobre el circulo unitario en el plano complejo y pueden ser escritos (contando
multiplicidad) como ¢91,¢/%2,..., ¢ donde 0 < 0; <2m, paratodal <j<N. Los
eigenvalores de X' son justamente los conjugados complejos de los eigenvalores
de X. Ahora bien, ya que el determinante de una matriz cuadrada compleja es el
producto de los eigenvalores, se tiene que det(X) = ;’
sobre el circulo unitario.

Toda matriz unitaria que sea real es ortogonal (y reciprocamente). Para matri-
ces en SO(N) necesitaremos distinguir dos casos: SO(2N) y SO(2N + 1). Dado un
eigenvalor complejo de una matriz ortogonal, su conjugado complejo es también
un eigenvalor. Para X € SO(2N), escribimos sus eigenvalores como ¢
donde 0 < 6; < 7. Para el caso en que X € SO(2N +1), escribimos sus eigenvalores

como 1,e* 191 Leti02 e *iON donde 0 < 0;<m.

% el cual, de nuevo, cae

iz@l’eizﬂzp. .,ei

0y
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Cuando X € USp 2N) escribimos sus eigenvalores como Eiiel y eiiez, ceey EiiaN donde
8
0< Qj <.

Notacion 2.6. En lo sucesivo nos referiremos como eigenvalores a los N eigenangulos
de una matrix en G(N) vy los denotaremos como el vector Oy = (01,...,0y).

La coleccién de todas las matrices en G(N) tales que tienen los mismos eigenva-
lores sobre el circulo unitario, forman una clase de conjugacién en G(N).

Definicién 2.7. Una funcién de clases f en G(N) es una funcion que solamente
depende de la clase (de similitud, es decir, bajo conjugacion) de cada matriz en G(N).

Aqui debe hacerse una importante observacién. El valor de una funcién de
clases, f(X), depende solamente de los eigenvalores de X. Nétese que la invari-
anza de f bajo conjugacién implica que f(61,...,0y) es una funcién simétrica en
sus N variables.

El siguiente teorema fue probado por Hermann Weyl en 1925 y proporciona
una férmula para integrar una funcién de clases sobre grupos de Lie compactos
con respecto a medidas invariantes proporcionando asf la funcién de densidad
de probabilidades para los eigenvalores de una matriz en G(N). La férmula es
conocida como la férmula de integracién de Weyl. Vale aclarar que la férmula es
mas general que la que aqui presentamos. Una demostracién puede leerse en [5].

Teorema 2.8 (Formula de integracién de Weyl). Sea f una funcion de clases en
G(N). Entonces

f f(X)ch,(N):j £(On)eqn)(©x)d0; ... dOy,
G(N) 0,07V

en donde 0 = 2 cuando G(N) = U(N) y 0 = 1 para los demas casos. En la formula,
estamos denotando por dXq(n) a la medida de Haar sobre G(N) y eg(n) es la funcion
de densidad de probabilidades de los eigenvalores de una matriz en G(N) la cual esta
dada por, segtin sea el caso,

1 . 12
cum(©n1= b T e -e

T 1<j<k<N
7 (N-1)?

2
eSO(zN)(®N)=W I_[ (cos@k—cos()]-)
" 1<j<k<N

oN?

2 N 0
h
e50(2N+1)(®N):—nNN' I | (cos@k—cosej) I |sen2(7)
T 1<j<k<N

h=
2N2 » N

eusp(2N)(On) = NN H (cos Oy —cos 9]-) l_[senz(eh).
T 1<j<k<N h=1
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Para comparar las distintas situaciones, se normalizan los eigenvalores de una
matriz en G(N) como

~ N+A
0; = o 0;,
donde 8y =0y -2ty A =1/25i G(N)=SO(2N +1) o A = 0 en cualquier otro caso,
con el fin de tener una diferencia promedio, entre los dngulos consecutivos, de
uno.

Notacién 2.9. Denotaremos por @G(N) a la sucesion de N eigenvalores normalizados
de una matriz X € G(N).

3. Formulas determinantales para las medidas de Haar

En lo que resta del capitulo, seguiremos la siguiente notacién. Denotemos por

o
Kgvy(%,y) = 3 [SpN+T(y —X)+€SoN+c(¥ + X)]:

a las funciones nucleo, en donde los pardmetros 7,€,p y o estdn dados de acuerdo
a la siguiente tabla

G(N) T €
U(N) 0
SO(2N) | -1 1
SO2N+1)| 0 -1
USp(2N) 1 -1

N[NNI~
—| =] =[] Q

con

2

sen(%)

Para estudiar las distintas estadisticas de los eigenvalores de matrices en los
grupos compactos cldsicos, es conveniente reescribir a la funcién de densidad de
probabilidades de los eigenvalores de una matriz X € G(N) en términos de deter-
minantes que involucran a las funciones ntcleo.

sen ( (PN+7)x )

SpN+T(X) =

Teorema 2.10. La funcién de densidad de los eigenvalores de una matriz en G(N ) tiene
la siguiente expresion:

1
0,,..,08) = ———d t(K 0,6 )
egn) (61 N) (o) N1 et c(v)(6;,6)
DemostrACION. En la prueba se utilizard el lema de transposicién A.2 y el
lema de Gaudin A.3, asi como la definiciéon del determinante de Vandermonde
A.1. Consideremos cada caso.
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e U(N). Comenzamos observando lo siguiente:

. 12 _
]—[ |elek—e’9f| = Van (exp(i®y)) Van (exp(iOy))
1<<k<N

= det (e7%) det (e7071%),

en donde exp(i@y) = (eiel,...,eieN ) Pongamos 1;(6k) = e!(=1)0k y ¢i(6k) =

¢~ =1% en el lema de transposiciéon para asi obtener

2 o 1-1)(6,-0)
= i(1=1)(0x=6;) |
g L)

I=1

' oi0k _ pi0

1<<k<N

Ahora bien, por la férmula para la suma de una progresién geométrica

1 — N (O:-0))
N — 0, %0;
Zelz 1)(6,—0 1-¢/00)
=1

N 0; = 0.

Asi, escribimos
100 o T (04-0)) €
1 o10:0)) i(0c=0,)/2 _ ~i(0,~0;)/2
L (N-1)
0,-0;
=e 7 O 0)gy (0, -0)).

iN(Qk—Qj)/Z _ e—iN(ek—Qj)/Z

iNO;

Factorizando el término e'V?/ del j-ésimo renglén y e "N de la k-ésima

columna.

0 _ 4i0;|°

e = get (swtex.-01),
1<<k<N

Por lo tanto

eyn)(On) = ml\(}ft ( )(9]',91())-

e SO(2N). Tenemos que
I_[ (cos 6y —cos 9]-) =Van (cosOy),
1<j<k<N

donde cos®y = (cos61,...,cosOy). Multiplicando el j-ésimo renglén de
la matriz Van(cos®y) por 2/~? y afiadiéndole una combinacién lineal
apropiada de renglones de variables con potencias menores, es posible
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reemplazar el j-ésimo renglén de esta matriz por un renglén que con-
sista de los polinomios de Chebyshev de primera especie Tj(cos0) (ver
B.3) como entradas

(T]-_l (cos61),Tj_»(cosB,), -, Tj_1(cos QN)).

Haciendo lo mismo a todos los renglones, excepto al primero, encon-
tramos que

Van (cos Oy ) = 27N~ D(N=2)/2 det( i 1(c056k))

Asi,
7(N-1)?
NN

2N 1 2
5 o]

2
eso2n)(On) = (Van(cos@N))

Después, multiplicamos cada renglén por V2 de tal manera que

Van (cos @y ) = 2~(N-1) /ZA(]iet( ; 1(c056k))

en donde T, = \/ET] para j>1y Tj = Ty = 1. Por lo tanto,

1 2
eso2n)(On) = NN gfﬁ( : (cos@k))

Poniendo ¢;(xx) = T}, (cos O) = ¢;(x;) en el lema de transposicién, obten-

]
emos

2 N-1
(Van(cos@N)) =2 I\(}ie&[l +2 Zcos(nGj)cos(an)].
X
n=1

Afirmamos lo siguiente

N-1
1+2 Zcos(nej)cos(nak) = Kso(2n)(0}, 0k).

n=1
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En efecto,
N N ]
Z cos(nx) = Re Z e’"x]
n=—N n=—N
ei(N+1)x _ efiNx
. Re( et
e*—1
Pl (N+1/2)x _ ,=i(N+1/2)x
=Re - -
ezx/Z _ e—zx/?_

sen(%)
De esto ultimo, se sigue que
N
-1
Zcos(nx): 2N+12(X)
n=1
Por lo tanto,
N-1
SoN-1(0; —Ox) + Son_1(0; + 0O
1+2 ) cos(nb;)cos(nby) = 2n-1(0; = B + Son-16; k).

2

n=1
En consecuencia, se tiene la identidad
Y 2
2(N-1) ]_[ (cos@k—cos 9]-) = 1\(11515 (KSO(ZN)(erQk))’
1<j<k<N

de lo cual deducimos que

1
eso(2n)(On) = det (KSO(ZN)(QJ': Qk))-

N N! NxN

e SO(2N +1). Por operaciones elementales de renglén sobre Van(cos©®y),
podemos transfomar el j-ésimo renglén de la matriz en uno cuyas en-
tradas sean los polinomios de Chebyshev de segunda especie (el coefi-
ciente principal es 2", ver B.4)

(Vj,l (cos61),Vj »(cosBy), -+, V;_1(cos ON)).

Entonces,
2N2 2 N 2]
es0(N+1) = W(Van(cos@;@) I_[sen2(7")
' n=1

2N = 2 971
= vy ey (Vi teos0u) | sen?(2).

L\S}
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Poniendo ;(x) = Vj_1(cos6y) = ¢;(xk) en el lema de transposicion, se
tiene que la expresion anterior es igual a

N

2 N 1 1
N ;}fﬁ{ije“(”‘z)f’fse“(”‘z)"kl'

Observe que se cumple la siguiente identidad trigonométrica: En-
tonces,

Y S (x-y)-S§ (x+7)
ZZsen(nx)sen(ny): N+1(X—Y : N1 X +Y)

n=1

Entonces,

N
1 1\ Son(x-)—Son(x+)
2;sen(n Ex)sen(n Ey)_ 7 ,

y por lo tanto
1
eso(2n+1)(On) = ~NNI I\C}XQIE] (KSO(2N+1)(6]'; 9k))~

e USp(2N). Nuevamente, por operaciones elementales de renglén sobre
Van(cos Oy ), podemos transformar el j-ésimo renglén de la matriz en
uno cuyas entradas sean los polinomios de Chebyshev de segunda es-

pecie
(U] 1(cos01),U;j_»(cos6,), Uj_l(coseN)).
Entonces,
2N2 2 N
eusp(2N)(On) = W(Van cosOy) ) Hsen

n=1
N 2 N
= NI I\(Iixet( j-1(cos ) ) ]_[sen

n=

Poniendo ;(xx) = U;j_1(cos 6x) = ¢;(xx) en el lema de transposicion,

, N
(cos Oy —cos 9]-) ]—[sen2(6n)
1<j<k<N n=1

N

~-N(N-1)

=2 151515( sen(nGj)sen(an)],
n=1



3. Férmulas determinantales para las medidas de Haar 19

y de aqui, llegamos al resultado deseado,

eusp(2N)(On) = det (KUSp(ZN)(ek’ 9]'))-

NN'N
O

El teorema que sigue nos da una forma especifica para integrar, sobre grupos
compactos con respecto a la medida de Haar, una funcién de N variables obtenida
a partir de una funcién de n variables, especificamente, una funcién de la forma

Y f(Oi0;).

1<iy iy <N
ijiik
Es de destacar el papel que juega el lema de Gaudin (A.3) para calcular dichas
integrales.

Teorema 2.11 (Gaudin-Mehta). Sean n> 1y f una funcion simétrica en sus n vari-
ables medible y acotada. Entonces

S X 7Ot

1<11 1”<N
ij#iy

1

= (om)" J;O m]nf(91,...9,1)§§$(KG(N)(6j,6k))d61 ...do,.

DemostrACION. Debido a la ortogonalidad de los polinomios de Chebysheyv,
se tiene que

o
J;] KG(N)(X,Q)KG(N)(Q,}})dQ = GT(KG(N)(.X,}))

o
J KG(N)(Q,Q)dQZO'TCN.
0

Asi, por el lema de Gaudin, tenemos

dt(K 0 )de - det (K 0.0 )
J[o(m]NXeN G(v)(6,6k) |dON Gﬂ(Nle(N ) G(N)(0;,6)

Aplicando el lema de Gaudin N —n veces,

J det (KG )(Qj,Qk))dGnH ...dOy = (O'T()N_n(N - n)!det(KG(N)(Gj,Gk)).
[0,0m

]N n NxN nxmn

Integrando sobre las n variables restantes, aplicando el teorema 2.10, y notando
que hay (I;{)n! sumandos, se sigue el resultado. O
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4. Distribucién de huecos

Definicién 2.12. Sea X € G(N). Las distribuciones (locales) de huecos entre eigenval-
ores normalizados de X son las siguientes:

) ) X
e Para k > 1, los huecos entre eigenvalores k-consecutivos, ,u§< )[a,b], son las
medidas sobre R, definidas como

1 . ~ ~
]T]#{l S]SN—kZQjJrk—@jE[a,b]}

e DPara n > 2, la n-correlacion de niveles R;X)(Q) se define, para Q C R"™ ! una
caja compacta, como

%#{1 <jierin <N i # i1 (65, = 0y, 05, - 6;,) € Q).

Se puede también definir, de manera técnicamente mas conveniente, la n-correlacién
de niveles para una funcién prueba arbitraria como sigue.

Notacion 2.13. Para n > 2, denotemos por T(n) al espacio de funciones f : R* — R
medibles y acotadas que verifiquen las siguientes condiciones:
i) f(xq,...,x,) es simétrica
if) f(x;+t,x+t,...,x,+1) = f(x1,...,X,) para toda t € R.
iii) f estd soportada en alguna vecindad de la diagonal x; = --- = x,,; es decir,
existe una > 0 tal que f(xy,...x,) = 0 cuando max; i |x; — xi| > p.

La segunda condicién afirma que f depende solamente de las diferencias de
las coordenadas, mientras que la tercer condicién asegura que f mide los huecos
locales entre coordenadas.

., , N .
Definicién 2.14. Dada una sucesion de niimeros reales B = {bj}, %€ define la n-
]:
correlacion de niveles de B con respecto a una funcion f € J(n) como

ROUBI=5 Y flbjby)

lsjl_,.,,,]:,,gN
Jk#I1
Note también que, si consideramos a la sucesién de eigenvalores normalizados
©g(n) de una matriz X € G(N), y si ponemos

f(al,...,gn):XQ(gl —52,...,571,] —571)

en la definicién 2.14, recuperamos la definicién dada en el segundo punto de 2.12.

Katz y Sarnak [26] demostraron que el comportamiento limite (cuando N — o)
de las distribuciones locales de los eigenvalores de una matriz X € G(N), prome-
diadas sobre G(N), son como los de GUE. En la siguiente seccién, precisaremos
estos resultados.
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4.1. n-correlacion de niveles.

Teorema 2.15. Sea n> 27y f € T(n). Entonces,

lim [f Ocv ]dX J F(x1ree s x)rSYE0,xa, ..., %) dXs ... .

N—oo

DeMosTRACION. Por el teorema de Gaudin-Mehta 2.11,

J [f Oc))]dX

G(N

- l 70 ) det ( oT
TN Jowap” T O NJ”\

N+/\9]'N+/\ ]d61 40

Haciendo el cambio de variables, x; = 0,x, =0, -6,...x, = 0,,— 01, la integral
anterior se convierte en

N+A
_J f AN(X1, X0 + X1, .., Xy +x1)dXy ... dx,dxy,
N Jo [0, N+ A=x, ]7-1

en donde

1 om om
gN(xl’“-’xn):f(xlv-"xn)%lfrtlI:N+/\KG(N)(N+/\6]‘:N_"_Aek)]-

Por ser g invariante bajo traslaciones la expresién anterior es igual a

N+A
—J. J 2(0,x9,...,x,)dx;...dx,dx;.
N Jo [—x1,N+A-x "1

Por la hipétesis sobre el soporte de f, para N suficientemente grande, lo dltimo
equivale a

1 min{N- Xj
NJ f(O,xz,...xn)J dft[—(LG Ny (x j,xk))]dxl...dxn,
[-B.p1 max{-x;} "

en donde

Loy (xj, xk) = Sonsc ((j\]—n(xk —xj)) o’ €SN+t ((;[—n(x;i +Xj+ 2X1)),
con x; = xj sij # 1 mientras que x] = 0.
Afirmamos lo siguiente:
. min{N-x;} GUE
1\lrl—r>noo (o] nxn[ZN( G( )(xj,xk))] dx; =13777(0,x3...,%,).

En efecto, expandiendo el determinante en n! términos del tipo

sgn(o) ]_[ % (LG(N)(xier(i)))f
i
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notamos que en el producto hay 2" términos, excepto uno, que contienen al menos
un factor con ﬁSzNH(n(xk +x;j+2x1)). Cualquier término con al menos un factor
como este tendera a cero después de integrar con respecto a x; y al dividir por N;
poniendo

1 sen(ax +b)

N sen(“’f\}’h)

siax+b < ”N , ¥ le(a,b,N)(x)] <1 para

c(a,b,N)(x) = —

en(ax+b)
ax+b

observamos que c(a,b, N)(x) < %S

sen
X

I\}I—I&_J‘ ]_[c aj, ], x)dx =0,

por lo que solamente nos queda el término con los factores %SQNH(T((xk - xj)).
Notando que

toda x. Por lo tanto, usando el hecho de que Io

1 27 .1 sen(mx)
lim Sy (%)= lim 2T s (),
Now N NN N%Nsen(?) ()
se llega al resultado. O

Nota 2.16. Observe que si ponemos n = 2 y consideramos G(N) = U(N) en el teorema

2.15, entonces
1
lim —f ek— dX jf rSYE (x
N—ooco N U(N)

4.2. Distribucién de huecos entre eigenvalores. El conocimiento de las n-
correlaciones permite determinar las distribuciones de huecos entre eigenvalores;
por ejemplo, la distribucién entre eigenvalores sucesivos.

Teorema 2.17. Para cada k > 1 existen medidas py sobre IR, tales que

. X
lim uX($)dX = pe(s),

en donde las medidas py coinciden con las medidas de Gaudin:

GUE( )d

dp(s) = py s.

Aqui, por simplicidad, estamos denotando por py(s) a [0, s].

Ademds, una ley de los grandes nameros asegura que para una matriz X € G(N),

X . .
yi ) se aproxima a ykGUE cuando N — co. Precisamente

I\%im (Vk ,kaUE)dX =0,
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donde D(vy,v,) es la distancia de Kolmogorov-Smirnov entre v y v,

La clave para demostrar el teorema radica en expresar a la distribucién de hue-
cos en términos de las n-correlaciones. Para esto, sera conveniente definir conjun-
tos auxiliares de la siguiente forma.

Sea B: by <--- < by una sucesién de nimeros reales. Vemos a estos N puntos
como puntos sobre una linea (contando posibles multiplicidades). Para n > 0 un
entero, sea

Suls,B)=#{1 <j<N=n:bj, -b;<s}.

También, para cualquier m > 0, denotemos por C,,(s, B) al nimero de subconjun-
tos de cardinalidad m cuyos puntos extremos estdn alejados a lo mas una distancia
s. Es decir,

C(s,B) = #{C C {1,...,N} : |Cl = k, max]b; — by| <s}.

En este contexto se tiene el siguiente lema:

Crals, B) = Z(:)sm(s,B).

n>k

Lema 2.18.

DemMosTRACION. Para cada n > k, consideremos la k + 2-upla de indices j; <

Jjo <-+-<jksp talesque b, ,—b; <s.Sean = ji,,—j; de modo que el par de puntos

extremos contribuyen una unidad a S,(s,B). Entonces, hay (";1) conjuntos de
tamarfio k entre estos puntos extremos, los cuales, tomados junto con los puntos
extremos contribuyen una unidad a Cy,;(s,B) y asi, conforme variamos n > k,
tenemos precisamente la contribucién total a Cy,(s, B). |

En general la relacion anterior puede invertirse > produciendo el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.19.

S(s,B)= ) <—1)"’<“(kf1)cn+z(s,3>.

n>k-1

1La distancia de Kolmogorov-Smirnov entre dos medidas v y v, se define como

D(vy,vp) =sup{lvi(I) - v2(I)|: I C R intervalo}.
2Este hecho se sigue de la identidad para los coeficientes binomiales

& i\ _ 1) m=n
Z(_l)(m)(l)_{o m#n

I=m
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Asi, para X € G(N), podemos dar una interpretacién de la distribucién de hue-
cos de acuerdo a las definiciones de los conjuntos auxiliares definidas anterior-
mente:

_ n \1 ~
1 (S): Z (_1)n k+l(k_1)ﬁcn+2(s,®G(N)).
n>k-1

Recordando la definicién de las n-correlaciones,

I%IC"” (S: @G(N)) = Rfi)z [Fn+2,s (6G(N))]
donde

1 si max|x;—xi <s
0 e.o.c

Fm,s(xl,...,xm):{

De manera que podemos establecer la siguiente relacién:
X 1
/42 )(5) = Z( )" k(k 1) nel [Fnﬂ s ®G )]
n>k

Utilizando el teorema 2.15 (note que F, ; € T(n)) y el teorema de convergencia
acotada 3 se obtiene

lim pX(s)dX = Hy(s)
en donde
. —k n—1\1
Hi(s):= Z(—l)" (k—l)mj[o " SJHE(O X9y enny Xpy1)dXy .. dX 1.
n>k ,
Por lo tanto definimos,
dH (s
appts) = T g

Se puede probar (seccién 7.3 de [26]) que la definiciéon de py define una medida
absolutamente continua sobre [0, c0) que de hecho es una medida de probabilidad
y que tiene una representacién como determinante de Fredholm. Justamente esta
representacién coincide con las medidas de Gaudin definidas en la seccién 7.

3Utilizando la desigualdad de Hadamard para determinantes, puede probarse que

U R [Ems (@v ]dX‘

m—l
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5. Estadisticas discriminantes

Mientras que los resultados anteriores muestran que los huecos locales entre
todos los eigenvalores de una matriz tipica X en G(N) son universalmente como
los de GUE cuando N — oo, la distribucién de aquellos eigenvalores que se en-
cuentran cercanos a 1 (eigenvalores bajos) es susceptible a la simetria del grupo
compacto especifico.

Definicién 2.20. Las estadisticas discriminantes para los eigenvalores normalizados
de una matriz X € G(N) son las siguientes:

e Para una funcion f : R" — R, con n > 1 fijo, que sea de decaimiento rapido,
definimos la n-densidad de niveles como

G(N ~ ~
WO () = Y F(0,65)-
1<]1 ]n<N
Jk#ii

e Para j > 1, la medida sobre R, que da la distribucion del j-ésimo eigenvalor
se define como

"10,5] = Haar {X € G(N) : ; €[0,s]}.

Note que, por la hipétesis sobre f, W,?(N)(f) s6lo depende de aquellos eigenval-
ores 0 < ¢/N para alguna constante c.

Katz y Sarnak [26] demostraron que, en el limite N — oo, estas estadisticas son
distintas para cada grupo compacto y dependen de la simetria especifica.

5.1. n-densidad de niveles.

Teorema 2.21. Sea n > 1 fijo. Para toda funcion f simétrica y de decaimiento rapido
se tiene

lim we™N(F)dx = J Fxq, e X)W (xy, ..., x,)dxy ... dx,,
N—>oo G(N)
en donde

wnG(xl,...,xn):det(KG(x]-,xk))

nxn

y Kg(x,v) son los limites rescalados de las funciones nticleo:

=Ko (x).

lim OTt K ( OTt X OTtl
N N+ A S N A NT A

DemMosTRACION. Debido al teorema de Gaudin-Mehta 2.11, tenemos

1 o
J weMN(ax = —— o j[om]nf(el,...9,,)9575(1<G<N)(9j,9k))d91...den.
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Haciendo cambio de variables 0; — 775 x;, la integral anterior es

1
(x1,...,x )det[ Kg
wf[‘O,N+/\]"f ! " N+

Por hipétesis, para N grande, el soporte de f estd contenido en la regién donde
x; < N para toda i. Entonces, la integral anterior se convierte en

o

N+A % )]dx1 A

xk’N+/\

oTt oOTt
o Xy) et ( , )]d .. dx,.
gy ? e Ka) G N+/\ GO\ N T AT N A k)| e
Por lo tanto,
lim we™ (£1ax e det(KG(xk, ))dxl...dxn.

Lo altimo fue porque

OTX ) _ sen (1ex)

. 1
lim 577 50N+t (T

N—ooo 2N X

O

Nota 2.22. Sitomamos n =1 en el teorema 2.21 y consideramos G(N) = U(N) obten-

emos
N 0
lim L(N) j;f(ej)dx - L F(x)dx

Es decir, se obtiene una densidad uniforme. Sin embargo, si ponemos n = 2, obtenemos

. U(N
z%lflof Z £(0;,,0¢)dX = f[ )zf(xl,xz)Wz( N(xy, %2)dx; dx,.

1<]1¢]2<N

De esto tiltimo se sigue que cuando x; estd proximo a x,, la integral es pequefia. La no
uniformidad se refleja en el hecho de que los eigenvalores unitarios tienden a repelerse
mutuamente.

Notemos que el resultado anterior no permite una discriminacién completa
del grupo estudiado; esto porque el determinante que depende de las funciones
nucleo limites coincide cuando el grupo considerado es el simpléctico USp(2N)
y el ortogonal impar SO(2N + 1). Por esta razén, definimos una estadistica rela-
cionada a la 1-densidad de niveles que permita recuperar al grupo estudiado.
Para esto, introducimos la siguiente normalizacién. Dado un elemento X € U(N),
extendemos su espectro definiendo

6j+lN(X): 9]'+27'(l, lGZy] S {1,...,N}.
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Entonces, bajo esta normalizacién, para f una funcién de decaimiento rapido,
definimos 4

DUN(f) =Y f(50u0).
kez

Debido a la importancia que tendra esta estadistica en capitulos subsecuentes,
la llamaremos simplemente por 1-densidad de niveles o estadisticas lineales (te-
niendo en mente la distincién que acabamos de mencionar entre ésta con el primer
punto de la definicién 2.20 para n =1).

Observe que la 1-densidad de niveles cuenta el eigenvalor en 6 = 0 que ocurre
en el caso cuando el grupo considerado es SO(2N +1); lo cual produce el siguiente
resultado:

Teorema 2.23 (1-densidad de niveles). Sea f una funciéon de decaimiento rapido.
Entonces

Jim [ DU Fax - .[Rf(x)DG(x)dx

en donde K C U(N) es un subgrupo compacto y DS son las 1-densidades limite
(cuando N — oo) dadas, segiin sea el caso, por

DY(x)=1
+ 27tx)
DO (x) = 1 4 SE0CTY)
() 21tx
- 27x)
D8O (x) = 1 - SN2 s
(x) T 4 dolx)
DUSP(x) = 1 — sen(27'(x).
2nx

Sera conveniente tener férmulas duales para las 1-densidades limite. Sea I(x) =
X[-1,1](x) la funcién caracteristica del intervalo unitario. Es bien conocido que

1 =6 (en el sentido de distribuciones).
Con estas definiciones es evidente la siguiente relacién (en sentido de distribu-
ciones):
1 3 sen/(Zw)

—I
2 (1) 21U

Gracias a esta ultima propiedad se sigue directamente el siguiente teorema:

4Bs posible generalizar el argumento de normalizacién para las n-densidad de niveles; sin em-
bargo, para nuestros propoésitos venideros esto no sera necesario.
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Proposicion 2.24. La transformada de Fourier para las 1-densidades limite estd dada,
segiin sea el caso, por:

DY (u) = 5o(u)

DO (u) = g(u) + 3 1(w)
DSO™ (1) = 8o (u1) - %I(u) +1
DUSP (1) :50(u)—%1(u).

Nota 2.25. Observe que los valores de D/s\o+(u) y de D/s\(y(u) concuerdan cuando u €
(-1,1).

5.2. Distribucién del j-ésimo eigenvalor.

Teorema 2.26. Para j > 1, existen medidas va sobre [0, 00) que dependen de la simetria
de G tales que

lim v-G(N) = v.G,

Nooo / J

en el sentido deébil, es decir, que la convergencia se da por medio de sus funciones de
distribucion.

DEMOSTRACION. Sea E,?(N)(s) la medida del conjunto de matrices X € G(N)
que tienen exactamente n eigenvalores en el intervalo [0,s]. En primer lugar, de-
mostremos que la medida asi definida tiene una expresién en términos de deter-
minante de Fredholm. Es decir, para N > 2y s €[0,07],

G(N) 1

E;"V(s) = det (I + Txpo,5) Ky )

o"
l aTn |T7 1°

Observe que cuando n > N, En( )(s) = 0. Mientras que el lado derecho de la
expresion anterior es 0 debido a que el determinante es un polinomio en T de
grado a lo méds N. Por lo tanto, en lo que sigue, supondremos que 0 <n < N.

Para simplificar la notacién, pongamos

k
dx
Ay = det(K , i
k ﬁOs]kkfk(G (xirx Harc

m=1

G(N)

Comencemos observando que la medida E,;" '(s) es igual a

N

;J‘ ]—[(1_ €] ))dEt(K /(6,0;) ﬁd@m
(N —n)! [0,5]"x[0,07]N-" . X10,5] G\, o

i=n+1 m=1
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Observe lo siguiente,

N N-n
[T=x0a00)=) 0F > [ xw0s).
i=n+1 k=0 ICIH#*;LV}(-”N] jel

Debido a la simetria de detyyn (KG(N)(Qi,Qj)), la integral de arriba es indepen-

diente de la eleccién particular del subconjunto J. Por lo tanto, aplicando el lema
de Gaudin,

N
de
det (Kg(n)(0:,0;) || BOm _ (N _n_kpA,..
J;Os]’”’k [ ! n

0(77'(]N n—k NxN el OTt
Asi,
N-n

G(N) .\ _ 1 k[N - |

D Ialh () LT
N-—
_ n( )kAn+k
B nlk!

que es el valorde T =-1 de
n+k 1 9" « A
Tk ntk L Tn+k n+k
Z ( )n+k) n!&T"Z« (n+k)!

n' 8T" Z l

Por lo tanto, la igualdad anterior queda demostrada.
Ahora, observe la siguiente relaciéon de eventos,

j-1
{X 10> s} = U {X 10 € [0,s], para exactamente n indices}.
n=0
Asi,
o) j_l
G(N G(N
J; Vi ( )(x)dx = ;En( )(s)
n=

Por lo tanto
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Rescalando apropiadamente a los angulos, la teorfa de Fredholm permite tomar
el limite N — oo, obteniendo finalmente

GIN) .y _ .G
Alfl_r)noov] (s)= V] (s)
en donde
d &
vi(s)= =) EJ(s)
n=0
con 1
G 1 0"
E(s) = — o det(I+ TxogKe) |-

O

Nota 2.27. Observe que las medidas EY(s) coinciden justamente con la expresion que
definen a las medidas de Gaudin. Se puede demostrar ([26] capitulo 7) que las medidas
ij son de probabilidad sobre [0,00). El desarrollo de Taylor alrededor del 0 de las
densidades en j = 1 estan dadas por

La anulacién de orden 2 muestra que el punto critico 1 tiende a repeler (de forma
cuadratica) a los eigenvalores de matrices ortogonales impares o simplécticas. En el
caso unitario u ortogonal par, tal fendmeno no existe y las matrices de este tipo pueden
tener eigenvalores muy cercanos al punto critico 1; ademas, las matrices ortogonales
pares tienden a tener mas (de hecho el doble) de eigenvalores en una vecindad de 1 que
las matrices unitarias.



CAPITULO 3

Correlacion de parejas de ceros de la funcion zeta

En 1972, Hugh Montgomery y Freman Dyson descubrieron una sorprendente
relacién entre la teorfa de la funcién zeta de Riemann y la teoria de matrices
aleatorias. El propésito de este capitulo es el de examinar esta notable relacién
dando una demostracién detallada sobre el teorema de la correlacién de parejas
de ceros de la funcién zeta de Riemann [34]. Asi que antes de precisar los resulta-
dos, demos una visién general sobre la definicién y algunas propiedades de esta
funcion. Para detalles sobre lo que se expondré, el lector puede consular [8].

1. La funcion zeta de Riemann

Definicién 3.1. La funcién zeta de Riemann ((s) de una variable compleja s se define

por medio de la serie
0o 1 1 -1
C(S):ng_lgzlpl(l—ﬁ) ) Re(s)>1,

en donde el producto es sobre el conjunto de los niimeros primos.

Un hecho notable acerca de esta funcién, provado por Riemann en 1859, es que
admite una continuacién analitica al plano complejo que ademads satisface una
ecuacién funcional.

Teorema 3.2. La funciéon C admite una continuacion analitica a C—{1} la cual satisface
la ecuacion funcional

E(s):= 02T (s/2)C(s) = E(1 - ).

Los ceros de ((s) se encuentran en los enteros pares estrictamente negativos
correspondientes a los polos de I'(s/2), estos puntos de anulacién son llamados
ceros triviales. La ecuaciéon funcional implica que los demdés ceros se encuentran
en la banda critica 0 < Re(s) < 1. A estos ceros les llamaremos ceros no triviales.

Por la simetria &(s) = £(5) tenemos que p, en la banda critica, es un cero de &(s)
siy sblo si p, 1 —p son también ceros de &(s). Asi pues, los ceros no triviales de
C(s) se distribuyen simétricamente con respecto al eje real y a la recta Re(s) = 1/2.

Denotemos a los ceros no triviales de C(s) por
1 .
p=tiy

31



2. La Ley Montgomery-Odlyzko 32

De lo anterior es claro que |Im(y)| < 1/2. Hadamard y de la Vallée-Poussin en
sus pruebas independientes del Teorema del Numero Primo, establecieron que
|Im(y)| < 1/2. Con esto en mente, mencionamos la famosa Hipétesis de Riemann
(HR):

Conjetura 3.3 (Hipétesis de Riemann). Todos los ceros no tirviales de C(s) se en-
cuentran en la linea critica Re(s) = 1/2.

2. La Ley Montgomery-Odlyzko

La certidumbre o falsedad de la HR tiene gran influencia sobre la distribucién
de los nameros primos. De hecho, la hipétesis es equivalente a la afirmacién de
que el término de error en el Teorema del Ntimero Primo,

7t(x) = Jt at + O(xexp (—c\/logx)),

, logt

en donde 7t(x) se define en C.4, tiene un orden de magnitud de O(x1/2+€)

cualquier € > 0.

Varias aproximaciones se han sugerido para probar HR. Una de ellas es una
conjetura establecida por Hilbert y Pélya la cual predice una correspondencia
entre los ceros de C y son los eigenvalores de algin operador hermitiano. Esta
prediccién ha ganado terreno después de una inesperada conexién entre C y la
teoria de matrices aleatorias que fue descubierta durante un encuentro entre Hugh
Montgomery y Freeman Dyson en 1972. A continuacién discutimos los resultados
obtenidos por Montgomery.

Primero, gracias a la simetria de la funcién zeta, consideremos solamente a
aquellos ceros que se encuentran sobre la linea critica por encima del eje real.

para

Nota 3.4. En todo lo que resta del capitulo, asumiremos la HR. Cuando queramos
hacer énfasis lo haremos de forma explicita.

Asumase HR; con lo cual, podemos ordenar a los ceros ' de la forma:

Y1 20y <y,

Entonces, y; = —y_j para j = 1,2,.... Denotemos por N(T) al numero de ceros
que se encuentran en el intervalo [0, T], es decir

N(T):=#{j:0<y; <T)
Entonces, se tiene la formula asintética [8]:

TlogT

1En este contexto, es conveniente usar la palabra cero para referirnos a las partes imaginarias de
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En particular, el hueco promedio entre los ceros tiende a cero cuando j — oo.
Para examinar las leyes entre los huecos locales de estos nameros, normalizamos
como sigue:

__vjlogy;
Vi=——— ]=2L
27

Para establecer los resultados, introduzcamos la siguiente definicién (comparar

con 2.14):

Definicién 3.5. La correlacion de parejas para los ceros de C(s) en |Ims| < T estd dada,
para una funciéon suave y de decaimiento rapido f, por

(T) logT , 4
R Z f( ))4—(V—V’)2'

77 ’e[0,T]

Especificamente, Montgomery demostro el siguiente resultado:

Teorema 3.6 (Montgomery). Asfimase HR Sea f una funcién de clase Schwartz cuya
transformada de Fourier estd soportada en (—1,1). Entonces

lim R} f F)rs VB (x
T—o0

Es decir, la correlaciéon de parejas de ceros de C esta dictado por rSUE(x) (ver
seccién 6 del capitulo 1) al menos para funciones prueba cuya transformada de
Fourier estd soportada en (—1,1).

En un nivel fenomenolégico este es, tal vez, el descubrimiento mds impactante
alrededor de la funcién zeta desde Riemann.

GUE( )

Nota 3.7. La importancia del intervalo (—1,1) estd en el hecho de que r cambia

su cardcter analitico en x = +1, y esto significa que para aquellas f cuyo soporte se
encuentra fuera del intervalo (—1, 1) habra nuevos términos que no estan en la diagonal

que contribuirdn al término principal. Para una extension del soporte de f, es necesario
conocer los términos fuera de la diagonal. Para ello, se debe comprender a las sumas del

tipo
Z A(n)A(n+4d)
n ’

n,d
es decir, la correlacion entre los ntimeros primos. Mas precisamente, Goldston y Mont-
gomery [18] demostraron que si se conoce el equivalente

r

donde 1 <h<X'™€p X — co.
De esta forma, podemos extender el soporte de f tanto como queramos.

2
Z A(n) - h} dx ~ hXlog %

x<n<x+h
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La conjetura de Montgomery afirma que el teorema 3.6 es valido sin restriccién
alguna sobre el soporte de f o, equivalentemente,

Conjetura 3.8 (Conjetura de Montgomery). Asiimase HR. Para a,b € (0,00) se
cumple que

b
Jim <z # ()17 €01, a<7=7 <bl= | 1§
De aqui surge la observacion de Dyson > sobre la coincidencia entre la cor-
relacién de parejas de eigenvalores de una matriz en GUE y la correlacién de
parejas de ceros de C (ver seccién 6 del capitulo 1).

El conocimiento de las n-correlacién de niveles para toda n > 2 determina a
todas las leyes de los huecos locales y en particular los huecos k-consecutivos.
Hejhal [20] demostr6 que la 3-correlacién coincide con las de GUE y por Rud-
nick y Sarnak [40] probaron el msimo resultado para n en general. Todos estos
resultados con las mismas restricciones sobre la funcién prueba f.

Una vez que la conexién fue establecida, se ha conjeturado que la distribucién
de huecos de ceros de C coinciden con aquellos de GUE. Esto ha sido establecido
numéricamente por Odlyzko [36] quien, inspirado por los resultados de Mont-
gomery, ha encontrado una excelente coincidencia con las predicciones de GUE.
En particular, Odlyzko ha confirmado la coincidencia entre la prediccién yGUE( )
(ver seccion 7 del capitulo 1) y datos empiricos de los ceros de C. Mas general-
mente, se espera, aunque mas dificil de probar numéricamente, que la prediccién
de ,uGUE concuerde con los datos para los ceros de C.

De este modo, gracias a los resultados analiticos obtenidos por una parte por
Montgomery para la correlacién de parejas y por Rudnick-Sarnak para las n-
correlacién de ceros de C junto con la evidencia experimental de Odlyzko, se
puede establecer la siguiente conjetura:

Conjetura 3.9 (Ley Montgomery-Odlyzko). La distribucion de huecos entre ceros
de la funcion C(s) es, estadisticamente, idéntica a la distribucion de huecos entre eigen-
valores de GUE. Es decir que para cualquier funcion prueba f € C(RR,),

T*)OON Z f 7/]+k 7/] ff GUE dx.

]e[O T]

2En realidad, la observacién de Dyson surgi6 en el estudio de eigenvalores en la Familia Circular
Unitaria (o U(N)). Sin embargo, como hicimos notar en el capitulo anterior (ver nota 2.16)

aoNn.0_p b
lim #{(Qle )6 0 e[alb]}dxzj 7,2GUE(M)dM’
N—o0 U(N) N a

es decir, que la correlacién de parejas de la Familia Circular Unitaria (y de hecho del grupo unitario)
es igual, asintéticamente, que la de GUE.



3. Demostracién del Teorema de Montgomery 35

3. Demostracion del Teorema de Montgomery

El objetivo ahora es dar una demostracién al teorema 3.6. El punto de par-
tida del trabajo de Montgomery fue estudiar el comportamiento asintético de la
distribucién de los huecos de ceros consecutivos de la funcién zeta. Mdas precisa-
mente, encontrar una férmula asintética para la funcién definida por

1 ; / 4
Fla,T)= —= Z Tielr=y )—,2,
NT) o =7
cona € Ry T > 2, conforme T — oo. Esto se sigue debido al siguiente resultado:

Proposicion 3.10. Sea f una funcion de clase Schwartz. Entonces,

10gT , 4 TlogT (*~ —
Z f( - ))4_( = J-_OOF(a,T)f(a)da.

_ )2
V0T =7 2

DemosTRACION. Por la definicién de F(a, T),

e f "~ Flo,T)f(e)da = f L LT

— )2
2n w0, 0] 4+ (=)
4 j"OA dmia(y—y') %l
= Z - f(a)em“yy 2 da
_ )2
e Y e
logT ) 4
- YAt
O] 4=(y=7)

O

Concretamente, el trabajo principal de Montgomery consiste en el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.11 (Teorema de Montgomery version dual). Astéimase HR. Para a € R
yT>2 F(a,T)esreal y F(a,T) = F(—a, T). Ademas, conforme T — oo:

F(a, T) = (1+0(1)) T2 log T +|a] + o(1)
uniformemente para |a| <1—€ 3.

Vale hacer mencién que Montgomery demostr6 que la férmula asintética para
F(a,T) no es vélida para |a| > 1. Sin embargo, describié argumentos heuristicos
los cuales sugieren que, conforme T — oo,

F(a, T)=1+0(1)
uniformemente sobre intervalos acotados 1 < a < M.

3De hecho, Goldton y Montgomery [18], demostraron que el teorema sigue siendo vélido para
la] < 1.



3. Demostracién del Teorema de Montgomery 36

Esta conjetura junto con el teorema de Montgomery 3.11 equivalen, esencial-
mente, a la Conjetura 3.8.

Para mas informacién sobre la conjetura de Montgomery, sus equivalencias y
aplicaciones, remitimos al lector al articulo de Goldston “Notes on Pair Correla-
tion” que se encuentra en el volumen [32].

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MONTGOMERY 3.6. Supongamos por el momento
la validez del teorema de Montgomery en su versién dual (la siguiente seccién esta
dedicada a su prueba). Entonces, conforme T — oo,

j f(a) (a, Tda = ff 1+o0(1 ) ’2|“|logT+|a|+o(1)]da.
Es claro que, si definimos
G(a,T) = F(a, T)— T~ 2lallogT _ 4,

entonces

J f G(a,T)da =o(1).
Asi,
0o 1
J f(a)F(a, T)da = J fla) [T‘zl"‘llogT + |a|]da.
—co -1
Haciendo expansién de Taylor alrededor del o,

1A 1 e
logTJ f(a)T‘2|“|da:J ((0)+O(lal)) T*log Tda
-1

-1
. logT 1
:f(O)j e_zluldu+O(J la| T~ 10g Tda)
-1

—-logT

“Fo(1-T )+O(1o;z~)

Por lo tanto, conforme T — oo,

f f F(a,T)da = f ff |a|doc+O( ogT )

Observemos que, utilizando Plancherel, la integral la integral anterior se puede
reinterpretar de la siguiente manera,

1 - 1 .
f f(a)lalda:f(o)—j (1 - la)) Fla)da
-1 -1

00 2
:f<0>—f f(x)(w) ax,

oo X
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en donde lo altimo fue debido a que la funcién

k(x) = ( sen(7x) )2

X

tiene por transformada de Fourier
k@)= (1 ~la x-11
Recordando que N(T) ~ % log T, se sigue de la proposicién 3.10 que

logT , 4
5eo-r)mse
T—>ooN y;[()T] 4+(y-v)

0 2
:f(0)+£ f(x)(l —(Seljz(:x)) ]dx.

Finalmente, podemos simplificar esta ultima expresién de la siguiente manera

log T , 4
0 Y e Y (%) s
yyEloT]  y.yel0T] 2n 4+(y-v)
Y=v Y=y

_ TlogT TlogT (* sen(7x) g
= Tf(‘”*TLf("’[l‘( ) ]d’“

X

de donde se sigue el teorema 3.6.

4. Demostracién del Teorema de Montgomery version dual

Antes que nada, el hecho de que F(a, T) es real y simétrica en la variable a, se
sigue de observar que, para cualquier a real y T > 2,

F(a,T)=F(a,T)=F(-a,T).

4.1. Féormula Explicita. La clave para probar el teorema se encuentra en la
formula explicita; una férmula que relaciona sumas sobre ceros con sumas nimeros

primos. Existen distintas versiones de la férmula explicita (ver [8] capitulo 17)
Aqui usaremos, la dada por Montgomery *.

4Puede darse una demostracién alternativa del teorema 3.6 recurriendo a una férmula explicita
suavizada como en la proposicion 5.10.
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Proposicion 3.12 (Férmula Explicita). Astimase HR>. Sil <o <2y x> 1 entonces

o=y — T am() e am()

2
y O'—%) +(t—)/ n>x

o+it

L _o+it X2
+ x? (log(|t|+2)+Oa(1))+O (|t|+2]

DemosTrACION. Comencemos con la férmula explicita dada por Riemann (ver
por ejemplo [30]). Para x > 1 real, x # p”" yparase Ccons=0+it,s=1,s#p,
s#—-2n,

—Zn s

Am) _ T .
Z« n? :_E( 1-s Zx Z2n+s

n<x

Esta relacién se satisface independientemente de HR. Sin embargo, suponiéndola,
podemos escribir p = 4 +iy y de esta manera obtener,

—2n S

x2+1)/5 B C/ A(
;7+i7/—5__ E(SH; ns 1—s Z«Zn+s

Reordenando términos

72n S

Z A X073 C—,(s) + ZA(
G—%+it—i C ns 2n+s

Y

Por otro lado, sis=1-0 +it,

x—2n-1+o~it j|

xiy—it 1 C A(n) KOt
——— =x27 (1 -0 +it)+ - -
Zl_g+it_‘ x [C( o+if) Z«nl—ﬁlf o—it Z2n+1 o+it

Yy 2 vy n<x

5El rol de la HR es, en realidad, notacional. Recientemente, una nueva notacién ha emergido de
manera mas conveniente. Escribimos los ceros de C como p = % +1iy con y € C, de modo que y es
complejo cuando se encuentra fuera de la recta cr1t1ca . Asi, la HR equivale a decir que y € R. Con
esta notacion, la prueba de la proposicién no cambia y se sigue sosteniendo incondicionalmente. Sin
embargo, ya que el tamario de los términos que ocurren en la suma sobre ceros son de importancia, la
HR es necesaria.
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Restando esta tltima ecuacién con la previa y aplicando el lema C.1, se obtiene

la formula,
ZA ( )1 —o+it ZA(H)(E)m—itl

(20—1)Z XV —_x

y (a—%)2+(t—7/

n<x n>x
1
i ¢ 2(20 -1
—x%"’“tc—(l—a+it)+ ¥2(20-1)
(0 —1+it)(o —it)
= = (20 —1)

£ (2n+o+it)(oc—1-2n—it)

Ambos lados de la ecuacién son continuas para toda x > 1, asi que no excluiremos
mas los valores x =1y x =p”".
Para 1 < ¢ <2 (ver Davenport [8] capitulo 12),

%(1 —0+it)= —%(a—it)—log(|t| +2)+04(1)

=) A ~log(It] +2) + Og (1)

=—log(|t|+2)+ Oy (1).

Acotando los términos,

Bhe x2"(20 - 1) X -3
x 2 , — <,
— (2n+o +it)(o —1-2n—it) log(|t|+2)
Y
1 1
x2(20-1) < X2
(c—-1+it)(o—it) 7 (log(|t|+2))?’
llegamos al resultado deseado. O

Pongamos o = 3/2 en la férmula explicita 3.12 para asi obtener:

2;# _ oy} ;A(n)(%)_;”t . ;A(n)(g)%m}

+x—1+“(1og(|t| 1)+ o<1))+ O(x7

Denotemos a esta igualdad por

—_

(It +2)*1).

L(x,t) = R(x, t).

¢Cémo podemos extraer informacién de la férmula explicita? Montgomery es-
taba interesado en estudiar la distribucién de las diferencias de parejas de ceros,
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y por esta razén es necesario estimar L(x,t). Seria bueno poder tener esta dis-
tribucién en un intervalo de longitud uno alrededor de t. Empero, es intratable
por la dependencia de t en la suma sobre primos. Para eludir el problema, in-
tegramos con respecto a t para obtener nuestra distribucién en un rango maés

grande.
T T
j |L(x,t)|2dt:j [R(x, t)|dt.
0 0

Lo que sigue es analizar cada lado de la férmula explicita.

4.2. jOT |L(x,t)|?dt. Primero,

T T
f |L(x,t)|2dt:j L(x,t)L(x, t)dt
0

0
T xr=r")
=4 d
J Ly

Ahora bien, nos fijamos en aquellos ceros y,y’ que se encuentran en el inter-
valo [0,T] para T fijo. Consideremos tales ceros en la integral. Para hacer esto,
aislemos la contribucién que resulta de aquellas parejas de ceros y,y’ tales que
al menos uno de ellos no se encuentre en el intervalo [0, T| para luego acotar esta
contribucién, permitiéndonos asi, concentrarnos en la contribucién a la integral
solo de aquellos ceros y,y" € [0, T].

Dicho lo anterior, es necesario encontrar una aproximacién para

1 1
Z 1+(t-y)? y ;)H(t—y)?'

y¢[0,T]

Para estos fines sera de utilidad el siguiente lema, cuya prueba puede encon-
trarse en [8] capitulo 15.

Lema 3.13. Asitmase HR. Para T > 2,
N(T +1)-N(T) = Z 1=0(logT).
T<y<T+1

Lema 3.14. Parat€[0,T],

L <<( L + L )lo T
1+ (t—p)? f+1 T—t+1) 8"

v¢€[0,T]

DemosTRACION. Notemos primero que T > 2 (de hecho, el primer cero se en-
cuentra en 14.134725...) por lo que podemos aplicar el lema 3.13 para obtener
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una cota superior para el namero de ceros en cada intervalo de la forma [k, k + 1].

e e N Rr
— < ———dN(x)
—_))2 PRY)
yz[O,T]1+(t 7) = Jk 1+(t—x)
log T - log k
<2t )
_T) AY)
1+(t-T) k:T+11+(t k)
1 [Se]
<<—ogT +—[ _ logx dx
1+(t=-T)2 Jpq 1+ (x—1t)?
1 [ee)
< _ logT +J logx dx
L+(t=T)*  Jry (x—1)?
_ logT +log(T+1)+log(T+1)_log((T+1)—t)
1+ (t-T)2 t T+1-t t

Finalmente, debido a que t € [0, T'], observamos que el segundo y tercer término
de la cota dominan al primero y cuarto. Por lo tanto, se sigue la afirmacién del
lema. U

Lema 3.15. Parat €[0,T]

1
—— <« logT.
Y vy <

DEeMosTRACION. La afirmacioén se sigue del lema 3.14 como sigue. Para T > Tj

con T € [2,14] fija,
1 1
— 2 )2
7;)41+(1‘ 7) y;1+(t Y)

1
1+ (t-p)?

v¢€(0,Ty]

1 1
—+ ———|log Tj.
<<(t+1+T0—t+1)Og 0

O

Ya que el peso en L(x,t) serd pequerio cuando |t — | sea grande, que es el caso
sobre la mayor parte del rango de integracién a menos que y € (0,T], podemos
restringir la suma a este rango con un error pequefio. Entonces, con la suma
restringida a los ceros y € (0, T], podemos extender el rango de integracién a todo
R produciendo un error no significativo.
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Proposicion 3.16.

T 0
i(y—y’ dt
L(x, t)[>dt = 4 W—WJ — +O(log> T).
J W;m o =)L (=)

DemosTrRACION. De los lemas 3.14y 3.15,

! 2 ' (r=7") dt
L(x,t)|“dt =4 "y
J, mnpar=a L
T

— i(y=y’) dt
4L I Tevrev e

v, 7'€[0,T]
+8J-T[ Z ! ][Z ! ]dt
_ 2 A \2
o Lo LHE= (57 1+ 0=
T
— dt
<<4J- Z X7 5 >
0t (I+(t=-p)HA+(t-9")?)
+fT(L+;)1o T -log Tdt
o \t+1 T—t+1 & 8
—4J-T Z xr=7) dt +0(log> T)
0 T+t 1+ (=) &)

7, 7'€[0,T]

Veamos cOmo es la contribucion a la suma si se extiende el dominio de inte-
gracién. Usando el lema 3.13, para cualquier j € [2, T], la siguiente cota es vélida
parate|T,o0)

- - = ———dN(x)
— )2 Y
ye[O,T]1+(t 7) = Jx 1+(t—x)
T-2
logT
<logT ! o8

LT+ (= (k=P " T4 (t-17

T-2
dx logT
log T
< Ong (—x+1)2 1+(-T)

< ! + ! + ! log T
F—T+1] 1= j1+(=-7))°®
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También, de manera completamente analoga, para t € (—oo, 0]
1 < 1
1+(t—yp)? |t-T+1]

y€[0,T]

Con esto, obtenemos

Joo Z dt
T (T+(t=py)H)A+(t-y")?)

y,7’€l0,T]
e 1 1
= f Z S — - ldt
— )2 Z )2
T [ye[o,ﬂ”(t V) [y'e[o,ﬂ”(t V)
o0 dt
log? T —_—
< 08 L (t—T+1)2
<<log2T,

y, andlogamente,
0
dt
J E <log?T.
— )2 — 7’2
o, S LHE=Y)A+ (=)

Por lo tanto, se logra extender el dominio de integracién a todo R produciendo un
error de magnitud log® T proporcionando asi, el resultado deseado. O

Usando el teorema del residuo, se puede calcular explicitamente la integral
ahora extendida en términos de y y 3’. Este célculo es importante ya que jus-
tifica el factor de peso en la definicién de F(a, T). Mds precisamente, se tiene la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.17. Para y,y’ € Ry,

f"" dt . 4
ceo L+ (E=y)2) L+ (=) 24+ (y—y)?

DEMOSTRACION. Definimos a la funcién f de variable compleja z como

1
f& = e e

SeaT el segmento de linea [-R, R] y el semicirculo {Reie :0<6< 71} en la direccién
contraria a las manecillas del reloj. Integramos a f sobre I' para asi obtener

R dt
frf(z)dz ‘fR T DI+ (7))

. Jn iRe'?d0o
0 (1+(Re'®—y)2)(1 +(Rel® —y")2)
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Sin embargo, cuando R tiende a infinito

J“ iRe'?do
0 (1+(Rel?—y)2)(1+ (Rei® —p’)?)

T Rd4O
: L RZ_o)(R2—0)

TR
w0

por lo que la integral sobre el arco se anula, dejandonos asi

oo dt
dz = .
J-rf(z) : f_m<1+<t—y>2><1+<t—y'>2>

Para calcular la integral haremos uso del teorema del residuo. De los cuatro polos
de f,z1p=%i+yyz34==%i+)’,soloi+yei+) estin contenidos en el contorno
de T. El residuo en el polo z =i + y se calcula como sigue:

o (z-(i+7))
Restfo i) = B, e+ (=)

= lim - <Z_
=ity (L+(z+iy))(1 +(z—iy)

|~
=|=
—
+
—
N
+
-
~
X
-
Nt
=
—
+
—
N
|
-
~
-
=

Note que (1 +i(z—y)) =i(z— (i + y)). Entonces,

' -1
Res(f,i+7)= 200 =) 2=i(y—7")

Por simetria, el polo z =i+’ tiene residuo

-1
20/ =y)2-i(y'=y)

Res(f,i+y’) =

Por el teorema del residuo

2
f(z)dz=2mi ) Res(f,z;)
J fe=ami) st

4
d+(y-y)*

[N

O

Pongamos x = T® para T > 2 y a cualquier nimero real. De la definicién de
F(a,T), tenemos

4

T 02 V=7 + O(log3 T)

T
f IL(T, t)]>dt = 2n Z Tia(y=y)
‘ 7, 7'€[0,T]

=F(a,T)-TlogT + O(log® T).
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4.3. IOT IR(x, t)|>dt. Recordemos la expresién de R(x,t),

prf) e L)

n>x

R(x,t) = x2

+x-1+”(1og(|t| +2)+ 0(1))+ O[ltlx-i 2].

Escribamos esta ecuacién como R(x,t) = A(x,t) + B(x, t) + C(x,t) + D(x, t).
Se quiere encontrar una cota para la integral JOT |R(x, t)|2dt. Para lograr el cometido,

empleamos el siguiente lema, el cual es una consecuencia directa de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz.

Lema 3.18. Supongamos que

T
j A0 dt = M,
0

parak=1,...,n. Supbngase también que M, <M, 1 <--- <M, < M;. Entonces

jT 3 Al
0 k=1

Para poder aplicar el lema 3.18, es necesario dar una cota para cada término

individual:
T
A(T) := lf
X Jo

T ) 2
B(T)::J |x_1+”log(|t|+2)’ dt
0

2

dt :M1 + O(VMIMZ)'

ZA(H)(%);+“ N ZA(n)(%)gHt 2dt

n<x n>x

C(T):= J.T |x‘1+itO(l)'2dt
0

D(T):= LT

Como se ve a continuacién, no es dificil dar una cota para los términos B(T), C(T)
y D(T).

2
dt.

=

O(x (|t|+z)-1)
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Para B(T),
T
B(T):j x~?|log(t +2)*dt
0
T+2 )
== log~tdt
X2 2 8
T 2
=2 (log T+ O(logT)).
Para C(T),

Finalmente, para D(T),

T

D(T) :O(x)f (t+2)2dt
0
=0(x).

La cota de A(T) requiere de un analisis mas profundo. Primero, usamos la sigu-
iente forma cuantitativa de la identidad de Parseval para series de Dirichlet [35],

2 [
dt=) |, (T +0(n)

n=1

r

con lo cual obtenemos,

=)
E ann—zt
n=1

en donde

3
x\2
(—) n>x
Por lo tanto,
AT)= 1 iAz(n)az(x) Ly A%(n)azO
x n=1 ! x n=1 !

Abreviemos la suma como A(T) = A(T) + A,(T).

’
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En las siguiente lineas, utilizaremos el teorema del ntiimero primo con error
suponiendo HR (ver definicién C.2):

P(x)=x+0 (xl/2 logzx).

Comencemos con un lema que servird de apoyo para lograr acotar los términos
antes mencionados.

Lema 3.19. Para x > 1, se tiene
ZAz(n) =xlogx—x+ O(xl/zlog3 x).

n<x
DEMOSTRACION.
) An) j logt dip(t)
n<x

= p(x)log(x) —fl (i

= (x+ O(xl/2 logzx))logx—fx(t + O(tl/zlog2 t) )%dt
1

=xlogx—x+ O(x1/210g3x).

Proposicién 3.20. ParaT>2yx>1,
A(T)= T(logx—i— O(l)).

DemosTRACION. Observe que,

A(T)= x_Tz Zn/\z(n) + Tx? ZAZ(H).

3
n
n<x n>x

Por el lema 3.19,

Zn/\2 _J tdZAz

n<x n<t

- ZA?-

n<x

< |, D

n<t
X

=x2logx — x>+ O(x3/2 log® x) —j (tlogt—t+ 0(1‘1/210g3 t))dt.
1

Evaluando la integral anterior, nos da como resultado

* /2753 x? 2
L (tlogt—t+O(t log t))dt:;logx+0(x )
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Entonces, se sigue la formula

2
20y - X 2
ZrzA (n)—Elogx+O(x )
n<x
Nuevamente, por el lema 3.19
A%(n 2
S "Ly w
n>x n<t
< logt “1
:J 267 t+j ~ de(t)
3 13
X pY

logx 1 <1
= - =+ —de(t),
2x2 x? _[C t3 e(t)

con e(t) < t21og> t. Por otro lado, usando sumacién por partes, obtenemos

<1 e(x) < e(t)
J; t—3de(t):—?+3J; t—4dt

< x?logx.
Asi, llegamos a que
A?(n)  logx 1
Z nd o 2x2 +O(x_2)’
n>x

de donde se sigue el resultado.
Proposicion 3.21. ParaT>2yx>1,
A»(T) = O(xlogx)

Por el lema 3.19, se tiene, haciendo caso omiso temporalmente de la constante
implicita ya que no afectard alguno al resultado final,

ZnAz() —J deA

n<x n<t

=) A% |x?

n<x

R

n<t

=x3logx—x3 + O(x10g3x)——[ (t‘zlogt—t‘2 + O(tz‘/zlog3 t) )dt.
1

Evaluando la integral de esta ultima ecuacién,

2 2 3/21 403 x° 4 9/2
J; (t logt—t +O(t log t))dt:?logx—T+O(x )
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Observando que todos los términos se absorben en O(x?log x), concluimos que

ZnAz(n)O(n) = 0(x*logx).

n<x

Por otra parte, notemos que

Y A;g”) O(n) = Lm tlzd Y A2n)

n>x n<t

*logt *1
:f t—“j t+f Sde(t)
X X

- 1Oﬂ+1+f L e,
X

X X

con e(t) < t'/21og> t.
Sumando por partes,

o0 h ©p
L :—2dh(t) = —% +2L %dt

Por lo tanto,

ZAz(n)O(n) _ O(logx)’

n3 X
n>x

y de aqui se deduce el resultado. O

Por lo tanto, de acuerdo a las proposiciones 3.20y 3.21, la cota para A(T) es
A(T) = T(logx+O(1)) + O(xlog x).

Asi, solo resta determinar el orden de magnitud de las cuatro cotas que se han
obtenido:

M; =T (logx+ O(1)) + O(xlogx)
T 2
M; == (log” T+ O(log T))
T

M =(3)
My = O(x)

Consideremos tres casos:

(i) 1<x<log¥4T

(i) log¥*T <x <log¥*T
(iii) log¥?T <x < T/logT
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En el caso (i), M, es dominante:

T 2
M, = g (log T +O(log T))

TO(log T)

2
EvG R log” T + 327

>
log
= O(Tlogl/zT).

log

Las demads cotas son, entonces, o (M,):

M, < Tlog(log”*T)+O(T)+ O (log”* T -log (log** T))
= 0(M>)

M, < Tlog(log¥* T)+O(T)+ O(log®* T -log (log®* T))

=0(M3)

Similarmente, en el caso (ii), los cuatro términos son o(T logT). En el caso (iii),
M; = T(logx+ O(1)) + O(xlogx) es dominante, mientras que los otros términos
son o (My).

Aplicamos el lema 3.18 a cada uno de los tres casos. En el caso (i),

LT IR(x, t)/2dt = My + O (yM, M)
=(1 +o(1))x—T210g2T.

En el caso (ii),
LT|R(x,t)|2dt = M, + O (VMM )

=0(TlogT).

En el caso (iii),

T
j IR(x, t)dt = M, + O(\/Mle)
0
=(1+o0(1)) Tlogx.

En total,
T T
J IR(x,t)%dt = (1+0(1))— log® T +0(Tlog T)+ (1 +0(1)) T logx,
0 X

para toda x € [1, T/log T]. Los tres casos anteriormente expuestos cubren el rango
total de x, esto permite poner x = T para cualquier @ € [0,1 — €] con € > 0, para
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obtener la cota
L IR(T®, 1)2dt = [(1 +0(1))ﬁlogT+a+o(1)]TlogT
uniforme para @ € [0,1 —€].

4.4. IOT|L(x,t)|2dt = JOT [R(x,t)|?dt. Finalmente, igualando ambas integrales
con x = T%, se tiene

F(a, T)TlogT + O(log? T) = [(1 +0(1))%10gT+a+0(1)] TlogT,

conforme T — oo.
Por lo tanto, se concluye que
F(a,T)= (1 + o(l))T’Z“ logT +a+1,

cuando T — oo, para toda @ € [0,1 — €] con € > 0.
Esto completa la prueba del teorema 3.11.



CAPITULO 4

Funciones-L y Matrices Aleatorias

En el capitulo anterior observamos que la ley Montgomery-Odlyzko indica que
las propiedades estadisticas de los ceros de ((s) estdn en correspondencia con
aquellas de GUE. Recordemos que la mayor evidencia hacia este comportamiento
fue dada por Rudnick y Sarnak [41], quienes extendieron los resultados de Mont-
gomery a las n-correlaciones para ceros normalizados de C(s); ademdas mostraron
que el mismo comportamiento universal es valido para una clase mas amplia de
funciones conocidas como funciones-L. En este capitulo se discuten las ideas pri-
mordiales detrds de los resultados de Rudnick-Sarnak. Por otra parte, un prob-
lema un tanto distinto concierne a los ceros bajos de familias de funciones-L, es
decir, aquellos que se encuentran en alguna vecindad de la linea s = % y cerca del
eje real. La conjetura de densidad de Katz y Sarnak sugiere que la distribucién
de los ceros bajos de una familia de funciones-L es la misma que la de los eigen-
valores cercanos a 1 de un correspondiente grupo compacto cldsico. Esta filosofia
(Ia filosofia de Katz v Sarnak) ha atraido la atencién recientemente y se ha confir-
mado para varias familias de funciones-L. Las predicciones de Katz-Sarnak estidn
influenciadas de las analogias con campos de funciones en donde si se tiene una
interpretacién espectral de los ceros.

1. Generalidades sobre funciones-L

Para poder observar la importancia y formular de manera precisa los resultados
de este capitulo, es importante ahondar, aunque sea de manera muy general, sobre
la definicién general de una funcién-L. El lector interesado en profundizar las
ideas que aqui se esbozan puede consultar [7] o [6] y las referencias que alli se
encuentran.

Una serie-L asociada a un objeto de estudio, digamos por el momento f, estd
definida por una funcién

ag:IN—C.
Usualmente a; es una funcion multiplicativa y no crece muy rdpido, digamos
ag = O(n°) para alguna c > 0. Estudiamos la serie
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que converge absolutamente cuando Res > 1+ c. La funcién-L es la continuacién
analitica de la serie anterior a una funcién entera (posiblemente meromorfa: C(s)
tiene un polo simple en s = 1) sobre C. De acuerdo al Programa de Langlands,
todas las funciones-L pueden escribirse como productos de funciones-L, L(s, 1),
asociadas a una representacién automorfa irreducible y cuspidal 7 de GL,,(Agq),
siendo Ag el anillo de adeles de Q. Por lo tanto estos son los objetos primitivos
en la teoria de funciones-L.

Usaremos la notacién L(s, 7t) para representar a una funcién-L general, con coe-
ficientes a; ; que describimos a continuacién. Para m > 1, la funcién-L (esténdar)
asociada a 7 es un producto de Euler de grado m

L(s, ) = ]—[ L(s, mtp),
P

donde

m . -1
L(s,m,) = ]_[(1 - a“;s(p)) :
j=1

Para cada p < oo, el numero complejo a, ;(p) satisface,

|z, j(P) < Vp-

Asociamos a 7t un entero Q,; > 0 llamado su conductor. La conjetura de Ramanujan-
Petersson afirma que |a, j(p)| = 1 (este resultado es inmediato cuando m = 1, es
decir, cuando consideramos a la funcién C(s) y a las funciones-L de Dirichlet (ver
capitulo 5)).

También asociamos a 7t un conjunto de m nimeros complejos ( i j );n:l y el factor
al infinito

m
L(s, ) = ]_[FR (s+;4,w~)
j=1

con

T (s) = n_S/ZT(%),

Y {#,;j} es un conjunto de m nimeros asociados a T.,. Ellos satisfacen,

1
R i)>—-="
e(pn,j) 3
La funcién-L completada asociada a 7t es

&(s, ) = L(s, Tt ) L(s, T0).

1La conjetura de Selberg predice que, en realidad, Re(piz,j) > 0.
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Esta funciéon admite un a continuacién analitica a una funcién entera (excepto
cuando se trata de la funcidn zeta de Riemann), es acotada en las bandas verticales
y satisface la ecuacién funcional

&(s,m) =1, Q7 E(L = 5,7),

donde 7, es un complejo nonulo y 7 es una representacién asociada a otra funcién-
L llamada el contragrediente de 7t. Los pardmetros de 7 se deducen de aquellos
de 7 por conjugacién compleja,

az,j(p) = ar,j(p)
Wi = Frj
Qﬁ: QT(
T(70) = Qp/ (7).

Notese que cuando los coeficientes az ; son reales, el contragrediente es el mismo
que el de la funcién-L original, de modo que la ecuacién funcional nos permite
estudiar a L(s, 1), particularmente a sus ceros, en toda regién del plano complejo.

Por definicién, un cero no trivial de L(s, 7t) es un punto de anulacién de &(s, 7t).
Denotamos por

1
pn:§+17/n

a los ceros de la funciéon-L.
Indudablemente, uno de los problemas analiticos centrales en la teoria de funciones-
L es la Hipétesis de Riemann Generalizada (HRG).

Conjetura 4.1 (Hip6tesis de Riemann Generalizada). Los ceros de la funcién-L com-
pletada &(s, t), se encuentran sobre la linea Re(s) = 1/2.

2. La Ley Montgomery-Odlyzko

Rudnick y Sarnak estudiaron las estadisticas locales de ceros de funciones-L.
Este estudio es de importancia para dar claridad en la naturaleza (espectral) de
los ceros en el sentido planteado por Hilbert y Pélya. Asumiremos la HRG en lo
que resta de la seccién. Escribimos los ceros como

(=2)

-1 1 2
Y2 SV£)<OSV§) 2

Denétese por N(T,m) al numero de ceros no triviales de L(s, ) con |7/,(Ij)| <T.Es
bien conocido (ver, por ejemplo, [23]) que N (T, rt) satisface, cuando T — oo,

mTlog T

N(T,n) -
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En particular, ya que N(T,m) crece mas rapido que T, los huecos entre ceros
tienden a 0 conforme T — oo. Para estudiar las distribuciones locales de los hue-
cos normalizamos:

777(1 7/71 log|yn |¢ j=1

de modo que el hueco promedio entre ceros consecutivos normalizados es 1.

Para estudiar la densidad local de huecos de ceros normalizados hacemos la
siguiente definicién, generalizando la correlacién de parejas para la funcién C(s)
(definicién 3.5)):

Definicién 4.2. Sea f € T(n) una funciéon de decaimiento rapido sobre el hiperplano

X1+ +x, =0. Para n > 2 definimos la n-correlacion de los ceros normalizados,

{77;(1]’ }Z 1» de una funcién L(s, 1), como

R =g O (7).

lﬁjlv,..,,jnST
Ik#
Teorema 4.3 (Rudnick-Sarnak [41]). Astimase HRG. Sea n > 2 y 7 una repre-

sentacion unitaria irreducible automorfa y cuspidal de GL,,(Ag) con m > 1. En el
caso cuando m > 3, admitimos la siguiente hipotesis *: sea k > 2, entonces

Zlogp an(pt) _
5 p

en donde
m
=) ani(p)t
j=1
Sea f € T(n) que sea de decaimiento rapido sobre el hiperplano x; +---+x, = 0. Supong-
amos, ademas, que f (u) tiene soporte en }_; |u;| < 2/m. Entonces

lim Riga(f) = S ) e ) i

en donde rGUE(xl,...,xn) es la n-correlacion de eigenvalores de una matriz en GUE

(ver teorema 1.8).

Nota 4.4. Si se remueve la HRG, se puede establecer una version suave del teorema
de Rudnick-Sarnak. Presuntamente, el teorema es valido sin poner restriccion alguna

sobre el soporte de f

2Rudnick y Sarnak demostraron que esta hipoétesis se verifica para m < 3. En todo caso, es una
consecuencia débil de la conjetura de Ramanujan-Petersson.
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Experimentos numéricos llevados a cabo por Rumely [39] (para funciones-L de
Dirichlet) y por Rubinstein [38] (para una gran variedad de funciones-L sobre
GL,(Agq)) entre otros, apoyan la idea de que las estadisticas locales de ceros de
funciones-L estan en correspondencia con estadisticas locales de eigenvalores de
matrices en GUE y, en particular, sugieren que no es necesaria restriccién alguna
sobre las funciones de prueba. Esto motiva a formular la siguiente:

0.0 - ™ ] 0.0

FiGura 1. 1a figura de la izquierda muestra los huecos consecutivos entre ceros de funciones-L de

G

Ramanujan contra py VE 1a figura de la derecha muestra los huecos consecutivos entre ceros de funciones-

3

L asociadas a la curva E : y2 +y =x° —x contra y(lgUE. Cortesia de Michael Rubinstein.

Conjetura 4.5 (Ley Montgomery-Odlyzko para funciones-L). Las huecos entre de
los ceros de funciones-L son, estadisticamente, los mismos que los huecos entre eigen-
valores de matrices en GUE.

2.1. Comentarios acerca del teorema de Rudnick-Sarnak. La condicién de
que L(s, 1) sea primitiva (es decir, que provenga de una representaciéon cuspidal)
es crucial. Primero, si por ejemplo, nos fijamos en L(s) = C(s)z, entonces la dis-
tribucién de los ceros seguiria el GUE con multiplicidad dos. Mas atn, en el caso
en que L(s) = L(s, 71 )L(s, 15), con 711 # 715, la distribucién no serd GUE. La razén
es que los ceros de distintas funciones-L primitivas no estan correlacionados. En
efecto, la conjetura natural es que los ceros de L(s) seguirian la distribucién de la
superposicion de dos GUE [31].

Observemos que el lado derecho de la ecuacién en el teorema 4.3 puede es-
cribirse como

n f(xl,...,xn)r,?UE(xl,...,xn)dxl...dxn_l,

R-1

donde x,, = —x; —--- — x,,.
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Si tomamos n = 2 en el teorema de Rudnick-Sarnka y consideramos una pareja
de ceros normalizados de la funcién ((s), tenemos

lim R)(f) = 2_[00 F(x,—x)rSUE (x, —x)dx

T—oo
= _ (sen(nx) 2
= f(x)]1 p— dx,

donde f(x) = f(x,0), lo que concuerda precisamente con el resultado de Mont-
gomery sobre la correlacién de parejas del capitulo anterior.

El teorema de Rudnick-Sarnak nos habla acerca de universalidad en el sentido de
que la correlacién de los ceros de una funcién-L no depende de la funcién-L con-
siderada. La responsabilidad de este comportamiento universal recae meramente
en la universalidad del segundo momento de los coeficientes a,

2
LIS ECNIN
n 2

n<x

El ingrediente mas importante en la demostracion del teorema de Rudnick-
Sarnak radica en la férmula explicita, la cual enunciamos a continuacién.

Proposicion 4.6 (Férmula Explicita). Sea g una funcion suave con soporte compacto
y sea h(r) = I_D:o g(u)e’™du. Entonces

(o)

Yip¥)d |

_ iA(n)(an(n)g(logn) ang(-logm) +oc 5 ) +(~3)]

Ig (1 AR S
h(r)(loan+§(§+yn’j+zt)+$(§+ymj—zt))dr

()

en donde o6y =1 5i L(s, 1) = C(s) v 0 en otro caso.

3. Filosofia de Katz y Sarnak

Las n-correlaciones son, por definicién, insensibles a la localizacién de cualquier
coleccion finita de ceros. En particular, no pueden describir el comportamiento
limite de ceros cercanos al punto central.

El namero de ceros de L(s, ), N(1,7), que se encuentran a una distancia menor
oigual a1 del punto 1/2 es (restringiéndose al caso cuando i, ; son reales y posi-
tivos) [23]:

N (1)~ (0BT i)
T
conforme ¢, := Q[;(1 + ptr,;) = co. Al ntmero c, lo llamaremos el conductor
analitico de L(s, ).
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Consideremos una familia F de funciones-L. En el estudio de una familia de
funciones-L, usamos el conductor analitico para ordenar a los miembros de la
familia, formando asi a la subfamilia

Fx={reF:c, <X}3.

Como mencionamos arriba, el Programa de Langlands predice que todas las
funciones-L pueden escribirse como productos finitos de L(s,7); por lo que re-
stringirse al estudio de subconjuntos de estas no involucra pérdida de informacién.

También, para estudiar una familia JF, se necesita entender el comportamiento
asintdtico de #Fy conforme X — oco. En las distintas familias hasta ahora estudi-
adas se ha establecido que este comportamiento asintético puede determinarse.

Mientras que el teorema de universalidad de Rudnick-Sarnak apunta hacia una
interpretacién espectral de los ceros, en realidad no nos revela si el operador sub-
yacente es hermitiano o si es alguno de los grupos compactos clasicos. La filosofia
de Katz-Sarnak propone estudiar estadisticas distintas para los ceros bajos de fa-
milias de funciones-L con el fin de obtener mas informacién sobre la simetria
subyacente de estas familias. Una de las estadisticas propuestas a estudiar es la
1-densidad de niveles.

Sean

-2 -1
e <!

los ceros criticos de una funcién 7w € F.
Normalizamos estos ceros por el factor logc, /27 de tal manera que el hueco
promedio entre ceros normalizados es asintéticamente 1:

(1) )
T

<0<yt <y

) _ y¥ og ey

¥ 2n
Definicioén 4.7. Dada una familia F de funciones-L y f una funcioén de clase Schwartz,
la 1-densidad de niveles para Fx se define como:

Du(f)= Y f(7).
j
en donde la suma corre sobre las ordenadas de ceros contados con multiplicidad.

Ya que f decae rdpidamente, el escalamiento por %log ¢ significa que Dy (f)
mide la densidad de ceros de L(s, 7t) que se encuentran a una distancia O(1/logc,)
del punto central s = 1/2.

En la practica, es imposible evaluar asintéticamente la suma D,(f) para una
sola funcién-L, ya que la suma captura, esencialmente, un namero acotado de

3Bstamos denotando por 7 a un miembro tipico de la familia F. Esto porque, como dijimos en la
seccién anterior, existe una correspondencia explicita entre representaciones automorfas cuspidales y
funciones-L.
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ceros. Por tal motivo, consideramos el promedio sobre la subfamilia:

(etn), =55 D Duth)

T(G:}'X
Conjetura 4.8 (Conjetura de Densidad). Para cualquier funcion f de clase Schwartz,
se espera que

tim (D7), = [ ronwa,

X—00

en donde D7 (x) = DS(x) (ver teorema 2.23) son las 1-densidades limite (N — oo)
asociadas al grupo compacto G (el limite rescalado de G(N)).

Cabe recalcar que se debe extender la definicién hacia las n-densidades. El es-
tudio de las n-densidades es importante para determinar otra estadistica llamada
la distribucion del j-ésimo cero mas bajo, es decir, las medidas sobre IR, dadas por
(ver subseccién 5.2)

()
yr loger

7 €[a,b]

Fx 1 )
v; [a’b]__#ffx# LeT:

De la misma manera que en la conjetura de densidad, se espera que

. F
lim v, X =v7,
X—oo / ]
en donde 1/jSt = v].G.
1.0 4 104
0.5 0.5
0.0 ; 0.0 . . \
1] 1 2 0 1 2 3

FiGura 2. 1a figura de la izquierda muestra la comparacién entre la distribucion del primer cero
critico de funciones-L de Dirichlet cuadréticas vs el primer eigenvalor de una matriz en USp(2N). La figura
de la derecha muestra la comparacion entre la distribucién del segundo cero critico de funciones-L de Ra-
manujan twist un caracter de Dirichlet con simetria impar (funciones-L en GLj) vs el segundo eigenvalor de
una matriz en SO(2N +1). Cortesia de Michael Rubinstein.

De esta forma, podemos precisar las simetrias en familias de funciones-L y sus
conexiones con la teorfa de matrices aleatorias. Determinar el tipo de simetria
exhibido por una familia de funciones-L es especialmente 1util ya que la matriz
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aleatoria subyacente puede usarse para obtener predicciones sobre otras cues-
tiones estadisticas acerca de la familia.

La conjetura de densidad ha sido verificada, analitica y numéricamente, para
diversas familias de funciones-L (todos los resultados sujetos a una restriccién

—

sobre el soporte de f). A continuacién enlistamos algunos de los resultados que
se han obtenido con su respectiva simetria.
Unitaria

e {L(s, x): x cardcter de Dirichlet no trivial de conductor g} [22];
Simpléctica
e {L(s, x4):d =discriminante fundamental, |d| < X} [37], [38];
e L(s,9)con ¢ un caracter del grupo de clases de ideales del campo cuadratico
imaginario Q(V-D) con D > 3 libre de cuadrados y congruente con 3

moédulo 4 [14];
e {L(s,¢px f): ¢ forma de Maass fija f forma modular de peso k} [9];

Ortogonal

e {L(s,f): f =forma modular de peso k nivel N < X} [24]
e {L(s,f): f =forma modular de nivel N peso k < X} [24], [21].
e {L(s,E® x,): E curva eliptica fija} [46], [33].

Nota 4.9. En [24] (por ejemplo), los autores muestran via 1-densidad de niveles, que
la familia de funciones-L tratada exhibe simetria ortogonal cuando la restriccion de la
transformada de Fourier de la funcion prueba tiene soporte en (—1,1). Sin embargo,
como hicimos notar en 2.25 la 1-densidad de niveles no permite hacer una distincion
completa de la simetria subyacente a menos que se extienda el soporte de la trans-
formada de Fourier de la funcion prueba mas alla del intervalo (—1,1). En el mismo
articulo, los autores llevan a cabo este analisis aunque con un esfuerzo considerable-
mente mayor.

4. Familias de funciones zeta de campos de funciones

La conexién entre funciones-L y la teoria de las matrices aleatorias es particu-
larmente transparente si consideramos el andlogo en campos de funciones. Sin
embargo, la analogia entre los dos casos dista mucho de ser perfecta (o al menos,
no estd perfectamente entendida). Por ejemplo, atin no se conoce cual es el rol de
la monodromia en el caso de campo de ntimeros.

La siguiente discusién pretende exponer, de manera un tanto somera, algunos
de los numerosos resultados tratados por Katz y Sarnak en [26] sobre huecos con-
secutivos de ceros de funciones-L de Artin.

Reemplacemos al campo de ntimeros racionales por un campo k que sea una
extension finita del campo F,(t) de funciones racionales en una variable formal ¢
con coeficientes en IF, el campo finito de g elementos.
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Sea f(X,Y,Z) un polinomio homogéneo de grado d y no singular (es decir, sus
primeras derivadas parciales no tienen ceros en comun en [F;). Entonces,

f(X,Y,2)=0

es una curva proyectiva en el plano proyectivo IP?, denotada por C/IF,, con género
g=(d-1)(d-2)/2. Paran > 1, sea N, el nimero de soluciones proyectivas de f =0
en [F;«. Entonces la funcion zeta de C/IF, es la serie formal en T

C(T, C/IFq) = exp(iN"nTn ]

n=1

Este punto de vista geométrico es muy poderoso. Por ejemplo, el teorema de
Riemann-Roch sobre la curva C juega un papel analogo al de la férmula de sumacién
de Poisson y muestra que

P(T,C/F,)
(1-T)(1-qT)

con P € Z[T] un polinomio de grado 2g. De Riemann-Roch se sigue la ecuaciéon
funcional

C(T,C/E,) =

P(T) =q8T*P(1/qT).
Existe una hipétesis de Riemann para (T, C/IFq), la cual afirma que todos los
ceros (complejos) se encuentran sobre el circulo |T| = 1/4/g. Esta afirmacion fue
probada por Weil. Una razén para obtener demostraciones de los resultados en
campos de funciones es que si se tiene una interpretacion espectral de ¢(T, C/I;).
Para estudiar la distribucién de los ceros de estas funciones zeta, los escribimos
como

0S91$"'§92g<27'(.

C
Katz y Sarnak consideraron el hueco consecutivo k-consecutivo ]/t,(< %) sobre [0, c0)
definida por
c d
i) g b] = {1 <j<2d: S0 «)e[a,b]}

para cualesquiera 0 < a < b < 27, en donde los indices se consideran médulo 2g
y las diferencias 6, — 6; moédulo 27. El factor d/m normaliza py para que tenga
media k.

En lo que sigue #Mx (IF;) denota al conjunto (finito) de [F;-clases de isomorfismo
de curvas sobre [F; con género g.

Teorema 4.10 (Katz-Sarnak) Para cualquier k > 1,

(C/F;)  (GUE)\ _
b s DA o
CGMX 2
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Esto es, las funciones zeta de curvas sobre campos de funciones siguen, en
promedio sobre gy g, la ley Montgomery-Odlyzko. Cabe resaltar que en el caso g
fijo, no sabemos si aparecen estadisticas de matrices aleatorias en el limite g — co.

La prueba de este teorema requiere de argumentos algebraicos profundos; a
continuacién damos una pequefia idea de estos. Primero, un ingrediente im-
portante es la interpretacion espectral de los ceros de C(T, C/IF;) en términos del
Frobenius: N, es el namero de puntos fijos cuando se aumentan las coordenadas
de Cen Fq a la potencia de g, iterado n veces.

Basado en este punto de vista, Katz y Sarnak mostraron que el grupo de mono -
dromia geométrico de esta familia de curvas es el simpléctico (ver Teorema 10.1.18.3
en [26] para un enunciado preciso). Esto permite usar el teorema de equidis-
tribucién de Deligne el cual implica que para género g fijo, los huecos consec-
utivos de los ceros convergen en promedio, cuando g — oo, a aquellos de un
elemento distribuido con la medida de Haar en USp(2g). Conforme g tiende a
infinito, el limite asintético de los huecos k-consecutivos es siempre ykGUE, lo cual
conduce al resultado.

Katz y Sarnak estudiaron varias familias de funciones-L en campos de fun-
ciones. Cabe resaltar que, en campos de funciones, el concepto de familia si
tiene un significado preciso. Para darnos una idea general sobre los resultados
establecidos por Katz-Sarnak, revisemos un ejemplo. Considérese al conjunto
de todas las extensiones cuadréticas de k = [F(t). Sea H,(IF;) el conjunto de
todos los polinomios ménicos libres de cuadrados de grado n con coeficientes
en [F;. Las extensiones cuadraticas son kp = k(V5) con A € H,(FF;). Para cada
n, estos campos de funciones corresponden a curvas hiperelipticas, Y? = A(X),
A € H,, y forman una familia de curvas. El género g = g(n) de kp satisface n =
2¢+2sinespary n=2g+1sinesimpar. Asi C(T,kp), que puede escribirse
como L(T, xp)/(1-T)(1—qT) con xp el correspondiente cardcter cuadratico, tiene
2g(n) ceros con dngulos 61(A), 05(A), ..., 02,(A). Para j > 1 fijo, se examina la dis-
tribucién de 6;(A) conforme A varia sobre H, (IF;), n — co.

Teorema 4.11. Para f € Cy(R,) una funciéon de prueba
1 0;(A)2g ) j o Us
lim lim ————— A (x)dv; P (x).
11—00 g—00 #Hn(IFq) AEHZ(,]F )f( 27 0 f ] )
niiyq

Es decir, que las distribuciones de los ceros que se encuentran cercanos a T =
1/4/q de las extensiones cuadréticas kp de k = IF;(t) tienen limites rescalados que
obedecen a estadisticas simplécticas.



CAPITULO 5

Familia de tipo simpléctico: funciones-L de Dirichlet
cuadraticas

En este capitulo estudiamos los resultados significativos acerca de la distribucién
ceros bajos de familias de funciones-L de Dirichlet en vias de dar sustento a la
conjetura de densidad. Especificamente estudiamos la 1-densidad de niveles para
funciones-L de Dirichlet cuadraticas. En este tenor, Ozliik y Snyder [37], de-
mostraron que el grupo de simetria subyacente para esta familia es simpléctico.
Aqui presentamos este hecho aunque con argumentos distintos a los presentados
originalmente por Ozliik-Snyder.

1. Funciones-L de Dirichlet

En esta seccién revisamos algunos resultados generales referentes a funciones-L
de Dirichlet, es decir funciones-L de grado 1. En la seccién 1 del capitulo anterior
ya hemos mencionado, en toda generalidad, las propiedades que cumplen estas
funciones. Sin embargo, como ejemplo ilustrativo, reiteramos algunas propiedades
de estas funciones debidamente simplificadas a este caso. Para los detalles que
aqui se exponen, el lector puede consultar [8].

Dirichlet defini6 sus funciones para probar el siguiente teorema:

Teorema 5.1. Sean gq,a enteros positivos tales que (a,q) = 1. Entonces existe un
niimero infinito de primos en la progresion aritmética

{a,a+q,a+2g,...}.
Definicion 5.2. Sea q un entero positivo. Una funcion aritmética x : Z — C se llama
cardcter de Dirichlet médulo q > 1 si satisface las siguientes condiciones:
1) x es periddica con periodo q: x(n+q) = x(n).
2) x(n)=0siysolosi(n,qg)=1.
3) x(n m) )((n))((m) para cada m,n € Z.
4)

x(1) =

Observamos que, para un caracter de Dirichlet, x(—1) = £1. Esto se sigue de 3)
ya que ()((—1))2 = )(((—1)2) = x(1) = 1. De aqui, decimos que x es par si x(-1) =1
e impar si x(-1)=-1.

63
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Definicién 5.3. El cardcter trivial, x, estd definido como

Xo(n) = {1 n.q)=1

0 en otro caso

Definicién 5.4. Un caracter de Dirichlet médulo q se llama primitivo si para cada
divisor d de q tal que 1 < d < g, existe un entero a =1 mod d, con (a,q) =1, tal que
x(n) = 1. En caso contrario, decimos que el caracter x es imprimitivo.

En general, hay exactamente ¢(q) caracteres de Dirichlet médulo q. Adicional-
mente, satisfacen la siguiente relacién de ortogonalidad:

Proposicion 5.5. Sean xo,..., X (q) los diferentes caracteres modulo g, y sean m,n dos
enteros tales que (q,n) = 1, entonces

¢(q) ~
Z?fr(m)x_r(n) = {4’(‘” m=nmod q
r=1

0 en otro caso.

Definicién 5.6. Para x un caracter de Dirichlet médulo g, se define la funcion-L de
Dirichlet asociada a x como
- x(n)
L =) X2,

ns
n=1

para Re(s) > 1.

Usando la factorizacién tinica para primos y la propiedad multiplicativa de y,
se puede probar (como en el caso de C(s)) que L(s, x) es una funcién analitica y
ademas existe una factorizacién como producto de Euler:

-1
a=[If-2)

P

Esta factorizacién evidentemente exhibe una relaciéon profunda entre primos en
progresiones aritméticas y funciones-L de Dirichlet.

Nota 5.7. Es bien conocido ([8] capitulo 5) que a un caracter de Dirichlet imprimitivo
x modulo q le corresponde un factor qy de q v un caracter de Dirichlet primitivo x;
modulo q, tal que

_Jxa(n) (nq)=1,
X(n)_{o (n,q)>1.

En este caso decimos que x| induce a x. Asi, si x es un caracter de Dirichlet médulo q
que estd inducido por el caracter x; modulo q,, entonces

uam=L@xn[I@—X“m)

S
plg P
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Es decir, el estudio de una funciéon-L arbitraria puede reducirse al estudio de una
funciéon-L correspondiente a un cardacter de Dirichlet primitivo. Un hecho observado
en general en el capitulo anterior.

Un resultado importante, motivado por la funcién C, es la continuacién analitica.

Teorema 5.8. Sea x un caracter de Dirichlet primitivo médulo q. Entonces la funcion
L(s, x) puede ser extendida analiticamente a todo el plano complejo v ademas cumple
la ecuacion funcional

N

5(1—5,Y)=T(X)5(S,X),
donde

|0 siox(-1)=1

1 osiox(-1)=-1,

S+p

\ 2 _(s+pu
=|— I'{—|L(s, x).
£(s.) (q) (55 )L
v T(x) es la suma de Gauss asociada a x definida como

eZnim/q‘

[\/]Q

w(x):= ) x(m)

1

3
I

Para todo x primitiva, la funcién L(s, x) tiene un namero infinito de ceros no

triviales
1 .
i2,(7)

—+iyJ),
5 Ty

Asi, de la misma forma que para ((s), se tiene la hipé6tesis de Riemann para
L(s, x) que anunciamos a continuacién:

Conjetura 5.9 (Hipétesis de Riemann para L(s, x)). Los puntos de anulaciéon de
L(s, x) en el interior de la banda critica 0 < Res < 1 se encuentran situados en el eje
Res=1

2

1.1. Féormula explicita. Como se ha mencionado anteriormente, un ingredi-
ente fundamental para nuestro andlisis es la férmula explicita, la cual permite
expresar sumas sobre ceros de funciones-L en términos de sumas sobre primos.
La siguiente derivacién es una modificacién de la proposicién 4.6, debidamente
simplificada al caso de funciones-L de Dirichlet.
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Proposicion 5.10 (Férmula Exphcita) Sea g una funcién suave y con soporte com-
pacto, con valores en R y sea h(r f g(u)e™du. Entonces

N Ik (1 I;
E Ny =— R R(Z_
j h(y ) ZHth( )(logq+r ( +1r+y)+l_]R(2 lr+y))

niA\;Z ( g(logn)+x(n )g(—IOgn))

donde,

_Sﬂ‘ S+u 0 si x espar
IR(s+pu) = 2 F( ) =
R(s+ ) 2 V¥ {1 si x es impatr.

s—1/2
1

DemosTrACION. Note que, para Res = 1/2, se sigue que € R, y por lo

tanto h(#) existe y esta bien definida. Definamos entonces

5—1/2)‘

i

H{(s) :h(

Inicialmente, H(s) estd definida solo cuando Res = 1/2. Sin embargo, usando
inversién de Fourier vemos que

o .

h(r) = f g(r)e?™rdt,
—00

y como h tiene soporte compacto, la podemos extender de tal manera que H(s)

esté bien definida. Asi, H(x +iy) es la transformada de Fourier de alguna funcién

que sea de clase Schwartz, y por lo tanto es de decaimiento rapido en Ims. Con-

sideremos la integral:

1 &
= ds,
7 | ) £ OHEs

en donde hemos escrito

£(5,x)=q 7 Tr(s+ w)L(s, x).

Cambiamos el contorno de integracién de Res = 2 a —1. Esto hace que tomemos
ceros/polos de &(s). El término de la funcién I' estd en s = 0: sin embargo,
como &(2) # 0, hay un cero del factor L que lo cancela. Por lo tanto, los tnicos
ceros/polos sobrevivientes son aquellos ceros de la funcién-L en la banda critica,
y el residuo es justamente H(1/2 +iy) = h(y). Por lo tanto

_ Mm, L (¢
s _]Zh(yd )+ S J(l) (s 1H(5)ds.

Ahora, por la ecuacién funcional,
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%(s,x)——logq——(l $,X)
obtenemos
Zh(y(j)): L & pHs)ds
d 2mi Jqy €

—S+—J. logqH(s ds+—J- —s)ds.
(2)

Por otro lado, usando que

’ I” L/
S =B o)
observamos inmediatamente que
1

g U H(s)d
5 |, (e Fe )

Moviendo la linea de integracién a Re=1/2 y poniendo s = % +ir,

1 Ig 1 (I

s+ p)H(s)ds = - rIR( +1r+/,t)h( r)dr

2mi J ) I

1 L = 1 1
i | 151 HISMs = —;Am)x(n)z—m. L) L H(s)ds.

De igual manera, moviendo la linea de integracién a Re=1/2,

L‘ L—,(S,X)H(S)ds = — ZA(I/I)X(”) ! Jm L h(r)dr

2mi Jip) L = 270 ) oo patir
v Amxn) 11
__Z—W o | ohndr
n=1 —

- _ i A(”)X(”) L joo e—irlognh(r>dr

Haciendo el mismo andlisis para

1 & _
% J;z) E(S,X)H(l —S)dS,



2. Familias de funciones-L cuadrdticas de Dirichlet 68

llegamos a que

1 &’ A(n)x(n
i U e W o st-logn

O

1.2. Funciones-L de Dirichlet cudraticas. Consideramos ahora un caso par-
ticular de funciones-L de Dirichlet, las funciones-L de Dirichlet cuadréaticas. Estas
funciones surgen, naturalmente, de considerar ciertos caracteres primitivos reales
(o cuadréticos) inducidos por el simbolo de Kronecker. Para detalles remitimos al
lector al capitulo 5 de [8].

Un caracter de Dirichlet es real (o cuadratico) si sus valores son reales. Es bien
conocido que el simbolo de Kronecker (%) define un caracter real no principal
moédulo |d| si d es un discriminante, esto es, d = 0,1 mod 4 y d no es cuadrado.
De hecho, todos los caracteres primitivos reales médulo |d| pueden formarse us-
ando este simbolo y ademads todos los caracteres reales médulo |d| son de la forma
Xxa(n) = (%), donde d es un discriminante fundamental, esto es d es un discrimi-
nante libre de cuadrados o d = 4D, donde D es libre de cuadrados y D = 2,3 mod
4. De aqui en adelante, el simbolo x; denotard al simbolo de Kronecker y por
tanto un carécter real médulo |d|.

Definicién 5.11. Sea d un discriminante fundamental. La funcion-L de Dirichlet
asociada a los caracteres x 3(n) inducidos por el simbolo de Kronecker

- Xa(n)

L(s, xaq) = e

s
n=1

es llamada la funcién-L cuadrética de Dirichlet.

2. Familias de funciones-L cuadraticas de Dirichlet

En lo que sigue, tomamos a {L(s, x;)} como nuestra familia de funciones-L y es-
peramos encontrar evidencia en favor de una interpretacién espectral en términos
de grupos compactos cldsicos calculando la 1-densidad de niveles. Precisemos la
formulacién de los resultados.

Escribimos los ceros no triviales de L(s, x;) como

donde
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Noétese que no asumimos la hipétesis de Riemann para L(s, x4), ya que permitimos
que los ceros sean numeros complejos.

Denotemos por N(T,d) al numero de ceros y;j) con |7/‘(ij)| < T. Entonces (ver [8]
capitulo 16) para T > 2
T dT\ T
N(T,d)=—log|—=——]—-—+O(logT +log|d|).
(T.a)= - Og(m) L 0logT +10gld)

Observemos que la férmula anterior no nos proporciona demasiada informacién
cuando T es muy cercana a 1, ya que el término principal y el término de error
son del mismo tamafo. Sin embargo, tomando T =1 en N(T,d) podemos pensar
que hay suficientes ceros alrededor de log|d|/m hasta altura 1 de tal forma que el
hueco promedio entre ellos sea 27t/log|d|.

Normalizamos a los ceros,

()
() _ V4 logld] S
Y4 o 1.
Va 21

Notacion 5.12. Sea d un discriminante fundamental y x4 el caracter real primitivo
asociado. Denotaremos por Dy, para X > 0, al conjunto de tales d con X/2 <|d| < X.

Definicion 5.13. Sea f una funcion de clase Schwartz cuya transformada de Fourier
esté soportada en alguna vecindad del origen. Definimos la 1-densidad de niveles

para la familia Dy como:
D)= (L),
i

donde
- logX.
27

Consideremos el valor esperado de las funciones D;(f):

(path), =55 P

Enunciemos la Conjetura de Densidad para este caso.

Conjetura 5.14 (Conjetura de Densidad). Para cualquier funcién f de clase Schwartz,

lim <Dd( f)>DX - ﬁ: £(x)DYSP (x)dx.

X—00

2.1. 1-densidad de niveles. Elresultado que da evidencia hacia la Conjetura
de Densidad es el siguiente.
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Teorema 5.15 (Ozliik-Snyder). Sea f una funcion par ' y de clase Schwartz. Supong-
amos que f tiene soporte en (—1,1). Entonces,

lim <D > = J x)DYSP(x)dx.

Jim (Da() | = | FDP
Este resultado confirma la conexién entre ceros de L(s, x;) y eigenvalores de

matrices unitarias simplécticas ademas de que explica la repulsién lejos del punto
critico, ya que la densidad de ceros estd descrita por la funcién
sen(27x)

D%P(x)=1-———.
(x) 27X

05

0 T T T 1

Ficura 1. Comparacién entre la densidad de ceros de L(s, x 7) contra la predicciéon pUSp (x). Cortesfa
de Michael Rubinstein.

Nota 5.16. Si hubiésemos considerado a los ceros no triviales de todas las funciones-L,
entonces DYSP(x) deberia reemplazarse por DY(x) = 1 ([22]). Asi, para funciones-L
cuadraticas, los ceros no triviales cercanos al eje real son mas escasos. Asi que, de
alguna forma, estan siendo repelidos del eje real.

Para probar el teorema 5.15, es indispensable saber qué términos son los que

contribuyen, en el limite X — oo, a <Dd(f)> . En esto radica el contenido de los
Dx
siguientes dos lemas.

Lema 5.17. Para toda funcién medible acotada g con soporte en (—1,1), definase:

x), . 1 A(m) logm
R0= g 1 s |

=0

1La hipétesis de que f sea par es innecesaria. Sin embargo la supondremos por simplicidad.
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Entonces

. (X)
lim <R > =0.
X—00 d (g) Dy
DemostrACION. Elfjase @ € [0,1) de modo que g esté soportada en [-a,a].
Entonces g(logm/logX) = 0 si m > X% de manera que en la suma sobre m basta
asumir m < X®. Intercambiando el orden de sumacién y aplicando Cauchy-
Schwarz se tiene, en vista de la acotaciéon de |g]:

2
(X) 1 1 A2(m)
<Rd (g)>D #Dy log X ; m ; dezi)' Xa(m)) -
m< m< X
m=#0 m=0

Por un lado, la aproximacién obtenida en el lema 3.19, sin el término de error
dado por la hipédtesis de Riemann, nos dice que

ZAZ(n) =xlogx + O(x).

n<x
Entonces,
A(m) _ (*1 2
Z - _L ?dZA (m)
m<X® m<t
< L(Xalo X"‘+O(X“))— Xal(tlo £+ O(t) dt
Xa 8 1 t? 8
Xa
1
<<j itdt
1 t
< log X2,
Por lo que,

A2
Z AZ(m) < log? X.
m

m<X%
m=0

Por otro lado, la cota de Jutila [25],

2
10
Z Z xa(n)| <MNlog'®M,
m<M |d|l<N
m=0 1d discr. fundl.
implica que
2

Z xa(m)| < X% log!x.

m<X% |deDy
m=0
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Por tanto, el hecho de que #Dy =< X, implica

<R;X)(g)> < X@ 21065
Dx

La convergencia a cero en el limite X — co se sigue inmediatamente de la hipétesis
a<l. O

El lema 5.17 nos dice que la contribucién a la suma debe venir de aquellos
enteros que son cuadrados perfectos.

Lema 5.18. Para toda funciéon medible acotada g, definase:

x), ,_ 1 A(m) logm
$5(g) = longZé_\/% m(m)g(logx).

Entonces

Jim (s%), =3 L‘”g(u)du.

DEMosTRACION. Primero notemos que, por la restriccién de m a ser cuadrado
perfecto, x4(m) =1 (a menos que mcd(d,m) > 0, en cuyo caso x4(m) = 0). Asi,
usando sumacién por partes,

X)) 1 logp (2logp
Sd (g)_logXZ % g( log X

logp d (2logt
= dt
logXJ Z p ars (logX)
Haciendo uso de la férmula de Mertens (3]

Zlo% =logt+ O(1).

p<t

obtenemos

1 &0 d [2logt
S, (g)=—long1 (logt+0O(1 ))dtg(@)dt

Integrando por partes, y del hecho de que %g(u) tiene soporte en |u| < a,
1 * d (2logt 1 * [2logt\dt 1
- logt dt = — .
logXJ; (log+O(1)) dtg( logX) logXL g( logX) t +O(logX)

Finalmente haciendo el cambio de variable u = 2logt/log X,

x), . _1 (7 1
S, (g)—ZJ; g(u)du+O(10gX),

de donde se sigue el resultado. O
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Con la informacién proporcionada por los lemas 5.17 y 5.18 podemos dar la
demostracion al teorema de Ozliik-Snyder.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE OZLUK-SNYDER 5.15. Pongamos h(r) = f(Lr) y

g(y) = logngf(_logX) en la férmula explicita. Note que, ya que f es una funcién

par, ]?también lo es. La férmula explicita 5.10 en este caso dice:

Yoot

Ig (1 R (1
_mf(Lr)(log|d| e (E N ir+;4)+ = (5 - ir+;¢))dr
2w A(m) —~logm
- —=xa(m)f ( :
log X mZ:f \m log X
Analicemos por separado los términos de la ecuacién. Notemos que el término de
la integral es igual a

log|£1|/7'c j_:f(x)dx+%£oo f(Lr)(I;(; +zr+y)+1%(§—zr+/u))dr.

o0

Debido al decaimiento rapido de f y por la hipétesis |d| < X, tenemos que la

primera integral es:
o 1
f_oof(x)dx + O(_logX )

Asi, solo necesitamos considerar la segunda integral, para lo cual necesitamos de
la siguiente versién de la férmula de Stirling,

7

logz+ O( )
T (2)=log i
la cual es vélida para |z| > 1 con |arg(z)| < 7t — €. Entonces,

F’( +1ir+ ) lo (1+zr+ )+O
r\2 H)=7o8 K |5 +ir+pl)

Por tanto, expandiendo el logaritmo,
rr .
T (E +ir+ ;4) = O(log(Z + |t|)).
Similarmente, y debido a que f es una funcién par,
(1
= (E - ir+y) - O(log(2+ |t|)).
Ahora, analicemos el término que consiste de la suma sobre primos. Observe

que
2 X A(m) logm) 2 X), = o(X), =
log X Z \m Xa(m (logX)_ log X (Rd (f)+5; (f))-

m=
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Usando los lemas 5.17 y 5.18 deducimos que

;ngZﬂw - J__sowte- [T
- J_Oof(x)dx— > LOJ?(u)dM

Ya que el soporte de f se encuentra en (~1,1) (ver proposicién 2.24),
1 (j)) (= _ sen(27mx)
)}E};o #DX Z Zf (Lyd a _Oof(x) ! 2mx dx,
deDx j
que es lo que se queria probar. O

2.2. 1-densidad de niveles asumiendo HRG. Asumiendo la HRG, Ozliik y
Snyder [37] mostraron que la hipétesis sobre la funcién de prueba en 5.15 puede
extenderse a aquellas con soporte en (-2, 2). En esta seccién revisamos de manera
muy general esta extension siguiendo las ideas de P. Gao [15]. Sin embargo, ya que
las demostraciones son muy técnicas y nada ilustrativas, solo mencionaremos las
caracteristicas esenciales de la prueba. Ademds, la idea principal puede sugerir
una nueva forma de darle un mejor sustento a la Conjetura de Densidad 5.14.
Hacemos mencién aqui, que P. Gao demostré el resultado para las n-densidades
para n < 3. Recientemente, A. Entin, E. Roditty-Gershon y Z. Rudnick [12] han
generalizado este resultado, para n en general.

El primer detalle técnico consiste en considerar a la familia {L(s, xg4)} con d im-
par, positiva y libre de cuadrados de tal forma que el cardcter xg; sea real, primi-
tivo con conductor 84 y xgs(—1) = 1. Se recomienda al lector revisar el capitulo 5
de [8] para observar que, en esencia, se estd considerando a la misma familia que
antes. En realidad se trata de evitar que la funcién x,(n) aparezca en el anélisis.
Consideramos entonces a la subfamilia Dy, para X > 0, que consiste de tales dis-
criminantes con X <d < 2X.

El problema ahora es entender los términos provenientes de la férmula explicita
(proposicién 5.10). Especificamente a los términos

ZW Kol (if;;";)

Cuando n = p* para k > 3, los términos contribuyen O(1/log X). Los términos
n = p? contribuyen
loglog X
J Sl ( log X )
Por lo tanto,

Dusth= [ seaas= [ Fluu-s{ '+ o PEEX)
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con

logp logp
Sd logX Z (logX

El segundo detalle técnico consiste en encontrar una expresién asintética para

(X) v o\ ogp logp
s = Y Y B o125 )

XstZX p<Y
(d,2)=1

donde ahora g es una funcién suave y con soporte en (-2+¢,2—¢) (especificaremos
el valor aproximado de € mas tarde) y u(d) es la funcién de Mdobius (definicién

C.3)
Técnicamente, es mucho mas manejable trabajar con una versién suavizada de

S;X)(Y;g). Sea @ una fupcién suave con soporte en (1,2) tal que ®(t) = 1 para
te(1+U L, 2-U)yollr) < U/ paratoda j > 0. Definase,

logp d
Y vig® Zu Z@ Sd(p)g(logx)q)(g)-

psY

En todo caso, S; )(Y;g) esta bien aproximada via su versién suavizada. Mads
precisamente,

Xlog’ X
T
Sea Z > 1 un namero real. Escribase p*(d) = Mz(d) + Rz(d) con

= Zy(z) y Ry(d) = Zﬂ(l)

s (v;9)- s (v;8,0) <

121d 121d
1<z 1>z
Definase,
X) (v logp logp \ o (4
M, (Y;8,P) = Z Z Xsa(p (logX)q)(i)
(d,2)=1 p<Y
(X) v _ logp logp\ . [d
R (Vig®)= ) Rald) —2 x8d<p>g(logx)q>(x),
(d,2)=1 p<Y
de modo que S;X)(Y;g,(l)) = M;X)(Y;g,CD) + R;X)(Y;g,CD).

Proposicion 5.19. Astimase HRG. Para cualquier cardacter cuadratico no principal x
con médulo q y U < X? con g suave y con soporte en (—2,2),

logp gp
E(U;x,8 Z (10 << log®(gX).
p<U
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Gracias a la proposicién 5.19 podemos deducir, poniendo d = I?m, que

X Xlog® X
RM(v;4,0) < Tg'

Asi, el término principal proviene solamente de M;X)(Y;g,q)). Para evaluar la

contribucién de este término se introduce

e 3 ()

a mod k

(575 )en

en donde G,,(k) es la funcién definida en el siguiente lema.

Lema 5.20 ([42], Lemma 2.3). Si (ky,ky) = 1 entonces G,,(k1k,). Supéngase que p” es
la potencia mas grande de p que divide a m (con a = co si m = 0). Entonces para b > 1,

0 si b<aesimpar,
d(p?) si b <aes par,
Gu(p")={ -p*  sib=a+1lespar,
(%pu)l’“\/}_? sib=a+1 esimpar,
0 sib>a+2.

Para F una funcién de clase Schwartz, se define

F(&) = IT”F(S) + 1T_iA(—£) = J (cos(2m&x) +sen(2m&x))F(x)dx.

—00

El siguiente lema nos dicta una forma de evaluar el término M;X)(Y;g,CD).

Lema 5.21 (Sumacién de Poisson [42], Lemma 2.6). Sea © una funcion no negativa
y suave con soporte en (1,2). Entonces,

d d —X 2 ,M(O() m ~[ mX
(d;:’IMZ(d)(E)(D(X)_Z(E) ZZ 7;(—1) Gm(p)@(m)_

(a,2p)=1

De este modo,

(X) v _X logp (logp wla) —( mX
M (Vg ®@)=3 ) pmg(logx) Y 5 ) U Gup)® 3z |
a<Z

p<Y < m
(2,p)=1 (@2p)=1
Se sigue directamente de la definicién que, cuando m = 0, M;X)(Y;g,dl) =0.
(X)

Ahora, las sumas en M, (Y;g,P) correspondientes a la contribucién de m = 0,0
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pueden escribirse como XR/2, en donde

logp ( logp ) —~( mX \[m

(-n)"o —|.

; Z log X WZOE 2a%p )\ p
(a,2)= (Za p

Escribimos la condicién de (Za,p) =1 como x4,2(p)- Entonces, ya que

logp (logp\=( mX \(m fy 1 ~( mX
¢ —l=] =2 dE(V; .9),
Z p g(lOgX 2a2p p 1 VV 2u 2p (Vs Xaa2m &)

p<Y
(2a,p)=1

se tiene, sumando por partes y por la proposicién 5.19, que

R« ),
a<Z
donde
Z log (Jm| + 2) 'N( )‘
m¢0|:|
(" log? &(2 ) a
R, = 1 W Z og” (|m|+2) (2a ) \%
R —JV 3 log? |m|+2)'mcp’( mX )’dv
3= 217572 2 :
1 v m=0,0 2a%V
Lema 5.22. Para N >0, M > 2,
" log’( |m|M‘ ( )' < (log? M(N+2))lﬁ]
m=0,0
— (mM 2N72
Z 10g3(|m|M)'mM®'(T)' < (log3M(N + 2))
m=0,0

El lema nos ayuda a deducir que
UZZ\/?log7 X
e .
Veamos la contribucién en el caso cuando m = O. En este caso G,,(p) =0sip | m.
Siptmym=n, G,(p) = +p. Por lo tanto,
logp (logp - d2 2X

Z a? Z (logX Z« Z ’
a<Z (zg_p m=1

en donde se ha expresado la condici6n (m,p) =1 como }_ ., ) #(d).

R«
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Pongamos d = p. Hacemos dos distinciones. Cuando 1 < pX,

| 2,2
Z(meX
2a?p

m=1

2

< Z 1+ Z mgXp

m2Xp<2a? m2Xp>2a?

<a 1
pX’

Por lo tanto, estos términos contribuyen <« log Z.
Cuando 1 > pX, un andlisis basado en sumacién de Poisson, produce

i(—l)’@(pzmzx ) _ _6;0) . O(%\/X_p),

2
— 2a4p

lo cual contribuye <« U al término principal.

Los factores aritméticos producen constantes que multiplican al término prin-
cipal y términos de error que estan controlados por los términos de error que se
han encontrado. Por ejemplo,

&=l (rolz)

Asi, sumando por partes, la contribucién a R es

a<Z
(a,2)=1

_ 2X1og X®(0)

>3 j (1—X[_M](u))g(u)du+o(X(1ogZ+U)+

—00

XlogX)

Por lo tanto, la contribucién total a M;X)(Y;g,CD) es

X 2Xlog XD(0)
M3, = - 2RO [ (1 g0 g
Xlog X 2z+/Ylog” X
+O(X(logZ+U)+ Zg )+O(U \/;og )

Pongamos ®(0) = 1+ O(1/U). Sea @ (t) =1 -D(t) para 1 <t <2y Py (t) = 0
en otro caso. Aplicando un andlisis similar con esta nueva eleccién y tomando
Y = X27¢ (con € = O(1/log X)) U = loglog X y Z = log® X, se obtiene (observando
que #Dx ~ % conforme X — oo)

. I x,, 1%
;}T;@Sd (g)—_EJ:OO(I_X[—l,l](u))g(u)du-
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Por lo tanto, para f una funcién par y de clase Schwartz con fsoportada en
(_21 2),

Jim (Dwitn), = f:f(x)dx—%f_:ﬂu)du +§j:(1 — X)) Flu)du

B sen(27x)
= J:oof(X)(l — W)dx



APENDICE A

El lema de transposicién y el lema de Gaudin

Definicién A.1. Para cualquier N-upla de nitmeros complejos (x1,...,xN), se define al
determinante de Vandermonde como:

Van(xy,...,xN) = I\‘.Iislt\l(k ) = ]_[ (xk = xj).
Pk icken

En nuestros calculos, sera util el siguiente lema:

Lema A.2 (Lema de Transposicién). Se tiene que

det (1)) det (61 (x¢)) = det [Z¢ S 5) P xk)]

DEeMOsSTRACION. Ya que el determinante de una matriz es el mismo que el de
su transpuesta, es claro que

det (w1(x0)) det (67160)) = det ( (w1 (00) ) det (5-1(x0))

NxN

= det ((#’j—l (xk))t (q’>]~,1 (xk)) )

NxN
Ahora bien,

((¢j71<xk>)t(¢j4<xk>))j =

1=z

(951 00)), (9100,

=
Ul
—_

e

(IPH (Xk))n’j (4)]'71 (xk))nyk

i
n

Py1 (xj)(pn—l (xk)’

e

=
Il
—_

con lo cual terminamos la prueba. O

1. Lema de Gaudin

El siguiente lema serd de vital importancia para calcular las estadisticas de in-
terés.

8o
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Teorema A.3 (Lema de Gaudin). Supongamos que tenemos una funcion f(x,v) in-
tegrable sobre un intervalo | v tal que

Lf(xﬁ)f(&zf)dy = Cf(xy),

para toda x,z y donde C = C(f,]) es una constante. Supongamos también que

Jf(x,x)dx =D
J

donde D = D(f,]) es una constante. Entonces

J;A?Xez’\c/[(f(ej,ek))dQM:(D—(M—l)C) det ~ (£(6;,64)).

(M-1)x(M~-1)
DEemosTRACION. Comenzamos con la expansic’)n del determinante
gy 10,0)= T i
det (£10,,00)= Y sgnlo)] [ 10
0€SMm

e integramos ésta expresién con respecto a | para asi obtener:

—f]l\?f]&(f(gjlek))deM - Sgl‘l Jl_lf J] deM

0€SM
Ahora bien, lo que se hara es partir la prueba en dos casos

i) oM # M. En cada producto ]_[?/:I1 f(6,6,), 1a variable 0, aparece en
dos factores:
fOm:Om) ¥ f(O5-101,0Mm)-
En donde hemos utilizado el hecho de que oj = M implica que j = 0! M.
Por lo tanto, tenemos

f]_[f 007)d0r = I_[ f(o g]-)J]ﬂeglM,9M>f(9M,eaM>deM

a]:tM

M-1
= Cf (0,100,000 | | £16;,0
=1
U]j¢M

Ahora, reordenamos el producto en términos de una permutacién en
Sp-1. Para esto, definimos ¢’ € Sy como sigue

,. |oj si ojEM
o'j= o
oM si oj=M
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Asi pues, para o € Sy fijo con ¢’ € SM 1,

fl_lf 0,7)d0y = C]_[f

Hacemos notar lo siguiente
e sgn(o)=—sgn(o’)
e Existen M — 1 permutaciones distintas 0 € Sy; que dan la misma
permutacién o’ € Sy;_;
Gracias a estas observaciones, finalmente obtenemos

M-1
sgn Jl_[f = (M-1)C Z sgn(a')l_lf(9]9

O'ESM O'/ESM,l ]:1

oM=M

=—(M-1)C det  (f(6;60).

ii) oM = M. En cada producto ]_[911 f(6;,0,), la variable 6 aparece solo
en un factor:

f(Om,O050m) = f(Om, Om)-
Por tanto, tenemos

M M-1
[T 17©3.00d0m = [ rOm0rdsac | | 71600
Jj=1 / j=1

-1

R

=D| | f(6;,0,))

1

T

=D [ 106,05

-
Il
—_

donde ¢’j € Sp_1 estd definida por 0’j = 0j para 1l <j <M —1. Notemos
que sgn(o) = sgn(c’). Por lo tanto, obtenemos para este caso

M-1
) ﬂ_[f 0,)d00 =D Y sgn(@’) | | £(6;,05))
j=1

O'ESM o GSM 1

=D det 0:,0:)).
(M—I)S(M—l)(f( ] k))

Combinando ambos casos, obtenemos el resultado. O



APENDICE B

Polinomios ortogonales, nticleos reproductivos y
determinantes de Fredholm

Sea W una medida positiva finita en R. W puede o no ser absolutamente con-
tinua con respecto a la medida de Lebesgue dx de R; sin embargo en los ejem-
plos que consideramos W si tiene una densidad, es decir dW(x) = w(x)dx. A w
lo llamaremos un peso admisible. Sea w(x) > 0 un peso admisible sobre R con
momentos finitos, es decir,

f dwdx<co,  j=0,1,2,..

Definicién B.1. Dado un peso admisible w(x), los polinomios ortogonales {p,},>0
estan definidos por las siguientes condiciones:

i) p,(x) es un polinomio de grado n,
ii) son ortogonales,

<Pn,Pm> = ‘L{pn(x)pm(x)w(x)dx = 6n,ml

donde 0, es la delta de Kronecker, que vale la unidad cuando n = m y cero
en otro caso.

1. Ejemplos de polinomios ortogonales

1.1. Polinomios de Hermite.

Definicion B.2. Los polinomios de Hermite H,, estan definidos por la formula

2 d 2
e
dx"

1.1.1. Ortogonalidad. Los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto

Hy(x) = (-1)"

X

.. 42 .
al peso admisible e™ es decir,

j Hn(x)Hm(x)e*xzdx = 112"\, -

83
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1.2. Polinomios de Chebyshev de primera y segunda especie.

Definicién B.3. Los polinomios de Chebyshev T, de primera especie estan definidos
por

T,,(cos(0)) = cos(n0).
Definicién B.4. Los polinomios de Chebyshev U,, de segunda especie estan definidos

por
_sen(O(n+1))
UnleostO) = =@y

Notese que el coeficiente principal en T,(x) es 2" ! y en U, (x) es 2". Una mod-
ificacién de los polinomios de Chebyshev de segunda especie son los polinomios
de grado n definidos como

V. (cos(8)) = Uy, (cos (g))

1.2.1. Ortogonalidad. Los polinomios de Chebyshev de primera especie son
ortogonales con respecto al peso admisible

1
Vi—x2

en el intervalo [—-1, 1], es decir, tenemos:

0,sinzm

1

dx

T, (x) T, (x) =Jr,sin=m=0
£1 TN Z R

Z,sin=m=0

Similarmente, los polinomios de Chebyshev de segunda especie son ortogonales
con respecto al peso admisible
V1 —x2

en el intervalo [—1, 1], es decir, tenemos:

1 .
Oy
J Un(x)Um(x)\/l—xzdx={n sLmzm
1 S, sin=m

2. Formula de Christoffel-Darboux

Proposicion B.5 (Christoffel-Darboux). Dada una sucesion {p,},>o de polinomios
ortogonales, se cumple la siguiente relacion para x #y:

Y Pu()Pn(®) _  anv1 PNe1()PN(Y) = PN (PN ()
5 Pwpw)  an{pPN/PN) x-y

’

n=

en donde a,, es el coeficiente principal del n-ésimo polinomio.
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3. Nucleos Reproductivos y Determinantes de Fredholm

Definicién B.6. Si {p,} es la sucesion de polinomios ortogonlaes con respecto al peso
admisible w, el nticleo reproductivo de grado N es la funcion

N-1
)i= ) pi(w)pi(v)
j=0

Definicion B.7. Sea K(x,v) una funcion con valores en los reales acotada y simétrica
en xy y. Definimos el determinante de Fredholm del nticleo I + TK como

det(I + TxgK) = Z o f j(rzllgg (xi,x;) dxl...dxn.
B

Un hecho general es que si un nicleo K es de rango finito en el sentido de que
para funciones f; en L*(w),

N-1
K(xy) =) fixf@)
j=0
entonces la serie que determina al determinante de Fredholm es un polinomio de

grado N en T (es decir, el N-ésimo término de la serie no se anula, mientras que
todos los términos posteriores son nulos).



APENDICE C

Resultados de teoria analitica de nimeros
Todos los resultados que aqui se enuncian pueden ser encontrados en [3].

O S A
E(S"‘; p

DemostrAcION. Tomando la derivada logaritmica al producto de Euler de ((s)
se tiene, para Re(s) > 1,

Lema C.1. Para Re(s) > 1,

Definicién C.2. La funcién 1 de Chebyshev se define como
P(x)= ) An)
p<x

Definicién C.3. La funcion de Mobius se define como

1 n=1
p(n)={(-1)F n=pipy--pi
0 p?ln

86
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Definicién C.4. La funcion que cuenta el ntimero de primos no mayores que un real
xes
ni(x) = #{p < x: p es primo}

Teorema C.5 (Teorema del Namero Primo). Tenemos

77(x) a

En particular, esto es equivalente a decir que
P(x) ~ x.

Proposicion C.6. Sea f(n) una sucesion de funciones complejas. Sea g(t) una funcion
con argumento real y continua. Sea

F(x)=) f(n)

n<x

" log(x)

la funcion suma de la sucesion f(n). Entonces
b

Y foigin= [ gtar

as<n<b a

Proposicion C.7 (Sumacion por partes). Sean f(t) y g(t) funciones complejas. Suponga

que g(t) es continua. Sea
F(x)=) f(n)
n<x
la funcion suma de la sucesion f(n). Entonces
b

b
j 8(t)dF(t) = F(b)g(b) - F(a)g(a) - J F(t)dg(t).

a
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