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Introduccion

En éste trabajo estudiamos conceptos importantes en la teoria de procesos estocésticos
tales como martingalas, tiempos de paro, procesos puntuales de Poisson, subordinado-
res o procesos de Lévy, para finalizar dando una aplicacién en el marco de la teoria de
riesgo. Esta aplicacion estd basada en el articulo de Biffis y Kyprianou: A note on scale
functions and the time value of ruin for Lévy insurance risk processes, [4].

La tesis consta de cuatro capitulos. El primer capitulo es de caracter introductorio y
contiene conceptos y resultados que se necesitaran a lo largo de la tesis. Se estudian
elementos basicos de teoria de martingalas y tiempos de paro tales como las desigual-
dades maximales y el teorema de paro de Doob.

En el segundo capitulo se generaliza la idea del Proceso de Poisson en una dimension.
Estudiamos las medidas aleatorias de Poisson en espacios medibles o-finitos. Damos
una construccion explicita y se demuestran algunas propiedades como la propiedad de
la imagen y la féormula de Campbell. Definimos un proceso puntual de Poisson.
Finalmente se da una extension de la nocion de los procesos puntuales de Poisson de-
finiendo a una clase mas general llamada subordinadores y demostramos el teorema de
Finetti-Lévy-Khintchine, el cual nos proporciona una caracterizacién de los subordina-
dores en términos de sus exponentes de Laplace.

En el tercer capitulo introducimos la nocién de los procesos de Lévy, estudiamos pro-
piedades sobre los mismos mediante sus exponentes de Laplace, para asi dar paso a la
definicion de los procesos de Lévy espectralmente negativos e iniciar con el estudio de
problemas de salida mediante las funciones de escala.

Finalmente el iltimo capitulo se divide en dos secciones, en la primera seccién se anali-
zan las penalizaciones descontadas al momento de la ruina para el comportamiento del
superavit caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente negativo cuyos saltos
son de variacion acotada. La segunda seccién muestra algunos ejemplos de funciones de
escala para algunos casos particulares de procesos de riesgo.

A lo largo del presente trabajo se parte del supuesto que el lector tiene conocimiento
previo en teorfa de la medida, para lo cual puede consultarse [1], [2], [5] o [9].
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Capitulo 1

Martingalas y Tiempos de Paro

En este primer capitulo definiremos y estudiaremos las principales propiedades de los
tiempos de paro y las martingalas a tiempo continuo, temas fundamentales para el
estudio de los procesos estocasticos y el desarrollo de los capitulos posteriores. Para
poder iniciar con este trabajo definiremos de manera formal a los procesos estocésticos,
sus trayectorias, procesos equivalentes y algunas de sus propiedades mas importantes.

1.1. Procesos Estocasticos

Consideremos un sistema que se caracteriza por tomar valores en un conjunto de estados
previamente especificado. Supongamos que el sistema evoluciona o cambia de un estado
a otro a lo largo del tiempo, y sea X; el estado del sistema al tiempo t. Si se considera que
la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino provocada por algin
efecto azaroso, entonces puede considerarse que X; es una variable aleatoria para cada
valor de t. Esta coleccion de variables aleatorias es la definicion de proceso estocastico,
y sirve como modelo para representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del
tiempo.

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias X =
(Xt)ier, donde I C RT, definidas en un espacio de probabilidad (Q, F,P) con valores
en un espacio medible (E,E), generalmente llamado espacio de estados.

Si por ejemplo tomamos a I como un subconjunto finito o numerable de R, extendemos
la definicion al caso discreto. Generalmente vamos a considerar al conjunto I como R, .

Definicién 1.2. La trayectoria de un proceso (Xi)i>o se define como la funcion t —
X (w) para cada w € Q.

La definicién anterior nos proporciona un modelo mateméatico para un experimento
aleatorio cuyo resultado se puede observar de manera continua en el tiempo.

Las siguientes definiciones caracterizan a los procesos a través de sus trayectorias.



Definicién 1.3. Decimos que un proceso estocdstico (Xi)i>o es continuo (por la derecha
o por la izquierda) si las trayectorias del proceso son continuas (por la derecha o por
la izquierda) casi sequramente, es decir, que para casi toda w € Q se cumple que la
trayectoria correspondiente t — Xy(w) es continua (por la derecha o por la izquierda).
De la misma manera se define continuidad por la derecha con limite por la izquierda o
el de continuidad por la izquierda con limite por la derecha.

Mas adelante se vera la importancia de que los procesos tengan alguna de las propie-
dades trayectoriales arriba mencionadas.

Una cuestién importante para el estudio de procesos estocasticos es poder definir cuan-
do dos procesos son iguales, asi que consideremos a dos procesos estocasticos (X;)i>o
y (Y1)i>0 en el mismo espacio de probabilidad (€2, F,P). Decimos que dos procesos es-
tocdsticos son iguales si para toda t > 0 y toda w € §2 se cumple que X;(w) = Yi(w).
Esta propiedad de igualdad entre dos procesos estocasticos es muy fuerte. A conti-
nuacion se analizaran tres conceptos de “igualdad”entre procesos, los cuales requieren
condiciones un poco mas débiles que la definida anteriormente.

Definicién 1.4. El proceso (Y;)i>0 es una modificacion del proceso (Xi)i>o $i para cada
t > 0 se tiene que
Plwe Q:Y(w) = Xy(w)) = 1.

Definicién 1.5. Los procesos (Yi)i>0 y (Xi)i>o son indistinguibles si
Plw € Q: Xi(w) = Yi(w); para toda t € [0,00)) = 1.

Definicién 1.6. Dos procesos estocdsticos (Xi)iso y (Yi)i>0 definidos en los espacios
de probabilidad (Q, F,P) y (0, F,P) respectivamente y con el mismo espacio de estados
(E,&) son equivalentes si tienen las mismas distribuciones finito dimensionales, es de-
cir, st para cualquier sucesion finita ti,ts, ..., t, donde 0 < t; <ty <...<t, < o0y
A€ & se tiene

P((Xe, Xeyr o Xe,) €A =P((Yy,,Ys,,..., Y, ) € A).

Es claro que si dos procesos son indistinguibles unos es modificacion del otro y por lo
tanto ambos son equivalente. Por otro lado, dos procesos pueden ser una modificacién
uno del otro y tener diferentes trayectorias.

Ejemplo 1.7. Consideremos a una variable aleatoria Z positiva con distribucion con-
tinua, sea Xy =0, Y, =1sit =2 yY, =0 en otro caso. El proceso (Yi)i>0 €s una
modificacion de (X)i>0, ya que para cada t > 0 tenemos que

B(X,=Y) =P(Z #1) =1,

y por otro lado
P(X; = Y;; para toda t € (0,00]) = 0.



En general si un proceso es modificacion de otro y ambos son continuos por la derecha
o por la izquierda, entonces van a ser indistinguibles, en efecto,

Proposicion 1.8. Sea (Y;)i>0 una modificacion de (Xi)i>o y ambos son continuos por
la derecha (por la izquierda) o continuos, entonces (Xi)i>o0 y (Yi)i>o son indistinguibles.

Demostracion. La demostracién es para el caso en que ambos procesos son continuos
por la derecha, los otros dos casos son analogos.

Sea A el conjunto donde las trayectorias del proceso (X¢):>p no son continuas por las
derecha, y sea B el conjunto analogo para el proceso (Y;)i>o. Si Cy = {X; # Yi}, v
C = |J G, entonces P(C') = 0. Por lo tanto si N = AU B U C, se tendra P(N) = 0.

teQy
Como N tiene probabilidad cero, entonces para cada w ¢ N se tiene X;(w) = Y;(w) para

toda t € Q4. Sit no es racional, existe una sucesién (¢,),>1 de racionales no negativos,
decreciente que converge a t. Paraw ¢ N, X, (w) =Y, (w) paracadan > 1,y
Xi(w) = lim X;, (w) = lim Y}, (w) = Yi(w).
n—oo n—oo
Como P(N) = 0, entonces (X3):>0 es indistinguible de (Y3):>o0.
[

De lo anterior es claro que un proceso estocastico es en realidad una funcién que depende
de dos variables (w,t), si tomamos a ¢ fija, sabemos que X; es una funcién F-medible,
pero si el evento w es fijo no tenemos conocimiento de alguna propiedad de medibilidad
sobre las trayectorias. Es por ello que conviene tener alguna propiedad de medibilidad
conjunta.

Definicién 1.9. Un proceso estocdstico X = (X;)i>0 con espacio de estados (E,E) se
llama medible si, para toda A € &, el conjunto {(t,w) : X;(w) € A} pertenece a la
o-dlgebra producto Bl0,00) X F, es decir,

(t,w) — X;(w) : ([0,00) x 2, B[0,00) x F) — (E,E).

1.2. Filtraciones

Para poder definir los conceptos de tiempos de paro y martingalas en el caso continuo
es necesario el concepto de filtracién.

Definicién 1.10. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una filtracion es una familia
(Ft)e>0 de sub-o-dlgebras de F, tales que Fs C F; siempre y cuando s < t.

Al sistema (€2, F, (F¢)t>0, P) se le llama espacio de probabilidad filtrado. Sea (X;);>¢ un
proceso estocastico definido en (€2, F,P), la filtracién candnica asociada a dicho proceso
esta dada por F; = o(X; : s < t). Denotaremos por

F-=0 (U]—“S> , For = ﬂ}"s para toda t > 0.

s<t s>t



Es claro que F;- C F; C Fi+, sea so < t entonces, (X : s < s9) C (X5 :s <t) porlo

que Fy, C F; para toda sy < t por lo cual se tiene que |JF; C F;. Por lo tanto por la
s<t
definicién de o-algebra F;- C F;. La prueba para la segunda contencién es andloga por

lo que omitiremos el detalle.

El introducir una filtracién nos permite estudiar conceptos mas interesantes y mas utiles
que el concepto de proceso medible.

Definicién 1.11. Sea (Q, F, (Fi)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea (X¢)i>o
un proceso estocdastico definido en (Q, F,P) diremos que el proceso es adaptado a la
filtracion (Fi)i>o st para toda t > 0 se tiene que la variables aleatoria X; es Fy-medible.

Definiciéon 1.12. Sea (Q, F, (Ft)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea (Xt)i>o
un proceso estocdstico definido en (Q, F,P) diremos que el proceso es progresivamente
medible si para toda t € R

(s,w) € [0,t] x Q — X (w)

es B[O, t] x Fi-medible.

Notemos que todo proceso es adaptado a su filtracién candnica y todo proceso pro-
gresivamente medible es adaptado. En general no siempre se tendra que un proceso
adaptado es progresivamente medible, salvo que el proceso sea continuo por la derecha
o por la izquierda, por lo cual enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 1.13. Sea (Xi)i>o un proceso estocdstico con valores en un espacio métrico
(E,B(F)), adaptado a la filtracion (Fi)i>o y continuo por la derecha, o por a izquierda,
entonces (Xy)i>o es progresivamente medible.

Demostracion. Demostraremos el caso en que el proceso es continuo por la derecha, el
otro caso es analogo. Por lo que es suficiente ver que para cada A € B

{(s.w) € [0,4] x Q: Xy(w) € A} € BJ0,] x F..

Para cadan > 1, k=1{0,1,...,2" — 1} y 0 < s < ¢, definamos el proceso

.kt (k+1)t
") = X(k;nl)t (w) sige <8< o,
Xo(w) sis=0.

Debido a la continuidad por la derecha tenemos que lim X7 (w) = X,(w) para toda
n—oo

(s,w) € [0,t] x Q. Por lo tanto basta mostrar que X™(w) es B|0,t] x F-medible para
obtener el resultado.

Al conjunto

{(s,w) €10,t] x Q: X (w) € A}

4



se puede ver como
2’71
kt (k+1)t
H{(Q_n on ] x {X@;#(W) S A}} U{{O} x {Xo(w) € A}},
el cual claramente esta en B0, t] x F;. 0

Definicién 1.14. Una filtracion (F;)i>o0 se llama continua por la derecha si Fy = Fy+
para toda t > 0.

De esta tltima definicién veamos que (Fy+)i>0 es continua por la derecha. Renombremos
a Fi+ por G, entonces,

G C G =[9:-=[) (ﬂa) C(VFe=Fr =G,

s>t s>t \u>s s>t

para toda t > 0, por lo tanto es continua por la derecha.

1.3. Tiempos de Paro

Definicién 1.15. Sea (2, F, (F;)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Una funcion
7 : Q> [0, 00] se llama tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fi)io Si

i) T es Foo = 0(F it €[0,00)) medible
ii) el conjunto (1 < t) pertence a F; para toda t > 0.

Ejemplo 1.16. Si 7 es una funcion constante, entonces T es un tiempo de paro, ya que

{@ sit <c,

< =
(r=1) Q sit>c,

ambos conjuntos pertenecen a JFy, por lo tanto el conjunto (T < t) es medible con respecto
a F; para toda t > 0, y por definicion, T es tiempo de paro.

Ejemplo 1.17. Si 7 es un tiempo de paro y k una constante positiva, entonces T+ k
es un tiempo de paro, ya que si t € [0,k), entonces (1 +k <t) =0, el cual esta en Fi,
ahora sit > k, entonces

(T"‘két):(TSt—k)eft,ngt
Por lo tanto T + k es tiempo de paro.

Proposicién 1.18. Si la filtracion (F;)i> es continua por la derecha, entonces T es un
tiempo de paro si y sélo si (1 < t) € F; para toda t > 0.



Demostracion. =) Sea t > 0 fijo, por ser T tiempo de paro
(1 <s)eF, CF. paratodas<t,

entonces
(1 <t) :U(Tgs) € F; paratodat > 0.

s<t

<) Como la filtraciéon es continua por la derecha y como (7 < t) € F; para todat > 0,
se tiene que

(Tgt):ﬂ(7<s)eft+:ﬂ

s>t

O

Notemos que en la primera parte de la demostracion, nunca se utilizo que la filtracion
(Ft)e>0 es continua por la derecha, por lo cual, se puede afirmar que si 7 es un tiempo
de paro entonces (7 < t) € F; para toda t > 0.

Proposiciéon 1.19. Sea 7 un tiempo de paro con respecto de la filtracion (Fi)i>o ¥
X = 1p0,1(t), entonces el proceso (X;)i>o resulta ser un proceso adaptado a la filtracion.

Demostracion. Sea t > 0 fija, entonces

1 sit<7(w),
Xi(w) = { 0 sit>7(w),

por lo tanto,

0 siu<0,
(Xy<u)=¢g (r<t) siue]l0,1),
Q siu > 1,

y esos tres conjuntos estan en JF;, ya que 7 es tiempo de paro, en conclusion el conjunto
(X: <u) € F; para toda t > 0.

]

Definicién 1.20. Definamos al tiempo de entrada en A o primera vez que entra el
proceso (Xi)i>o al conjunto A, como

_ inf{t >0: X;(w) € A} si{t>0:X(w) e A} #0,
Taw) 00 si{t>0:X;(w)e A} =0.

Proposicién 1.21. Sea X = (X;)i>0 un proceso estocdstico adaptado a la filtracion
(Fi)e>0, y con espacio de estados (E,B(E)), donde (E,d) es un espacio métrico y sea
AeB(€)

i) Si (Xy)>0 es continuo por la derecha, (Fi)i>0 es continua por la derecha y A es
un congunto abierto entonces T es un tiempo de paro con respecto a (F)i>o-

6



ii) Si (Xi)i>0 es continuo y A es un conjunto cerrado entonces Tx es un tiempo de

paro con respecto (Fy)i>o-

Demostracion. i) Sea Q tal que para todo w € Qg la trayectoria X;(w) es continua

ii)

por la derecha, entonces P(€)y) = 1. Sea

B, = U(XSGA) para t > 0 fija

s<t
s€Q4

donde A es un abierto de B(E).

Notemos que B; € F; ya que el proceso X es F;-adaptado. En consecuencia para
mostrar que T4 es un tiempo de paro, basta mostrar que (T < t) = B,.

Sea w € By, entonces existe s € Q, y s < t tal que X (w) € A, por lo tanto
Ty <s<t,esdecirwe (Th <t).

Sea w € (T4 < t) entonces existe ty tal que X;, € A, como A es abiertoy X;, € A
entonces existe €y tal que V(X (w), ) = {y € E : d(y, X3, (w)) < €0} C A. Como
X es continuo por la derecha para €y existe dy tal que para todo s € [tg,tg + do),
Xs(w) € V(X (w), €9) C A, por lo tanto T4 es un tiempo de paro.

Para x € E, sea p(z,A) = inf{d(x,y) : y € A}, y consideremos la sucesién de
vecindades abiertas de A dada por A, = {z € E : p(z,A) < 1}; como X es
continuo y A, es abierto entonces por (i) T4, es tiempo de paro.

Notemos que Ty, < T4,,,, yaque A, C A,, ademds Ty > Ty, para todan € N,

por lo tanto el limite de (T, ),>1 existe y es menor que Ty. Sea T'= lim T'y,,.
- n— o0

Sobre (T4 = 0) se tiene que T4, = 0 para toda n € N. Sobre (T4 > 0) existe un
entero k = k(w) > 1 tal que

0<Ty, <Ty, ,<Ty paran>k

n+1

Para probar que T4 = T es suficiente probar que 7" > T4 en el conjunto (74 >

0,7 < o0). En dicho evento tenemos, por la continuidad de las trayectorias de

X, que lim X7, = Xry Xr, € JA,, para toda m >n > k. Ahora si hacemos
n—oo

tender a m a infinito obtenemos que Xr € A, para toda n > k y por lo tanto

Xr= (1A, = A, es decir, T4y < T por la definicién de T4. Finalmente
n>k

(TA:O):(XoeA)G.FoC.Ft,

y parat >0

Por lo tanto T’y es tiempo de paro.



Definicién 1.22. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o. Deno-
tamos por F, a la coleccion de eventos A € F tales que

ANn(r<t)eF para cada te R,

Llamaremos a F. la o-dlgebra detenida en 7.

Proposicién 1.23. Sea T un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fi)io, enton-
ces F, es una o-dlgebra.

Demostracion. Tenemos que Q € F, y () € F,, ya que
QNn(r<t)y=r<t)eFR y OIn(r<t)=0¢€ F.
Veamos que si A € F,, entonces A° € F,,
AN(r<t)=T<t)N(ANn(r <t)) e F.

Para terminar, sea {A,},>1 una sucesién tal que A, € F, para toda n € N. Por

[ee)
demostrar J A, € F;,
n=1

n=1

(GAn>ﬂ(TSt)ZG(Anﬂ(TSt))EE

Por lo tanto F, es una o-algebra.

]

Lema 1.24. Sean 6 y T dos tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o, entonces
ONT y OV T son tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o-

Demostracion. Como (1 <t) € Fyy (0 <t) € F, entonces el conjunto
OANT>t)=@>t)N(T>t) =@ <t)’N(r <t) e F,

por lo tanto (A AT <t) = (AT > t)° € F, es decir 6 AT es tiempo de paro. La prueba
es analoga para 6V 7. O

Lema 1.25. Sea (7,)n>1 una sucesion de tiempos de paro con respecto a la filtracion
(Fit )e=o0, entonces

Sup Ty, inf 7,, lim inf 7,,, lim sup 7,
n>1 nx1 n—00 n—00

son tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fi+)i>o. Si ademds (7,)n>1 €S una suce-

sion de tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fi)i>o, entonces el sup 1, también
n>1

es un tiempo de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o-



Demostracion. Para la demostracién de este lema basta ver que
o0 o0
(Snu;; Tn < t) = Q(Tn <t) y (};gflTn < t) = nL_Jl(Tn <t)
los cuales estan en F;.

Veamos con detalle la primera igualdad, sea w € (sup Tn < t), lo cual equivale a decir
n>1

que sup 7,(w) < t que es equivalente a que para toda n > 1, 7,(w) < ¢ por lo que
n>1

w € (1, < t) para toda n > 1 por lo tanto w € ) (7, < t). La segunda igualdad se
n=1
demuestra de manera analoga. O]

Lema 1.26. Sean 0 y 7 dos tiempo de paro con respecto a la filtracion (F)i>o0, y A € Fy
entonces AN (0 < 1) € F.NFy. En particular si 0 < 1 entonces Fy C F.

Demostracion. Basta probar que AN (0 < 7) estd en F, y en Fp.

Primero veamos que AN (0 < 7)N (7 <t) € F, para todo t > 0, para ello tenemos que
An@ <Nt <t)=An@<t)n@At<TAt)N(T <t) € F,

yvaque AN@ <t)e F (1 <t)e FryfdAty T At son Fr-medibles, entonces

AN <rT)eF.

Veamos ahora que AN (6 < 1) € Fy, fijémonos entonces en los siguientes conjuntos

An@<7t)Nn(tr<t)Nn(@<t)e F

An@<7)Nn(r>t)Nn@<t)=An(r>t)N (O <t) e F,

por lo tanto
AN@ < 71)NO < t) = (Aﬂ(@ <7)N(r <H)N(e < t)>U(Aﬂ(9 < 7)N(r >t)NO < t)) € Fi,

lo cual prueba que AN (6 < 1) € Fy.
En particular si 8 < 7 entonces Fy C F,, sea A € Fy entonces AN(0 < 7)€ FoNF,y
como (6 < 1) = Q entonces AN € FpNF, y por lo tanto Fy C F, O

Lema 1.27. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a (Fi)i>o0 y 0 una funcion F,-medible
tal que 0 > T, entonces 0 es un tiempo de paro con respecto a (Fi)i>o-

Demostracion. Como 60 es F,-medible y como 6 > 7, entonces (0 <t) = (0 <t)N (7
t) € F, por lo tanto 6 es tiempo de paro.

L1IA

Lema 1.28. La suma de dos tiempos de paro es tiempos de paro.
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Demostracion. Sean 7y 6 dos tiempos de paro con respecto a (F;)i>o0, entonces 7V 6
es un tiempo de paro con respecto a la misma filtraciéon, es claro que 7 es F,-medible,
0 es Fy-medible y F,, Fy C Frvg, yaque 7, 8 < 7V 8, por lo que concluimos que 7+ 6
es Frvg-medible, ademas 746 > 7V 6 asi que por el lema anterior concluimos que 7+ 6
es un tiempo de paro. O

Hemos probado que la suma de tiempos de paro es nuevamente un tiempo de paro,
analicemos ahora qué pasa con la diferencia. Consideremos a 7 y 75 dos tiempos de
paro con respecto a (F;);>0 de tal manera que 71 > 7 y 7 = k, donde k es una
constante. Notemos que

(m—m<t)=(n <t+k)e F
por lo tanto, la diferencia no es tiempo de paro.
Lema 1.29. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a (F;)i>o entonces existe una sucesion

(Tn)n>1 de tiempos de paro discretos tal que lim 7, = 7.
- n—oo

Demostracion. Definamos primero una sucesién (7,),>1 de tiempos aleatorios decre-
ciente, de la siguiente manera

Tu(w) = { g S ST <gn k={12..}
00 si 7(w) = oco.

Por definicién 7, > 7,11.

Veamos que 7, es F-medible para toda n, es decir, (1, < t) N (7 < t) € F; para toda
t > 0. Sea k € N tal que % <t< 2% y sea w € (7, < t), entonces por definicién de 7,
k—1 () < k—1
— T(w
AL AL

Th(w) <t <= 7,(w)<

k

-1
271

por lo tanto (7, < t) = (7 < %), entonces

k—1 k—1
(Tngt)ﬂ(rgt):<7< o )O(Tgt):(7'<2—n>€fk2nlc]:t

Por lo tanto 7, es Fi-medible. Como 7,, > 7 por el Lema 1.3.4 tenemos que 7, es un
tiempo de paro con respecto a la filtracion (F;)>o.
Es claro que lim 7, = 7 ya que

n—o0

1
< = —5 0.
|Tn T|_2” n%ooo

]

Lema 1.30. Sea 7 y 0 con tiempos de paro con respecto a (Fi)i>o. Entonces Frpng =
Fr. N Fy y cada uno de los eventos

(r<0), O<71), (r<0), O<71), (r=40)

pertenecen a F. N Fy
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Demostracion. Es claro que 7 A0 < 7,6 asi que por el Lema 1.3.3 tenemos F, g C F-
y Frrng C Fp por lo tanto concluimos que F, g C F, N Fy. Para ver la otra inclusién
tomemos un conjunto A € F, N Fy y veamos que

AN(TAO<t)=AN[(r <t)U (0 <t)]
=[ANn(T<HIUAN(O <t)] e F

por lo tanto A € F,pg v Frng = Fr N Fy. Ahora veamos que los conjuntos mencionados
estan en F, N Fy.

Sea A =), esclaroque A€ Fpyporel Lemal33 (0 <7)=ANn@<71)eF,NF
e intercambiando a 7 y 6 tenemos que (7 < #) € F, N Fy. En consecuencia, (§ = 1) €
F-NFygyaque (0 =7)=(0>7)N(0 < 7). Para finalizar (§# < 7) € F. N Fy ya
que (0 < 7) = (0 <7)N (0 = 7)°y nuevamente intercambiando a 7 y @ tenemos que
(1 < 0) € F.N Fp. O

Definicién 1.31. Un conjunto A C Ry x Q es progresivamente medible si el proceso

estocastico
1 si(tw)e A
La(t,w) = { 0 si(tbw)¢gA

es progresivamente medible.

Proposicién 1.32. Sean 7 y 6 dos tiempos de paro con respecto a la filtracion (Fy)i>o
tal que 0 < 1. Entonces los intervalos [0,7], (6,7), [0,7), (0,7] y [T] son conjuntos
progresivamente medibles.

Demostracion. Primero definamos al proceso estocastico (X¢)i>o por X¢(w) = Ly (t, w).
Notemos que este proceso es continuo por la derecha. Para ver que dicho proceso es
progresivamente medible, es suficiente notar que es adaptado, debido al Teorema 1.2.1.
Como

X1)=0<t<r)=0<t)n(t<7)eF paratodat>0.

tenemos que el proceso (X;)i>o es adaptado. De las siguiente igualdades

0,71)=U [0+211), 0.71=N [0, 7+1),
n=1 n=1
0, 71= U [(9—!—1,7'], 7= N [7’,7’—1—1)
n=1 n=1
se concluye que estos intervalos son progresivamente medibles. O

Definicién 1.33. Sea (X;)i>0 un proceso estocdstico y T un tiempo de paro, vamos a
definir a la funcion X, en el evento (T < o0) por

XT(W) = XT(W) (w>

El siguiente teorema nos muestra que si un proceso (X;);>o es progresivamente medible
y 7, un tiempo de paro finito, entonces la funcién X, es una variable aleatoria.

11



Teorema 1.34. Sea (X;)i>0 un proceso progresivamente medible con respecto a (Ft)i>o
y con espacio de estados (E,B(E)), y sea T un tiempo de paro con respecto a la misma
filtracion. Entonces

i) La variable aleatoria X, definida en el conjunto (T < 00) € F,, es F.-medible.

ii) El “proceso parado”(Xinr)i>o €s progresivamente medible con respecto a (Fi)i>o0-

Demostracion. Para probar el inciso (i) basta mostrar que para cualquier B € B(FE) y
t >0 el evento (X, € B)N (7 <t) estd en F; y como

(X, € BYN(r <t) = (X;nr € B)N (1 < 1)

entonces sera suficiente probar (i7).
Sea p(s,w) = s AT(w) y r < t, entonces

(p<r)={(s,w) €[0,t] x Q:sAT(w) <r}
= ([0,7] x Q) U ([0,] x (T(w) < 1)) € B[0,t] x F.

Ahora consideremos al mapeo U : [0,¢] x  — [0, ¢] x Q definido de la siguiente manera
(s,w) — (p(w),w), este mapeo es B[0,t] x Fr-medible, ya que para cada I C [0,¢] y
A € F; se tiene que

U HI x A) ={(s,w) : p(s,w) € yw e A}
= (I)N([0,t] x A) € F;.

Como el proceso (X;):>o es progresivamente medible, entonces la composicion
XoU(s,w) =X(s AT(w),w) = Xorr(w)

es BJ0,t] x Fi-medible, lo cual muestra el segundo inciso. ]

1.4. Martingalas a tiempo continuo

Definicién 1.35. Sea (X;)i>0 un proceso estocdstico adaptado a la filtracion (F;)i>o,
con E[| X;|] < oo para toda t > 0. Decimos que el proceso es submartingala si para
cada pareja de reales s, t,

E[X; | Fs] > Xs para 0 <s<t< oo,
y sobremartingala st para cada pareja de reales s, t,
E[X; | Fs] < X, para 0 <s<t<oo.

Decimos que el proceso (Xi)i>o es martingala si es submartingala y sobremartingala, es
decir,
E[X; | Fs] = Xs para 0<s<t<o0.

12



Veamos a continuacién algunos ejemplos de martingalas, por lo que también necesitamos
una definicién previa.

Definicién 1.36. Un movimiento browniano es un proceso (By)i>o adaptado a la fil-
tracion (Fi)i>0, continuo, que toma valores en R tal que

i) By =0 casi sequramente.

ii) Para 0 < s < t, B, — By es independiente de Fs y con distribucion Normal con
media cero y varianza (t — s).

Ejemplo. Sea (B;);>o el movimiento browniano adaptado a la filtracién (F;)i>o. De
la definiciéon del movimiento browniano se tiene que B; — B; es independiente de Fj,
gracias a dicha propiedad se obtiene que el movimiento browniano es martingala, ya
que

E[Bt|f8]:E[Bt_BS|~7:S]+E[BS|FS]
:E[Bt—Bs]—i—Bs = B,.

Ejemplo. Sea (B;):>0 el movimiento browniano adaptado a la filtracién (F;).>0, veamos
que el proceso (B? — t);>o es martingala. Sea s < ¢, entonces

E[B/ —t| F| =E[B} — B; — (t —s) | ;] + B] — 5

basta mostrar que E[B? — B% — (t — s) | F,] = 0 para ver que (B? —t);>¢ es martingala.
Entonces,

E[B} — B2 — (t —s) | FJ| = E[(B; — B,)* — (t — s) + 2B, B, — 2B? | F.]
=E[(B; — B,)*] — (t — s) + 2E[B,(B; — By) | Fi,

claramente el primer término es igual a (t — s) y el dltimo es igual a cero gracias a que
el movimiento browniano es martingala, por lo tanto

E[B? — B (t—s) | F)] = 0.

Ejemplo. Sea (B;);>¢ un movimiento browniano adaptado a (F;):>o, veamos que el
proceso (Mf*)¢>o definido por

o
M = exp {aBt — 71&} :

donde a € R, es una martingala. para demostrarlo basta ver

Ma
E t+s
&3

.7-}}:1 donde 0<s<oo.
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Entonces

a? a?
E {eXp {O{BH_S - ?(t + 3) - OZBt + 715}’ ft:|

) {exp {@(BHS —B) - %28}‘ Ft]

~exp {_%} E [exp {a(Buys — B} ],

pero sabemos que B;.; — B; es independiente de F; y que se distribuye como una v.a.
Normal con media cero y varianza s, por lo tanto

02
E [exp{a(Biis — By) } Fi] = exp {?s} )
es decir,

062 042
E |:eXp {aBt+s - 7(15 + 3) - CYBt + ?t}‘ Ft:| =1.

1.4.1. Desigualdades Maximales

Proposicién 1.37. Sea (X,))nes, donde J = {0,1..., N}, una submartingala integrable
y A >0, entonces

1 1
HD <Suan Z )\) S X]E |:XN]-{suan>)\}:| S XEH XN H

neJ neJ

Demostracion. Sea

_f Wnf{n: X, >} si existe n < N tal que X,, > A,
| N en otro caso.

Notemos que N > 7. Como (X,,)nes es una submartingala y 7 un tiempo de paro, por

el Teorema de Muestro Opcional (caso discreto) tenemos que E[Xy]| > E[X]. Sea

A:{WEQ:suan(w)Z)\},

neJ

para w € A tenemos que X, (w) > A, ya que al menos va a existir una k € J tal que
Xk(w) > Ay la més pequena de ellas cumple que es mayor o igual a A. Entonces

E[Xy] > E[X,] = E[X,14] + E[X, 1 4]
> AP(A) + E[X, 1 4],

pero en A¢, 7 es igual a N, de tal modo
E[Xn] > AP(A) + E[Xy14c],
y si restamos el ultimo termino en ambas pates de la desigualdad se obtiene que
E[Xn14] > AP(A).

obteniendo la primera desigualdad, mientras que la segunda desigualdad es clara. [
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Corolario 1.38. Sea (X,)nes, donde J ={0,1,..., N}, una martingala o submartin-
gala y A > 0. Si E[X%] < 0o para alguna p > 1, entonces

\PP (sup | X, > )\) <E[|Xn["]
neJ

y ademas

B[t < B [sup x| < (25 ) B (X,

neJ

Demostracion. Si (X, )nes es una martingala o submartingala, entonces (| X,|?)ncs €s
una submartingala positiva gracias a la desigualdad de Jensen condicional, ya que

B[ X1 [P] Fon] 2 B[ X a| Fin] [P = | X |?

Asi, aplicando la proposicién anterior a la submartingala (| X, |P),cs tenemos que

1
P (sup X > Ap) < E[|Xn]]

neJ

y dado que

neJ neJ

P <sup X, > A) <P (sup X7 > v)

ya que {sup | X | > )\} C {sup | X P > )\p}, la primera desigualdad del corolario queda
neJ neJ

demostrada.

Para probar la segunda desigualdad consideremos a X* = sup | X,,| v a k una constante
neJ
positiva. Aplicando la proposicién anterior, el teorema de Fubini, y la desigualdad de

Holder tenemos que

X*Nk k
Bl AR =B | [ peta] =B | [ v taes )
0 0

Prop. 1.4.1

k
1
PN TIP(A < X*) d < / pAHXE [ XN Tacx=y] dA
0

Fubini

s

X*Nk p

R [yxn\ / A2 d/\} = L E[X X ARy
0 p—

Holder

< PR PP EIX AR

Dividiendo por E [(X* A k)p]ijl en ambas partes de la desigualdad y elevando a la p
obtenemos

Bloe arp] < (S25) B )

para finalizar hacemos tender a k a infinito y llegamos a la segunda desigualdad del
corolario. n
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Corolario 1.39. Sea (Xy)cjo,r) una martingala tal que parap > 1,

sup E[|X[P] < oc.
s€[0,7T

Entonces para D C [0,T] numerable y A\ > 0,

AP (suplXt\ > A) < sup E[[Xn[7],

teD te[0,7T

p
E [Sup]Xt@ < (LJ sup E[|X,]7].
p

teD te[0,T]

Demostracion. Sea (D,,),>1 una sucesion creciente de conjuntos finitos de D, tal que

D = |J D,,. Por el corolario anterior para cada D,, = {1,..., N} tenemos que
1

n—=

NP (sup | Xy = A) < sup B [[Xy["] < sup E[[Xy["] < sup E[[X["].

teDy, teDy, teD te[0,T]

Sean (Y},),>1 una sucesion de variables aleatorias definidas por Y,, = sup |X;|; y ¥ =
teD,

sup | X;|. Notemos que Y;, es una sucesién creciente y que ademéas converge a Y.
teD
Por otro lado, sea A > 0, definamos a los conjuntos

Ay ={weQ: Y, (w) >} v A={we:Y(w)>\}

es claro que (A4,),>1 es una sucesién creciente de subconjuntos de €. Si vemos que

oo
J A, = A, entonces

n=1

NP (A) = MWlim P (A,) < sup E[|X,]7]

esto prueba la primera desigualdad de corolario. Ahora mostremos que lim A, = A.
n—oo

C) Sea w € A, es decir, sup | X;(w)| > A, que por definicién de supremo es anédlogo
teD
a decir que para toda ¢ > 0 exista una t € D tal que |X;(w)] > A — €, como

o0
D = |J D, entonces para toda € > 0 existe una m € Nyt € D, tal que
n

=1
| Xi(w)| > A —e Sea A, ={w € Q:Y, > \— €} entonces

Y (w) = s%p | X¢(w)| > | Xi(w)] > A —€ para toda e > 0
tEDm,

[o.¢]
entonces para toda € > 0, w € A, lo cual implica que w € J A, ., entonces

m=1
00

we Y {Ym > A}y porlo tanto w € | A,.
m=1 =1

n

16



o0
D) Ahora consideremos un elemento w € |J A, entonces existe m € Ny t € D,
n=1

oo
tal que w € A,,, por lo que sup |X;(w)| > A\. Como t € D ya que D = |J D,
tEDm n=1
entonces
sup [ X;(w)| = sup [X;(w)| = A
teD teDm,

y por lo tanto w € A.

Ahora pasemos a la segunda desigualdad, veamos que

B[] = E {sup mrp} < (Ll) Sup E[| X,

teDy, teDn,

< (L) sup E[|X,}7]

p—1 te[0,7]

para todan € N. Como el lim Y? = Y? aplicamos el teorema de Convergencia Mondto-
n—oo

na y tenemos que E [Y?] = lim E [Y?], es decir
n—00

E {sup |Xt\p} = lim E {sup |Xt\p} :
teD n—=oo  |teDy

por lo tanto

P
E [sup |Xt|p} < (L) sup E[|X,[7].
teD p—1) tep

]

Corolario 1.40 (Desigualdades de Doob). Sea (X;)icjo,r) una martingala continua
por la derecha (o por la izquierda). Entonces para p > 1 tenemos

i) NP <SUP | Xef? = )\> < sup E[|X,[],

te[0,7) te[0,T]

ii) E | sup | X;|P

te[0,7]

< (-25) sw B[

- te[0,T

Demostracion. Por el corolario anterior, sabemos que ambas desigualdades se cumplen
para D C [0, T] numerable y como en este caso tenemos continuidad por la derecha (o
por la izquierda), podemos aproximar y asi obtener el resultado. O

1.5. Regularidad y Convergencia

Sea (X})¢>0 un proceso estocastico con espacio de estados (R, B(R)). Consideremos dos
nimeros reales a y b de tal manera que a < by un subconjunto I de [0,00). Sea
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F = {t; <ty < ... < tg} un subconjunto finito de I, vamos a definir de manera
inductiva los tiempos

sy = inf {¢; : X, > b}, sg =nf{t; > s1: Xy, < a},
Son4+1 = inf {tl > Sop & Xti > b} Son4+2 = inf {tz > Sop41 - Xti < CZ},

por convencién inf (()) = t4. Definamos a
D(X, F,[a,b]) =sup{n : so, < tq},
y al nimero de veces que cruza el proceso (X;);er por abajo del intervalo [a, b] por
D(X,1,[a,b]) =sup{D(X, F,a,b]) : F C Iy finito. }
La funcién D(X, I, [a,b]) es una variable aleatoria cuando I es numerable y ademads se
cumple que

Proposicién 1.41. Sean (X,);>0 una submartingala y el conjunto I numerable, enton-
ces

(b — a)E[D(X,I,[a,b])] < supE [(X, —b)*].

tel

Demostracion. Basta probar la desigualdad en el caso en que I es finito. Tomemos al
conjunto I como {t; < ty < ... < tq}. Por definicién, los tiempos si, o, . .., Sap, . . . SON
tiempos de paro con respecto a la (F,)ier. Si Ap = {sk < ta}, entonces Ay € Fs, v
Ar D Api1 ya que s < sgyq. En el conjunto Ay, 1 tenemos que Xy, 1 > by en el
conjunto As, tenemos que Xs, < a, aplicando el teorema de paro para el caso discreto
notamos que

0< [ Ka-vars [ -pap
Aop_1 Agn1

_ / (X., —b)dP+ / (X., —b)dP
A2n

Aon—1\A2n
<@-DPU)+ [ (X, b
Azn—1\A2n
Notemos que en el conjunto As, 1 \ Asy,, S2,, = tg4, entonces
(b— a)P (Ag,) < / (X., — b)*dP = / (X,, — b)* dP.
Aon—1\A2n Azn—1\A2n

Revisemos que Ay, = {D(X,I,[a,b]) > n}, tomemos w € As, que es equivalente a
Son(w) < tg(w) siy solo sin € {k: sop(w) < tq(w)} siy solo si

n < sup {k: so,(w) < ta(w)} = D(X, I, [a,b])(w)

por lo que se cumple la igualdad de conjuntos y tenemos que P (As,) = P (D(X, I, [a, b])(w) > n),
ademas, los conjunto As,_1 \ Ay, son disjuntos dos a dos, por lo que

S L)z <Y [ e
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que es equivalente a
(b= a)E[D(X, I, [a,b])] <E[(X, - b)"]
y queda demostrada la propocision O

Gracias a esta proposicién obtendremos el teorema fundamental de regularizacion para
submartingalas a tiempo continuo.

Teorema 1.42. Sea (X;)i>o una submartingala, entonces

X+ (w) = h’gl X(w), Xi-(w) = h'ntq X,(w)
sSEQ SSGTQ

existen casi sequramente para todat > 0 y s > 0 respectivamente.

Demostracion. Consideremos al conjunto
Apap ={w € Q: D(X,QNI0,n],[a,b])(w) = oo}
donde a y b son nimeros racionales. De la proposicion anterior tenemos que

(b—a)E[D(X,QN[0,n],[a,b)] < sup E[(X;—b)*]

teQNIo,n]

si t4 es un punto extremo derecho de QN|0, n] y por la desigualdad del tridngulo tenemos
que para cualquier ¢t € QN [0, n]

E[(X;—b)"] <E[X!]+b" <E[X}]+b"

entonces
sup E[(X;—0)"] <E[X}] +b" <0
teQN[0,n)
por lo que
E[D(X,QnN[0,n],a,b])] < oo y P(A,ap) =0

por lo tanto |J A, qp también tiene medida cero.
a,beQ
Ahora definamos a los siguientes conjuntos,

Bpap={qweQ: h'miinf Xs(w) < a < b < limsup Xg(w)
st sit

s€QN[0,n] €QN[o,n]
y
Chap =< we: h’mﬁnf Xs(w) <a<b< limsup Xs(w) o,
500 se@nfo

19



es claro que By, 45, Crap € Apap entonces B, = |J Bpap ¥ Cn = U Crap C A, por

a,beQ a,beQ
lo que B, y C, tienen medida cero, asi como tambien B = |J B,y C = |J C,.
neN neN
Sea QO = Q\ B, si w € * entonces h'miinf Xs(w) = limsup X (w) por lo que el limite
st st
s€Qn[0,n] s€QN[0,n]

existe y es igual a X+ y como P (2*) = 1 concluimos que h'ngS(w) = X+ (w) cs.,

s€Q
analogamente para X;-(w).

Ahora definiremos y veremos algunas propiedades de integrabilidad uniforme.

1.5.1. Integrabilidad Uniforme

Si X es una variable aleatoria integrable, es claro que X1y x|>q} se va a cero conforme «
se va a infinito, ademds es dominada por | X|, entonces por el teorema de convergencia
dominada

lim | X |dP = 0.

T J{1X]>a)
Si ahora tomamos una familia de variables aleatorias integrables (X;);cs, donde J es
un conjunto de indices, vemos que para cada ¢ € J se cumple

lim | X;|dP =0

AT S Xi|za}
pero el limite no necesariamente es uniforme en J.
El siguiente concepto, como se vera mas adelante, nos sera de gran utilidad para la
convergencia de martingalas.

Definicién 1.43. Una familia U = (X;);cy de variables aleatorias integrables, donde J
es un conjunto de indices, se llama uniformemente integrable si

lim {sup/ | X;|dP = 0] .
amee Lied J{|Xi|>a}

La siguiente proposiciéon enuncia las propiedades mas importantes de una familia de
variables aleatorias uniformemente integrables, a su vez, dichas propiedades resultaran
condiciones necesarias y suficientes para que una familia de variables aleatorias sea
uniformemente integrable.

Proposicién 1.44. Sea U = (X;);cs una familia de variables aleatorias integrables, pa-
ra que U sea uniformemente integrable es necesario y suficiente que las tres condiciones
siguientes se cumplan

i) sup E[|X;]] < o0
icJ
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ii) supP (| X;| > ¢) — 0,
ieJ c—00

iii) La medida Q° es una medida definida en F por
Q@)= [ 1x]aP.
A

entonces la familia {Qi}ie} es uniformemente absolutamente continua, es decir,
para toda € > 0 existe § > 0 tal que para toda A € F con P(A) < & implica que
sup Q(A) < e.

ieJ

Demostracion. =) Supongamos que U es uniformemente integrable, y observemos
que para toda | X;| v.a. uniformemente integrable y toda A € F se tiene que

/|Xi|dIP>:/ |Xi|dIP>+/ 1X,| dP
A AN{IX:]>a) An{|Xi]<a)
g/ X, dP + aP (A)
An{|X;|>a}

Por ser U uniformemente integrable, para € > 0 existe ag > 0 tal que

sup / |.X;| dP < ¢ para a > .
{10} 2

ieJ

Sea A € F tal que, P(A) < 3o+ Por lo anterior tenemos que

ieJ i€J

sup / | X;| dP < sup / | X dP + apP(A) < e.
A {|Xi|>a0}

Lo cual demuestra que la condicién #ii) es necesaria.
Para ver que la condicién i) es necesaria, observemos que

/\Xﬂsz/ ]Xz-|dIP’+/ 1X;| dP
Q {IXi[>a} {IX;i|<a}
S/ ‘Xi’d]P’-i-/ adP
{IXi|>a} {IXil<a}

f;u/n LAQ|dP)+’Q
{IXi|za}

Como U es uniformemente integrable al aplicar el supremo a ambas partes de la
desigualdad, se obtiene que

sup / | X;| dP < N para a > .
ies Ja 2

Para obtener la condicién ii) basta aplicar la desigualada de Chebyshev a X; y
ver que

—_

P(1Xi| > ¢) < “E[[Xi]

Cc
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entonces 1
sup P (| X;| > ¢) < sup EHX 1]

e ieJ C
es claro que al hacer a ¢ tender a infinito sup P (| X;| > ¢) se va a cero.
ieJ
<) Reciprocamente supongamos que las condiciones i), ii), #ii) se cumplen.

Sea € > 0, por la condicién #i7) existe § > 0 tal que para toda A € F con P (A) < §
implica que

sup Q'(A —sup/|X\le’<e

ied ieJ

ademds, por Chevyshev y la condicién i) tenemos que

1 1
P(|X;| >¢) < EEHXz” < Es%pj E[|X;]] < o0 para toda i € J
)
sup E [|X;]]

e

Sea g = > 0, si a > ag entonces

P(IXl > a) < “E[XJ] < ~sup E[|X,]) <

a jeg

sup / | X;| dP < e.
ie J{X,|za}

Lo cual prueba que U es uniformemente integrable.

por lo tanto

]

Teorema 1.45. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias integrables. Si lim X,, =
n—oo

X casi seqguramente, entonces las siquiente afirmaciones son equivalentes.

i) (Xn)nen es uniformemente integrable.
i) X, converge a X en L!
Demostracién. Supongamos que X, converge a X en L', es decir, para toda e > 0 existe

N € N tal que si n > N entonces fw |X — X, |dP < ¢, y veamos que las condiciones de
la proposicién 1.44 se cumplen. Notemos primero que X es integrable debido a

/|X|dIP’§/]X—Xn|dIF’—i-/|Xn|dIPJ para toda n € N,
0 Q Q

entonces

/ |X| dP < oo.
Q

Para probar la condicién i) de la proposicién anterior, tomemos A € F, entonces

/|Xn\d]P>§/|X\d]P’+/]Xn—X|dIP’ para toda n € N.
A A Q
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En particular para A=Qyn>N

/|Xn]dIP’§/|X]dIP’+/\Xn—X\dIP’§/|X|dIP+e
Q Q Q Q
entonces

sup E [| X, |] —sup/|X \d]P’</|X|dIP’+e<oo

n>N n>N

Por otro lado, sea e >0y N € N tal que
/|Xn—X\d]P><g para  n> N,
Q

y recordando que X,, y X son integrables, sabemos que existe § > 0 tal que si P (A4) < o
entonces

/|Xn|aUP><E paran < N 'y /|X|dP<E,
A 2 A 2

ademas
/|Xn|dIP’§/|X\dIP’+/|Xn—X|dIP’<e sin> N,
A A Q

por lo tanto
/ | X,|dP < e  paratoda n € N siempre que P(A) < ¢
A

por lo tanto la condicién #i7) se satisface y (X,,)nen es uniformemente integrable.
Supongamos ahora que las variables aleatorias X,, son uniformemente integrables. Por
el lema de Fatou y por la condicion i) del teorema anterior implica que

/|X|dIP’§h’minf/ X[ dP < oo.

por lo tanto X es integrable.
Sea ¢ > 0, definamos a X por

Xe(w) = { Xp(w) si | X, (w)] <cg,

en otro caso.
vy a X, .= X, — XS De la misma manera se define a X, y a X, entonces
ElIX, - X[] <E[IX; = X[+ E[X ] + E[Xc]].

Sabemos que X es integrable, entonces dada € > 0 existe ¢; € N tal que
E[|X.[] _/ IX|dP < & parac> e
{1X[>c} 3

Por otro lado (X,,) es uniformemente integrable, entonces existe ¢y tal que si ¢ > co y
para toda n € N entonces

E(Xol)= [ X<
{1 Xn|>c} 3
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Sea ¢ = max {cy, c2}, entonces las ultimas dos esperanzas de la desigualdad son menores
a g respectivamente. Gracias a el Teorema de Convergencia Dominada tenemos que para
n suficientemente grande

E[lx; - X[ < 3,

ya que las variables aleatorias |X¢ — X¢| estan dominadas por |X, — X| y ademads
convergen c.s. a cero. Por lo tanto

E[|X, — X]|] <e
y X, converge a X en L1 O]
Teorema 1.46. Si (X,,),en €s una submartingala tal que

sup [E [X,ﬂ < oo
neN

entonces (X,,) converge c.s. a un limite que es finito c.s.

Demostracién. Notemos que | X,| = 2XF — X, y recordemos que
liminf X,, < liminf | X,,|
neN neN
entonces

/ liminf X, dP < liminf / X | dP
neN neN

:h'minf{ Q/X;LdIP)—/XndIP}
neN
<11m1nf{ /X+dIP’ /XOdIP’}

<23upE XJr /Xod]P’<oo

neN

por lo que liminfX,, < oo c.s.
neN

Supongamos que el limite no existe, entonces existirian dos reales a y b tal que lim %anXn <
ne
a < b < lim supX,,, con probabilidad positiva; entonces tendriamos que D(X, N, [a, b]) =

neN
400 con probabilidad positiva, lo cual es imposible ya que

= (b—a)E[D(X,N,[a,b])] <supE [(X, —b)"] <supE [X,[] < +oo.

neN neN

Por lo tanto existe X = lim X,, < 400 casi seguramente.
n— oo
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Ahora consideremos una familia de o-algebras decreciente en lugar de creciente. Sea
(Fn)n<o, una sucesién de sub-o-dlgebras tal que F,, C F,, si n < m < 0. Una submar-
tingala con respecto a (F,,) es una familia adaptada (X,,) de variables aleatorias tal que
E[X;[] < oo para cada n y

X, <E[X,| Fl para n<m <0.
Entonces tenemos lo siguiente

Teorema 1.47. Si (X,,)ne_n, es una submartingala, entonces el lim X, eziste casi
n——oo

sequramente. Si ademds supE [| X, |] < oo, entonces (X, )ne—n €s uniformemente inte-
neN

grable, la convergencia se satisface en L', y para toda n

Im Xj, < E[X,| Fool,

k——o0

donde F_oo = () Fu

ne—N

Demostracion. Por la propiedad de submartingala sabemos que X,, < E[X,|F,] para
todo n < m < 0 asi que tomemos a I’ € F, y fijémonos en lo siguiente

/Xndpg/E[Xoyfn] dP:/XOd]P’
F F F

en particular para F' = {w € Q : X,,(w) > 0}, entonces

/X;dpg/xodpg/xgdp
Q F Q

sup E [X7] <E[X{] < o0

neN

por lo que

entonces la primera observacion se prueba exactamente como en el teorema de conver-
gencia para submartingalas (Teorema 1.46). Para probar la segunda parte del teorema,

primero observemos que si sup E[|X,,|]] < co es equivalente a lim E[X,,] > —occ.
neN n——oo

Ahora, para cualquier A > 0 y n, tenemos

/ |Xn|dIP>:/ XndIP’Jr/ IX,| dP
{1Xa>2) (Xn>2) {Xn<-2}

:/ Xnd]P’—/Xnle’—i—/ X, dP.
{Xn>A} Q {(Xn>-2}

y tomemos una € > 0 fija y un entero negativo ny tal que
-E[X,] <e—E[X,,] para n < ng.
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Por lo tanto, gracias a la propiedad de submartingala vemos que

/ |Xn]d]P>§/ XnOdIP—/XndIPJr/ X,,, dP
{1Xn|>} {Xn>A} Q {Xn2-A}

g/ X, dP + ¢ —E[X,,] +/ X,,, dP
{Xn>A}

{XnZ_A}
= / | Xy, | AP + €.
{IXn|>A}

Por Chevyshev tenemos que
1
P (| X, > A) < —sup E[|X,]]
A neN

de aqui concluimos que | X, |1{x,|>1} converge a cero casi seguramente cuando A tiende
a infinito, por lo tanto al aplicar el teorema de convergencia dominada a ésta ultima
variable aleatoria y por la desigualdad van a implicar que (X,,),e_n es uniformemente
integrable y por ende la convergencia se satisface en L.

Para concluir la demostracion, por la propiedad de submartingala tenemos que para
todo A € F_

/XndPS/deIP’ para n <m,
A A

y gracias a la convergencia en £! obtenemos que

/ lim X, dP = lim X dP < / X dP = / [ X | Fooo] dP
An—)—oo n——oo
para todo A € F_. Por lo tanto

lim X, <E[X,,|F_o]-

n——0oo
[l

Proposicién 1.48. Sea (X;);>0 una submartingala. Si E[|X;|] < oo para todo t, en-
tonces E[| X+|] < 0o para toda t y

Xi <E[X| F casi seqguramente.

La igualdad se obtiene si la funcion t — E[X;] es continua por la derecha. Ademds
(Xi+ )0 €s una submartingala con respecto a (Fi+) con trayectorias continuas por la
derecha y con limites por la izquierda.

Demostracion. Sea (t,)nen una sucesion decreciente de racionales que converge a t,
como

E[X)] <E[X:] <E[X:]
entonces sup E[| X, |] < oo y por el Teorema anterior Xy, converge a X;+ en L. Por

neN
otro lado, por la propiedad de submartingala

X, <E[Xy,|F] para toda n € N
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pasando al limite obtenemos

Xt S ]E[Xfr‘f.t] .
Ademés, la convergencia en £! implica que E [X;+] = ImE[X,; ]y sit — E[X}] es
n—oo
continua por la derecha E [X;] = E [X;+] y recordando que

]E[Xt+|ﬂ] Z Xt7 y E[Xt] :E[Xt+] - /E[Xt+|ﬂ] dP
por lo tanto X; = E [ X+| F;] casi seguramente.

Finalmente sea s < t y (s,) una sucesién de racionales decreciente menores que ¢ que
convergen a s. Por lo ya demostrado

Xs, SE[X|F ] SE[E [ X | ]| Fo] = B[ Xer | Fo, ]
aplicando nuevamente el teorema anterior
Xor SE[X,, | For] SE[E[ X | Fo, ]| For] = E[Xor | For]

Es decir (X;+)i>0 es una submartingala con respecto a (Fy+)s+>¢. Por dltimo aplicando
el teorema 1.5.1 vemos que t — X;+ es continua por la derecha y con limite por la
izquierda. O

Teorema 1.49. Sea (X;)i>o una martingala con respecto a una filtracion (F;)i>o con-
tinua por la derecha y completa. Si la funcion t — E[X,] es continua por la derecha
entonces el proceso (Xi)i>o tiene una modificacion continua por la derecha y con limite
por la izquierda.

Demostracion. Supongamos que la funcién ¢ — E [X;] es continua por la derecha, probe-
mos que el proceso (Xy+)s>0 es una modificacién continua por la derecha de (X});>o. Es
claro que (Xy+);>0 es adaptado gracias a que la filtracién es continua por la derecha. Sea
t > 0y definamos una sucesion (t,,),en de nimeros racionales que decrezca a t, por razo-
namientos anélogos a los de la proposicién anterior sabemos que E [X;+] = nh_)rrolo E[X;,]

y por hipdtesis ésta es igual a E [X;].

De la proposicion anterior vemos que X;+ > X; casi seguramente, entonces X;+ = X;
casi seguramente. Nuevamente gracias a la proposicién anterior el proceso (X+)i>0 €s
una submartingala continua por la derecha y con limite por la izquierda. O

A partir de ahora vamos a considerar solamente submartingalas continuas por la dere-
cha, notemos que para estos procesos la desigualdad de la proposicion 1.5.1 se extiende
a

(b - a)E [D(X’ R-H [CL, b])] S sup E [(Xt - b)ﬂ )

t>0

ya que I lo podemos tomar como Q. y como este es un subconjunto denso de R,
puedo cambiar la desigualdad a Q. por R, sin alterarla. A continuacién veamos algunos
resultados de convergencia.
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Teorema 1.50. Sea (X;)i>o una submartingala tal que

sup [E [Xﬂ < 0.
>0

Entonces Xy — X casi sequramente, cuando t se va a infinito y X es integrable.
Demostracién. Como | X;| = 2X;" — X, entonces notemos que
E (X)) = 2E [X}] - E[X/] < 2E [X}] — E[X
lo cual implica que sup E [| X}|] < co. Por lo tanto para toda a < b
>0
1
E[D(X,Ry,[a,b])] < ——supE [(X; —b)"
(DX Re [0.)] < =SB [(X ~ ']

1
me®mm®<m7
t>0

=0-a

lo cual va a implicar que D(X, R, [a,b]) < oo casi seguramente.
Como en el teorema 1.42; resulta que el conjunto

A= U {weQ:DX,Ry,[a,b])(w) = oo},
a,beQ

tiene probabilidad cero, esto va a implicar que

P <h'1trn inf X; < limsup Xt> =0,
— 00

t—o00

ya que de lo contrario existirian dos ntimeros a y b tal que el conjunto

{w € Q: liminf X;(w) < h’msupXt(w)} CA
t—00 t—00

tendria probabilidad positiva y por ende A también. Por lo tanto

X — X

t—o00

Por otro lado, por el lema de Fatou se tiene que
E[|Xol] < liminf E[| X[,
t—o0

lo cual prueba que X, es integrable. O

Teorema 1.51. Sea (Xi)i>o una martingala, entonces las siguiente condiciones son
equivalentes,

i) El th X, existe en L',
— 00
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i) Eziste una variable aleatoria X, en L', tal que X; = E [ X | Fl,

iii) La familia (X;)i>0 es uniformemente integrable.

Si estas condiciones se satisfacen entonces X, = lim X; casi sequramente.
t—o00

Demostracion. Primero veamos que la condicién i) implica la i) fijémonos en
[ Xi| = [E[Xoo| Fi] | < E[[Xool Fi]

entonces

EX] < E[|Xoo]]

por lo tanto
supE[| X;]] S E[|Xwl] < 00.
>0

Luego si A = {|X¢| > ¢} entonces

/]Xt]d]P’:/]]E[XOO|EHCZIP’§/IEHXOOHE] d]P:/\XOO]dIP’.
A A A A

Por otro lado por la desigualdad de Chevyshev obtenemos que

1 E[[Xel]

P(4) < “E[lX] < — 0,

C c—00

lo cual va a implicar que

sup / | X¢| dP < sup / | Xo| dP — 0.
A A c—00

t>0 >0

Si la condicidn i) se satisface se tiene que sup E [| X;|] < oo y por lo tanto la condicién
>0

del teorema pasado, entonces X; converge a X, casi seguramente y como (X;)¢>o €s
uniformemente integrable entonces también converge en £!. Lo cual prueba la condicién

Para finalizar, si la condicion i) se satisface, por la igualdad

X = E[Xn| F paratodat >0 y h >0,

resulta que X; = E[X| F], para toda ¢t > 0. O

Para finalizar el capitulo enunciaremos enunciaremos el teorema de paro de Doob para
martingalas continuas.
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1.6. Teorema de Paro de Doob

Teorema 1.52 (Teorema de Paro de Doob). Sean 7 y 0 dos tiempo de paro con
respecto a (Fi)i>o de tal manera que 0 < 7 casi sequramente. Si (Xi)i>o0 es una mar-
tingala continua por la derecha que satisface las condiciones i), it) ¢ iii) del Teorema
1.51 entonces

i) X: y Xy son integrables,
ii) Xg =E[X,| Fo] = E[Xoo| Fo], en particular E[X,] = E[Xj].
Demostracion. Por el teorema de paro en el caso discreto resulta que
Xo = E[ X, Fo] = E[ Xl o], (L1)

para cada tiempo de paro 6 < 7, donde 6 y 7 toman valores numerables. Ahora defina-
mos dos sucesiones de tiempos de paro discretos (6, )nen ¥ (Tn)nen tal que decrecen a 6
y T respectivamente.

Sea A € Fy C Fy,, entonces

/X@n dP = / X, dP (1.2)
A A
para toda n > 1.

Por la continuidad por la derecha del proceso se tiene que lim Xy = Xy y lim X, =
n—oo n—oo

X, casi seguramente. Gracias a la ecuacién (1.1) tenemos que las familias (Xy, )nen

y (X, )nen son uniformemente integrables y por consiguiente los lim X, = Xy y
lim X, = X, se satisfacen en L£!, entonces al pasar el limite en qgozcuacién (1.2)
78gtognemos

/ XpdP = / X, dP

A A
Lo cual finaliza la prueba del teorema. O

Ahora demostraremos una proposicién que nos serda de gran utilidad en el siguiente
capitulo ya que la utilizaremos para probar la independencia entre procesos de Poisson.

Proposicién 1.53. Un proceso cadlag adaptado X es una martingala si y solo si para
todo tiempo de paro acotado 7, X, € L' y

Demostracion. Si X es martingala y 7 un tiempo de paro acotado, por el teorema de
paro de Doob (1.52) X, € L' ademés
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Ahora, sea s <ty A € F, definimos a 7 = t14c + sl 4, entonces 7 es un tiempo de paro
acotado y por hipdtesis

E[Xo] =E[X,] = E[X;14] + E[X,14].

Analogamente, definimos 6 = t, por lo que es un tiempo de paro acotado y nuevamente
por hipotesis
E[Xo] =E[Xi] =E[X;1a] + E[Xi14],

por lo tanto
E[X:1a] = E[X14] para toda A€ F,

es decir
E[X:| Fs] = X.
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Capitulo 2

Procesos Puntuales de Poisson y
Subordinadores

En este capitulo introducimos las nociones basicas de los procesos puntuales de Poisson
y subordinadores. El proceso de Poisson y dos importantes familias de martingalas con
respecto a este proceso seran estudiadas. También introducimos la nocién de medidas
aleatorias de Poisson para poder definir el proceso puntual de Poisson. La tultima parte
de éste capitulo concierne al estudio de los subordinadores y su relacién con la férmula
de Lévy-Khintchine.

2.1. Procesos puntuales de Poisson

2.1.1. Procesos de Poisson

Definicién 2.1. Un proceso de Poisson con pardmetro ¢ > 0 es un proceso (Ni)i>o
adaptado a la filtracion (F;)e>o con trayectorias no decrecientes, continuas por la derecha
con limite por la izquierda, que toma valores en {0,1,2,...} tal que

i) No =0 casi seqguramente.

ii) Para 0 < s <t, N, — Ny es independiente de Fs y tiene distribucion de Poisson
con pardmetro c(t — s).

Fijémonos ahora en dos familias de martingalas respecto a la filtracién natural (F)i>o
del proceso de Poisson N. Sea

My=N,—ct, y & =exp{—qNy+ct(l—e 9}, t>0,¢>0
De la independencia y homogeneidad de los incrementos, tenemos que
E I:NtJrS‘ .F;g] =K [Nt+3 — Nt + Nt| .Ft] = Nt + CS,
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luego restando ¢(t + s) en ambos lados, obtenemos que M = (M;):>( es una martingala
con respecto a (F;). Por la aditividad de los exponentes tenemos que para cualesquiera
s,t > 0 tales que s < t

E[¢f|F;] = Ele~tVre=e | F ]
_ ect(1—e’q)E[€—q(Nt—Ns)—qNs |JT_'8]

= ect(l—e*")—qNsE[e—Q(Nt—Ns)]

e~ q)— _ —q_
_ ect(l e~ 9) qNSec(t s)(e 1)
_ —qNstes(l—e ) __ ¢q
=€ ° - £s

resultando que £7 = (&/);>0 es también una martingala con respecto a (Fy).

Ahora, sea H = (H;)i>p un proceso continuo por la izquierda, definimos la integral
estocastica con respecto al proceso de Poisson N por

t
/ H,dN,=Y» H,AN, ~ donde AN, =N, - N,
0

s<t

Notemos que de la definicién de N, tenemos la siguiente identidad

t o
/ H,dNs =Y H, li, <y,
0 n=1

donde los 7,, son v.a. independientes con ley exponencial de parametro c.

Proposicién 2.2. Sea H un proceso continuo por la izquierda con
t
E [/ | H| ds} < o0, para toda t>0,
0

entonces la integral compensada

t t
/ Hsts—c/ H,ds, t>0,
0 0

es una martingala con respecto a (F;). Ademds, obtenemos la célebre férmula de

compensacion
t t
E {/ HSdNS} =cE [/ Hsds]
0 0

Demostracion. Supongamos que H es un proceso simple, i.e.
H, = Hy, para s € (ti, ti1]

donde 0 =ty < t; < ... < t, = t es una particién del intervalo [0,t] y Hy, es Fi,-
medible, supongamos también que H es acotado.
Sea s < t, y supongamos sin perdida de generalidad que t; < s < ¢;1, entonces
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7]

t t
E[/ HudNu—c/ H, du
0 0
B n—1

n—1
=E Z Hy,(Neiyy — Ni) — CZHti(fiH )
Li—o

=0

.

=E Z_: th‘ [<Nti+1 - Nti) - C<ti+1 - tz)] + Htj [(Ns - th) - C(S - tj)} ‘ fs]

[n—1
=E Z Hti [(Nti-H - Ntl) - C(ti—i-l - tl)] | fs]
L =0

+E [H; [(th+1 o NS) - C(tj+1 B S)] ’ 'FS]

i Hy, [(NtH—l — Ni,) — ctizn — tz)} ‘ fs]

i=j+1

+E

Notemos que
E[H, [((Ny —ct) — (Ny, — cty)]| Fi,] =0 para t € (t;,ti],

lo cual implica que el segundo termino de la ultima suma sea cero; Ademaés

n—1
E Z Hti [(NtiJrl — Ntl) — C(ti+1 — tl):| ‘ FS]
i=j+1
n—1
= Z E [Hti [(Nti-H - Nti) - C(ti+1 - tl)} } FS}
i=j+1

- Z E [E [Hti [(NtiJrl - Nti) - C(ti-H - tl)] | EJ

i=j+1

t t s s
E {/ HudNu—/ H, du fs} :/ HudNu—/ H, du,
0 0 0 0

t
lo que implica que / H, dM, es una martingala.
0

Fs] =0,

Por lo tanto

A continuacién, supongamos que H es un proceso continuo por la izquierda y acotado
para alguna C' > 0. Para n € N, definamos

H™ = Hy,,, para k27" <t<(k+1)27"

Por lo tanto, (H™,n > 1) es una sucesién de procesos simples, acotados y continuos por
la izquierda tales que
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Ht(n) — H; paratoda t >0 -casiseguramente.

t
Por el teorema de convergencia dominada, obtenemos que I} := / H §”> dM,, donde
0

t
M, = Ny — cs, converge a [, := / H, dM;,, casi seguramente. Dado que I™ es martin-

0
gala y converge casi seguramente a I, por el teorema de convergencia dominada para
esperanza condicional, I es martingala,

t
E {/ H, dM,
0

Ahora, por simplicidad supongamos que H es positivo y definamos el siguiente tiempo
de paro Tg = inf {t > 0: H; > C'}. Entonces

t
fs} = lim E [ / H™ dM,
0

n—oo

t t
.7-“8} = lim [ H™dM, = / H, dM,.
0

n—o0 0

TeAt
(Io) = H,dM, para t>0,
0

es martingala. Por el teorema de paro éptimo, obtenemos la formula de compensacion.
Por otro lado, como Ty se va a oo, cuando C' crece, tenemos que Io converge a

t
/ H,dMs, casi seguramente. Por consiguiente, aplicando el teorema de convergencia
0

monotona, tenemos que
ToNt t
E [/ H, st} — E [/ H, st] cuando C — oo.
0 0
Por otro lado, usando de nuevo el teorema de convergencia monétona obtenemos que

ToNt t
E[/ Hsds} —>E[/ Hsds] cuando C' — o0,
0 0

y hemos completado al prueba.

]

Otra familia de martingalas importante relacionadas con el proceso de Poisson esta de-
finida en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. Sea h una funcion medible positiva, entonces el proceso exponencial

t t
exp{—/ h(s)st—i-c/ (1—eh(s))ds}, t>0,
0 0

es una martingala con respecto a (F;). En particular, tenemos la férmula exponencial

E {exp{—/oth(s) stH :exp{—c/ot(l—e_h(s))ds}.
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Demostracion. Supongamos que h es una funcién simple, de la siguiente forma

n—1

h(t) = Z htil(ti7ti+1]

=0

donde 0 = ¢y < t; < ... < t, = t es una particién del intervalo [0,t] y hy, es F,-
medible. Verifiquemos la condiciéon de martingala. Sea s < ¢ y supongamos sin perdida
de generalidad que t; < s < ¢4, entonces usando un argumento similar a la prueba
del resultado anterior vemos que para la martingala exponencial £¢, tomando a ¢ igual
al valor h;, para cada ¢, tenemos

E{exp {— /Ot h(u) dN, + c/ot(1 — e hlw) du}

t n—1
:eXp{C/ (1—€_h(u))du}E exp{—thi(NtiH _NtZ)}‘fs]
0 i=0

donde el segundo factor corresponde a

7]

E =K

n—1

exXp {_thi(NtiJrl — Ntz)}|fs
=0

7j—1

= Hexp{_hti(Nti+1 - Ntz)} exp{_htj (NS - Nt]‘)}x
=0

exp {— S b (N, — Nn)} exp{—hi, (N, - M)}‘ fs]

=0

K f[ eXp{_hti(Nti+1 - Ntz‘)}exp{_htj (th+1 - N8>}‘ fs]
= exp {/OS —h(u) dNu} H E [exp{—h¢,(Nipy, — Nio)} E [exp{—hy,(N,., — Ny)}]

— exp {— /0 h(u) dNu} exp {—c/:(l — 7w du}

y finalmente obtenemos

E[exp{—/ot h(u) dNu+c/0t(1 —e_h(“))du} ‘]—"] :exp{—/os h(u) dNu+c/OS(1—e_h(“))du}

Por lo tanto el proceso exponencial es martingala. A fin de extender este resultado
para cualquier h medible positiva, es suficiente aproximar a h por una sucesion (hy,),>1
de funciones simples positivas tales que converjan a h, casi seguramente, y aplicar el
teorema de la convergencia monotona. O]

Concluimos esta seccién con un criterio para la independencia de procesos de Poisson
que nos sera de gran utilidad para lo que sigue.
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Proposicién 2.4. Sean N y N’ dos procesos (F;)-Poisson. Los procesos son indepen-
dientes si y solo si nunca saltan simultineamente, es decir

Ny—Ni-=0 6 N/—N_=0 paratodat>0 casiseguramente.

Es crucial en la proposicién asumir que N y N’ son procesos de Poisson en la misma
filtracién, En otro caso, el resultado no es cierto. Por ejemplo, si definimos N} = Ny; es
claro que N’ sigue siendo un proceso de Poisson que nunca salta al mismo tiempo que
N y N’ no es independiente de N.

Demostracion. Primero, supongamos que N y N’ son independientes y sea (7,),>1 los
tiempos de saltos sucesivos de N. Entonces

D (AN)(AN) =D AN, cs.
s>o0 n>1
Por otro lado, para cada t fijo, tenemos que
E[AN]] = E[N] - N,

=lmE[N, — N,]
st

— K _
fm c(t —s)

=0

Por lo tanto AN, = 0 c.s. para toda t.
Por la independencia de N y (7,),>1 tenemos que

Sav,

n>1

> (AN,)(ANY)

s>0

=> E[AN,E[AN]] =

s>0

Entonces AN] = 0 c.s. para toda n € N, i.e. cada vez que salta N, no lo hace N'.
Para el regreso de la proposicién necesitaremos del siguiente lema.

Lema 2.5. Sea M wuna martingala cadlag de variacion acotada y M’ una martinga-
la cadlag acotada en la misma filtracion. Si M y M’ nunca saltan simultdineamente
entonces MM’ es una martingala.

Demostracion. Para demostrar este lema, debido a la proposicién (1.6.1), es suficiente
mostrar que para cualquier tiempo de paro T', tenemos

E [MyMj) = E[MoMj) .

Tomemos, 0 = tg < t; < -+ < t;, = A, una particién del intervalo [0, A] con T' < A c.s.
Entonces

My My — MoMy=>" My (M, — M)+ Y M/ (M, — M,)

t;<T t;<T

+ Z t i+1 (Mtz+l Mtz)

t; <T
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Si tomamos la esperanza de la igualdad anterior, es claro que la esperanza de los pri-
meros dos términos del lado derecho son iguales a 0, por lo que

E [My M), — MyM]] = E

Z(Mt/ +1 Mt/i)(MtiJrl - Mtz)] .

t;<T

Por otro lado, como M’ esta acotado y M es de variacién acotada, tenemos

<C < V(M) < ¢,

Z (Mt¢+1 - Mti)

t;<T

Z(Mt, +1 Mt/i)(MtiH - Mti)

t;<T

donde Vi(M) es la variacién total de M. Cuando la longitud del mas grande de los
subintervalos en la particion tiende a 0, tenemos que

Z(Mvﬁ/i+1 - M£¢>(Mti+1 - Mtz) — Z(AMS)(AM;) - 07

t;<T s<T

la convergencia se da por el hecho de que M (también recordemos que M es de variacién
acotada) y M’ son cadlag y nunca saltan simultdneamente. Por lo tanto aplicando el
teorema de convergencia dominada, obtenemos el resultado.

]

Ahora, sean h y h’ dos funciones simples y definamos las martingalas exponenciales

t t
Mt:exp{—/ h(s)st—i—c/ (1—eh(s))ds},
0 0
t t ,
Mt’:exp{—/ h’(s)dN;—i—c'/(1—6_h(5))ds},
0 0

las cuales estdn definidas en la misma filtracién. Ya que N y N’ nunca saltan simultanea-
mente, las martingalas M y M’ nunca saltan simultdneamente también y el producto
es una martingala por el lema anterior. Por lo que E [M;M]] = 1, lo cual implica que

E [exp{—/ot h(s)dN, — /Ot W (s) dN;H
:exp{—c/ot(l—e (s) s—c/o (1—e M s}
:]E[exp{—c/ot( ) HE{exp{ Ot(1—e /<s>)ds}],

y la independencia queda demostrada.
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2.1.2. Medidas de Poisson y procesos puntuales de Poisson

Definicién 2.6. Sea (E,E, pu) un espacio medible donde p es una medida o-finita. Una
medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad p es una familia de variables
aleatorias M = {M(A),A € £} definidas en algin espacio de probabilidad (2, F,P)
tales que

i) Si B €& estal que u(B) < 0o, la variable aleatoria M(B) tiene una distribucion
Poisson con pardmetro u(B), es decir,

B k
P(M(B)=k)) = %e_“(m, para k=0,1,...

Si j(B) = oo, entonces M(B) = oo c.s.

ii) Sea By, Ba, ..., B, una sucesion finita de conjuntos disjuntos dos a dos de &, las
variables aleatorias M (By), M(By), ..., M(By,) son independientes.

Ejemplo. Sea E =R, £ = B(R) y i = ¢\, donde A es la medida de Lebesgue y ¢ > 0.
El proceso
t — M([0,¢]),

es un proceso de Poisson con parametro c¢. De manera inversa, sea N un proceso de
Poisson con parametro ¢ = 1 y definimos

M(B) = / " 1a(s) ANV,

la familia M es una medida aleatoria de Poisson.

Primero, por ser la familia M una medida aleatoria de Poisson sabemos que M ([0, ¢])
es independiente de M ([t,t + s|) para todo s,t > 0, ademas

P (0.1 = k) = LD oo _ O e

P(M([L,t+s) = k) = ult, t]; D sl — (%)e =P (M(0,5]) = k)

por lo tanto
t — M([0,¢]),

es un proceso de Poisson.

Ahora, veamos que la familia M definida por M (B) = / B(S) es una medida
aleatoria de Poisson. Sea B € £ tal que u(B) = A\(B) < oo, ¢ > 0, por la martingala
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exponencial tenemos

Elexp{—M(B)q}| =E [exp {— /Ooo qlp(s) dNSH

_ exp{—/ooo(l —eqlB(s))dS}
:exp{—/ooo(l—eq)lg(s)ds}

=exp{-AB)(1-¢%)}

que resulta ser la transformada de Laplace de una v.a. de Poisson con pardmetro \(B).

Si A(B) = oo, entonces existe una sucesiéon By C By C ... tal que UB” =By

neN
A(B,,) < oo para toda n € N, por lo que la sucesién (1p,),>1 €s creciente, positiva y

converge a 1, por lo tanto aplicando el teorema de la convergencia mondtona obtene-
mos que M (B) = oo.

Ahora, sea Bi, By, ..., B, una sucesion finita de conjuntos disjuntos dos a dos de &,
definimos M = (M(By), M(Bs),...,M(B,))y Q = (q1,q2, - - -, qs) con ¢; > 0 para toda
i veamos que las v.a. M(DB;) son independientes

Elexp{—(Q, M)}] = E |exp {— iqz-M(sz)}

=K eXp{ / ZQilBi(S)st}]

—exp / (1 — = i als () ds}
Z/ (1— e 13()d}

{ 1 — e_Qi))\(Bi)}
Ele

xp {—M(Bi)q}]

I
E:

=1

Por lo tanto la familia M es una medida aleatoria de Poisson.

Debido a su definiciéon y por la Proposicion 1.4, las medidas aleatorias de Poisson
satisfacen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.7 (Propiedad de Superposicién). Sea (p,,n > 1) una sucesion de
medidas o-finitas y definamos p = anlun. St es también una medida o-finita y
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MO MO son medidas aleatorias de Poisson independientes con medidas de inten-
sidad i1, pa, . . . Tespectivamente, entonces M = 2@1 M®™ es una medida aleatoria de
Poisson con medida de intensidad .

Demostracion. Primero, sea B € &, supongamos que p(B) < oo y fijémonos en la
transformada de Laplace de M (B). Sea ¢ > 0, por el teorema de convergencia dominada
y la continuidad de la funcién exponencial

exp {— lim ij“’(B)q}
exp {—ZM(i)(B)q}
= lim exp {— Z/%’(B)(l - eq)}

=exp{—p(B)(1—e )}

E[exp{-M(B)q}] = E

= lim E

n—o0

por lo tanto la transformada de Laplace corresponde a la de una v.a. de Poisson con
pardmetro u(B).

n

Si u(B) = o0y pi(B) < oo para toda i, tenemos entonces que lim ZM(B) = 00,
n—oo
i=1
ademas, sea ¢ > 0 por continuidad

— 1 _ , _ o4
1—n1ggoexp{ 21 mi(B)(1 —e )}
exp{— lim E M(i)(B)q}

n—ro0
=1

=K

siy solo si M(B) = lim ZM(i)(B) = 0.

En el caso de que y;(B) = oo p.a. i, entonces M (B) = oo y por lo tanto M(B) = co.

Ahora, sea By, Bs,..., B, una sucesion finita de conjuntos disjuntos dos a dos de &,
sabemos que para toda k € N, M) (B)), M®)(B,),..., M®(B,) son independientes,
entonces

Z M®(By), Z M®(By), ... ,Z M®™(B,) son independientes

k>1 k>1 k>1

Por lo tanto M es una medida aleatoria de Poisson con intensidad pu.
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Proposiciéon 2.8 (Propiedad de Divisibilidad). Sea M una medida aleatoria de
Poisson en (E,E), con intensidad p y (B;) una sucesion de conjuntos disjunta dos a dos
de conjuntos de &, entonces las restricciones M\Bl , M]Bz , ... son medidas aleatorias
de Poisson independientes con intensidad pu(- N By), u(- N By), ... respectivamente.

Demostracion. Primero veamos que M| p, s medida aleatoria de Poisson para toda
1€ N.
Sea A € & tal que u(AN B;) < oo, entonces

. (4) = ) =P(U(AN By = k) = LACBL pianm)

IP(M I

si n(AN B;) = oo, entonces M|z (A) = M(AN B;) = oo.

Sea Ai, Ay, ..., A, una sucesion finita de conjuntos disjuntos dos a dos de &£, entonces
la sucesién Ay N B;, Ao N By, ..., A, N B; es también una sucesién finita de conjuntos
disjuntos dos a dos, por lo que

M|, (A1) = M(A1 N By),..., M|p (A,) = M(A, N B;) son independientes.

Esto implica que M|y es una medida de Poisson para toda i. Ahora veamos que (M|)
son independientes, para ello consideramos a C' € £, notemos que la sucesién C'N B; es
disjunta dos a dos, por tanto

M|g (C)=M(CNBy),..., M|z (C)=M(CNB,) son independientes.

]

Proposicién 2.9 (Propiedad de la Imagen). Sea f: (E, &) — (G,G) una funcion
medible, u una medida o-finita en (E,E) y v la medida imagen de p inducida por f.
Suponemos también que v es o-finita. Si M es una medida aleatoria de Poisson en
(E,&) con medida de intensidad p y si definimos

Mo f71(C)= M(f), para C €G
Entonces M o f~1 es una medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad .

Demostracion. Sea C' € G tal que v(C) < oo,
P(Mof7(C) = k) =B (M(f7(C)) = k)
1

— 7<C)k€—v(0>
k!
Si v(C') = oo, entonces M (f~1(C)) = oo.
Sea C',C5, ..., C, una sucesion finita de conjuntos disjuntos dos a dos de G, entonces
la sucesién finita de imdgenes inversas f~1(C;) es ajena dos a dos para i = 1,2,...,n,

por lo que
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M(fHCY), M(f(Cy)),...,M(f*(C,)) son independientes.
Por lo tanto M o f~! es una medida aleatoria de Poisson con intensidad 7. O]

Fijémonos ahora en la construccion de medidas aleatorias de Poisson. Primero, supon-
gamos que p(F) < oo y definamos la medida de probabilidad

p(B) = uB) para B e€ €.

u(E)’

Tomemos (&,),>1, una sucesién de variables aleatorias independientes identicamente
distribuidas con ley p y a N una variable aleatoria de Poisson con parametro p(FE) que
sea independiente de (&,)n>1-

Ahora, definamos a la medida aleatoria

M(dw) = Y b, (da),

donde d, es la medida de Dirac en y. Observemos que la medida aleatoria M es una
medida de conteo, i.e. para cualquier B € £

M(B) =card{i < N : ¢ € B},

aun mas, M es una medida aleatoria de Poisson con intensidad pu.

Primero verifiquemos la construccion para el caso finito, por simplicidad escogemos
u(E) = 1. Calculando la distribucién de M (B), para B € £ tenemos

P(M(B)=k)=)» P (Z ligeny = k|N = n) P(N =n).

Como (lygepy,% > 1) es una sucesién de variables aleatorias Bernoulli con pardmetro
wu(B), entonces

Pr(E) = 1) = 3 S (B -
n==k ’
(B (1 u(B)
= ] ;} ﬁ!
_ B
k!

Ahora, demostremos la independencia (propiedad (ii)). Sea B y B’ dos conjuntos ajenos
en &£, sea un proceso de Poisson (NV;);>o con parametro 1 (o u(E)) que es independiente
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de (&,)n>1 y definimos X; = £y, v sea (F;) la filtracién natural de X = (X¢)¢>o.
Definimos a los procesos de conteo

NP =card{i < N,: & eBY y NP =card{i < N,:¢& € B'}

/ . .
> \%
Veamos que NP y NP son procesos de Poisson, sean t,s > 0 entonces revisemos que
tienen incrementos estacionarios

Nits

Ny
Nﬁ-s - NtB = Z 551(8) - Zdéz(B)
i=1 i=1

Niys

- Z 5& (B)
1 =N¢+1
Nyis—Ny¢

= D deyu(B)

i=1

N
= 25&(3) = NsBu
1=1

z !
andlogamente para N5

Ademas, ya demostramos que tienen un distribucién de Poisson debido a su definicién y
es claro que tienen incrementos independientes por lo que NP y NtB/ son procesos (F;)-
Poisson. Debido a que B y B’ son ajenos, NF y NP nunca saltan simultdneamente y
por lo tanto son independientes, fijando t =1 (NP = M(B), N?' = M(B')) obtenemos
que M es una medida aleatoria de Poisson.

Para el caso o-finito, escogemos una particién (B,,n > 1) de E con B, € £y u(B,,) <
oo para toda n € N. Por el caso finito, para toda n € N existe M, (A) con intensidad
wu(A) para todo A € £|p, y definimos

M(A) =) M,(ANB,) para A€E,

n>1

por lo tanto por la propiedad de superposiciéon M es medida aleatoria de Poisson.

Proposicién 2.10 (Férmula de Campbell). Sea f: E — R medible y M una medida
aleatoria de Poisson con intensidad jv. Definimos

<M, f >—/Ef(x)dM<:v),

entonces

Efexp {— < M, f >}] = exp {— /E(l — e /@) d,u(:v)} :
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Demostracion. Supongamos primero que p(E) < co y que f es una funcién simple, i.e.
f(z) = Z Cilizen;), ¢; >0 y (B;)una particién de E.
i=1

Veamos primero que < M, f > estd bien definido, es claro que < M, f >=>"" ¢;M(B;),
y por la construccion anterior tenemos

[e's) N

<M, f>=) eMB) =Y f(&),

i=1 Jj=1

donde (&,),>1 es una sucesion de v.a identicamente distribuidas con ley p(-) = pu(-)/u(E)
y N es una v.a. de Poisson con pardmetro u(E) que es independiente de (&,),>1. Por

lo tanto
exp {— Z f(fi)}]

Elexp{— <M, f >} =E

— Kl
_ g} < /E @) Cffg)))k ﬂ(]i)keu(m

= exp {_ /E(1 — el @) du(m)} :

observando ademés que lo anterior demuestra que < M, f > estd bien definido.

Para demostrar la féormula de Campbell para cualquier funcién medible positiva, defi-
nimos la integral < M, f > por aproximacion. Definamos

fn(x)ZQEn en {x2ﬁn§f(x)<k2—|;1}

Entonces, es claro que f,, converge a f y aplicando el teorema de la convergencia monoto-

na, obtenemos
<M, f>=lim <M, f, >,

n—oo

que implica
E[exp{— < M, f >}] = exp {— /Ea ) d,u(x)} |

Nos ocupamos ahora del caso cuando p(E) = co. Sea (B,,),>1 una sucesiéon de conjuntos

ajenos en £ ta que u(B,) < oo para todan € N. Para cadan > 1, definimos E,, = U By,
k<n

46



y tomamos la restriccion M™ = M| . Sea f > 0 medible, entonces por definicién

<M", f>= /Ef(x)l{En}(x) dM"™(x),

satisface la formula de Campbell. Ya que FE, converge de manera creciente a F cuando
n se va a oo , es claro que flg,) converge a [y que (1 — e*f(x))l{En} converge a
(1 — e 7)) de manera creciente. Por lo tanto, para finalizar, aplicamos el teorema de
convergencia monétona nuevamente, y obtenemos

Elexp{— < M, f >} = lim Eflexp{— < M", f >}]

n—oo

_Jirgoexp{—/n(l —e_f(x))du(x)}

—ew{- [0- ) duio |

lo cual deseabamos probar. O

Ahora, introducimos M una medida aleatoria de Poisson en [0, 00) x E con medida de
intensidad A® i, donde \ es la medida de Lebesgue en [0, 00) y 1 es una medida o-finita
en L.

Lema 2.11. Casi sequramente, para toda t > 0
M{t} x E)=00461.

Demostracion. Primero supongamos que p(E) < oo. Para n > 1, por la propiedades
de estacionariedad e independencia de M

P(3k<2": M ([(k—1)27"k27") x E) > 2) < En:IP (M ([(k—1)27"k27") x E) > 2)

P (M ([0,27") x E) >2).
Por otro lado
P(M([0,27") x B) >2) =1—¢ 2 "B _ 27y (B)e 2 ") < (27" u(E))?,
implicando que
P(3k <2 : M ([(k—1)27",k27") x E) > 2) <27"u*(E).

Haciendo a n tender a oo obtenemos el resultado.

Probemos ahora el resultado cuando pu(E) = co. Sea (B,,),>1 una sucesién de conjun-
tos ajenos en & tal que u(B,) < oo para toda n € N. Para cada n > 1, definimos
E, = UBk y la funcién f,(x) = 1y« g,} ¥ notemos que casi seguramente, para toda

k<n
t>0

<M, f, >= / Ligyxpny dM () = M ({t} x E,) <1,
[0,00)x E
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ya que p(FE,) < oco. Por otro lado, la sucesién (f,),>1 es creciente y converge a f =
Lig1yxEy- Luego, aplicando el teorema de convergencia monétona, tenemos que

M{t} x E)=<M, f>= lim <M, f, >= lim M({t} x E,) <1,
n—oo n—oo
que se satisface casi seguramente para toda t > 0, ya que
A={weQ:paratodat>0,< M, f><1}

cumple que
A= ﬂ{wEQ:paratodat20,<M,fn >< 1},

n>1

y cada uno de estos conjuntos tienen probabilidad igual que 1.

Si M({t} x F) =1, entonces existe uno y solo un punto A; € F tal que
M‘{t}xE = O(t,A0)-
Si M({t} x E) =0, entonces no definimos A; € F.

Definicién 2.12. El proceso definido por A = (A;)i>o €s un proceso de Poisson puntual
con medida caracteristica .

Lema 2.13. Sea B € & tal que 0 < u(B) < 0o y definimos
Tp =inf{t >0: A, € B}.
Entonces, Tp y A, son variables aleatorias independientes. La distribucion de Tg es
una v.a. exponencial con pardmetro p(B) y la de Ar, esta dada por u(- N B)/u(B).
Demostracion. Sea A C B. Un sencillo célculo muestra que
P(Tp <t,Ar, € A) =P (Ta <Tp\a,TaANTpa < 1) .
Por otro lado, es claro que T4 es el primer salto del proceso de Poisson N4 definido por
NA =card{s <t:A, € A},

por lo cual Ty tiene una distribucién exponencial con pardametro u(A). Ya que Ay
B\ A son ajenos, Ty y T\ 4 son variables aleatorias independientes exponenciales con
parametros p(A) y u(B) — u(A), respectivamente. Por lo tanto,

P(TBStaATB EA): (TA<TB\A,TA/\TB\A§t)
=P TA <TB\A7TA <t>
il

il

[ 1{TA <Tp\a,Ta<t}

|:1{TA<t}]E [ 1{TA<TB\A}

E [17, e B -HANTA]

_A> — ¢ tu(B)
() (1 )

obteniendo el resultado deseado. O

Y
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2.2. Subordinadores

Los subordinadores son una extension de la nociéon de los procesos de Poisson puntuales
y generalmente, son definidos como sigue.

Definicién 2.14. Un subordinador es un proceso estocdstico que toma valores en [0, 00)
con trayectorias cadlag (i.e. continuas por la derecha y con limites por la izquierda) y
tal que tiene incrementos homogéneos e independientes.

Es importante notar que los subordinadores tienen trayectorias crecientes. También
estamos interesados en los subordinadores matados que son un poco mas generales que
los subordinadores. Con mayor exactitud, sea ¢ = (0¢);>0 un subordinador y e = e,
tiempo exponencial independiente con pardmetro g > 0, el proceso o9 que toma valores
en [0,00) y definido por

S _ [ o sitel0,e)
)| oo site e, 00)

es llamada un subordinador matado con tasa q. De hecho cualquier proceso continuo
por la derecha no-decreciente X = (X;);>o que tome valores en [0, 00) es un subordina-
dor matado con tasa ¢ si y solo si P(X; < o0) = e~ y condicionando sobre X; < oo,
el incremento X, — X; es independiente de (X,,0 < u < t) y tiene la misma ley que
Xs.

Notemos que el proceso de Poisson es un subordinador cuyos saltos son iguales a uno.

Usando la descomposicion
on =01+ (09 —01)+ ...+ (0, — Op_1),

la independencia y homogeneidad de los incrementos de o, observamos que la transfor-
mada de Laplace de o, satisface

E[e™] = E[)"  ¢>0.
Ademas si t es un numero racional, tenemos
Efem] = €)' q>o0.

Por la continuidad por la derecha de las trayectorias, esta ultima igualdad es valida
para una t > 0 arbitraria. Ahora, si

B [e,qal} — 2 para toda g > 0,

para una funcion ® : R, — R, llamada el exponente de Laplace, entonces

E [equti| — o120 para toda t,q > 0.
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Una pregunta natural es: ;Cudales son las funciones ® que aparecen como el exponente
de Laplace de un subordinador?

Teorema 2.15 (De Finetti, Lévy, Khintchine). (i) Si ® es el exponente de Laplace
de un subordinador o = (0¢)i>0, entonces existe un unico par (k,d) de reales

no negativos y una unica medida I1 con soporte en (0,00), que satisface [ (1 A

x)dl(x) < o0, tal que para toda A >0

D(\) =k +d\+ / (1 — e ) dIl(z). (2.1)

(0,00)

(i1) De manera inversa, cualquier funcion ® que pueda ser expresada de la forma (1.1)
es el exponente de Laplace de un subordinador.

La ecuacion (2.1) se conoce como la férmula de Lévy-Khintchine; uno llama a k la tasa
de muerte, d la deriva y II la medida de Lévy de o.

Demostracion. (i) Para cualquier ¢ > 0, tenemos que
]E [e—)\dt] — e—t@()x).
Notemos que ® puede ser expresado como sigue

®(\) = lim n(1 — e *M/m) y 1—e®N/n— [1—em].

n—oo

Ahora, definimos F,,(x) = nP (01 n > x), x > 0 y notemos que
/ e MF, (x)de = / e MnP (1), > ) dz
(0,00) (0,00)

= n/ e’\x/ ]P’(al/n € dy) dz
(0,00)

= / / Az df]?]P) Ul/n S dy)

——/ (1—e )P (01, € dy)
A Jo

_n
)

E [1 . ef)\m/n] — %(1 _ 6%

entonces B0\
¥ = lim e MF, () da.

n—oo (0,00)

Por lo cual (F,(z)dx,n > 1) converge vagamente a una medida dada en [0, 00) cuando
n tiende a co. Ya que cada funcién F',, decrece, el limite tiene necesariamente la forma

déo(dx) + A(z)dx,
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donde d > 0, A es una funcién no creciente. En consecuencia

20 _ d+ / e A(z) dz,
A (0,00)

donde integrando por partes obtenemos,

/(O’OO) e A(z) dw = A(x) (1_—;_M> :o — /00o (%) dA(z)
Aloo) 1

= A X/o (1 — ) di(z)

por lo que con k = A(oo) y II(dx) = —dA(z) en (0, 00) obtenemos (2.1). Para finalizar
la prueba verifiquemos la condicién sobre la medida II establecida anteriormente,

/(o,oo)(l Ax)dll(z) = /01 zdll(z) + /100 dl1(z)

:A}mm—[mﬂ@
= /01  dII(z) + A(1) — A(o0)

como A(z) es no creciente, A(co) < 0o, ademés

/1 zdll(z) < /1(1 — e ) dll(z) < B(N) < o0,

por lo tanto

/ (IAz)dll(z) < oo.
(0,00)

(ii)Consideremos un proceso puntual de Poisson A = (A; ¢ > 0) con valores en
[0,00] v con medida caracteristica II + kd,,. Esto significa que para cualquier bore-
liano B C (0, 00|, el proceso de conteo NP = card{s € [0,t] : A, € B} es un proceso
de Poisson con intensidad II(B) + kd(B), y para borelianos ajenos corresponden pro-
cesos de Poisson independientes. En particular, el instante del primer punto al infinito,
T = inf{t > 0 : A; = oo}, tiene una distribucién exponencial con pardmetro k
(T = o0, si k = 0), y es independiente del proceso puntual de Poisson restringido a

(0, 00). Ademds, éste tltimo es un proceso puntual de Poisson con medida caracteristica
I1.

Definimos ¥ = (¥;,t > 0) como

Si=dt+ Y A,

0<s<t
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La condicién [(1 A z)dII(x) asegura que si t < T entonces ¥; < oo c.s. Observemos
que Y es un proceso creciente, continuo por la derecha y que inicia en 0, con tiempo de
vida T, y sus incrementos son estacionarios e independientes sobre [0, T]. En otras
palabras, ¥ es un subordinador. Finalmente, la formula de Campbell da como resultado
que para toda \,t > 0,

E [exp{—A%;}] = exp {—t (k +dX\ + /(o,oo><1 — M) dH(x)) } :

lo cual muestras que el exponente de Laplace de 3 esta dado por (2.1).

O

La prueba de la férmula de Lévy-Khintchine nos da también una interpretacién proba-
bilista como se puede ver en el siguiente corolario.

Corolario 2.16 (Descomposicion de Lévy-1td). Uno tiene casi seqguramente, para toda
t>0:
o =dt+ > A,

0<s<t

donde A = (Ag : s > 0) es un proceso puntual de Poisson con valores en (0, 00| y medida
caracteristica 11+ kdoo. El tiempo de vida de o esta dado por ( = inf{t > 0: A, = oo}.
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Capitulo 3

Procesos de Lévy espectralmente
negativos

3.1. Introducciéon

Sean B = (By,t > 0) un movimiento browniano estdandar y o = (o4, ¢ > 0) un subordi-
nador sin deriva independiente de B. Definimos al proceso X = (X;,t > 0) como

Xt =ct+ ﬁBt — 0y con c¢ > O, 5 Z 0. (3].)

Observemos que si § = 0y o es un proceso de Poisson compuesto, es decir, o es de la
forma
Ny
Oy = E YTL7
n=1

donde N = (N, t > 0) es un proceso de Poisson de parametro Ay Y7, Ys, ... una sucesién
de variables aleatorias independientes identicamente distribuidas e independientes de

N, entonces
Nt

Xt:ct—ZYn con ¢>0, t>0,

n=1

representa el modelo clasico de ruina de Cramér-Lundberg empezando en 0, donde in-
terpretamos a ct como la entrada por primas hasta el tiempo t con ¢ constante positiva
y Y; el monto de la j—ésima reclamacion.

Debido a lo anterior, podemos interpretar a X = (X;,¢ > 0) definido por (3.1) como el
modelo de ruina generalizado de Cramer-Lundberg, donde nuevamente ct es la entrada
por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ constante positiva, B; es el comportamiento del ca-
pital inicial y las primas invertidas en el mercado al tiempo ¢ afectado por la volatidad
£ del mercado y o; el monto de las reclamaciones al tiempo t.
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3.2. Exponente de Laplace

Observemos ahora al exponente de Laplace correspondiente al proceso X,
E |:ef/\th| — ]E [efA(Ct#»BBtht)}

ot (res 22 )

= CXp {_tq)<)\)}a

donde
o= [ (e,
(0,00)
entonces

B 52)\2 .
d(N) = e + 5 _/(o,oo)(l_e AT dTI().

Revisaremos algunas de las propiedades de la funcién @ : [0,00) — R. Primero de-
mostraremos que ®(\) es una funcién convexa. Sean A\, Ay > 0y a € [0, 1],

O(ar + (1 —a)ry) =InE [ea)‘lxle(l_“)hxl} .
1
(1—a)

E [ea,\lxle(ka),\ﬂl] < (E [e/\leDa (IE [GAQXI])O*C“)

1
Por otro lado, de la desigualdad de Holder con p = — y ¢ =
a

entonces
D(ad + (1 — @))y) = InE [e2MX1ellme)Xn]
<aln(E[M0]) + (1 - )l (E[20]) = a@(h) + (1 - )2(k),

por lo tanto ® es convexa.

Por ser (04);>0 un subordinador sin deriva y gracias al teorema de convergencia domi-
nada,

A — —
lim o) = lim e M (z)dx =0, donde II(x) = I(z, 00)
A—00 A—00 (OOO)
entonces,
e B
O T

por lo que, ®(\) = O()\?).

Ahora definamos la funcién inversa generalizada de ® como,
PN\ =inf{s>0:®(s) > \}

para cada A > 0. Por la convexidad de ® resulta que ®~1(0) es la raiz mas grande de
®, ademas si ®71(0) > 0 entonces el cero y ®71(0) son las dos tinicas raices.
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3.3. Procesos de Lévy espectralmente negativos

Definimos ahora una clase general de procesos estocasticos llamados procesos de Lévy,
y veamos que X pertenece a ésta clase.

Definicién 3.1 (Proceso de Lévy). Un proceso Z = (Z; : t > 0) definido sobre un
espacio de probabilidad (S, F,P) se dice que es un proceso de Lévy si posee las siguiente
propiedades:

i) Las trayectorias de Z son continuas por la derecha casi sequramente con limites
por la izquierda.

ii) P(Zy=0) =1.
i11) Para 0 < s <t, Z; — Zs tiene la misma distribucion que Z;_;.

i) Para 0 < s <t, Zy — Zs es independiente de Gy = 0(Z, : u < s).

Observemos que la propiedad (iv) es equivalente a probar que para todo 0 < t; < ty <
... <t, < s lavariables aleatorias X;,, X;, — Xy,,..., X, — X;, , son independientes,
debido a la versién funcional del lema de clases mondétonas.

1

Proposicién 3.2. El proceso X = (X;,t > 0) definido en (3.1) es un proceso de Lévy.

Demostracion. Es claro que el proceso X al tiempo ¢ = 0 es identicamente 0 casi segura-
mente, por lo que basta mostrar que tiene incrementos independientes y estacionarios.
Sean t,s > 0, por ser (Bj;);>o un movimiento browniano y (o;);>0 un subordinador
tenemos

Xips — Xs=c(t+8)+ BByys — 0415 — (cs + fBs — 0)
= ct + B(Birs — Bs) — (0145 — 0¢)
£t BBy — oy
= Xt

por lo tanto el proceso es estacionario.

Para mostrar la independencia de los incrementos es suficiente probar que para todo
0 <t <ty <...<t,las variables aleatorias X, X;, — X;,,..., X, — X;, , son
independientes, es decir

E

exp {)\ Z(Xti - Xt“.)}] = H]E [exp {\(Xy, — Xi )}, A>0.

Entonces, debido a los incrementos independientes de B y de ¢ y a la independencia
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entre los mismos, tenemos que

E [exp {)\ i(Xti — Xt“.)}]
=F -exp {)\i [(cti — BB, —oy,) — (cti_1 — BBy, | — Uti_l)} }]
-k _eXp {)\zn: le(t; — ti1) — B(By, — By,_,) — (00, — 01, )] }]
L i=1
_ ﬁE lexp {MX,, — Xo )}
i=1
por lo tanto el proceso X es un proceso de Lévy. O

Definicién 3.3. Sea x € [0, 00) definimos P,(-) =P (-|Xo = x), por lo que P, es la ley
del proceso X + x. En particular Py = P.

A continuacién veremos que el proceso X satisface la propiedad fuerte de Markov.

Teorema 3.4. Supongamos que T es un tiempo de paro y sea Fs = o(X, : u < s).
Definimos en {T < oo} el proceso X = (X, t > 0) donde

)?t — XT+t - X’Ta t Z O

Entonces bajo el evento {T < oo} el proceso es independiente de F. y tiene que misma
ley de X.

Demostracion. Como una distribucién finito dimensional determina la ley de un proceso
estocéstico, basta probar que para cualquier F': R" — R continua y acotada, H € F-
y0§t1§t2§--.§tn
E [F (X'r—l—tl = Xr Xogty — Xty o, Xogg,, — X’r+tn_1) S HN{T < OO}]
=E |:F (Xt17Xt2_t17 e ’th_tn—l)} P (H N {T < OO}) .

Con este fin, definimos una sucesién de tiempos de paro {7 : n > 1} por

() k27" s% (k—1)27" <7 <k2"parak=1,2,...
0 siT=0.

Debido a los incrementos independientes y estacionarios de X, junto con el hecho de
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HN{r™ = k27"} € Fjy-» obtenemos

E [F (XT(n)+t1 — X ), Xy gy — Xomggys oo s Xy, — X (n)+tn71) s HN {T(n) < OOH

T

= ZE [F (Xr<n)+t1 —Xom, ’XT(")-i-tn - XT(")+tn_1) s H N {T(n) = k2_n}]

k>0

= ZE [F (Xpo-nity — Xpon, o, Xpomnps, — Xpgmnpe, ) s H N {r = k27"}]
k>0

= ST E [Lpnpromre- B [F (Xa-nse, — Xioons o, Xpomnia, — Xyoonia,,) | Fran]]
k>0

=> PHN{™ =k2"NE[F (X, Xip—trs - Xiyot, )]
k>0

=E [F (ththftn ce 7th7tn_1)] P (H n {T(n) < OO})

Las trayectorias de X son continuas por la derecha casi seguramente y 7 | 7 cuando
n tiende a infinito, entonces X ), — X,1, casi seguramente para toda s > 0 cuando
n tiende a infinito. Se sigue del teorema de convergencia dominada que

E [F (XT+t1 — X0, Xovty, — Xoqtys oo s X, — Xr+tn,1) ; H N {7' < OOH
= lim E [F (XT(H)_HI — X .. ’X’T(">+tn — XT(n)"‘tnfl) HN {T(n) < OO}]

n—oo

= Im E[F (Xi,, Xtatrs -+ s Xtnotn 1) | P(HNO {7 < o0})

n—oo

=E[F (X, Xtyotrs - Xt 1) | P(H N {7 < 00})

mostrando que X es independiente de F, bajo el evento {7 < oo} y tiene la misma ley
que X.

]

Ahora que contamos con la propiedad fuerte de Markov para el proceso X enunciamos
el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Para x > 0 definimos al primer tiempo de pasada por arriba del nivel x
como
T, =inf{t >0:S5; >z},

donde S; = sup,ejoy Xu- Entonces, el proceso T = (T, > 0) es un subordinador con
exponente de Laplace ®~1(-), matado en un tiempo exponencial en el caso que X deriva
hacia —oo.

Demostracion. Notemos que
T,=if{t >0: 5 >z} =inf{s >0: X; >z},

ahora mostremos que 7' tiene incrementos independientes y estacionarios.
Sea x,y > 0, podemos definir a 7}, como,
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Ty =mf{s >0: X, >a2+y} =T +inf{s > T, : X, > z+y} = T, +inf{t > 0: X;y1,—y >z},
por otro lado, gracias a que el proceso X tiene sélo saltos negativos tenemos
Xiyr, — Yy = Xevr, — X1,
y por la propiedad fuerte de Markov sabemos
c
Xt+Ty - XTy - Xt'

Por lo que el proceso T' tiene incrementos independientes y ademas

Topy—T,=mf{t >0: X;pp —y>a} Emf{t >0: X, > 2} =T,

entonces T' es estacionario, y como es creciente es un subordinador.

Para mostrar que el exponente de Laplace de T es ®1(-), notemos que

E [equ(x)xt] — IR(@TIN) — otA

y definamos al proceso M = (M, t > 0) como

M,; = exp{® 1 (\)X; — tA},

donde X estd adaptado a su filtracion natural (F;)>o.
Veamos que el proceso (M;):>o es martingala. Sean 0 < s < ¢, entonces

E [exp{®~'(A\) X, — At}| F,]
=FE [exp{(I)_l(/\)(ct + BBy — o0y + Bs — fBs + 05 — 05+ ¢s — ¢s) — /\t}‘ .7-"5}
— exp{@ ()X, — MIE [exp{@ ()X, )
= exp{®~'(\) X, — At} exp{(t — 5)®(®7'(N))}
= exp{® (V) X, — As} = M,,

por lo tanto M es martingala. Notemos que para una x > 0 fija, T, es un tiempo de
paro. Por lo que (M/*);>0, donde

M = My, = exp{® " (A\) X0 — AT A1)},

es una martingala, esto se debe a que T, At <ty para 0 < s <t tenemos

E [ M, ne] Fs] = My, pins = Mo, ps.
Ademas, observemos que esta acotada
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-1
MTx/\t S e(b (A)m7

entonces M7 es uniformemente integrable, y gracias al teorema de paro de Doob (1.52)
obtenemos

1=E [Mt/\Tx] =K [Mt/\Txl{Tl-<oo}} +E [Mt/\Tx]-{Tw:oo}] )
donde el segundo sumando

E [Miar, Lizy—ooy] = E[My] = (2T X—1A 0

t—0

por lo que al aplicar el teorema de convergencia dominada al primer sumando, y debido
a que
My, = exp{® '(\) X7, — AT} = exp{® ' (\)z — AT, }

obtenemos
E [Mr, 1ir, <o) = ™ ™.

]

Ahora fijaremos nuestra atencion a un cambio de medida que sera de gran utilidad. El
primer paso consiste en analizar cémo caracterizar la deriva del proceso X a través de
su exponente de Laplace.

Sabemos que

E [eAXl} _ e‘I’(’\),

por lo que
E [X;eM] = @' (A)e®™,

entonces

E[X,] = ®'(07)

Resultado de lo anterior podemos caracterizar la deriva del proceso como sigue, si
®~1(0) > 0 entonces ®’'(0+) < 0, por lo que X deriva hacia —co. Ademds, si ~1(0) = 0,
tenemos dos casos, cuando ®'(04) = 0 entonces X oscila y finalmente si ®'(0+) > 0
entonces X deriva hacia +oo.

Ahora, notemos que E [e¢71(Q)X1} = ¢? por lo tanto el proceso M? = (M{,t > 0)

definido como
q O 1(g) X —qt
]\475 =€ (a) s

es una martingala y definimos la siguiente medida P@ como

dP(@)
dp

Fi
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Calculando la transformada de Laplace bajo la nueva medida P9 obtenemos
E@ [exxt} _E |:€)\Xt6<b’1(q)Xt—qt}
= exp {(P(A+ 27 () — q)t} -
Por lo que definimos al exponente de Laplace bajo la medida P9 como

D) =2\ + 2 () — ¢

Con el siguiente lema veremos una propiedad importante de la medida, P

Lema 3.6. Para toda x > 0 y ¢ > 0 la ley de (X,,0 <t < T,) es la misma bajo P9
que bajo P[-| T, < eq], donde eq es una variable aleatoria independiente de X con ley
exponencial de parametro q.

Demostracion. Calculando, paray <z y A € F

P(AN (X, €dy) N (t<T)| T, < eq)
:]P)(Aﬂ(Xt Edy)ﬂ(t<Tz)ﬂ(Tx <eq))\]P>(Tx <eq)>

donde

P(T, <eq) =E [1{Tx<eq}} =K {/ qge” ¥ dy} =E [equl} — ¢ (9)

PAN(Xredy) Nt <T,)N(T, <eq))

E [1Am (Xe€dy)N(t<T:)N(Te<eq)N(t<eq) ‘}—tﬂ

Lan(xiedy)n( t<Tx)} Py(T: < eq)P(t < eq)

I
H B &3 B =

N
[
[Lan(x.edynt<) By [Litn<eq)] E [Li<eq)]]
[
[

} e*(w*y)é‘l(q)efqtj

Lan(xiedy)n(t<Ts)

por lo que finalmente

P(AN(X, €dy)N(t<T,)| Ty < eq) =e eV WP (AN (X, € dy) N (t <T}))
=PUAN (X, €dy) N (t <Tp)).

De la forma del exponente de Laplace ®@ vemos que

E?[X)] = ¢'(27(q)).

Observemos que si ¢ > 0y ®71(0) > 0 tenemos @' (®~*(q)) > 0. Por lo tanto X deriva
hacia oo bajo la medida P(@. Si ¢ es idénticamente cero y ®(0) = 0 entonces P(@ y P
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coinciden. En el caso en que ¢ = 0 y ®1(0) > 0, vamos a denotar a P por P# cuyo
exponente de Laplace vamos a denotar por

®#(N\) := ®(A + &(0)).

Notemos que bajo P# el proceso X deriva hacia oo, es decir, que si bajo la medida
original IP el proceso deriva hacia —oo al hacer el cambio de medida P# esta obliga al
proceso a derivar hacia co. En este sentido enunciamos el siguiente lema el cual nos
dice que la ley P condicionada a derivar hacia +oo coincide con P#.

Lema 3.7. Supongamos que el proceso X deriva hacia —oo, entonces

lim P (A| Sy > ) = P#(A).

200
Demostracion. Recordemos que
E [e’)‘Tz, T, < oo = e~ ® N
por lo que haciendo a A idénticamente cero, obtenemos
P (T, < 00) = P (Sy > z) = 2 ')
entonces,
Sso £ €3-1(0)-

donde eg-1(y es una variable aleatoria con ley exponencial de pardmetro d-10).

Fijémonos ahora en

P(A, Sy >x
WA'SW@:W

— 27O (P(AT, <t)+P(At <T, < x))

donde
P(At<T, <o0)=E [1{Aﬂ(t§Tx)m(Tx<oo)}]
=E [E [1{Am(tSTx)ﬁ(Tx<oo)}| EH
= E [Lpaneer )y Ex (L <o}]]
=E [1{ane<n}P (Swo > 2 — X3)]
=K [1{Am(t§Tx)}e—q>—l(0)(xfxt)}
obteniendo

P(A| Sy > z) = ® 00 [IP (AT, <t)+E [6¢—1<o)(xt—m)’ l{Am(thz)}H
— e OP(A T, <t)+PF(At <T,)
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Y ya que

e TOP (AT, <t) < e OP(T, <t) < M@ O-270) 4

T—00

concluimos que

lim P (A| Sy > ) = P#(A).

T—r00

3.4. Problemas de salida

Para continuar, denotaremos por W a la funcién de escala, la cual veremos que es la
unica funcion creciente absolutamente continua con transformada de Laplace

o 1
—Az -1
e W(x)dr = —, A> P (0), 3.2
| e = 5o (0 (32
ademas vamos a asumir la siguientes igualdades, que determinan la ley del infimo global
en el caso en que X deriva hacia 400 y la del infimo hasta un tiempo exponencial
independiente de X y de parametro ¢,

E [eM~] = %, A>0. (3.3)
E [eMer] = ng’_l(q N aso (3.4)

Definimos para a > 0 los tiempos de arribo

T,=mf{t>0:X;>a}, T;=if{t>0:-X;>a}.
y enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Para toda 0 < x < a, la probabilidad de que el proceso X, iniciando en
x, salga por primera vez del intervalo [0, a| por arriba es

W(a)

Demostracion. Supongamos primero que E [X;] > 0y probemos que la funcién definida
por

P.[T, < Ty] =

(3.5)

P> —2) P(lo>-—2x)
W= e @) T w0
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satisface (3.2) y (3.5). Notemos primero que

[T, < Tg) =P(T, , <T:) =P (I

a—x

> —x)

y calculamos P, [l > 0], por lo que obtenemos

P.[l > 0] = Ex[1(1 >0y Lz <miy] + Eo[l 101 1z, >3]
=E, [1z<rpyBellinesoy | Frl] + Eo [Ligp<ryBellyn >0y | Fryl]
= Ex [Lin, <11 Ball{x020)]] + Ee [1{T53TG}EXT5 [1{X0020}]]
—P,[T, < T}|Pu[Le > 0
=P (Ir,_, > —z) Po[l > 0],

a—x

por lo tanto

Pyl > 0] =P (I7,_, > —x) P,[lc > 0]. (3.6)

Asi, por un lado
P.(Io >0) =3 (0)W(z) y Pu(l >0)=(0)W(a),
por lo que

W(x)

P, (T, < Ty) =P (Ir, , > —x) = )

Finalmente veamos que satisface la condicién requerida para la transformada de Lapla-
ce,

y gracias a la identidad (3.3) tenemos
* -z
W(z)dr = —.
/0 e (x) dz <I>

Ahora, si X deriva hacia —oo, definimos a

63



W(z)=e® OW# (),

donde W# denota a la funcién de escala del proceso X bajo la media P# introducida
anteriormente. Tenemos

/ e_’\xW(a:)d:v:/ e~ A= ey # (1) da
0 0

1
(A~ 21(0))
1
)

y, por lo demostrado anteriormente y del lema (3.6), vemos

P(Tyy <Tj)=e @ OP(T, , < T} |T, o < o)

) @ OWH () W (x)
o 1 i} e X X
= ¢ (@2 OpH#(T, < TF) = e O W#(a) ~ W(a)

Cuando X oscila, necesitamos un argumento limite. Sea P la medida correspondiente
al proceso X; + et, donde € > 0, y notemos que, con la notacién obvia, ®©(\) — ®())
cuando € | 0. Asi, aplicando el teorema de continuidad para las transformadas de
Laplace, deducimos de (3.2) que W(z) = lim, o W () existe. Para probar que (3.5)
ocurre con esta IV, notemos que

WO (z)

P(T, o <TY) <PT, , <T) = = :
( ) < P ) 7@(a)

x
Por otro lado, sea 0 < t < — fija,
€

B(TZ < 1.7 < Toe) S BT, < Tos) =1 -

y la conclusién se sigue haciendo € | 0 y luego t — oo.

Ahora con el estudio del tiempo de salida o, = T, A T, podemos generalizar el resul-
tado anterior. Notemos el hecho de que la funcién W@ determina la distribucién del
tiempo de salida. Especificamente W@ denota la tinica funcién creciente absolutamente
continua con transformada de Lapace

o0 1
e MWD () de = ———, A>3 (q), ¢ >0, 3.7
/ (@) ds = 55— (@), 4> (3.7

y por conveniencia definimos W@ (z) = 0 para x € (—00,0). También necesitamos la
funcién definida por Z(@(z) = 1 paraz <0y
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ZD(z) =1+ g7 (x) para z > 0, donde W / W@ : (3.8)

Por lo que extendiendo el resultado previo resulta en la solucion completa al problema
de salida en la siguiente forma:

Teorema 3.9. Para 0 <z <a yq >0 tenemos

W@ (7)
—qT,. *]
E.le T, < T7 W@ (a) (3.9)
Y
- W (@) (:L’)Z(Q) (a)
E.le ;T < T,) = Z9(x) — ) (3.10)
a
Demostracion. Tomemos ¢ > 0. Usando el lema (3.6), vemos que
E.le T, < T3] =E [e o= T,_, < T}]
=K 1{Taz<T;}/ qe_qt dt:|
Tafz
=K [1{Ta7:ﬂ<T;}1{Ta7I<eq}]
=P(Too <T)|Tyu <e)P(Thy <e,)
— e @DTOP([(T,_,) > —x |Tuy <€)
— 6—(0—96)‘1”1(11)19@)(]<Ta_x) > —1).
Definimos
V@ (z) = c(q)e*® WP (I > —x), (3.11)

recordando que X deriva hacia 400 bajo P y por la ecuacién (3.6) tenemos que

E, e T, < Ty] =
Ademés tomando A > ®~!(g) y definiendo A = A — ®~(q), se sigue de (3.3) que

/ e VD (1) do = c(q)/ 6_;\’”]P’(q)(]oo > —x)dx
0

C(Q) E@ [ )\Ioo:| _ c(9)?' (2 (9))
A (@ ())

_ cle
(

) (21 (q))
®(A) —q)

escogiendo c¢(q) = 1/®'(®71(q)) tenemos (3.7) para ¢ > 0, por lo tanto



Manteniendo a ¢ > 0 podemos usar (3.9) en (3.4) junto con el hecho de que al ser W@
un funcién creciente podemos hablar de la medida W9 (dx) asociada con la distribucién

W@ (0, z], por lo que integrando por partes obtenemos una caracterizacion de la medida
W@,

/ e MWD (da) = WD(0) + / e AW D (0, 2]
[0,00) (0,00)

:/ /\e_)‘mW(Q)(O)dx—i-/ Ae WD (0, 2]da
0 0

A
= — para A > (g),
®(A) — ¢ @

entonces,

para toda A > 0, por lo tanto

P (—1e, € dz) = = W (dx) — qW 9 (z)dx. (3.12)

De donde se sigue,

entonces,



ocupando la propiedad de Markov fuerte

E, [0, T, <Tg] = E, [e™ ", T, < Ty E, [e™9"0; T, < Tgf]
=E, [e T, <T§] E, [e 7],

por lo que al aplicar (3.9) y (3.4) obtenemos,

W@ ()
W@(a)

E, [e™0; Ty < T,] = Z9(x) — Z'9(a)
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Capitulo 4

Valuacion al tiempo de ruina para
un modelo de riesgo asociado a un
proceso de Lévy espectralmente
negativo

4.1. Introducciéon

En este capitulo analizamos las penalizaciones descontadas al momento de la ruina para
el comportamiento del superavit caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente
negativo cuyos saltos son de variacion acotada.

Gerber y Shiu introdujeron en la teoria del riesgo una funciéon que penaliza conjun-
tamente el valor presente del superavit al momento de la ruina, el superavit antes de
la ruina y el déficit después de la ruina para un proceso tipo Cramer-Lundberg, esta
esperanza de la penalizacion descontada se conoce como la formula de Gerber y Shiu.

La caracteristica principal de este modelo es que el proceso de riesgo tiene incrementos
estacionarios e independientes sin saltos positivos.

A continuacion caracterizaremos propiedades de la esperanza de las penalidades descon-
tadas a través del uso de las funciones de escala cuando el comportamiento del superavit
estd caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente negativo.

4.2. Aplicaciones

Definicién 4.1. Sea f : R* — [0, 00) una funcién medible y acotada tal que f(0,-,-) =
0 yxz,q > 0. Para un proceso de Lévy espectralmente negativo, X, que inicia en x, la
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funcion de penalizacion con descuento asociada con f y q estd dada por
o5z, q) = Eq [eingf<_XT6‘7XTS_7XTO*_)1{T5<OO}] : (4.1)

donde Xqp.— = inf, p-- Xy, con Tg := inf{t > 0 : Xy < 0} denotando el tiempo de
ruina de X.

A continuacién utilizaremos un caso particular del resultado conocido como la ley
quintuple para procesos de Lévy que se encuentra en el Teorema 7.7 de [7] y cuya prue-
ba omitiremos. El cual dice que la quintuple ley para procesos de Lévy espectralmente
positivos pude reducirse a la triple ley como

P (XT,T —x € du,ac — XT,}"— e dU,CL’ _YT;'— c dy)
= e OV (1 — dy)I(du + v)do.

paray € [0,z],v >y y u > 0.

El siguiente teorema provee una caracterizacion analitica exacta de ¢ en término de las
funciones de escala estudiadas en el capitulo anterior.

Teorema 4.2. Supongamos que X es un proceso de Lévy. El valor esperado de la
funcion de penalizacion con descuento definida en (4.1) esta dado por

orte.0) = [V 0,00l o, )
0,00

donde

Ki‘”(du, dv, dy) = 2 (@) {W(qy(x —y) — <I>_1(q)W(Q) (x — y)} [I(du + v)dydv.

Demostracion. A lo largo de la demostracién asumiremos algunos resultados concer-
nientes a las funciones de escala.
Probaremos el resultado para el caso donde ¢ > 0. El resultado para el caso donde
q = 0 se sigue al tomar el limite cuando ¢ | 0, recordando que si ®~!(0) > 0 entonces
®’(04) < 0, por lo que X deriva hacia —oo, es decir, E [X;] < 0. Ahora, por convenien-
cia, definiremos un proceso de Lévy espectralmente positivo Y = —X. Por lo que ahora
el problema es calcular

E [efq%f(yg - T, T — Ygx_ , T — ?gw_)l{om<oo}}

T

o lo que seria equivalente
E [e*q‘“; Yo, —z €du,x =Y, €dv,x— ?%7 € dy} ,

donde o, = inf{t > 0 :Y; > z}, ?%— = SUp;,, Y, y en la segunda esperanza, por
conveniencia implicitamente entendemos o, < oco.
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De acuerdo a la ley quintuple, mencionada al inicio de la seccion, en el caso que Y
derive hacia oo (y por eso ®71(0) = 0), tenemos para u,v >0y 0 <y <vAuwx,

P(Y,, —z€dux—Y, edvx-— 7%7 € dy) = kW (z — dy)I(du + v)dv
= kW'(x — y)[I(du + v)dydv

donde W es la funcién de escala asociada a X teniendo por transformada de Laplace
1/®(N\), W' es una versién de su densidad, y k es una constante que depende de la
normalizacion del tiempo local en el supremo de Y.

De hecho notemos que, por un lado, la ley quintuple nos dice

Yaz;«é:c—k/ / / W(x — y)TI(du + v)dudy
_ / / / W (x — y)TI(du)dvdy
//W’x— Ti(v)dvdy
—k// W(x — y)TI(z + y)d=dy.

Por otro lado, por el método de resolventes descrito al final de la seccién 8.4 de Ky-
prianou y recordando que X deriva a oo (y por eso ®71(0) = 0), también sabemos
que

Py(—X1; € du, Xpu- € dy) = II(du + v){W(z) — W(z — v)}dv

para u,v > 0. Integrando sobre u,v > 0 obtenemos
P(Y,, # ) / / M(du + v){W(x) — W (z — v)}dv
/ {W(z) — W(x —v)}I(v)dv

/ / W'(z — y)dydv
/ / V)W (z — y)dvdy
—/0 W’(x—y)/o (2 + y)dzdy.

Comparando las dos ecuaciones para P (Y,, # x) llegamos a la conclusién de que k = 1.
Para completar la prueba, necesitamos desarrollar la expresion

W'(x — y)(du + v)dydv (4.2)

de modo que incorpore el descuento exponencial. Sin embargo, esto puede lograrse
simplemente aplicando el cambio de medida exponencial

dP(? 1 (g) X —qt

|, -
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donde F; = o(X; : s < 1).

Recordemos que bajo P@ el proceso X sigue siendo espectralmente negativo, e, inde-
pendiente del valor de E [X}], sigue derivando hacia co. Ademads, la funcién de escala
bajo P, que escribimos como Wo-1() (), estd relacionada a la funcién g-escala de X
bajo P, es decir W@ (x), a través de la relacién

W (z) = e DWWy 1 (), (4.3)
ya que
o 1
Azy17(9) -
eW\ () dr = ,
/ =G0
por lo que

1
~ 2@\ — 1(g))
1
T\ — 0 L(g) + D 1(q)) — ®(P1(q))
1
"o\ g

Haciendo uso de (4.2) pero bajo la ley P, podemos escribir
E[e9*Y,, —x € du,z — Y, €dv,x— 7%_ € dy]
=P OEIPY, —peduz-Y, €dvx-Y, €dy)
— e‘bfl(Q)(““)W@—l(q) (z — y)e-1(y (du + v)dv
= D@L (@ — ) g1 gy (du + v)dydo.

Donde Ig-1(y es la medida de salto asociada con (X,P¥) y Wg-1(, s una version de

la densidad de Wg-1(5). Sabemos que Ilg-1(4) (dx) = e~ ® D (dx) ya que

0_2 o]
PD(N) = a ) + 7”2 - / (1 — e ), (dx)
0

$PN) = oA+ @) — ¢

= A+ 27 (g) + T+ 27 (g) — /Ooo (1 — e OO (de) — g

2

= (a+d*® H(g)A+ %)\2 — / (1 — e )e @] (dx)
0

~ o? > (o)
a0 () + GO0~ [ (1=t () g,
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por lo que

obteniendo entonces
E [e—‘m; Yo, —x €du,x =Y,  €dv,x— 7%7 = d?/]
— P (@) (@) Wi (g (2 — y)e DU (du + v)dydy
— T (@) g~ (@) (z—y) Wa-1(g) (% — y)g-1(g) (du + v)dydv.

Se sabe que podemos diferenciar Wg-1(4) casi seguramente [Kyprianou 2006]. Se sigue
de poder diferenciar (4.3) casi seguramente que resulta en una densidad que satisface

W () = 07 QWO a) = e DWE (2.
Usando la férmula anterior obetenemos

dy}

E [e*qo'z;Yo_I —x € du,x — Yax_ c d’U,aj - ?Ux_ €
— YWD (z — ) I(du + v)dydv,

donde u,v > 0, 0 < y < v A x. Notemos en particular cuando ¢ = 0, recordando que
®~1(0) = 0 cuando el proceso deriva hacia —oo, vemos que concuerda con la férmula
(4.2) y la prueba queda completa. m

4.3. Ejemplos

Para finalizar mostramos ejemplos de funciones de escala para algunos caso particulares
del proceso de riesgo X = (X, ¢ > 0).

1. Iniciamos cuando X estd definido como X; = at + 0By, con a,0 > 0,q =0y
deseamos encontrar a W tal que,

/Oo Yy (z) d L donde @(\) A TN
e r)dr = —— onde =aq
0 ()’ 2’
entonces
1 - 1 —é—i- B
q)()\)*a)\_}_asz)\ a+%2>\7

por lo que resolviendo el sistema encontramos que



asi que

De donde obtenemos

1 1/ 1 1 [~ 1 [ 2a
— - == Ty — — (=4 d
aalme) o e e () e

Por lo tanto

W(zx) = % <1 — e_(Q“/”Q)“”> .

Ahora calculemos W@ para ¢ > 0. Para ello recordemos que

/Oo @) d ! donde B(\) = ah + T
e x)dr = —— onde =a
0 ®(A) — ¢’ 2’

por lo que primero encontramos la factorizacién adecuada para el denominador,
es decir,

a2 \? o? 2a 2q
A —g=—(N+SA-=
AT 2 177 < N o? 02)
2

o
donde una vez resuelto el sistema obtenemos

a + 1 2q
Oézﬁ—;\/a2—|—2qo'27 B =

ao?’
Entonces
1 B 2
ar+ 22 —q A+ a)(A-p)
2 A B
2 ()\ o Az B)
Obteniendo
1 1
 a+f Ca+ 8’
asi que

w, o Cas (a) s ()
A+ 22 —g 2\ a+pf\A+a) a+B\N+]

2 1 > —(Ma) 1 > —-(2+8)
= — |- e VT dy + —— e T dx
o? a+ B J a+ B Jo
1

e A (e‘ﬁx — e_w) dx)

B 2
_0'2 Of‘i‘ﬁ 0
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por lo tanto
2

W@ (x) — m

(6751 . efa:r) )
. Finalmente consideremos el caso donde X estd definido como

N
X, =at+oB, - Y,
i=1
con a,0 > 0, N = (Ny,t > 0) un proceso de Poisson de pardmetro ¢ > 0y
Y1, Ys, ... una sucesion de variables aleatorias independientes identicamente dis-

tribuidas como exponenciales de parametro 6. Nuevamente, deseamos encontrar
W@ tal que

o2 )\2 R
2 04+ X\

e 1
e MWD (g)de = ———, donde D(\) = a) +
/ (@) de = 55— )

Aplicando el mismo procedimiento que en los dos ejemplos anteriores y sin perdida
de generalidad supongamos que hemos obtenido la factoriazacién correspondiente
para el reciproco del exponente de Laplace menos ¢, es decir,

| 2(0 + \)

ak + X — 2 —q 0N+ (204 0%0)N +2(fa — c — )\ — 20q

- (03) (A+a)(it2)(k+7)’

y recordando que para que una ecuacién de grado 3 de la forma az®+bx?+cx+d =
0 con a,b,c,d € R tenga soluciones reales es necesario que su discriminante sea
mayor o igual a cero (A > 0), es decir,

A = 18abed — 4b3d + b*¢* — 4ac® — 27a%d* > 0,
lo que en nuestro caso corresponde a que

720°90(2a + 0°0)(c + ¢ — fa) + 8¢0(2a + 0*0)?
+4(2a + 0%0)*(fa — ¢ — q)* — 320%(fa — ¢ — q)* — 1080*¢*6* > 0.

Entonces

2 0+ A B ( A n B n C ) (3)
2A+a)A+8A+7) \A+a A+8 A+q) \o?
y resolviendo se obtiene

B 0—« B g—0 B 00—~
S Ty Sl P (e Ll (c g g
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1
A+«

)*m—

B0 < 1
BB =) \A+2

)

)+Kﬁ—ii;—7)<

=)
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