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Prefacio

Los primeros capitulos, a riesgo de ser obsoletos para el lector experimentado
en los temas, tienen la intencién de dar una introduccon rapida y lo mas gene-
ral posible a conceptos basicos de la teoria de procesos, probabilidad y el espacio
de funciones continuas. Mas adelante, discutimos varias conexiones entre cierto ti-
po de arboles aleatorios discretos denominados arboles Galton-Watson y un érbol
aleatorio continuo denominado el Continuum Random Tree (CRT); en el ambito
discreto nos enfocamos a estudiar estos arboles condicionados a ser grandes respec-
to de alguna de las propiedades que los caracterizan y que a partir del Capitulo 5
se definen, como: su altura o el nimero de vértices que lo conforman. Introducimos
dos funciones que codifican y caracterizan a un arbol discreto, la funcién de altura
y de contorno. Se enuncian teoremas que nos dan la convergencia en distribucion
del proceso de altura (contorno) de una sucesién de &rboles Galton-Watson hacia
un movimiento browniano reflejado, donde dicho proceso es concatenacion de la
funcién altura (contorno) de cada uno de los arboles de la sucesion, cabe destacar
que la prueba presentada es parcial para el caso de distribuciones con momentos
exponenciales finitos; posteriormente se utilizan estos resultados para obtener nue-
vamente la convergencia en distribucion del proceso de altura, solo que ahora de
arboles Galton-Watson condicionados, hacia una excursion browniana. Discutimos
brevemente ejemplos de aplicaciones para cierto tipo de arboles combinatorios. En
la parte continua, utilizamos el formalismo de objetos llamados arboles reales, los
cuales viven en un hiperespacio métrico; esto da como resultado una elegante for-
mulacién de la convergencia de arboles discretos reescalados hacia objetos continuos
en términos de la métrica de Gromov-Hausdorff. Se explica como codificar arboles
reales a través de funciones continuas, y como es que esto es el analogo continuo al
proceso de codificacién de arboles discretos por su funciéon de contorno. Ponemos
particular atencién a la codificacién de arboles reales por excursiones brownianas,
y se calculan lo que llamamos distribuciones marginales del CRT haciendo uso de
resultados de la teoria de excursiones. Enunciamos varias propiedades de la medida



de It6 de excursiones positivas del movimiento browniano. Posteriormente, damos
un recorrido por propiedades basicas del CRT como la de ramificacién. Dando cier-
tos argumentos y referencias, asumimos la existencia casi segura de una medida
uniforme y local sobre el CRT y lo que denominaremos como un conjunto de nivel
del CRT; finalmente se obtiene que estas coinciden con dos medidas de Haussdorf
las cuales permiten obtener el tamano fractal respectivamente del arbol y su con-
junto de nivel. Esto ultimo desafortunadamente ya no fue posible desarrollarlo en el
presente trabajo.

VI



Capitulo 1

Proceso de Ramificacion de
Galton-Watson

Los procesos de ramificacion permiten modelar la evolucién de poblaciones tales
como células, neutrones en un reactor o una epidemia en una poblacion. En parti-
cular para este modelo, es necesario imaginar que tenemos inicialmente un conjunto
de individuos que puedan generar nuevos individuos del mismo tipo como bacte-
rias reproduciéndose o los neutrones en una reacciéon en cadena. Comenzamos con
un conjunto inicial de individuos, los cuales conforman la generacién cero, si estos
individuos tienen descendientes, estos nuevos integrantes conformaran a la primera
generacion y los descendientes de esta primera generacién conformaran la segunda
generacién y asi sucesivamente. Se seguira con atencién el tamano de las generacio-
nes sucesivas, no el tiempo al cual cada individuo nace; asi como tampoco la relacion
familiar de cada individuo.

1.1. Hipodtesis

Sean Zy, 21, Zs, . .., variables aleatorias que denotan el niimero de individuos de la
generacion cero, primera generacion, ...y consideremos las siguientes dos hipétesis:

= Si el tamano de la n-ésima generacion es conocido entonces la ley de probabi-
lidades que gobierna a las generaciones siguientes, no depende del tamano de
generaciones previas a la n-ésima; el proceso Z es una cadena de Markov.



= La cadena de Markov Z a considerarse, tiene una propiedad especial, la cual
consiste en que diferentes individuos no interfieren unos con otros; esto es
que el nimero de descendientes de un individuo no depende de cuantos otros
individuos estan presentes.

1.2. Descripcion matematica

Sean Zy, &, para k,n > 1 variables aleatorias donde las & ,, son independientes e
idénticamente distribuidas y las cuales representan la poblacién inicial y el niimero
de descendientes que puede tener el k-ésimo individuo de la n-ésima generacion
respectivamente. Si £ es una variable con la misma distribuciéon que las variables
&kn para k,n > 1, tendremos que:

P({ = k) =pr paratoda k,n=0,1,..., vy Zpkzl, (1.1)
k=0

donde py, es la probabilidad de que un individuo tenga k hijos. La distribucon de &
es llamada la “distribucion de hijos” o de “progenie” del proceso.

El proceso de ramificacion de Galton-Watson Z = (Z, , n > 0) que comienza con
N individuos, se define recursivamente por

Zn,
Zo=M, Zya=)» X ydonde Z,=0= Zy =0.

i=1

En lo sucesivo supondremos que el proceso inicia con un solo individuo (Zy, = 1).
En conclusion, nuestra interpretacion serd la siguiente:

1. La variable aleatoria Z, es el nimero de individuos en la n-ésima generacion

de Z.

2. Cualquier individuo & de la n-ésima generaciéon da nacimiento independiente-
mente de cualquier otro individuo a r individuos de la (n+1)-ésima generacion,
r=20,1,..., inmediatamente después el individuo k£ muere.

3. El nimero de hijos de un individuo es una variable aleatoria con la misma
distribucién que en (1.1).



Es posible obtener probabilidades de transicion para este proceso que denotaremos
por P;; y que representan la probabilidad de que en la (n+1)-ésima generacién haya
7 individuos dado que en la n-ésima generacion la poblacién total era de i individuos.
La probabilidad de transicién para toda j,i,n € {0,1,2,3,...} esta dada por:

k=0

Recordemos que & @ &kn Para toda k,n > 1.

Definimos la funcién generadora para la variable £ por:

f(s)=E[s¢] = ipksk donde s € [—1,1].
k=0

Para n > 1, la funcién generadora para la variable Z,, la definimos por:
fals) =E [s7] =Y "P{Z, = k}s".
k=0
Como se tiene que P{Z; = 1} = 1, tendremos que

fo(s) = ZP{ZO = k}st =s.

Observemos que el nimero de individuos de nuestra primera generacién, es exac-
tamente el niimero de hijos del nico individuo con el cual se comienza el proceso.
Concluimos que la variable aleatoria Z; tiene la misma distribucién que la variable
aleatoria &, por lo que

fils) =Y P{Z = k}s* = f(s).

Teorema 1. (Funciones Generadoras)

Sean X1, X2, X3,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con wvalores en los enteros y funcion generadora en comun
f, y sea N una variable aleatoria independiente de X para k > 1 con wvalores
en los enteros positivos y funcion generadora fy, entonces la variable aleatoria
Y =X, 4+ Xo+--- 4+ Xy tiene funcion generadora dada por

fr(s) = fn(f(s)).



Demostracion. Utilizando esperanza condicional obtenemos que,
fr(s) = E[s"] =E[E[s" |N]] ZE [s¥ | N =n] P(N =n)
= ) E[sOT 0] P(N =n)

n

= ZE [s¥']-+-E[s*"] P(N =n) por independencia

Recordemos que &, son v.a.ii.d. para k,n > 1y ademas

N

- Sknl
k=

Es posible entonces aplicar el teorema anterior para obtener la funciéon generadora
del proceso Galton-Watson en la n-ésima generacién, obteniendo asi que

fn(8) = fn1(fe. (8)) = faa(f(5))- (1.2)

Iterando esta funcién obtenemos lo siguiente:

far1(s) = fulf(5)) = faa(f(f(5)))
= fo1(f2(8)) = fa2(f(f2(5))) = fu2a(fs(s)) =

Siguiendo inductivamente este procedimiento obtenemos que

fror1(8) = fu—k(fra1(s)) para k€ {0,1,2,...,n}.

En particular para £ = n — 1 tendremos que

fri1(s) = fi(fn(s)) = [(fu(5)), (1.3)

y por lo tanto para todan > 1



1.3. Los Momentos de 2,

Utilizaremos ahora los resultados de la secciéon anterior. Recordemos que 7y = 1

d . -
y & @ &kn Para k,m > 1; tenemos como consecuencia el siguiente lema.
Lema 2. Sean = E[g], o? = Var[é’] y suponemos que son finitas. Entonces

E[Zn} =u", n>1

Var [Zn] = 9 o1 M —

Demostracion. Observemos que
FO=mk=p vy [ O+u—i®=D pl® k) +p—p’ =0
k=0 0

Derivando la expresién en (1.2) obtenemos que

/ / /

Joia(s) = o (f(s)) S (9),

y evaluando en s = 1 llegamos a que

’ / !

foan (1) = LoD (1)

Iterando esta ultima relacion observamos que

/ / ’ / ’ ’ /

far (D) = LOF 1) = LW Q) = fOU QP =
y asi hasta llegar a que
Fon (D) = AOF O = [0
Finalmente, por la observacién hecha al inicio de la demostracion se tiene que
E[Znu] = fona (D) = [AO] = !
Ahora bien, para obtener la Var [Zn+1j| observemos primero que

£ = 3 k(k = B(Z, = k) = E[22] ~E[2,] = E[22] - £,(1)

k=2



de manera que
Si ahora derivamos dos veces (1.3), obtenemos la siguiente relacién:

1" /

For(8) = F () (] + F (fal9) fr (5).

Evaluando en s = 1 obtenemos

1" "

foa(D) = FO[f O]+ F O f ).

Sustituyendo observemos que

1"

foia(1) = (0 + 4% = )p® + pufr (1)

) 2 on 2 2 2(n—1) e

= (0" + p° — p)p" + pllo” + 1 + p)p + pf1(1)]

= (0% + p® — ) (" + ) + P fo (1)

= (0% + 1 = ) (" + ) + i [0+ p® = )P 4, o (1)]
= (0% + pi® = ) (" T ) B () =

por lo que siguiendo inductivamente la iteracion llegamos a que

"

Fupr (1) = (0% + p® = ) (" + p® 7+ 7 ).

Utilizando el desarrollo anterior vamos a obtener la varianza de Z,, ;. Notemos que

Var [Zn+1] = (02— ) (P P PR ) Y
= (P + T T )
F (R P TR
I s
= (P + T T )

— O_QMn(Iun 4 ,un—l 4 ,un—2 . 1)
De esto ultimo se deduce facilmente que
(n+1)0? sip=1
Var|Z, = n+tl _q
[ +1} aum a 1 sip#1.
Con esto finalizamos la prueba. [

OBSERVACION. La varianza crece o decrece geométricamente segun si pu > 1
6 < 1,y linealmente si p = 1.



1.4. La Probabilidad de Extincion

Ahora veremos la probabilidad de extincion del proceso Galton-Watson.

Definicién 3. (Extincién del Proceso)
Por extincion vamos a entender como el evento en que la sucesion (Z,, n > 0) de
variables aleatorias consiste en ceros para toda n > n* para algun n* finito.

Como Z,, es un valor entero, la extincion es el evento tal que
lim Z, =0
n—oo
Ademas, decimos que el proceso de Galton-Watson se extingue en el momento n si

Zoa >0y Zy=0

Definicién 4. (Probabilidad de Extincién)
Tomaremos a n como la probabilidad de extincion de una familia, esto es,

nzp{gmznw -0}

Teorema 5. Tenemos que

lim P{Z,, = 0} = n = P{extincion en un momento finito}
n—oo

donde 1 es la raiz no negativa mds pequena de la ecuacion s = fi(s). Ademds

n=1 st opu<l Caso Subcritico
n=1 si p=1 Caso Critico
n<l s pu>1 Caso Supercritico

siempre y cuando P{Z, = 1} < 1.
Demostracion. Definimos los conjuntos A y A,, como
A= U A, donde A, ={w|Z,(w) =0}
n=1

7



y a la probabilidad del evento A,, como 71, = P{A,}. Es claro que dicha sucesién de
conjuntos es creciente, es decir, A, C A, para toda n > 1, por ser el 0 un estado
absorbente del proceso. Se tiene entonces que

11;m A, = G A, =A
n=1

Yy en consecuencia

n=P{A} = IP’{QAH} - 1@{ lfm An} = lim P{4,} = lim 7,

n—oo n—oo
Notando que f,(0) = P{Z, = 0} =5, y tomando limites obtenemos que
lim f,(0) = lim P{Z, =0} = lim 7,.
n—oo n—oo n—oo

Recordemos que f,(s) = f(fn-1(s)), donde f es la funcién generadora de Z;. Ha-
ciendo s = 0 se tiene que

M = fu(0) = f(fa=1(0)) = f (1) (1.4)

y sabemos que = lim 7),, por lo cual
n—oo

n= lim n, = lim f(n,_1) = lim E[(nn_l)zl]
n—o0 n—oo n—00
= E[lim (n,1)"] =E@™] = f(n).

donde en la cuarta igualdad se utilizé el Teorema de la Convergencia Dominada.

Ahora consideramos la ecuacién s = f(s). Mostraremos que si e es cualquier raiz
no negativa de la ecuacién dada entonces n < e. De (1.4) y ya que f es una funcién
no decreciente en [0, 1] tenemos que

T

f(0) <
72 <

0) < fle) =e,
fm) < f e

de manera que continuando con esta iteracion observamos que para toda n € N,
Nn < e, por lo que tomando limites concluimos que 1 < e. Entonces 7 es la raiz mas
pequena no negativa de la ecuacién s — f(s) = 0.

8



Recordemos que P{Z; = 1} < 1. Observemos que la funcién f es estrictamente
convexa sobre el intervalo [0, 1], para esto necesitamos mostrar que su primera de-
rivada es monotona no decreciente sobre dicho intervalo, para lo que basta ver que
su segunda derivada es no negativa, lo cudl es facil de verificar ya que

"

F(5) =B[22 = 1)sP ) =Y pik(k— 1)s2 >0 si s> 0.
k=0

Por lo tanto f es estrictamente convexa y creciente en [0,1] con f(1) = 1, ademés
es posible verificar que las curvas y = f(s) y y = s generalmente se intersectan un
par de veces en dicho intervalo y esto ocurre cuando s =ny s = 1.

Finalmente, si p < 1, probaremos que la ecuacién f(s) = s no tiene raices en [0, 1)
y si p > 1, probaremos que la ecuacién f(s) — s = 0 tiene una tnica raiz en [0, 1).

Notemos que si f'(s) < 1 para toda s € [0,1); en consecuencia

d
d—(f(s)—s) <0 para 0<s<1

s
Esto nos dice que f(s) — s es una funcién estrictamente decreciente en [0,1) y como
f(1) =1 =0 entonces f(s) —s > 0 para toda 0 < s < 1, concluyendo de esto tltimo
que la ecuacién f(s) — s = 0 no tiene raices en el intervalo [0, 1).

Veamos entonces que efectivamente f'(s) < 1 para toda s € [0,1) cuando p < 1.

Caso 1. Si p < 1 podemos afirmar que f'(1) = pu < 1; como f'(s) es no decre-
ciente sobre [0, 1], tendremos que f'(s) < 1 para toda s € [0, 1).

Caso 2. Si u = 1 entonces P{Z; = 1} < 1 implica que P{Z; = n} > 0 para algin
n > 2. Como f'(1) = p = 1, ocurre que f'(s) < 1 para toda s € [0,1), razén de
esto es que limgyq f /(s) =1y f " es estrictamente creciente.

Con esto hemos mostrado que si p < 1 la tnica raiz de la ecuacién f(s) —s =0
es cuando 7 = 1. En el caso ;4 = 1 , es necesario distinguir entre los casos en que
0% =01y 0? > 0. El primer caso obliga a que P{Z; = 1} =1, por lo que f(s) =sy
en consecuencia = 0, y en el segundo f(s) > s para s € [0,1) y por lo tanto n = 1.

Caso 3. Si 1 > 1 tendremos que limg f'(s) = f(1) > 1. Luego, por continuidad
de f'(s) existe un sy € (0, 1) tal que para toda s € (sg, 1), f (s) > 1. Por el Teorema
del Valor Medio para derivadas se tiene que

GEREE

> 1 para alguna £ € (s, 1)



y como f(1) =1 entonces f(sg) — so < 0.

Ahora bien, f(s) — s es continua en s € [0, so] y no negativa en s = 0, entonces por
el Teorema del Valor Intermedio tendremos un cero de la funcién en [0, sq). Por lo
tanto afirmamos que tenemos una raiz en 7).

Supongamos que existe otra raiz n; € (0,1), entonces f(s) — s se anula en 71, 1, y
1, v tendriamos que 0 < 7 < n; < 1 pues ya vimos que 7 es la raiz mas pequena;
luego, como f es estrictamente convexa, se tiene que

fn(l—=t)+t) < (1 —=t)f(n)+tf(1) paratoda t e (0,1),

y debido a que los intervalos son convexos, tenemos que para todo s € (1, 1), s es
combinacién convexa de iy 1, es decir s = n(1 — t) 4+t para alguna t € (0,1), por
lo que

f&) =fn=t)+t) < (X =t)f(n) +1f(1) = (1 =t)n+t=s paratoda s € (n,1),

esto es f(s) —s < 0 para toda s € (n,1); dicho de otra manera, f(s) —s # 0 para
toda s € (n,1), lo cual es una contradiccién ya que n; € (n,1) y es raiz. Concluimos
que existe una unica raiz que es menor a uno. O

Con la teoria general es posible resumir la evoluciéon a través del tiempo de un

proceso de ramificacién. Una de las dificultades, es que el proceso puede comportarse
relativamente diferente dependiendo del momento de la extincion.
Una manera de abordar este problema es analizando el comportamiento del proceso
condicionado a la ocurrencia de algin evento como la extincion o el valor de una
variable aleatoria como el nimero total de progenie. Sean g(k) y fi(s) la funcién de
densidad y la funcion generadora de Z; respectivamente, es decir :

g(k) =P{Z, =k} fi(s) = E[s?].

Sea T el tiempo en que ocurre la extincion, definido como

T inf{n:Z, =0} sila extincién ocurre
00 en otro caso

Hablando de manera estricta si T' = oo entonces el proceso crecerd mas alla de toda
cota, en cambio si T' < oo se tendra que el tamano del proceso nunca llegard a
ser muy grande y por lo tanto se ird a cero. Como ya vimos P{T < oo} es la més
pequena raiz no negativa de la ecuacién s = fi(s).

Definimos E,, = {n < T < oo} el evento: la extincién ocurre en algin momento
posterior a n.
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Debemos estudiar la distribucién de Z,, condicionado a la ocurrencia de E,, para
lo cual definiremos una probabilidad de transicién Fg; = P(Z, = j| E, ), la cual es
la probabilidad condicional de que en la n-ésima generacion haya j individuos dada
la futura extincién del proceso. Estamos interesados en encontrar el limite de dicha
probabilidad, esto es:

0 s n
7, = lim P*

si es que dicho limite existe.

En lo que prosigue y para evadir algunos casos triviales, supondremos que
0<g(0)+g(1)<1 y g(0)>0,

estas condiciones implican que 0 < P(FE,) <1y 0<n=P{T < oo} < 1.

Teorema 6. Si E[Z,] < co entonces lim Py =) existe.

n—oo J

[o.¢]
La funcion generadora f™(s) = > W?sf satisface la ecuacion
7=0

fro~ filsm) = Af7(s) +1 = A (1.5)
donde n es la probabilidad de la extincion final y X = f'(n).

Notando que si E[Z;] < 1 entonces n = 1 y p = X; tendremos que la ecuacion
(1.5) se reduce a

fT(fi(s) = f™(s) +1—p

Cualquiera que sea el valor de pu tenemos que f/(n) < 1 ddndose la igualdad si y
solo st p=1.

Demostracion. Para s € [0,1) sea

fi(s) =E[s"|E,]

ﬂ - | DN G 'P{ZZl::jJE%}
= o =30
7=0 7=0

dénde
PE,) =P{n<T <o} =P{T < oo} —P{T <n} =n— f.(0)

11



P{Z, =73 E,} = P{Z, = j,todas las lineas siguientes mueren}
= Pn<T<ox|Z,=j}P{Z, =]}
= P{T < 0|2y = j}P{Z, = j}
nP{Z, = j} j=1

Por otro lado, tenemos que P{Z,, =0, E,} = P{Z,, = 0}, por lo que

= .P{Z,=j E,
fa(s) = ZS] { IP’(EZ) )

=0

= fn ;SWIP’{Z = j}
 falsn) = £l0)
n_fn()

A continuacién definiremos dos funciones que nos auxiliaran en la demostracién del
teorema de la siguiente manera:

Hn(S): W—fn(s) y h(s):n_fl(‘S)

donde 0 <s<n

= fa(0) n—s
De esta manera es posible reescribir a f7(s) como:
fi(s) =1 — Hy(sn) (1.6)

Nétese que H,, tiene dominio en el intervalo [0,7) y f7(s) en el intervalo [0, 1).
Ahora proponemos la siguiente relacién

Ho(s)  h(fn-1(s))
H, 1(s)  h(fn-1(0))

esto ya que

n—- fn<5)
Ho(s) _ n—fal0) _ (0= fu(s))(n = furr(0))
Hyi(s) 1= foa(s) (0= famr(s))(n = fu(0))
n_fn 1(0)
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Por otro lado

n—- fl(fn—l(s))
Bfar(8) _ 1= fuals)  _ = Silfar ()1 = faa(0))
h(fa-1(0)) 1= fi(fa1(0)) (= fa1(8))(n = f1(fa-1(0))
n-— fn—l(o)

(1= fa() (0 = fa-1(0))
(n = fa-1(5))(n = fa(0))
En cualquier caso f,—1(s) es no decreciente y h(s) es no decreciente ya que f es

convexa en [0,7).
Por lo tanto tenemos que para s <7

H,(s) > H,_1(s)

entonces por la ecuacién (1.6) tenemos que
ff(s)=1—H(sp) 0<s<1
si se satisfacen los siguientes limites para s € [0, 1)
lin Hy(sn) = Hisy)  lim f7(s) = /7(s)
n—o0 n—00

pero claramente esto ocurre.
Entonces el coeficiente 7r§) de s7 en f™(s) existe para toda j como se deseaba. Ain
mas, si 0 < s < 7 tenemos

/. fu(f1(s)) _n—= J1(fn(0)) 0 — fuia(s)
) =200~ 0= fu0) 1 fon0)

Luego dejando que n — oo tenemos que f,(0) — 7 y entonces podemos decir que

I A(f,(0)) = T =) _ oy

n—o0 s—n 77 — S

= h(fn(0))Hyy1(s) (1.7)

entonces, cuando n — oo en (1.7) obtenemos

H(f(s)) = fi(n)H(s) para 0<s<n y f*(s)=1— H(sp).

Finalmente, con esto tltimo podemos apreciar que

ST filsm) = 1—=H(n 'nfi(sn) =1— H(fi(sn))
= 1— fi(n)H(sn) = 1 — \H(sn)
= 1M1= f"(s)=1— A+ f7(s)\.

Con esto concluimos la prueba. O
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1.5. Ejemplos

Ejemplo 1 (Célculo de Esperanzas)

Sea un proceso de ramificacién Z con E[Z)] = u < oo. Para calcular E[Z,,Z,,] para
m < n primero tenemos que mostrar que E[Z,|Z,,] = Z,, - u™~™, lo cual se hard por
induccion Para demostrar que es valido para n = m + 1 primero veremos que

J

Zm:j] :ZE[&] :Zﬂzjﬂ

=1

J
IE[Zm—&-1|Zm = ]] = E{Zfz
i=1

De esta manera tenemos que E[Z,,11|Z] = pZ,,. Ahora supondremos que es valido
para un n > m + 1 y lo probaremos para n + 1.

sl Zo] = E[E(Zuss 2ol o] = EZ0l 2] = ™™ = 772,
entonces, con este resultado es posible calcular lo siguiente
E(ZnZm| Zm] = ZmBZp| Z] = Z2 "™
obteniendo de esta manera que

E[Z,Zm) = E|E[Z,Z|Zy)] = E[Z2p" "] = p""E[Z}].

Ejemplo 2 (Probabilidad de un ancestro comun).

Consideremos un proceso de ramificacion Z en el cudl Zy = 1y P{Z; = 0} = 0.
Tomamos dos individuos aleatoriamente (con reemplazo) de la n-ésima generacién
y denotamos por L al indice de la generacion que contiene su mas reciente ancestro
comun. Queremos probar que

P{L=r}=E[Z'|-E[Z] para0<r<n.

Supongamos 0 < r < n, y que todo es conocido en el proceso hasta la generacion
r. Condicionando con esta informacién, un individuo escogido aleatoriamente de la
n-ésima generacion tiene probabilidad 1/Z, de tener como ancestro de la r-ésima
generacion a cualquier miembro de la r-ésima generacion. La probabilidad de que dos
individuos de la n-ésima generacién, tomados aleatoriamente e independientemente
uno del otro, tengan el mismo ancestro en la r-ésima generacién es entonces 1/Z,.
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Luego,
P{L<r} = > P{L<rZ =i}
=1

= Y P{L<r|Z =i}P{Z =i}
=1
= E[P{L <r|Z}]=E[l1-Z1]
de esta manera para 0 < r <n

P{L=r} = P{L<r+1} -P{L<r}
= E[l- 2] -E[L- 2]
E[Z 1 - E[Z ).

r r+

Si ahora tenemos que 0 < P{Z; = 0} < 1 entonces

P{L<r|Z, >0} = Y P{L<rZ =ilZ, >0}

i=1

= Y P{L<7r|Z,>0,2, =i}P{Z, =i|Z, > 0}
=1

= E[P{L<r|Z,>0,Z.}|Z, > 0]

= E[1-212,>0=1-E[Z'Z, > 0]

con este resultado obtenemos que

P{L=r|Z, >0} =E[Z'|Z, > 0] —E[Z}|Z, > 0].

Ejemplo 3 (Ramificaciéon con Migracion).

Cada generacién de un proceso de ramificacién (con un solo progenitor), aumenta
por un numero aleatorio de inmigrantes los cuales son indistinguibles de los otros
miembros de la poblacién. Supongamos que el nimero de inmigrantes en diferentes
generaciones son independientes del niimero de descendientes naturales de cada uno
de los individuos en la historia inmediata del proceso, dado tal niimero de indiviuos
en la generacion previa, el nimero de inmigrantes tendrd funcién generadora H (s).
Sea Z,, el nimero de miembros de la n-ésima generacién. La n + 1-ésima generacién
tiene tamano C), 41 + I, 11 donde C, 41 es el nimero de descendientes naturales de la
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generacién previa e I, ;1 es el nimero de inmigrantes.
Entonces por independencia tenemos

E [s7+Z,] = E[s“+FZ,]
= E[s“*|Z,] E [s"*|Z,]
= E[s9Z,] H(s) = f(s)" H(s)

y de esta manera obtenemos que f,1(s) queda determinada por
fari(s) = E[s7 ] = E[E [s7Z,]] = E[f(s)?] H(s) = fu(f(s)) H(s).
Ejemplo 4 (Martingala).
Consideramos un proceso de ramificacién {7, }5°, con E[Z;] = p. Sabemos que
E[Zn-kr‘zn] = Znpt'

donde r,n € N. Si definimos a W,, = Z,,/u" se puede ver que {W,}>°, es una
martingala, verificando que

1
E[Zn—H“lZn] = MTH_T anur = Wh.

E[Woir [ Wa] =

Iun—i—r
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Capitulo 2

Convergencia Débil en Espacios
Meétricos

2.1. Convergencia Débil en Espacios Métricos

Sea (F, d) un espacio métrico y Bg su o-algebra de Borel generada por lo conjuntos
abiertos.

Definicién 7. (Convergencia Débil)
Dada una coleccion de medidas de probabilidad P, P en (E,Bg) tal que satisfacen

lim [ fdP, = / fdP
oo JE E
para toda funcion real acotada y continua f, decimos que la sucesion P, converge

débilmente a P y escribimos
P, = P.

Con el siguiente teorema mostramos que toda medida de probabilidad queda de-
terminada por los valores de P(F') para todo F' cerrado.

Teorema 8.

Toda medida de probabilidad sobre un espacio medible (E,Bg) es reqular, es decir,
si A € Bg ye >0, entonces existe un conjunto cerrado F y un abierto G tal que
FCACGyP(G-F)<e.
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Demostracion. Sea d la métrica en E' y denotamos por d(z, A) a la distancia de z
al conjunto A. Si A es cerrado, hacemos F' = A y definimos a los conjuntos abiertos
Gs ={x: p(x,A) <} con § > 0. Es claro que G5 | F' cuando ¢ | 0, por lo que se
tiene que para toda € > 0 existe una 0* > 0, tal que para toda 0 < § < 6%,

P(Gs — F) = P(Gs) — P(F) < ¢,

por lo que claramente la medida de probabilidad cumple la propiedad deseada sobre
la coleccién de los conjuntos cerrados.
Consideramos ahora a la clase

G = {A € By : Para todo € > 0, existe F' cerrado y G abierto }

talesque FCACG y P(G—-F) <e

Observemos que esta clase contiene a la clase de los conjuntos cerrados y esta con-
tenida en Bg, por lo que basta ver que G es una o-algebra.
Sea € > 0, dada una sucesién A,, € G escogemos conjuntos cerrados F,, y abiertos

G, tales que
€

2n+1'

F,CA,CG, y PG,—F,) <

o
Como |J Fy es una sucesién creciente a |J Fj, se tiene que h'rnIP’( U Fk> =
k<n k=1 ntoo \ k<n

IP( U Fk), por lo que para 5 > 0 existe un entero Ny tal que para toda n > N,
k=1
o (e.) €
IP’(UFk) —IP(UFk> :IP(UFk— UFk) <3
k=1 k<n k=1 k<n
En particular si hacemos
F=|JF vy ¢=]JG.
n<No n=1
tendremos que
€
P F,—F) <=
(Urr) <
obteniendo finalmente que F' C |, A, C G y ademds,

P(G—F):IP(G—@Fn>+P(GFn—F) <> gmtioe

n=1
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Con esto hemos probado que la uniéon numerable de elementos de G vuelve a estar
en la clase; claramente G es cerrada bajo complementos, concluyendo asi que G es
una o-algebra. O]

Denotamos por Cy(E,R) a la clase de funciones reales continuas y acotadas defi-
nidas en un espacio métrico arbitrario F.

A continuaciéon veremos una manera de aproximar funciones indicadoras 1y de
conjuntos cerrados F' por elementos en C,(E,R). El siguiente resultado podria de-
mostrarse argumentando que todo espacio métrico es regular en el sentido topoldgico,
pero nos interesa la construccién de un funcién especifica utilizada en la demostra-
cion que posteriormente utilizaremos.

Teorema 9.
Si F es cerrado y € > 0, entonces existe una funcion f € Cy(E,R) tal que

La funcion f incluso puede ser tomada uniformemente continua.

Demostracion. Definimos una funcion continua v de variable real dada por

1 sit <0
yt)=<¢1—-t si0<t<1, (2.1)
0 sil<t.

1
)= (fate. ) (2:2)
entonces f tiene las propiedades requeridas e incluso es uniformemente continua. [J

Teorema 10.
Dos medidas de probabilidad P y ' sobre un espacio medible (E,Bg), coinciden si

[EdeP:/Efd]P"

para cada f € Cy(E,R).
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Demostracion. Supongamos que F es cerrado. Utilizamos la funcién (2.1) y defini-
mos para cada entero positivo m,

Tm (t) = 7(mt)

fm(@) = ym(d(z, F)).

Entonces { f, }men €s una sucesién de elementos en Cy(E,R) e uniformemente con-
tinuas que convergen puntualmente a 1p. Por el Teorema de la Convergencia Domi-
nada, obtenemos que

P(F)= lim [f,dP y P(F)= lim [f,dP.

m~>00 m~00

de manera que por nuestra hipétesis tendremos que P(F) = P'(F). Como P, P’

coinciden en todo conjunto cerrado, se sigue del Teorema 8 que Py P’ son idénticas.
m

Al integrar sobre el espacio completo omitimos la region de integracién. Entonces,
el teorema anterior nos dice, que los valores de [ f dP para f € C,(E,R) uniforme-
mente continua, completamente determinan los valores de P(A) para toda A € Bg.

2.2. El Teorema de Pormanteau

Notemos que por el Teorema 10 las integrales [fdP determinan a P, lo cual
impide que la sucesién P,, converja débilmente a dos limites distintos a la vez.

Es importante hacer notar que la convergencia débil depende tnicamente de la
topologia con la cual se dota a E/, ademas de que métricas equivalentes — que generan
la misma topologia — dan lugar a la misma o-algebra de Borel y al mismo espacio
Cy(E,R) y en consecuencia a la misma nocién de convergencia débil.

Dicho lo anterior, dado un espacio métrico F, es de interés considerar en su to-
talidad al conjunto de medidas de probabilidad y asi tener una nocién mas sensible
sobre la convergencia débil.

Recordemos que Cy(E,R) denota la clase de funciones reales continuas y acotadas
en E, este espacio de Banach cuenta con un espacio adjunto C,(E, R)* que también
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es de Banach. Sea p la métrica en Cy,(F,R) — ya que toda norma induce una métrica
— por defincién,

Cy(E,R)" ={G : (Cy(E,R),7,) = R : G es lineal y continua}

Es decir, cada G € C,(E,R)* es continua respecto a la topologia 7, de Cy(E,R)
determinada por su métrica p, pero esta no siempre es la mas pequena. Por esta
razén es comun otorgarle la llamada topologia débil T, que por definicién es la
topologia més pequena (7, C 7,) que hace a cada G € Cy(E,R)* continua (G :
(Cy(E,R), 1) — R).

Es claro que entonces 7, deberéd contener y més ain, podra ser generada a partir de
conjuntos de la forma

V(e,Gy,Gs,...,Gm)(g) = ﬂ {f € G(E,R) : |Gi(f) — Gilg)| < €}

cone >0y Gy,Gy,...,G, € Cy(E,R)*. De esto tendremos que una base local para
g € Cy(E,R), esta dada por:

B, ={V(e,G1,Ga,...,G)(9) | e>0y Gi,...,Gp € Co(E,R)"}

meN *

La convergencia de sucesiones en esta topologia equivale a lo siguiente, sea (fy,)nen
una sucesiéon en C,(E, R), entonces:

fn — fo relativo a1, siysolosi G(f,) — G(fy) paratoda G € Cp(E,R)*.

De manera andloga, es posible considerar la topologia débil en Cy,(F, R)* que hace
a cada elemento de Cy(E,R)*™ —el doble dual— continua, asi pues una base local
para G € Cy(E,R)* esta dada por:

%G = {V(E, Fl, FQ, e Fm)(G) e>0 Fl, R Fm S Cb(E,R)**}

meN *

De igual forma la convergencia de una sucesion de elementos en Cy,(E, R)* bajo esta
topologia esta dada por,

G, — G relativoa T, siysolosi F(G,)— F(G) para toda F € Cy(E,R)*.

Mas atin, es un resultado conocido que el espacio Cy,(E,R)* coincidira con el espa-
cio de las medidas localmente finitas o de Radon definidas en Bg. Como Cy(E,R)*
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es un espacio dual, es posible definir otra topologia mas en C,(E,R)* que llama-
remos topologia débil*, denotada por 7.+, la cual sélo tiene sentido en un espacio
vectorial dual de un espacio de Banach. Ya que los elementos de Cy(E,R)* son fun-
cionales sobre Cy,(E,R), consideraremos la funcionales definidas sobre Cy(E,R)* de
la forma £ — L[f] para alguna f € Cy(F,R) fija; resulta que éstas funcionales
L € Cy(E,R)™, en las que estaremos interesados para definir ésta nueva topologia,
son expresadas de manera tnica en forma de integral,

L) = / fdu,

donde f es una funcién que determina a la funcional. Efectivamente, la topologia
débil* 7,+ se define como aquella que hace a cada funcional L[f] : C,(E,R)* — R
continua para toda f € C,(E,R) y es la menor con dicha propiedad. Si consideramos
a Cy(F,R)* con la topologia débil* (7,+) y restringimos esta topologia al subespacio
Z(FE) de medidas de probabilidad, tendremos que (Z(E), Ty |z(k)) serd un espacio
topoldgico cuyos abiertos basicos seran de la forma

m

Vieo o) ®) = (1{Q e 208): | [0 [ae| <,

i=1

donde fi, fo,..., fm € Cy(E,R), Ly, La, ..., Ly, € Co(E,R)™, £;(Q) = [f;dQ y
L;(P) = [ f; dP.

A 7, también se le conoce como la topologia de la convergencia débil y por la
estructura de los abiertos basicos de esta topologia tendremos que para una sucesion
de elementos P,, en Z(FE),

P, 5 P
si y solo si lim P, =P relativo a T+ |z(E)
n~00

si y solo si r}g{}o LIfl(P,) = L[f](P)  paratoda f € Cy(E,R).

es decir, tendremos que la convergencia débil de medidas de probabilidad se refiere
simplemente a la convergencia puntual en el espacio topolégico (Z(E), T+ z(E))-

El siguiente teorema nos da condiciones equivalentes para la convergencia débil;
cualquiera de estas condiciones podria haber servido como definicion.

Un conjunto A € Bg es llamado conjunto P-continuo, si su frontera 0 A satisface que

P(9A) = 0.
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Teorema 11. (Pormanteau) Sean P,, P medidas de probabilidad definidas sobre el
espacio medible (E,Bg). Las siguientes cinco condiciones son equivalentes,

i) P, 5P
ii) lm [fdP, = [fdP para toda f € Cy(E,R).

iti) limsup P, (F) < P(F) para todo cerrado F'.

n~>00

iv) liminf P, (G) > P(G) para todo abierto G.

n~~>oo

v) lim P,(A) =P(A) para todo conjunto P-continuo A.

n~>00

Demostracion. i) = ii)] Esta implicacion es clara por la definicién dada.

i1) = 11 )] Supongamos que (i7) es vélido y que F' es cerrado. Sea ¢ > 0 arbitraria
pero fija.
Gracias a la regularidad de la medida de probabilidad, es posible tomar una € > 0
suficientemente pequena y definir el conjunto abierto G = {z € E : d(z, F) < €} de

manera que satisfaga que
P(G) < P(F) + 0,

ya que los conjuntos definidos como G decrecen hacia F' conforme € | 0.

Ahora bien, para el cerrado I’y la € > 0 con la que se definié a (G, sabemos existe
una funcién f € C(E,R) que tomaremos uniformemente continua tal que

fz)=1en F, f(z)=0 en G° f(F)C]0,1].

Como (i7) es vélido, tenemos la igualdad hm f fdP, = [ fdP, que junto a las

/fd]P’ </fd]P’

/deP’:/Gfd]P’ < P(G) < P(F) + 3,

siguientes relaciones:

implican que

limsupP,(F) < lim fd]P’n:/deP < P(F)+0,

N0 n~00
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y ya que la 0 fue arbitraria, se sigue ().

i1 ) = i )] Supongamos que se cumple (7ii) y que f € Cy(E,R). Primero mostra-
remos que
lim sup /fd]P’n < /fd]P’ (2.3)
Transformando f linealmente — con coeficiente positivo en el término de primer
grado — es posible reducir la prueba al caso en que 0 < f(z) < 1 para todo x.
Para un entero positivo k, fijo por el momento, definimos los siguientes conjuntos
cerrados:

F, = {x : % < f(x)}, para i=0,1,2,3,... k.
Ya que 0 < f(z) < 1, tendremos que

F i1 i—1 i iy i—1 i
Z k ]P’{x: k gf(x)<E}§/fdP<;EP{x: k gf(x)<E}

=1

Utilizando los conjuntos cerrados antes definidos, podemos reescribir la suma derecha

como:
gy 1 1¢
— |P(Fiy) —P(E)| ==+ — P(F;
D5, [PUF) —BOR)] = 3+ 3 3P
Analogamente para la suma del extremo izquierdo tendremos que:

S PR B SN

i=1
Asi pues, estas nuevas identidades nos dan como resultado que

1 1o
EZ /deP><— Ez

Como (7i7) es vélido, para cada i = 1,2,...,k limsup,, . P(F;) < P(F;), esto a la
vez que aplicamos la desigualdad derecha de la relaciéon anterior a cada P, y la
desigualdad izquierda a IP nos da como resultado que

1
h’msup/deP’ng E+/deP’,

n~>00

?vl»—

por lo que cuando k — 0o, se obtiene (2.3). Aplicando ahora (2.3) a — f nos da como

resultado
liminf/deP’ >/deP’



que conjuntamente con (2.3), prueba la convergencia débil.

i1i) < iv )| La equivalencia entre (7i7) y (iv) se sigue facilmente de tomar comple-
mentos respectivamente de los conjuntos cerrados y abiertos, y recordar la definicion
de limite superior e inferior para una sucesion de reales.

iii ) = v )] Denotamos por Int(A) y A al interior y la cerradura respectivamente
de un conjunto A. Ahora, si tenemos que se cumple (#i7) entonces también es vélido
(iv), por lo que para cada A € Bg,

P(A) > limsupP,(4) > limsupP,(A)

> liminfP,(A) > liminfP,(Int(A)) > P(Int(A))

Sin embargo, si A es un conjunto P-continuo, es decir P(0A) = 0, tendremos que

P(Int(A)) < P(A) < P(A) = P(JA Uint(A)) < P(Int(A))

Luego, P(Int(4)) = P(A) = P(A) y por lo tanto lim,,.., P, (4) = P(A).
v) = iii)] Ya que 8{z : d(x, F) <0} C {z : d(x, F) = 0} y ademés
Nz d(z, F) <&y No{e:dz,F) <5} =2 si § #46,

se tiene que la union de a lo mas una cantidad numerable de conjuntos frontera de
este tipo puede tener medida-P positiva. Luego, dada una sucesiéon de reales positivos
(0k)ken tales que O | 0 cuando k — oo, los conjuntos Fy, = {z : d(z, F) < §x} son
conjuntos P-continuos.

Como (v) es vélido tenemos que

limsup P, (F) < lim P, (F;) = P(F;) para cada k.

N~ 00 n~~>00

Luego si F' es cerrado tendremos que (), £, = F', de manera que tomando el limite
cuando k — oo, obtenemos que

limsup P, (F) < lim P(Fy) = P(F),

N~00 k00
de donde se sigue (7).

Con esto hemos finalizado la prueba del Teorema de Pormanteau. O
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2.3. Otros criterios de convergencia débil.

En ocasiones nos encontramos en situaciones en las que es conveniente probar la
convergencia débil mostrando que P,,(A) — P(A) cuando n — oo para alguna clase
especial de conjuntos.

Teorema 12. Sea U una subclase de By tal que

(1) Es cerrada bajo la interseccion finita de sus elementos.

(77) Cada conjunto abierto en Bg es union finita o numerable de elementos de U.
Si P,(A) — P(A) para todo A € U entonces P, — P.

Demostracion. Si Aq,..., A, son elementos de U, también lo seran sus interseccio-
nes finitas; por tanto, tendremos que

PH(QAi) = D Pu(d) = D Pu(AinA) + Y0 Po(AiNA;N A — -

i<j i<j<k
— D P(A) =D PANA)+ D P(ANANA) — -
% 1<j 1<j<k

- IP’(OA)

Si G es un conjunto abierto, entonces existe I C N tal que G = [ J,.; A; para alguna
sucesion (A;);er de elementos de U. Entonces para € > 0, es posible elegir un entero
positivo m, de manera que

Con el limite anterior tendremos que,

lim inf P,,(G) > lim IP’( U Ai) = IP’(U Ai> >P(G) — €
=1 =1

Ya que la € fue arbitraria, la condicién (iv) del Teorema de Pormanteau se cumple.
O
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Denotamos por B.(z) a la bola abierta de radio € centrada en x.

Corolario 13. Sea U una subclase de Bg tal que

(1) Es cerrada bajo la interseccion finita de sus elementos.

(17) Para todo v € E y toda € > 0, existe un conjunto A € U con x € Int(A) C
A C B(x).

Si E es separable y P, (A) — P(A) para todo A € U entonces P,, = P.

Demostracion. Sea G un abierto. Como F es separable existe una base numerable de
abiertos { B, }nen que genera la topologia de E, por lo que para todo x € G, existe
un abierto bésico B, tal que z € B, C G, de donde es claro que G = |J,; Bn,
para algin I C N. Esto ultimo aunado a la condicién (i7) de la hipdtesis nos dice
que para todo punto x de GG es posible encontrar un elemento A, € U tal que
x € B, C Int(A4,) C A, C G, lo cual implica que existe una coleccién a lo més
numerable {A,}ner tal que G = J,.; Ay, donde A, = A, para alguna z. Con esto
la clase U satisface la condicién (i7) del teorema anterior. [

Corolario 14. Supongamos que para cada interseccion finita de bolas abiertas A, se
tiene que P,(A) — P(A), dado que A sea un conjunto P-continuo. Si E es separable,
entonces P,, — P.

Demostracion. La frontera 0B (z) estd contenida en el conjunto {x : d(z, F') = €}
y estos ultimos son ajenos cuando hacemos variar la € (fijando x), en consecuencia
éstas tienen medida-PP nula, con excepcion de a lo més una cantidad numerable de
ellas. Ahora bien, ya que

9(A N B) C (0A) N (0B),

se sigue que las hipétesis del Corolario 13, se satisfacen para la clase U de conjuntos
P-continuos que ademds son interseccién finita de bolas abiertas, probando asi el
resultado deseado. O

Recordemos que (E,d) es un espacio métrico y B la o-dlgebra de Borel genera-
da por los conjuntos abiertos de F. Introducimos las siguientes nociones para una
subclase V de Bg,
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Definicién 15. (Clase-Determinante)
Llamamos a una subclase V de Bg, Clase-Determinante, si dos medidas P y Q son
1dénticas siempre que coincidan en los elementos de dicha subclase.

Ejemplo. La clase de conjuntos cerrados y cualquier dlgebra de conjuntos que genere
a Bg, son ejemplos de clases-determinantes.

Definicién 16. (Clase que Determina la Convergencia)
Llamamos a una subclase V de Bg, Clase que Determina la Convergencia, si el hecho
de que P, (A) — P(A) para todo conjunto P-continuo A € V, implica P,, = P.

A la luz de ésta definicién, el Corolario 14 nos dice lo siguiente

Ejemplo. En un espacio separable las intersecciones finitas de bolas abiertas cons-
tituyen una clase que determina la convergencia.

Claramente, por la unicidad de los limites tendremos que

Clase que Determina la Convergencia = Clase-Determinante

Cerramos la seccién con otra condicién para convergencia débil, para esto recor-
demos que una sucesién de nimeros reales (a,)n,en converge a un limite a si y solo
si toda subsucesién (a,/)nen contiene otra subsucesion (a,,»)neny que converge a a.
De este hecho se deduce su analogo para la convergencia débil.

Teorema 17. P, = P si y solo si cada subsucesion {P,/},en contiene otra subsu-
-, w
cesion {P,» }nen tal que P, — P.

2.4. Espacio Producto

Sea E = E' x E" donde (E',d) y (E",d") son espacios métricos y separables.
Entonces E es un espacio métrico y separable, ya que el espacio topoldogico generado
por el producto cartesiano de espacios separables y metrizables vuelve a ser separable
y metrizable dotado con la topologia producto (Tychonoff), que para el caso de un
producto finito coincide con la topologia de la caja. Por lo tanto, una base para la
topologia de E seran los rectangulos A" x A", donde A" y A” son abiertos en E' y
E" respectivamente y por lo tanto son borelianos.
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Luego si E es separable, las o-algebras Bg, By, By de conjuntos de Borel de los
respectivos espacios estaran relacionadas de la siguiente manera

By = By @ By

donde Br denota a la g-algebra generada por los rectangulos medibles, o bien, la
topologia producto.

Las dos distribuciones marginales de una medida de probabilidad PP, en el espacio
medible (E, Bg), estardn definidas por:
P(A)= P(A xE"),

A€ By
P'(A") = P(E' x A"),

A" € By

Teorema 18.

B . - e, . . w
St E es un espacio separable, una condicion necesaria y suficiente para que P, — P
es que

P, (A x A") — P(A" x A")

para cada conjunto P -continuo A" y cada conjunto P -continuo A", donde P, P"
son las distribuciones marginales de P.
Demostracion. Ya que

a(14‘/ ><14”)C ((aA/) XE//) U (E/ X (8A//))’
la condicién es necesaria.

donde

Para probar la suficiencia, aplicamos el Corolario 13 del Teorema 12 a la clase U,

U= {A/ x A" | A" es un conjunto P'-continuo y A”es un conjunto IP’"—Continuo}.

La clase U es cerrada bajo intersecciones, y por hipétesis P,,(A) — P(A) para todo
Acl.

Sea (a,b) € E'y € > 0, consideremos a los conjuntos:

As={z € E :d(xa) < 6} x{ye E" - d'(y,b) < d}.

Observemos que las colecciones

(0{z € E :d(xa) < d})

0<d<e

, (0{y e E" :d (y,b) < d})

0<d<e
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estan conformadas respectivamente por conjuntos ajenos. En consecuencia, para
alguna 0 > 0 con 0 < 0 < ¢, se tiene que As € U. Si E es dotado de la métrica
definida por:

d((a1,b1), (az, b)) = méx{d (a1, as),d (by,b2)},

entonces A; es tinicamente la bola abierta de radio § centrada en (a, b). Por lo tanto,
U satisface las condiciones del Corolario 13 del Teorema 12 como se requeria. O]

Nétese que la suficiencia de la condicién del teorema anterior nos dice que los
rectangulos medibles conforman una Clase que Determina la Convergencia.

Para medidas de probabilidad P’ y P” definidas sobre (E',By) vy (E", Byr) res-
pectivamente, la medida producto P’ ® P” es una medida sobre B 5 @ By, en con-
secuencia, si F es separable, sera una medida sobre Bg. El siguiente teorema, en
el que P/, P’ son medidas de probabilidad sobre (E',B) y P, P" son medidas de
probabilidad sobre (E”, Bg»), es una consecuencia inmediata del teorema anterior.

Teorema 19.
Sea E un espacio separable, entonces

/1

PP HP QP

sty solo si

2.5. Convergencia en Distribucion

Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad (€2, B, P)
y con valores en un espacio métrico (F,d). La distribuciéon de X es la medida de
probabilidad Px = P o X! sobre el espacio medible (F, Bg).

Py(A) = P(X 1 (A) =P{w: X(w) € A} =P(X € A), A€ Bg.

Obsérvemos que aqui, P representa una medida de probabilidad sobre un espacio
de naturaleza arbitraria {2, mientras que Px se encuentra siempre definida sobre el
espacio métrico F.

Asf pues, sea h : E — R una funcién Bg-medible (h™'(Br) C Bg), entonces, la
funcion real ho X : 2 — R, es B-medible. Bajo estas circunstancias, por la férmula
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de cambio de variable, se tiene que h es integrable respecto a P o X! si y solo si
h(X) es integrable respecto a P, en cuyo caso se tiene que

/ h(X (w)) dP(dw) = /h(u}/) dPo X '(dw') para cada A € Bg.
X—1(A) A

En particular, tendremos que

/h(X) dP = /h dPy = E[h(X)].

Definicién 20. (Convergencia en Distribucién)
Decimos que una sucesion de variables aleatorias Xy, Xo, ..., converge en distribu-
cton a la variable aleatoria X, denotado por

X, > X,

st la sucesion de distribuciones P, de las X,, convergen débilmente a la distribucion

P de X,

P, — P.

La definicién de convergencia en distribucién no tiene sentido cuando el espacio
imagen (rango) F y su topologia no es la misma para cada una de las variables
aleatorias X, X7, Xy, ..., sin embargo, es posible que tengan distintos espacios de
probabilidad como dominio de definiciéon. Ordinariamente no se hace mencién de
éstos espacios ya que su estructura solo entra en discusion por la via de las distribu-
ciones que inducen sobre E. Cabe aclarar el abuso de notacion, ya que usualmente se
escribe P(X,, € A) cuando realmente deberfamos escribir P,,(X,, € A) y escribimos
E[f(X,)] cuando deberfamos escribir [ f(X,,)dP, o bien tal vez E,[f(X,)].

Por el momento y sin abuso de notacion, tenemos que si P, P, son las medidas
del espacio de probabilidad donde se encuentran definidas respectivamente X, X,,,
entonces por el teorema de cambio de variable

/E f(x)dPo X (dz) = / F(X)dP = E[f(X)],
[E f(2)dB, o X (dx) = / F(X,) AP, = B, [f(X,)],

por lo que es razonable pedir que X, = X si y solo si lfm E,.[f(X,)] = E[f(X)]
para toda f € C,(E,R).
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Un conjunto A en Bg es llamado un conjunto X-continuo si P(X € 0A4) = 0. El
siguiente teorema es consecuencia inmediata del Teorema de Pormanteau 11.

Teorema 21. Los siguientes cinco enunciados son equivalentes

i) X, DX
it) lim E[f(X,)] = E[f(X)] para toda [ € Cy(E,R).

n~>00

iti) limsupP{X,, € F} <P{X € F} para todo cerrado F'.

n~~>00

iv) liminf P{X,, € G} > P{X € G} para todo abierto G.

v) lim P{X, € A} =P{X € A} para todo conjunto X -continuo A.

Cada teorema sobre convergencia débil, puede ser similarmente reenunciado para
variables aleatorias.

2.6. Convergencia en Probabilidad

De nueva cuenta, consideramos a (F,d) un espacio métrico.

Definicién 22. (Convergencia en Probabilidad)
St para toda € positiva y un elemento b € E,

P({w: d(X,(w),b) > €}) = 0, cuando n — oo,

decimos que X,, converge en probabilidad a b y escribimos

X, 5b.

Si pensamos en b como un elemento aleatorio constante, tendremos que
P : . D
X,—b siysolosi X, =b
Visto de otra manera tendremos que
P . . w
X,—b siysolosi P, - Q
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donde P, es la distribuciéon de X, y Q es una medida de probabilidad tal que
Qfb} = 1.

Las variables aleatorias X,, como ya se ha comentado, pueden estar definidas
sobre distintos espacios de probabilidad, pero deben tener un contradominio comun.

Si tenemos variables aleatorias X,,, Y,, con el mismo dominio, tiene sentido hablar
de la distancia p(X,,Y,) — una funcién con valor p(X,(w),Y,(w)) en w. Es bien
sabido que si E es un espacio separable, tendremos que p(X,,Y;) es una variable
aleatoria.

Para el siguiente teorema, asumimos que el espacio F es separable y que para
cada n, X,, y Y, tienen un dominio comun.

Teorema 23. 51 X, 20X y p( X, Yo) L 0, entonces Y, 2 X,

Demostracion. Para cada e > 0 definimos los conjuntos cerrados
F.={z: pla,F) < e},

Observemos que

{Y, € F} {V,e F}n ({X, e F}U{X, ¢ F.})
{X, e F.,Ju{Y,e F.X, & F.}

{Xn € FyU{p(Yn, Xp) > €}

N 1N

aclarado esto, es facil ver que
P{Y, € F} <P{p(Y,, X,) > e} + P{X, € F.}
Como F; es cerrado, la hipdtesis nos dice que

limsupP{Y, € F} <limsupP{X, € F.} <P{X € F.}

n~~>0o0 n~>00

Si F es cerrado, F, | F sie ] 0. Asi el resultado se sigue por el Teorema 21. O

Cerramos la presente secciéon con un teorema de vital importancia, el cual nos
permitira asegurar que para una sucesion de medidas de probabilidad que converja
débilmente podemos encontrar una sucesion de variables aleatorias cuyas distribu-
ciones en su respectivo espacio coincidan con dichas medidas.
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Teorema 24. (Teorema de representacién de Skorohod.)
Sea {P,, }nen una sucesion de medidas de probabilidad sobre un espacio medible (E, E)
donde E es un espacio métrico completo y £ la o-dlgebra de conjuntos de Borel en

E; entonces
P, = Py,

si y sdlo si existe un proceso E-valuado (X)), definido sobre algin espacio de
probabilidad (2, F,P), de manera que

PX '=P, n=01,...
y ademas

X, == Xo.

Véase [7] Teorema 3.1.8. para una prueba de este teorema.

2.7. Funciones Continuas

Sea h: (E,d) — (E’,d") una funcién medible entre espacios métricos con respec-
tivas o-dlgebras de Borel Bg, By. Cada medida de probabilidad P sobre (E, Bg)
induce en (E', B ) una unica medida de probabilidad Po h~! | definida por

Poh '(A) =P(h ' (A)) paratoda A€ By

Nuestro objetivo en esta seccion es ver algunos resultados de nuestro interés sobre
algunas condiciones bajo las cuales P, — P implica P, o h~! = Po h™L.

Una condicion facil de ver, surge cuando h es una funcién continua, ya que si
f € Cy(E',R) se tendra que la composicién foh € Cy(E,R), es decir foh serd nue-
vamente una funcién acotada y continua definida en E. Asi las cosas, tendremos que
P,, = P implica

/ F(h(z)) AP, (dz) — / F(h(z)) dP(d),

que por la féormula de cambio de variable, esto se transforma en
[ £@)aBuon ) [ ) Aol (dy), para toda f € C(E R)
E' E

con lo que finalmente se tendria que las medidas inducidas P, o h~! convergen débil-
mente.
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La condicién de continuidad puede ser debilitada. Supongamos que h : E — E'
unicamente es medible y sea

D), = {Discontinuidades de h}.

Entonces D;, € Bg.
Teorema 25. Si P, = P y P(D;) = 0, entonces P, o h™" & Po h™!

Demostracidn. Sea F un subconjunto cerrado de E'. Como P,, = P, tenemos que

limsup P, (h~}(F)) < h’gi sup P, (h"1(F)) < P(h~1(F))

n~~>0o0

por lo que basta ver que P(h—l(F)) = P(hil(F)), que se sigue del hecho de que

P(Dy) =0y que h='(F) C D, U (h*(F)) O

Le siguen dos corolarios inmediatos. Para un elemento aleatorio X de E, h(X) es
un elemento aleatorio de E' (asumiendo atin que h es medible).

Corolario 26. Si X, = X y P{X € D,} =0, entonces h(X,) 2 h(X)

Corolario 27. Si X, — b y h es continua en b, entonces h(Xn) LN h(b)

Ejemplo Importante. Para variables aleatorias reales, la convergencia (X, Y,) 2,
(X,Y) implica la convergencia X, + Y, X4y,

Particular interés concede el Teorema 25 cuando £ = R, en cuyo caso h: E — R
es una funcion real medible.

Teorema 28. Se tiene que:

(1) SiP, 5 P, entonces P, o h™' 5 P o h™! para toda funcion real medible h tal
que P(Dy,) = 0.

(i) Si P, o h™' = P o h™! para toda h € Cy(E,R) uniformemente continua,
entonces P, = P.

(i3i) SiP, = Py h es una funcion real acotada y medible con P(Dy) = 0, entonces

/hd]P)n — /hd]P> cuando n — 00.
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Demostracion. (i) Se sigue del Teorema 25.

(i1) Si P, o h™! Z Poh™', por cambio de variable y la definicién de convergencia
débil
/ F(h(x)) dP,(dz) — / F(h(z)) dP(dz) para todo f € Cy(R).

(77i) Es consecuencia de (i), ya que si M es la constante que acota a h, haciendo

-M sit<-—-M,
fO)=< t si —M<t<M,
M sit>M,

tendremos que

/hdIP)n—>/hd]P>. O

2.8. El Teorema de Prohorov

En esta seccién se introduce la nocién de tension para medidas de probabilidad,
definidas sobre —como hasta el momento hemos considerado— un espacio métrico
(E,d) y su o-algebra de Borel Bg. De esta manera, cimentamos el camino para
presentar el Teorema de Prohorov, el cual es una herramienta muy poderosa y ttil;
en particular, sera de nuestro interés a la hora de querer probar la convergencia débil
de medidas sobre el espacio de funciones continuas C([0, 1], R).

Definicién 29. (Compacidad Relativa)

Una familia de medidas de probablidad ¥ sobre el espacio medible (E,Bg), es relati-
vamente compacta, si toda sucesion tiene una subsucesion que converge débilmente;
esto es, para toda sucesion {P,}neny en T erxiste una subsucesion {P,:},en y una
medida de probabilidad Q —definida sobre el espacio medible (E,Bg), pero no nece-
sariamente un elemento de T— tal que P, = Q.

Es de interés observar, que si consideramos a ¥ como subespacio del espacio Z(FE)
de medidas de probabilidad dotado con la topologia débil* y bajo la cual, la con-
vergencia débil es simplemente la convergencia en el espacio topoldgico (Z(E), Ty+),
tendremos que esta definicién realmente se refiere a la nocién de ser compacto por
sucesiones. Ademads, recordemos que para un espacio métrico las nociones de com-
pacidad, compacto por sucesiones y que todo conjunto infinito tiene un punto limite
son equivalentes.
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Definicién 30. (Medida de Probabilidad Tensa)
Una medida de probabilidad P sobre un espacio de medida (E,Bg), es tensa, si para
cada € > 0, existe un conjunto compacto K tal que P(K) > 1 —e.

Por la regularidad de una medida de probabilidad definida sobre un espacio métri-
co (Teorema 8), tendremos la siguiente caracterizacién de una medida de probabili-
dad tensa sobre un espacio de medida (E, Bg).

Lema 31. Una medida de probabilidad P, es tensa, si y solo si

P(A) =sup{P(K) : K C A, K compacto} para todo A € Bg.

Demostracion. <] Sea e > 0. Si A € B, consideramos su complemento A¢; entonces
como

P(A) = sup{P(K): K C A, K compacto}
P(A°) = sup{P(K): K C A°, K compacto}

tendremos que existen compactos K1, Ky subconjuntos de A y A° respectivamente
tales que

P(4) -5 < B(K)

P(A) = 5 < P(K))

de donde obtenemos por la aditividad de la medida que
1l —e<P(K;UK,) =P(K)
y claramente K es compacto por ser union finita de compactos.

=] Si la medida es tensa, sea A € S y consideremos la clase
G={P(K): K C A, K compacto}.

La clase G es no vacia ya que todo evento consistente de un solo punto de A es com-
pacto en S, ademads esta acotada superiormente por ser una medida de probabilidad.
Ahora bien, es claro que si « es el supremo de dicha clase tendremos que o < P(A).
Por otro lado, supongamos que P(A) < «, entonces existe K compacto subconjunto
de A tal que P(A) < P(K) < «, lo cual no es posible. Por lo tanto P(A) =«a. O
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El siguiente resultado es bastante 1til, ya que nos permite afirmar que en todo
espacio métrico, completo y separable, toda medida de probabibilidad es tensa.

Teorema 32. Sea E un espacio métrico, completo y separable, entonces cada medida
de probabilidad definida sobre (E,Bg) es tensa.

Demostracion. Como E es separable, entonces existe una base numerable que genera
su topologia, luego para cada n € N consideramos una sucesion de bolas abiertas
(abiertos basicos) de radio + que denotaremos B,;coni=1,2,..., las cuales son
una cubierta para E. Para cada n € N, escogemos i,, de manera que

]P’(UBW-)>1—2%

i<in

Por la hipdtesis de completez el conjunto

(1U B

n>1i<in

que es totalmente acotado — es decir lo podemos cubrir con una cantidad finita de
abiertos (basicos) de didmetro fijo — tiene cerradura compacta K. Como claramente
P(K) > 1 — ¢, con esto concluimos la prueba . O

La definicién dada al inicio, de una medida de probabilidad tensa, puede exten-
derse a una familia de medidas de probabilidad de una manera bastante natural.

Definicién 33. (Familia Tensa de Medidas de Probabilidad)
Una familia T de medidas de probabilidad sobre un espacio métrico E es tensa, si
para cada € > 0 existe un compacto K tal que P(K) > 1 — € para todo P € ¥.

Nuestro objetivo al introducir la nocién de tensién de una coleccién de medidas
de probabilidad, es para que a partir de esta propiedad, podamos decir con certeza
cuando dicha coleccién sera relativamente compacta y viceversa. El Teorema de
Prohorov, extiende la suficiencia —de que una familia de medidas de probabilidad
sea tensa— para espacios métricos arbitrarios y la necesidad —de la compacidad
relativa— para espacios que ademas sean completos y separables.

Teorema 34. (Teorema de Prohorov)

Sea T una coleccion de medidas de probabilidad sobre (E,d), un espacio métrico
arbitrario. Si la coleccion T es tensa, entonces es relativamente compacta. St ademds
E es separable y completo, también tendremos que si ¥ es relativamente compacta,
entonces es tensa.
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Nos referimos a la ida del Teorema de Prohorov como el Teorema Directo y al
regreso -el cual requiere hipdtesis adicionales- como el Teorema Reciproco.

El Teorema Directo

Antes de comenzar la prueba consideremos a (F,d) un espacio métrico, 74 la
topologia inducida a partir de la métrica d y Bg la o-algebra de Borel generada a
partir de la topologia 7.

Supongamos que Ey € Bg, entonces Ey C E y es posible considerar a Fy como
subespacio topolégico de (F,74) con su respectiva topologia relativa 74g,. Se sigue
que

Bg, ={A: ACE,, AcBg},

y en particular tendremos que Bg, C Bg.
Si P es una medida de probabilidad sobre el espacio medible (E, Bg) y P(Ep) = 1,

denotamos por P" a la medida de probabilidad sobre el espacio medible (Ey, Bg,)
obtenida por la restriccion de By a Bg,.

Si IP es una medida de probabilidad sobre el espacio medible (Ey, Bg, ), denotamos
por P¢ a la medida de probabilidad sobre el espacio medible (E, Bg) obtenida por
la extensién de la medida P a B, definida por

P¢(A) =P(AN Ey) =P(A|Ey) paratoda A € Bg.

Observemos que el restringir e inmediatamente extender una medida de probabilidad
o viceversa, en cierta manera es llevar a cabo operaciones inversas. Es decir:
Si P es una medida de probabilidad sobre (F, Bg) con P(Ey) = 1, entonces

(P7)° =P,

y si P es una medida de probabilidad sobre (Ey, Bg,), entonces
(Pe)" =P.

Presentamos los siguientes resultados que utilizaremos en la prueba.

Lema 35.
Si T es una familia tensa sobre (E,Bg) y h : E — E' es una funcién continua,
entonces {Poh™' : P € T} es una famila tensa sobre (E', Byy).

Demostracion. Dada una e > 0, escogemos en E un conjunto compacto K tal que
P(K) > 1 — € para toda P € T. Sea K = h(K), entonces K es compacto y
h™"(K') D K, por lo que Poh ' (K') > 1 — ¢ para toda P € T. O
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Si ahora consideramos a la funcion h : Fy — E como la funcién identidad, obte-
nemos directamente del lema anterior y el Teorema (25) el siguiente reultado.

Lema 36.
Si T es una familia tensa sobre (Ey,Bg,) y h = Id, entonces T¢ = {P¢: P € T} es
una famila tensa sobre (E, Bg).

Ademds, si P, = P sobre (Ey, Bg,) entonces PS = P¢ sobre (E, Bg).

Lema 37.
Si P, = P sobre (E, Bg) y P(Ey) = P,(Ey) = 1, entonces PI = P" sobre (Fy, Bg,).

Demostracion. La topologia relativa de Ey como subconjunto de E, nos define la
estructura de los abiertos en Ey, por lo que todo abierto en Ej es posible expresarlo
como Gy = G N Ey donde G un abierto en E. Ya que P (Gy) = P, (G) y P"(Gy) =
P(@), liminf,,..o P, (G) > P(G) implica

lfminf P’ (G) > P"(Go).

n~0o0

]

Un soporte de una medida de probabilidad P sobre (E, Bg), es un conjunto Ey €
Bg con P(Ey) = 1; Un conjunto es o-compacto si se puede representar como unién
numerable de conjuntos compactos.

Ahora podemos dar comienzo con la prueba del Teorema Directo. Asumiremos la
veracidad del Teorema de Prohorov para el caso E = R, (Véase [1] pag. 38).

Demostracion. (Teorema Directo)

Sea E un espacio métrico arbitrario, si Ey = |J,, K, donde K, es un conjunto
compacto en E tal que P(K,,) > 1 — 1/m para todo P € T, entonces Ej es soporte
de cada elemento de Ty T" = {P" : P € T} es tensa en (Ey, Bg,). Como tenemos
que Ej es ademas un espacio o-compacto, entonces es separable y puede ser encajado
homeomérficamente en un subconjunto de R*°. Sea h dicho homeomorfismo, por el
Lema 35 la familia ) = {Poh™! : P € "} es tensa en R*® y la imagen de E,
bajo dicho homeomorfismo h serd de igual manera o-compacta; en particular esta
imagen es un boreliano de R*. Por el Teorema 25 la convergencia débil se preserva
bajo homeomorfismos, y por lo tanto la compacidad relativa de ¥;. Entonces, para
cada sucesion {P,}.en en T, la correspondiente sucesién {P;},cn en T, contiene
una subsucesion {P", },ven que converge débilmente en el espacio (Ey, Bg,) hacia una
medida Q. Por el Lema 36 y ya que al extender una medida restringida obtenemos la
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medida original, se sigue que P, % Q°. Por lo tanto T es relativamente compacta.
O

El Teorema Reciproco.

Notemos que para el caso en el que la familia consta de una sola medida, la prueba
se reduce al Teorema 32; de hecho, la prueba es un refinamiento de esta ultima.

Demostracion. (Teorema Reciproco)
Supongamos que para cada real positivo € y d existe una coleccién finita Ay, ... A,
de bolas abiertas de radio 4 tal que:

IP’<UAZ-) >1—¢€ paratoda P e ¥.

i<n

El siguiente argumento muestra que la familia ¥ es tensa. Dada ¢ > 0, escogemos,
para cada entero k, una cantidad finita de bolas abiertas de radio 1/k, Ay, ... Agn,
tal que:

]P’( U Ak,i) >1-— 2% para toda P € ¥.

Si K es la cerradura del conjunto (5, U,<,, Ak, entonces P(K) > 1 —¢, y ya que

FE es completo, K es compacto.

i<ng

Probamos ahora el teorema mostrando que, si la condicion expuesta en el parrafo
precedente falla, entonces T no es relativamente compacta. Es decir probaremos la
negacion de la implicacion del Teorema Reciproco. Supongamos que para cada real
positivo € y § existe una coleccion finita Aq,... A, de bolas abiertas de radio  tal
que:

IP’(UAi> <1 —¢€ para alguna P € ¥.

i<n

Como E es separable, es unién numerable de bolas abiertas A, Ay, As, ... de radio
d.Sea B, = J,., Ai y escojamos IP,, € T de manera que P,,(B,,) < 1—e. Supongamos
que para estd sucesién {IP, }, existe alguna subsucesién {P, s} que converge débilmen-
te a un limite Q. Ya que B,, es abierto tendriamos que P(B,,) < liminf , P, /(B,,)
para cada m fija. Pero entonces, como B, C B, para n’ suficientemente grande |
P(B,,) < liminf /P /(B,/) < 1— € se seguirfa; como B,, es creciente hacia el
espacio F, esto no es posible, completando con esto la prueba. O
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Podemos parafrasear los resultados de la presente seccién a una coleccion de ele-
mentos aleatorios de un espacio métrico F.

Definicién 38. (Sucesién Tensa de Elementos Aleatorios)
Si X1, Xs,... son elementos aleatorios de un espacio métrico (E,d), decimos que

{ X, }nen es tensa cuando la sucesion {P, },en es tensa, donde P, es la distribucion
de X,,.

Ademds, en el caso E = R* ¢ C([0,1],R), identificamos las distribuciones finito
dimensionales de X,, con aquellas de P,,.
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Capitulo 3

El Espacio C([0, 1], R)

A lo largo de esta capitulo, denotamos C' = C([0,1],R), donde C([0,1],R) es
el espacio de las funciones reales, continuas y acotadas definidas sobre el intervalo
[0,1]. Es bien sabido que las funciones continuas definidas sobre un compacto son
uniformemente continuas y que la imagen continua de un espacio compacto es nue-
vamente compacto y por lo tanto acotada. Por lo que bien podriamos haber dicho
que C' consta de todas las funciones reales acotadas e uniformemente continuas.

Consideramos a este espacio con la topologia de la convergencia uniforme. Para
una mejor comprensién de este espacio topologico, damos una breve presentacion
sobre el origen de esta topologia.

Consideremos al espacio métrico (R, e) donde e denota a la métrica Euclidiana en
R, definida para z,y € R como:

e($7y) = |33 - y|’
y denotamos por RI%! al conjunto de todas las posibles funciones de [0, 1] en R.
Para f € RO y cada ¢ > 0, sea V(f,¢€) la coleccién de funciones g € R cuya
grafica G, definida por:
Gy ={(z,g(x)) -z €[0,1]} C [0,1] xR,
no se separa de la grafica de f en mas de una cantidad 0 < § < €; es decir,

V(f,e)={g€C:30<e, |f(x) —g(x)| < paratoda z € [0, 1]}.
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La colecciéon B = {V(f,¢) : f € RO ¢ > 0} forma una base para una topologia en
RO A esta topologfa en R y a su restriccién en C, la denotaremos indistinta-
mente por 7. y le llamamos la topologia de la convergencia uniforme (con respecto
a la métrica e).

Como es usual, diremos que dos métricas en el espacio R son equivalentes si
inducen la misma topologia; y una métrica d en el espacio (R, 7) es compatible si la
topologia generada por d en R coincide con la topologia 7. Una métrica d en R es
acotada si existe un ntmero natural N, tal que

d(z,y) < N para cualesquiera dos puntos z,y € R.

En particular, para la métrica Euclidiana e en R, la métrica e* : R x R — R definida
por

e*(z,y) = min{l,e(x,y)},

es una métrica acotada en R y equivalente a la métrica e.
Como e* es acotada, para el espacio métrico (R, e*), es posible definir la funcién

¢* ROU x ROU S R,

Ccomo

e*(f,9) = sup {e"(f(x), 9(x)) }.

z€]0,1]

Ademdés, tendremos que la métrica é* en R%U es compatible con 7.. Mds atin, gracias
a un resultado topoldgico conocido, tenemos que como el intervalo [0, 1] es compacto
y las métricas e* y e son equivalentes en R, entonces €* y € generan ambas a la
topologia uniforme 7. en C'. Asi pues, escribimos p para denotar a la métrica é* en
el espacio C'y bajo la cual, la distancia entre dos elementos X = ( X (t), ¢t € [0,1])
yY =(Y(t),t€]0,1]) de C se define como:

p(X,Y) = sup |X(t) =Y ()]

te[0,1]
De la discusién anterior concluimos, que gracias a que (R, e) es un espacio métrico,
entonces (RI®! 7,) es metrizable y por consiguiente (C, p) es un espacio métrico.

El espacio (C, p) es separable; un subconjunto denso numerable es aquel que con-
siste de todas las funciones poligonales lineales sobre los intervalos [“~Y/,, ?/,] con
1 < i < n para algiin n € N, y que toma valores racionales en */,, donde 0 < i < n.
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El espacio (C, p) es completo; si { X, }nen s una sucesién de Cauchy en C, enton-
ces,
p( Xy, Xm) <€ si nym>N (3.1)

por lo que para cada 0 < s < 1 fija, se tiene que
’Xn(s) - Xm(5)| < sup |Xn(t) - Xm(t)’ <e€ si n,m > N
t

esto es, que para cada 0 < ¢ < 1 la sucesién de reales {X,,(¢) },en es de Cauchy en
R y por completez de R es convergente a X donde X(t) = lim X, (¢) para toda

t €10,1].
Claramente, se tiene que para cada 0 <t <1,

\an(t) = X()] = [Xm(t) — X(t)H < p(Xn = X, Xin — X).
Por (3.1) y haciendo m — oo tendremos que
| X () — X(t)| <sup|X,(t) — X(t)| < e paratoda n> N
t
Esto muestra que la sucesién {X,,(t) }nen converge uniformemente a X(¢) en [0, 1].

Luego, como para toda n € N las funciones X,, son continuas en [0, 1] y la convergen-
cia es uniforme, la funcién limite X es continua en [0,1]. Asi X € C'y lim X,, = X.
n~~0o0

Esto tltimo nos permite obtener el siguiente resultado, el cual justifica el nombre
de topologia uniforme en C.

Proposicién 39. (Convergencia Uniforme en C')
Una sucesion { X, }neny en C converge uniformemente a X si y solo si {Xp}nen e€s
p-Cauchy y converge puntualmente a X.

Por lo tanto, la metrica p describe la convergencia uniforme sobre [0, 1], es por
esto que es también conocida como la métrica uniforme.

En conclusién, tendremos que (C, p) es un espacio métrico, completo y separable.

3.1. Convergencia Débil y Tensién en C

Para cada entero no-negativo k, denotamos por R¥ a la o-algebra de Borel de
R* y por C a la o-dlgebra de Borel del espacio (C, p). Para un entero k y puntos
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t1,ta,...,tx en [0, 1], consideremos las proyecciones

C+— R*
x— (z(tr),x(t2), ..., z(tr)).

Note que las proyecciones son funciones continuas. Ademas, una funcién h : £ — C
es continua si y solo si la composicién 7,...;, o h : E — RF lo es para cada k.

Tty by,

tg

Definicién 40. (Cilindros)
Los cilindros o conjuntos finito-dimensionales se definen en C' como

mta (H) donde H TR

Denotaremos por F a la clase de conjuntos finito-dimensionales o cilindros en C

Ya que cada proyeccion es continua, es medible y los cilindros recaen sobre C
(F C C). Por otro lado, para € > 0 y un elemento = € C, la cerradura de las bolas
abiertas son de la siguiente forma:

Be(zx) ={y: p(z,y) < ﬂ{y (/o) =y(fn)l <€ i=1,2,...,n};

donde cada uno de los intersectandos es un conjunto finito-dimensional.

Recordemos la definicién de Clase Determinante y Clase que Determina la Con-
vergencia dadas con anterioridad.

Ejemplo 1. Como C' es separable, cada abierto es unién contable de bolas abiertas
y por lo tanto de bolas cerradas, de manera que la clase de los cilindros es una
clase que genera a C. Ademas, ya que F es un algebra de conjuntos, se tiene que los
cilindros conforman una Clase Determinante.

Ejemplo 2. La clase F de cilindros en C, no es una clase que determina la con-
vergencia.

Definicién 41. (Distribuciones Finito Dimensionales en (')

Las distribuciones finito dimensionales de una medida de probabilidad P en (C,C),
se definen como las medidas P o ﬂ;,l,,,tk, donde ..., son las proyecciones antes
mencionadas.

k

Por la continuidad de las proyecciones, la convergencia débil de las medidas de
probabilidad P, en (C,C), implica la convergencia de las respectivas distribuciones
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finito dimensionales P, o ﬂ,;,l“tk; el regreso de esta afirmacion es falso ya que F no
es una clase que determina la convergencia. Por otro lado, ya que F es una clase-
determinante, tenemos que una medida de probabilidad en (C,C) queda tinicamente
determinada por sus distribuciones finito dimensionales.

Debido a que el espacio C' es un espacio completo y separable, del Teorema de
Prohorov se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 42.

Sean P,, medidas de probabilidad sobre el espacio medible (C,C). Si la coleccion
{P, }nen es relativamente compacta y las distribuciones finito dimensionales de P,
convergen a las de una medida de probablidad P, entonces P, — P.

Demostracion. Como la coleccién {P,},en es relativamente compacta, entonces to-
da subsucesiéon {P,},en contiene otra subsucesion {P,»},en que converge débil-
mente a un limite Q. Las distribuciones finito dimensionales de Q deben ser en-
tonces limite débil de las de {IP,» },en ¥ por lo tanto coincidir con las distribucio-
nes finito dimensionales de PP. Es decir, para cada entero no negativo k£ y puntos
(ty,ta, ... tx) € [0, 1]%,

1

-1 w -1 —1 w _
Pn” o 7Tt1~~--tk — Q o 7Tt1~--~t y ]Pn o ﬂ-tl""tk — Po ﬂ—tl"“tk’

k
por lo que P o Wﬂ-l---tk =Qo wt:_l.._tk. Pero como toda medida de probabilidad en C'
queda completamente determinada por sus distribuciones finito dimensionales, P y
Q deben de coincidir. Entonces cada subsucesion {P, },en contiene otra subsucesion
{P,» }nen que converge débilmente a P, y por el Teorema 17 la sucesién completa
{P,, }nen converge débilmente a P. O

No esta de mas observar que si de inicio {P, },en converge débilmente a P, entonces
es relativamente compacta, de manera que no es una requerimiento excesivo para
pedir la convergencia.

Supongamos que {P,}.en es relativamente compacto y que para cada vector
(t1,to, ... tx), Py o W,;,l__tk converge débilmente a alguna medida de probabilidad
Q;,!., sobre (R¥, R¥) —el punto por el momento es no asumir que Q;,’._, es una
distribucion finito dimensional de una medida de probabilidad en (C,C). Se se-
guird de igual manera que para cada subsucesion {P,/},en existe otra subsucesién
{P,» }nen que converge débilmente a algin limite. Ya que este limite debe tener a las
Q;l,l,,,tk como sus dsitribuciones finito dimensionales, esta medida queda tinicamente
determinada. Por lo que {IP,, },,en converge débilmente a alguna medida P.
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Estas ideas proveen de una técnica poderosa para probar convergencia débil sobre
(C,C). Uno primero prueba que las distribuciones finito dimensionales convergen
débilmente y posteriormente que la sucesién es relativamente compacta.

Ademas, gracias al Teorema de Prohorov, vimos que un criterio efectivo para probar
la compacidad relativa, es que dicha sucesién sea tensa; de hecho, la compacidad
relativa de un familia de medidas de probabilidad en el espacio (C,C) es equivalente
a la tension de dicha familia.

Recordemos que si X,, son elementos aleatorios del espacio C, decimos que la
coleccion { X, }nen es tensa si la coleccion {IP, }en de sus correspondientes distribu-
ciones lo es. Ademads identificamos a las distribuciones finito dimensionales de X,
con las de PP,; con esto la proposicion anterior puede interpretarse de la siguiente
manera:

Proposicién 43.
Sean X1, X9, X3,... elementos aleatorios del espacio medible (C,C). Si la coleccion
{ X, }nen es tensa y las distribuciones finito dimensionales de X,, convergen a las de

X, entonces X, 20X,

3.2. Funciones Aleatorias

Sea X una funcién de un espacio de probabilidad (£2, 5,P) en C. Por el momento
no asumimos que X sea medible (X~!(C) C B). Para cada w € €, X(w) es un
elemento en C' — una funcién continua en [0, 1] cuyo valor en un punto ¢ de dicho
intervalo lo denotamos por X;(w) = X (¢,w). Dada una t fija (0 <t < 1), denotamos
por X; a la funcién real sobre € con valor X;(w) en w

X; : OQ—R
w— Xi(w).

Notemos que X; es simplemente la composicién 7; o X. Con lo anterior, obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

X

Q — C
Xt \ / Tt
R
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De manera similar, denotamos (X;,, X4,, ..., Xy, ) a la funcién

(th,th,...,th) : Q'—>Rk
wr— (Xy, (), Xy (w), ..., Xy, (w))

Si tenemos que A = {z € C' : z(t) < a}, entonces
AeC y X HA)={w:Xi(w)<a}

Se sigue que si X es un elemento aleatorio de C' (X '(C) C B) entonces cada X; es
una variable aleatoria (X; '(Bg) C B) y en consecuencia cada (X;,, X,, . .., Xy, ) s
un vector aleatorio.

_ Por otro lado, supongamos que cada X; es una variable aleatoria. Denotamos por
Bs(X (wp)) a la bola cerrada en C' de radio § > 0 y centrada en X (wy) =z € C. Se
tiene entonces que:

X' (Bs(z)) = {w:X(w)€ Bs(x)}
= {w:p(X(w),z) <4}
= {w:x(t) — 0 < X(t,w) <0+ x(t) para toda t}
= () {w:z(t) -0 < X(tw) <6+a(t)},

de manera que X ' (B;(z)) € B. Como C es separable, se sigue que X !(C) C B.
Por lo tanto, X es un elemento aleatorio de C. Con esto hemos mostrado que X es
una funcién aleatoria (elemento aleatorio de C') si y solo si cada X; es una variable
aleatoria.

En lo que resta que del capitulo tendremos principal interés en funciones aleatorias
construidas de la siguiente manera. Sean &, &, ... , variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (2, B, P). Por el momento no es necesario que este
proceso tenga alguna propiedad especial como el ser estacionario o independencia
de las variables. Definimos

S":Z& con Sp=0
i—1

y construimos a X, a partir de las sumas parciales Sy, Si, ..., S,; para puntos
+ € [0,1] con 0 <4 < n, hacemos



Nos concentraremos en factores que normalizen la expresién de la forma o+/n.
Para los puntos restantes ¢ € [0, 1], definimos a X,,(¢,w) por interpolacién lineal: Si

t e [(i_l) ’}, entonces

n ’'n

it = B () ()

n

— %Sﬁ—l(w) + n(t ! ; 1)0%/5&(00)'

(i=1)

n

B

comoi—1=[nt]site [ , %), podemos definir mas concisamente la funcién por

X, (tw) = J—\l/ﬁs[nﬂ (@) + (nt — [m])%g[nﬂﬂ(w). (3.2)

Como las &; y S; son variables aleatorias , tenemos por (3.2) que X,,(t) es una variable
aleatoria para cada t. Por lo tanto, las X,, son funciones aleatorias.

Una pregunta natural es la siguiente: ;Cuando este tipo de funciones conforman
una sucesion tensa? En primera instancia tenemos el siguiente resultado cuya prueba
puede ser encontrada en [1] Teorema 8.3.

Teorema 44. Una sucesion de medidas {P,, }nen es tensa si las siguientes condicio-
nes se satisfacen:

(1) Para cada n > 0, existe a tal que

P.{x:|z(0) >a} <n, n>1.

(17) Para cada e,n > 0, ezisten § € (0,1) y un entero Ny tal que para todat € [0, 1],

1
SP" {x: sup |z(s) — x(t)| 26} <n, n>Np.

t<s<min {t+4,1}

Sin embargo, al momento de considerar una sucesién de funciones aleatorias { X, }nen
sabemos que esta sucesién es por definicién tensa cuando la sucesién conformada
por sus respectivas distribuciones es tensa. Luego es posible enunciar dicho teorema
en términos de la sucesién {X,, }nen de la siguiente manera:
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La sucesion {X, }nen es tensa si {X,,(0)},en es tensa y para cada €, > 0, existe
5 € (0,1) y un entero Ny tal que paran > Ny y t € [0, 1]

t <s<min {t+04,1}

1
SP{ sup | X (s) — Xn(t)| > e} <n, n>DN.

Asi las cosas, utilizando la definicién de las funciones dadas por (3.2) es posible
traducir este tltimo resultado restringiendo nuestra atencién sobre la manera en que
se comportan las fluctuaciones de las sumas parciales S;. Sit =k/nyt+9 = j/n,
con k,j € N, entonces la condicién anterior se reduce a

IP’{ mix U\/—!&m Skl = 6} <.

Teorema 45.

Sea { X, tnen una sucesion de funciones aleatorias definidas como en (3.2). La su-
cesion { X, tnen es tensa si para cada € > 0 existe un A > 1 y un entero positivo Ny,
tal que sin > Ny y k € N, entonces

B{ mixlSies - S 2 MoV < 1

Requerimos que A > 1. Obsérvese que el resultado es trivial si A < /€).

Demostracion. Dadas € y 1, encontraremos § € (0,1) y un entero positivo Vg para
el cual, sin > Nyy k€N

1
IP’{ max

s 0\/—|Sk+z Sk| Z 6} S n. (33)

Ya que (3.3) se vuelve una desigualdad més estricta conforme decrecen € y 7 -debido
a que heuristicamente estamos pidiendo que conforme el respectivo evento crece su
probabilidad decrece- sin pérdida de generalidad supondremos que ¢,7 € (0, 1).
Por la hip6tesis, reemplazando e por ne?, tenemos que existe A > 1 y un entero
positivo Ny, tal quesin > Ny y k> 1,

{ maX | Sk — Sk| > )\0\/_} 71\62 (3.4)

Proponemos § = €2/\% como A > 1 > ¢ tenemos que 0 < § < 1.
Sea Ny un entero por arriba de Ny /4.
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Sin > Ny, entonces [nd] > Ny, y se sigue de (3.4) que

2
IP’{ Max | Sk — Sk| > Ao/ [né]} < Tj\%

i<[nd]

Como A/ [nd] < ey/n y también n f\—z =19, (3.3) es valido para todo ksin > Ny. [
Si {Sy, fnen es un proceso estacionario, el teorema recién probado se reduce a
) €
IP’{ nlglganx\sﬁ > )\a\/ﬁ} <33
Podemos absorber o en \ y pedir

, €
IP{ r%%lx|5i| > )\\/ﬁ} < o con A > 0.

3.3. Medida de Wiener y Movimiento Browniano

En la presente seccién recordaremos algunas propiedades basicas e importantes
del movimiento Browniano. Se enuncian teoremas y proposiciones esenciales que
forman parte de una teoria extensa cuyo objetivo difiere del presente trabajo.

Recordemos que una variable aleatoria Normal con parametros (u,o?), donde
i € Ry o? > 0 son respectivamente su esperanza y su varianza, es una variable
aleatoria cuya densidad esta dada por:

1
fx(t) = e P27 o <t < 0.

\2mo

Tal distribucién se denota usualmente como N(u,0?). Debido al trabajo funda-
mental del matematico C. F. Gauss, las variables aleatorias normales son también
comunmente llamadas gaussianas.

Decimos que X se distribuye como una variable aleatoria gaussiana con media p
y varianza o2 > 0 si su transformada de Fourier (funcién caracteristica) satisface:

) ) 242
ox(u) :=E[e"*] =™~ "2~ para toda u € Ry.
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Teorema 46. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias gaussianas tal que

para toda n

X, @ N(my,0?)  donde m, €R, o, >0

n

2

n

i.e se distribuyen como una normal con media m,, y varianza o

2

n

(i) Si X, 2y X, entonces X @ N(m,c?) donde m = lim m,, y 0> = lim o

n~~>oo n~0o0

(13) Si X, LR X, entonces para toda p > 1, X, X,

Nétese que en el caso degenerado §,, = N(u,0) (también conocida como la me-
dida de Dirac en el punto p). Cuando u = 0 y 0% = 1, decimos que N(0,1) es la
distribucién Normal estandar.

. )
Demostracion. (i) Como X, = X, entonces

2

vx, (\) = exp {imn)\ — )\2%} — px(A),

en particular tendremos que por continuidad del moédulo

2
o
lox, (A)] = exp —)\27”} — |ex(N)|, paratoda X € R,
lo cual implica que 02 — 0% € [0,00). Ahora veamos que (m,),>; es acotada.
Supongamos que existe una subsucesién (m,, )i>1 tal que m,, — oo y para toda
a € R consideramos b > a un punto de continuidad de F'x, de funcién de distribucién
de X. Claramente

1
Fx(a) < Fx(b) = lim Fx, ) <limsup Fx, (my,) = 2

g
k~~00 krs00

lo cual es una contradiccién por lo tanto la sucesién (m,,),>1 es acotada. Finalmente
supongamos que m,m’ son dos puntos de adherencia de dicha sucesion, entonces

e = ™A para toda A € R,

lo que claramente implica que m = m’. Sea lim,,..oo m,, = m, la transformada de
Fourier de X satisface

2
©x(N) = exp {im)\ — %)\2},
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por lo tanto X es una variable aleatoria Gaussiana con media m y varianza o?.

(ii) Para probar este inciso, recordemos que la transformada de Laplace de X,

satisface )

o
]E[eO‘X"} = exp {mnoz + 7”042} para toda a € R.
Como el < e* + e77, es claro que

sup E [e""X"q < 400 para toda o € R.
n>1

Luego, para ¢ > 0 se tiene que |z|? < e®l*l para |z| suficientemente grande de donde
deducimos que
sup E[|X,|7] < +o0
n>1
y €n consecuencia
sup E[|X,, — X7 < +o0.

n>1

Sea p > 1. La sucesién (Y, )nen con Y,, = | X, — X |? converge a cero en probabilidad
por hipétesis y es uniformemente integrable ya que estd acotada en £2 tomando
q = 2p. Por lo tanto,

E[|Xn — X|p} — 0.

gedhere O

Denotamos por I a un conjunto de indices subconjunto de R*. Al considerar
procesos definidos sobre un intervalo [0, 7] para T' > 0, entenderemos que I C [0, 7.
Sea (2, B,P) un espacio de probabilidad abstracto.

Definicién 47. (Trayectoria)
Para cada w € Q, la trayectoria del proceso X = (X)) correspondiente a un posible
resultado w es la funcion definida sobre I dada por t — X;(w).

Definicién 48. (Vector Gaussiano)
Un wvector aleatorio R™-valuado (Xy,...,X,) es Gaussiano, si toda combinacion
lineal Y7 | a; X; tiene distribucion (unidimensional) Normal.

Definicién 49. (Proceso Gaussiano)
Un proceso (Xi)ier es Gaussiano, si para toda n y todo vector (ty,...,t,) € I",
tenemos que (Xy,,...,Xy,) es un vector Gaussiano con valores en R™.
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Definicién 50. (Movimiento Browniano estandar)
Decimos que B = (By)i>0 es un movimiento Browniano estindar, si B es un proceso
Gaussiano real centrado con trayectorias continuas casi sequramente, tal que By = 0

Y
IE[BSBJ =sAt con s,t>0.

De manera analoga, es posible definir un movimiento Browniano B = (B)scpo,1) en
un intervalo [0, 7], como un proceso Gaussiano centrado con trayectorias continuas
casi seguramente y tal que

E[B,B;] =sAt con s,te0,T].

La siguiente proposicién nos permite determinar cuando un proceso X = (Xj)ies es
un movimiento Browniano.

Proposicion 51. Un proceso X es un movimiento Browniano si y solo X tiene
trayectorias continuas casi sequramente y satisface:

i) Xo =0 casi seqguramente.

ii) Para n > 2 y para toda elecciton de puntos 0 < t; < to < ... < t,, los
mcrementos
Xy, Xoy — Xpyy oo, Xy, — X,

son independientes.

iii) Para todo 0 < s <'t, se tiene que X; — X @ N(0,t —s).

OBSERVACION. Es comtn referirse a la propiedad i7) y 4i7) diciendo que el movimien-
to Browniano tiene incrementos independientes y estacionarios respectivamente.

Demostracion. <] Consideramos 0 < t; <ty < ... <t, vy sea

(X, Xy — Xpyy oo, Xo, — X4, ),

un vector Gaussiano, entonces (X, , Xy,, ..., Xy,) también lo es y en consecuencia

. d
tendremos que X es un proceso Gaussiano ya que X @ N(0,t) para toda t > 0.
Sean s,t > 0 y supongamos sin pérdida de generalidad que s < t, entonces X, y
X; — X, son variables aleatorias gaussianas independientes, lo cual implica que

E[X.X,] =E[(X; + X, — X,)X,] =E[X?] = s.
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En general E[XtXS} = s At para toda s,t > 0, por lo que X es un movimiento
Browniano.

=] Supongamos ahora que X es un movimiento Browniano. Como E[Xg} =0,
entonces Xg = 0 c.s. Para 0 < s < t, X; — X, es una variable aleatoria Gaussiana
centrada. Por otro lado observemos que

E[(X:— X,)’] =E[X7] +E[X?] —2E[X. X, =t+s—25s=1t—s,

lo cual implica que X; — X @ N(0,t — s). Finalmente probemos (i).

Sean 0 < t; <ty < ... < t,, como (Xy,,Xy,,...,Xy,) es un vector Gaussiano
entonces

(thXtQ - Xt17 s 7th - th—l)

también lo es y ademéds para toda i < j, se tiene que

Cov(Xeyy, — Xuon Xoy — Xyy) = E[X, X, ] +E[X, X0 ]
~E[X,,, X,,] - E[X, X,

= tip1+ti—t; —tiy1 =0.

i+1 1

j+1}

Por lo tanto X;,, Xy, — Xy,,..., X, — X4, , son independientes. ]

1

El siguiente teorema debido a Wiener prueba la existencia del movimiento Brow-
niano.

Teorema 52. (Wiener - 1923) El movimiento Browniano eziste.

Demostracion. (Levy - 1948) Comenzamos por la construccién del movimiento Brow-
niano en el intervalo [0, 1]. Para esto consideramos una familia de variables aleatorias
Gaussianas centradas con varianza unitaria (§x, : 0 < k < 2" n > 0) y definimos
un nuevo proceso (X, (¢) : ¢t € [0,1] n > 0) de manera recursiva:

1. En el primer paso, hacemos
XO(O) = 0, XO(l) = 5070
y X lineal en el intervalo [0, 1].
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2. En el segundo paso, hacemos

y X1 lineal en el intervalo [0,1/2] y (1/2,1],

y asi sucesivamente.

En general tendremos que para toda n > 0, el mapeo t — X,,(¢) es lineal en cada
k+1

on’ 9n

2j 2) 2j+1 2j+1 §2j+1.n
X, = | =X,_ , X, = X,_ ——.
() =5a(ah) ()= (557) S
Afirmamos y probamos por induccién lo siguiente. Para toda n > 0, el vector
(Xn(k/2") : 0 < k < 2™) es Gaussiano, centrado y de covarianza

uno de los intervalos [ } y ademas

E[X,(k/2")X,(1/2")] = 2% A QLH (3.5)

Notemos que el enunciado se cumple para el caso n = 0 y supongamos que es valido
para los casos 1,...,n — 1. Primero observemos que (Xn(k/2”) 0 < k< 2”)
es combinacién lineal del vector Gaussiano <Xn,1(k/2”_1) 0< k< 2”_1> y de
la familia de variables aleatorias Gaussianas (é}m 0 <k < 2”) las cuales son
independientes de (Xn_l(k/Q”_l) 0< k< 2"_1>; en consecuencia es un vector
Gaussiano. Para probar (3.5), basta ver que

E[X2(k/2")] = &

A

los cual es claro para el caso k& = 27, por la hipdtesis de inducciéon. Veamos que
también se cumple para el caso k = 25 + 1,

2j+1 2j+1 §2+1m
X, = X,_ :
( 2 ) 1( 2 )+ 23"
1 J J+1 §2j41,n
= (X X )
(5 (5) 2 (59) )+ S
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lo cual implica que
27 +1 1 o (7+1

e (357)] - 4(E{ (z )]HE[XM 7))

J+1 1

2n—1 +2n+1

Por lo que para toda n > 0, (X, (%)):cjo,1) es un proceso Gaussiano centrado.

2n

Finalmente para construir al movimiento Browniano en el intervalo [0, 1] definimos
los siguientes conjuntos,

mﬁwswpm@—xwﬁﬂ>#}

t€[0,1] 21

Notemos que
2" —1 1
P(A4,) = IP’( U { sup ‘Xn(t) _Xn—l(t)‘ > 7})
7o Lteli/en G+1)/20] 21

m_1 . 1
= P( { sup 2j+1,n _n})
]'L:J(] tE[]/Q" ]+1)/2n] ‘2(”"'1 | 4

< 2"'P(IN(0,1)] > 20D/
= 2"P(N(0,1) > 2"*2/%) (Principio de Reflexién)

1 n/2
< o(8n—1)/4,~2
R ‘

9

lo cual implica que » - (P(A,) < oo. Gracias al Lema de Borel-Cantelli tendremos

que existe un conjunto Q € F con IP’(Q) = 1 de manera que para cada w € Q, existe
un entero Ng = Ny(w) tal que para toda n > Ny,

1

sup | X, () — Xnoa(t)] > ST

te(0,1]

esto es, casi seguramente el proceso (X, (-)) converge uniformemente en el intervalo
[0, 1]. Como esto ocurre en el espacio C([0, 1], R) dotado con la topologia uniforme
dicho limite es una funcién continua. Sea

X(t) = lim X, (1), telo,1],

n~0o0
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por construccion el proceso (X (t) : t € [0,1]) es un proceso Gaussiano que satisface

E[X(t)X(s)] = lim E[X,(s,)X,(tn)] = lm s, At, = s AL,

n~~>00 n~~>00

donde s, y t,, son diddicos de la forma j27" y tal que s, = sy t, — t.

Para finalizar la prueba consideramos B°, B!, ... movimientos Brownianos indepen-
dientes definidos en el intervalo [0, 1] y definimos al proceso,

B} sitel0,1)
B = nl :
B, + > B™ site€[n,n+1)
m=0
el cual claramente es un movimiento browniano definido en R, . O

Consideramos ahora al espacio C' := C(R4,R), el espacio de funciones continuas
definidas en R, con o-algebra de Borel C generada por la topologia uniforme.

Definicién 53. (Proceso de Coordenadas)
Definimos al proceso de coordenadas X = (X;)icjo1) en C mediante la aplicacion

Xt : C — R
w — Xi(w) = w(t).

Proposicién 54. Las o-dlgebras C y o(X;, 0 <t < 1) coinciden.

Demostracion. Notemos en primera instancia que para toda t > 0, X; es continua
en C'(R,,R), por lo tanto son medibles respecto a C(R,R), es decir tendremos que
o(X;:t>0) CC(R4,R)

Ahora bien, para toda wy € C(R,,R), vemos que

dn(w,wo) = sup |w(t) —wo(t)].
te[0,n]NQ

es 0(X; : t > 0)-medible. Sea F' un conjunto cerrado en C'(R,,R), v (w,), una
sucesiéon densa en F'. Notemos que

F = {weCR4,R):d(w, F)=0}
= {weCR,R): i%fd(w,wn) =0} €o(X;:t>0)
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Como F fue un cerrado arbitrario de C'(R,,R) concluimos que
CRL,R)Co(X;:t>0).

Con esto finalizamos la prueba. O

Sea Z = (Z;)ic0,1) un proceso con espacio de estados (R, R) y trayectorias conti-
nuas casi seguramente -recordemos que R" es la o-algebra de Borel de R"- y definido
por la aplicacién

p:Q — C
w — Pw) = Z(w) = (Zi(w), t€[0,1]).
La funcién ¢ es B-C-medible ya que X; o ¢ = Z; es medible para cada t € [0, 1].

Denotemos por P, a la medida imagen de P por la aplicacién ¢. Llanamente, para
todo vector n-dimensional (t1,...,t,) € R" y todo Boreliano A € R"

P((Zy,....Z,) € A) =P, ((Xy,,...,Xs,) €A),

es decir, los procesos X y Z tienen las mismas distribuciones finito dimensionales.
La ley P, queda entonces determinada por la leyes de

{(Zsyy.. o Zy) s (tr,y .. tn) €10,1)", n> 1},
puesto que la clase de los conjuntos finito dimensionales
{(Xt17...,th)EAI(tl,...,tn)E[071]n, AER”, nZl},

es una Clase Determinante, esto es, dos medidas sobre C(R,,R) que atribuyen
la misma masa a los conjuntos de este tipo son idénticas. Luego, el proceso de
coordenadas X y el proceso Z son equivalentes. La medida de probabilidad Py es
llamada la ley del proceso aleatorio Z.

Como ejemplo de nuestro interés tomemos a Z como el movimiento Browniano.
La ley de Z es llamada la Medida de Wiener sobre C'(R,,R), la cual denotamos por
W. La medida de Wiener es una medida probabilidad sobre C' caracterizada por las
siguientes propiedades:

(1) W{z e C:2(0)=0}=1
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(74) Para todo enterony a; > 0coni=1,2,...,n,

(ﬂ {r eC:at;) —x(tiy) < ozi})

U \/Tt)/ Xp{_ﬁ}d“

Llamamos a (X;);>o en el espacio (C,C,W) el proceso canénico del movimiento
Browniano.

Teorema 55. La medida de Wiener existe y es la unica medida de probabilidad en
C, bajo la cual el proceso de coordenadas es un movimiento Browniano.

Sea X = (X})i>0 el proceso canénico del movimiento Browniano. Gracias a la
continuidad de las trayectorias tenemos que para toda t > 0,

sup X; = sup X,
SE[s,t] sE[s,t]NQ

es una variable aleatoria. De la misma manera vemos que

t
/ X2ds,
0

también es una variable aleatoria. En general si B es un movimiento Browniano
definido en un espacio arbitrario, entonces para toda t > 0

t t
sup B, inf B, / B2ds, / ePads,
0 0

s€[s,t] 5€[s,t]

son variables aleatorias.

Sea x € R, la medida W* es la medida imagen en C' de W por la aplicacion,
C(R+> ]R) — C(R+> ]R)
w — w+z.

El proceso (Xi)i>0 bajo W? es llamado movimiento Browniano comenzado en z.
Este proceso esta caracterizado por :

(1) Xo=1xz cs.
(77) Es un proceso con incrementos independientes.

()

(i13) Para toda s <t, X; — Xy = N(0,t — s).
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3.4. EIl Teorema de Donsker

Dada una sucesién de variables aleatorias (§; );-, definidas sobre un espacio de
probabilidad (2, B, P), consideramos las sumas parciales

&:2@-

y definimos un elemento aleatorio X,, de C' por:

X (t:) = —= S + (0 = ]) —= Gy (). (3.6)

Probaremos la convergencia en distribucion de las X,,, pero antes presentamos un
lema que nos auxiliard al momento de demostrar que dicha coleccién es tensa.

Lema 56. Sean &1,&, ..., &, variables aleatorias independientes con media 0 y va-
rianzas finitas positivas o?, i = 1,2,...,n. Haciendo S; = & + -+ + & y a? =
o2+ 05+ -+ 0? tenemos que

IP{ max|S;| > /\an} < 2P{|Sn| > (A — \/E)an}.

Demostracion. Notemos en primera instancia que si A < v/2, el resultado es trivial.
Consideremos los eventos

E, = {méX|Si| < Ay, < |Sk|}
i<k

Si A > /2 es facil ver que
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{mxlsil = a0} = 0 01512 )
tsn i=1

c {1502 (- VR u | LIS 2 Aan}]

= {15,124~ V3 U | U (180 2 dan} 11180 < <A—ﬂ>an}]
= (15> (A - VD)
U [U {IEEZX’SH < )\an} NA{]Si| > Aa } N {|S] < (A — ﬁ)an}]

i=1

= {|Sn| > ()‘ - \/é)an} U

UEn s < (- ﬂ)an}]

donde en la segunda y tercera igualdad se han ajenizado las uniones, obteniendo que
]P’{ max |.S;| > )\an}
i<n

n—1
< P{|S,| > (A = V2)a,} + ZIP’(El N{]S] < (A = V2)a,}). (3.7)
i=1
Como |S;| > Aoy, v |Sn| < (A — v/2)a, juntos implican |S, — S;| > a,v/2, se sigue

de la desigualdad de Chebyshev y la hipétesis de independencia de las & que la
sumatoria en (3.7) es a lo mas

gp(Ei)P{\Sn — Si| < V2a,}

n—1 n
1 2
< Z P(E;) %2 Z Uk]
1 n—1
< 3 Z ) <= IP{ méx | 5] > /\ozn} (3.8)
Combinando (3.7) y (3.8), llegamos a la desigualdad deseada. O

Teorema 57. (Donsker)
Supongamos que las variables aleatorias &, son independientes e idénticamente dis-
tribuidas con media 0 y varianza o > 0 :

E[¢.]=0, E[&]=0"
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Entonces las funciones aleatorias X, definidas por (3.6), satisfacen

X, 2 B,

n~0o0

donde B es un movimiento Browniano estdndar.

Demostracion. Primero mostraremos que las distribuciones finito dimensionales de
las variables aleatorias X, convergen a las de B. Para k = 1, consideramos un tiempo
S; queremos ver que

T5(X,) = Xu(s) 2 B,. (3.9)
Como |[a] — o <1 para todo a € R, obtenemos de (3.6) que

P
Xn(3> S[ns] f[ns]—&-l — 0 (310)

1
0\/_ o\v/n
donde la convergencia en probabilidad se sigue de la desigualdad de Markov. Ha-
biendo mostrado esto, (3.9) se seguird del Teorema 23 si probamos que

Sn5—>B
0\/—[1

Pero esto ltimo es una clara consecuencia del Teorema del Limite Central y el hecho
de que [ns]/n — s cuando n — co.

Para k = 2, consideramos ahora dos tiempos t y s con s < t. Queremos probar
que
D
Tt (Xn) = (Xn(s), Xa(t)) = (Bs, Br),

lo cual sera consecuencia del Corolario 26 del Teorema 25 si probamos que
(Xa(s), Xa(t) = Xu(s)) = (B, By = By),

va que (X, Y,) = (X,Y) implica X, + Y, = X +V.
Por (3.10) y ésta misma relacién pero con ¢ en vez de s, es suficiente probar que
1 1
(aﬁ Stnsl: ovn
En esta ultima relacion las entradas del vector izquierdo son independientes, por

la independencia de las &,, por lo que la convergencia en distribucén se sigue del
Teorema del Limite Central y el Teorema 19. De esta manera podemos ir tomando

(Spt) — Spns))) = (Bs, B, — By).

64



conjuntos finitos de tiempos e ir probando la convergencia en distribucién de las
distribuciones finito dimensionales para k = 3,4, ..., verificando inductivamente
que las distribuciones finito dimensionales convergen propiamente.

Por dltimo veremos que la coleccién de variables { X, }nen es tensa. Por el Lema 56
tenemos que para A > 2v/2,

1
Pl mixlsi 2 2ovi) <2815 2 \ova]

Por el Teorema del Limite Central,

1 1 23
]P){|Sn| > Aia\/ﬁ} — IED{|N(0,1)‘ 2 /\5} < FE [|N(30,1)|]'

Luego si € > 0, tenemos que para A suficientemente grande

€
1i P X |Sk| > A < —.
ftn sup {rlglggl Kl > Ux/ﬁ} v
Por la definicion de limite superior, tendremos que existe un entero no negativo N,
tal que
€

sup IP’{ max |Sy,| > )\a\/E} < =,

n>N k<n A2
por lo que finalmente, para toda n > N,

<ﬁ'

IP’{ méx|S;| > ANE}

De esto tltimo, concluimos que la coleccién { X, },en es tensa por el Teorema 45.
Finalmente, de la convergencia de las distribuciones finito dimensionales, se obtiene
gracias a la Proposicion 43 el resultado deseado. [
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Capitulo 4

Arboles Aleatorios

En un principio se explica como los arboles aleatorios discretos pueden ser codi-
ficados por trayectorias discretas como la funcién altura y la funciéon contorno del
arbol. Se da una prueba de que la funcién altura reescalada asociada de un bosque
de arboles de Galton-Watson independientes converge en distribucion hacia el Mo-
vimiento Browniano Reflejado sobre la recta real positiva. Se veran posteriormente
ciertas consecuencias interesantes de esto ultimo. Recuperamos un famoso teorema
de Aldous mostrando que para una funcién contorno reescalada adecuada de un
arbol de Galton-Watson condicionado a tener n-vértices converge en distribucion
hacia la excursion Browniana normalizada cuando n crece hacia infinito.

4.1. Arboles Discretos

En esta seccién nos interesamos en drboles aleatorios (finitos) ordenados con raiz.
Damos a continuacién el conjunto de etiquetas

™
n=0

donde N = {1,2,3,...} y por convencién N’ = {&}. Un elemento u en U como lo
sugiere la definicién es un elemento u = (u!,u?,...,u™) € N™ para algin m natural
y escribimos |u| = m para denotar esta pertenencia; es comun referirse a |u| como
la “generacion” del elemento w.
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Siu=(u',u?...,u™) yv=(vlv% ... v") son elementos de U, escribimos

u@=ou=u y u= v . u")=vv-u

Finalmente, escribimos u =< v si u es un “ancestro” de v, queriendo decir con esto
que existe w € U tal que uw = v. El conjunto (U, <) es Parcialmente Ordenado.
Sean u,v € U, denotamos por u A v al “ancestro comin” mas grande de u y v, o
bien al ancestro comin mas inmediato a ambos.

Al conjunto U lo consideraremos con el orden lexicografico (<); donde si u,v € U,
tenemos que v < v si y solo si 4 = v o bien u A v es un ancestro estrictamente
distinto de u y v de manera que ul*\"*I+1 < plv vI+L E] conjunto (U, <) es Totalmente
Ordenado.

Sea ¢ : U\ {@} — U una aplicacién definida por

la cudl considerando el orden lexicografico es creciente (¢(u) es el “padre” de u).

Definicién 58. (Arbol Finito Ordenado con Raiz)
Un drbol finito ordenado con raiz, es un subconjunto finito t C U tal que:

(1) oet
(17) Stuet\{D} entonces también p(u) € t
(131) Para todo u € t existe un entero k,(t) >0, tal que Vi € N :

wi €t siysolo si 1 <i<k,(t).

Notacién. A = {Arboles finitos ordenados con raiz}.

Los elementos de t son llamados vértices. Interpretamos al nimero real &, (t) como
el numero de hijos de u en t; debido a esta tultima interpretacion, es posible denotar

ky(t) =sup{i >1:ui€ t}.
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La nocion de hermano, ancestro y descendiente son naturalmente inducidas por la
de hijo tal como en la vida cotidiana. La generacién |u| es igualmente conocida como
la altura de u. Los vértices que no tienen hijos son llamados hojas.

En lo subsecuente, se considerard a los elementos de un arbol t € A, como indi-
viduos de una poblacion para la cudl t es el “drbol genealdgico”. La cardinalidad de
t, es el numero de vértices en el arbol y lo denotamos por #(t).

Un arbol finito ordenado con raiz tiene la representacion de una gréafica plana -
de donde proviene su nombre alternativo de arbol plano - donde los vértices estan
conectados por un segmento de recta con cada uno de sus hijos y se encuentran
ordenados de izquierda a derecha en orden lexicografico.

Una observacién importante es que los arboles t € A al ser subconjuntos finitos de
(U, <) y considerarlos con el orden lexicografico (t, <), poseen un Buen Orden, con
lo que es posible tomar elementos minimos con respecto a <.

Notacién. A, = {t € A: #(t) = n} de donde

A=A

n>1

Asi las cosas, si t € A entonces existe un entero n = #(t) tal que t € A,,. Luego,
Si @ = Uy, Us, ..., Ux () son los elementos de t en orden lexicografico es posible asociar
a t con el vector

(Fuy (8), -5 B (£)),

cuya i-ésima entrada es respectivamente el nimero de hijos del 7-ésimo elemento
mas grande de t respecto al orden lexicografico.

Formalmente con lo anterior es posible definir una funcién inyectiva

A — UN"
n>1
t o (R (), kg (8))

La siguiente proposicion nos indica que efectivamente esta aplicacion es inyectiva.

Proposicién 59. (Caracterizacién de arboles en A)

Sean t1,ta € A tales que #(t1) = #(t2) = n. Sean uy, ..., u, y vy,...,v, respecti-
vamente los elementos de t1 y to en orden lexicogrifico. Si para cada ¢ € N se tiene
que ky,(t1) = ky,(t2), entonces t1 = to. En particular u, = ve para toda ¢ < n.
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Demostracion. Sean tq,ty € Ay supongamos que t; # t,. Entonces:
Caso 1 Si ky(t1) # ku(t2) ya acabamos.

Caso 2 Si ky(t1) = ky(ta), sea
z = ml'n{u € (Z/{, S) U e (tl \tg) U (t2 \t1>},

esto es, z es el primer elemento en U tal que z € t; N t5 ; sin pérdida de generalidad
supongamos que z € t; \ to. Por minimalidad de z tendremos que si es el ¢-ésimo
elemento mas grande en t; (z = uy) entonces (uq,...,ur—1) = (v1,...,v-1), lo cual
es equivalente a decir que ti,to comparten sus primeros ¢ — 1 elementos. Veamos
ahora porque

(ku1 (t1)7 SRR kué—l(tl)) 7& (kvl (tQ)? s 7kve—1(t2))‘

Notemos que ¢(z) el padre de z debe pertenecer a ambos drboles tq, to; més ain,
ocurre que debe tener la misma etiqueta en ambos (digamos ¢(z) = u, = v, con
r < ¢ —1) puesto que antes de z los elementos en ambos drboles son los mismos
y deben mantener el mismo orden lexicografico. Sin embargo, claramente tenemos
que Ky (t1) > ky(z)(t2). Efectivamente, sea 2 = ¢(2) - o donde o € N, entonces

z€t; = 2z=u,-a donde o <k, (t1),

por otro lado
z &ty = z=uv,-a donde a >k, (tz2).

Por lo tanto

(kg (€1)5+ o K (81), ooy Ky (81)) # (Kuy (82), oy K (B2), - ooy Ky, (2)).

]

Ahora comenzaremos a entender como es que los arboles pueden ser codificados
por funciones discretas. Introducimos la siguiente manera de codificar un arbol.
Para cada n € N consideramos a las sucesiones finitas de enteros no-negativos
(mq,...,m,) tales que:

(1) my+mo+---+m; > VZ€{1,2,,TL—1},

(2) ml—i—mg—l—---—i-mn:n—l.
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Notacién. Para cada n > 1 denotamos por

S, = {(my,...,m,) € N": La sucesién finita cumple (1) y (2)}, vy

S=Js.

n>1
Recordemos u; = @, ug, - -+ , ux () son los elementos de t en orden lexicogréfico.
Proposicién 60. La funcion
Dt (kuy (b)), kuy (B), o Ky, (E))

define una biyeccion entre A y S.

Demostracion. Sea #(t) = N, la suma ky, (t) + Ky, (t) + - + ku,, (t) es el total de
hijos de todos los individuos del drbol y en consecuencia es igual a N — 1 (Obsérvese
que @ no es hijo de nadie por lo que no es contado entre estos). Mds atn, si i €
{1,2,...;, N =2}, ky, (t) + kuy (t) + - - - + ky, (t) es el nimero de hijos de uy, ug, - - - , uy,
por lo tanto es mayor igual que ¢, porque us, us, - - - , u; son contados entre estos hijos
(en el orden lexicografico se pasa por un individuo antes que por su hijo). Incluso es
una desigualdad estricta ya que el padre de ;11 estd en {uy, ug, -+, u;}.

De esta informacion concluimos facilmente que ® es sobreyectiva, ya que para una
sucesion (myq,...,my) € S bastard asociarle el elemento t € A, tal que k,, (t) = m;
para toda i € {1,...,0} y #(t) = /.

Sean ahora tq,ts € A tal que ®(t1) = $(t2), esto ocurre si y solo si

(kul(tl), ks (61),s -+ - ku#(tl)(t1)> - (k (t2), ko, (t2), .. .. kv#<t2)(t2)) ,

lo que a su vez implica que

#(t1) = #(t2) =n y ky,(t1) = ky,(t2) paratodai € {1,...,n}.

Se sigue de la Proposicién 59 que t; = to. Por lo tanto ® es inyectiva. O]

Esta 1ltima proposicion en realidad nos da més informacién, ya que nos dice que
para cada n € N, la restriccién de ® a A,, es una biyeccién sobre S,,.

Sea t € A,. Mas que hacer referencia a ®(t) = (my,...,m,), consideraremos
frecuentemente la sucesion finita de enteros (z1, ..., z,) definida por

k
xk:Z(mi—l) con 0 <k <mn,

i=1
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que satisface las siguientes propiedades:

(a) 2o=0y z, =—1,
(b) z; >0 paratodo 0<i<n-—1,

(¢) (z; —xi1) =(m; —1) > —1 paratodo 1l <i<n.

Tal sucesion es llamada la trayectoria de Lukasiewicsz del arbol t .

Notacién. Para cada n > 1 denotamos por

L, ={(x1,...,2,) € N": La sucesion finita cumple (a), (b) y (c)},

La=JLn

n>1

De manera muy natural podemos notar que la funciéon ® de la proposicién anterior
induce una biyeccion entre los drboles en A y sus trayectorias de Lukasiewicz. Mas
aun, resulta ser que para cada n > 1, la biyeccién prevalece para A,,,S, v L,.

Definicién 61. (Funcién de altura hy)
Sea t € A, denotemos por u, = &, uy, Uz, -+ , Un—1) a los elementos de t en orden
lexicogrdfico. La funcion de altura asociada al arbol t, es la funcion

he :{n e N: 0 <n <#(t) — 1} — {|u;]| : 0 < j < #(t) — 1}

definida por hy(n) = |uy|.

La funcién altura puede entenderse como la sucesion ordenada de las generaciones
de los individuos de t, cuando estos individuos estan enlistados en orden lexicografi-
co. A todo arbol en A lo caracteriza su funcion altura, ya que nos da informacion
acerca de la cardinalidad del arbol y el nimero de hijos de cada uno de sus vértices.
Es posible verificar esto ultimo inductivamente con la definicién dada en términos
de un supremo para el nimero de hijos de un vértice v en un arbol t.

Existe otra funcién que nos permite caracterizar un arbol, la cudal es mas facil de
visualizar sobre el plano.

Supongamos que tenemos un arbol t en A sobrepuesto sobre el plano superior de
manera que cada borde tenga longitud 1. Imaginemos el movimiento de una particula
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Funcion contorno  Cg Funcién altura hg(n)

Figura 4.2: Funciones que codifican al arbol t con #(t) =8 y ((t) = 14 (Le Gall ,[11]).

que comienza al tiempo ¢t = 0 en la raiz del arbol y lo explora de izquierda a derecha,
moviéndose continuamente a lo largo de los segmentos de recta que unen a los
vértices a una velocidad unitaria hasta que todos los segmentos han sido explorados
y la particula ha regresado a la raiz. Ya que es claro que cada segmento de recta
serd recorrido dos veces en esta evoluciéon, tendremos que el tiempo total necesario
para la exploracion del arbol es de

C(t) = 2(7£(t) — 1).

Definicién 62. (Funcién contorno Ct)
Sea t € A, la funcidn contorno asociada al drbol t, se define para s € [0,((t)] como

Distancia sobre el arbol, entre la posicion
de la particula al tiempo s y la raiz.

Ci(s) =
Por convencion, Cy(s) =0 para s > ((t).

Observemos ahora la relacién existente entre la funcién de altura y la trayectoria
de Lukasiewicz de un arbol en A. Sea t € Ay ug,uy, ..., ugr)—1 sus elementos en
orden lexicografico, de nuestras definiciones es facil ver que la relaciéon u < v ocurre
si y s6lo si v es estrictamente un descendiente de u.

Proposicién 63. Sea hy la funcion altura de un drbol t € A, entonces es posible
expresar hy en términos de la trayectoria de Lukasiewicz del respectivo drbol de la
siguiente manera:

i<k<n

ht(n):#{ie{o,l,...,n—l}:xi: inf xk},
para todon € {0,1,... #(t) — 1}.
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Demostracion. Claramente
he(n) = |u,| = #{i € {0,1,...,n — 1} 1 u; < u,},

por lo que bastaria probar que para i € {0,1,...,n — 1}, u; < u, ocurre si y sélo si

r; = inf x. Para este fin, es suficiente verificar que
i<k<n

#(t) siu; <uy, paratoda k€ {i+1,...,#(t)}

mf{k>i:ap <a;} = o ,
k l* si existe k > 1 tal que u; £ uy
donde [* es el primer indice k > ¢ tal que u; & ug.

Sin embargo, escribiendo
k

Ty — T = Z (m, — 1)
r=i+1

es posible ver que para todo entero k > 1, tal que u; < uy se tiene que

k
Z m, > (k—1i) porloque zp—xz; >0.
r=i+1

Por otro lado, x;» — x; = —1 si  [* es el primer indice £ > ¢ tal que u; no es
descendiente de w; (k = #(t) si tal I* no existe). Esto completa la prueba. O

4.2. Arboles Galton-Watson

La idea de utilizar procesos de ramificacion para el estudio de arboles aleatorios
se basa en la imagen intutitiva de un arbol como la realizacién del proceso de rami-
ficacion. El proceso de ramificacién de Galton-Watson es quizé el mas conveniente
para la formalizacion de esta idea.

La familia de arboles Galton-Watson se define de la siguiente manera: Dada una
medida de probabilidad p con distribucion (u(k))52, sobre Z,, o bien, equivalen-
temente, dada una variable aleatoria & con distribucién (u(k))2,, construimos re-
cursivamente un arbol 8, comenzando con la raiz y dotando a cada vértice de cierto
nimero de hijos dado por una copia independiente de £. En otras palabras, el nime-
ro de hijos de cada vértice serd una variable aleatoria independiente de las demas
con distribucion (u(k))52,. Es comin referirse a la medida de probabilidad u con
distribucién (u(k))s2, como la distribucién de hijos o progenie.
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Sea p una distribucion de hijos critica o subcritica. Esto quiere decir que p es una
medida de probabilidad sobre Z, tal que

i ku(k) <1

Se excluird el caso trivial cuando u(1) = 1.
Haremos uso de la siguiente construccién explicita de arboles de Galton-Watson:

Sea (K, , u € U) una coleccién de variables aleatorias independientes con distri-
bucién p, indexadas por el conjunto de etiquetas U. Denotemos por ¢ al subconjunto
aleatorio de U definido por

0= {u:u1-~~u"EU:uigKul...uH paratodalgign}u{z}

Proposicién 64.
0 es un drbol c.s. Mas aun, si

Zp =#{ueb:|ul=n}
entonces (Z,,n > 0) es un proceso de Galton-Watson con distribucion de hijos p y
valor inicial Zy = 1.
OBSERVACION. Claramente k,(0) = K, V u € 6.
Demostracion. Primero demostremos que 6 es un elemento de A casi seguramente.
Basta probar que si § # @, entonces 6 cumple las propiedades de la Definicién (58).

Sea 0 # @. Como 6 es no vacio, sabemos que cuenta con algin elemento u tal que
u=u'---u" para dlguna n > 1. De la definicién de 8, tendremos que

u' < Ky1..i-1 para toda 1l <i <n.

1 n

Como p(u) = u'---u""!, por lo anterior tenemos que en particular

u' < Kyi.i-1 paratodal <i<mn—1.

Concluimos que ¢(u) € 0 para toda u € 6\ {@}. De esta ultima propiedad, obte-
nemos que para u; € 0 NN, p(u!) = @. Considerando ahora la v.a. K, tendremos
nuevamente por la definicién de 6 que u - u"™! € 6 siy sélosi u"tt < K. Por lo
tanto # es un arbol.
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La finitud del arbol 0 se sigue al identificar a Z como un proceso de Galton-Watson
con distribucién de hijos p (critica o subcritica), por lo que se extingue casi segura-
mente, de manera que Z,, = 0 para n suficientemente grande.

Hacemos para n > 0, A, = {u € 0 : |u| = n}. Como el nimero de individuos
en la (n + 1)-ésima es exactamente el total de hijos de los individuos de la n-ésima
generacion, es posible escribir

#A, = Z sup{i>1:v-i€b}= Z K,.

vEAn—1 VEAL_1

Entonces es posible representar al proceso Z de la siguiente manera,

ZO = #AO =1.
Zy = #Al = Ky.
Z'n—l
Paran > 2, Z, = #A, = Z K., ., donde v, 1 € A, 1.
i=1

Por lo tanto Z,, denota el niimero de individuos de la n-ésima generacion. Por este
mismo argumento, se tiene que Z, = 0 implica que Z,,; = 0. Con esto hemos
probado que Z es un proceso de Galton-Watson. O

Al arbol 6 y cualquier arbol aleatorio con la misma distribucién, se le conoce como
un arbol de Galton-Watson con distribuciéon de hijos @ o de manera més corta un
arbol p-Galton-Watson. Escribimos II,, para la distribucién de 6 sobre el espacio A.

Definicién 65. (Desplazamiento de un arbol en A)
Seat € A. Para 1 <i < ky(t), el drbol t desplazado en i es el conjunto:

Tit={uecl:iuect}

Notese que T;t es un arbol.

Entonces la ditribucién II,, puede ser caracterizada por las siguientes dos propie-
dades

() Malko = ) = () j€Zs

(ii) Para toda j > 1 con u(j) > 0, los arboles desplazados Tit, ... , T;t son inde-
pendientes bajo la probabilidad condicional II,(dt | kz = j) y su distribucién
de probabilidad es II,.
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La propiedad (ii) es conocida como la “Propiedad de ramificacion de los drboles de
Galton-Watson”.

Se dara ahora una férmula explicita para II,,

Proposicion 66. Para todo t € A,

I1,(t) = [ ula(t))

uct

Demostracion. Es facil convencerse de la igualdad (ver Proposicién 59)

(0=t} = {Ku.=ku(t)},

uct

de donde es inmediato que

I,(t) = P(0 = ¢) = [ P(K, = ku(6) = [ nlhu(t)) =

uet uct

Recordemos de la Proposicién 60, la definicién de la biyeccion ®.

Proposicién 67. Sea 8 un darbol ji-Galton- Watson. Entonces

—~

)
o) = (M, Ms, ..., Mr)
donde las variable aleatorias My, Ms, ... son independientes con distribucion p, y

OBSERVACION El hecho de que T' < oo c.s. es consecuencia de nuestro acercamiento
aunque es posible probarlo directamente por la Ley Fuerte de los Grandes ntimeros
una vez demostrado que son v.a.i.i.d. con distribucién critica o subcritica pu.

Demostracion. Asumamos que 6 estd dado por la construccién explicita anterior-
mente descrita. Sean entonces Uy = &, Uy, ..., Uxg)—1 los elementos de 6 escritos en
orden lexicografico, de manera que

®(0) = (Ky,, Ky, -, KU#@_I).

Sabemos entonces que
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KUO+KU1—|—---+KUn2n+1, VnE{O,l,,#(G)—l}
Ky, + Ky, + -+ +KU#(9)—1 = #(0) — 1.

Definimos para p > #(#), a U, como la concatenacién
U, =Usoy—1 - (1,1,1,...,1) = Uppyy - 1-1-1---1

donde en la parte derecha se han agregado p—#(0)+1 etiquetas 1; entonces la prueba
se reduce a mostrar que, para todo p > 0, Ky, Ky, ..., Ky, son independientes con
distribucién p.

Debemos notar que las etiquetas U; son aleatorias ya que dependen de la coleccion
(Ky,u € U) y por tanto no es posible tinicamente argumentar que las variables K,
son i.i.d. con distribucién u. Se procederd por induccién sobre p. Parap =00 p =1,
el resultado es obvio ya que Uy = @ y U; = 1 son deterministas.

Sea p > 2 y supongamos que el resultado es valido para k& < p — 1. Utilizamos la
notacion u < v para el orden lexicografico. Observemos que para toda u € U fija, el
conjunto aleatorio

N{veld:v<u}

es medible respecto a la o-dlgebra o(K,,v < u). Esto tltimo se sigue de la construc-
cion de 0. Como consecuencia, el evento

{Up = up N {7#(0) > p}

es medible respecto a o(K,,v < u). Facilmente se puede observar que esta propiedad
de medibilidad se mantiene para el evento

{Up = u} 0 {#(0) < p}
Concluimos entonces que {U, = u} es medible respecto a o(K,,v < u).

Finalmente, si go, g1, .., gp son funciones no-negativas sobre {0, 1, ...},

Elgo(Kvy,) - 91(Kuy) - - - 9p(Ku, )]
= Z ]E[]-{UOZUO,..A,Up:up} : gO(Kuo) T gp(Kup)]

ug<ul <--<up

= Z ]E[l{Uo=u0,m,Up:Up} : gO<Ku0) e 'gpfl(Kup—l)] E[gp(Kup)]

ug<ul < <up
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porque K, es independiente de o(K,,v < u,), y se ocupo la propiedad de medibili-
dad antes mencionada. Entonces E [gp(Kup)} = Ji(g,) NO depende de u,, y tomando
gp = Id en la férmula anterior observamos que

E[g1(Ku,) - 92(Kuv,) -+ - 9p(Ku, )] = Elg1(Kuy,) - 92(Kuy) -+~ gp-1(Ku,_,)] X fi(za)-

Asumiendo la prueba por induccién de ésta 1ltima férmula, la prueba esta completa.
]

Corolario 68. Sea (S,,n > 0) una caminata aleatoria sobre Z con valor inicial Sp
y distribucion de salto v(k) = p(k+ 1) V k > —1. Definamos

T'=if{n>1:5,=-1}
Entonces las trayectorias de Lukasiewicz de un drbol 6, u-Galton-Watson tiene la

misma distribucion que (So, S1, ..., S7). En particular, #(0) y T tienen la misma
distribucion.

Recordemos que si v es una distribuciéon de probabilidad sobre los enteros no
negativos, entonces un proceso discreto (S,,n > 0) es una caminata aleatoria con
distribucion de salto v si es posible escribir

Su=Yi+ o+ Y,

donde Y7,Y5,...,Y, son v.a.i.i.d. con distrbucién v.

Demostracion. Si (X, ..., Xr) denota a las trayectorias de Lukasiewicz del érbol
donde Xy = (Ky, — 1) + - -+ + (Ky, — 1), facilmente observamos que si £ < T

P(Xy—Xo1=k)=P(K;=k+1)=pk+1)=P(S,=k).
Finalmente tendremos que

T = tf{k>1: M+ + M <k}

= Inf{k>1:X;, <0} =#().

Con esto finalizamos la prueba del Corolario. O
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4.3. Convergencia al Movimiento Browniano

Nuestra meta ahora serd mostrar que las funciones de altura (o funciones con-
torno) de arboles de Galton-Watson (respectivamente de bosques de Galton-Watson)
converge en distribucién, modulo un reescalamiento apropiado, hacia la excursion
Browniana (respectivamente movimiento Browniano reflejado).

Fijamos entonces una distribucién critica de hijos p con varianza finita o2 > 0.
Notese que ahora tenemos que

> kp(k) =1

Sean 61,05, ... una sucesién de arboles u-Galton-Watson independientes. A cada
0; lo asociamos con su funcion altura (hy,(n) , 0 <n < #(6;) — 1).

Definicién 69. (Proceso de Altura)
El proceso de altura (H,, , n > 0) del bosque 01,04, ..., se define como la concate-
nacion de las funciones hg,, hy,, ..., esto es:

H,, = ho,(n — [#(01) + -+ #(0i-1)])
si #(01)+ -+ H#HO01) <n<H#(6)+ -+ #(6)).

Claramente la funcién (H,, , n > 0) determina la sucesién de arboles.

Los valores de H entre su k-ésimo cero y el siguiente, a lo cual nos referimos como
la “k-ésima excursién” de H desde el 0, es simplemente la funcién altura del k-ésimo
arbol en la sucesion.

Combinando el Corolario 68 y la Proposicién 63, obtenemos el siguiente resultado

Proposicién 70. Para todo n > 0

H,=#{ke{0,1,...,n—1}: Sy = inf S;}. (4.1)

k<i<n

donde (S,, n > 0) es una caminata aleatoria con la distribucion descrita en el
Corolario 68.

Este ultimo resultado sera el ingrediente principal en la demostracion del siguiente
teorema.
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Por definicién, un movimiento Browniano reflejado (comenzado en el origen) es
el valor absoluto del movimiento Browniano estandar. Denotamos por [z] a la parte
entera de z.

Teorema 71. Sea 0,0,,... una sucesion de drboles p-Galton-Watson criticos e
independientes, y sea (H,, n > 0) su proceso de altura asociado. Entonces

1 o 2
—Hpy, t >0) —— | =B, t >0,
(ﬁ " )M (aﬂt )

donde [ es un movimiento Browniano reflejado. La convergencia se satisface débil-
mente sobre el el espacio de Skorokhod D(R;, R, ).

Demostracion. Primero establezcamos la convergencia débil de las distribuciones
finito-dimensionales.

Sea S = (Sp,n > 0) como en la Proposicién 70, es decir una caminata aleatoria
con valor inicial Sy sobre Z con distribucién de salto v(k) = u(k + 1) para k > —1,
donde p es la distribucién (critica) de un arbol aleatorio p-Galton-Watson. Nétese
entonces que la distribucién de salto v tiene media 0 y varianza finita o2, ya que
respectivamente tendremos que

D vk =) uk)(k=1) =3 plk)k =) uk)=1-1=0,
ST vk =D u(k)(k—1)* <) p(k)k® < oo

De esto tltimo y por la Ley Débil de los Grandes Nimeros tendremos que S, /n LN 0,
cuando n — oo lo que implica que la caminata aleatoria S es recurrente ( Véase [5];
Teorema de Chung-Fuchs). También introducimos la notacién

M, = sup Sg, I,= inf S,.

0<k<n 0<k<n

Por el Teorema de Invarianza de Donsker se tiene que

1

donde B es un movimiento Browniano estandar.
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Para todo n > 0, incorporamos la caminata aleatoria retornada en el tiempo Sn
definida por

Sp =Sy — Sn_)+

y notamos que por la homogeneidad espacial de la caminata aleatoria S, el proceso
Sm = (57, 0 <k < n) tiene la misma distribucién que 5™ = (Si, 0 < k <n) .
Ahora bien, establecemos para cualquier trayectoria discreta w = (wq,ws, ...) que

U, (w) =#{ke{1,2,...,n} s w, = sup w,}.

0<j<k
De esto ltimo y la férmula (4.1), observemos que
U,(S") = #{ke{l,...,n}: 5" = sup Sr}
0<i<k
= #{k‘ € {1, - ,n} : Sn — S(n—k)+ = Ssup Sn — S(n—i)+}
0<i<k
= #ke{l,...,n}: S(n,k)+ = —kén—fz‘go S(n,i)+}
= #{n—-ke{0,...,n—1}: Sth—k)y+ = inf S(n,i)+} = H,,

n—k<n—i<n

en donde la dltima igualdad ocurre considerando r =n —ky j =n —i.
También establecemos

En=W,(S) = #{k € {1,...,n} : Sy = My}

El inico objetivo del siguiente lema es permitirnos probar un segundo lema; necesario
para continuar con la prueba del teorema.

Lema 72. Definamos una sucesion de tiempos de paro (1})jen inductivamente ha-
ciendo

To=0 y T;=mf{n >T;1:S5,=M,} para toda j > 1.

Entonces las variables aleatorias St,—St,_,, j = 1,2,... son independientes e idénti-
camente distribuidas, con distribucion

P[St, = k] = v([k, 0]), k>0.
Demostracion. El que los incrementos Sy, — St;_,, para j € N sean independientes e

idénticamente distribuidos es consecuencia directa de la propiedad fuerte de Markov.
Nos falta tnicamente obtener la distribucién de St,.
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La medida invariante de la caminata aleatoria recurrente S, es la medida de conteo
sobre Z. Es un resultado estandar, que si Ry = inf{n > 1: 5, = 0}, entonces para

toda i € Z,
Ro—1
B[ 3 15m] =1
n=0

Nétese que T} < Ry y que la caminata aleatoria toma valores positivos en (17, Ry).
Se sigue de esto ultimo, que para todo ¢ < 0

T —1
]E{ 3 1{Sn_i}} 1
n=0

Por lo cual, para cualquier funcién g : Z — Z .

E[Y:Z:g(Sn)] = ZEF;Z; 1{sn_z}1

T -1

SO D SETEES o) (43)
i=0 n=0 i=0
Luego, para cualquier funciéon f : Z — Z,

E[f(Sn)] = E[Z1{k<T1}f(5k+1)1{Sk+1>0}] :ZE|:]-{k<T1}f(Sk‘+1)1{Sk+1>0}:|
k=0

k=0
oo

= ZE |:]-{k<T1}E[f(Sk+1)1{Sk+1>0}}Sk""l — Sk = 3]}

I
Mo T

E [1{k<T1} Z f(Sk+7J 1{sk+]>0}}

£
Il

0

NE

v(j)E {Z Likery f(Sk + j)1{5k+j>0}]

k=0

.
Il
o

[
M
NE

s
Il
o
.
Il
o

v()f(i+ 7)1 iriz0)

m) > v(j)

0)),

I
NE
Py

3
Il
o

I
1
=

83



lo cual nos da la distribucién de Sp, en el caso en que f(z) := Lyz(x), para cada
k € N. En la tercera igualdad se utilizo la propiedad de Markov al tiempo k£ y en la
quinta igualdad se aplicé (4.3). O

Notemos ahora que la distribucién de S, tiene primer momento finito:
2

E[5n] = Y k(lk.o0)) = S0 S0y = 7
k=0 k=0

Recordemos que
E,=V,(8)=#{ke{l,...,n}: S, =M} y ¥,(S")=H,.

El siguiente lema es central para la primera parte de la prueba.

Lema 73. Tenemos la siguiente convergencia en probabilidad

H, p 2

%_
Sp — I, nwoo o2

Demostracion. En primera instancia, consideramos los indices j para los cuales los
tiempos de paro T definidos anteriormente, cumplan que 0 <T; < n y observemos
que la cantidad de indices debe ser finita, ya que dichos tiempos de paro toman
unicamente valores enteros, por lo que E,, = #{j € {0,1,...,n} : S; = M,} < +o0.
Afirmamos que se tienen las siguientes igualdades,

En

Mn = Ssup Sk = Z (ST]' - Tj—l) = Z (STj - Tj71)'

Osksn Tj<n j=1

Notemos que en la segunda igualdad tenemos una suma telescopica, por lo que
basta ver que efectivamente que M, = Sz, . Supongamos que existe un indice
Tg, < j < n tal que S;y = M,, entonces S; = M, por lo que se tendria que
j'=Tg, +1 < n contradiciendo la definicién de E,,.

Ahora bien, del Lema 72 sabemos que los incrementos S, —Sr,_,, son independientes
e idénticamente distribuidos con media E[Sy, |; utilizando la ley fuerte de los grandes
numeros, tendremos que (Note F,, — oo cuando n — 00)

M, o?
= =S E[Sp]=—.
En N~ 00 [ Tl] 2
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Reemplazando S con la caminata aleatoria retornada en el tiempo Sn y recordando
la definicién de E,,, vemos que para toda n,

(Mn, En) @ ( sup S, — S(n,k)Jr, \I’n(g”)> @ (Sn —1I,, Hn)
0<k<n
En consecuencia la convergencia previa implica

S,—1, p o

H, nwoo 2

de donde claramente por el Corolario 27 se sigue el resultado deseado. [

De (4.2) y por la continuidad de la funcional infimo sobre el espacio de Skorohod,
tenemos que para cualquier eleccion de puntos 0 < t; <ty < ... <t,,
1

@ Z. z.
%<S[pt1] — I[pt1]7 R S[ptm} — I[Ptmo ;—Og) U(Btl — OSI?Sftl Bs, R ,Btm — oglsngftm Bs).

Se sigue por el Lema 73 que

1 D 2 , ,
%(H[ptl], .. '7H[ptm]) p->—00> E(Btl — oglggftl BS7 .. .,Btm — ogglgftm BS)

Sin embargo, por el teorema de caracterizacion de Levy, tenemos que el proceso

6, = By — inf B,
0<s<t
es un movimiento browniano reflejado. Con esto conlcuimos la prueba de conver-
gencia débil sobre el espacio de Skorohod de las marginales finito dimensionales del
Teorema 71.

Finalmente para probar la convergencia débil, tenemos que probar que la coleccion
de variables aleatorias definidas por

1
— Hyy, VneN
NG [nt]
son tensas. Para este fin, daremos detalles del argumento que se utilizara en el caso
en que la distribucién p tiene momentos exponenciales pequenos, es decir que existe

un A > 0 tal que

[e.9]

Z e (k) < oo.

k=0
Enunciamos un lema que serd probado al completar la prueba del presente teorema.
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Lema 74. Sea € € (0, }L) Es posible encontrar una € > 0 y un entero N > 1 tal
que, para todon > N y € €{0,1,2,...,n}

2
P(‘Mg — %Eg’ > n4+6> < exp{-n‘}.

Aplicamos este lema con € = 1/8. Ya que para toda n, se tiene que (M, E,)
se distribuye de la misma manera que (S, — I, H,), se sigue que para toda n
suficientemente grande y ¢ € {0,1,...,n},

2
IP’(}S@ — I, — %Hg} > n?%) < exp (—né)
por lo que

O'2 3 " O'2 3
IP’( sup |Sg—Ig—?Hg| >n8> :IP’<U|S@—I€—?H5| >n8>

0<t<n et

n 2 i n .

< Z]P)(’Sg — I, — %Hg’ > ng) < Zexp (—nf).

=1 =1

y en consecuencia
O'2 3 R
P( sup }Sg — I, — —Hg} >ns | <nexp(—n°).
0<t<n 2

Sea A > 1 un entero fijo. Deducimos de la cota anterior que, para toda p suficiente-
mente grande,

0'2 3 S
IP’( sup |8 — I — = Hyp| > (pA)S) < pAexp (—(Ap)). (4.4)

0<t<A

Observemos que

1)e- A+ I\ peoie
T el (R Py I W e I )
P00 pe—(Ap) P00 P
por lo que la serie
> Apexp (—(Ap)?) < +o0
p=1



De lo anterior y gracias al lema de Borel-Cantelli, obtenemos que

Sy — Ly 0% Hppy
NNV

Finalmente observemos que por el Teorema 23, el teorema se sigue de la convergencia

=20,

p—o0

sup
0<t<A

1 ) ,
(%(S[pﬂ — [[pt]),t > 0) ]H—oo> (0‘(Bt — Olgr;fgtBs>’t > O).

el cual es consecuencia inmediata de (4.2) y el Corolario 27. O

Atun debemos probar el Lema 74. Antes, enunciamos un sencillo lema de “desvia-
ciones moderadas” para sumas de variables aleatorias independientes.

Lema 75. Sea (Y,)nen una sucesion de variables aleatorias reales independientes e
idénticamente distribuidas. Supongamos que existe X > 0 tal que

Elexp(AVi))] < oo y E[Yi]=0.

Entonces, para todo o > 0, es posible escoger N suficientemente grande de manera
que para todan > N y € {1,2,...,n},

P([Yi + Yo+ + Yy > n279) <exp (—n/?).

Demostracion. Nuestras suposiciones en el lema implican que

E[e™] =E im@k =14\’ + 0[N forme X — 0
e = 7l = C , coniorme ,
k=0

donde ¢ = %Var(Yl). Por lo tanto, es posible encontrar una constante C tal que para
toda A > 0 suficientemente pequena,

E[M] < ¥,
Se sigue, que para toda A > 0 suficientemente pequena,

1 [e3 1 «@
P(Yl LYo Y > n%+a) < 67)\”7+ E[e)\(yl+...+y£)} < 67)‘"7+ eCn)\Q'

Si n es suficientemente grande podemos tomar A = n~'/2 y el resultado deseado se
sigue (después de reemplazar Y; con —Y;). ]
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Demostracion del Lema 74.

1
Escogemos a € (O, g) y para simplificar la notacién hacemos m,, = [n§+a] , entonces
para todo ¢ € {0,1,2,...,n},

2

> ni“) < P(Eg > mn) + P( ’Mg — U—Eg

2
P(‘Mg—U—EZ >

1
5 >nits B, < mn).

(4.5)

E
Recordando que M,, = > (St, — Sr,_,), tenemos que

n
=0

2
P(\Mz — %Ee\ >nit By < mn>

k 2
g 1
< P su St — St ——>n4+6>
- <O<k<1inn ;( T TH) 2
k 2
g 1te 2
< P sup Z (S, = S1,_,) — =| >m2 < my exp (—m</?),
0<k<mn | “=5 2

donde la iltima cota existe para n suficientemente grande por el Lema 75. Recorde-
mos que consideramos que p tiene momentos exponenciales pequenos; y lo mismo
es valido para la ley de Sy, por el Lema 72, el cual nos permite aplicar el Lema 75.

Nos falta acotar el término P(E, > m,) de la suma en la desigualdad (4.5).
Llanamente,

P(E; > my,) < P(E, >my,) <P(St,,, < M,),

donde la primera desigualdad se debe a que ¢ < n y la segunda a que
Sty = My, vy m, < E, <n para cadan € N,

de donde concluimos que S7,, < M, ya que M,,, < Mg, < M,; entonces
P(E; > my,) < P(Sp, <nits)+P(M, >n3t3).

Observemos que para n grande tendremos que

P(M,, > n%+%) <n sup P(S, > n%+%) <mnexp(n 1),
1<t<n

88



donde la primera desigualdad se debe a que podemos escribir

N|=

P(M, >n

0<t<n

=P (O {S¢ > n§+g}>

/=1

) = P ( sup Sy > n§+(5>

n

< Z]P(Sg > n%+%) <n sup P(S; >n
=1

=

+E
2 ),
0<t<n

y la segunda es debido al Lema 75. Finalmente,
2 2

1 g
My < n3TE = o

[N]])

1 @ ag
A
]P)(STm” < n:2 2) = P(STmn — ? mn)
2 . . ..
y ya que St,, — %m, es la suma de m,, variables aleatorias i.i.d. centradas con
momentos exponenciales pequenos, es posible aplicar una vez més el Lema 75 para

obtener la cota buscada. Esto completa la prueba del Lema 74. O

4.4. Algunas Aplicaciones

Ahora estamos interesados en utilizar el resultado de convergencia obtenido en la
seccion anterior para una aplicacién a los procesos que definiremos en breve como
excursion browniana y tiempo local del movimiento browniano.

4.4.1. Tiempo Local y Excursion Browniana

Sea B = (By)>0 un movimiento browniano real estandar (comenzado en el origen).
El proceso definido por 5; = | By| es llamado un movimiento browniano reflejado.

Definicién 76. (Tiempo Local del Movimiento Browniano)

Existe un proceso continuo y creciente que denotamos por (LY)>o = (L?(B))so,
llamado el “Tiempo Local del proceso B en 07, el cual es posible definir por la
siguiente aproximacion:

[ [
LY = lim —/ 1_cq(B,)ds = lim 2—/ 1pq(Bs)ds, Vt>0 c.s.
0 0

e~0 2€
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La continuidad del proceso que se incluye en la definiciéon es posible obtenerla
gracias al criterio de continuidad de Kolmogorov.

Una definicién alternativa del Tiempo Local, cuya utilidad reside en ser un poco
mas interpretativa, considera una variable que escribiremos N(¢) y que denota el
nimero de excursiones positivas de B lejos del 0 con altura mayor que € y completado
antes del tiempo t. Entonces tendremos que

LY = liI% 2¢ N (t) Vt>0 cs.

Entonces el proceso (LY);>o es continuo y creciente; més atin, el conjunto de puntos
donde crece la funcién
t— LY

que denotamos {t > 0: L) — L% > 0}, coincide c.s. con el conjunto

de ceros del proceso [ y el cual es facil observar que al estar definido como el
valor absoluto B, igualmente Z coincidird con el conjunto de ceros del movimiento
browniano; esto es, el soporte topolégico de la medida d;L? coincide c.s. con el
conjunto {t > 0 : B; = 0}; en consecuencia, Z = B~'({0}) es un conjunto cerrado
c.s.

Introducimos la “Inversa Continua por la Derecha” del proceso de Tiempo Local,
op:=1inf{t >0: L) > ¢}, paratoda ¢ > 0.
Tendremos entonces que
Z={o,:0>0}yU{op:l € D,},
donde D, es el conjunto (numerable) de discontinuidades de la aplicacién ¢ — oy .

Definicién 77. (Intervalo de Excursién Browniana)

A cada componente del conjunto abierto R, \ 2, se le conoce como Intervalo de Ez-
cursion del movimiento browniano lejos del 0. Estos intervalos coinciden c.s. con los
intervalos de excursion de 8 lejos del 0; mds aun, estos intervalos son exactamente

(00—, 00), paral € D,.

A partir de esto tltimo podemos definir lo siguiente.
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Definicién 78. (Excursién Browniana)
Para cada ¢ € D,, definimos la excursion e, = (e¢(t))i>0 asociada al intervalo
(00 00) por:
o st 0<t<oy—o0y_,
e (t) _ B —+t . = > Oy l
0 st t>0p— 0p_.

Se puede ver a e, como un elemento del espacio de excursiones €, definido por
E={ecCR,L,R):e(0)=01y o(e) =sup{s >0:e; >0} < (0,400)},

y sup {@} = 0 por convencién. Notemos que excluimos la funcién constante cero al
pedir o(e) > 0. El espacio E debe considerarse equipada con la métrica d dada por:

de,€') = supe(t) — /()| + fo(e) = o)

y la o-algebra de Borel asociada. Observemos que o(e;) = o, —0y_ para toda £ € D.
El siguiente teorema debido a Levy sera de gran utilidad.

Teorema 79. (Teorema de Lévy)
Sea B un movimiento browniano lineal estindar. Sea (LYt > 0) su tiempo local al
tiempo cero, entonces

(L?,tEO) @ ( sup BS,tZO).

0<s<t

Mas aun, este resultado puede ser extendido de forma que

(Bt — inf B,, sup Bs> @) (\Bt|, L?) para toda t > 0.

0<s<t 0<s<t

Para una prueba constltese [17] Teorema VI (2.3).

4.4.2. Convergencia a la Excursion Browniana

Manteniendo la notacién de la seccién anterior, para una sucesion de arboles u-
Galton-Watson (6;);en v considerando al proceso altura asociado H, establecemos
para n > 0,

A=k st #0)+ 4+ #01) <n < #(01) 4+ #(0r)
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de manera que k tiene que ser el indice del arbol para el cual el n-ésimo vértice
visitado por proceso de altura pertenece a la grafica de la funcién de altura hy, .

Por el Teorema de Levy, la convergencia del Teorema 71 puede ser extendida de
la siguiente manera:

1 1 6 2 0
— A > z S t>0). .
(\/ﬁH{nt}, ﬁA[nt} ;b= 0> — <U|Bt\>0Lt > 0> (4.6)

Esto es consecuencia de los argumentos que mencionamos a continuacién: No es
dificil ver que
A,=1— inf S;=1-1,.

0<j<n

Por otro lado, se probo, que para toda A > 0,

Stnt) = Iy 0% Hyny
Vn 2 /n

Esto nos permite afirmar, combinando el resultado de la seccion anterior, el Teorema
de Donsker y el Teorema 23 que

C.S. 0

n—oo

sup
0<t<A

1 D , (d)
(%[[nt]7t20> m (O’Bt—O'(Bt—OISI;fS‘tBS,tZO)) = <O'OS<1112tBS,tZO),

de donde obtenemos que

1 1 o [2
. > _ _ 1 . > .
(_\/HH[”“’ \/ﬁA[nt]y t> 0) — (O(Bt olglggtBS)’ OOSSUSLI;BS, t> 0>

Aplicando el Teorema de Levy mencionado en la subseccién anterior da como resul-

tado (4.6).

Ahora ocuparemos (4.6) para el estudio de las asintéticas de un arbol p-Galton-
Watson condicionado a ser grande. Sea 6 € A escribimos

h(0) = sup{|v| : v € 6},

para denotar la altura del arbol . Fijamos x > 0 y y para todo n > 1 denotamos
por 6=V} al drbol con distribucién

IL, (dal(a) > x/n),
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donde recordemos que II, es la ley de un drbol Galton-Watson con distribucién
de hijos p. Asf mismo, denotamos por H1*V™ la funcién altura de #%*v*} Por
convencion,

HEV™ =0, sim > #(01V).

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 71 extendido con ayuda del
Teorema de Levy como ya mencionamos.

Corolario 80. Tenemos que

1 {z/p} 2 ox/2
(IH[”” ’t>0) — (aet =0

ox/2 ., . ..
es una excursion Browniana condicionada a tener altura mayor que

donde e,
ox/2.

z .-, . 2
OBSERVACION. La excursién Browniana e;m/

de la siguiente manera. Hacemos

puede ser construida explicitamente

T = mf{t>0:|B >ox/2}
G = sup{t<T:B =0}
D = inf{t>T:B, =0},
donde B es un browniano estdandar y entonces podemos tomar
ox/2

= |B+oap| = Ba+tyap

A continuacién probamos el corolario,

Demostracion. La prueba recae en el resultado (4.6). Del teorema de representacion

de Skorohod, podemos encontrar para todo p > 1 un proceso que denotaremos
(H®, AP tal que

(@)
(H”, A 2 =< H[ptb\/—/\[pt])

(H" A g ( B aLO)m, (4.7)



e uniformemente sobre todo compacto.
Hacemos

TW = imf{t>0:|H"| >z}

1
Gr = sup{tST(p):Ht(p):O}——
p

D® = mf{t>T® . HP =0}.

\%H (pt] - Queremos

permanezca en el 0 durante el intervalo [0, p™!).

El término —p~! en la férmula de G® se debe a la parte entera en

que el proceso H (G()p) o

Por construcciéon (H g&) ot 0) tiene la misma distribucién que el proceso altura
(reescalado) del primer arbol en la sucesién 6, 0, ... con altura mayor que z,/p, el

cual se dsitribuye como #1*vP}. Por tanto,

@ (1 feym
t>0) = (\/_H[pt t>0)

El corolario se seguird entonces de la convergencia en (4.7) si podemos probar que

(p)
(H(G@) +t)AD(®)?

GWw &5y v p) &5 D

Utilizando el hecho de que inmediatamente después del tiempo 7" el proceso |5| toca
niveles estrictamente mayores que ox/2, obtenemos facilmente de (4.7) que

T(p) C.S. T

P00
De esto tltimo y (4.7) nuevamente se sigue que

liminf D® > D c.s.
lim sup G?» > @G c.s.

Probemos ahora que también tendremos que limsup D®) < D c.s. (el mismo argu-
mento sirve para lim inf G(p)). Fijemos t > 0. De la propiedad del soporte del tiempo
local, tenemos que

LY > L% cs.en {D <t}

Gracias a (4.7), obtenemos que
AP > oL parap grande, c.s. en {D <t}.
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Notamos que LY = LY. Ya que T® 2% T (4.7) también nos muestra que

AP > Ag{?()m para p grande, c.s. en {D <t}.

Observando que A®) se mantiene constante sobre el intervalo [T, D®)_ conlcuimos
que
t>DW  parapgrande, c.s. en {D <t}

Con esto basta para concluir que limsup D) < D, finalizando as{ la prueba. O

Reemplazando p por p? y tomando z = 1, deducimos del corolario (de hecho m4s
que nada de su prueba) que

1 )
?#(9{”}) ;M—oo> Co/2,

/2

donde ¢,/ = D — G es la longitud de la excursién e’/“. Efectivamente, esto se sigue

de la convergencia
Dw g <2y p_ g,

p~~0o0

y el hecho de que por construccion
#(0H Q (DD _ g™y 41
con notacién de la prueba precedente.

Recordemos que h(f) = sup{|v| : v € 6} y que HP} denota la funcién altura de
pir}.

Corolario 81. Se tiene que

1 9 3
~h(01Ph) 252 sup el?.
p

poo g t€[07 CU/Q}
Demostracion.

[p?t]

Lpotrhy = %sup{H“’} -ostp%]s#(e{p})—l}

p
1
= s {Héﬁ]ﬁ 10 < [p*t] < p* (D7) — G(pQ))}
1 ’t
= sup {5%’2};} 10 < —[22] < D¥) — GW)}
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donde

2
t C.S.
P,y po_aw e p_goc,
p2 P00 jraades]

Entonces gracias a que h(z) = sup,s, z(t) es una funcional continua sobre el espacio

de Skorohod y a la convergencia en distribucion del proceso (%H [;’;};] st > O), por el

corolario anterior obtenemos el resultado.

Ahora discutiremos “medidas de ocupacion”. Mas que considerar un solo arbol
como anteriormente, estaremos interesados en un bosque finito cuyo tamano tienda
a infinito con p. Precisamente, fijamos b > 0, y establecemos

e H, si A, <bp,
"0 siA, > bp,

de manera que H? es el proceso de altura para una coleccién de [bp] drboles de
Galton-Watson independientes. Entonces se sigue facilmente de (4.6) que

1 2
<5H[’;2t],t > 0) o, (; Binmy oot > o) (4.8)

p~0o0

donde, recordemos que $ un movimiento browniano reflejado y para toda r > 0,
Trzl’nf{tZO:Lg>r}@inf{t20:ﬁt>r}.

Efectivamente, podremos escribir

1 1
-H? H

p 0T T ReAn)]

donde
1 1
P =< imf{n>0:A, >bp} =Mmf{t >0: ~Apzy > b}.
P p

Entonces podemos observar de (4.6) que

1 2
< <_H[p2t} s t Z 0) y Tb(p)) L> ( (_ 61‘/7 t 2 O> ) 7—b/0'>
p preo o

de donde se sigue claramente (4.8).

96



Tomando b = 1, es posible deducir de (4.8) que, para toda = > 0,

IP’{ sup h(6;) > px

1<i<p

—>IP’[ sup zﬁt>x} zl—exp<— 2 )

peoo | 4<r,, O o’x

La ultima igualdad es una consecuencia de la teoria de excursion para el movimiento
Browniano real (Capitulo XII [17]). Tendremos entonces que

P {sup h(6;) > px} =1—(1=P[h(0) > pzl])’

1<i<p

obteniendo con esto un hecho clasico de la teoria de procesos de ramificacién:

P [h(6) >

n| ~ —, cuando n — oc.
no?

4.4.3. Convergencia a un Proceso de Difusion de Feller

Hacemos ahora Z{ = p, y para todan > 1
p
Z0=> #{ue€b;:|ul=n}=#{k>0:H =n}.
i=1

Ya que cada 6; es un arbol p-Galton-Watson, de la Proposiciéon 64 sabemos que
(ZP, n > 0) es un proceso de ramificacién Galton-Watson con distribucién de des-
cendencia p. Es posible entonces aplicar la siguiente aproximacion clasica por difu-
sién a este proceso.

Teorema 82. Se tiene que

1
(—Z” t20> 2 (X, t>0),
P

[pt] Pro
donde el proceso limite X es un proceso de difusion con generador infinitesimal

1, d

27 T2

el cual puede obtenerse como la unica solucion a la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = 0o\ Xt dBt, XO =1.
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Una prueba a este teorema puede verse en [7] Teorema 9.1.3.

Afirmamos que

» /P es una martingala,

= (ZP)2 — 0232720 ZF es una martingala,
lo cual fuertemente nos sugiere que el proceso limite X es de la forma establecida
en el teorema anterior. El proceso X es llamada Difusion ramificada de Feller.

Fijemos ahora una distribucién p con varianza o = 2. Sean f, ... , f,., r funciones
continuas con soporte compacto de R, en R,. Recordemos que H? es el proceso
de altura para cierta coleccién de arboles Galton-Watson independientes, entonces
como consecuencia de la convergencia en (4.8) obtenemos que

(p)
71 1 71/2
(/ fi(_H[p2t]p> dt71§Z§T> ° ’ ( fz(ﬂt)dtalglgr)
0 p P00 0

Por otro lado,

(p) 00
n” o1 1 1 0 pa\ 1

i - H, P dt = — ZfL | — —/ da i(_)_zp .
/0 / <p - ) p* HZ:O 4 (p) o V) bl

Utilizando el teorema anterior, observamos finalmente que

( Bt 1< < r) @ (
0

En otras palabras, la medida de ocupacion de /3 sobre el intervalo de tiempo [0, 71 /],
es decir la medida

/Oodafi(a)Xa,lgiST).

0

T1/2

f— f(Be)dt

0
tiene la misma distribucién que la medida X, da.

4.5. Arboles Galton-Watson con Progenie Fija

Del Teorema 71 es posible obtener un famoso resultado de Aldous relacionado con
arboles Galton-Watson condicionados a tener una gran cantidad (fija) de vértices.
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Aldous traté con la funcién de contorno mas que con la de altura, lo cual realmen-
te es mas o menos equivalente como se verda mas adelante. Asumiremos como en
la parte final de la prueba del Teorema 71 que la distribucién p tiene momentos
exponenciales pequeno. El resultado en verdad se sigue sin esta asuncion, pero nos
permite simplificar la prueba.

Para toda p > 1 denotamos por #%®) a un &rbol pu-Galton-Watson condicionado
con #(0) = p, lo cual puede interpretarse como que dicho drbol tiene p vértices
contando la raiz. Para que esto tenga sentido necesitamos que P(#(60) = p) > 0 para
toda p > 1, lo cual ocurre si p(1) > 0.

Recordemos que la distribucién de %) es I1,(da | #(a) = p) y que denotamos por
(H,gp) , 0 < k < p) al proceso de altura de #%), con la convencién H]gp) = 0.

Introducimos la excursién Browniana normalizada e = (e;, 0 < ¢ < 1). Esta es
simplemente una excursiéon Browniana condicionada a tener duracion 1. Por lo tanto,
debemos fijarnos en la primera excursién positiva § (partiendo del 0) con duracién
mayor a 1, escribimos [G, D] para el correspondiente intervalo de tiempo en el que
ocurre, y hacemos

L 15} 0<t<1
€ = ————— D(G+(D-G)t)AD sts L
D _ (GHD=GDAD
Por convencién e; =0 it > 1.

Teorema 83. Tenemos que
1 2
— H? 0<t<1) == (Ze,0<t<1
\/ﬁ [p] P00 g

Este resultado claramente es similar al obtenido anteriormente en el Teorema 71
y Corolario 80. Sin embargo, debido a cierta “degeneracién” en el limite (no hay
excursién Browniana con duracién exactamente 1), no es posible utilizar la misma
estrategia de prueba.

Demostracion. Sea H = (H,,n > 0) el proceso de altura como en el Teorema
71 asociado a una sucesiéon independiente de arboles u-Galton-Watson. Ya que es
posible, asumiremos que H esta dado en términos de la caminata aleatoria que la

define.

Denotemos por V; el ntimero de vértices del primer arbol en la sucesion, es decir,

Vi=imf{n>1:H,=0}=inf{n>1:5, =-1}.

99



Un argumento de combinatoria —considerar todas las posibles permutaciones circu-
lares de p incrementos de la caminata aleatoria S sobre el intervalo [0, p]— muestra

que para toda p > 1,
1
PV = 5) = 1 B(S, = 1) (49)
Por otro lado, resultados cldsicos para caminatas aleatorias ( Véase [18] Capitulo IT)

nos indican que

1
lim /pP(S, = —1) = ,
P00 oV 2w
de donde se sigue que
1
P(Vy =p) ~ para p grande. (4.10)

o/ 2mp3

De la tltima parte de la prueba al Teorema 71, recordemos que es posible encontrar
e > 0 tal que, para p suficientemente grande

Hy 2 Spig =Ty -
P su —p——u> 1/8 < exp(—p°).
(o<tl<)1|\/ﬁ 2 | >p p (—p°)
Observemos que utilizando (4.10), también tendremos que para p grande
H 2 S — 1
P(Sup Ho 2 St ~ T
0<t<1 /P O VD
para toda € < €. Ya que I,, = 0 para 0 < n < V;, también tenemos que
H 2 5
P ( sup |—pt - M|
0<t<1 /P 0% /P
Lo resultados (4.9), (4.10) y (4.11) pueden consultarse en [15] Lema 3.8.6. , Lema
3.8.7. y Teorema 4.4.5. respectivamente.

| >p—1/8

v :p) <ep(p),  (A11)

~1/8

Vi =p) < exp (—p),

Ahora bien, (H,gp) , 0 < k < p) se distribuye igual que (Hy, 0 < k < p) bajo
P(-|Vi = p). Tendremos entonces que el presente teorema sera resultado de la cota
anterior y el lema presentado a continuacién que relaciona a la excursion Browniana
normalizada con la excursion de una caminata aleatoria de larga duracion fija. [

Lema 84. La distribucion de el proceso

1
— <t<l1
(O_\/]—QS[pt]uo_ = )7

bajo la probabilidad condicional P(-|Vy = 0) converge cuando p — oo a la ley de la
excursion Browniana normalizada.
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La prueba se omite, sin embargo este resultado puede ser visto como una version
condicional del Teorema de Donsker (Véase [10]).

Inmediatamente se deduce del teorema anterior que

lim P(h(6) > z\/p|#(0) =p) =P ( sup e; > a_:c) :
p00 0<t<1 2

CONSECUENCIAS EN COMBINATORIA. Para varias elecciones particulares de p, la
medida II,(da | #(a) = p) coincide con la medida de probabilidad uniforme sobre
cierta clase de “arboles combinatorios” con p vértices. El teorema anterior nos da
informacion acerca de la proporcion de arboles en dicha clase que satisfacen ciertas
propiedades.

Siendo més explicitos, consideremos el caso en que p es una distribucién geométrica
de pardmetro 1/2,
1
p(k) = Qk+1

Entonces I1,(da | #(a) = p) es la distribucién uniforme sobre el conjunto de arboles
ordenados con raiz y p-vértices A, (esto es consecuencia de la Proposicién 66). El
resultado anterior nos muestra que la altura de un arbol escogido aleatoriamente
de A, es de orden ,/p, de manera mas precisa nos da la proporcién asintética de
aquellos arboles en A, con altura mayor a x/p. Argumentos similares son enunciados
al utilizar otras funcionales distintas a la funcion altura.

Similarmente, si p es una distribucién Poisson tal que

1
_ -1
M(k) =€ HJ

entonces II,(da|#(a) = p) resulta ser la distribucién uniforme sobre cierta clase
de arboles con raiz y p-vértices, conocidos como arboles de Cayley. Los arboles de
Cayley son arboles sin orden en sus vértices a los que simplemente se les asignan
etiquetas enumeradas 1,2,...,p. La raiz puede ser entonces cualquiera de los p-
vértices. Es un resultado conocido que habra exactamente p?~2 arboles de Cayley
con p-vértices, en consecuencia habrd pP?~! arboles de Cayley con raiz yp-vértices.
De esta manera, si comenzamos a partir de un arbol ordenado con raiz con distribu-
cién de acuerdo a Il,( da | #(a) = p) y posteriormente asignamos etiquetas 1,2,...,p
de manera equiprobable a los vértices, y finalmente nos olvidamos del orden con el
cual comenzamos, lo que obtenemos es un arbol aleatorio que se distribuye unifor-
memente sobre el conjunto de arboles de Cayley con raiz y p-vértices. Por lo tanto,
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los resultados de la presente seccién nos estarian dado de igual manera informacion
sobre las propiedades de arboles de Cayley condicionados a ser grandes.

Puede que sea inesperado el hecho de que de distintas clases de arboles combi-
natorios obtengamos el mismo tipo de comportamiento en el limite y en particular,
que la ley obtenida en el limite sea la misma en cada caso. Sin embargo, obsérvese
que la constante o si puede variar: 02 = 1 en el caso de arboles binarios o de Cayley,
mientras que 0% = 2 para arboles ordenados con raiz.

4.6. Convergencia de Funciones Contorno

Explicaremos ahora brevemente como es que algunos resultados precedentes tam-
bién pueden ser enunciados en términos del proceso contorno de un bosque en vez
del proceso de altura. Recordemos la definicién de la funcién de contorno de un arbol
enunciada en la Definicion 62. Notemos que en contraste con el proceso de altura es
conveniente indexar al proceso de contorno por un pardmetro real.

Daremos el resultado homologo correspondiente al Teorema 71.

Sean 61,05, ... una sucesion de arboles u-Galton-Watson independientes. A cada
0; lo asociamos con su funcién contorno Cy(6;) para ¢t € [0,((6;)], donde ((6;) =

2(#(6;) — 1).

Este ultimo intervalo de definiciéon nos da como consecuencia, que la funcion de
contorno de un arbol que consista inicamente de la raiz es trivial. Por esta razén y
ya que deseamos que al igual que el proceso de altura el proceso de contorno defina
la sucesién de drboles, haremos la convencién de que la funcién de contorno Cy(6;)
estard definida para t € [0,£(0;)], donde £(0;) = 2#(0;) — 1; tomando Cy(#;) = 0
para t € [((6:),£(6:)]-

Definicién 85. (Proceso de Contorno)
El proceso de contorno (Cy , t > 0) del bosque 01,05, ... se define como la concate-
nacion de las funciones Cy(61), Cy(0s), .. ., esto es:

Ct = Cefe(or)+-+¢0:-1)] (0)
si &(01) + -+ E(0im1) <t <E(01) + -+ E(0)

Para toda n > 0, definimos

Jn=2n—-H, + I,.
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Notemos que la sucesion J, es estrictamente creciente y que J,, > n.

Recordemos que el valor al tiempo n del proceso altura, corresponde a la gene-
racion del individuo visitado en el paso n, donde los individuos son visitados en
orden lexicografico un arbol tras otro. Es facil verificar inductivamente sobre n que
[ /1, Jns1] es exactamente el intervalo durante el cual el proceso de contorno va del
individuo n al individuo n + 1. De esta observacion, obtenemos que

sup |Cy— H,| < |Hpw1 — Hy| + 1.

tE[Jn,Jn+1}

Un argumento mas explicito para justificar esta tltima cota se sigue de la formula
para Cy en términos del proceso altura: Para t € [J,,, J,11],

c {Hn—(t—Jn) | site [Ty Josr — 1]
(Hns1 — (Jug1 — 1)) sit € [Jpy1 — 1, Tyl
No es dificil verificar estas férmulas por induccion sobre n.
Definimos una funcién aleatoria ¢ : R, — {0,1,...} dada por
o(t)=n siysolosi t€[J,, Jni1)

De la cota previa obtendremos que para todo entero m > 1,

sup |Cy — Hywy| < sup |Gy — Hyp)l < 1+ sup |[Hyp — Hyl. (4.12)
te[0,m] t€[0,Jm] nm

De manera similar, se sigue de la definicién de J,, que

t t 1 1
sup [o(t) = 5| < sup o) = 5l < 5 sup Hy o+ gfln| + 1. (4.13)
te[0,m] te[0,Jm] n<m

Teorema 86. Tenemos que

1 D 2
— t> — t>
(\/]3021)157 2 0) pw—og (Uﬁt; =z 0>

donde [ es un movimiento Browniano reflejado.
Demostracion. Para toda p > 1, establecemos
ep(t) =p " p(pt).
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Por la desigualdad (4.12), tenemos que para todo m > 1,

1 1 1
sup | — Copy — —H, < Lol s Hy - H —>0 4.14
Sup | 5O = —pHbeen| < 5t 5 sup D [Hip+1 = Hipr (4.14)

donde la convergencia en probabilidad se da gracias a la convergencia en distribucion
del Teorema 71 y que el proceso limite es la constante 0. Por otro lado, tenemos la
convergencia dada en la prueba del Teorema 71,
! Siy —— 0B
—=®[pt 0Dy
\/]_j [pt] PO
lo cual, por la continuidad de la funcional infimo (supremo) sobre C'(R,, R ), implica

que para todo m > 1,

1
— 1y 2, o fof B, (4.15)

\/Z_j P00 t<m

donde inf Sy = I,p. Luego, de la desigualdad (4.13) se tiene que

[pt]<mp

1 1 2
sup gp(2t) =t < = sup Hy+ ~|Touy| + = —— 0, (4.16)
t<m

D k<2mp P P pwoo

donde la convergencia en probabilidad se obtiene nuevamente por el Teorema 71 y
(4.15). Combinando (4.14), (4.16) y el Teorema 71 se sigue el enunciado del presente
teorema. [

Ejemplo. Existe un caso especial en que el Teorema 86 no es dificil de obtener y
que ademaés no es necesario hacer referencia al Teorema 71. Este caso se da cuando
tenemos que la distribuciéon de hijos p es una distribucién geométrica:

1

la cual satisface ser una distribucién critica con varianza positiva o2 = 2.

No es dificil ver que lejos del origen, el proceso de contorno (C,,n > 0) se comporta
como una caminata aleatoria simple. Efectivamente, por las propiedades de la dis-
tribucion geométrica, la probabilidad de que un individuo tenga al menos n+ 1 hijos
dado que se sabe que al menos tiene n, es 1/2 independientemente de la n. Esto es,
si X tiene distribucion pu,

P(X>n+1,X>n) PX>n+1) 5 1
(X zn+1X 2n) P(X > n) P(X>n) 5o 2
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Ademas es claro que la caminata debera estar condicionada a ser siempre positiva,
por lo que el resultado del Teorema 86 en este caso se sigue del Teorema de invarianza
de Donsker (o = /2).

Claramente tendremos que podremos enunciar el resultado del Corolario 81 en
terminos del proceso contorno de los respectivos drboles. Simplemente reemplazamos

H[Zi/f’ ; por C[{;;;]/ﬁ}, es decir, intercambiamos la funcién altura por la funcion de

contorno del drbol #{#vP}

Corolario 87. Tenemos que

1 xT 2 ox

ox/2 .y . .o
donde e, /2 ¢s una excursion Browniana condicionada a tener altura mayor que
ox/2.

Los distintos resultados de este capitulo, nos muestran que los procesos de altura
con su respectivo reescalamiento (o bien procesos de contorno) de arboles Galton-
Watson “grandes” convergen en distribucion hacia excursiones Brownianas. Aun asi,
todavia no podemos afirmar que los arboles por si solos convergen. De hecho, para
poder expresar matematicamente esto 1ltimo es necesario definir formalmente a que
nos referimos cuando hablamos de un limite de arboles aleatorios y su convergencia.

El siguiente paso es dar de manera precisa la definicién de arboles continuos y
discutir una topologia sobre el espacio de los arboles continuos. Esto nos permi-
tira reinterpretar los resultados hasta ahora dados como teoremas de convergencia
de arboles aleatorios.
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Capitulo 5

Arboles Reales y su Codificacion
por Excursiones Brownianas.

En este capitulo describimos en primera instancia el formalismo de los arboles
reales, el cual serd utilizado para dar un significado matemético preciso de la con-
vergencia de arboles discretos con un reescalamiento adecuado hacia objetos conti-
nuos. Posteriormente mostramos como es que un arbol real puede ser codificado por
funciones continuas de manera similar a la codificacién de arboles discretos por su
funciones contorno.

5.1. Arboles Reales

Definicién 88. (Arbol Real). Un espacio métrico compacto (T,d) es un drbol real
si cumple que para cualesquiera dos puntos a,b € T :

1. Eriste una unica isometria fop : [0,d(a,b)] — T tal que
fap(0) =a y fap(d(a,b)) =Db.

2. Si q es una funcion continua e inyectiva de [0,1] en T, tal que q(0) = a y
q(1) = b, tendremos que

q([0,1]) = fa([0, d(a, b)]).
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Un drbol real con raiz es un drbol real (T,d) con un vértice distinguido p = p(T) al
cual se le llama raiz. En lo subsecuente, los drboles reales en consideracion tendrdn
siempre raiz, aunque no se mencione explicitamente.

Consideremos un &rbol real (7,d), cualesquiera dos elementos a,b € T y p su
raiz.

e El rango de la isometria f,; la denotamos por [[a,b]], siendo este ultimo el
segmento de recta entre a y b en el arbol. En particular, [[p, a] es la trayectoria
que va de la raiz hacia a, a la cual nos referimos como la linea ancestral del
vértice a.

Mas precisamente, definimos un orden parcial sobre el arbol de la siguiente manera:
e a < b (a es un ancestro de b) si y solo si a € [[p,b]].

Ademas, tendremos que:

e Paraa,b € T, existe un unico ¢ € T tal que [[p,a]] N [[p,b]] = [[p, c]]. En dicho
caso, escribimos ¢ = a A b y llamamos a c el ancestro comin mas reciente de
ayb.

e Por definicion, la multiplicidad de un vértice a € T es el nimero de compo-
nente conexas (conexos maximales) de 7 \ {a} . A los vértices en T \ {p} con
multiplicidad 1, los llamamos hojas.

Notemos que un arbol real 7 puede verse como la unién de todas las lineas ances-

trales, es decir,
7= lp.all.
acT

Una isometria es abierta, continua y cuando definida entre espacios métricos es
inyectiva. Por otro lado, un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo [0, 1];
sea h el homeomorfismo entre [0, 1] y [0,d(p,a)] con a € T fijo, entonces f,, o h es
un homeomorfismo entre el intervalo [0, 1] y [[p, a]].

Por lo tanto, todo arbol real es unién de arcos y sus hojas seran los puntos extremos
de los arcos maximales [[p, a]|] contenidos en 7T, en consecuencia 7 es un espacio
arcoconexo.
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De hecho una caracterizacién bastante 1til es que un espacio métrico (7,d) es un
arbol real si y sélo si es completo, conexo por trayectorias y cumple la “condicion
de los cuatro puntos”,

d(zy, x9) + d(x3,4) < max {d(xq1,x3) + d(x3, x2), d(x1,24) + d(22,74)}
para cualesquiera cuatro puntos x1, xs, T3, x4 € T.

Nuestro objetivo ahora, es estudiar la convergencia de arboles aleatorios reales.
Claramente sera necesario tener una nocion de distancia entre dos arboles reales.
Utilizaremos la distancia de Gromov-Haussdorf entre espacios métricos compactos
la cual fué introducida por Gromov en vista de sus aplicaciones geométricas.

A continuacion, se da una breve introduccién a los hiperespacios, que principal-
mente son espacios auxiliares utilizados para examinar de mejor manera propiedades
de espacios compactos, métricos y conexos a través del estudio de sucesiones de sub-
conjuntos del espacio en cuestion.

Definicién 89. (Hiperespacios) Para un espacio topoldgico E, sea:

(z.) 2P ={A: A+ @, ACE y A es cerrado}
(13.) C.(E) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes.}

Supongamos ahora, que E es un espacio métrico con métrica d. Con el propdsito de
dotar de una métrica apropiada a 2%, definimos para cada € > 0 y para cada A € 2F,
la nube de radio € > 0 del conjunto A como

NY(A)={r € E:d(x,a) < ¢ para alguna a € A}.

Finalmente, para A, B € 2F, definimos a la métrica de Haussdorf inducida por d
como:

dy(A,B) =inf{e >0: AC NYB), BC NYA)}
Meétricas equivalentes para E inducen la misma métrica de Haussdorf; los espacios

2E v C,(F) con la métrica dy son llamados hiperespacios de E.

Intuitivamente dos espacios A, B estdn suficientemente cerca con respecto a dgy,
si cada punto de A esta cercano a un punto de By A y B son aproximadamente
del mismo «tamano geométrico».

Ademds, si F es un espacio compacto, métrico y conexo (un continuo) de igual
manera lo seran sus hiperespacios, mds atin 27, C,,(E) serdn arcoconexos.
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Definicién 90. (Distancia de Gromov-Haussdorf)
Sean T y T dos espacios métricos compactos con raices p y p’ respectivamente,
definimos su distancia de Gromov-Haussdorf como

der(T,T') = mf{du(e(T),¢'(T") Vd(e(p), ¢'(p))},

donde el infimo es tomado sobre todas la posibles elecciones de un espacio métrico
(E,d) y todos los encajes isométricos, o : T — E y ¢ : T — E en (E,d).

Definimos una relacién de equivalencia (~) entre la coleccion de los espacios métri-
cos compactos con raiz, dada por:

Ti ~ Ty si existe una isometria de 77 sobre 75> que preserva la raiz.

En dado caso, diremos que los espacios son equivalentes. Es facil ver que dgg (T, T)
tinicamente depende de las clases de equivalencia de 7y 7 . Entonces dgy define
una meétrica sobre la coleccién de todas las clases de equivalencia de los espacios
métricos compactos con raiz.

Denotamos por T al conjunto de todas las clases de equivalencia de arboles reales
con raiz.

Teorema 91. El espacio métrico (T,dgy) es completo y separable.

La prueba detallada a este teorema puede consultarse en [§], Teorema 1. Sin
embargo, la idea de la demostracion de completez se basa en probar que el espacio
de arboles reales compactos T es un subconjunto cerrado del espacio de espacios
métricos compactos considerado con la métrica de Gromov-Haussdorf; para esto se
demuestra que el limite de cualquier sucesion de elementos en T verifica ser conexo
por trayectorias y satisface la condicién de los cuatro puntos; esto ultimo, gracias a
un teorema que nos permite afirmar que dicha propiedad es preservada bajo limites
de la métrica de Gromov-Haussdorf. Para la separabilidad, se demuestra que el
conjunto de arboles finitos con longitud racional entre los vértices es numerable y
denso en (T, dgg).

Utilizaremos la siguiente definicién alternativa de dgg. Sean (71,dy) y (7Tz, d2) dos
espacios métricos compactos. Una correspondencia entre 7; y 73 es un subconjunto
R de Ti x T, tal que para todo z; € 7; existe al menos un r, € 75 de manera que
(1, r9) € R e inversamente, para todo y, € Ts existe al menos un y; € 77 de manera
que (y1,y2) € R. La distorsién de la correspondencia R se define como

dis(R) = sup{|di (21, y1) — da(x2, y2)| : (21, 72), (Y1, 92) € R}
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. . , . , / .
Entonces, si 7y 7 son dos espacios compactos métricos con raices py p respecti-
vamente, tendremos que

den(T,T) = % inf {dis(R): R € C(T,T), (p,p) ER}

donde C(T, T) denota el conjunto de todas las correspondencias entre T, T .

5.2. Codificando Arboles Reales

Describimos a continuacion un método para construir arboles reales, el cual, es
particularmente adecuado para las aplicaciones que se daran posteriormente para
arboles aleatorios.

Consideremos una funcién continua (determinista) g : [0, 00) — [0, 00) con soporte
compacto, esto es, {z : g(z) # 0} es compacto y que ademds ¢g(0) = 0. Para evitar
resultados triviales, supondremos que g no es la funciéon idénticamente cero. Para
todo s,t > 0, establecemos

t)= inf
myg(s,t) re[s}&svﬂg(r),

y definimos a la funcién d, : [0, 00) x [0, 00) — [0, 00) por:

dy(s,t) = g(s) + g(t) — 2my(s,t).

Claramente d,(s,t) = dy(t,s) y es facil verificar que se cumple la desigualdad trian-
gular
dy(s,u) < dg(s,t)+dy(t,u)

para todo s,t,u > 0.

Introducimos la siguiente relacién de equivalencia (~) la cual puede ser definida
por:

(1) s~t siysolosi dy(s,t) =0,
= g(t) = my(s, ).

observemos que

~—

(2) s~t siysolosi g(s

Claramente (2) = (1), para ver que (1) = (2

~—

dy(s,t) =0 < g(s)+ g(t) — 2my(s,t) =0
& 0< g(t> - mg(87t> - mg(‘S?t) - g(s) <0,
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de donde se concluye que g(s) = g(t) = my(s,t).
Dada la relacion anterior, es posible definir el espacio cociente
Ty =10,00)/ ~.

Obviamente la funcién d, induce una métrica sobre 7,, mantendremos la notaciéon
d, para ésta métrica. A la funcién p, : [0,00) — 7, dada por s — [s]. donde

[s].={t€[0,00):t~s}eT,
la llamamos la proyeccién canénica .

Denotamos p = py(0) = {s € [0,00) : g(s) = 0}. Si ¢ > 0 es el supremo del
soporte de g, tenemos que py(t) = p para toda t > (. En particular,

,Tg :pg([()?d) = [0>C]/ ~

es compacto y arcoconexo. Notemos que la linea de ancestros de un vértice p,(s)
que denotamos por [[p, py(s)]], es isémetrico al intervalo [0, g(s)].

En este capitulo, estaremos interesados en el caso en que g sea una excursién brow-
niana con duracién ¢ = 1.

Proposicién 92. La funcion proyeccion p, es una funcion cociente, es decir, el espa-
cio métrico (Ty,dy) estd dotado con la topologia cociente (topologia fuerte) inducida
poT pg, es decir,

U C T, es abierto si y solo sip, ' (U) C [0,¢] es abierto.

Antes de proceder la prueba de la proposicién, presentamos dos resultados to-
polégicos que nos facilitaran el esquema de la demostracién:

Teorema 93. Si A, B son espacios topologicos y f : A — B es continua sobreyectiva
y cerrada, entonces la topologia de B es exactamente la topologia cociente inducida

por f.

Demostracion. Sea f continua y cerrada. Por definicién la topologia cociente es la
topologia fuerte en el caso particular de una funcién, por lo que basta ver que si 75 es
la topologia de B entonces 74 C 75 ya que por defincién 75 C 74. Sea U € 7¢ entonces
por definicién de topologia cociente f~1(U) € 74 por lo que A\ f~1(U) = f~4(B\U)
es cerrado en A. Ahora bien, como f es cerrada f[f~(B\ U)] = B\ U es cerrado
en (B, 7g) y por tanto U € 75. O
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Lema 94. Si para una funcion continua f : A — B existe un conjunto M C A tal
que f(M) = B y la restriccion fia es cociente, entonces f es un cociente.

La prueba es inmediata de las propiedades de una funcién cociente en composicion
con una funcién continua (Véase [6] Cor. 2.4.6., pag. 92).

Demostracion de la Proposicion 92.

Ya que p,([0, ¢]) = Ty, por los resultados anteriores basta verificar que p, : [0, ] — 7,
es continua y cerrada. La continuidad se obtiene cuando se considera al espacio [0, (]
equipado con la métrica euclidiana y al espacio métrico (7, d,). Dada una sucesién
t1,ta,... € [0,(], tal que t,, — t cuando n — oo, veamos que p,(t,) — py(t). Sea
€ > 0, entonces

dyg(pg(t), pe(tn)) = g(t) + g(tn) — 2my(tn, 1),

por otro lado y gracias a la continuidad de la funcién g, existe § > 0 tal que |s—t| < §
implica
€
9(s) — 9(0)] < 5,
usando esta desigualdad elegimos N € N, de manera que para todan > N tendremos
€
que |t, —t| < d§ y en consecuencia |g(t,) — g(t)| < 3 para todan > N.
Es importante tener presente que my(t,,t) = g(s) para algin s € [t, At,t, V1], ya
que entonces tendremos que |s — t| < ¢ para toda n > N. Luego, para toda n > N

1) = my(t,12) < g(ta) = 9]+ g(8) = my(t, 1) < 5 + 5 ==
por lo que finalmente
d9<pg(t)>pg(tn)) < [Q(tn) - mg(tn,tﬂ + [g(t) — mg(tn,t)} < % + % =e.

con esto hemos probado que py(t,) — p,(t) cuando n — oo, por lo tanto p, es
continua. Claramente sera cerrada, ya que toda funcién continua de un espacio
compacto en un espacio de Haussdorff (es posible separar cualesquiera dos puntos
por abiertos ajenos) es cerrada. O

Teorema 95. El espacio métrico (T4, dy) es un drbol real con raiz p = p,y(0).

Es posible probar que el reciproco también es cierto, esto es, que todo arbol real
con raiz es posible representarlo de la forma 7.
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pg(u)

mg(t,u) 7 Po(1) e Po(1) A Pg(U1)

my(s. 1) P3(S) e P (S) A Pg(t)

- P(0)
(raiz)

Figura 5.3: Sub-arbol de 7, unién de las lineas ancestrales con vértices py(s), py(t), pg(u)
(Le Gall [11]).

[lustramos ahora, antes de probar el teorema anterior, lo que llamamos un sub-
arbol de 7, también denominado un arbol reducido, unién de las lineas ancestrales

con vértices py(s), py(t), py(u).

Las lineas ancestrals de py(s), py(t) y py(u) son segmentos de recta de longitud g(s),
g(t) v g(u) respectivamente. Las lineas ancestrales de p,(s) y py(t) comparten un
segmento de recta isométrico al intervalo [0,m,(s,t)] (como se intenta ilustrar en la
figura), y por supuesto una propiedad similar persiste para las lineas ancestrales de

Py(5) ¥ Dg(1), 0 pg(u) y py(t).

Daremos una prueba elemental del Teorema (95), la cual unicamente utiliza la
definicion de &arbol real, a la vez serd de gran ayuda para entender las nociones
de “linea ancestral” y “ancestro comun mas reciente” en 7,. Otro argumento que
depende del Teorema (91) se presentara mas adelante.

Antes de proceder con la prueba del Teorema (95), establecemos y probamos el
siguiente lema de cambio de raiz, el cual es de interés independiente al recién men-
cionado teorema. Para su demostracion recurrimos al siguiente resultado topoldgico.

Sean A, B dos conjuntos con relaciones de equivalencia r, R, respectivamente. Una
funcion f : A — B se dice que preserva-relacion si ara’ = f(a)Rf(a’). Ademaés,
recordemos que las proyecciones son las funciones denotadas por py, pg, donde

ar>pala)={d € A:d'ra} y b pp(b)={b € A:VRb}.

Teorema 96. Sean A, B dos conjuntos con relaciones de equivalencia r, R respecti-
vamente y f : A — B una funcion que preserva-relacion, entonces existe una y solo
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una funcion f*: A/r — B/R, tal que el diagrama

A4 L B
pa 1 ps
Ar L5 BJR
conmuta (f* opa = pp o f) y donde la continuidad de f implica la de f*. Ademds, f*
es llamada la funcion inducida por f en el “paso al cociente”. Inversamente si f, f*

son cualesquiera dos funciones tales que el diagrama anterior conmuta, entonces
necesariamente f preserva-relacion y f* es la funcion inducida por f.

Véase (3] Cap. I, Teo. 7.7. y Cap. VI, Teo. 4.3., pags. 17, 127.

Lema 97. (Cambio de Raiz).
Sea so € [0,(]. Para cualquier nimero real v > 0, denotamos porT al inico elemento
de [0,() tal que r —T es un entero multiplo de (. Establecemos

7(5) = g(s0) + 95T F) — 2my(s0,50F5),  para todo s € [0,¢]
g'(s) =0, para s > (.

Entonces, la funcion ¢’ es continua con soporte compacto y satisface g'(0) = 0 de
manera que es posible definir Ty. Mds aun, para todo s,t € [0, (], tenemos que

dy(s,t) = dgy(so+ 5,50+ 1) (5.1)
y existe una unica isometria R de Ty sobre T, tal que, para toda s € [0,(],

R(py(s)) = pg(s0 + 3). (5.2)

Asumiendo la veracidad del Teorema (95), es posible observar que 7T, coinci-
dird con el arbol real 7, cambiando la raiz a p,(so). Por lo que el lema anterior nos
estaria indicando, cual funcién codifica al arbol 7, con cambio de raiz en un vértice
arbitrario.

Demostracion. Queremos probar que ¢’ es continua en [0, () con soporte compacto
y cumple que ¢'(0) = 0, con lo que tendria sentido hablar de T, Sea s¢ € [0, ¢) fijo.
Si s € [0, (] entonces sg+ s € [0,2() y por definicién so + s € [0, (), por lo que

0 sisg+s<( & s9+s=s59+ s,

Sot+s—5sSpt+s=
0 0 {( sisop+s>( & sg+s=5+s—C.
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Luego, tendremos que la funcién ¢’ que obviamente dependerd de sy € [0, () fija, la
podremos expresar de la siguiente manera:

dy(so, S0+ 5) sis €0, — so),
g,(S) = dg(807 S0 + 5 — g) sls € [C — 50, C)7
0 sis > (

De esto dltimo facilmente nos percatamos que ¢'(0) = 0 y que ¢’ es no-negativa.

Observemos que para toda € > 0, g es continua en los compactos [0,{ — so — €] y
[C — s0,( — €] y alcanza su infimo en cada uno de ellos. De esto tendremos que ¢’
como antes definida sera continua sobre cada uno de estos intervalos y por lo tanto
sobre su unién. Finalmente basta probar que en ( — sg es continua por la izquierda,
lo cual obtenemos del hecho que d(sg, so+ (¢ —s0)) = dy(s0, S0+ (¢ —s0) —¢) ya que
g(0) = g(¢) = 0 =my(0, s9) = my(so, (). Por lo tanto ¢’ serd continua en [0, co).

Ahora si, tiene sentido considerar al espacio 7. Por el Teorema 96 basta ver que
dada sy € [0,(), la funcién f : [0,¢] — [0,¢] definida por f(t) = so + t preserva las
relaciones de equivalencia que dan origen a los espacios cocientes 7, y Ty; probado
esto, podremos afirmar que existe una tnica funcion ® tal que el siguiente diagrama
conmuta:

0,¢ L o

Pg’i \Lpg
T, =T

Asi las cosas, la clave estd en poder verificar la relacion (5.1), ya que nos indica que
efectivamente la funcion f antes mencionada preserva la relacién. En los siguientes
casos consideraremos sin pérdida de generalidad que s,t € [0,(] con s < ¢.

Caso 1. s,t € [0, — s¢). Entonces, 7+ sg = r + so para toda r € [s,t] y

my(s,t) = inf ¢'(r) = inf [g(so) + g(so + 1) — 2my(so, So + 7“))}

r€[s,t] rée(s,t]

Existen dos posibilidades:
(2) my(so+ s,s0 +1t) > mgy(so, S0+ 5)

= my(so, 0 + 1) = my(So, S0+ 5) = my(se, 50 +1t) Vrelst,
= my(s,t) = g(so) +my(so + s, 50 +t) — 2my(so, So + 5).
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Se seguird entonces que
dy(s,8) = g(5)+ () — 2my (5,1
= g(so+s) —2my(so, 50+ s) + g(so +t) — 2my(so, so + 1)
—2[mgy(so + s, 50 + 1) — 2my(sg, o + )]
= g(so+s)+g(so+t) —2my(so+ 5,50 + 1)
= dy(so+ 5,50+ 1)
= (o FE 50T ).

(2) mg(so + 5,50 +1) < my(s0,50 + 5)
= —my(So + 5, S0 +t) > —my(so, So + 1) > —my(so, S0+ ), Vr € [s,1]
y tendremos que es posible calcular explicitamente

inf ¢'(r) = Tér[}gft] [g(so) + g(so + 1) — 2my(so, So + r))},

re(s,t]

puesto que es posible minimizar gracias a lo anterior, obteniendo que,

inf ¢'(r) = inf [g(s0) + g(so + 1) — 2my(s0, 50 + 5))],

r€ls,t] Té[s,t]
por dltimo como para toda r € [s,t] tenemos que
g(so+ 1) —my(so+s,50+1t) > g(so+1)—my(so,s0+s) >0,
minimizamos esta cantidad nuevamente, eligiendo al primer r* € [s, t] tal que
9g(so +17) = my(so, s + s0),
obteniendo asi que,

inf g/(’l”) = mg'(87 t) = g(SO) - mg(So, s+ SO)-

rée(s,t]

Se sigue que

dg(s,t) = g'(s)+4'(t) —2my(s,t)
(s0) + g(so + s) — 2my(So, So + 5)
(s0) + g(so +t) — 2my(so, S0 + 1)
Q[g s0) — my(So, S + 80)}
= g(so+s) —2mgy(so, 50+ 5) + g(s0 +t) — 2my(so, so + 1)
+2my(so, So + )
= dy(so+ 5,50+ ).
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Anélogamente se verifican sin pérdida de generalidad para s < t, los siguientes casos:
Caso 2. s,t € (¢ — so,(],
Caso 3. s € (( —s0,¢] y t € [0,¢ — s0).

Por (5.1) si s,t € [0,¢] son tal que dy(s,t) = 0, tenemos que dy(sg + s, 50 +t) = 0,
asi que py(so+ ) = py(so+1t) y la funcién f(t) = so+ ¢ efectivamente preserva
la relacion de equivalencia, de donde tendremos que el diagrama previo conmuta y
de (5.1) que la funcién inducida en el paso al cociente ® es una isometria. Final-
mente, Ty = py ([0, ¢]) (el supremo de el soporte de g’ es menor igual que () y R
estd determinada de manera unica por la relacién (5.2) y el Teorema (96). O

Definicién 98. (Punto de Corte).

Sea (S, T) un espacio topolégico conexo yp € S. Si S\ {p} es conezo, entonces p es
llamado un punto de no-corte de S. Si S\ {p} es disconexo, entonces p es llamado
un punto de corte de S.

Notacién S = U|V. Si S es un espacio topoldgico, escribimos S = U|V para
abreviar el hecho de que S = U UV donde U # @ #V, UNV =@y U,V son
abiertos en S.

Por lo tanto, S = U|V siy sblo si S es disconexo y decimos que los conjuntos U, V'
conforman una separacion de S.

Damos algunos preliminares. Para o, 0’ € T, definimos la relacién (<) por:
o =0 siysblosi dy(o,0")=dy(p,a") —dy(p,0).
Si o =py(s) y o’ =py(t), se sigue entonces de nuestras definiciones que
o <o’ siysélosi my(s,t)=g(s),

ya que o comparte una linea ancestral de longitud m,(s,t) con ¢’ y para que o sea
ancestro de ¢’ basta que su linea ancestral de longitud ¢(s) se encuentre completa-
mente contenida en la de ¢’ con lo que necesariamente my(s,t) = g(s). Es inmediato
verificar que la relacién (=) induce un orden parcial no estricto en 7, esto quiere
decir que es una relacién reflexiva, transitiva y asimétrica.

Para cualesquiera a, b, c € 7, notemos que por la transitividad antes mencionda

a=c siysolosi dy(a,c)=d,(p,c)—dy(p,a),
c <b siysdlosi dy(c,b) =dy(p,b)—d,(p,c),
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lo cual implica que
a=c=bsiysdlosi dy(a,b) =dy(a,c)+dy(c,b).
Con esto ultimo es natural establecer
[a,b]] = {c €T, : dy(a,b) = dy(a,c) + dy(c,b)}.

Si o = py(s) y o' = p,(t), entonces es facil verificar que [[p, o] N [[p, o']] = [[p,7]]
donde v = p,(r) si r es cualquier tiempo para el cual se alcanza el minimo de g entre
s y t. Entonces escribimos v = o A o’.

Hacemos,

Tylo]l :={c" €T,:0<0'}.

Si T,lo] # {o} y 0 # p, entonces haciendo U = T, \ T,lo] y V = T,lo] \ {c},
afirmamos que 7, \ {c} = U|V. Claramente U NV = @. Para ver que U es abierto,
sea s tal que o = py(s) y notemos que de nuestras definiciones

Tolo = py({u € [0,¢] - my(s,u) = g(s)}),

donde {u € [0,(] : my(s,u) = g(s)} es un conjunto cerrado y recordemos p, es
una funcién cerrada. El conjunto V' es abierto, ya que si o' € T,lo] y o' # o, se
sigue facilmente de nuestras definciones que la bola abierta centrada en ¢’ de radio
dy(o,0") se queda contenida en V. Por lo tanto, todo o € T, \ {p} es punto de corte
de 7,.

Con la informacién anterior a nuestro alcance nos encontramos en posicion de

probar que (7,,d,) es un arbol real con raiz p = p,(0).

Demostracion del Teorema 95. Probamos la propiedad (1) de la definicién de arbol
real. Fijando 01,09 € 7T, hay que probar la existencia e unicidad de la isometria
for.05- Utilizando el Lema 97 y sea so tal que py(sg) = o1, es posible asumir que
trabajamos sobre el mismo arbol recodificado a manera que o1 = p.

Sea entonces o € 7T, fijo, debemos probar la existencia de una tnica isometria

f = Jpo :0,dg(p,0)] = Ty tal que f(0) = py f(dy(p,0)) = 0. 5is €p; ({o}), se
tiene que g(s) = dy(p, o). Luego, para toda a € [0,d,(p, 0)], si hacemos

v(a) = inf {r € [0,s] : my(r,s) = a},
tendremos que ¢g(v(a)) = a por continuidad de g en [0, s]. Definimos a f por
fla) = py(v(a)).
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Tenemos que f(0) = py f(dy(p,0)) = o, esto dltimo ya que

my(v(g(s)), s) = g(s) = g(v(g(s))),

de donde py(v(g(s))) = py(s) = o. Es facil verificar que f es una isometria: Si
a,b € [0,dy(p,0)] con a < b, es inmediato que my(v(a), v(b)) = a, y entonces

dy(f(a), f(b)) = g(v(a)) + g(v(b)) — 2a = b — a.

Para probar la unicidad, supongamos que existe f* una isometria que satisface las
mismas propiedades que f. Sia € [0,d,(p,0)] entonces f*(a) =< o, ya que

dg(f*(a),0) = do(p, o) — a = dy(p,0) — dy(p, [*(a))-
Recordemos que o = py(s) y sea r tal que py(r) = f*(a). Notemos que
g(r) = dy(p,py(r)) = a
y ya que f*(a) < o también g(r) = m,(r, s). De esto tltimo tendremos que
my(v(a),s) = a = g(r) = g(v(a)) = my(v(a), ),

y entonces d,(r, v(a)) = 0, de manera que f*(a) = py(r) = py(v(a)) = f(a).
Con esto, la prueba de (1.) estd completa.

Para probar la parte (2.) de la definicién de arbol real, dada una funcién inyectiva
y continua ¢ : [0, 1] — 7,, queremos mostrar que

9(10,1]) = fa0.a0) ([0, dy(q(0), g(1))])-

Por el Lema de cambio de raiz y sin pérdida de generalidad podemos asumir que
q(0) = p y hacer ¢(1) = 0. Asi, f,((0,dy(p,0)]) = [[p, o]].

Es facil ver de inicio que ¢([0, 1]) es un arco por ser homeomorfo al espacio [0, 1].
Probamos primero que [[p,o]] C ¢([0,1]). Supongamos n € [[p,c]] \ ¢([0,1]), en
particular p # 1 # o. Entonces

q([0,1) € S =U|V donde U =T\ Ty[n] y V = Ty[n] \ {n}.
Pero recordemos que ¢(0) = p € U y q(1) = 0 € V y en consecuencia
q([0,1])NU # @ # q([0,1]) NV,

contradiciendo asi la conexidad de ¢([0, 1]). Por lo tanto, [[p,o]] C q([0, 1]).
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Para la otra contencion, supongamos que 7 € ¢([0,1]) \ [[p, o]], entonces n = ¢(a)
con a € (0,1). Sea v =n A o, entonces v € [[p,n]] N [[p, o]], de donde

dg(??,O') = dg(nﬁ) + dg(%a)-

De esto tltimo concluimos que 7 € [[n, ¢]]. Ahora bien, de la primera parte de la
prueba de (2.) podemos afirmar que [[p,7]] C ¢([0,a]) y en particular v € ¢([0, a));
por un argumento de cambio de raiz y nuevamente por la primera parte de la prueba
tambiitendremos que v € [[,0]] € ¢([a,1]). Como ¢ es inyectiva, lo anterior es
posible sélo si v = ¢q(a) = 7, lo cual contradice el hecho de que n & [[p, o]]. O

Ya que hemos probado que (7,,d,) es un arbol real, es posible verificar rapida-
mente que las notaciones o < o', [[o,0']], 0 A o’ utilizadas durante la prueba son
consistentes con las definiciones introducidas en la primera seccién de este capitulo
para un arbol real en general.

Discutamos brevemente las multiplicidades en el drbol 7,. Si ¢ € 7, no es una
hoja entonces debe ocurrir que ¢(0) < r(o), donde

(o) :=infp; ({o}), (o) :=supp, ({c})

son respectivamente la preimagen mas pequena y mas grande de ¢ 6 bien el elemento
méas pequeno y el més grande respectivamente de la clase de equivalencia o en [0, (].
Notemos ademas que como d,(¢(0), r(c)) = 0 tendremos

my(l(0), r(0)) = g((0)) = g(r(0)) = dy(p, o).

Recordemos rapidamente que un espacio localmente conexo es todo aquel que en
cada punto posee una base de abiertos conexos. Todo subconjunto abierto de un
espacio localmente conexo vuelve a ser un espacio localmente conexo. Es una carac-
terizacion de éstos espacios que las componentes de todo subconjunto abierto son
abiertas (y cerradas también), ademds de poseer una cantidad finita de componentes.

Dado un punto z, la componente de x es un conexo maximal 6 bien la unién de todos
lo conexos que lo tienen. La cuasi-componente de un punto x es la interseccion
de todos los abiertos-cerrados que tienen al punto x. Debido a que un conjunto
conexo no puede contener propiamente conjuntos abiertos-cerrados, se tiene que
toda componente esta contenida en una cuasi-componente. En espacios localmente
conexos las componentes y cuasicomponentes coinciden.
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Sea Z un conjunto finito de indices, por la mencionada caracterizacion es posible
denotar por (a;, b;) con i € Z a las componentes conexas del conjunto abierto

A= (L), r(0)) N {t =0 : g(t) > dy(p.0)}
Observemos que en caso de que o sea una hoja se tiene que 7 = &.

Proposicién 99. Las componentes conezas del abierto T,\{c} son exactamente los
conjuntos py((ai, b;)) coni € L y en caso de que o no sea la raiz T, \ Tylo] también
es componente.

Demostracion. Se probé que el conjunto 7, \ 7,[o] es abierto, al igual que 7,[o]\{c}.
Nétese que en caso de que o sea la raiz Ty[o] \ {o} v T, \ {¢} coinciden.

Como el conjunto A es localmente conexo al ser subconjunto abierto de [0, (] y p, es
continua, sobreyectiva y cerrada, tendremos que p,(A) = T,[o] \ {o} es localmente
conexo y por lo tanto sus componentes conexas coinciden con sus cuasi-componentes.

No es dificil percatarse que los conjuntos p,((a;,b;)) con i € Z son cerrados,
ya que la proyeccién p, es cerrada y las componentes (a;,b;) son cerradas, pero
pg((ai, b;)) coni € 7 también son abiertos, la prueba es similar a cuando se probé que
T,lo] \ {o} es abierto. Mds atin, por ser imagen continua de intervalos tenemos que
son conexos. Es decir, como los conjuntos py(a;, b;) con i € Z son abiertos-cerrados
conexos y Tylo] \ {0} es localmente conexo, necesariamente deben coincidir con sus
componentes conexas.

Finalmente, 7, \ 7,]o| es conexo, ya que para cualesquiera o’,¢0” € T, \ T,[o],
[[p, '] U[[p,c"]] es un conjunto cerrado y conexo contenido en T, \ T,[c]. O

Concluimos la seccién con un lema que nos permite comparar arboles codificados
por dos funciones distintas g y ¢'.

Lema 100. Sean g, ¢ : [0,00) — [0,00) dos funciones continuas con soporte com-
pacto, tal que g(0) = ¢’'(0) = 0. Entonces,
dGH(7‘—q7 7—9') S 2 Hg - g/H7

donde ||g — ¢'|| se refiere a la norma uniforme de g — g € C(R{,Ry).

Demostracion. Recordemos la definicién de la distancia de Gromov-Haussdorf dada
por

dGH(E, 7;/) = inf d@S(R),

1
2 REC(Ty Ty)  (p.0)ER
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donde podemos construir una correspondencia R entre 7, y Ty de la siguiente ma-
nera:

R={(0,0"):0=py(t) y o’ =py(t) paraalgint > 0}.

Para poder acotar superiormente la distorsién de R, sea (o,0’), (n,7') € R. Por la
construcciéon de R, es posible encontrar s,¢ > 0 tal que py(s) = o, pg(s) =o'y
pg(t) =1, py(t) =1n'. Ahora, recordemos que

dg(o,m) = g(s)+g(t) — 2my(s, 1),
dy(o',n') = g'(s) +g'(t) —2my(s,1),

de manera que,
|dy(o,m) — dg (o, 1) < 4 lg = dl

Por lo que tendremos que dis(R) < 4||g — ¢'||, de donde se sigue el resultado. [

El Lema 100 nos sugiere la siguiente prueba alternativa del Teorema 95. Denote-
mos por Cyo, al conjunto de funciones ¢ : [0,00) — [0, 00) tal que

1. g es continua con soporte compacto y g(0) = 0.

2. Existe € > 0y a > 0 tal que para todo entero no negativo i, g es lineal con
pendiente av 6 —a sobre el intervalo [(i — 1) €, i ¢€].

Entonces no es dificil verificar que 7, es un arbol real si g € Cy. Efectivamente,
via un reescalamiento espacio-tiempo adecuado, g sera la funcién contorno de un
arbol discreto t € A, y 7, coincide (a través de un reescalamiento adecuado) con el
arbol real que puede ser construido de t de manera natural. Entonces, una funcién en
general g puede ser vista como limite uniforme de una sucesion (g, )nen de elementos
de Cyo, y el Lema 100 implica que 7, es el limite bajo la métrica de Gromov-Haussdorf
de la sucesién 7,,. Ya que cada 7T, es un arbol real, 7, también debe serlo por la
completez del espacio (T, dgy) (Teorema 91).

OBSERVACION. Recordando que todo arbol real con raiz puede ser representado
de la forma 7, la separabilidad del espacio (T, dgy) en el Teorema 91 puede ser
obtenida como consecuencia del Lema 100 y la separabilidad del espacio de funciones
continuas con soporte compacto sobre R .
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5.3. El Continuum Random Tree (CRT)

Utilizamos nuevamente la notacién e = (e;, 0 < t < 1) para denotar a la ex-
cursiéon Browniana normalizada. Recapitulemos, esta es simplemente una excursion
Browniana condicionada a tener duracién 1. Al fijarnos en la primera excursion po-
sitiva 8 con duracién mayor a 1, escribimos [G, D] para el correspondiente intervalo
de tiempo en el que ocurre, y hacemos

1
0 = ——— . L 0<t<l.
t \/m 6(G+(D G)t)/\D = =

Por convencién e; = 0 si ¢ > 1. Mds aun, consideramos (e;);>o como una funcién
continua (aleatoria) sobre el intervalo [0, 1] que cumple las propiedades de la seccién
anterior.

Definicién 101. (Continuum Random Tree) El continuum random tree es el drbol
real aleatorio Te codificado por la excursion Browniana normalizada.

El continuum random tree 7, es entonces una variable aleatoria que toma valores
en el espacio (T,dgy). Notemos que la medibilidad de ésta variable aleatoria se
sigue del Lema 100.

Es posible enunciar muchos de los resultados obtenidos para los arboles “combina-
torios” en términos de convergencia débil para el espacio T. Sin embargo, daremos
un tipico ejemplo mostrando que el continuum random tree es limite de arboles
combinatorios reescalados.

Recordemos A denota al conjunto de arboles finitos ordenados con raiz. Intro-
ducimos la notacién A, para denotar al subconjunto de A que consiste de arboles
con n vértices. Podemos y en lo sucesivo veremos a cada elemento t € A como
un arbol real con raiz. Simplemente es cuestion de visualizar al arbol t como una
grafica, union de segmentos de longitud 1 sobre el plano, equipado con la distancia
naturalmente definida como: la distancia entre o y o’ es la longitud de la trayectoria
mas corta sobre el arbol.

De manera alternativa, si C' = (Cy(t), t > 0) es la funcién contorno del arbol, esto
significa que identificamos t = 7¢ (no es una identificacién per se, porque el arbol t
cuenta con un orden en su estructura que desaparece al considerarle un érbol real).

Para toda A > 0 y un arbol 7 € T, el arbol AT es el “mismo” &rbol con todas las
distancias multiplicadas por el factor A (si 7 se encuentra encajado sobre el plano
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como se sugiri6 visualizar al arbol anteriormente, esto corresponderia a reemplazar
el conjunto T por AT).

Ahora reformulamos los teoremas de convergencia en distribuciéon hacia la ex-
cursién browniana en términos de convergencia en distribucion de arboles discretos
hacia el Continuum Random Tree sobre el espacio (T, dgp).

Teorema 102.
Para toda n > 1, sea T,y un drbol aleatorio con distribucion uniforme sobre A,,.

Entonces
1 )

Tin
v 2n () T~ 00

en el sentido de convergencia en distribucion para variables aleatorias con valores
en (T,dgpy).

Te

Demostracion. Sea, Cj, la funcién contorno de 7y, y definamos la version reescalada
de esta estableciendo

Cy = (2k)"Y2Cy(2kt) para toda t > 0.

Notemos que la funcién Cj, es continua no negativa y se anula en 0 y 1. Por lo tanto
es posible definir al arbol 7¢, .

Observemos ahora que este 1ltimo arbol real que acabamos de definir, esa rela-
cionado muy cercanamente al drbol T(y) . En efecto, 75, es (isométrico a) una unién
finita de segmentos de longitud (2k)~'/2 en el plano, con estructura genealdgica re-
gida por aquella de 7 de la forma ya ilustrada por una funcién contorno. De esta
ultima observacién y por la definicién de la distancia Gromov-Haussdorf, tendremos
que

dan (T, , (2k) 7 Th) < (2k)7172. (5.3)

Por el Teorema 86, tenemos que
(Cu(t), t > 0) % (e, t > 0).
Combinando esto tltimo con el Lema 100, obtenemos que
dau(Tg, , Te) < 2|C —e|| =0, n— .

De donde obtenemos que
(Te,.de,) = (Teude).

n~>00

El presente teorema se sigue entonces de ésta ultima convergencia y (5.3). [
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OBSERVACION Este tltimo resultado de hecho contiene menos informacién que los
teoremas de convergencia a la excursion browniana antes vistos, ya que el orden
lexicografico inherente a la nocién de arbol finito ordenado (y a la codificacién de
arboles reales por funciones) desaparece cuando consideramos al arbol finito ordena-
do como un espacio métrico. Aun asi es importante pensar al Continuum Random
Tree como limite de arboles discretos reescalados.

Existen resultados andlogos al teorema anterior para distintas clases de arboles
combinatorios, tal y como se comenté en la parte final de la subseccion 5.5. En
vista de esto, si 7, se distribuye de manera uniformemente entre la clase de arboles
de Cayley con raiz y n vertices, entonces tendriamos la siguiente convergencia al
Continuum Random Tree,

1 D
\/ET(’” oo
sobre el espacio T. Notemos que los arboles Cayley no estan ordenados, pero pueden
ser obtenidos de drboles (ordenados) Galton-Watson con distribucién de progenie
Poisson “olvidando” el orden. Aplicando el mismo argumento de la prueba anterior
a éstos arboles Galton-Watson (condicionados), obtenemos la convergecia deseada
para los arboles de Cayley.

Te,

5.4. La Medida de Excursion de Ito.

Nuestro objetivo ahora sera obtener ciertas distribuciones explicitas para el Con-
tinuum Random Tree, y mds especificamente sus respectivas distribuciones finito-
dimensionales. Para llevar a cabo estos cédlculos, necesitaremos algunas propiedades
bésicas de las excursiones Brownianas, Antes de lidiar con la excursién Browniana
normalizada, consideraremos la medida de Ito.

Denotamos por (B, t > 0) a un movimiento Browniano en R, comenzado en x bajo
la medida de probabilidad P,. Establecemos

S; =sup B,, I, =1inf B,

s<t s<t

y para a € R. El principio de reflexién nos permite obtener la distribucién del vector
(St,Bt): Sia>0ybe (—o0,al,

Po[st S a,Bt Z b] = ]P)()[Bt Z 2a — b]
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Tendremos entonces que para toda t > 0, la densidad conjunta bajo la medida [P,
de la pareja (St, By) es

2(2a — b 2a — b)?
715(@’ b) = i/m> exXp (( 9 ) ) 1{a20,b§a}'

El principio de reflexién también implica que S; y | By| se distribuyen idénticamente.
Sea a > 0, definimos el tiempo de paro T, = inf {t > 0: B; = a}. Observando que
{T, <t} = {S; > a}, obtenemos que la densidad de T, bajo Py, es la funcién

(t) = ¢ ex _a_2
Ga\l) = P P o |-

Notemos que entonces tendremos la siguiente relacion,

Ye(a,b) = 2¢2,—4(t) paraa >0yb < a.

Para toda € > 0 denotamos por 9, a la ley de la primera excursion de B afuera
de 0 que toca el nivel €. De manera mas especifica, sea

G.=sup{t<T.: Bi=0} y D.=sup{t>1T,: B =0},
entonces v, es la ley del proceso

(BG.4tyap., t = 0).

La medida 9, asi definida es entonces una medida de probabilidad sobre el conjunto
C = C(R4,R,) de todas las funciones continuas de R, en R, y tiene soporte en

Cez{eEC : supesze}.
s>0

Recordemos que intuitivamente el soporte de una distribucién puede pensarse como
la cerradura de los posibles valores tomados por una variable aleatoria que tenga
dicha distribucién.

Si0 < e<é€, tenemos que

0(C.) =P, [Sp, > €] =P [Ty < Ty = >

€

de donde por definicién de probabilidad condicional obtenemos que
6I
Vo = 196( . | CG/) = —196( -N CE/).
€

127



Para toda e > 0, establecemos

1
e — _/"96‘
K 2¢

Luego,
Ne = 776( N Ce’)
para toda € € [, +00). Esto conduce a la siguiente definicion.
Definicién 103. (Medida de It8). La medida o-finita n sobre C' definida por
— i
n 61%1 Te

es la medida de Ito de las excursiones positivas de un movimiento Browniano real.

Algunas propiedades de la medida de Ito son las siguientes:

e 7)(de) tiene soporte sobre el conjunto
E={ecC : Existec =0(e) >0 tal que ¢, >0 siysdlosi 0 <t<o}.
El nimero o(e) es llamado la longitud o duracién de la excursion e.

e Por construccién, 7. es la restriccién de la medida 7 al espacio C. y en parti-

cular
1

n(Ce) = %
e Sea T.(e) = inf{t > 0 : e; = €}, entonces la ley del proceso
(er(eyees 2 0)
bajo la medida ¥, = n( - | T, < 00) es idéntica a la ley del proceso
(Biay , t 2 0)

bajo la medida P.. Esta ltima propiedad se obtiene de la construccion de v,
y la propiedad fuerte de Markov para el movimiento Browniano al tiempo T..

Recordemos que si 74 es la funcién inversa continua por la derecha del tiempo lo-
cal, entonces para cada ¢ € D, (conjunto de discontinuidades de 7), definimos la
excursion e, = (e; (t))i>0 asociada al intervalo (74—, 7¢) por:

6 (t) ﬁTg,ﬁ*t Sl O S t S TZ - TZ*?
e(t) = .
0 si t>71— 7.
El siguiente teorema es un resultado bésico de la teoria de excursiones y esencial en

el contexto del presente trabajo.
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Teorema 104. La medida puntual

Z O(e,e0)(ds, de),

teD,

es una medida de Poisson puntual sobre R, X &, con intensidad
ds @ n(de)

donde n(de) es la medida de Ito sobre €.

El siguiente corolario se sigue de propiedades estandar de medidas de Poisson.
Corolario 105. Sea A un boreliano subconjunto de € tal que 0 < n(A) < 1, y sea
Ty=mf{l € D, :e € A}.

Entonces, Tx tiene distribucion exponencial de pardmetro n(A), y la distribucion de
er, es la medida condicional

n(-n4)

Mds atin, Ty y er, son independientes.

Para una prueba de estos resultados véase [17] Capitulo XII —aqui nuestra medida
de Ito n corresponde a la medida n, .

Proposicion 106. Sea 1 la medida de Ito, entonces:
(1) Para toda t > 0 y toda funcion medible g : Ry — R, tal que g(0) =0,
[ntaerste) = [z gt (5.4)
0

En particular, n(o > t) =n(e; > 0) = ﬁ < 0o0. Mds ain,

o([Taesten) = [ argto (55)

129



(1) Seat >0 y sean ® y ¥ dos funciones medibles no-negativas definidas respec-
tivamente sobre C([0,t],R.) y C. Entonces,

/n(de)@(eT,Ogrgt) U (e, r>0)

- /n(de) ® (e, 0<r <t)Ee, [V (Brag,, 7> 0)],

esto es, el proceso (e;, t > 0) es Markoviano bajo la medida de Ito.

Demostracion. (i) Toda funcién medible y acotada puede ser aproximada por fun-
ciones simples y a su vez estas pueden ser aproximadas puntualmente por funciones
continuas y acotadas; tendremos entonces que gracias al Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue, basta asumir que g es una funcién acotada, continua y para
la cual existe a > 0 tal que g(z) = 0 si < «. Utilizando la igualdad en ley de
los procesos (Bryat)i>0 ¥ (€. (e)+1)e>0 Tespecto a las medidas de probabilidad P. y
e = n( - |Te < 00) respectivamente, tendremos que:

[ndergter = tim [nide)glen

_ hm—/ﬁ(de) aled)

el0 2¢e
ltm — [ n(de)g(en o) 1
= lim — e)g(e )< o0
10 2¢ Te(e)+t {Te(e)<oo}
1
= lim—E.|¢g(B .
lim o= E[9(Binry )]

Por otro lado, sea 7 la densidad de la pareja (S;, B;) como definida al inicio de la
seccion, tendremos que

E. [Q(Bt/\To)} = E. [Q<Bt 1{t<TO}}
= E. [Q(Bt 1{It>0}]
= H1‘*30 [9(e + B)1{1,5—q]
[g(e By) 1{565}} (Simetria)

— /Oedy/_ood:cg(e—x)%(yax)
_ /Oedy/::odﬂﬁg(x)%(?/,ﬁ—iﬂ)-
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Asi las cosas, la identidad (5.4) del enunciado (i) se seguird de tomar el limite
cuando ¢ | 0 y considerando la identidad g,(t) = 3 7(0, —z). Recordando ahora que
o = o(e) es el tiempo en el cual se cumple:

e, >0 siysdlosi 0 <t <o,

tendremos que
1
vV 2mt

Esta tltima igualdad se obtiene tomando g(z) = 1y;~0 de la siguiente manera:

n(oc >t)=n(e, >0) = < o0.

nle: > 0) = /W(de) Loy = / dz 4:(t) Liz>o0y
0

1 o0
= 5 / dl"‘)/t<0, —iL‘)
2 0

L[ 20 a1

dr ——c¢ —_—,
2Jo  Vor# V2mt

donde hemos utilizado que ¢,(t) = 5%(0, —z) y en la tltima igualdad un simple

cambio de variable. Finalmente, la identidad (5.5) se sigue de (5.4) y recordando
que la funcién t — g,(t) es una densidad de probabilidad, de manera que:

[Tasw = [T [Cargsw
_ /Ooodt /Owqumg(x)
= [ [t
- /n(de) /Ooodtg(et):n(/ooodtg(et))-

(77) Nuevamente basta con probar el resultado para ® y W continuas y acotadas,
de manera que existe o € (0,¢) tal que ®(w(r),0 < r <t) = 0 si w(a) = 0. La
prueba entonces se reduce a la aplicacién de la propiedad de Markov del movimiento
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Browniano real comenzado en € en el intervalo [0, Tp], escribiendo
/n(de) De,, 0<r <t)¥(epqy, r>0)

=lim [ n(de) L7, (e)<o0} CI)(eTE(e)_H, ,0<r<t) \Ij(eTe(e)—&-t—&-ru r > 0)

e~~0
1
= 1i1r012_E6 [(p (BT/\TO ) 0 S r S t) v (B(t+5)ATO y S Z 0)j|
€~ €
1
= P«i%Q_EEE [Ee [q) (Br/\To ) 0<r< t) v (B(ert)/\To y S > O) |Bt/\T0] ]
1
= lim — E. [® (Brary, 0 <7 < t) Ep,p [V (Boary , s > 0)]]
= lim [ n(de) 1(z,(¢)<c0} Pler.(e)rr 0 <7 <) o)ty [V (Bsary » 5 > 0)]

_ /n(de) ® (e, 0 <7 <t) Ee, [¥(Boagy, 7> 0)].

En la primera e ultima igualdad, la convergencia dominada es justificada por el
hecho de que

Li7,(e)<oc} @ (e1e) +7, 0 < <t) =0 si o(e) < a,

y la propiedad n(oc > «) < oo. O

5.5. Marginales Finito Dimensionales
bajo la medida de It6

Si (7,d) es un arbol real con raiz p, y si 1, ,... ,x, € T, el sub-arbol generado
por xi, s, ...,T, es simplemente el conjunto

T (21,29, ..., 2p) = U [, z4]).

Es facil ver que el conjunto 7 (1,22, ...,2,), equipado con la métrica d, es nueva-
mente un arbol real, con una estructura discreta; 7 (z1, xa, ..., z,) puede ser repre-
sentado por un esqueleto discreto (lo cual se refiere a un érbol discreto con raiz y
con sus respectivas p hojas etiquetadas) y a la coleccién, indexada por los vértices
del esqueleto, con longitud la de las “ramas”.
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Maés que explicitar las definiciones de un arbol real general, nos concentraremos
en el caso del arbol real 7, codificado por g, en el sentido de la subseccién 6.2.

Recordemos que C' = C(R,R,) y consideremos una funcién continua arbitraria
g € C, la cual en contraste con las secciones anteriores, ahora no asumiremos que
tenga soporte compacto y que cumpla que g(0) = 0.
Ademas recordemos que A denota al conjunto de arboles finitos ordenados con raiz.

Definicién 107. (Arbol Marcado).
Sea 0 <t) <ty <--- <, definimos a un drbol marcado como

0(g; t1,...,tp) = (T(g; ty ooy tp), (hu)ueq‘(g;th__’tp))7
donde T(g; t1,--- ,t,) € Ay hy, >0 para toda w € T(g; t1,-,t,).

Ejemplo. Para p = 3, la construccion del arbol marcado correspondiente a los
tres puntos elegidos se ilustra en la figura de abajo. En este caso, se tiene que
T(g; ti,ta,t3) = {2, 1,2, (2,1), (2,2)}, como dibujado en la parte derecha de la
figura, y donde los numeros h, con u € T(g; t1,t2,t3) son las longitudes de los
segmentos en negrita indicados en la parte izquierda de la figura.

(2,1) (2,2)

mg(tz, t3)7

mg(t1, t2)4

7]
'i'l T2 13 r T (g:ty,tz2 t3)

CONSTRUCCION DE UN ARBOL MARCADO.
Para ofrecer una definicién més precisa de 6(g; t1,ts,... ,t
induccién sobre p para su construccién. Para p = 1, T(g; t;)

g(t1).

Sea p > 2. Supongamos que el arbol marcado 6(g; ti,... ,t;), ha sido construido
hasta el orden p—1 como hipétesis de induccion. Asi las cosas, debe existir un entero
ke{l,...,p—1}y kenteros 1 <ij <ip <--- <ip <p—1, tales que

»), procederemos por
= {9}y holg; t1) =

mg(ti_l,ti) = mg(tl,tp) si y sélosi @€ {il,ig, C ,Zk}
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Hacemos ig = 0, ix1 = p por convencién. Para todo ¢ € {1,2,... ,k+ 1}, definimos
g' € C por medio de la siguiente férmula:

g'(t) = g((tV iy 1) Nti) —my(ty, 1),
Entonces podemos hacer que T(g; t,ts,... ,t,) sea la concatenacién de los drboles
T(g" tiy ,v1,- t;,) paral <0<k +1.

De manera mas especifica,

k+1
T(g;tita,... ) ={@} U J{w:uveT(g" ti 1, i)}
/=1

Asimismo, si para ¢ € {1,2,... k+ 1}

0 (gg; ti471+17 st 7tiz) = (T(gz ; tiefﬁrla S 7tiz> ’ (h'i)uefr(g‘;tigil_‘_l,...,tie)) )

definimos las marcas (hﬁ)ue‘f(gl;t haciendo,

ig_ 141 sbip)

h, = ht

u

Cosiv="Lu, u€ T(¢"; tiy 11, ,ti,), ho = mg(t1,tp).

Esto completa la construccion del arbol por induccién. Notemos que k + 1 es el
nimero de hijos de @ en el arbol 6(g; t1,... ,t,), y my(t1,1,) es la marca de @.

Si ahora g satisface las condiciones que suprimimos inicialmente, de tener soporte

compacto y cumplir g(0) = 0, es facil ver que 6(g; t1,... ,t,) corresponde al arbol
real Ty(py(t1),... ,pge(ty)) generado por los vértices py(t1),... ,py(t,) en el arbol 7,.
Siendo mds minuciosos en nuestra descripcién, si a toda u € T(g; t1,...,t,) le

pegamos un segmento de recta en el plano con longitud h,, de manera que los
segmentos de recta adheridos a u y sus hijos compartan un mismo punto extremo
(el mismo para todos los hijos de u) y que de otra manera los segmentos de recta no se
intersecten, la unién de los respectivos segmentos de recta nos dara un representante
de la clase de equivalencia de Ty(py(t1),... ,pe(tp)). (Nétese que la estructura de
orden de T(g; t1,... ,t,) no juega ningun papel en dicha construccién.)

Ahora bien, consideramos al subsespacio de A,
Ay = {Arboles finitos ordenados con raiz y p hojas} ,
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%)

y recordemos que una hoja de un arbol 7 € A es un vértice u € 7T sin descendencia,
es decir, tal que k,(7) = 0 con la notacién dada en la primera seccién de este
capitulo. Denotamos ahora,

O = {Arboles marcados finitos con p hojas.} ,

cuyos elementos son de la forma:
0= (T, (hy)uer) donde T € Ay v hy >0 para toda u e T.
Obviamente consideramos a este conjunto como subespacio de A y por lo tanto con

la topologia de subespacio y su respectiva o-algebra de Borel. Consideramos tambien
los correspondientes conjuntos de arboles binarios:

Azi;)‘ = {Arboles binarios con raiz y p hojas.}
cuyos elementos claramente tienen 2p — 1 vértices y su subsepacio
bin __ bin
O = Aw N Ow),
en otras palabras, 0 € @&3 si 0 = (T, (hy)uer) v su esqueleto T pertenece a AE’;’)‘.

Finalmente, recordemos que

@p—%!_f
(p—1)lp "

es el numero conocido como “Catalan” de orden p — 1.

) =
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Deberfa ser claro de nuestra construccién que el arbol (e; ty, ... ,t,) s6lo depende
de los valores e(t1), . . ., e(t,) y los minimos sucesivamente m.(t1,t2), ..., me(tp—1,%p),
de manera que la construccion de un arbol finito se puede representar a través de
una funcién Iy, : ]Rip_l — ©() medible tal que

Lp(me(ty,ta), ... ome(tp_1,t,),e(tr), ... e(ty)) = 0(e;ty, ... tp).

Nuestro objetivo ahora sera determinar la ley del arbol 6(e;ty,... ,t,) cuando e
es escogido de acuerdo a la medida de excursiones de It6 y (t1,...,t,) de acuerdo a
la medida de Lebesgue sobre [0,0(e)]; X - -+ x [0, 0(e)],. Para simplificar la notacién
escribiremos m(s,t) en vez de m(s,t).

Proposiciéon 108. Sea f no-negativa medible sobre Ripfl. Entonces,

0 </ Aty .. db,f (Mt ta)s . s (tysty), e(tr), - ,e(tp))> -
{0<t < <tp<o)

p—1

op—1 /2 dag ... dCYp_ldﬁl e dﬁp (H 1{ai</3i/\/8i+1}> f(al, ceey Q1 By ,ﬁp).
R~

=1

Antes de proceder a probar esta proposicién, establecemos el siguiente lema el cual
es consecuencia inmediata de conocer la distribucion de la pareja (S, By). Recorde-
mos que B es un movimiento Browniano que comienza en x bajo la probabilidad P,
y que I = (I;,t > 0) es el proceso minimo asociado, es decir Iy = infcp g Bs.

Lema 109. Si g es una funcién no-negativa y medible sobre R® y x > 0,

To x o) [e'e)
E, ( / dtg(t,ft,Bo):z / dy / dz / U gorsyDaltysz)  (5.6)
0 0 y 0

En particular, si h es una funcion medible no-negativa sobre R?,

E, (/OT dth([t,Bt)> _ z/oxdy/yoo dzh(y, 2). (5.7)

Demostracion del Lema 109.
Intercambiando el orden de integracion gracias a Fubini y como consecuencia del
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principio de reflexién y la propiedad de simetria de un movimiento browniano, ob-
tenemos que

To [e’s)
E, (/ dtg(taltaBt)) = / thx (1{t§To}g(t7]taBt))
0 0

= / dt E, (1{It>0} g(t, I, Bt)) = / dt Eo (1{$+It>0} g(t,z + I,z + Bt))
0

0

= / dt Eo (Lga—z,50p 9(t, 2 — I,z — By))
0

—+00

da

—+00

db/ dt 1(p—as0y 9(t,® — a,x — b) v(a, b)
0

o]
— /Oody/ Oodz/ooodtl{y>g}gty, 2z —y,x—2)
/ /.

o0

dy

o0

dz / dt 1gy=01 96, Y, 2) 290(a—y)— (—2) (8) Liazy y<z)
o) 0

donde en la antepentultima y pentltima igualdad se efectué un cambio de variable
y se utilizé la identidad 2 g2,—3(t) = 7¢(a,b) 1{a>0,b<q} respectivamente. O

Demostracion de la Proposicion 108.
Esto es simple consecuencia del Lema 109. Para p = 1, tendriamos que

o(e) +o00
n(/ f(et)dt)zo f(z) de,

que es exactamente el resultado 5.5 de la Proposicién 106 ya demostrada.

Ahora procedemos por induccién sobre p. Utilizando la ropiedad de Markov bajo n
(Proposicién 106 (ii)) y posteriormente la relacién (5.7), se tiene que:

n </ dtl e dtp f(m(tl, tQ), R ,m(tp,l, tp), e(tl), ey €<tp))>
{0<t1<--<t,<o}
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= /n(de)/ dty...dt, f(m(ts, ta), ... ,m(ty—1,tp),e(t1),... ,e(ty))
{0<t <<ty <o}

:/n(de)/dtl...dtp

1{0St1§"'Stp§U} f(m<t1’ t2)7 ce 7m(tpfla tp)a e(t1)7 cee :e(tp>>

= /n(de) /dtl e dtp_l 1{0§t1§~~~§tp_1§0}
o(e)
[ttt ).ttt et

tp—1

- /dtl...dtp_l/n(de)1{o<t1<---<tp-1<a}
U dt 1, 4 o)(t) f(m2, .o omP 7l () e, =€p—1’e(t))]
_ / n(de) / dty. . dty s Loer<ost, <o)
Ee, 1) [/ dtLjor) f(m(t, ta), .. m(tya,tp1), It e(tr), - - e(tp-1), Bt)]
= n(/dtl. codty 1 o<t <. <ty 1 <o)

E.q [ / ALz f(m(tsst2)s ooty tyr), Do (), s ety ), Bt)] )

y de (5.7) finalmente obtenemos que

:277(/ dtl...dtp,1
{0<t1 < <tp1<0}

e(tp—1) )
/ doy / dﬂpf<m<t1,t2>,..,m<tp_2,tp_1>,ap_1,e(tn,...,e<tp_1>,6p>).
0 Qp_1

p—

Finalmente la prueba es completada utilizando la hipétesis de induccién. O

Definimos la medida uniforme A, sobre @(b;;z por :

/Ap(dQ)F(Q) = ) /Hdth(T,{hv,v €T}),

TEANM "~ veT
para toda F : @g’;)” — R, medible.
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Teorema 110. (Ley del Arbol Marcado)
La ley del drbol 6(e;ty,. .., t,) bajo la medida

n(de) Lio<t <. <tp<o(e)y i1 - . . diy,

es 201N, donde A, es la medida uniforme sobre @(”g‘ antes mencionada.

Demostracion.
Sea I'y, : Rip 1 Oy la funciéon medible dada por

Fp(m(tl, t2), R ,m(tp,l, tp), €(t1>, ce ,B(tp)) = 9(6, tl, e ,tp).
La existencia de esta funcién se sigue facilmente de nuestra construccion por induc-

cién del arbol marcado 6(e;ty, ..., t,).

Denotamos por A, la medida sobre R?ﬁ’_l definida por

p—1
Ay(day ... dayp_ydBy ... dB,) = (H 1[0,&%“](%)) day ... day,_1dB; ... dB,.

i=1
En vista de la Proposicién 108, la prueba del Teorema 110 se reduce a checar que
I',(A,) =A,. Para p =1, esto es obvio.

Sea p > 2 y supongamos que el resultado es valido hasta el orden de p — 1. Para

todo j € {1,...,p — 1}, sea H; el subconjunto de Rip_l definido por

H; ={(oa,...,0p-1,51,...,0p); a; > o para toda i # j},

donde al fijar j nos permite asegurar que la colecciéon de dichos conjuntos conforman
una particién; tendremos que,

p—1
Ap=) 1y, - A,
j=1

Por otro lado, es inmediato verificar que 1z, - A, es la imagen de la medida

Aj(da ... B) @ Ligpe)(h) dh @ A, j(dal ... B1_.)

p=J
bajo la funcién ¥ : (o, ..., B, h,af, ..., B) ;) = (a1,...,3,) definida por:
O[j = h,
a = ai+h paral<i<j-—1,
B = B+h paal<i<j,
o = of j+h paraj+1<i<p-—1,

Bi = Bi;+h paraj+1<i<p.
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La construccion inductiva del arbol 0(e; ¢4, . .., t,) muestra exactamente que, casi en
todas partes, para la medida
Aj(da] .. dﬁ ) ® 1(0,00)(h) dh @ Ap_j(def ... .dﬁ”_j),

p

tenemos que
h
FPOKI](O/M"'76;7}%@/1/7"'761/?/—]') = Fp*j(&/lV'"ﬁ;) * prj(alll""’ﬁig_j)’

. [ h . .
donde si 0 € O y 0’ € Oy_j), el drbol 6 * 0 es el que se obtiene a través de
la concatenacion de los esqueletos discretos de € y 6” (como anteriormente en la
construccion inductiva de 6(g;t1,...,%,)) v asignando la “marca” h a la raiz @.

Junto a la hipétesis de induccién, las observaciones previas implican que para
cualquier funcién no-negativa medible f definida sobre © )

_ / dh// (du') A, (du”) (T (T, hyu")))
= [ an [ [ A a @ £ (T )
_ /O”dh / A ¥ A,-5(d6) £(6)

donde hemos escrito A; i A,_; para la imagen de A;(df) A,_;(d€’) bajo el mapeo

h .
(0,60) — 0 % 0. Para completar la prueba, simplemente notemos que

pfl o0
A, = Z/ dh A % A, ;.
j=170
O

OBSERVACION. El hecho de que sélo tengamos arboles binarios en el Teorema 110
proviene de la propiedad de que los minimos locales del movimiento Browniano sean
distintos: Es decir, si 0 < ¢ < -+ < t, y los minimos locales my(t;,t;11) son
distintos, el arbol 0(g;t1,...,t,) es claramente binario.
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5.6. Marginales Finito Dimensionales del CRT

En esta seccién nos proponemos calcular la ley de un arbol 6(e; 4, ... ,t,) cuando
e es una excursion Browniana normalizada (la cual denotaremos por e). Esto corres-
ponde a elegir p vértices de manera independiente e uniforme sobre el Continuum
Random Tree (la medida uniforme sobre el Continuum Random Tree 7, es por de-
finicién la imagen de la medida de Lebesgue en [0, 1] bajo la funcién proyeccion pe)
y determinar la ley del arbol generado por estos vértices.
En contraste con la medida A, del Teorema 110, obtendremos para cada p una
medida de probabilidad sobre @l(’;’; a la cual finalmente nos referiremos como la
distribucién marginal p-dimensional del Continuum Random Tree.

Primero recordamos la conexion entre la medida de Ito y la excursion Browniana
normalizada. Nuevamente denotamos por o = o(e) al real positivo tal que e; > 0 si
y s6lo si 0 < t < 0. Informalmente, la ley de la excursién Browniana normalizada
puede entenderse como

n(defo(e) =1).
De manera mas precisa, utilizando un conocido teorema de desintegracion para me-
didas, junto con la propiedad de escalamiento del movimiento Browniano, es posible
demostrar que existe una tinica colecciéon de medidas de probabilidad (1), s > 0)
sobre el conjunto £ de excursiones, tal que las siguientes propiedades se mantienen:

(1) Para toda s >0, n)(c=s)=1.
(2) Paratoda A >0y s> 0, la ley bajo n)(de) de ex(t) = vV Xey/n es o).
(3) Para todo conjunto de Borel A C &,

1 o0
A) = / s732n 5 (A)ds.
o) = 5= [ 5@
Es posible escribir ) = n(-|o = s). La medida 7@y es la ley de la excursion

Browniana normalizada e.

El primer objetivo es obtener un enunciado mas preciso al del Teorema 110 con-
siderando la pareja (f(e;ty,...,t,), o) en vez de O(e;ty, ..., t,).

Si @ = (7T, {hy,,v € T}) es un arbol marcado, la longitud de 6 se define de manera

natural como
L(O) =) h,.

veT
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Proposicién 111. La ley de la pareja (6(e;ty, ..., t,), o) bajo la medida
n(de) Losr <<ty<otery dir - dty
es

2p—1 Ap(dH) q2L(6) (S) ds.

Demostracion. Recordamos la notacion utilizada en la prueba del Teorema 110.
Verificaremos que, para toda funcion no-negativa medible f sobre ]Rip,

{0<t; < <tp<o}

f(m(tl,t2>, PN 7m(tp_17tp), €(t1)7 ey e(tp),tl,tg - t17 e, 0 — tp))

= 2 [ Afdar. . dayaddi. ) /R sy sy 4 (51) s (52)
oy (59) B ) F@ g B Byt ). (5
Supongamos que (5.8) es vélida. Es posible checar (por induccién sobre p) que
p—1

2L<Fp(Ct1, C.. ,apflaﬁla s 7ﬁp)) = ﬁl + Z (52 + 57571 - 20&1) + ﬁp'

i=1

Usando la identidad de la convolucién ¢, * g, = g¢,4, (lo cual es inmediato de la
interpretacion de ¢, como la densidad de T, bajo Py), obtenemos de (5.8) que

77(/ dty...dt, f(m(ty,t2), ... ,m(ty_1,tp), e(t1), ..., e(ty), 0))
{(0<t < <ty<o}

= 2;071 /Ap<d051 Ce dOépfldﬁl Ce 5}))/0 dt QQ L(Fp(a1 ..... Otp71,51,~~.,ﬂp)) (t) f(Ozl, Ce ,ﬁp, t)

Como en la prueba del Teorema 110 el enunciado de la presente proposicién se
sigue de esta dltima identidad y la igualdad I')(A,) = A,.

Resta probar (5.8). Para p = 1, utilizamos la propiedad de Markov bajo la me-
dida de It6 (Proposicién 106 (i7)) y posteriormente la definicién de la funcién g,.
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Finalmente, por la Proposicién 106(i), obtenemos que

/n(de)/oodtf(et,t,a—t) = /n(de)/Dothet[f(et,t,To)}
= [ntae / "t / " s . (5) flent,s)
- /n(dx)/ooodtqz(t) /Ooodsqx(s)f(x,tas)-

Sea p > 2 . Aplicando la propiedad de Markov bajo 1 sucesivamente en ¢, y t,_1 y
posteriormente utilizando la igualdad en (5.6), obtenemos

o |
{0<t1 §~~~Stp§0'}dt1.“dtp

f(m(tl,t2)7 PN ,m(tp_l,tp),€<t1), ce ,G(tp),tl,tg - tl, e, 0 — tp))

To 00
:77</ dt,...dt, , E,, [/ dt/ ds g, (s)
{0<ti <<ty <o} "o 0

Flm(tyte), . mtya,t, 1), I, e(t )...,e(tp1),Bt,t1,...,tp1—tp2,t,s)])

0<t1< <tp 1<O’}

|7 [Cas [ dt/ 05 g ooy (D)g.(9)

f(m(th t2)7 cee 7m<tp*27 tp71)7 Y, €(t1)7 s 7€(tp71)7 Zs t17 s Jtpfl - tp727 t7 S)> .

De esta manera, la prueba es completada por induccion sobre p. O

Ahora es posible enunciar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 112. La ley del drbol §(e;ty,...,t,) bajo la medida de probabilidad

p' 1{0§t1§---§tp§1} dtl Ce dtp 77(1) (de)

- pl 2771 L(9) exp (—2L(6)%) A,(dh).
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Demostracién. Sea F' una funcién acotada continua no-negativa sobre O, y sea h
acotada, no-negativa y medible sobre R, . Por la Proposicion 111,

/n(de) h(o) /{O<t o }dtl coodt, F(f(esty, ... ty)
=2r! /Ooods h(s) /Ap(dﬁ) L) (s) F(0).

Ahora bien, utilizando las propiedades de la definicién de las medidas 7 se tiene
que

/ n(de) h() /{ B AP O( 1)
_ 2\/%/ ds s h ()/n(s)(de)

/ dty...dt, F((eits, ... 1)),
{0<t < <ty <s)

Por comparacion con la identidad previa, se obtiene que casi para toda s > 0,

/ s (de) /{ e dty...dt, F (0(ests, ... t,))
or+l / A,(d6) L(6) exp (—2L£9)2) F(0).

Ambos lados de la tltima ecuacién son funciones continuas de s (utilizando la propie-
dad de escalamiento de 75 para el lado izquierdo). Entonces la igualdad se mantiene
para todo s > 0, y en particular s = 1. Con esto finalizamos la prueba. O

OBSERVACIONES FINALES. Eligiendo puntos t1,...,t, € [0, 1] es posible considerar
su arreglo en orden creciente t] < --- < ¢y definir 0(e;ty,...,t,) = O0(e;ty, ..., 1))
También es posible observar el comportamiento de los puntos con su orden original
y considerar al arbol é(e; t1,...,t,) definido como el arbol #(e;ty,...,t,) donde las
hojas son etiquetadas 1,...,p, de manera que la hoja correspondiente al tiempo
t; recibe la etiqueta i. (Estas etiquetas no tienen nada que ver con el orden del
4rbol.) el Teorema 112 implica que la ley del drbol 8(e; 1, . .. ,t,) bajo la medida de
probabilidad
Loape(te, ..., tp) dty ... dt, nay(de)

tiene densidad
271 L(6) exp (—2L(6)?)
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con respecto a (:)l(’;)’; (df), la medida uniforme sobre el conjunto de arboles (ordenados)
marcados binarios con p hojas.

Es posible entonces olvidar el “ordenamiento”. Supongamos é(e; t1,...,t,) €s pre-
cisamente el 4rbol é(e; t1,...,tp) pero sin orden en su estructura. Ya que existen 2°~!
posibles ordenamientos para un arbol binario etiquetado con p hojas, obtenemos que
la ley (bajo la misma medida) del &rbol 8(e;t,,. .. ,t,) tiene densidad

2% L(6) exp (—2L(6?%))

con respecto a (:)l(’;’)‘(dG), la medida uniforme sobre el conjunto de arboles (no-
ordenados) marcados binarios con p hojas.

De acuerdo con la normalizacién del Continuum Random Tree dada por Aldous,
reemplazamos la excursién e por 2e (esto simplemente indica que todas las mar-
cas h, son multiplicadas por 2). Obtenemos que la densidad de la ley del arbol

0(2e;ty,...,t,) tiene densidad

L(60) exp <—L<292))

con respecto a é%’;’;(d@). Es notable que esta tltima densidad (aparentemente) no
depende de p.

En esta ultima forma, es posible reconocer las marginales finito-dimensionales
del Continuum Random Tree con las que trabajé originalmente Aldous. Dando una
descripcién més explicita, el esqueleto discreto denotado por T(2e;ty, ..., t,) se dis-
tribuye uniformemente sobre el conjunto de arboles binarios con raiz etiquetados y
con p hojas. Este conjunto tiene b, elementos, donde

by =pl27" Ve, =1 x 3 x - x (2p = 3).

Entonces, condicionalmente sobre el esqueleto discreto, las marcas h, se distribuyen

con densidad )
b, (Z hv> exp <—@)

siendo esta ultima una densidad de probabilidad sobre Rip -1
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Capitulo 6

Medida de Haussdorf del CRT

Nos proponemos a obtener las medidas de Haussdorf para el Continuum Random
Tree y sus conjuntos de nivel y estudiar algunas de sus propiedades. Se seguira que
la medida uniforme sobre el arbol y la medida de tiempo local sobre un conjunto de
nivel coinciden con ciertas medidas de Haussdorf.

Antes de dar inicio damos unos preliminares mas generales intentando con esto
tener una vista mas panoramica de los objetos y definiciones con los que estaremos
trabajando.

6.1. Introduccion

Sean X, X1, Xs,... v.a.iid. con distribucién comin F'. Consideremos la suma
parcial S, = X; +---+ X,,, n =1,2,..., y supongamos que para alguna sucesién
de constantes de normalizaciéon A,, > 0, B, (n = 1,2,... ) la sucesién S, /A, — B,

tiene un limite en distribucién el cudl vamos a considerar Normal.
Establecemos ahora la relacién:

Sh
2t B, — N(p,0?)

An NA00

o bien, equivalentemente

S v 1 (z—p)?
ImP(-"—-B,<z)= e 202 | 6.1
N~~00 (An - ) /_Oo \/%O' ( )
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para todos los puntos de continuidad de la funcién de distribucion de la variable
aleatoria N(u,0?). Al conjunto de distribuciones F' tal que lo anterior ocurre se
le conoce como “dominio de atraccion” de la distribucién normal. En particular
tendremos que la transformada de Fourier de una variable aleatoria N := N(0, 0?),
satisface que

E [eiuN} _ e—d}(u)7

donde

) = L. (6.2)

Heuristicamente recordemos que un arbol real es un espacio métrico (7, d) tal que
para cualesquiera dos puntos o, ¢’ en 7 existe un unico arco con puntos extremos
oy ¢o’; més ain, este arco es isométrico a un intervalo compacto de la recta real.
Los arboles reales que consideramos poseen ademéas un vértice distinguido al cual
nos referimos como la raiz.

Escribimos H(7) para la altura de 7T, eso es la distancia maxima de la raiz a un
vértice en 7. Decimos que dos arboles reales son equivalentes si existe una isometria
que preserve la raiz y mapee a uno sobre el otro. Como ya se vié anteriormente
el conjunto de estas clases de equivalencias de arboles reales (compactos) con raiz,
equipado con la distancia Gromov-Haussdorf conforma un espacio Polaco.

Como ejemplo, tratemos con un simple resultado de aproximacién. Sea p una
medida de probabilidad sobre Z, , con u(1) < 1. Supongamos que p tiene media uno
y esta en el dominio de atraccién de una distribucién normal, esto iltimo es valido
siempre que p tenga varianza finita. Denotamos por # a un arbol pu-Galton-Watson, el
cual describe la genealogia de de un proceso de ramificacion Galton-Watson a tiempo
discreto con distribucién de progenie p comenzado inicialmente con un ancestro. Si
r > 0, el arbol a escala rf es naturalmente definido requiriendo que la distancia entre
dos vértices adyacentes sea r en vez de 1. Aqui H () representa la maxima generacién
en 0. Entonces existe una medida o-finita ©(d7T) sobre el espacio (T, dgp), tal que
para toda a > 0, la ley condicional del drbol a escala n='6 dado que H(6) > an,
converge débilmente cuando n — oo a la medida de probabilidad ©(d7 | H(T) > a).

El Continuum Random Tree puede interpretarse como el arbol genealdgico de
un proceso conocido como difusion de Feller el cual puede ser construido como la
solucion de la ecuaciéon diferencial estocastica

dXt = 0/ Xt dBt, X() =1.

Esto es, que de cierta manera describe la evoluciéon en tiempo continuo de una
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poblacién con valores en la recta real positiva. El proceso X resulta ser en este caso
un movimiento browniano cuya ley se caracteriza por la funcién ¢ sobre [0, c0) dada
en (6.2), llamada también “Mecanismo de Ramificacién”. Por tltimo, recordemos
que la difusiéon de Feller se extingue en un tiempo finito casi seguramente; esta tltima
condicién es necesaria para la compacidad del Continuum Random Tree.

Puede verse en [12] que uno puede asociar una medida o-finita ©(d7) sobre T
la cual identificamos como la ley del arbol real (7., d,.) codificado por e (donde e es
una excursién Browniana) bajo la medida de Ito 7. La medibilidad de esta variable
se tiene gracias al Lema 100. Notese que 77 es una medida o-finita, al igual que ©;
sin embargo, para toda € > 0

@(H(’Y;)>e)::n<sup et>e> :2l<c>o7

te(0, o] €

en particular denotaremos por O a la ley del Continuum Random Tree T, bajo la
medida de probabilidad n(de | o(e) = 1) = n)(de).

El Continuum Random Tree cuenta con una importante “Propiedad de Ramifi-
cacion” analoga al resultado clasico para arboles Galton-Watson: Para toda a > 0,
bajo la medida de probabilidad ©(-| H(7) > a) y condicionalmente dada la parte
de los arboles bajo el nivel a, los subarboles arriba de ese nivel se distribuyen co-
mo los atomos de una medida de Poisson puntual cuya intensidad es una variable
multiplo de © (el factor aleatorio es la masa total de la medida de tiempo local en
el nivel a, ¢*(do) ©(dT) con notacién dada mas adelante).

En adicion a la propiedad de ramificacion, el Continuum Random Tree también
posee la siguiente “Propiedad de Escalamiento”: para todo r > 0 y para todo arbol
T € T denotamos por 7 al “mismo” drbol 7 con su métrica d siendo reemplazada
por rd. Entonces para toda r > 0 la ley de T bajo ©(dT) esta dada por rO.

La construccién de la ley ©W) del Continuum Random Tree es posible obtenerla
a partir de la codificacion del arbol por su proceso de altura; esta construccién es
particularmente conocida para el CRT ya que su proceso de altura es una excursién
browniana condicionada a tener duracién 1.

Consideremos la siguiente aproximacién por arboles discretos. Sea 7 una distri-
bucién de probabilidad sobre {0,1,2,...}. Supongamos que 7 tiene media 1 y es
el dominio de atracciéon de una ditribuciéon normal, en el sentido de que existe una
sucesién (A, ),>1 de enteros positivos tales que, si &, &, . . . son i.i.d. con distribucién
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T, entonces
G+ +&—n o

An N~ 00

N(0,1).

Sea ¢ > 0 una constante y para toda n > 1 sea #,, un arbol Galton-Watson con
distribucién de progenie 7w condicionada a tener altura mayor a cn. Nétese que 6,
puede ser visto como un arbol real aleatorio al dotar de longitud 1 a cada arista
(segmento con vértices adyacentes como puntos extremos). Entonces la distribucién
de n16, converge a la medida de probabilidad O(-| H(T) > c).

6.2. Medidas del Continuum Random Tree

Antes de enunciar los resultados principales, introducimos medidas aleatorias im-
portantes asociadas al Continuum Random Tree. Para toda a > 0, es posible definir
© c.t.p. (casi en todas partes) una medida finita aleatoria ¢* sobre el conjunto de
nivel

T(a):={ceT:d(p,o)=a},

la cual de cierta manera se esparce uniformemente sobre el conjunto de nivel:

Para toda € > 0 denotamos por 7.(a) al subconjunto finito de 7 (a) que consiste de
aquellos vértices que cuentan con descendencia en el nivel a + €, entonces para toda
funcién continua y acotada ¢ definida sobre T,

(. ) = lim ! 3 w(o)

el0 O (Supte[o,o(e)] e > 6> 0€Tc(a)

donde e denota una excursién browniana.

La medida uniforme m = m7 sobre el drbol 7 se define entonces por

m:/ da 0*.
0

Ya que el Continuum Random Tree es codificado por una excursién Browniana
condicionada a tener duracién 1, la ley ©) del Continuum Random Tree se define
informalmente como O = ©(d7 |m(7T) =1).

En los siguientes resultados, la notacién h — m denota la medida de Haussdorf
asociada a la funcién h. Identificamos a continuacion con exactitud la funcién de la
medida de Haussdorf para 7 y sus conjuntos de nivel.
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Teorema 113. Para toda r € (0,1/2), consideremos
1
h(r) = r?loglog ~.
r

Entonces existe Cy, constante positiva tal que © c.t.p. para todo boreliano A de T,

h—m(A) = Com(A).

De acuerdo a este teorema, la medida m debera coincidir con cierta medida de
Haussdorf sobre 7.

Ya que la excursion normalizada para tener duracion 1 y la medida de Ito se
relacionan por simples transformaciones de escalamiento, el siguiente corolario es
inmediata consecuencia del Teorema 113.

Corolario 114. El Teorema 113 es wvdlido, con la misma constante Cy, si O es
reemplazada por la ley O del CRT.

Discutamos ahora sobre los conjuntos de nivel. El siguiente teorema nos estaria
mostrando que la medida de tiempo local £* coincide con cierta medida de Haussdorf
sobre el conjunto de nivel T (a).

Teorema 115. Para todo r € (0,1/2), establecemos
~ 1
h(r) = rloglog —.
r

Entonces existe constante positiva éo tal que para toda a > 0, uno tiene que © c.t.p.
para todo boreliano A de T (a),

h—m(A) = Cyl*(A).

A continuacion damos resultados bésicos de comparacion de medidas de Haussdorf
que posteriormente utilizaremos para la prueba de los teoremas arriba mencionados.

6.3. Resultados de Comparacion para Medidas de
Haussdorf

Sea E un espacio métrico compacto. Denotamos por B,.(x) a la bola de radio r
centrada en x € E. Sea ¢ > 1 fijo, consideraremos al conjunto M, de funciones
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monotonas crecientes y continuas g : R, — R, que cumplan los siguiente:

9(0) =0y g(2r) < cg(r).

Sea U un subconjunto no vacio de E e I un subconjunto de Z . Decimos que {U;}
es una o-cubierta de U si,

el

vclJu vy 0<diam(;) <.

el

Definimos

HI(U) = inf {Z g (diam(U;)) : {U;} es una o-cubierta de U}.

i€l

Entonces observamos sobre todas las posibles d-cubiertas de U por conjuntos de
didmetro a lo mas 0 buscando minimizar la suma. Al tiempo que ¢ decrece, la
coleccién de d-cubiertas permitidas para U se reduce. En consecuencia #; aumenta,
aproximandose a un limite conforme ¢ | 0. Entonces para todo subconjunto U de
E, esto nos lleva a definir una medida haciendo

_ — 1{m 9
g—m(U) = lim #/(U),

Llamamos a ¢ — m la medida de Haussdorf asociada a g.

Lema 116. Sea ¢ > 0. Emisten dos constantes positivas My y My que dependen
unicamente de ¢, tal que la siguiente condicion se cumple para toda funcion g € M..
Sea 1 una medida de Borel finita sobre E y sea A un boreliano subconjunto de E.

i.) Si
By,
lim sup w <1, para todo x € A,
N0 9( /2")
entonces,
g —m(A) = M pu(A).
ii.) Si
B
lim sup w > 1, para todo x € A,
n~+00 g( /2")
entonces,

g —m(A) < M p(A).
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Demostracion. i.) Para todo entero n > 1, hacemos

A, = {x ceA:u <Bl/2k (x)) <2g (/o) para toda k > n} :

Es claro que cualquier unién e interseccién de la sucesién A, (n = 1,2,...) queda
contenida en A, por lo que
limsup A,, C A.

n~~>oo
Si x € A, por hipdtesis y el hecho de que el limite inferior es menor igual que el
superior tendremos que
(B ()

lfm inf —~— /2 <
nwoe g(1Yan)

con esto sabemos que existe n € N, tal que para toda k > n

By, () < 29(7/20),

es decir, x € liminf, A, concluyendo con esto que A C liminf, A,,.
Con lo anterior hemos probado que A = h’Tm A,, y por lo tanto u(A) = h’Tm p(Ay).

Fijamos ahora n > 1 y consideramos una 2~ "- cubierta {U;};e; de A,. Para cada
1 € I, denotamos por r; > 0 al didametro de U; y escogemos un punto z; € U; N A,,.
Sea k; > n el tnico entero tal que Yok+1 < 1y < Yok, Entonces, para toda i € I,
tenemos

U, N An C En(l‘z) C Bl/gki (ZEZ)
Utilizando la propiedad ¢(2r) < cg(r) y recordando la definicién de A,, se sigue que
1 1 1
Soalr) = = 3 g() = 5o Do (Byy, (@) = 5 n(Aw),
icl i€l icl

donde la ultima desigualdad es por monotonia de la medida, ya que las bolas
By, (x;) son de igual manera 27"- cubierta de A,. Por la definicién de la medi-
da de Haussdorf obtenemos que

y el resultado deseado se sigue de hacer que n 1 oo.

ii.) De la teoria general de medidas de Haussdorf ( Véase [16] Corolario 2, pag.99),
sabemos que

g—m(A) = sup{g—m(K): K C A, K compacto} .
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que A es compacto.

Sea € > 0. Por hipétesis, para toda = € A, podemos encontrar r, € (0, ¢/s) tal que

(B (@) = 5 9(02).

Por compacidad, podemos encontrar =y, ...,z, € A, tal que
n
Acl B, (=)
i=1

y podemos asumir a la vez que r,, > r,, > --- > 1, . Con esto, nos sera posible
construir un subconjunto finito 1 =my; <my < --- <my de {1,2,...,n} de manera
que si y; = T,,; tendremos que

¢
A - U B47‘y]- (y])
j=1
y las bolas Bryj (y;) y B:, ,(y;r) son disjuntas si j # j'. De hecho, comenzamos con
J
my = 1y procedemos por induccién. Supongamos que hemos construido m; < ms <

-+ < mp_1 de manera que

mp—1

p—1
U Brxi (l’z) C U B4ry]- (yj)a
i=1 J=1

y las bolas B, (y;), 1 <j < p— 1 son disjuntas. Si

J
p—1

A C U B47'yj (y])

i=1
entonces la construccion estd completa. De otra manera, sea k > m,_; el primer
entero tal que B,, (7;) no estd contenido en la unién de las bolas By, (y;) para
J <p—1, y ponemos m, = k. Llanamente, B, (y,) N B, (y;) =@ sil <g<p-1
y donde y, = w,,, = ¥, por que de otra manera esto contradice el hecho de que
la bola B, (y,) = B, (1) contiene un punto que no pertenece a By, (y,). Esto
completa la construccion por induccion.

Ahora la bolas B4ry], (y;) proveen una cubierta de A por conjuntos de didmetro
menor que €, y utilizando la hipotesis obtenemos

4 y4 l
D gBry,) <> gry,) <288 (B, (1)) < 2¢°u(A),
j=1 =1 =1
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donde A, representa la unién de éstas e-vecindades de A. Dejando que € se vaya a 0
obtenemos el resultado deseado. O

6.4. Prueba de Teoremas

En esta seccion, probamos el Teorema 113 y Teorema 115. Denotamos nuevamente
por n(de) a la medida de It6 de excursiones positivas del movimiento Browniano
normalizada de manera que n(supe > €¢) = e ! y por ¢ = ((e) la duracién de la
excursion e. Para todo s,t € [0, (],

de(s,t) = es + e, — 2me(s, t)

donde

me(s,t) = inf e,

rE[sAt, sVi]

Recordemos la clase de equivalencia sobre [0,(] dada por: s ~ t si d.(s,t) = 0.
Entonces el cociente 7, := [0, ]/~ equipado con la métrica d. es un arbol aleatorio
real, cuya raiz es por convencion la clase de equivalencia del 0, y la distribucién de
Te bajo n(de) es O.
Maés aun, salvo un factor multiplicativo de 2 el cual sera ignorado, la medida uniforme
m sobre 7, no es otra cosa mas que la imagen de la medida de Lebesgue sobre [0, (]
bajo la funcién cociente natural de [0, (] sobre [0, ]/ ~, de manera similar la medida
de tiempo local ¢ es la imagen de la usual medida de tiempo local del movimiento
Browniano en el nivel a. Entonces, en la prueba del Teorema 113 y el Teorema 115
trabajaremos con el arbol 7. bajo n(de).

Demostracion del Teorema 113. Establecemos primero la existencia de dos constan-
tes positivas ¢; y ¢y tal que, n(de) c.t.p. para todo Boreliano A subconjunto de 7T,

cim(A) < h—m(A) < com(A). (6.3)

Cota Inferior. Haciendo un poco de abuso de notacion, con frecuencia identificaremos
a un elemento s € [0,¢] con su clase de equivalencia en 7. = [0,(]/~. Primero
probamos que, n(de) c.t.p., para m-casi toda s € T, se tiene

gy LT R0 = <6 64

para alguna constante finita Cf.
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Para la prueba de (6.4), necesitamos un lema de descomposicién para la excur-
sion Browniana. Asumamos que, sobre cierto espacio de probabilidad, tenemos dos
procesos (B;,t > 0), (B,,t > 0) y para toda a > 0 una medida de probabilidad
II, tal que B y B’ son bajo II, dos movimientos Brownianos independientes que
comienzan en a. También establecemos

T=mf{t>0:B,=0}, T'=mf{t>0: B, =0}

y escribimos C'(R, R) para el espacio de funciones continuas de R en R.

Lema 117. Para toda funcién medible no-negativa F definida sobre C'(R,R)?,

¢ 00
/ n(de) / ASF((€xse)e0 (Exmts Jin) = 2 / daTL[F((Busr)iso» (Bing)eso))

Esto es la descomposicion de Bismut para la excursién Browniana. Para una
prueba, constltese [13], Lema 1. Notemos que por definicién de la distancia d. y la
previa identificacién de la medida m como imagen de la medida de Lebesgue,

s ¢
m({t € T : de(s,t) < €}) = / Lie(s)te(t)-2me(st) < e At + / Lie(s)te(t)-2me(s.t) < e dE.
0 s

Del Lema 117, observamos que la relacién (6.4) se seguird si es posible probar que
para toda a > 0,

) fooodtl{aJrBt—ﬂtSE}+fooodt1{a+32
lim sup

—2I,<¢}
! <y, 11, cs. 6.5
e—0 }KE) = ( )

donde
I; = inf By, I = inf B..
s<t s<t

Debido a que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones, es suficiente
con considerar el caso en que a = 0 en (6.5). El Teorema de descomposicion de
Pitman establece que el proceso R; := B; — 21, es, bajo Iy, un proceso de Bessel
tridimensional comenzado en 0, esto es, tiene la misma distribucién que el médulo de
un movimiento Browniano tridimensional comenzado en el origen. De estimaciones
debido a Ciesielski y Taylor [2], existe una constante finita Cy tal que

I3 L <q
ol h(e)

= (), Il casi seguramente.
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De esto y el procedimiento andlogo para R, := B; — 2I], se deduce (6.5), lo cual a
su vez completa la prueba de (6.4). La cota inferior en (6.3) se obtiene entonces del
Lema 116. i.)

Cota Superior. Del Lema 116. ii.), la cota superior en (6.3) es posible obtenerla
probando la existencia de una constante K; > 0 tal que, n(de) c.t.p.,

o (fre g BEEEERAE S a0 ) 0 o

Para todo entero n > 0, establecemos ¢, = 27". Entonces, probaremos las existencia
de una constante K, tal que, para todo entero ng > 0, n(de) c.t.p.,

h—m ({s cT . fr(ls){t>€2{0: G < 1) < K e }) ~0. (6.7)

No es dificil notar que la relacién (6.6) se sigue de (6.7). Para probar entonces
(6.7), es necesario introducir cubiertas adecuadas para los conjuntos:

A 2T <e(s) <Ay
P%’{Sgﬁ'mWeﬁ:¢@ws%DSKm@xwem@}

donde A es un entero positivo. Para toda n > 0, consideremos la sucesién de tiempos
de paro definida inductivamente por:

™ = 0,
T} = mf{s>0:e(s)=2""},
T = if{s > TP e(s) — e(TP)] = 27},
donde por convencion inf @ = oco. La sucesién (2” e(T) Lirrcooy , kB > O) se distri-

buye bajo n(de|T]* < oo) como una excursiéon positiva de una caminata aleatoria
simple, ya que

n (2”|6(T£) 1{T,?<oo} — G(T]?_l) 1{T£_1<oo}| = 1 ‘ Tln < —I—OO)

=n(wdﬂw:1

" < +oo) =B, (Br, =1/2") = 1.

En particular, para todo entero i > 1,

s>0

= n 1 n
U (Z 1{T,?<oo,e(Tz?)=i2"}> =2n(T}' < o0) = 277<SUP €s > 2—n) =2" (6.9)
k=0
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Sea s € F,ﬁ) y n > ng + 2. Existe un tinico entero k& > 0 tal que s € [T}', T}, ;). De
nuestras definiciones, tenemos que

d.(Ty',s) <3-27"
En consecuencia, para toda p € {ng,no +1,...,n — 2}, tenemos que
{t € Te:de(s,t) < e} D{t € To: de(T],t) < €,/4}.

Se sigue entonces que
oo U mm (6.9)

kelno,n

donde,
]no’n:{ngO:T,?<oo, 27 <e(ly) <Ay

¢
/ dt 1{de(T£7t)§€p/4} < th(ep),Vp S {no, e, = 2}}
T

Para acotar la cardinalidad #1,, ,, utilizamos la propiedad fuerte de Markov bajo
la medida de excursion para escribir, para todo k > 1,

77(]6 € [no,n) = 77(1{T,?<oo,2"0§e(T,?)§A}

T
X He(T,?) |:/0 dt 1{€(T£)+Bt_21t§€p} < KQh(Ep), \le € {TLQ, Lo, = 2}:| )

Usando nuevamente el resultado de Pitman citado anteriormente, tenemos que para
todo a > 27",

T
1, {/ dt 1(a1B,-21,<cp/ay < Kah(€p), Vp € {ng,...,n — 2}]
0
= HO |:/ dt 1{Rt§€p/4} S KQ]’L(GP), Vp c {no, N 2}:|
0

donde R es bajo Il un proceso de Bessel tridimensional comenzado en 0. Se sigue del
Teorema (1,2) en [14] que, dado que ng sea suficientemente grande, es posible elegir
K, suficientemenete pequeno de manera que la tltima probabilidad que escribimos
se encuentre acotada superiormente por

exp (—c(n — n0)1/2)
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para alguna constante positiva c. Luego,
Nk € Inyn) < exp(—c(n —no) ) n(TP < 00, 27™ < e(T) < A)
y sumando sobre k, y utlizando (6.8)
(| Tgnl) < exp (—c(n —ng)"/?) A227H,
En particular, por el Lema de Fatou,

lim inf 272" exp (—c(n — 1)) |[Ing.n| < 00 n(de) c.t.p.

n~0o0

Ahora recordemos la relacién (6.9) y nétese que el didmetro (respecto a la métrica d,)
de cada intervalo [T}, T}, |] se encuentra acotado superiormente por 4-27". Nuestra
afirmacion (6.7) se sigue entonces de la definicién de una medida de Haussdorf. Esto
completa la prueba de (6.6).

Ahora el Teorema 113 se puede deducir de las cotas (6.6) y una apropiada ley
Cero-uno.

Denotamos p. a la funcién cociente natural de [0, (] sobre T, = [0, (]/~. Obser-
vamos primero que, para toda 0 < s <t < (, la cantidad h — m(p.([s,t])) es una
funcién medible respecto a e. Para verificar esto, consideremos la definicién de medi-
da de Haussdorf de h — m(p([s, t])), y restringimos nuestra atencién a las cubiertas
finitas conformadas por bolas (esto es posible considerando la compacidad de los
arboles y el hecho de que cualquier subconjunto de un arbol real esta contenido en
una bola cerrada del mismo didmetro). Mas atin, basta con considerar las bolas de
radio racional y centro de la forma p.(r) para algin racional r € [0, ¢]. Como las bo-
las abiertas de un espacio topoldgico son un conjunto que genera a los Borelianos del
mismo y el espacio T es separable, se sigue facilmente la propiedad de medibilidad.

Definimos un medida finita v sobre [0, (] estableciendo, para todo t € [0, (].
V([Oat]) =h— m(pe([oat]))

Como el mapeo t — h — m(p.([0,t])) es continuo la medida v es no-atomica.
Entonces tendremos también, para todo 0 < s <t < (,

v([s, 1) = h = m(pe([s,1])).

En efecto, esto es una consecuencia de las siguiente observacion : Si 0 < u < v <
s <t < ¢, el conjunto p.([s,t]) N pe([u,v]) estd contenido en la linea ancestral de
Pe($), por ende tendremos

h = m(pe([s, t]) N pe([u, v])) = 0.
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Ya que m se obtiene a partir de la imagen de la medida de Lebesgue bajo p,, es facil
verificar que m(p.([s,t])) =t — s para todo 0 < s <t < (, n(de) c.t.p. De las cotas
(6.6), obtenemos n(de) c.t.p. para todo 0 < s <t < (,

er(t = 5) < v([s,1]) < ealt — s).
De esto obtenemos que la medida v es absolutamente continua respecto a la medida

de Lebesgue sobre [0, (], como ambas son medidas o-finitas sobre [0, (] tendremos
que la derivada de Radon-Nykodin es igual, casi en todas partes a

dv , V([t—G,t+€]) :h’mh_m(pE([t_Qt—i_E]))

6.10
dt €0 2¢ €0 2¢ ( )

No es dificil verificar que la cantidad h — m(p.([t — €, + €])) es una funcién medible
respecto de la trayectoria (e(t+u) —e(t),u € [—€, €]). Por lo tanto es posible utilizar
el Lema 116 y la ley 0 — 1 usual para el movimiento Browniano para obtener que
este ultimo limite en (6.10) debe ser igual a una constante Cy € [0, 00|, dt c.t.p.,
n(de) c.t.p. Ademés tendremos que Cy € [c1, ¢o] y particularmente 0 < Cp < 0.

Tenemos entonces que h — m(A) = Com(A) para todo subconjunto de el arbol
de la forma p.([s,t]), o cualquier unién finita de dichos conjuntos. De cualquier
manera, todo abierto del arbol es un limite creciente de una sucesion de dichas
uniones (p;*(U) es unién numerable de intervalos abiertos, ya que p. es una funcién
cociente). Entonces h — m(A) = Com(A) para todo abierto A de 7, lo cual es
suficiente para completar la prueba. O

Demostracion del Teorema 115. Ahora nos enfocamos en la medida de Haussdorf
de los conjuntos de nivel de 7.. Recordemos que

To(a) ={s€T.:d.(0,s) =a}={s € T.:e(s) =a}.

También denotamos por (¢¢,s > 0) al proceso del tiempo local (Browniano) de e en
el nivel a. Entonces la medida ¢*(ds) asociada con la funcién creciente s — £¢ puede
ser interprestada como una medida sobre T.(a) y efectivamente coincide con aquella
que fue discutida en la introduccién del capitulo (salvo un factor multiplicativo
de 2 el cual no es relevante para nuestros propositos). Es més, para toda funcién
no-negativa y medible F' € C(R,,R)?, es posible deducir del Lema 117

¢
/ﬁ(de)/o 0(ds)F((esst)i20 5 (s—i+)iz0) = 2Ma[F((Biar)iz0 s (Biar)eo)]- (6.11)
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De manera analoga a la prueba del Teorema 113, establecemos primero la existen-
cia de dos constantes positivas ¢, ¢z, de manera que, (de) c.t.p. para todo Boreliano
A de T(a),

&l (A) < h —m(A) < &00(A). (6.12)

Cota Inferior. Similarmente a como obtuvimos la cota inferior en la prueba anterior,
basta mostrar la existencia de una constante Cf tal que, n(de) c.t.p, para ¢*-casi
toda s € T.(a),
({t € To(a) : do(s,t) < e
lim sup d ( 2 (s,0) < e}) < Oy (6.13)
e~0 h(E)

Si0<e<ayste T(a), tenemos que do(s,t) < € siy sélo si me(s,t) < €/2.
De esta observacién y (6.11), podemos ver que (6.13) se sigue de verificar que, para
toda a > 0, I, casi seguramente,

Ly, (B)+ Ly (B')

lim su R L <, 6.14

ne p (o) ! ( )

donde T, . =inf{t: By =a— €}y (L¢(B),t > 0) es el proceso de tiempo local de
B en el nivel a.

Es sabido que la distribucion de Lz« (p) bajo 7, es exponencial con esperanza 2e.
Luego, una aplicacion el Lema de Borel-Cantelli nos muestra que, para €, = 27",

Ly (B
lim sup Tf‘—()) <1
n~>00 €n

Se seguira que (6.14) se mantiene con Cf = 8.

Cota Superior. Bastara probar que existe una constante K}, no dependiente de a, tal
que , n(de) c.t.p.,

h— m({s € T-(a) : i sup ot € Te 1 de(s:1) < €})

ns " <Ki})=0 (615

Esto requiere encontrar cubiertas adecuadas para los conjuntos
Gny ={s € Tc(a) : t°({t € Tc(a) : dc(s,t) < €,}) < K’B(ep), Vp>ng},

donde K’ es una constante positiva. Fijamos a > 0y ng > 1 tal que 27" < a. Para
cubrir a G,,, introducimos una sucesién de tiempos de paro definidos para todo
n 2> Ny COmo,

Ty =mf{s:e(s) =a}, T =inf {s > T} : |e(s) —a] =27"}
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e inductivamente,
o = inf {s > T3, | re(s)=a}, Ty, =mf{s > T3 : |e(s) —a| =27"}.

Es facil verificar que

(Z Lizy, <oo}> < Cw?" (6.16)

donde la constante C(,) tinicamente depende de a.
De manera muy similar a la prueba del Teorema (113), tenemos

GvnoC U 2k> 2k:+1 (617)

kEJnoyn

donde

7’L07 {k k< 00, / déa]‘{de T3 t)<ep/4}<K'h(ep), ¥ pE{no,...,n— 2}}
Por la propiedad fuerte de Markov al tiempo 17},

0k € Joyn) =1 (T2"k < o0, IL[L2

a—ep/8

< K'h(e,), Vp € {ng,...,n — 2}]) .

La
ep/8 To—ep/t
bajo II, por la propiedad de Markov y ya que L es una funcional aditiva. Mas atn,
condicionado al evento de ser estrictamente positivo, lo cual tiene probabilidad de
1/2, la variable L% P L% e S€ distribuye exponencialmente con esperanza
€p a—¢€p

€,/4 (Un resultado debldo a Ray-Knight. Véase [17]). Se sigue que

Notamos que las variables L7, .+ b € {no,...,n—2} son independientes

Ha[L%a—e;y/s S K/il(ep)’ Vpe {n0> REEX 2}]

< IW[L§, —L% . .. < K'h(e,), Vp € {ng,...,n—2}]
n—2 1

= H 1- 5 eXP (—4K'loglog 2P).
p=no

Si K’ < 1/8, la tltima igualdad es acotada superiormente por exp(—n'/?) para n
grande. Entonces para toda n suficientemente grande,

Nk € Jng.n) < exp(—n'/?)n(Thy < 00).
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Combinando esto tltimo con (6.16) y haciendo uso del Lema de Fatou, llegamos a

liminf 27" exp (n'/?) #Jpon < 00, n(de) c.t.p. (6.18)
Como por construccion el didmetro de cada intervalo 13,73 .,] es acotado por
427" (6.17) y (6.18) implican h — m(G,,) = 0. La estimacién en (6.15) se obtiene
de una adecuada eleccién de K7, y esto completa la prueba de las cotas (6.12).

El final de la prueba es ahora similar al del teorema anterior. Introducimos la
medida aleatoria & sobre [0, (] definida por

v=h-— m<pe([07t]> N T(a))

Las cotas en (6.12) implican que 7(dt) es absolutamente continua respecto a £*(dt),
y que su densidad es acotada inferior y superiormente por ¢; y ¢y respectivamente.
Un argumento por una ley cero-uno, aunado a (6.11), muestra que esta densidad
es igual a una constante Cy, £%(dt) c.t.p., n(de) c.t.p. Mds atin, esta constante no
depende de a. O
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