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Introducciéon

Nuestro punto de partida es el Teorema de diferenciacion de Lebesgue.

St una funcion f es localmente integrable en R™, entonces,

1
lim ——— f(y)dy = f(x) para casi toda x € R,
e—0 ’B(x7 E)’ B(z,e) (
donde B(x,r) es la bola de radio r centrada en x y |B(x,r)| es la medida de Lebesgue de
B(z,r).

En otros términos, este teorema dice que conforme nos acercamos a un punto fijo z,
mediante bolas centradas en este punto, el promedio de la funcién sobre las bolas tiende
a ser la funcién evaluada en ese punto x, y que esto sucede casi en todas partes. Resulta
entonces muy natural preguntarnos qué sucede si nos acercamos a x mediante otro tipo de
conjuntos en R™. Ya desde la década de los treinta, se viene trabajando en esta inquietud,
posteriormente Stein y Wainger en [10], retoman esta pregunta, esta vez considerando
conjuntos de menor dimensiéon: esferas centradas con centro en x y radio € y trozos de
curvas que inician en x.

Fl objetivo principal de este trabajo, se centra en retomar el problema planteado por
Stein y Wainger, ; qué sucede si los conjuntos que se acercan a x no son bolas sino esferas?;
y, en ese sentido, dilucidar una respuesta a la pregunta:

squé funciones localmente integrables cumplen

lim flz —ty)do(y) = f(x) para casi toda x € R" 2, (1)
t—0 Snfl

donde do representa la medida de Lebesgue normalizada sobre la esfera S*~1.

Una primera respuesta a esta inquietud fue dada por Stein y Wainger en 1978. En
su articulo, ellos demuestran que para n > 3 y p > ~"5 todo LP(R") satisface (1). Sin
embargo, la pregunta queda sin responder para n = 2. Una década después, Bourgain,
en [1] y en [2], demuestra que para n = 2 y p > 2, las funciones en LP(R?) también
satisfacen (1). Posteriormente, entre los anios ochenta y finales de los noventa otras personas
proporcionaron nuevas demostraciones, tanto para el caso n > 3, como para n = 2; tal es
el caso de Mockenhaupt, Segger and Sogge en |6], quienes presentan un prueba para n = 2
en la que utilizan resultados relacionados con la ecuacion de onda; v Schlag en 1998 quien
presenta en [8] una demostracidn geométrica del teorema circular mdzimal para n = 2.
Otras pruebas para el caso n > 3 fueron expuestas por Cowling y Mauceri [3], en 1979, y
por Rubio de Francia [7], en 1985.



En este trabajo presentamos una adaptacion de la prueba realizada por Rubio de Fran-
cia [7], para n > 3; no incluimos ninguna de las pruebas para el caso n = 2, pues la
complejidad de las técnicas utilizadas en estas demostraciones se sittan fuera del alcance
de este trabajo.

Iniciamos con un capitulo preliminar sobre la funcién maximal de Hardy-Littlewood,
en el que se exponen algunas propiedades de este operador, que seran posteriormente una
herramienta clave para el desarrollo de la prueba principal de este trabajo.

En el capitulo 2, se expone la prueba del teorema de diferenciacion esférico; comenzamos
con una introducciéon la funcién maximal esférica asociada a este teorema de diferenciacion
y demostramos que el operador maximal esférico en R™ con n > 3, es de tipo (p, p) — fuerte,
para p > -5; luego, el teorema de diferenciacion esférico surge como corolario del resultado
anterior.

Finalmente incluimos un apéndice donde presentamos sin demostracién, algunos de los
conceptos y teoremas fundamentales para la comprensién de las pruebas expuestas en los
capftulos 1 y 2. Una exposicién clara y detallada de lo que se incluye en el apéndice se
puede encontrar en [4] y [5].
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Capitulo 1

La funcion maximal de
Hardy-Littlewood y el teorema de
diferenciacion de Lebesgue

En R”, el promedio de una funcidén puede ser definido sobre ciertos subconjuntos de
R™ como bolas, cubos, curvas especiales, esferas, etc. Si tenemos una familia de conjuntos
para los cuales es posible calcular el promedio de una funcion f localmente integrable (por
ejemplo el conjunto de todas las bolas), entonces definimos la funcién méximal de f en z,
como el supremo del promedio de la funcién | f| sobre todos los elementos de la familia que
contienen a x. Asi, el estudio de las funciones maximales resulta de gran importancia en
el analisis, pues simplifica el estudio del promedio de funciones y con ello se convierte en
una herramienta fuerte en la teoria de diferenciacion.

En este capitulo presentaremos algunos resultados importantes relacionados con la
funcion Maximal de Hardy-Littlewood, que es la funcién maximal asociada al promedio
de una funcién sobre las familia de bolas en R™ centradas en un punto fijo. Entre estos
resultados destacaremos el Teorema de diferenciacion de Lebesgue.

1.1. Funcién Maximal de Hardy-Littlewood M

Dado un subconjunto Lebesgue medible 2 de R™, denotaremos su medida de Lebesgue
como [Q2]. Paraz € R”, r > 0y a > 0, denotaremos por B(z,r) la bola de radio r centrada
en x.

Definicion 1.1 Sea f sobre R™, una funcion localmente integrable, la funcion

M(f)(z) = sup |B(1)| /B L iy (11)

e>0
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es la funcion Mazimal de Hardy-Littlewood de f.

Notemos que si f € L>®(R™) entonces f es localmente integrable, ademés para todo
e>0

1
dy< / f e} ndy: f o n<OO,
Bl o, OIS iy [ Wy = s

por lo que M esta bien definida. Ademas,

M) ooy < 11 Loe (r;
por lo tanto, M es un operador (oo, co)—fuerte.

Ahora consideremos f € L*(R"), y a > 0 sea E, = {x € R" : M(f)(z) > a}, entonces,
para cada x € E,, existe r, > 0 tal que

/ y)|dy > a, (1.2)
l’ y T | xrz)
o lo que es equivalente
1
meN<‘/ 7w ldy. (13
& JB(z,rs)
Si K es un subconjunto compacto de E,, entonces existen, x1,Z9, - ,Ty, € E, tal que
= {B(z1,7%,), - ,B(®m,T2,,)} cubre a K; sea B; € B la bola de mayor radio, sea

Bs € B la bola de mayor radio que no intersecta a By, sea B3 € B la bola de mayor
radio que no intersecta a B; o By y asi sucesivamente, hasta donde sea posible, By la
bola de mayor radio que no intersecta a Bi, By, --- 0 Bi_1. Obtenemos asi el conjunto
de bolas disjuntas {By,--- , Bs}; sean y1,-- -, ys tales que B; = B(y;,1y,) para 1 <i <s,
recordemos que cada y; satisface (1.2) y (1.3). Por otro lado, si B(x¢,75,) € B, entonces
existe i tal que B(wx,r,,) intersecta a B;, sea k el minimo de estos ¢, entonces B(x¢, 7y, )
no interseca a By, Bg, --- o By_1, por lo tanto, r;, < ry, . Ahora, sea y’ un punto en
comun entre B(x¢,rs,) y By, entonces para todo @ € B(zy,74,), | — Y| < 2ry, < 21y, ¥
Iy — yx| < 1y, asi, |z —yg| < 3ry,, lo cual significa que B(x¢,rs,) € B(yg, 3ry,), y con
esto, que K C U{_, B(y;, 3ry,), de donde se sigue,

3n
IK<ZB%&M<WZBM@A<Z/ Dldy < 21l s ey

1‘277‘11

Como |E,| =sup{|K|: K C E,, K es compacto}, entonces,
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|Eo| < EHfHLl(R”)' (1.4)
Lo cual significa que M es (1,1)—débil. Usando el teorema de interpolacién de Marcinkie-
wicz (ver apéndice B.4) y el hecho que M es (00, 0o)—fuerte, podemos formular el siguiente
resultado.

Teorema 1.2 El operador Maximal de Hardy-Littlewood M, es (1,1)—débil y (p,p) —
fuerte para todo 1 < p < .

1.2. Teorema de diferenciacién de Lebesgue

El teorema de diferenciacién de Lebesgue dice que si f es una funcidn localmente
wntegrable sobre R™, entonces

1
lim ——— fly)dy = f(x) para casi toda © € R™. 1.5
B B Sy TV I )

Veamos como el estudio de la funcién maximal de Hardy-Littlewood y sus propiedades,
nos proporciona herramientas para demostrar este teorema.

Si K es una funcién medible sobre R", para ¢ > 0 definimos la funciéon K. como
Ke(z) ="K (£). Decimos que la familia de funciones {K.}_., es una aprozimacion a
la tdentidad si K es una funcion integrable y fRn Kdx = 1. La razén por la cual llamamos
a esta familia una aproximacion a la identidad es que si f € %,, es decir, f es continua y
tiene soporte compacto, entonces lim._,o f * K (x) = f(z) para todo x, en efecto, f es una
funcién integrable, luego por el teorema de convergencia dominada,

lim f* K. (z) = lim flz —ey)K(y)dy
e—0 e—=0 Jrn
= /Rn lim f(z —ey) K(y)dy

= f(z) A K(y)dy = f().
Si K es integrable y [p, Kdr = a € R, decimos que {K.},.., es un mailtiplo de
aprozimacion a la identidad y tenemos que toda f € 6y satisface lim._,¢ f* K. () = af(z)
para todo x.



Para cada € > 0 consideremos el operador lineal T; definido como T;(f) = f * k. donde
1 .
k = 1BomXBo,1); ash,

e—0

li T()(a) = lim £+ be(a) = Jim e / »

Como k una funcion integrable con [, kdz = 1, la familia {k.}_. , es una aproximacion
a la identidad, lo cual implica que si f € %o, lim._,0T:(f)(z) = f(x) para todo = € R™.
Por otro lado, el operador maximal asociado a {T:},., 7™ es de tipo (1,1)—débil, ya que
IT*(f)(x)] < M(f)(x) para todo f € L'(R") y para todo x € R® y M es (1,1)—débil;
luego, por el corolario B.3, la igualdad 1.5 se cumple para toda f € L'(R"), pues %y es
denso en L'(R"). Si f es localmente integrable entonces podemos considerar la funcién
integrable fxp n) para N tan grande como se quiera, asi se cumple que

1
Im ——— fy)dy = f(x) para casi toda x € B(0, N). 1.6
5 B Jpes () (z) (0, V) (1.6)

Lo cual implica para casi toda x € R™ se cumple

Con lo cual queda demostrado este 1mportante teorema, de diferenciacion.

1.3. Control de M sobre otros operadores maximales

En la anterior seccién vimos un ejemplo especifico de una aproximacién a la identidad
{ke}.o0 parala cual lim. ,o(f *k.) = f c.t.p., para toda f € LY(R™). Esto se debi6 a que el
operador maximal asociado a esta familia de operadores lineales, estaba controlado por el
operador maximal M. En esta seccién veremos qué tipo de aproximaciones a la identidad
tienen propiedades similares a las del ejemplo anterior y enunciaremos los teoremas de
diferenciacion consecuentes con estos resultados.

Proposicion 1.3 Sea K una funcion positiva, radial, decreciente como funcién de [0, 00)
e integrable sobre R™. Entonces

igg(lf\ * Ke) (@) <K 11 gy M(S)(2) (1.8)

para toda f € L'(R™).
Demostracién. Sea K con las condiciones escritas anteriormente, y sea f € L'(R™).

Es suficiente mostrar que |f| « K(z) < || K[| 1 gn) M(f)(2), pues K| p1gny = [[Kell L1 gn)s
para toda £ > 0.



Consideremos primero que K es una funcién simple, ademas de ser positiva, integrable
y radialmente drecreciente, entonces K = Zﬁl bixg, donde by > by > --- > by, > 0y los
FEi son conjuntos medibles disjuntos dos a dos.

(1)

Observemos que el soporte de K, que es el conjunto U™, E;, es acotado, si no fuera
asi, entonces para toda R > 0 existiria y € R™ tal que |y| > Ry K(y) > by, asi,
para todo = € B(0,R), |z| < |y| v consecuentemente K(z) > K(y) > by, por lo
tanto [, K (x)dx > fB(O,R) K(z)dx > b,|B(0, R)| para toda R > 0, lo cual es una
contradicciéon con la integrabilidad de K.

Ahora veamos que para todo 1 < j < el conjunto nglEi = B*(0,r;) para alguna
rj > 0, donde B*(0,r;) puede ser la bola abierta B(0,7;) 6 la bola cerrada B(0,7;) =
{z e R": |z| < rj}.

Sea r; = sup{|z| : € R", K(x) > b;}.

Si méx{|z| : x € R", K(x) > b;} no existe, entonces nglEi = B(0,r}), en efecto, si
y € Ul_,E;, entonces K(y) > b;, por lo tanto |y| < rj y asi y € B(0,r;), ahora, si
y € B(0,7;), existe x € R™ tal que |z] > |y| y K(x) > bj, luego K(y) > b; y por lo
tanto K (y) = bs para algin 1 < s < j y con esto concluimos que y € E; C U!_, E;.
Si méx{|z| : x € R", K(z) > a;} existe, de manera analoga podemos probar que
nglEi = P(O, Tj).

Usando lo anterior podemos reescribir a K de la siguiente manera

m— 1

bj+1 XUJ 1E1(x> + meu;ZIEi(x)

=
=
I
'M

m—1

= (b‘ - bj+1)XB*(0,rj)(95) + meB*(o,rm)(l”)
7j=1

m
= E ajXB*(0,r;)>

y con esto tenemos que |f|* K(z) = > ai|f| * X (o) (2), de lo cual se sigue

K@) = gairmo,mn[\ﬂ*(w(l Sesr@)]

< M) ail BO, 1)
=1

= M(f)(x) H_KHLI(R”) :

5



Si K no es una funcién simple, entonces existe una sucesiéon de funciones simples y
positivas {gzﬁj};il, que crece mondétonamente a ella, por lo tanto, para todo 5 > 1, se

cumple [f] # 6 () < (16 11 zmy M(f) (), y en el limite

[+ K () < K| 1 gny M(f) (). (1.9)
con lo cual llegamos a lo que querfamos demostrar.[]

Una generalizacién de la proposicién anterior se expresa en el siguiente corolario.

Corolario 1.4 Sea ¢ una funcion integrable sobre R™ y K una funcién positiva, radial,
decreciente e integrable sobre R™ que domina a ¢, es decir, que |¢p(x)| < |K(x)|. Entonces

i;llg(f * ¢c) (@) < [ K| 1 gny M(Sf)(2) (1.10)

para toda f € L'(R™).

A continuacién presentamos como corolarios, dos teoremas de diferenciacién asociados
a los resultados anteriores.

Corolario 1.5 Teorema de diferenciacion para aprorimaciones de la identidad
Sea ¢ una funcion integrable con integral 1 y dominada por una funcidn positiva, radial,
decreciente e integrable sobre R™. Entonces,

lm f* 6. = f (1.11)
e—0
casi en todas partes, para toda f € LP(R™), 1 < p < oo.

Demostraciéon. Consideremos, el operador maximal 7% definido como T*(f)(z) =
sup,~g |(f*¢c)(z)|, por el corolario anterior, sabemos que T™* esta controlado por la funciéon
M, por lo tanto es (p,p)—débil para todo 1 < p < co. Por otro lado, €§° es un conjunto
denso de LP(R™) y si f € 65°, lim._,o f * ¢ = [ casi en todas partes, entonces, por el
corolario B.3, lim._,o f * ¢ = f casi en todas partes, para toda f € LP(R"), 1 < p < oo.

Corolario 1.6 Teorema de diferenciacion para mailtiplos de aprorimaciones de
la identidad Sea ¢ una funcion integrable con integral a y dominada por una funcién
positiva, radial, decreciente e integrable sobre R™. Entonces,

lim f % ¢. = af (1.12)
e—0
casi en todas partes, para toda f € LP(R™), 1 < p < 0.

Demostracion. De manera analoga al corolario anterior; consideremos, el operador
maximal 7™ definido como T™(f)(z) = sup.~o(f * ¢)(x); T es (p, p)—débil para todo 1 <
p < oo. Por otro lado, 65° es un conjunto denso de LP(R"™) y si f € 65°, lim._,o f*x¢. = af
casi en todas partes, entonces, por el corolario B.3, lim._,q f *®. = af casi en todas partes,
para toda f € LP(R™), 1 < p < oc.



Capitulo 2

Teorema de diferenciacion esférico

Intuitivamente hablando el Teorema de diferenciacion de Lebesgue nos dice que el
promedio, de una funcién locamente integrable en R"™, sobre una bola centrada en un
punto x, tiende al valor de la funcién en z a medida que esta bola se comprime hacia
este punto. Resulta entonces natural preguntarnos, si sucede lo mismo cuando se calcula el
promedio de una funcién, en otro tipo de conjuntos que se comprimen hacia x. Atendiendo
a esta inquietud, el objetivo principal de este trabajo, y en particular de este capitulo, se
centra en responder qué pasa cuando los conjuntos que se comprimen a x no son bolas,
sino conjuntos de menor dimension: esferas centradas en x; para ello, debemos considerar
el promedio de la funcién sobre una esfera de radio r centrada en x,

- [z —ry)do(y) (2.1)

donde do representa la medida normalizada de Lebesgue sobre S~ 1: luego preguntarnos
cuédndo podemos decir que

lim flx —ry)do(y) = f(x) para casi toda x en R™. (2.2)

r—0 S§n—1

Es claro que esta pregunta sélo tiene sentido para n > 2, pues las esferas en R se
componen apenas de un par de puntos y por tanto la medida de Lebesgue sobre ellas es
siempre nula. Para n > 2, si f es una funcién continua en R™, (2.2) se cumple, ya que para
toda z € R™, lim, 0 [g.—1 (f(z — ry) — f(2))do(y) = 0. Pensando més generalmente, nos
preguntamos si para todas las funciones locamente integrables (2.2) es cierto, y encontramos
que se cumple para las funciones en LP(R"), con n > 2 y p > 5. Para probar esto
altimo, tal como ocurre con el Teorema de diferenciacion de Lebesgue, utilizaremos ciertas

desigualdades de tipo débil asociadas al operador maximal correspondiente a la forma 2.1.



2.1. Funcién maximal esférica

La funcién maximal asociada a este teorema de diferenciacién, se define de la siguiente
forma:

A (f)(x) = sup

t>0

[ Jw—t0)do(0) (2.3)

y es llamada funcion mazimal esférica. El operador # es el operador mazimal esférico.

Consideremos la integral [q,_f(z — t0)do(6); al hacer el cambio de variable & = 0,
tenemos que

1

fla=19)d(0) = 5 [ fla = )do(5) = f o don(o):

Sn—1

donde doy(§) = tn%lda(%), es decir, que doy es la medida de superficie de tS™~1. Si tomamos
f en Z(R™), la siguiente identidad tiene sentido

[ doy = (@t)v = (J?Jf;t)v = <f5t6/l;>v7

donde (5'53;(9:) = c/lg(tx) (ver apéndice A). Asi obtenemos una nueva expresion para la
funciéon maximal esférica cuando f esta en .7 (R"),

A (1)) = sup | (Fe)d(10)) @) (2.4)
Sea m(§) = c/i;(f), entonces m € C® y es acotada,
A1) =swp | (Fem(te))” (@)]. (25)
t>0

Tomemos ahora una funcion radial ny € €5°(R™) tal que no(§) = 1si[{] <1y no(§) =0
si |¢] > 2 ; para j > 1, definimos n;(£) = n9(277€) — no(2'77¢). Observemos que para todo
Jj>1,1n; € €5°(R"), pues es la suma de dos funciones en 65°(R").

Veamos ahora que para todo £ € R”, Z;io n;(§) = 1; en efecto, si £ < 1, enfconces
() =1y n;(€) = 0 para todo j > 1; si £ > 1, entonces existe jo > 1 tal que 2701 <
€] < 290 y asi, n;(£) = 0si j > jo; por lo tanto,

00 Jo Jo ‘ . '
ST i©) = 0i(€) =m0(©) + > [n0(279€) — mo(2177€)] = mo(2770¢) = 1.
§=0 j=0

J=0



Luego, m = Z;io mj, donde m; = mn; € 65°(R™) para todo j > 0. De esto se sigue que,

(1) = sup | (Fmi9))” (@
= sup f(f)zmj(tﬁ) (z)
<Z§gg( (©m;(16))” (@)

9

<Zsup]f ), (@)

>0
donde (m?)t (z) =t7"m;(%).
Definimos
(@) i=suplf = (m)), ()], (2.6)
>0
y con esto

v) < AM(f) ()
§=0

Aunque la desigualdad anterior, por ahora tiene sentido si f € .(R™), la definicion del
operador maximal .#; que subyace de 2.6, nos dice que este operador puede actuar sobre
LP(R™), para todo 1 < p < oo. Esto es porque m; € 65°(R"), asi, m; € (R"); por lo
tanto, para toda j > 0, existe una funcion K integrable y radialmente decreciente que
domina a m;/ (ver propocision A.2), luego, por el corolario 1.4

M) () = sup | 5 (o) < 1S gy M) (2, (2.7)

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood. Recordemos que M es un operador
(p, p)—fuerte para 1 < p < oo y (1,1)—deébil, la desigualdad anterior nos permite afirmar
lo mismo sobre cada .#;. El lema que sigue a continuacién nos proporciona informacién
sobre el comportamiento de la constante en la desigualdad débil en L'(R™), para cada M
con j > 1.

Lema 2.1 Eziste una constante A = A(n) tal que, para todo j > 1, el operador .#; es de
tipo (1,1)— débil con constante A27, es decir,

A2J
{z e R" : A;(f)(z) > a}| < 72 Il ey » (2.8)

para toda o > 0 y toda f € L'(R").



Demostracion. De la expresion 2.7 podemos concluir que si A’ es una constante de la
desigualdad débil para M, entonces A’ || K| L1(Rn) SET4 una constante para la desigualdad
deébil del operador .#;. Recordemos que K es una funciéon integrable y radialmente de-
creciente que domina a m}/; lo que haremos a continuacién es mostrar que en efecto, para
toda j > 1, existe esa K; tal que su norma en L'(R"™) es un miltiplo de 27.

Observemos que m; = (n;m)" = n/ * m" = n/ x do. Recordemos que para j > 1,
n; (&) = no(279€) — no(2177¢). Si consideramos la funcién ¢y € €5°(R™) definida como
©0(€) = no(€) — no(2€) entonces n; = 52 o, y por lo tanto n{ = ¢y, donde ¢ = ¢y es
una funcién de Schwartz. Asi, para cada N > 0, y en particular para N > n, existe una

constante Cy tal que ‘ 4
(1427 [a)No(2z)| < Cw,

de esto se sigue que,

bros(0)] = 270002 (@)] < ¢ 2™

o TiN= n
1527 [V’ para todo x € R".

Como m; = ¢,-; * do, entonces

m )] =

/Snlqbgj (z - y)dff(y)‘
< [ lorsla=pldoty)

SC'N/
Snfl

Ahora, para cada 2 € R", consideremos las siguientes porciones de S™ 1

27
(+27Je —yl)

~ ‘ do(y). (2.9)

S q(z)=8S"'Nn{yeR": 2 |z —y| < 1}
S (z)=8"tn{yeR":2" <2 |z —y| <2} parar € N.

Como estos conjuntos son disjuntos dos a dos y |Joo_;Sr(z) = S"~!, de la expresion 2.9

tenemos:

miw <oy 3 [ oty

r=—1
9

217
<Cn Z 2rN/ (z)dG(y)‘

r=—1

10



Notemos que si y € S.(x), entonces |z| < 277177 + 1, de esto se sigue que

0o 2jn
‘m;/(.’lj)‘ S CN Z 2T7NXB(0,2T+1*]'+1) (x)U(ST(x))

r=—1
J 9jn > 9jn
< C'N Z 27~7NXB(0,3) (33)0’(5}(.%)) + Z TiNXB(()’Qr-;-l—jJrl) (‘T)U(Sr(x))

r=-—1 r=j+1

La medida esférica de cada S,(x) esta acotada por un multiplo de 2(r+1=7)(n=1) que s6lo
depende de n. Esto es porque S,.(x) € S" 'NByrt1-;(0) v la medida de S*" 1N B(0, R) esta
acotada por un multiplo de R"~!; asi, podemos afirmar que existe C,, tal que o(S,(z)) <
c, 20179 (=1 Por otro lado o(S,(2)) < ¢(S"!) = 1. De estas estimaciones resulta,

v - L2 ) 2"
r+l1—j7)(n—
Imj(z)] < Cn X503 (*) Z orN (C"2 ’ ) + Z QrNXB(o,ng—jH)(x)
i r=—1 r=j+1
o -0} 4 3 2
<CN | D 3 Xsws (@) (6”2 >+ D G Xpartiosin (@
| r=—1 r=j+1
Observemos que sir > jy x € B (0,2”1*3' + 1), entonces % >1;ysix € B(0,3),
entonces %\wl > 1; si elegimos M >ny N > M, de la desigualdad anterior, se sigue
J ; M 00 ; _i\ M
Jn 4 ) 9Jn 2r+2 J
v z (r+1-5)(n—1) Z (2 -
@] < o le Y 7x (157) 2 + Y o ()

r=—1
24M Oy I o o o
———— |en Z i (n=1)+(r+1=j)(n=1)=rN | Z 9i(n—1)+M(r—j)—rN
(1 + [2[)

r=j+1

r=—1 T:]+1

; [
w c Z gn—lgr(n—1-N) | i 2i(n=1=M)or(M—N)
mn

M
(1 + ‘.’IJD r=—1 r=j+1

20 4M , J r(n—1-N) - r(M—N)
7(1+|$|)M C 22 +22

Observemos que los exponentes de 2 en estas dos sumas son negativos, entonces éstas estan
acotadas por constantes Ay y Ao, v por lo tanto:

m ) < 22
V)] <

= " [ A+ Aol .
(Lt o) ot 2]

11



Dicho de manera mas simple, hemos probado que para todo M > n existe una constante
CY;, tal que
C//

Im) (z)] < QjW' (2.10)

Si fijamos M > N y hacemos Kj(x) = 2j(1ﬁﬁ)M’ entonces K es la funcion que querfa-

mos encontrar, es integrable, positiva, radialmente decreciente y domina a m}/; ademas
C .

K; o =2 Hi : luego, si A = A’ odemos concluir que

16511 ey ()™ || pr gy B0 o)™ || 1 gy’ P 4

A2J es una constante en la desigualdad (1, 1)—débil, para cada operador AMjconj>1.0

El lema que sigue a continuacién nos proporciona informacion sobre el comportamiento
de la constante en la desigualdad (2, 2)—fuerte para cada operador .#; con j > 1.

Lema 2.2 Friste una constante B = B n) tal que, para todo j > 1, el operador A es de
tipo (2,2)—fuerte con constante B2z ), es decir,

125 2y < B2ETT7 | £ 2 my (2.11)
para toda f € L?(R"™).

Demostracién. Sea f € f2(R") y sean

A(H)@) = (F&ym; (19) (@) (2.12)
FiuH(@) = (F© s (9)) @) (213

donde m; (§) = £ - Ym; (£). Si para & fija consideramos m;(s§) como funcién de s, con

s € R, entonces %mj(s{’) = ijs(g)-g = mjs(g). Similarmente, si fijamos x y consideramos

Ajs(f)(x), como funcién de s, veamos que sd—ds (Ajs(f) = ﬁjys(f), en efecto,

d d /- v
s (AsulD) = s (F©Om; (5)) ()
= s [ F@m 9 e
S R

teniendo en cuenta que m; € ., haciendo uso del teorema de convergencia dominada,

12



podemos tomar el limite d% dentro de la integral anterior,

d
so- (As(F) = sfmj (s€) ™" dg

J. 11
- / 5 (5€) 276 dg
(F© ,

Por otro lado,

\%

lim A5, (F)(2) = 1 (F(€)m; (56)) () = 1t (F(©)5m; (©)) (2)

s—0

= lim f  (8°my)” (x) = lim f * (m]) , (2).

Recordemos que m] estd dominada por una funciéon integrable, positiva y radialmente
decreciente, ademas [p, my (§)d§ = 0, asi limg 0 A;s(f)(x) = 0 para todo z € R, si
f € ., entonces por el corolarlo B.3, concluimos que lims_,oA;s(f)(z) = 0 para casi todo
r € R", para toda f € L?(R"); luego, por el Teorema Fundamental del Cdlculo, tenemos
que

AP = [ Agur) @) ds

t

= [ 25D @) A D)
0

t ~ ds

_9 /0 A s (N @A 5() (@)=

y asi,
AP <2 [ 1300 @ A (1) @)] 5
luego, -
sup oD@ 22 [ 145 (1) @) A )] T
t>0 0 S
entonces
(P <2 [ A0 @ [ () )] T

Ahora, si consideramos la integral sobre R™ a ambos lados de la desigualdad anterior,

tenemos R
|5 (1) 22 ey < / / ‘ ‘Aj,s(f)(w)

s
13

dsdz,
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y al aplicar la desigualdad de Hélder,

5Dy <2 [ ([ Man@P d) ([ @l djfd:c;

entonces

h:
[\V)
"
AN
[\
T
3
Q
<.
—~
—~
N—
™
<
—~
&h
N—
)
S—
QL
8
o
e
B

donde,

6w = ([ Mt d) _ (/0”
60 = ([ At @f d) ) </ooo (Fom9)" @

vy nuevamente aplicando la desigualdad de Hoélder, de 2.14 resulta

[N}
w |
N——

(SIS

[\&]
m‘%
~_
I

H=///j(f)Hi2(Rn) < HGj<f)HL2(Rn)

’éj(f

. 2.1
Lo (2.15)

Veamos ahora que los operadores G y G ;son acotados de L2(R™) a L?(R™). Por el Teorema

de Tonelli,
2 > -~ dS
1G5 ()2 ey = (F@m;(s9) @) “aa
v ds
/ /n &) m; ( sf)) (z) dx?
v por las identidad de Plancherel y Tonelli, tenemos que
ds
1G;(f HL2 Rn) / / &) my (s€) ‘ df—

(€) ‘ /oo Im; (5 dsdf

:/n

Recordemos que m; tiene soporte en el anillo 201 < ¢ < 291 asi que

14



2J+1

~ A2 [T ]
GOy < sl ey | [FCOf [ Sasie
R €
2
= 1H4 Hm]HLoo(Rn) ’.]/F‘ LQ(R") )
nuevamente aplicando la identidad de Plancherel,
1G22y = 104 0 e oy 112
por lo tanto

|’Gj(f)‘|%2(Rn) < Co HijLoo(Rn) Hf”LQ(R’”) : (2.16)

Por otro lado, teniendo en cuenta que m; se soporta en el anillo 271 < |¢| < 27+ llegamos
a una expresién analoga para G; :

- 2
|G|y < G s ey 1 - 2.17)
Como |m; (§)| = ‘773‘ &) do (&)|, y existe una constante C,, tal que ‘cjc; (f)‘ < ( Iclgn_l
1+ T
(ver apendice C); entonces |m; (€)] < |nj (€)] —245=r, asf que considerando nuevamente
(1+lgh 2

el soporte de m; tenemos,

Ch Ch
< n—1

__ < <022 = i)
(142~ 2 (21 2z

Im; ()] <

9

por lo tanto Hm] ||Loo (Rn) S O;LQ_](%) " De manera similar obtenemos una estimacion para
||ﬁlj”Loo(Rn); en efecto,

i ()] = |¢ (v (€)do (€) + s (€) Vo (9))] < Culél (|dor ()] + |vder )] ),

y existe una constante C,, tal que ‘85(5)‘ + ‘chc; (f)‘ < — G (ver Apéndice C);

(A+lgh =z
entonces |m; (£)| < Cy |€] —Cn—r, asi que
(1+leh) =
J+1 J+1 e L e ~—
iy (©)] < T < ADET (00,25 wi2i(5) = G-,
(1+2-1) =2 (20-1)"2

15



luego, Hm]HLOo & < Ch Cr93(1="57), Asi, de 2.16 y 2.17, se sigue que

1GH( 2y < Co2 7T || £l pny

2

|G, < G202 1 o)

L2(R™)

de 2.15, resulta

~ 2
Con estas estimaciones para ||Gj(f)HL2(Rn) y HGj(f)’ &™)

i(n

—j(n—2)
||//lj(f)Hi2(Rn) <C27 2 [[fll ey »

con esto concluimos la prueba.[]

De los lemas anteriores, y el teorema de Marcinkiewicz, obtenemos que para toda j > 1,
los operadores son de tipo (p,p) — fuerte para 1 < p < 2, de manera que

() ey < Cop 1 iy 2.15)
donde
2-p 1 one1y,122t
cl, =2 <_1+ o p) [A27] 7 [32(2 : )J} 2
— C//2J72 (1_(”_1))177?1 — C//Qj(l_(”_l)(P_l))%
P P
Sip > %y, entonces 1 — (n —1)(p— 1) <0, asi 332 JA=-(=DE-1); , converge y
1 () o gny < D NG| oggny < Co 1F oy (2.19)
=0

donde C), = C]’; E;”;O 9l (1=(n=1)(p= 1))P Esto significa que el operador . es de tipo (p, p)—

fuerte si %3 < p < 2, pero esto 1ltimo sélo es posible si n > 3. Ademds, .Z es de

tipo (0o, 00)—fuerte, ya que |.#(f)(x)| < [|f|[ o0(rn) casi en todas partes. Asf podemos
aplicar nuevamente el Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz para formular el siguiente
teorema.

Teorema 2.3 Sin >3, y p > 15, eviste una constante C = C(p), tal que

12 ()l Loy < Co 1F Nl o emy 5

para toda f en LP(R™).
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2.2. Teorema de diferenciaciéon esférico en R” con n > 3

_n_

1, entonces

Teorema 2.4 Sean >3 yp>

lim flx —ty)do(y) = f(z) para casi todo x € R"
t—0 sn—1

para toda f € LP(R™).

Consideremos la familia de operadores {A,},-,, donde

AP@) = [ =)o)
En efecto, todos los operadores de esta familia son lineales ademéas .# es el operador
maximal asociado a esta familia , que como ya demostramos es de tipo si p > "5, por
otro lado si f € €5°, entonces lim; 0 A¢(f) = f, entonces si invocamos nuevamente el
corolario B.3, tenemos que para toda f € LP(R"),

%%At(f)(x) = %gr(l) - f(z —ty)do(y) = f(x) para casi todo x € R

Llegando asi al teorema de diferenciacién esférico, el objetivo principal de este trabajo.

2.3. Teorema de diferenciacion esférico en R?

Si tomamos p > 2 es posible enunciar un teorema analogo al teorema, de diferenciacion
2.4; similarmente, este teorema se concluye como un corolario después de establecer que el
operador maximal esférico es de tipo (p,p) — fuerte. La primera mencion de este resultado
fue dada por Bourgain en [2], en 1985; y la primera demostracion, también de Bourgain,
en [1] en 1986, esto fue casi una década después de que el teorema para n > 3, fuera
mencionado por Stein en [9] y demostrado por Stein y Wainger en [10]. Més adelante
Mockenhaupt, Segger and Sogge en [6], presentan un prueba en la que utilizan resultados
conocidos y mejorados en relacién con la ecuacion de onda. En 1998, Schlag presenta en
[8] la que llama una demostracion geométrica del teorema circular mdzimal , tal prueba
utiliza técnicas combinatorias, el teorema de los tres circulos y la construccién un lema
para dos circulos.

2.4. Exactitud de la cota para p

Hasta aqui hemos afirmado que el teorema de diferenciaciéon esférico es valido para
LP(R™) con n > 2y p < 5. Stein y Wainger en [10], presentan un ejemplo con el que

17



prueban que la cota para p es exacta, éste es la funcion f € LP(R") con p < "5, definida
como sigue,

1 si0<z <!
fla)=4 lerrea(m) o (2.20)
0 si |z > 5

18



Apéndice A
Transformada de Fourier

En esta seccién exponemos algunos resultados en torno a la una herramienta importante
para el desarrollo de este trabajo: la Transformada de Fourier. Aunque usualmente, esta
transformada se define para funciones en L'(R"), comenzaremos por definirla sobre la clase
de funciones de Schwartz, para luego extrapolar algunos de estos resultados a las funciones
en los espacios L'(R") y L?(R"). Lo que se expone a continuaciéon puede encontrarse de
manera detallada en [5].

La clase de funciones de Schwartz

Informalmente hablando una funcién es de Schwartz, si es suave y todas sus deriva-
das decaen mas rapidamente que el reciproco de cualquier polinomio. De manera formal,
presentamos la siguiente definicion.

Definicion A.1 Una funcion f : R® — C es de Schwartz si f € C°(R") y para cada
pareja de multi-indices o, B existe una constante positiva Co g tal que,

sup
zeR?

xaaﬂf(x)‘ = Chp < 00 (A1)

El conjunto de todas las funciones de Schwartz sobre R™ es denotado por .7 (R™).
Una caracterizacion del conjunto .(R™) usualmente usada es la siguiente.

Proposicion A.2 Una funcién f € € es de Schwartz si y soélo si para todo entero
positivo N y todo multi-indice o existe una constante positiva Co n tal que

Ca,N

0% f(z)] < W

(A.2)
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Lo cual implica que f y sus derivadas siempre estan dominadas por funciones integrables
radialmente decrecientes.

El espacio 6;°, es decir, el espacio de las funciones suaves con soporte compacto,
estd contenido en el espacio . (R™); por otro lado . (R™) C LP(R™) para todo p > 1;
ésto implica que .#(R™) es un subconjunto denso de LP(R™). Otra propiedad del espacio
< (R™) en relacion con los espacios LP(R™) con p > 1, es que para toda f € LP(R") y
v € L(R"), la funcién f x p € LP(R™).

La transformada de Fourier de una funcién de Schwartz

Como lo mencionamos anteriormente, la transformada de Fourier es usualmente defini-
da en el espacio L'(R"). No obstante, en este trabajo iniciaremos definiéndola en el espacio
de Schwartz, esto porque tanto la suavidad, como el rapido decaimiento de las funciones en
< (R™) nos permite enumerar una variedad de propiedades de la transformada de Fourier
que resultaran crucialmente ttiles a lo largo de este trabajo.

Definicion A.3 Sea f en ./ (R™), definimos
flo) = A fla)e ™" du. (A.3)

Y decimos que f es la transformada de Fourier de f.

Continuamos ahora con una lista de propiedades de la transformada de Fourier, pero
antes consideremos la siguiente notacién. Si f es una funcién medible sobre R", z,y € R”
y t > 0 definimos,

Tyf(x) = f(x_y)
(f)(x) = flaz)
foo = Vi)

Proposicion A.4 Sean f y g en S (R"), y € R", a,b € C, a un multi-indice y t > 0,
tenemos

(1) (af +bgY = af + by (linealidad),
(2) f e SR,

(3) Ifllso < I£1I1,

(4) (f =gy = f3,

(5) T,()(©) = 4 (©),
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(6) (2™ f(@)](€) = 7y(F)(©),

(1) 6(F) = (D,

(8) (0°1)(€) = ((—2mi€)" f(2))(§),
(9) (0 f)(€) = (2mi)* f(2)(€)

Corolario A.5 La transformada de Fourier de una funcidn radial es una funcion radial.

La trasformada inversa de Fourier
Ahora definiremos la transformada inversa de Fourier.
Definicion A.6 Sea f en 7 (R™), definimos

f(z) = f(-=), (A.4)
y decimos que f es la transformada inversa de Fourier de f.

La transformada inversa de Fourier tiene las mismas propiedades de la transformada
de Fourier, asi que en este trabajo consideraremos una lista de propiedades anéloga a la
que se presenta en la proposicion A.4, para la trasformada inversa de Fourier. También
queremos tener en cuenta algunas propiedades existentes entre la transformada de Fourier
y la transformada inversa de Fourier; el siguiente teorema da cuenta de ello.

Teorema A7 Sean f, g y h en S (R"), entonces

(1) Jor F@)o(@)de = fy f(2)(x)da

(2) (f)V = :( )(Im;erswn de Fourier),

(3) Jan f(x)h(z)dx = IR" (&)d€ (relacion de Parseval),

(4) ||f”L2(Rn = f L2(®n) = Hf HLQ(Rﬂ) (Identidad de Plancherel),

(5) Jpn f(@)g(@)dz = [g. f(x)g" (x)dx

Corolario A.8 La trasformada de Fourier es un isomorfismo de .7 (R™).
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Transformada de Fourier en L!(R")

La definicion de la transformada de Fourier para funciones en . (R"), también tiene sen-
tido si f € L*(R™), permitiéndonos asi extender la definicién de la transformada de Fourier
a todo L'(R™). Ademés, este operador también satisface las propiedades (1),(3),(4),(5),(6)
y (7) de la proposicion A.4, cuando f y g son integrables. También podemos definir la trans-
formada inversa de Fourier sobre L*(R") como f (z) = f(—x) Sin embargo, no siempre

A~

tendremos que ( f) = f, ésto sblo sucederé si J?también es integrable.

Transformada de Fourier en L*(R")

Si tomamos f € L*(R™ N L%(R™), entonces se cumple que HfHLZ(Rn) = || fll2rny > €s
decir, que " es L? isometria sobre L' N L2, el cual es un espacio denso de L2. Por lo tanto,
existe una extension de " sobre L?(R"). Tal extension, que denotaremos similarmente con
el simbolo ”, también es una isometria sobre L?(R"), es decir

1Al = 11 e
para toda f € L2(R").

De manera similar podemos encontrar que ¥ también tiene una extension sobre L2R™),
que denotaremos similarmente como V, y que también cumple

1 2@my = £l 2y -
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Apéndice B

Desigualdades de tipo fuerte y tipo
débil

Las desigualdades de tipo fuerte y tipo débil son respectivamente las que se asocian a
los operadores de tipo fuerte y tipo débil como se muestra en la siguiente definicion.

Definiciéon B.1 Sean (X, u) y (Y,v) espacios de medida y T un operador de LP(X, i) en
el conjunto de funciones medibles sobre Y, decimos que,

(a) T es (p,q)—fuerte si es acotado de LP(X, pn) a LY(Y,v), es decir, si existe una constante
C = C(p,q), tal que
1T vy < CNF e (B.1)

para toda f € LP(X, p). Diremos entonces que T es (p, q)—fuerte con constante C.
(b) T es (p,q)—débil, con p < oo, si existe una constante C' = C(p,q), tal que

vy €Y1 IT(f)(y)] > a} < (j ||f|er(X,M)) (B.2)

para toda f € LP(X, p) y toda o > 0. Diremos que T es (p,q)—débil, con constante C.
(c) T es (p,00)-débil si es acotado de LP(X, ) a L>®(Y,v), es decir si es (p,00)-fuerte.

Veamos que la desigualdad fuerte implica la desigualdad débil, en efecto, si un operador
T es (p,q)—fuerte, y Eo ={y €Y : |T(f)(y)| > a}, entonces

y(Ea):/adug/a

lo que significa que T es (p,q)-débil.

T ¢ NTDN ey (C ‘
(Q(y) dv < ) (a ||f|LP(X,u)) (B.3)

le %)
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Ahora presentaremos dos resultados tutiles con respecto a la desigualdad débil, el pri-
mero de ellos tiene que ver con la convergencia casi en todas partes.

Teorema B.2 Sea (X, u) un espacio de medida y {T}},., una familia de operadores li-
neales de LP(X, ) en el espacio de funciones medibles sobre X y definimos el operador

T (f)(a) = sup [T (f) @) (B.4)

Si T* es (p,q)-débil para algin q, entonces, para todo ty > 0 y para toda constante \, el
conjunto

{f e LP(X,p): th'r? T:(f) = A\f casi en todas partes} (B.5)
—to
es cerrado en LP(X, ).

Corolario B.3 Sea (X, ) un espacio de medida y {13}, una familia de operadores li-
neales de LP(X, p) en el espacio de funciones medibles sobre X, tal que T*, como se definio
anteriormente, es un operador (p,q)-débil. Si existe una constante X y conjunto D, denso
en LP(X, ), tal que si f € D, limy_yy, T1(f)(x) = Af c.t.p, entonces

tlgg] T:(f) = \f c.t.p. (B.6)
para toda f € LP(X, ).

El segundo resultado, que resultard ampliamente 4til en este trabajo, nos dice c6mo pode-
mos encontrar desigualdades de tipo fuerte a partir de dos desigualdades de tipo débil; este
resultado es el Teorema de Interpolacion de Marcinkiewicz cuyo enunciado se encuentra a
continuacion.

Teorema de interpolacién de Marcinkiewikz

Teorema B.4 Sean (X, pn) y (Y,v) espacios de medida y 0 < pg < p1. Sea T un operador
sublineal definido sobre el espacio LPO(X, u) + LP*(X, ) y que toma valores en el espacio
de las funciones medibles sobre Y. Si T es (po,po)-débil y (p1,p1)-débil con constantes Cy
y C1, entonces para todo po < p < p1, T es de tipo (p,p)-fuerte y

1T vy < C I llo (B.7)
donde

1 1 1
P Po P

L m
0:2< P, 2 >p00p0"’10;’0‘%
P—Po P1—DPo

Una exposicién mas detallada de lo que se encuentra en este apéndice se puede encontrar
en [4].
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Apéndice C
Funciones de Bessel

A continuacién se muestran algunas propiedades las de funciones de Bessel que son
pertinentes para establecer algunos resultados en este trabajo en relaciéon con la transfor-
mada de fourier de la medida de superficie sobre S"~!. Lo que se expone en apéndice puede

encontrarse de manera mas detallada en [5].

Definimos la funcién de Bessel de orden v como

(3)”

+ its v dS
0= e L e

V1—s2

cuando Rev > —% yt>0.
Algunas propiedades de las funciones de Bessel son las siguientes:

(tV I, (t)) =t Jpy—1(1),
5 @77 Iu(t) = —t7V Ty (t),
Si0<r<lyRev>—3
[y (1)) < CoeolimvlyRer,
donde Cy = Cy (Rev) y co = ¢p (Rev);
(d) Sir>1yReu>—%,

‘JV (7")’ < Coeﬂ-lImV“Fﬂ'z\Imyﬁr,%.
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Observacion: en particular, si r € R, v > —%, tenemos que existe C' = C' (v)
() |y (r)] <Crv,si0<r<1,

() |J, (1) < Crz,sir> 1.

La transformada de Fourier de la Medida de Superficie sobre
Sn—l

Si do denota la medida de superficie sobre S"~! para n > 2, tenemos la siguiente

identidad
27

B (€)= [ P 0do(0) = Ly Tus (2nle]).
5ot K

De donde es posible obtener acotaciones para ‘C/i(; (f)‘ y ‘Vc/l(; (f)‘ a partir de las pro-
piedades (b), (¢’) y (d’) de las funciones de Bessel.

Existe C' = C (n) tal que

@ )| +|vdo (©)] <« —C =

(T+1D
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