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Capitulo 1

Introduccién general

Sin duda alguna, uno de los objetos de estudio preferidos del area de la
Geometria Computacional son los conjuntos finitos de puntos en el plano. La
variedad de problemas que involucran a estos conjuntos van desde graficas
geométricas hasta diagramas de Voronoi, pasando por apareamientos, colo-
raciones, triangulaciones, ntimero de lineas incidentes, k-conjuntos, etc. [41].

En este trabajo también estudiaremos conjuntos finitos de puntos en el
plano, pero desde dos diferentes enfoques: uno que busca estructuras subya-
centes en cada conjunto de puntos, particularmente poligonos con vértices
en dicho conjunto; y otro que ve a cada punto como nodos méviles de una
red inaldmbrica, e intenta resolver problemas de conectividad en dicha red.
El primer enfoque estd més ligado al area de la Combinatoria, en cuanto a
asegurar la existencia y contar el nimero de las estructuras presentes dentro
de los conjuntos de puntos. Por otra parte, el segundo enfoque estd mas rela-
cionado con el area de Algoritmos, en cuanto a qué preguntas de conectividad
pueden responderse en tiempo polinomial y cudales no.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posicion general. Un
k-agono es un poligono generado por k puntos de S, y un k-hoyo es un
k-agono que no contiene puntos de S en su interior; ver Figura 1.1. En la
Parte I de este trabajo daremos cotas superiores e inferiores para el niimero
de k-agonos y k-hoyos contenidos en S.

Para la Parte II de este trabajo, los puntos de S representaran dispositi-
vos inalambricos méviles, y cada uno de ellos se desplazarid con movimiento
rectilineo uniforme. Para representar este movimiento se utilizaran rectas en
el plano, y para los rangos de transmision de los dispositivos, se utilizaran
circulos moviéndose sobre los puntos de S; ver Figura 1.2. En dicha par-
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Figura 1.1: Conjunto de puntos conteniendo un 5-4gono y un 4-hoyo.

te estudiaremos problemas relacionados con la operacién de inundacion, e
intentaremos reducir al minimo el costo de energia de esta operacion.

Figura 1.2: Red de dispositivos méviles comunicandose de forma inalambrica.

Aunque el objeto de estudio sea el mismo, en cada una de las Partes |
y IT se utilizan los conjuntos de puntos para propositos diferentes, con lo
cual, ambas partes pueden leerse de manera independiente. En la Seccién
1.2 se daran definiciones bésicas y notaciéon comin para todo el trabajo.
Es importante mencionar que se presupone que el lector estd familiarizado
con algunos conceptos basicos de la Geometria Computacional, Analisis de
Algoritmos, Combinatoria, y Teorfa de las Graficas; por tanto, algunos de
estos conceptos no seran definidos en este trabajo. Se recomienda que ante
cualquier duda se consulte bibliografia especializada, como [19, 45| para Geo-
metria Computacional, [17] para Anélisis de Algoritmos, y [22| para Teoria
de las Graficas.
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1.1.

Resumen de Publicaciones

A lo largo de mis estudios de Doctorado tuve la oportunidad de publicar
diversos articulos de investigacion, sin embargo, debido a la afinidad de los
temas tratados, no todas las publicaciones estan representadas en este tra-
bajo. A manera de sumario, se presenta a continuaciéon un listado de todas
las publicaciones.

El listado se divide en tres categorias: en revista arbitrada, por apare-
cer, y memorias de congresos. En cada categoria, el listado aparece en orden
cronologico inverso y en orden alfabético por autores. Las publicaciones re-
lacionadas con este trabajo aparecen en negritas.

En revista arbitrada

1.

C. Bautista-Santiago, M. A. Heredia, C. Huemer, A. Ramirez-Vigueras,
C. Seara, y J. Urrutia. On the number of edges in geometric graphs
without empty triangles. Graphs and Combinatorics, Online First™
28 de Septiembre 2012.

. J. M. Diaz-Banez, R. Fabila-Monroy, D. Flores-Penaloza,

M. A. Heredia, y J. Urrutia. Min-energy broadcast in mobile
ad hoc networks with restricted motion. Journal of Combi-
natorial Optimization, 24:413-426, 2012 (Online First™ 3 de
Mayo 2011).

Por aparecer

1.

J.M. Diaz-Banez, M. A. Heredia, C. Peldez, J. A. Sellarés, J. Urrutia e
I. Ventura. Convez blocking and partial orders on the plane. Compu-
tational Geometry: Theory and Applications. Aceptado salvo correc-
ciones menores.

O. Aichholzer, R. Fabila-Monroy, H. Gonzalez-Aguilar,

T. Hackl, M. A. Heredia, C. Huemer, J. Urrutia, P. Valtr, y
B. Vogtenhuber. /-holes in point sets. Computational Geo-
metry: Theory and Applications, Special Issue on the 27th
European Workshop on Computational Geometry. Aceptado.
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Memorias de congresos

1. J.M. Diaz-Banez, M. A. Heredia, C. Pelédez, J. A. Sellarés, J. Urrutia e
I. Ventura. Convex blocking and partial orders on the plane. En: Proc.
23th Canadian Conference on Computational Geometry CCCG’11, To-
ronto, Canadé, 2011.

2. O. Aichholzer, R. Fabila-Monroy, H. Gonzéalez-Aguilar,
T. Hackl, M. A. Heredia, C. Huemer, J. Urrutia, P. Valtr,
y B. Vogtenhuber. On k-gons and k-holes in point sets. En:
Proc. 23th Canadian Conference on Computational Geometry
CCCG’11, Toronto, Canada, 2011.

3. J.M. Diaz-Banez, M. A. Heredia, C. Peldez, J. A. Sellarés, J. Urrutia e
I. Ventura. Convex blocking and partial orders on the plane. En: Proc.
XIV Spanish Meeting on Computational Geometry (EGC11), Alcala
de Henares, Espana, 2011.

4. O. Aichholzer, R. Fabila-Monroy, H. Gonzilez-Aguilar,
T. Hackl, M. A. Heredia, C. Huemer, J. Urrutia, y B. Vogten-
huber. 4-holes in point sets. En: Proc. 27th European Works-
hop on Computational Geometry EuroCG’11, pags. 115-118,
Morschach, Suiza, 2011.

5. J.M. Diaz-Banez, R. Fabila-Monroy, D. Flores-Penaloza,
M. A. Heredia y J. Urrutia. Min-energy Broadcast in Fixed-
trajectory Mobile Ad-hoc Networks. Memorias de los “XIII
Encuentros De Geometria Computacional” (EGCO09), Zarago-
za, Espana, 2009.

1.2. Preliminares

El objeto principal de estudio de este trabajo son los conjuntos finitos de
puntos en el plano. Diremos que un conjunto de puntos de este tipo esta en
posicion general si no contiene tres puntos colineales. En adelante, cuando se
hable de conjuntos de puntos, se supondré que estan en el plano, son finitos
y se encuentran en posicién general, a menos que se indique explicitamente
que no es asi.
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Dados dos puntos en el plano a y b, denotaremos con [(a, b) a la linea que
pasa por a y b, y con ab al segmento de recta que une a a y b.

Un poligono P se define entonces como una secuencia ordenada de n > 3
puntos, pi,...,ps, llamados vértices de P, junto con los segmentos de linea
{pipiz1|]1 <i <n—1}U{p.p1}, llamados las aristas de P. Decimos que P es
simple si sus aristas no se intersectan propiamente (i.e., no hay intersecciones
en el interior de las aristas), ver Figura 1.3. Un poligono simple divide el plano
en dos regiones, una no acotada llamada exterior y otra acotada llamada
interior. En general, el término poligono simple denota al poligono junto con
su interior.

(a) Poligono simple (no convexo). (b) Poligono convexo.

Figura 1.3: Ejemplos de poligonos.

Un conjunto C C R? es convexo si, para cualesquiera dos puntos a,b € C,
el segmento ab esta totalmente contenido en C. Tomaremos especial inte-
rés en los poligonos convexos, que por definicién son también simples; ver
Figura 1.3(b).

Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posicion general. La
envolvente convera o cierre convero de S, denotado por Conv(S), se puede
definir como el poligono convexo P de menor &area, tal que todo punto de
S es vértice de P o estd en su interior, ver Figura 1.4. Diremos que S esta
en posicion conveza si todo punto de S es vértice de Conv(S), y en el caso
contrario diremos que se encuentra en posicion no CONVELA.

Dado el conjunto S, llamaremos k-tupla a todo subconjunto no ordenado
de k puntos de S, y llamaremos k-dgono a todo poligono simple generado por
los puntos de una k-tupla (teniendo claramente k lados). De forma similar,
un k-hoyo es un k-agono vacio, esto es, un k-agono que no contiene en su
interior puntos de S. Ver otra vez la Figura 1.1.

Una poligonizacion del conjunto S es un poligono formado por los n
puntos de S, o dicho de otra forma, un n-agono de S; ver Figura 1.5.
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(a) Un conjunto de puntos S. (b) La envolvente convexa Conv(S).

Figura 1.4: La envolvente convexa o cierre convexo de un conjunto de puntos.

(a) Un conjunto de puntos S. (b) Una poligonizacién de S.

Figura 1.5: Poligonizacién de un conjunto de n puntos en el plano.



Parte 1

Poligonos |vacios| dentro de
conjuntos de puntos






Capitulo 2

Introduccion

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién general. Como se
defini6 en la Seccion 1.2, un k-4gono es un poligono simple generado por k
puntos de S, y un k-hoyo es un k-agono vacio (sin puntos de S en su inte-
rior). Alrededor de estas dos definiciones se han estudiado una gran variedad
de problemas combinatorios. En particular, en esta parte del trabajo nos
enfocaremos en estudiar los siguientes cuatro problemas clésicos.

1. gSerd cierto que para toda k existe un entero minimo g(k), tal que cual-
quier conjunto de g(k) puntos contiene al menos un k-dgono convexo?
Pregunta fue planteada por Esther Klein en 1933.

2. ¢Cudl es el menor nimero de k-dgonos convexos determinados por cual-
quier conjunto de n puntos en el plano? Generalizacion del problema
anterior propuesta por Erdds y Guy [|26] en 1973.

3. ¢Cudl es el minimo entero h(k), de forma que cualquier conjunto con
h(k) puntos en el plano, en posicidn general, contiene al menos un
k-hoyo convexo? Problema propuesto por Erdds [24] en 1978.

4. 4Cudl es el minimo nimero de k-hoyos convezos hi(n), determinados
por cualquier conjunto de m puntos en el plano? Generalizacion del
problema anterior planteada por Erdés [25] en 1984.

El enfoque que utilizaremos para estudiar estos problemas serd genera-
lizarlos, permitiendo que los k-agonos y k-hoyos sean también no convexos.
Por esta razon, de aqui en adelante se daré el calificativo de general a aquel
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k-agono o k-hoyo que, para cuestiones de conteo, no nos interese su tipo
(convexo 0 no convexo).!

Lo que resta de esta Parte I quedara organizado de la siguiente forma. En
la Seccion 2.1 de este capitulo presentaremos algunos resultados previos sobre
los cuatro problemas mencionados. En el Capitulo 3 se estudiaran dichos
problemas para el caso particular de 4-agonos y 4-hoyos (k = 4), mientras que
el Capitulo 4 hara lo propio con k-agonos y k-hoyos para cualquier constante
k > 3. Finalmente, presentaremos las conclusiones correspondientes a esta
parte del trabajo en el Capitulo 5.

Es importante mencionar que, aunque los resultados del Capitulo 4 son
més generales, no invalidan aquellos presentes en el Capitulo 3, puesto que
en este ultimo se utilizan técnicas especificas para el caso k = 4.

Los resultados presentados en el Capitulo 3 corresponden con los con-
tenidos en los trabajos [6] y [7], mientras que los resultados del Capitulo 4
corresponden con aquellos en [5].

2.1. Resultados previos

En esta seccién presentaremos un poco de historia y resultados previos
sobre los cuatro problemas planteados al inicio de este capitulo. También
indicaremos explicitamente las cotas obtenidas en este trabajo.

Sobre la pregunta de: ;Serd cierto que para toda k existe un entero minimo
g(k), tal que cualquier conjunto de g(k) puntos contiene al menos en k-dgono
convero? Esta fue (parcialmente) respondida en 1935 por Erdds y Szekeres
en su ahora clasico articulo |27]. De dicho trabajo se destaca un resultado,
que ahora es mejor conocido como el Teorema de Erdés—Szekeres, en el que
se establece que g(k) es finito para toda k; sin embargo no se ha podido
determinar su valor exacto para el caso k > 7.

Klein observo que g(4) = 5 (ver Figura 2.1), y por su parte Kalbfleisch et
al. [38] demostraron que g(5) = 9. El caso k = 6 fue resuelto de forma més
reciente (2006), por Szekeres y Peters [48]; mostrando que ¢g(6) = 17, pero
utilizando una btisqueda exhaustiva por computadora. Las mejores cotas para
el caso k> Tson: 28241 < g(k) < (2::25) + 1. La cota inferior pertenece
a los mismisimos Erdds y Szekeres [28] y se conjetura que es justa. Por su
parte, la cota superior ha sufrido muchas mejoras con el paso de los anos; la

!Debemos aclarar que, a diferencia de como se maneja en este trabajo, alguna de la
literatura relacionada presupone que los k-hoyos son por definicién convexos.
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cota arriba descrita (la mejor al momento de la escritura) fue obtenida en
2005 por Toth y Valtr [49]. Recomendamos la lectura de [3] para mas detalles
sobre los cambios acontecidos en dichas cotas.

Figura 2.1: Cualesquiera 5 puntos en posicion general determinan una cua-
drilatero convexo (g(4) = 5).

Para el problema de: ;Cudl es el menor nimero de k-dgonos converos
determinados por cualquier conjunto S de n puntos en el plano?, es claro que
para k = 3 la solucién es (g) Sin embargo, para el caso k > 3, esta pregunta
deja de ser trivial. Por ejemplo, para el caso especifico de 4-4gonos convexos,
se relaciona intimamente con el problema de encontrar el nimero de cruce
rectilineo ¢r(.S) de un conjunto S, mismo que ha sido ampliamente estudiado
v ha demostrado ser particularmente dificil de resolver, ver [1, 2, 13, 26].

En cuanto a la pregunta de: ;Cudl es el minimo entero h(k) de forma que
cualquier conjunto con h(k) puntos en el plano, en posicion general, contiene
al menos un k-hoyo convero? Esther Klein observéd que cualquier conjunto de
5 puntos determina un 4-hoyo convexo, y Harborth [36] mostré que 10 pun-
tos siempre contienen un 5-hoyo convexo. Sin embargo, en 1983 Horton [37]
demostré que existen conjuntos de puntos arbitrariamente grandes que no
contienen ningtin 7-hoyo convexo (ver Figura 2.2); lo cuédl también implica
que h(k) no existe para k > 7. Por mucho tiempo la pregunta se mantuvo
abierta para los 6-hoyos convexos, hasta que en 2007/08 Nicolas [40] e inde-
pendientemente Gerken [33] demostraron que cualquier conjunto de puntos
suficientemente grande contiene un 6-hoyo convexo; ver también [51].

Finalmente, para la pregunta: ;Cudl es el minimo nimero de k-hoyos
converos hy(n) determinados por cualquier conjunto de n puntos en el plano?
Sabemos que h7(n) = 0, por la construccion de Horton, lo que implica que
hr(n) = 0 para k > 7. Pero para k < 6 solo se tienen cotas superiores e
inferiores, o valores exactos para conjuntos muy pequenos de puntos; ver las
Tablas 2.1 y 2.2 para las mejores cotas al momento de la escritura.

Todas las cotas superiores en la Tabla 2.2 se deben a Barany y Valtr [12].
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Figura 2.2: Ejemplo de un conjunto de Horton que no contiene 7-hoyos con-
vexos, con n = 16.

n ||3|4|5|6 |7 [8]910]11]12] 13 | 14 | 15
3-hoyos [ 1]3]7]13]21[31[43]58]75]94[114~116|136~141 | 160~169
4-hoyos |- [0[1[ 3 [ 6 |10]15|23[32[42] 51~55 | 61~7L | 72~90
5-hoyos|[-[-[0[ 0[O0 [0[1][2]3] 3~5 3~8 | 3~12

Tabla 2.1: Nimero minimo de k-hoyos convexos para n pequena |11, 21, 36].

En cuanto a las cotas inferiores para k < 5, Dehnhardt [21] mostré en su tesis
de doctorado que para n > 13 se tiene: n?—5n+10 < hy(n), (",%)+6 < ha(n),
y que 3 | 2] < hs(n). Pero como dicha tesis esta escrita en idioma Aleman
y estd poco difundida, se han publicado varias cotas més débiles. S6lo muy
recientemente se han podido superar dichos resultados [30, 31, 9, 10, 52, §|,
teniendo como las mejores cotas aquellas en [8].

Un resultado relacionado es el de Pinchasi et al. [44], que mostraron que

619612 + o(n?

n?—2n+ 2 < hy(n (n?)
9397n% + o(n?)
(n*)
(n%)

7 7 (n)
%2—%71—0(71) < hy(n)
(n)

(n)

3 —o(n) < hs(n

o —4 ShGTZ

<1

<1

< 1.0207n2 + o(n?
229 <0

.2006n2 + o(n?

Tabla 2.2: Cotas asintoticas para hy(n) con k = 3...6 obtenidas de [8, 12, 52].
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hy(n) — % — O(n) < hy(n) y hs(n) — n* — O(n) < hs(n). Con esto, una
mejora en el factor n? de la cota inferior de h3(n) implica también mejores
cotas inferiores para hyq(n) y hs(n).

Recomendamos la lectura del compendio 3], si se desea ahondar en la
historia de los problemas sobre k-agonos y k-hoyos.

Para finalizar esta seccion, incluimos las Tablas 2.3 y 2.4, que, a forma de
resumen, contienen las mejores cotas al momento sobre el niimero de k-agonos
y k-hoyos, incluyendo aquellas que se presentaran en los Capitulos 3 y 4.
Entre otras cosas, se generalizan algunos resultados pertenecientes a nuestros
coautores (sobre 5-hoyos) [10]. Las casillas de las tablas contienen tanto cotas
inferiores como superiores, para asi medir la distancia que separa a ambas
cotas.

CONVEXO0S no Convexos generales
min max min ‘ max
e cr(n) 3(}) —3cr(n) (') 3(%) —2cr(n
O(n?) O(n?) [10] O(n?) [10] O(n!) 1 ]
10(%)—2(n—4)cr(n) | (T
k=5 ©(n°) [13] @(Ej,))) [1(()] ya(n) g()n5) 10] O(n®) [Sec. 4.1]
k>6(0(n*) [13] | ©(n*) [Sec. 4.1] gf()nk) (Sec. 4.1] O(n") [Sec. 4.1]

Tabla 2.3: Cotas sobre el niimero de k-4gonos convexos, no convexos y gene-
rales para n puntos y k constante.
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CONVeXOos 10 CONVEXOS generales
min max min ‘ max
> 72 —n—o(n) > "—23—@(712 logn)|>2n*—O(n)
pgl B [Sec. 3.3 [Sec. 3.4] ")
<1.9397n%+o(n?) | <% —O(n?) <O(n3 logn) [Sec. 3.2]
[12] [Sec. 3.3] [Sec. 4.4]
>3 —o(n) (8] >17n%2—0(n) [10]
k=5|<1.0207n%+0(n?) |©(n?) [Sec. 4.3] |<O(n3(logn)?) (%) [10]
[12] [Sec. 4.4]
" >n?—0(n)
el gfﬁﬁ) éz[f Yot [Sec. 4.4] ()
- [Sec. 4.3] <O(n"2 (logn)*=3)|[Sec. 4.2]
k>7:0 [37]
[Sec. 4.4]

Tabla 2.4: Cotas sobre el nimero de k-hoyos convexos, no convexos y gene-
rales para n puntos y k constante.



Capitulo 3

Contando 4-agonos y 4-hoyos

En este capitulo se estudiaran los problemas presentados en el Capitulo 2,
pero para el caso particular £ = 4. Como se explicé en dicho capitulo, estamos
generalizando el alcance de estos problemas al permitir que los 4-agonos y
4-hoyos sean también no convexos. En particular, se dardn cotas inferiores
y superiores sobre el niimero de 4-agonos y 4-hoyos contenidos en conjuntos
de n puntos en el plano; contando de forma independiente los convexos, no
convexos y generales.

Un conjunto de cuatro puntos en posicion no convexa puede generar hasta
tres 4-hoyos, ver Figura 3.1; lo que implica que el nimero de 4-agonos y
4-hoyos puede ser tan grande como (Z), que es el maximo nimero de 4-hoyos
convexos (con los n puntos en posicion convexa). Mas atn, el nimero de
k-agonos y k-hoyos (de cualquiera de los tipos) depende de las caracteristicas
combinatorias del conjunto de n puntos, o dicho de otra forma, depende del
tipo de orden' de dicho conjunto; ver [4, 11, 35].

Figura 3.1: Tres 4-hoyos generados por un conjunto de 4 puntos.

En este capitulo, primero contaremos 4-agonos y 4-hoyos en conjuntos
de cardinalidad pequena, en la Seccion 3.1. Dentro del la Secciéon 3.2 traba-

'En inglés order type.

15
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jaremos en maximizar el ntimero de 4-hoyos (generales), mientras que en la
Seccion 3.3 maximizaremos el niimero de 4-hoyos no convexos. Para finalizar,
se buscara minimizar el nimero de 4-hoyos (generales) en la Seccion 3.4.

3.1. Conjuntos pequenos

Incluso en conjuntos de puntos con cardinalidad pequena, determinar el
niimero de 4-agonos y 4-hoyos no es una tarea sencilla. La Tabla 3.1, que
fue parcialmente tomada de [3], muestra el ntimero de 4-dgonos y 4-hoyos
paran = 4,...,11. Dichos nimeros fueron obtenidos haciendo una revision
exhaustiva por computadora, sobre todos los conjuntos de puntos de las car-
dinalidades mencionadas, utilizando para ello la base de datos de tipos de
Ordenes [4, 11]. Se muestran el minimo nimero de 4-agonos y 4-hoyos con-
vexos, el maximo niimero de 4-4gonos y 4-hoyos no convexos, el minimo y
méaximo nimero de 4-4gonos y 4-hoyos (generales), y el nimero de 4-tuplas
no ordenadas (con fines de comparacion).

Niimero de 4-agonos Nimero de 4-hoyos
,, || convexos | no convexos generales || convexos | no convexos | generales (n)
min max min | max min max min ‘ max || \4
4 0 3 1 3 0 3 1 3 1
5 1 12 5 13 1 8 5 9 5
6 3 36| 15| 39 3 18] 15| 22 15
7 9 78| 35| 87 6 36| 35| 43 35
8 19 153 | 70| 172 10 64| 66| 77| 70
9 36 270 | 126 | 306 15 100 | 102 | 126 | 126
10 62 444 | 210 | 506 23 150 | 147 | 210 210
11 102 684 | 330 | 786 32 216 | 203 | 330 || 330

Tabla 3.1: 4-agonos y 4-hoyos en conjuntos de n=4,...,11 puntos.

En la tabla anterior no se incluye el méximo nimero de 4-agonos y 4-hoyos
convexos, pues trivialmente se alcanza en conjuntos en posicién convexa,
siendo (Z) en total; ni tampoco se incluye el minimo nimero de 4-4gonos
y 4-hoyos no convexos, pues al tomar conjuntos en posicién convexa, éstos
generan siempre poligonos convexos. También debemos observar que, la co-
lumna del minimo nimero de 4-agonos corresponde exactamente con ("),

4
también en conjuntos en posicion convexa. Esto tultimo se debe a que una
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4-tupla convexa solo puede formar un 4-agono, mientras que una 4-tupla no
convexa genera tres (como se vio en la Figura 3.1).

En la Tabla 3.1 podemos ver que, para n = 4,...,7, el minimo ntmero

de 4-hoyos generales es (Z) Por otro lado, también vemos que para n =

9,...,11 el maximo nimero de 4-hoyos es (Z) O sea que, los conjuntos en
posicién convexa son ejemplos que minimizan los 4-hoyos para n < 7 y que
maximizan para n = 9,...,11, al parecer la estructura de los conjuntos

extremales cambia.

La Figura 3.2 muestra conjuntos que maximizan el nimero de 4-hoyos
para n = 4,...,8. Como se dijo arriba, los resultados obtenidos sugieren
que los conjuntos en posicion convexa maximizan el nimero de 4-hoyos para
n > 9. Hecho que en efecto se demostrara en Seccion 3.2.

A R e-- -~~~ - ~©
VAN /N | o !
/ \ / \ I !
/ \ / \ | I
/ \ / \ | I
/ \ / \ | |
/ ° \ / \ | |
// \\ // ° ° \\ | !
/ \ / \ | o I
o - ——-—-—-—-- - = © o - ———-—-—-—- - - i) o —-=—=—=-=-=-=-- o
n=4:0/3/3 n=>5:1/8/9 n==06:4/18/22
D\
e-=—=—=—-=-=-~-- - -7 N
| o | e NN
I I e o ~
| | ] /O
\ ! \ /
[ ! \ /
| | \o o,
| ! \ /
| o ° ! \ /
o ————-=-—-—-= o b = - = = = o
n="7:7/36/43 n=38:20/57/77

Figura 3.2: Conjuntos de puntos que maximizan el nimero de 4-hoyos pa-
ran =4,...,8 Se muestran también el nimero de 4-hoyos: convexos / no
convexos / generales. Excepto para n = 7, los conjuntos son unicos (combi-
natoriamente hablando).

La Figura 3.3 muestra dos conjuntos extremales de n = 11 puntos. Cada
conjunto representa un tipo de orden tnico: el izquierdo aquel que maximiza
el ntimero de 4-hoyos no convexos, 216 para ser exactos (y con 51 4-hoyos con-
vexos adicionales); el conjunto de la derecha minimiza el nimero de 4-hoyos
generales, conteniendo 203 4-hoyos, 51 convexos y 203 no convexos.
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//// N ~ \\ / \\ // \
/

Og/i,,L,,,\/,,, 7:7\3) , N \

S | N r - N '

~ o /N | o~ 7/ / ) \
N / \ - / / ;AN \
\ N/ NS ! AN \
N AL A / / _-°%~n \
N - N , & N .
\‘/o// SO Ny ////’/ N N
N NNV _ L L
8 T &L L ~

Figura 3.3: Dos conjuntos extremales de n = 11 puntos: (a) maximiza el nt-
mero de 4-hoyos no convexos, y (b) minimiza el nimero de 4-hoyos generales.

3.2. Maximizando el ntimero de 4-hoyos

En esta seccion mostraremos que para n suficientemente grande, el nt-
mero de 4-hoyos se maximiza en conjuntos convexos, como lo sugieren los
resultados para conjuntos pequenos. El siguiente lema es clave para probar
este y varios resultados de este trabajo.

Lema 3.1. Sea S un conjunto de n puntos en el plano y A un tridngulo no
vacio de S. Hay a lo mds tres 4-hoyos no converos generados por los tres
vértices de A mds un punto de S en el interior de A.

Demostracion. Sean pq,pa, y ps los vértices de A. Observemos que cualquier
4-hoyo no convexo debe usar al menos dos aristas de A. Entonces tenemos
tres opciones para escoger la arista de A que no utilizaremos, y por cada
opcién hay a lo mas una manera de completar a un 4-hoyo las dos aristas de
A que sf seleccionamos, ver Figura 3.4(a).

Supongamos por contradiccién que existen dos 4-hoyos diferentes que no
utilizan la arista pops v que utilizan, respectivamente, los puntos ¢; y ¢2 en el
interior de A. Por definicién, ¢» debe estar fuera del 4-hoyo correspondiente
a qi, o sea dentro del tridngulo peqips; ver Figura 3.4(b). Pero entonces ¢
debe estar en el interior de uno de los dos tridAngulos que forman el 4-hoyo
correspondiente a ¢o (en pi1gaps 0 €n pigaps), lo cudl es una contradiccion.

Observemos que, si A tiene exactamente un punto ¢ en su interior, en-
tonces generard los tres 4-hoyos no convexos. Esta pequena observacion sera
importante més adelante. [
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D1

(a) Ejemplo de A que solo tiene uno de los (b) g2 esté fuera del 4-hoyo p1p2qi1ps.
tres 4-hoyos no convexos mencionados.

Figura 3.4: Analisis sobre los 4-hoyos no convexos con vértices de A.

Teorema 3.2. Para n > 9, el mimero de 4-hoyos (generales) se mazimiza
en conjuntos de n puntos en posicion CONVELE.

Demostracion. Para esta demostracion consideraremos que, toda 4-tupla no
convexa serd representada por el tridngulo formado por los tres vértices de
su cierre convexo. Por el Lema 3.1, todo tridngulo no vacio representa a, a lo
més, tres 4-hoyos no convexos, mientras que una 4-tupla convexa tiene a lo
més un 4-hoyo.

Sea T el ntimero de tridAngulos no vacios de un conjunto de puntos .S. Como
todo tridngulo no vacio induce al menos una 4-tupla no convexa, tenemos

(Z) —T+3T = (Z) +oT (3.1)

como una primera cota superior de el niimero de 4-hoyos en S.

Observemos que un triangulo A con k > 1 puntos interiores es contado
k+2 veces en (3.1), k veces en las (Z) 4-tuplas y dos veces méas como tridngulo
no vacio (en 27°). Para el caso k > 1 hemos sobrecontado el namero de 4-hoyos
no convexos asignados a A, en comparacion con los tres del Lema 3.1. Mas
atn, muchos de los 4-dgonos convexos de S podrian no ser 4-hoyos. Por tanto,
analizaremos cuantos 4-hoyos sobrecontados podemos reducir de (3.1). Para
dicha tarea asignaremos marcadores de sobreconteo a 4-hoyos, a 4-tuplas
convexas y a triangulos no vacios; permitiendo asignar mas de un marcador
a cada uno de estos objetos.

Tomemos A y consideremos todas las 4-tuplas que contienen los tres
vértices de A y un punto extra p, tenemos dos casos:
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Caso 1. p es uno de los n—k—3 puntos fuera de A. Si la 4-tupla obtenida
es convexa le damos un marcador, pues no seria un 4-hoyo. Y si la 4-tupla es
convexa no convexa le damos un marcador a el triAngulo que la representa,
pues al menos uno de los tres 4-hoyos que representa es no vacio.

Caso 2. p esta en el interior de A. Como dijimos, A fue contado k+2
veces, pero a lo més tres 4-hoyos son representados por A (Lema 3.1). Por
tanto, asignamos k—1 marcadores a A.

Tomando en cuenta ambos casos, hemos distribuido n—k—3+ (k—1) = n—4
marcadores para A. Y al repetir ésto para todos los tridngulos no vacios,
obtenemos un total de (n—4) - T" marcadores.

- Una 4-tupla convexa no vacia puede haber recibido hasta 4 marcadores,
uno por cada uno de sus subtriangulos. Asi que, a lo mas, tenemos cuatro
veces mas marcadores que el niamero de 4-tuplas convexas.

- Un tridngulo no vacio A con k£ > 1 puntos interiores puede haber recibido
4-(k—1) marcadores: debido a su puntos interiores, A recibio k—1 marcadores
del Caso 2; y por cada tridngulo no vacio formado por dos vértices de A y
un punto interior, recibié un marcador del Caso 1. Al menos tres de dichos
triAngulos internos son vacios, aquellos generados por una arista de A y
su punto interior mas cercano. Entonces el Caso 1 da a lo mas 3 - (k — 1)
marcadores adicionales, dando a lo méas un total de 4 - (k—1) marcadores
para A. Como A fue contado k+2 veces pero representa a lo mas mas tres
4-hoyos(Lema 3.1), tendremos a lo méas 4 - (k—1) marcadores repartidos en
al menos (k+2)—3 = k—1 objetos sobrecontados.

En ambos casos tenemos, a lo mas, cuatro veces més marcadores que
objetos sobrecontados. Asi que podemos restar de la cota superior (3.1) la
cuarta parte de los marcadores que distribuimos, es decir ”T_4 -T. Obteniendo
asi la nueva cota superior de

n n—4 n n—12
_ . — _ . 9
<4)—|—2T 1 T <4> 1 T (3.2)

para el nimero de 4-hoyos.

Para el caso en que n > 12, la cota superior 3.2 tiene como maximo valor
el de (Z), mismo que corresponde con el nimero de 4-hoyos en un conjunto en
posicion convexa. Desde otro punto de vista, para n > 12, ese valor maximo
se puede tener cuando el niimero 7" de triAngulos no vacios es cero, condicién
que se cumple en un conjuntos en posiciéon convexa. Y junto con los resultados
de la Tabla 3.1, paran =9,...,11, se demuestra el teorema. O]
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Es importante observar que, en la demostracion anterior, el término "‘Tm-
T puede ser cero de dos formas diferentes, con T'= 0 o con n = 12. Lo que
implica que, para n>13, un conjunto en posiciéon convexa de n puntos tiene
mas 4-hoyos que cualquier otro conjunto de n puntos. El Teorema 3.2 es justo

en cuanto a que dicha propiedad no se cumple para n<9.

3.3. Maximizando el niimero de 4-hoyos no con-
vexos

En la secciéon anterior mostramos que para n > 9, el nimero de 4-hoyos
generales se maximiza en conjuntos en posiciéon convexa. Obviamente esa
misma cota se aplica también al maximo nimero de 4-hoyos convexos, pero
si nos interesa maximizar so6lo los 4-hoyos no convexos dicha cota no sirve.

En esta seccién nos enfocaremos en este tltimo problema, maximizar el
nimero de 4-hoyos no convexos en un conjunto de puntos. Presentaremos
una cota superior y otra inferior para dicho nimero, que como se vera son
asintoticamente justas, incluso en el coeficiente del término principal.

Corolario 3.3. El numero de 4-hoyos no convexos de cualquier conjunto de
n(n

- —1)(n—2 n3
n puntos es a lo mds % =2 —0(n?).

Demostracion. Por el Lema 3.1, cualquier triangulo no vacio genera al o més
tres 4-hoyos no convexos, y hay a lo mas (g) tridngulos de este tipo en un
conjunto de n puntos. Por tanto tenemos a lo méas

3. <n> _ 3n(n=1)(n=2) _ n(n—1)(n—2)

3 6 - 9

O

Ahora mostraremos una familia de conjuntos que tienen un gran nimero
de 4-hoyos no convexos, para comparar qué tan alejado esta este ntimero de
la cota anterior.

Teorema 3.4. Para toda m > 1 existen conjuntos de puntos de tamano
n = 2"t — 2 que contienen ”73 — O(n%logn) 4-hoyos no convexos.

Demostracion. Consideraremos una familia de conjuntos de puntos presen-
tados en [39]. Para cada m > 1, el conjunto de puntos X, tiene |X,,| =n =
2m+1_92 puntos y se define recursivamente por capas.
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La primera capa X} := R, contiene solo dos puntos. Cada capa adicional
R; se agrega a X; 1 := Ry U---UR,;_; al agregar dos puntos nuevos cerca
de cada punto de R;_;, fuera de la envolvente convexa Conv(X;_;), de forma
que se cumplan las siguientes condiciones:

1. X =RiU---UR,; esta en posicion general,

2. los puntos en R; son exactamente los vértices de la envolvente convexa
Conv(X;), y

3. todo triangulo determinado por puntos de R; contiene exactamente un
punto de AX; en su interior.

En la Figura 3.5 se puede ver un ejemplo de dichos conjuntos, sugerimos
revisar [39] si se desea una descripcién mas detallada de la construccion.

En [39] se demuestra que todo tridngulo generado por puntos de X, con-
tiene a lo méas un punto interior de X,,; esto es, todo tridAngulo no vacio
de X, contiene exactamente un punto. Recordando la observaciéon en la de-
mostracion del Lema 3.1, cada uno de estos tridngulos no vacios generara
exactamente tres 4-hoyos.

o a
o0 Ay oo A,
/ \

/ \
o//?q ?\\O
Io‘ ‘o\
o 0
| |

B | |
7 p o
DO o
I I
I I
| |
| |
| |
| |
e | | o,o
\Q\‘ s
[eRN] o,
N s
o go By
ko) o

Figura 3.5: Bosquejo del conjunto &, para m = 4.

Por cada punto del conjunto &, contaremos el ntimero de triangulos
que lo contienen en su interior. Primero fijemos uno de los dos puntos de
la primera capa Ri, digamos p de la Figura 3.5. Cualquier tridAngulo que
contenga p se forma de un punto del conjunto A,, un punto de B,, y un
punto del conjunto restante C, := X,,\{A, UB,U{p}}. Diremos que A, y B,



3.4. Minimizando el ntimero de 4-hoyos 23

son los conjuntos inducidos por p en X, y que C, es el residuo (de A,,) para p.
Si tomamos los valores a1 := |A4,| = |B,| = 22 y ¢1:= |C)| = n—2-a; -1 =2,
entonces tenemos que hay a% - ¢1 tridngulos que contienen a p, y por tanto
el nimero de tridangulos que contienen un punto de la capa R, en su interior

serfan 2-af - ¢; =2+ (22)? - 2.
Ahora consideremos un punto ¢ de la segunda capa Rs. Sus conjuntos
inducidos A, y B, tienen tamano ay = "T_G, y su residuo C, tiene tamano
Co=n—2-a9—1= 3”4—”. Si consideramos 14 := |R2| = 4, esto nos da un
total de 4 - (%3)2 . % triangulos que contienen un punto de la capa R..
En general, r; = |R;| = 2¢, y el tamaiio de los dos conjuntos inducidos

para cualquier punto p; € R; es

1 _n— (2”1 — 2)
- 2i+1

Y con el tamano del residuo C,, de

(28— 1)n+2 —2

C n a oi

para un total del r; - a? - ¢; tridngulos que contienen un punto de R; en su
interior.

Observemos que los puntos en R, son vértices de Conv(Xx,,) y por tanto
no se encuentran en el interior de ningtn tridngulo. Ademaés cada triangulo
no vacio de X, nos da tres 4-hoyos no convexos, asi que al efectuar la suma
de sobre las capas R; tenemos

m—1 i+1 2 (o i
9 B i n— (271 —2) (2= 1)n+2"—2
3~E risa; ¢ = 3~E 2( ST 5
' i=1

1 39
= —n® —3nlog,(n +2) + an — 12nlog,(n + 2)

2
41
+ 5N 12log,(n +2) + 12

como el nimero total de 4-hoyos no convexos en X,. O

3.4. Minimizando el niimero de 4-hoyos

Como se menciono en la Seccion 2.1, el minimo nimero hy(n) de 4-hoyos

convexos estd acotado de la siguiente forma: % — 9 —o(n) < hy(n) <
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1.9397n? 4+ o(n?). En cuanto al menor niimero de 4-hoyos no convexos, la
cota inferior es trivialmente cero. En esta secciéon intentaremos minimizar el
ntimero de 4-hoyos en general, tomando tanto convexos como no convexos,
dando una cota inferior para dicho ntimero.

Haciendo una revisién sobre todos los tipos de 6rdenes de ocho puntos
hemos obtenido la siguiente observacion para 4-hoyos generales (haciendo uso
de la base de datos |11, 4]).

Observacion 3.5. Dados S un conjunto de n = 8 puntos en el plano y en
posicion general, y dos puntos cualquiera py,ps € S. El conjunto S contiene
al menos cinco 4-hoyos que tienen a py y pa entre sus vértices.

En términos generales, esta cota es lo mejor posible. Por un lado, tomemos
cualquier conjunto S con n > 8 puntos y dos puntos pi,ps € S. Entonces
p1 Y p2 junto con los seis puntos de S\{pi,p2} méas cercanos al segmento
p1p2 forman un conjunto S’ de ocho puntos. Claramente, el cierre convexo
Conv(S’) no contiene puntos de S\S’. Por la Observacion 3.5, S’ contiene al
menos cinco 4-hoyos generales con p; y ps entre sus vértices, y por tanto S
también los contiene.

b7 -0-00--0--0- Pn
_o0°° Ot

Figura 3.6: Conjunto que contiene sblo cinco 4-hoyos que tienen a p; y a po
como vértices (uno convexo y cuatro no convexos).

Por otro lado, existen conjuntos arbitrariamente grandes S en los cuales
hay dos puntos pi, ps € S que s6lo pertenecen a, a lo més, cinco 4-hoyos. Por
ejemplo, tomemos el conjunto mostrado en la Figura 3.6 y consideremos los
4-hoyos que tienen a p; y ps entre sus vértices. Observemos que todo triangulo
p1p2pr, con 7 < k < n, debe contener a ps,...,ps; entonces, siguiendo la
demostracion del Lema 3.1, nos damos cuenta que no puede formarse un
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4-hoyo que contenga las aristas pi1p, y prpe2. Asi que, el conjunto de vértices de
cualquier 4-hoyo, que tenga a p; y po como vértices, debe ser un subconjunto
de {p1, ..., ps}- Pero este altimo conjunto solo contiene cinco de esos 4-hoyos,
asi que la Observacion 3.5 también es justa en ese sentido, para n > 8.

Utilizando la Observacion 3.5, podemos obtener una cota inferior para
el nimero de 4-hoyos generales. Observemos que hay conjuntos se puntos
que contienen menos de 1.94n? 4-hoyos convexos, mientras que el siguiente
resultado asegura que todo conjunto de puntos contiene al menos 2.5n*—0(n)
4-hoyos generales.

Teorema 3.6. Sea S un conjunto de n > 8 puntos en el plano y en posicion
general. Entonces S contiene al menos 5 n? — O(n) 4-hoyos.

Demostracion. Tomemos los puntos de S ordenados con respecto al eje x,
S ={p1,...,pn}, y los subconjuntos S;; = {pi,...,p;}. El nimero de con-
juntos S; ; de tamato al menos 8 es

ZZ 1_Zn—z—6 —%—%3714—21

=1 j=i+7

Por la Observacion 3.5, cada conjunto S; ; (que contenga al menos 8 pun-
tos) tiene al menos cinco 4-hoyos que tienen a p; y p; entre sus vértices. Mas
aun, p; y p; deben ser los puntos méas a la izquierda y més a la derecha de
esos cinco 4-hoyo, respectivamente; ver Figura 3.7. Esto implica que cualquier
4-hoyos de S so6lo puede ser contado en a lo mas un conjunto S, ;, lo que nos

da la cota inferior de gnQ — ©(n) para el nimero de 4-hoyos en S. O]
[ ° [
[ ° ° [
| O |
i _— : :
| |
: ° ° . pj‘
[ ° [
| ® |
| e |
I ° I
[ ° ° 0
| |

Figura 3.7: Un 4-hoyo de S;; con p; y p; entre sus vértices, para|S, ;| > 8.
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El mismo principio de la prueba anterior sera utilizado en la Seccion 4.4,
para obtener una cota inferior de Q(n?) para el ntimero de k-hoyos generales
(para toda c<1y 3<k<c-n). El problema de esta generalizacion es que la
cota so6lo es asintotica, y no brinda constantes tan especificas como el factor
de g que muestra el Teorema 3.6.



Capitulo 4

Contando k-Agonos y k-hoyos

En este capitulo se estudiaran los problemas presentados en el Capitulo 2,
pero para cualquier constante & > 3. Como se explicé en dicho capitulo, esta-
mos generalizando el alcance de estos problemas al permitir que los k-agonos
y k-hoyos sean también no convexos. En concreto, se daran cotas inferiores y
superiores sobre el numero de k-dgonos y k-hoyos contenidos en conjuntos de
n puntos en el plano; tanto de tipo convexo, como no convexos y generales.
Debemos mencionar que, como las cotas de este capitulo son mas genera-
les que las del Capitulo 3, también son un poco mas débiles para el caso
particular de k = 4.

Un conjunto de k& puntos en posicién convexa genera obviamente sélo un
k-hoyo. En contraste, un conjunto de n puntos puede admitir una cantidad
exponencial de ciclos generadores (poligonizaciones) [23, 32, 47|, lo que im-
plica que el niimero de k-agonos y k-hoyos (generales) pudiera ser tan grande
como (Z), y ademas hace que los problemas estudiados constituyan un reto
més grande de lo que pareceria a primera vista.

La organizacién de este capitulo serd como a continuacion se indica. En la
Seccion 4.1 damos cotas asintoticas sobre el nimero de k-4gonos no convexos
y generales. La Seccion 4.2 estd enfocada a los k-hoyos generales, probando
que su niimero se maximiza en conjuntos en posicion convexa, si k es suficien-
temente pequena; sin embargo también demostramos que conforme k crece
esta situaciéon no se mantiene. En la Seccion 4.3 se da una cota justa sobre
el maximo ntmero de k-hoyos no convexos, mientras que en la Secciéon 4.4 se
dan cotas sobre el minimo nimero de k-hoyos generales.

27
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4.1. k-agonos generales

4.1.1. k-agonos y el nimero de cruce rectilineo

Sea S un conjunto de n puntos. Para valores pequenos de k, el nimero
de k-agonos no convexos de S puede ser expresado en términos del nimero
de cruce rectilineo de S, denotado por ¢r(S). Donde ¢r(S) se define como
el nimero de intersecciones propias (i.e., intersecciones en el interior de las
aristas) en el dibujo de la gréafica completa sobre S, utilizando segmentos
de recta como aristas. Y donde ¢r(n) denota a el minimo nimero de cruce
rectilineo entre todos los conjuntos de cardinalidad n.

El problema de determinar ¢r(n) ha sido ampliamente estudiado; ver por
ejemplo [13, 26| como compendios generales del problema, y [2] para consultar
distintas cotas para conjuntos pequenos de puntos. A grandes rasgos se tiene
que cr(n) = c4(’}) = O(n*), donde ¢4 es una constante en el rango 0.379972 <
cy < 0.380488. Las mejores cotas para c4 pertenecen en estos momentos a
Abrego et al. [1].

Es facil ver que el nimero de 4-4gonos convexos en S es igual a ¢r(S) y
que se minimiza para los conjuntos que alcanzan ¢r(n). Mas atin, como cuatro
puntos en posicidén no convexa generan tres 4-4gonos no convexos, tenemos
a lo mas 3(7) —3¢cr(n) ~ 1.86(%}) no convexos y a lo mas 3(}) —2cr(n) ~
2.24(2) 4-a4gonos generales. Estas cotas son justas para conjuntos de puntos
que minimizan el nimero de cruce rectilineo.

Una relaciéon similar ha sido obtenida para el nimero de de 5-4gonos no
convexos en |10]: cualquier conjunto de n puntos contiene a lo mas 10(2) —
2(n — 4)cr(n) =~ 6.2(7) 5-4gonos no convexos. También siendo justas para
conjuntos de puntos que minimizan el nimero de cruce rectilineo. Se debe
resaltar que el maximo nimero de 4-agonos y 5-4gonos no convexos supera
a el maximo nimero de sus contrapartes convexas.

Para el niimero de 5-4gonos generales no encontramos una relaciéon con
el ¢r(n), de entrada para n = 6 tenemos conjuntos de puntos cuyo niumero
de cruces difiere de manera importante del nimero de 5-agonos. De forma
similar ocurre para k > 6, ninguno de los tres tipos de k-agonos (convexos, no
convexos, y generales) en un conjunto S puede ser expresado en términos de
cr(.S). Aun asi, podemos usar el nimero de cruce rectilineo para acotar dichos
nameros. De aqui en adelante tomaremos g}, (S) como el ntimero de k-agonos
de tipo t (convexo, no convexo o generales) en un conjunto de puntos S.
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Proposicién 4.1. Sea k > 4, y sean c1, co, y x constantes fijas arbitrarias
de forma que la Desigualdad (4.1) se cumple para todos los conjuntos S’ de
cardinalidad k.

C1 S gZ(S/) +x- ﬁ(S/) S Co (41)

Entonces para todo conjunto S con |S| > k, se cumplen las siguientes cotas
para el nimero gi(S) de k-dgonos tipo t en S.

. TE(S) (4.2)

i) < e (1) -o (12}) @) (43)

Demostracion. Dado un conjunto S con n puntos, considera sus ("

N}
I+
N
S~—
|
A
N
> 3
~__~
|
8
Ry
> 3
[
N
~__~
o

k) subcon-
juntos de tamafio k, {S; C S : |S;| = k}. Entonces se cumple las siguientes
ecuaciones.

S = (3)) = (4.4
Soks) = o(s) (45)

Usando la primera parte de la Desigualdad (4.1) podemos transformar la
Ecuacion (4.5) en la cota inferior

gi(S) = Zg}i(Si)
> Y (e —z-T(S))

i

la cual, al aplicar (4.4), nos da la cota deseada (4.2). De forma analoga,
obtenemos (4.3) al combinar la segunda parte de la Desigualdad (4.1) con
las ecuaciones (4.4) y (4.5). O

Si z fuera negativo en la Desigualdad (4.2), entonces el nimero de cruce
rectilineo ¢r(.S) se suma a la cota inferior. Asi que podemos reemplazarla por
el minimo sobre todos los conjuntos de puntos de tamano n, i.e. cr(n), y al
hacerlo obtenemos una cota inferior independiente del conjunto S.
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Corolario 4.2. Supongamos que para algunas constantes arbitrarias x < 0y
c1, y para todo congunto S’ con |S'| = k, se cumple la siguiente desigualdad.

1 < gi,(S) + =z - cr(S)

Entonces para todo conjunto S con |S| > k, se tiene la siguiente cota inferior
para el nimero gL(S) de k-dgonos tipo t en S.

() > o1 (Z) L (Z:j) (Z) _ (_m (’D) (Z) (46)

De la misma forma, si x es positivo podemos generalizar la Desigual-
dad (4.3) a una cota superior general.

Corolario 4.3. Supongamos que para algunas constantes arbitrarias x > 0 y
ca, Yy para todo conjunto S’ con |S'| = k, se cumple la siguiente desigualdad.

¢ > gi(S) + - TE(S)

Entonces para todo conjunto S con |S| > k, se tiene la siguiente cota superior
para el nimero g.(S) de k-dgonos tipo t en S.

gi(8) < (cQ —eey (D) (Z) (4.7)

En cada una de las cotas de la Proposicion 4.1, una de las dos constantes
c1 0 ¢o no es usada. La optimizacion de ambas cotas pude hacerse de forma
independiente, considerando por ejemplo los pares (c1,x) v (¢, ) de forma
aislada, con la posibilidad de encontrar diferentes valores 6ptimos de x. Sin
embargo, si se optimizaran los tres valores ¢y, co y x de forma simultanea se
obtendrian valores mas faciles de comparar. A continuacién optimizaremos
las cotas de las dos formas mencionadas. Por una lado, intentamos minimi-
zar la diferencia entre ¢; y ¢y, para cerrar lo mas posible los rangos en los
que gt (S) se puede mover en términos de ¢r(S). Por otro lado, optimizamos
(c1,2) y (co,x) de forma independiente, para tener cotas generales (indepen-
dientes del nimero de cruce de un conjunto dado) obtenidas al aplicar los
Corolarios 4.2 y 4.3.

Es importante observar que, en lo que a las cotas generales se refiere,
las cotas inferiores s6lo tienen sentido para el caso de k-4gonos convexos, ya
que el nimero de k-agonos generales y no convexos claramente se minimiza
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en conjuntos en posiciéon convexa. De forma similar ocurre con las cotas
superiores, ya que solo interesan las de k-agonos no convexos y generales, el
méaximo nimero de k-4gonos es (Z) y es alcanzado también por conjuntos en
posicion convexa.

Recordemos que el nimero de k-adgonos (no importando el tipo) en un
conjunto de puntos S depende solo de las propiedades combinatorias de di-
cho conjunto, o dicho de otra forma, del tipo de orden OT'(S) propio de S.
De esta forma, hemos calculado los pares (gi(OT),cr(OT)) para todos los
posibles tipos de 6rdenes OT de k puntos, obteniendo asi todos los posibles
pares (g;(S),cr(S)) para cualquier conjunto de puntos S con |S| = k. Para
dichos calculos se ha utilizado la base de datos de tipos de érdenes [4, 11],
que contiene una lista completa de tipos de 6rdenes para conjuntos de hasta
11 puntos. Con esto, se han optimizado los valores ¢y, c2, ¥y © que cumplen la
Desigualdad (4.1). Las Tablas 4.1 y 4.2 resumen las relaciones obtenidas. Ob-
servemos que se pueden obtener cotas sobre el ntimero de k-agonos de forma
trivial, contando por cada k-tupla el maximo teérico de k-agonos contenidos
en ella. Como el nimero maximo de k-4gonos generales y no convexos en una
k-tupla son 8, 29 y 92 para k € {5, 6,7} respectivamente, todas las cotas de
la Tabla 4.2 mejoran estas cotas triviales.

—0.75(%) +0.25- (n —4) -ex(S) < g2(S) < —0.25(}) +0.25 - (n — 4) - ex(S)
guomem(S) = 10(}) =2+ (n—4) -ex(S)

b5

9.25(2) =175 (n —4) -ar(S) < g"(S) < 9.75(F) — L.75 - (n — 4) - er(S)
—(3) +0.083(";") -er(S) < ggmv(S) < —0.25(%) +0.083(",") - ex(S)
203(;) = B(73") (S) < > (S) £ 363() - (75 -ex(5)
81(2) ~ 305 () < g7(S) < 36() — 105 -x(S)
—1.1923076(%) + 0. 0384615(";4) LTE(S) < gemv(S) < —0.3461538(7%) + 0.0384615(",") - ex(S)
86.230769 () — 3.538461 (", ") - er(S) < gy ™ (S) < 123.846153() — 3.538461(",") - ex(9)
85.5(%) —3.5(";%) -er(S) < g¢(S) < 123.5(%) —3.5("5%) - Tx(S)

Tabla 4.1: Acotando el nimero de k-agonos en un conjunto S de n puntos,
por medio de su nimero de cruce Tr(S).

4.1.2. k-agonos y poligonizaciones

Las poligonizaciones, también llamadas ciclos generadores, pueden ser
vistas como k-dgonos maximales en tamafio (i.e., k = n). Garcia et al. |32]
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Jem(s) < (10-10-c)(3) ~ 620()
ggen(s) < (975 —8.75- C4) (;) ~ 643(?)
gy (S), g4 (S) < (36— 85-ci) () ~ 227(;)
gro—eonv(§) < (123.846153 — 123.846153 - ¢4) (%) ~ 75.64(7)
ggen(s) S (1235 — 1225 C4) (;L) ~ 76.95 (T’YL)

Tabla 4.2: Acotando el nimero de k-agonos en un conjunto S de n puntos,
por medio del minimo nimero de cruce cr(n).

mostraron un conjunto de puntos que induce 2(4.64") ciclos generadores, la
llamada doble cadena DC'(n), misma que al momento de la escritura contiene
la mayor cantidad de éstos; ver Figura 4.1.

W

puntos

2

n

N

Figura 4.1: La doble cadena DC'(n).

Por otro lado, la cota superior sobre el nimero de ciclos generadores en
cualquier conjunto de n puntos ha mejorado en los iltimos anos, con cotas de
O(70.21™) [47] y O(68.664™) [23] (dejando de lado los factores polinomiales).
El minimo se alcanza en conjuntos de puntos en posicién convexa, que tienen
exactamente un ciclo generador. En lo que respecta al nimero de k-agonos
generales, lo anterior implica una cota inferior de 1 - (Z) y una cota superior
de O (68.664% - (7)). Tomando k como constante obtenemos ©(n*). Por otro
lado, la doble cadena nos da Q(n*) k-agonos no convexos, con k > 4 cons-
tante. Para ver esto, escojamos un vértice de la cadena superior de DC'(n),
k—1 > 3 vértices de la cadena inferior y los conectamos formando un poligono
simple no convexo. Con esto tenemos al menos %(;121) = Q(n*) k-a4gonos no
convexos. Como asintéticamente la cota inferior sobre el niimero maximo de
k-agonos no convexos coincide con la cota superior para el niimero méaximo

de k-agonos generales, tenemos el siguiente resultado.
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Lema 4.4. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion general, y
k > 3 una constante. Entonces el mdazrimo numero de k-dgonos no convexos
en S y el mdzimo nimero de k-dgonos generales son ambos ©(nk).

4.2. Maximizando el nimero de k-hoyos

En el Capitulo 3 de este trabajo (y también en [6, 7]) se muestra que el
nimero de 4-hoyos se maximiza en conjuntos de puntos en posicién convexa,
si n es suficientemente grande. También se conjetur6 que esta propiedad
se mantiene para cualquier constante k£ > 4. El siguiente teorema prueba
favorablemente esa conjetura.

Teorema 4.5. Para toda k > 4 yn > 2(k—1)!(]4“)+k—1, el nimero de k-hoyos
(generales) se mazimiza en conjuntos de n puntos en posicion convexa.

Demostracion. Todo k-hoyo no convexo tiene como conjunto de vértices una
k-tupla no convexa, y toda k-tupla no convexa tiene al menos un tridngulo
formado por tres puntos extremos (puntos del cierre convexo de la k-tupla)
que contiene puntos de la k-tupla en su interior. Llamemos A a dicho trian-
gulo. Podemos contar el ntimero de k-hoyos no convexos que tienen a los
vértices de A como puntos extremos. Observemos que cualquiera de esos
k-hoyos se puede reducir a un (k — 1)-4gono no vacio (y no necesariamente
simple) al remover un vértice no convexo (reflex) de su frontera.

Denotemos con M al conjunto de los (k — 1)-4gonos no vacios antes men-
cionados. La cardinalidad |M]| puede ser acotada superiormente por el ni-
mero de (k — 1)-a4gonos que tienen los tres vértices de A en su frontera, que
son @(;‘:Z) Es importante observar que estos tltimos pueden ser no ne-
cesariamente simples o no vacios.

Todo (k — 1)-4gono en M puede completarse a un k-hoyo no convexo
(simple) en a lo mas k—1 maneras, al agregar un vértice no convexo. Asi que,
el nimero de k-hoyos que tienen los tres vértices de A en su cierre convexo
estd acotado por arriba por

e ) B V]

En lo que respecta a k-hoyos convexos, observemos que toda k-tupla tiene
a lo mas un k-hoyo convexo. Denotemos con N a el nimero de k-tuplas que
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no forman un k-hoyo convexo, y con T' el niimero de tridngulos no vacios.
Entonces la Ecuacion (4.8) es una primera cota superior sobre el nimero de
k-hoyos generales en un conjunto de puntos.

(Z)—J\H(@(Z:i))T (4.8)

Para obtener una mejor cota que (4.8), debemos encontrar una buena
cota inferior para IN. Consideremos otra vez el tridngulo no vacio A. Al ser
A no vacio, ninguna de las (Z:g) k-tuplas que contienen los tres vértices de A
forma un k-hoyo convexo; y cada una de esas k-tuplas contiene (g) triangulos
que podrian ser no vacios. Entonces tenemos 71 - (Z:§>/<§) como cota inferior
para N, y por tanto (4.9) como cota superior para el nimero de k-hoyos

(generales). s
O (526 -F) e

Paran > 2(k — 1)!(%) + k — 1 esto es a lo mas (7), que es el nimero de
k-hoyos contenidos en un conjunto de n puntos en posiciéon convexa. O

El teorema anterior plantea que la convexidad maximiza el niimero de
k-hoyos para k = O(bg)l%) y n suficientemente grande. Aun maés, de la
prueba podemos concluir que cualquier tridngulo no vacio reduce del nimero
de k-hoyos. De esto se sigue que, para k = 0(102)1%) y n suficientemente
grande, el médximo nimero de k-hoyos convexos es estrictamente mayor que
el maximo nimero de k-hoyos no convexos; cosa que veremos en la siguiente
seccion.

En el otro extremo, para k =~ n dicha afirmacién no es cierta: Como
mencionamos al principio de este capitulo, un conjunto de k puntos genera
a lo mas un k-agono convexo, pero puede tener una cantidad exponencial
de k-agonos no convexos diferentes. Esto nos lleva a la siguiente pregunta,
para cuales valores de k la situacion cambia. El siguiente teorema plantea
que para toda k > c-n y alguna 0 < ¢ < 1, el conjunto convexo no maximiza

el nimero de k-hoyos.
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Teorema 4.6. El nimero de k-hoyos en la doble cadena DC(n) es al menos

n—4
=\ n—k+2
(n2k) g (464,

2

Demostracion. Como se vio en la Seccion 4.1, Garcia et al. [32] mostraron que
la doble cadena de n puntos, DC(n), acepta €2(4.64™) poligonizaciones. Para
estimar el nimero de k-hoyos de DC'(n) utilizaremos este resultado, pero res-
tringiéndolo una doble cadena de k£ puntos. Dado DC(n), seleccionaremos un
subconjunto de vértices que forme una doble cadena DC(k) (k/2 puntos de
cada cadena de DC(n)), misma que generara §2(4.64%) k-poligonizaciones di-
ferentes. Nos interesa contar cuéntas de estas k-poligonizaciones estan vacias,
es decir, cuéntas son k-hoyos de DC'(n).

El la prueba de Garcia et al. se cuentan todos los caminos que empie-
zan en el primer vértice de la cadena superior y que terminan en el tltimo
vértice de la cadena inferior. Ademas, agregan un punto adicional ¢ antes de
el primer vértice de la cadena inferior, y con él completan dichos caminos a
poligonizaciones. Nosotros modificaremos ligeramente este principio, etique-
tando de izquierda a derecha los vértices de DC(k) como {p1, pa, . .. ,pgfl,p}
vie, ¢1, 0, -, Qg_1} para las cadenas superior e inferior respectivamente. Es-

ta etiquetacion se hace para que cada camino C' que tomemos empiece en p;
y termine en gx_,, pero sin incluir a p ni ¢; ver Figura 4.2.
2

b1 p

Figura 4.2: Un camino C en la doble cadena DC'(k), utilizando todos los
vértices excepto p y q.

De esta forma, completamos cada C' a una k-poligonizacion en una de las
dos formas siguientes:



36 4. Contando k-agonos y k-hoyos

» Extendemos C' a un nuevo camino C’, insertando ¢ en C después de gy,
y luego usamos p para completar C’ a una poligonizacion Py;

= 0 extendemos C a (', insertando p en C' después de pr_,, vy luego
2
usamos ¢ para completar C' a una poligonizaciéon F,; ver la Figura 4.3.

D1 p

Figura 4.3: Las dos formas de completar C' a una k-poligonizacion.

Las modificaciones que hemos realizado sélo alteran el nimero de k-
poligonizaciones de DC(k) por un factor constante, manteniendo la cota
asintotica original. También observemos que las dos poligonizaciones, P, y
P,, se “complementan”, en el sentido de que si colocamos un punto dentro de
P, entonces este punto yace en el exterior de F,, y vice versa.

Sea R el conjunto de n — k puntos de DC(n) que no pertenecen a
DC(k). Para contar cuantas de las k-poligonizaciones de DC/(k) son k-hoyos
de DC(n), primero necesitamos determinar en déonde estan posicionados los
elementos de R. Centrando nuestra atenciéon en una de las dos cadenas de
DC(n) podemos observar que, los k/2 puntos de DC(k) en esta cadena de-
terminan g + 1 “secciones”, dos de las cuales son no acotadas, la primera y la
altima. Los elementos de R se encuentran en las “secciones” de DC(n), "T_k
en cada cadena; ver Figura 4.4.
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b1 D p

Pr_y

2

Figura 4.4: Las “secciones” definidas por DC(k) en la cadena superior de
DC(n).

De entre las diferentes formas en que pueden distribuirse los elementos de
R dentro de las “secciones”, contaremos aquellas en las que P, o P, queden
vacios. Por su forma de “complementarse”, una de las dos k-poligonizaciones,
P, o P, tiene al menos §+ 1 “secciones” en su exterior, las cuales llamaremos
“permitidas”. De forma similar, en dicha k-poligonizacién una de las dos ca-
denas tiene al menos §+ 1 “secciones permitidas”; ver de nuevo la Figura 4.3.
Dicho de otra forma, en esta cadena hay exactamente % + j + 1 “secciones
permitidas”, mientras que la otra cadena tiene (al menos) max{2, % — j}
“secciones permitidas”. Hay que distribuir ”T_k' puntos de R por cadena, y si
éstos quedaran solo en “secciones permitidas” esta k-poligonizacion estaria
vacia. Distribuir a bolas dentro de b cajas puede hacerse de (“+Z_1) maneras
diferentes, asi que tenemos

n—=k k . n—=k n—=k k .
—t5t+) ] —+I—7—1
2 4 z 2 2 4
( n—k ) -max{( n—k )’ ( n—k
2 2 2

maneras de distribuir los elementos de R para que P, o P, queden vacios. El
valor anterior se minimiza con j = % — 2, obteniendo asi la cota de

n—4
AN g
( 2 )-%-9(4.6‘4’“)

para el nimero de k-hoyos en DC(n). O

4.3. Acotando por arriba el nimero de k-hoyos
Nno convexos
El siguiente teorema muestra que si k es lo suficientemente pequena con

respecto a n, entonces el maximo numero de k-hoyos no convexos es menor
que el maximo nimero de k-hoyos convexos.
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Teorema 4.7. Para cualquier constante k > 3, el niimero de k-hoyos no con-
vexos en un conjunto de n puntos esta acotado superiormente por O(nk_l),
y existen conjuntos de puntos que lienen @(nk_l) k-hoyos no converos.

Demostracion. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Primero mos-
traremos que S tiene a lo mas O(n*~!) k-hoyos no convexos, al presentar
una forma algoritmica de generarlos todos. Para esto, representaremos cada
k-hoyo no convexo con la secuencia que siguen sus vértices en el sentido con-
trario a las manecillas del reloj, requiriendo que el altimo de los vértices en la
secuencia sea no convexo (reflex). De esta forma, cualquier k-hoyo no conve-
xo tendra r > 1 representaciones distintas, donde r es su nimero de vértices
no convexos. Entonces el nimero de representaciones diferentes puede verse
como una cota para el nimero de k-hoyos no convexos.

Tenemos n posibilidades diferentes para escoger el primer vértice v; de
un k-hoyo; tenemos n — 1 posibilidades para el segundo vértice vo, y asi
sucesivamente. Muchas de estas secuencias podrian generar poligonos que no
sean simples, pero como s6lo queremos acotar por arriba, podemos quedarnos
con ellas. Para el peniltimo vértice vy_; tenemos n— k-+2 posibilidades, pero
a diferencia de los otros, el ultimo vértice vy esta definido de forma tinica, pues
debe ser reflex y dejar vacio al poligono. De forma méas detallada, necesitamos
“unir” vy con vi_1 pasando sélo por un vértice mas (vy), pero aunque hubiera
muchas posibilidades de escoger este punto para que sea reflex, sélo una de
ellas dejaria vacio al poligono obtenido (aquella donde la geodésica que une
v1 con vg_1 se encuentre mas “profunda” dentro del poligono); ver Figura 4.5.
Solo de esta forma obtendriamos un k-hoyo no convexo (pasando por alto los
posibles problemas de simplicidad del poligono). Asi que tenemos a lo mas
nn—1)(n—2)...(n—k+2) = n!/(n—k+1)! = O(n*1) k-hoyos no convexos.

Figura 4.5: El vértice v, queda definido de forma tnica.
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Un ejemplo de un conjunto de n puntos que alcanza dicha cota es el que
se muestra en la Figura 4.6. El conjunto consta de cuatro grupos de puntos,
cada uno de los cudles contiene una fraccion lineal del nimero de puntos
totales, por ejemplo 7. Basta con considerar solo los k-hoyos que tienen un
tridngulo como cierre convexo y que son similares al que se muestra en la
figura. Al escoger cada uno de los tres vértices del cierre convexo, tenemos
un numero lineal de posibilidades, y para los k — 4 vértices convexos inter-
nos también tenemos un ntmero lineal de posibilidades. Entonces tenemos
Q- (") = Qn*t) k-hoyos no convexos. O

\
/ h
/ N
/ O
N
4 N
/ Y
! -7 AN
VAR \

Figura 4.6: Un conjunto con ©(n*~!) k-hoyos no convexos.

4.4. Minimizando el niimero de k-hoyos

Todo conjunto de k puntos acepta al menos una poligonizacion. Haciendo
uso de este hecho, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 4.8. Sea S un conjunto de n puntos en el plano y en posicion
general. Para toda ¢ < 1 y toda k < c-n, tenemos que S tiene Q(n?) k-hoyos.

Demostracion. Esta demostraciéon esta basada en aquella del Teorema 3.6 de
este trabajo. Primero tomemos los puntos de S ordenados con respecto al
eje x, S ={p1,...,pn}, y los subconjuntos S; ; = {p;,...,p;}. El namero de
conjuntos S; ; de tamato al menos k es

n—k+1 n

. - 2
i=1 j=i+k—1
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Por cada uno de estos S; ; toma los k—2 puntos de S; ;\{pi, p;} que sean mas
cercanos al segmento de recta p;p;; éstos puntos junto con p; y p; tienen al
menos una poligonizacion, o sea al menos un k-hoyo; ver Figura 4.7. Méas aiin,
por la forma de seleccion, p; y p; deben ser los puntos més a la izquierda y
més a la derecha de ese k-hoyo, respectivamente. Esto implica que cualquiera
de estos k-hoyos solo puede ser contado en a lo mas un conjunto S; ;, lo que

nos da la cota inferior de (n?) k-hoyos en S. O
| ° |
| ° ° |
| . . |
Di . |
M
: ) . . p]\
\ . \
| ° |
| 1) |
[ ° [
\ o ° \
| o e

Figura 4.7: Un conjunto S;;. En negro los puntos seleccionados para el
k-hoyo, con k = 9.

En lo que respecta a una cota superior, sabemos que el minimo nimero
de k-hoyos generales (de entre todos los conjuntos de n puntos) no puede ser
mayor que el minimo nimero de k-hoyos convexos méas el maximo nimero
de k-hoyos no convexos. Y recordemos que el minimo nimero de k-hoyos
convexos es O(n?) para k < 6 (y cero para k > 7), y que el maximo niimero
de k-hoyos no convexos es O(n*~!). Como la tiltima cota domina a la prime-
ra, esto nos daria una cota superior de O(n*~!) para el minimo ntimero de
k-hoyos generales, pero como se demuestra en un teorema mas adelante, esta
cota esta lejos de ser justa.

Lema 4.9. En la malla entera G de tamano v/nx+/n, toda arista es incidente
a lo mds a O(y/nlogn) tridngulos interior-vacios. Donde un tridngulo es
interior-vacio si en efecto no contiene ningun punto de G en su interior,
pero permitiendo que cada uno de sus lados tenga mds de dos puntos de G,
0 que su interior sea igual al conjunto vacio (tridngulos degenerados).

Demostracion. Llamemos ranura a toda aquella arista de G' que no contenga
ningtin punto de GG en su interior. Ademas, dada una linea [ generada por
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puntos de G, representaremos su pendiente como el par (d,, d,), obtenido al
restar las coordenadas de los extremos de una ranura en [. Observemos que
une ranura con pendiente (0,1) o (1,0) contiene exactamente y/n puntos de
G. Mientras que una linea con pendiente (d,,d,), con d,,d, # 0, contiene a

lo mas min { [ﬁw , [ld—\/ﬂ } puntos de G.

Ahora considera cualquier arista pg de G (que pudiera o no contener
puntos de G en su interior) y su linea soporte [. Sean " y " las dos lineas
paralelas a [, generadas por puntos de GG, tales que no hay puntos de G entre
[y U, nientre [y [l”. Ver la Figura 4.8 para un ejemplo donde pg es una

ranura.

o o] o o] o o] o o] o o [0} o [0 o o) o yeol /0
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-
-
o [0} o [0} o [0} o o o
o o] o o] o o o o] o o o) o o) o o) o o) o
(a) Los triangulos en gris interior-vacios (b) El interior de la regién entre I, I, y
y tienen su tercer punto fuera de la franja ' esta vacio.

.

Figura 4.8: Una ranura pq y las lineas [, I’ y I” en la malla entera de 9 x 9 .

Tanto I’ como " contienen a lo mas y/n puntos de G (cada una), y a su vez,
cada uno de esos puntos genera un tridngulo interior-vacio con pq. Ademaés,
cada punto de [, excepto p y ¢ mismos, generan un tridngulo interior-vacio
degenerado con pg. Cualquier otro tridngulo A, con pg como arista, tiene su
tercer punto r afuera de la banda acotada por I’ y I”; ver Figura 4.8(a).

Una condicion necesaria para que A sea interior-vacio es que, tanto pr
como qr, atraviesen una misma ranura s en I’ (o en ["”). Méas aiin, al menos
una de las lineas soporte de pr y qr debe contener un extremo de la ranura s.
Para mostrar esto altimo, considera las lineas [, y [,, que van desde py g a
los respectivos extremos de una ranura s en !’. Como s es una ranura, no hay
puntos en el interior de la regién acotada por [, [, y I, y entonces, cualquier
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punto que sea visto por p v ¢, a través de s, debe estar en la frontera de la
region mencionada, exactamente sobre [, o [,; ver la Figura 4.8(b).

Utilizando esta tltima propiedad, podemos obtener una cota superior del
namero de puntos r € G que son visibles desde p y ¢, a través de la misma
ranura, al contar el nimero de puntos sobre dichas lineas soporte. Considere-
mos primero el caso en que pq es un segmento horizontal, i.e., ¢ —p = (d,, 0).
Entonces las lineas que pasan por p (0 ¢) y un extremo de una ranura en !’ (o
en [") tienen pendientes: {(0,1), (£1,1), (£2,1),...,(£/n,1)}. Suponiendo
que todas estas lineas existen para pq, entonces tenemos la siguiente cota
superior para el nimero de tridngulos interior-vacios con pg como lado (los
primeros 34/n tienen su tercer punto sobre [, ', o I").

a2 Y [ o vien 3 [V Sowamon o

vt 2| i

Para el caso general, en el que pq es tal que ¢ — p = (d,,d,), la linea I

. . da dy
tendra pendiente (d),d,) = (ged(dz’dy), Al
las lineas que pasan por p (0 ¢) y un extremo de una ranura en !’ (o en

["), difieren todas por miiltiplos de (d,,d,). Y como d, y d; son enteros con

méx{d,,d,} > 1, entonces el nimero de tridngulos interior-vacios para el

caso general no puede superar la cota de una arista horizontal en (4.10), lo
cual completa la prueba. O]

)>. Asi que las pendientes de

Y haciendo uso del lema anterior podemos demostrar:

Teorema 4.10. Para toda constante k > 4 y todo n >k, con \/n € N,

existen conjuntos de n puntos en posicion general que admiten a lo mds
k41

O(n"= (logn)k=3) k-hoyos.

Demostracion. El conjunto de puntos S que vamos a utilizar es el conjunto de
Horton cuadrado! de tamano v/n x \/n; ver [50]. De forma intuitiva, S es una
malla perturbada de tal forma que todo conjunto de puntos colineales forma
un conjunto de Horton. Para cualesquiera dos puntos p,q € S, el nimero de
triangulos vacios que tienen pq como lado debe estar acotado por el nimero
de triangulos interior-vacios que tienen pg como lado, suponiendo que p y ¢
son puntos de una malla regular de tamano n. Por el Lema 4.9, sabemos que
éstos ultimos son a lo mas O(y/nlogn).

'En inglés squared.



4.4. Minimizando el ntimero de k-hoyos 43

Para acotar el nimero de k-hoyos en S, tomaremos triangulaciones de S
y su dual. En la grafica dual de una triangulacion, todo tridngulo es repre-
sentado como un nodo, y dos nodos estdn conectados si y sélo si sus corres-
pondientes tridAngulos comparten un lado. Una triangulaciéon de un k-hoyo
tiene entonces como dual un arbol binario (de k — 2 vértices), y se puede
seleccionar a cualquiera de los tridAngulos que tocan la frontera del k-hoyo
para que sea la raiz de dicho arbol, ver Figura 4.9. Por otro lado, es bien
conocido que el ntimero de arboles binarios con raiz y de tamano m, corres-
ponde con el m-ésimo numero de Catalan C,,, ver [20]. Lo cual implica que
existen Cy_o = O(4* - k’%) arboles de los antes mencionados. Observemos
que aunque esta cota es exponencial con respecto a k, es constante desde el
punto de vista de n.

Figura 4.9: Una triangulacion de un k-hoyo y su arbol binario dual (k = 10).
En gris la raiz seleccionada.

Sea A un triangulo vacio de S, y sea B un arbol binario de tamano k — 2
con raiz. Ahora considera todos los k-hoyos de S que tengan una triangulacion
cuyo dual sea B con raiz en A. Observemos que las triangulaciones de estos
k-hoyos pueden ser construidas y contadas empezando en A y siguiendo las
aristas de B; lo cudl también seria una cota superior para el nimero de
estos k-hoyos. Como se dijo al principio, el niimero de tridAngulos incidentes
a una arista de S es O(y/nlogn), asi que cada una de las k—3 aristas de B
tiene O(y/nlogn) posibilidades para formar el siguiente triangulo del k-hoyo.
Entonces tenemos O((y/nlogn)®=3) como cota superior para el niimero de
(las triangulaciones de) k-hoyos formados por A y B.

Al multiplicar esto por en namero (constante) de arboles binarios de ta-
mano k — 2 se mantiene la misma cota asintética, asi que tenemos a lo mas
O((y/nlogn)*=3) k-hoyos que contienen A.

Finalmente, como hay O(n?) tridngulos vacios en S (ver [12]), obtenemos
O(n2(y/nlogn)k=3) = O(n"+" (logn)*=3) como cota superior para el nimero
de k-hoyos generales en S. ]






Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de esta Parte I presentamos distintas cotas superiores e inferio-
res para el nimero de k-agonos y k-hoyos contenidos en conjuntos de puntos
en el plano, en particular para k£ = 4 y para el caso més general de & > 3
(con k constante). En estas cotas se hizo un conteo por separado para las
distintas clases de k-agonos y k-hoyos, tanto convexos como no convexos y
generales; ver Tablas 2.3 y 2.4. Para algunas de las cotas incluso tenemos
conjuntos de puntos que las alcanzan, como los puntos en posiciéon convexa
que maximizan el nimero de k-hoyos generales.

Aunque las cotas presentadas en este trabajo son las mejores al momento
de la escritura, muchas preguntas se mantienen sin resolver. Por ejemplo,
algunas de las cotas no son justas, como la del minimo nimero de k-hoyos
convexos, hy(n), generados por un conjunto de n puntos, para el caso k < 6.

Un problema abierto que parece ser de los mas desafiantes e interesantes,
es el decidir si en todo conjunto de puntos hay o no una cantidad supercua-
dratica de k-hoyos (generales), para k > 4. En las Secciones 3.4 y 4.4 dimos
cotas inferiores cuadraticas para dicho ntimero, para k =4 y k > 3 respecti-
vamente. En particular, como se mostro en [6], una cantidad supercuadratica
de 4-hoyos resolveria positivamente una conjetura de Béarany, la cual afirma
que todo conjunto de puntos en posicion general contiene dos puntos que son
incidentes a una cantidad superconstante de 3-hoyos; ver [13], Capitulo 8.4,
Problema 4.
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Parte 11

Redes de puntos moéviles
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Capitulo 6

Introduccion

En su forma mas simple, una red de computadoras puede ser modelada
utilizando una grafica. En dicha grafica las computadoras son representadas
por vértices (también llamados nodos), y dos vértices son adyacentes si las
computadoras que representan se pueden comunicar. Este modelo de repre-
sentacion de redes ha sido aplicado y estudiado extensamente, especialmente
en cuanto a la resolucion de problemas de forma algoritmica. Sin embargo, el
avance tecnolégico ha hecho que dicho modelo sea insuficiente, especialmente
con la llegada de los dispositivos inalambricos moviles.

Un dispositivo inaldmbrico movil, que también llamaremos estaciones md-
viles, es cualquier dispositivo de computo que puede comunicarse por medio
de senales de radio y que ademas tiene la capacidad de modificar su ubicacion.
Las redes que pueden formar este tipo de dispositivos son diversas, siendo
las mas estudiadas las Redes Mdviles Ad hoc (0 MANETS por sus siglas en
inglés). Estas ultimas pueden verse como la version movil de las conocidas
Redes Inaldmbricas Ad hoc, y en su forma mas general, el movimiento de los
nodos no se conoce de antemano [14].

En esta Parte II del trabajo se estudiaran redes que se encuentran entre
los dos modelos mencionados, es decir, redes inalambricas ad hoc donde hay
capacidad de movimiento, pero éste esta restringido y se conoce de antemano.
Para realizar dicho estudio, modelaremos las estaciones presentes en estas
redes por medio de puntos en el plano y representaremos sus trayectorias
con curvas también en el plano. En particular, analizaremos una operacion
clasica de redes, la inundacion®, y se revisaran los aspectos algoritmicos y de

'En inglés broadcast.
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optimizacién de energia ligados a ella.

Tomaremos tres problemas bien conocidos sobre inundacién en redes, los
generalizaremos para este modelo intermedio, y estudiaremos como cambia su
dificultad una vez que se ha anadido movimiento a las estaciones. A lo largo
de la Seccién 6.1 presentaremos y definiremos formalmente estos problemas, y
en el Capitulo 7 presentaremos nuestros resultados. Finalmente, expondremos
nuestras conclusiones referentes a esta parte en el Capitulo 8.

Los resultados presentados a lo largo de esta Parte II corresponden a
aquellos contenidos en el articulo [18].

6.1. Definiciéon de los problemas

Una red inaldmbrica ad hoc consta de n estaciones de radio, represen-
tadas por un conjunto de puntos en el plano S = {sy, S2,..., s,}, mismas
que intercambian mensajes por medio de comunicaciones inalambricas. Re-
cibe el calificativo de ad hoc porque no esta centralizada ni depende de una
infraestructura preexistente, por tanto, cada una de las estaciones de la red
participa en el ruteo y reenvio de datos. Cada estacion tiene asignado un
rango de transmision, de forma que una estacion s; puede recibir una trans-
mision de otra estacion s; si y solo si s; estd dentro del rango de transmision
de s;. Generalmente las estaciones en estas redes tienen una fuente de ener-
gia limitada (una bateria por ejemplo), y en consecuencia, el uso eficiente de
energia juega un papel importante en el disefio de estas redes (ver [16, 54]).

El poder necesario para transmitir correctamente datos de una estacion
s; a otra s; depende de la formula d(s;, s;)%, donde d(s;, s;) es la distancia
Euclidiana entre s; y s;, y el valor & > 1 que denominaremos exponente de
atenuacion.? En un ambiente ideal o = 2, pero dependiendo de las condicio-
nes presentes en el ambiente puede tomar el valor de hasta 6 (ver [42]).

En este contexto, una inundacion es una tarea iniciada por una estacion
fuente para diseminar un mensaje a todas las estaciones de la red. Al ser
una tarea basica de comunicacién ha sido ampliamente estudiada, ver por
ejemplo [55, 43, 16].

La extension que le hacemos al modelo antes explicado es la inclusion de
movimiento, pero en este caso cada punto de S se movera en el plano en linea
recta y a velocidad constante (misma que puede ser diferente a la de las otras

2En inglés el valor a recibe el nombre de distance-power gradient.
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estaciones). Asi, la posicion de cada estacion s; puede ser vista en funcion del
tiempo, donde s;(t) es la posicion de la estacion s; en el tiempo t. El rango
de transmision de s; € S es entonces un disco D, de radio r; > 1 centrado
en s;(t), para todo tiempo ¢ (se toma r; > 1 para evitar el uso de rangos
de transmision infinitamente pequenos); de forma que una estacion s; puede
recibir un mensaje de s; en el tiempo ¢ si y solo si s;(t) € Ds,, con i # j.
Con esto, definimos la asignacion de rango de transmision para S como una
funcion R : S — {r € R|r > 1}, donde r; = R(s;) para cada s; € S.

En lo que respecta al intercambio de mensajes se asumira lo siguiente: la
transmision de un mensaje se puede completar en un sélo instante de tiempo;
y si s; tiene un mensaje M en el tiempo ¢, entonces lo transmitira a toda
estacion que quede dentro de D, en cualquier tiempo t' > ¢.

A continuacion se definiran algunos problemas bien conocidos sobre inun-
dacién en redes inalambricas ad hoc. En cada uno de ellos, queremos medir
como cambia su dificultad (algoritmica) una vez que se ha anadido movimien-
to a las estaciones; y para discernir exactamente a qué nuevos aspectos nos
enfrentamos, restringiremos intencionalmente nuestro modelo a movimien-
tos simples (movimiento rectilineo uniforme) y a transmision instantanea de
mensajes. Desde cierto punto de vista, un modelo con trayectorias fijas podria
parecer algo ingenuo o poco practico, sin embargo dicha abstracciéon puede
ser util en por ejemplo redes de satélites [46] o en modelos como el que se
presenta en [56].

Sea S un conjunto de estaciones (puntos) moviles y sea s € S una estacion
fuente que genera un mensaje M en el tiempo ty,. Nos enfocaremos en los
siguientes problemas:

(1) inundacion: Dada una asignacion de rango de transmision para S, decidir
si s puede inundar el mensaje M, es decir, decidir si eventualmente
todas las demads estaciones de S reciben M (al tiempo ¢y o posterior).

(2) min-rangos-iguales: Encontrar el valor minimo r > 1 necesario para
inundar M desde s, suponiendo que la asignacion de rango de trans-
mision R es tal que R(s;) = r, para toda s; € S, i.e. suponiendo que
todas las estaciones en S tienen el mismo rango de transmision r.

(3) min-suma-c: Dado el exponente de atenuacion a > 1, encontrar la asig-
nacion de rango de transmision R, tal que s puede inundar M y se
minimiza el valor > _¢ R(s;)®; dicho valor representa el costo total de
energia de R.

$; €S
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(4) min-suma-binario: Es un caso restringido del problema min-suma-a,
donde cada estacion puede, ya sea, transmitir con un rango de radio 1
o dejar de transmitir.

Los primeros los problemas han sido estudiados ampliamente para el caso
estatico. El método que se utiliza cominmente para buscar su solucién es:
construir una grafica dirigida que representa la conectividad de la red, uti-
lizando la asignacion de rango de transmision R para construirla, y al final,
buscar la propiedad deseada en dicha grafica [16, 54|. Sin embargo esta es-
trategia no se puede aplicar directamente al caso mévil, ya que la recepcion
de mensajes depende también del tiempo de transmision.

La version estatica del problema min-suma-« fue estudiado en [16] para
distintas dimensiones y valores de . En dicho articulo, la pertenencia del
problema min-suma-~« a la clase NP-duro se demuestra para el caso en que
a > 1y con estaciones sobre el plano.



Capitulo 7

Inundacién en redes moviles
ad hoc restringidas

En este capitulo se estudiaran los problemas de inundacién presentados
en el Capitulo 6, para nuestro modelo con trayectorias rectilineas. Como se
explico en dicho capitulo, estudiaremos estos problemas desde el punto de
vista algoritmico y sobre la posible pertenencia de cada uno de ellos a la
clase NP-duro.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma: La Seccién 7.1 pre-
senta un algoritmo para resolver el problema de inundacion en tiempo O(n?),
mientras que la Seccion 7.2 propone un algoritmo de tiempo O(n?logn) para
resolver el problema min-rangos-iguales. En la Seccion 7.3 se prueba que el
problema min-suma-« pertenece a la clase NP-duro, y ademas se demuestra
que no puede aproximar en tiempo polinomial a un factor (1 — o(1))Inn, a
menos que la clase NP contenga algoritmos “ligeramente” superpolinomia-
les en tiempo. En la misma seccion, se discute una posible aproximacion al
problema min-suma-binario, que al igual que el problema min-suma-« per-
tenece a la clase NP-duro, sin embargo el interés de dicha aproximacion es
meramente tedrico.

7.1. Problema de inundacion
Como se mencion6 antes, el problema de inundacidon consiste en: Dados un
conjunto S de n estaciones moviles, una asignacion de rango de transmision

R para S, una estacion fuente s € S, y una mensaje M generado en s al

23
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tiempo tg, decidir si el resto de las estaciones de S recibiran eventualmente
M (al tiempo ¢y o posterior).

Para resolver el problema de inundaciéon se propone un método basado
en el famoso algoritmo de Dijkstra, y como resultado adicional este método
calculara el primer instante en que cada estacion recibe M.

Como cada s; € S se mueve en linea recta u con velocidad constante,
entonces s; podria mandarle un mensaje a s; durante un solo intervalo de
tiempo, con ¢ # j. Llamaremos a este intervalo como el intervalo de trans-
mision de s; a s; y serd denotado por I(s;, s;). Si s; y s; no se mueven sobre
lineas paralelas (i # j) entonces I(s;,s;) = [tq, 1], donde ¢, es el primer
instante de tiempo en el que s; yace dentro de Dy, y ¢ es el ltimo instante
de tiempo en el que s; yace dentro de Dy, ver Figura 7.1.

Figura 7.1: Ejemplo de los tiempos que definen I(s;, s;) = [ta, tp]-

Es importante observar que, dependiendo de la asignacion R y las tra-
yectorias de s; y s;, el intervalo I(s;, s;) podria ser vacio; ademds siempre se
cumple que I(s;,s;) C I(s;j,s;) o que I(s;,s;) C I(s;,5;).

La grdfica de conectividad Gg, definida por S'y R, es una grafica dirigida
donde cada vértice representa un elemento de S. Un arco de s; a s; esta en
Gr sty solo si I(s;,s;) # 0, y sera etiquetado como I(s;,s;). Ver el lado
izquierdo de la Figura 7.2 para un ejemplo.

Si t; es el primer instante de tiempo en el que la estacion s; recibe M,
entonces s; puede transmitir M a otra estacion s; si y solo si ¢; < t;, donde
[ta,ts] = I(sq,8;), esto es, antes de que s; pierda la conectividad (dirigida)
con s;. Este concepto puede modelarse en G'r de la siguiente forma: asigna
el valor t; al vértice s;; considera el arco de s; a s; (etiquetada como [t,, 1)) v
asigna el valor ¢; al vértice s;, donde t; =t; sit; € [ty 1) 0 t; =1, sit; <t
el valor ¢; representa el tiempo en el que s; recibe M desde s;.

Entonces, para resolver el problema de inundacién, basta con mostrar
que Gg tiene un arbol generador inducido con raiz en s, formado por arcos
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con etiquetas de tiempo adecuadas. Para resolver el problema proponemos el
siguiente algoritmo que toma a Gr y a s como entradas:

Algoritmo 1 ESTA-CONECTADO(G, s, t9)

\* GG es una grafica de conectividad y s es el vértice inicial
que genera M en el tiempo ty. *\

1. Asigna el valor tp a el vértice s.
2. Asigna el valor de oo a los otros vértices.

3. Corre una versién modificada del algoritmo de Dijkstra
desde s, pero sacando los vértices de la cola de prioridad
de acuerdo al instante de tiempo en que reciben M.

El algoritmo de Dijkstra nos garantiza que una vez que un vértice que
sale de la cola de prioridad ya tiene asignada la distancia minima posible a
la fuente. De forma similar, el algoritmo ESTA-CONECTADO nos garantiza-
rd que el vértice que salga de la cola tiene asignado el tiempo minimo en
que recibio M. Por tanto, si el arbol obtenido por ESTA-CONECTADO es un
arbol generador de Gg, entonces la inundacion desde s serd exitosa (ver el
lado derecho de la Figura 7.2). De esta forma, transformamos un problema
de conectividad en un problema de caminos més cortos. Ademés, como re-
sultado adicional obtenemos el tiempo en que cada estacion recibe M por
primera vez. La correctez y complejidad del algoritmo ESTA-CONECTADO se
siguen directamente del las del algoritmo de Dijkstra. Como G puede ser
potencialmente una grafica completa, entonces ESTA-CONECTADO tiene una
complejidad de tiempo de O(n?), lo cual se puede resumir como:

Teorema 7.1. El problema de inundacion puede resolverse en tiempo O(n?).

7.2. Rangos del mismo tamano

En esta seccion mostramos un algoritmo de tiempo O(n®logn) para re-
solver el problema min-rangos-iguales. Dicho problema consiste en, dado un
conjunto de n estaciones moviles S, una estacion fuente s € S y un mensaje
M generado en s en el tiempo tg, encontrar el valor el valor minimo de r > 1
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Figura 7.2: La grafica G para un conjunto Sy el &rbol generador obtenido
por ESTA-CONECTADO (ty = 1).

necesario para inundar M desde s, suponiendo que la asignacion de rango de
transmision R es tal que R(s;) = r, para toda s; € S.

Como el radio de D, es igual al radio de Dy, tendriamos que I(si,85) =
I(s;,s;) y entonces podemos usar ambos intervalos de forma intercambiable.
Este hecho hace que la grafica de conectividad pueda manejarse como una
grafica no dirigida.

Denotaremos como G, a la grafica de conectividad G para el caso en que
todas las estaciones trasmitan con radio r (con R(s;) = r para toda s; € 5).
De igual forma, denotaremos por T, al drbol obtenido al correr el algoritmo
ESTA-CONECTADO (de la seccion anterior) sobre G, con sy ty. El problema
de min-rangos-iguales se reduce entonces a encontrar el radio minimo ry;;yx
que cumpla que 7,,,,, es un arbol generador de G,,,, -

Para poder encontrar 7,7y, primero reduciremos su espacio de biisqueda
a un conjunto discreto de valores, y luego haremos una busqueda sobre éstos.
Llamaremos a este conjunto como los radios criticos de S, denotado por
CR(S), y contendra todos los radios r donde exista la posibilidad de que 7,
y T,_. sean diferentes, para todo ¢ > 0.

Formalmente, r es un radio critico de S si, al asignarlo como rango de
transmision de las estaciones, ocurre cualquiera de los siguientes casos:

(a) Existen dos estaciones diferentes, s; y s;, que tienen s6lo un instante
de conexion (I(s;,s;) = [t,t]). Ver Figura 7.3(a) para un ejemplo.

(b) Hay un instante de tiempo ¢ donde I(s;, s;) NI (s;, sx) = [t, 1], para tres
estaciones diferentes s;, s;, y sg. Ver Figura 7.3(b) para un ejemplo.
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I(si, s;) . 4 -

T - > 1 Siy Si)
t tiempo (si: 55) t[(s,;,sk)] N
t tiempo

(a) (b)

Figura 7.3: Ejemplos de los dos casos de radios criticos.

Un radio critico de tipo (a) corresponde a la aparicion de una arista en G,
que no estaba presente en GG,_., para toda € > 0. La apariciéon de una arista
en T, que no estaba presente en G,._., para toda € > 0, corresponde con radios
de tipo (b); sin embargo, dependiendo de la ejecucion de ESTA-CONECTADO,
puede suceder que no todo radio de tipo (b) conlleve a la aparicion de una
arista en 7,.

Dadas dos estaciones diferentes s; y s;, sea d; ;(t) el cuadrado de la dis-
tancia Euclidiana entre ambas estaciones al tiempo ¢. Observa que d; ; = d;;,
y como s; y s; se mueven ambas sobre lineas, entonces d; ; serd un polinomio
de grado 2 en t.

Considera ahora el arreglo de las n — 1 funciones que involucran a s;
({d;; | i # j}). Cualquiera dos de estas funciones se intersectan a lo mas dos
veces. Por lo tanto, dicho arreglo contiene O(n?) intersecciones. Cada una de
las O(n?) intersecciones nos da un radio (al cuadrado) que corresponde a un
radio critico de tipo (b), y cada minimo de las n—1 funciones nos da un radio
(al cuadrado) que corresponde a un radio critico de tipo (a); ver Figura 7.4.

Como tenemos n arreglos diferentes (uno por estacion), entonces el ta-
mano de CR(S) es O(n?). Asumiendo que podemos calcular tanto el minimo
de cada una de las funciones como la intersecciéon de dos de ellas en tiempo
constante; entonces podemos calcular CR(S) en tiempo O(n?).
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distancia

[

—
tiempo

Figura 7.4: Ejemplo de los radios criticos que involucran a s;.

Tomando en cuenta lo anterior, el siguiente algoritmo RADIO-MINIMO
resuelve el problema min-rangos-iguales.

Algoritmo 2 RADIO-MINIMO

1. Calcula el conjunto CR(S).
2. Ordena los elementos en CR(Y5).

3. Usando blisqueda binaria en CR(S) y aplicando
ESTA-CONECTADO en cada paso, busca el menor radio 7y,

que cumpla que 7}, es arbol generador de G,,,,, -

En cuanto a la complejidad de RADIO-MINIMO: el paso 1 toma tiempo
O(n?); el paso 2 tiempo de O(n3logn); y el paso 3 a lo més hace O(logn)
subpasos, cada uno de tiempo O(n?). Asi, la complejidad total del algoritmo
serfa de tiempo O(n®logn), y por tanto el siguiente resultado es inmediato.

Teorema 7.2. El problema min-rangos-iguales puede resolverse en tiempo
O(n3logn).



7.3. Optimizacién de la asignaciéon de rango de transmisién 59

7.3. Optimizaciéon de la asignaciéon de rango de
transmision

En esta seccion mostraremos que el problema min-suma-a no puede re-
solverse en tiempo polinomial, a menos que P — NP, ademéas no puede ser
aproximado de forma polinomial a un factor sublogaritmico, a menos que
la clase NP contenga algoritmos “ligeramente” superpolinomiales en tiempo.
Probaremos dichos resultados al reducir (en tiempo polinomial) el problema
clasico del congunto cobertura® |53, 15] a el problema min-suma-c. De forma
adicional, discutiremos una aproximacién polinomial al problema min-suma-
binario, sin embargo el interés de dicha aproximacion es meramente teorico,
debido a su mal factor de aproximacion.

7.3.1. El problema min-suma-«

Recordemos que el problema de min-suma-« consiste en, dados el con-
junto de n estaciones S, la estacion fuente s € S, un mensaje M generado
en s en el tiempo £y, y el valor a > 1, encontrar una asignacion de rangos de
transmision R de forma que, s pueda inundar M en la red y que se minimice
el valor ) ¢ R(s;)?; en otras palabras, inundar M en la red y minimizar el
costo total de energia.

Como se vio en la Secciéon 6.1, la pertenencia del problema min-suma-a
a la clase NP-duro se demuestra para el caso en que a > 1 y con estaciones
sobre el plano. Sin embargo, en el caso de nuestro modelo movil, el problema
es NP-duro incluso cuando o = 1. De las misma forma, aunque el problema
estatico es aproximable a un factor constante en el plano (para a > 1),
mostraremos que en el caso movil no puede aproximarse a un factor (1 —
o(1))Inn, a menos que P = NP.

Una instancia de problema del conjunto cobertura consiste de un conjunto
U, una familia F de subconjuntos de U, y una funciéon de costo Costo : F —
Q™. Lo que se desea es encontrar una subcoleccion F' de F tal que cubra U
(que cada elemento de U pertenezca al menos a un elemento de F'), y que
ademés minimice la suma de costos ) .- Costo(F).

Se sabe que el problema del conjunto cobertura es NP-duro [53] y que
no puede ser aproximado en tiempo polinomial a un factor (1 — o(1))Inn, a

LConocido como el set cover problem en inglés.
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menos que NP € DTIME(n©Ue8loen)) " donde DTIME(t) es la clase de pro-
blemas que pueden resolverse con un algoritmo determinista de tiempo O(t);
ver [29]. Probaremos las mismas propiedades para el problema min-suma-
a, mostrando una reducciéon polinomial adecuada del problema del conjunto
cobertura a el problema min-suma-a.

Reduccion

Toma una instancia del problema del conjunto cobertura: U={uy, ..., u,},
F ={F,...,F}, y Costo : F — QF. Supondremos que cada conjunto F;
tiene un costo mayor o igual a 1; si este no es el caso, sumaremos 1 a el costo
de cada uno de los conjuntos en F, sin afectar con esto la soluciéon 6ptima
del problema.

Primero describiremos las posiciones iniciales y direcciones de la estacio-
nes para la instancia del problema min-suma-«, méas adelante especificaremos
las velocidades.

Posiciones Iniciales y direcciones

Sea N > 1y considera el siguiente parametro de distancia:

P = (N(Y_ Costo(F})) +n+ 1)/

F,eF

Sean Ly, Lz y Lo tres lineas horizontales en el plano, de forma que Ly esta
sobre Lr, v Lx estd sobre L. La distancia entre cada una de estas lineas
se dard mas adelante. Toma n estaciones, Sy, Su,, - - -, Su,, sobre la linea Ly
y con una distancia mayor que P entre cada una; también toma otras k
estaciones, Sp,,...Sp,, sobre la linea Lr y con una distancia mayor que P
entre cada una. Ambos conjuntos de estaciones (sp, y s,;) permaneceran
estaticas.

Las estaciones s, representan a los elementos de U, y las estaciones
sp, a los elementos de F. Para modelar el hecho de que un conjunto F;
cubre a un elemento u; agregaremos la estacion s, ;, que tendra su posicion
inicial sobre la linea Lc y se movera hacia s,; pasando “cerca de” sp,. Este
nuevo tipo de estaciones serd particionado en conjuntos de la forma C; :=
{5¢,,|u; € Fi}, recordando que todas la estaciones en C; se moveran hacia
Sy;- La posicion inicial de cada s, ; serd tal que la linea [;;, sobre la que
se moverd dicha estacion, es tangente al disco cerrado D;, centrado en sp, y
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con radio (Costo(F;)N)®. Obsérvese que, como Costo(F;) es mayor que 1,
también lo es (Costo(F;)N)Y/<.

Finalmente, la estacion fuente s seré colocada sobre L en cualquier punto
que quede a la izquierda de las estaciones sp,, su movimiento serd hacia la
derecha a lo largo de la linea Lz, de forma que eventualmente pase sobre
cada estacion sp,. De esta forma, obtendremos una instancia del problema
min-suma-a donde el conjunto de estaciones serd S = {s} U {sp|l < i <
k} U {sy,|1 < j < n}. Ver Figura 7.5.

Figura 7.5: Representacion visual de las posiciones iniciales y movimientos
(Todas las distancias son mayores que P, a menos que se indique lo contrario).

La separacion entre las lineas Ly, L v Le debe ser tal que se cumpla
con lo siguiente:

= Las tres lineas se encuentran a una distancia mayor a P una de la otra.

» Ninguna estacion s, ; se encuentra en algiin momento a distancia menor
que P de una estacién sp,, a menos que ¢ = k.

» Ninguna estacion s, ; se encuentra en algiin momento a distancia menor
que P de una estacion s,,, a menos que j = k.
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Velocidades de Desplazamiento

Las tnicas estaciones de S que se encuentran en movimiento son aquellas
que estan inicialmente sobre Lo y s. Como ya especificamos la trayectoria de
cada una de ellas, so6lo resta especificar sus velocidades.

Para facilitar la explicacion, partiremos el conjunto de estaciones en movi-
miento en n+1 subconjuntos Sy, St, . .., Sy, ¥, abusando un poco del lenguaje,
llamaremos a esos subconjuntos como etapas. La etapa Sy se compone s6lo
de la estacion fuente s pasando por encima de cada sp,; cada etapa S;, con
J >0, se compone de las estaciones C; dirigiéndose a la estacion s, .

Entonces, las velocidades de las estaciones en cada etapa se escogen de
forma que:

» Para j > 0, las estaciones de la etapa S; llegan a la estacion s,; al
mismo tiempo.

= La fuente s genera el mensaje M antes de pasar encima de las estacio-
nes sp,, y se encuentra siempre a distancia mayor que P de cualquier
estacion s, ;.

» Ninguna estacion s, ; de la etapa S; tocard su correspondiente disco
D; antes que las las estaciones de etapas anteriores toquen el suyo, esto
es, antes que s., , toque Dy, con j > [.

» Después que una estacion s, ; de la etapa S; toque su disco D, ninguna
estacion de etapas posteriores se acercard a s, ; a distancia menor o
igual que P.

Observacion 7.3. La construccion anterior puede realizarse en tiempo po-
linomial (con respecto al tamano de la instancia del problema del conjunto
cobertura) y se cumple que:

= Si una estacion s, ; recibe el mensaje M de una estacion ajena a Cj
y diferente de sp,, entonces el rango de transmision de dicha estacion
deberia ser superior a P.

» 51 una estacion s,; recibe M de una estacion ajena a C;, entonces el
rango de transmision de dicha estacion deberia ser superior a P.



7.3. Optimizacién de la asignaciéon de rango de transmisién 63

Resultados de pertenencia a NP-duro e inaproximabilidad

Usando los dos lemas siguientes se demostrara la pertenencia del proble-
ma min-suma-« a la clase NP-duro. Intuitivamente, una asignacion de rangos
de transmision R que resuelva la instancia del problema min-suma-« (inun-
dando M en la red y minimizando }__ s R(s;)?), selecciona un conjunto de
estaciones Sz C {sp |1 <i <k} donde R(sr,) = (Costo(F;)N)¥* por cada
sp, € Syr. Dicha seleccion se puede mapear a un conjunto 7' C F que cubre
U con costo minimo, resolviendo asi la instancia original del problema del
conjunto cobertura.

Lema 7.4. Para toda o > 1 y N > 1, existe una funcion f que transforma
en tiempo polinomial una instancia x del problema del conjunto cobertura en
una instancia f(x) del problema min-suma-c, de forma que:

1. Si hay una solucion para x de costo w, entonces hay una solucion para
f(x) de costo Nw+ (n+1).

2. St hay una solucion a f(x) de costo w', entonces hay una solucion para
x de costo a lo mds (W' — (n+1))/N.

Demostracion. Sea U = {uq,...,u,}, F = {Fi,..., Fy}, Costo : F — QF
una instancia del problema del conjunto cobertura. La funciéon f serd la
construccidon que se desarrollé arriba, con la cual obtenemos una instancia
del problema min-suma-a.

Supongamos que existe una soluciéon para la instancia del problema del
conjunto cobertura, con costo de a lo mas w. Esto significa que, hay un
subconjunto F' = {Fy, ..., Fi.} de F que cubre U, tal que

Z Costo(Fy) = w.

FyeF

Observemos que la fuente s puede trasmitir M a todas las estaciones sobre
Lz con un rango de transmision de radio 1. Si asignamos a cada estacion sp,
un radio de transmision de (Costo(Fy)N)Y* y apagamos el rango de trans-
mision de las demés estaciones sp,, entonces cada estacion sg, transmitird
M a todas las estaciones Sc,, COL un COStO de

((Costo(Fy)N)Y*)* = Costo(Fy)N;

y asi el costo total de esta inundacion serd de ). .5 (Costo(Fy)N) = Nw.
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Como por cada elemento u; hay un conjunto Fy que lo cubre, entonces
la estacion s.,  recibe M desde sp. y podré transmitirlo a s, y a todas las
ilj i J
demas estaciones Se,; que lleguen a s,;. Escogiendo una de las S, , POr cada

elemento u; y dandole rango de transmisién de 1, tendremos lo siguiente:

1. Todas las estaciones sp, reciben M de la fuente s;

2. todas las estaciones s, ; también recibieron M, ya sea de s, o de una
estacion en Cj;

3. todas las estaciones s, reciben M de algin elemento en Cj.

Por lo tanto, la asignacion de rangos dado corresponde con una solucion
para la instancia del problema min-suma-c, con un costo de Nw + (n + 1).

Ahora supongamos que existe una soluciéon para la instancia del problema
min-suma-c, con costo w’. Por la Observacion 7.3, si una estaciéon de tipo
S, ; recibiera M de una estacion diferente de sp, o de una estacion que no
pertenezca a C}, entonces el rango de transmision de dicha estaciéon emisora
debe ser mayor que P = (N (3 .. » Costo(F;)) +n+1)"/, y su costo asociado
mayor que N (3 Costo(F;)) +n + 1. En este caso

w' > N(Z Costo(F;)) +n+1,
F;,eF

lo cual implicaria que podriamos tomar todo F como soluciéon para la ins-
tancia del problema del conjunto cobertura, ya que su costo seria de a lo
méas (w" — (n+1))/N. Tendriamos una situacion similar si una estacion s,
recibiera M de una estacion que no pertenezca a Cj.

Supongamos entonces que todas las estaciones de tipo s, ; reciben M ya
sea de s, 0 de una estacion de C}, y que todas las estaciones s,,; reciben M
de una estacién en C;. Observa que la fuente s debe tener forzosamente un
rango de transmision de al menos 1. También, por cada estacion s, debe
haber al menos una estaciéon de C; con radio de transmisiéon de al menos 1.
Estas asignaciones de rango tienen un costo de al menos (n + 1), dejando
disponible a lo mas un costo de w’—(n+1) para repartirse entre las estaciones
sp, que tengan rango de transmision mayor que cero. Asi que, si escogemos
F' formado por los F; tales que sp, tenga rango de transmision mayor que
cero, entonces obtendremos un conjunto que cubre U con un costo de a lo
mas (v — (n+1))/N. O
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Lema 7.5. Para toda « > 1 y N > 1, existe una funcion f que transforma,
en tiempo polinomial, cualquier instancia x del problema del conjunto cober-
tura en una instancia f(x) del problema min-suma-c; de forma que el valor
optimo OPT(f(x)) de una solucion de f(x) es igual a OPT(z)N + (n+ 1),

donde OPT(z) es el valor dptimo de una solucién de x.

Demostracion. Sea x una instancia del problema del conjunto cobertura. Y
sea f la funcion descrita en el Lema 7.4. Por el primer inciso del Lema 7.4,
existe una solucion a f(z) de costo w’ = OPT(x) N+ (n+1). Y por el segundo
inciso, si f(x) tuviera una solucién de costo menor que w’ entonces x tendria
una solucion de costo menor que (w'—(n+1))/N = OPT(x), lo cual seria una
contradiccion. Por lo tanto, OPT(f(z)) debe ser igual a OPT(z)N + (n+1),
como se queria demostrar. O

Haciendo uso de los lemas anteriores podemos demostrar el siguiente re-
sultado, acerca de algoritmos de aproximacion.

Teorema 7.6. Sea o > 1. Si existe un [-algoritmo de aproximacion para el
problema min-suma-a, esto es, un algoritmo de aproxrimacion que garantice
estar a lo mds a un factor B de la solucion dptima, entonces también existe
un [-algoritmo de aproximacion para el problema del conjunto cobertura.

Demostracion. Sea x una instancia del problema del conjunto cobertura y
toma f la funcién descrita en el Lema 7.4. Escojamos N lo suficientemente
grande de forma que (6—1)(n+1)/N sea més pequeno que la diferencia entre
cualquiera dos soluciones de z. Supongamos ahora que existe un -algoritmo
de aproximacion para el problema min-suma-a. Si dicho algoritmo produce
una solucion para f(x) de costo w’, entonces por el Lema 7.5:

w' < BOPT(f(z)) < B(OPT(x)N +n + 1).
Por el Lema 7.4 hay una solucién para x con costo a lo més:
(w' = (n+1))/N < BOPT(z)+ (8 —1)(n+1)/N.
Y dada la N que elegimos esto es a lo mas SOPT(x). O

El problema del conjunto cobertura no es aproximable a un factor (1 —
o(1))Inn, a menos que NP C DTIME(n®(glsn)) (ver [29]), entonces como
consecuencia del teorema anterior podemos resumir lo siguiente:

Teorema 7.7. El problema min-suma-c es NP-duro y no es polinomialmente
aprozimable a un factor (1—o(1)) Inn, excepto que NP C DTIME(nCUeglogn)),
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7.3.2. El problema min-suma-binario

Por lo expuesto en el Teorema 7.7, podemos concluir que determinar un
buen factor de aproximacion para el problema min-suma-« no es una tarea
trivial. A continuacién se discutird una posible aproximacién polinomial al
problema min-suma-binario, resaltando sélo su valor teérico, ya que su factor
de aproximacién es muy alto no tiene mérito en la practica.

Recordemos que el problema de min-suma-binario consiste en, dados el
conjunto de n estaciones S, la estacion fuente s € S, un mensaje M generado
en s en el tiempo ty, determinar el minimo nimero de estaciones que deben
ser encendidas (que deben tener rango de transmision de radio 1) de forma
que se inunde M en la red. Suponiendo que el resto de las estaciones pueden
recibir mensajes, pero no transmitir (o abusando del lenguaje, que tienen
rango de transmision de radio 0).

Primero que nada debemos observar que, de manera analoga al Teorema
7.7, la construccion desarrollada en la seccion 7.3.1 y el Teorema 7.6 implican
lo siguiente:

Teorema 7.8. El problema de min-suma-binario es NP-duro y no es po-

linomialmente aprozimable a un factor (1 — o(1))Inn, a menos que NP C
DTIME (n©(eglogn)),

Para nuestro algoritmo de aproximaciéon nos basaremos en el clésico algo-
ritmo de aproximacion voraz (greedy) para el problema del conjunto cober-
tura [15]. A grandes rasgos, a cada paso buscaremos maximizar el siguiente
radio: el nimero de estaciones nuevas que reciben el mensaje entre el costo
que conlleva transmitir M a esas estaciones. Especificamente, escogemos la
estacion s; y el tiempo ¢ que maximicen el radio dado por: el niimero de es-
taciones nuevas que recibirdn M de s; después del tiempo ¢t entre el minimo
numero de estaciones que deben ser encendidas para que s; tenga M al tiem-
po t. Para discretizar el espacio de biisqueda, consideraremos so6lo aquellos
tiempos en que una estaciéon s; entra dentro del rango de transmision de s;.

Formalmente, supongamos que la estacion s; estd encendida, podemos
tomar a t;; < t;2 < --- < 1, como los tiempos en que otras estaciones
entran en el rango de transmision de s;, con k; < n. Sea S;; el conjunto de
estaciones que estardn dentro del rango de transmision de s; al tiempo ¢,
o posterior. Y asi definimos el costo de cada S;x, denotado por Costo(S; ),
como el nimero minimo de estaciones que deber encenderse para que s; haya
recibido M para el tiempo ;.
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Esta funcion de costo puede calcularse en tiempo polinomial: Supongamos
que todas la estaciones estdn encendidas, y sean t; < tp < ... < ¢, los
instantes de tiempo en que cualquiera dos estaciones adquieren comunicacion.
Dado uno de estos instantes t, definimos G(t;) como la subgrafica de G,
(definida en la Seccién 7.2) que contiene so6lo las aristas cuyo intervalo empiece
después del tiempo t;. Y denotamos con T'(t;) al arbol obtenido al ejecutar
ESTA-CONECTADO (de la Seccion 7.1) con G(ty), s y to como entradas.

Observemos que, si s; tiene M al tiempo £, entonces Costo(S;y) — 1
corresponde con la longitud del camino entre sy s; en T'(x). Entonces pode-
mos calcular el costo de cada S; ;, en tiempo polinomial, al obtener los arboles
T(t1),T(ty)...,T(t,), y llegar asi al siguiente algoritmo de aproximacion:

Algoritmo 3 APROX-MIN-SUMA-BINARIO

1. Mientras S tenga estaciones no marcadas como ‘‘cubiertas’:

2. Escogemos la S,}k que maximice el valor:
radio(S; ;) = (# estaciones de S;; no ‘‘cubiertas’’)/Costo(S;)

3. Marca las estaciones de SM como ‘‘cubiertas’’.

4. Enciende la estacién s;.

En cierto sentido, estamos “cubriendo” S utilizando los conjuntos \S; ;, y al
mismo tiempo intentamos minimizar la suma de valores Costo(.S; ), esto es,
estamos resolviendo una instancia del problema del conjunto cobertura. Del
anéalisis presentado en [15], el enfoque voraz (greedy) que estamos utilizando
estard a lo més a un factor In|S| 4+ 1 = Inn + 1 de la solucion 6ptima de la
“instancia” del problema del conjunto cobertura. Sin embargo, desde el punto
de vista del problema min-suma-binario, dicho factor de aproximacién no se
mantiene; la solucién obtenida estard a un factor ain mayor, con respecto a
la solucion 6ptima OPT de nuestra instancia original de min-suma-binario.

Explicitamente, el factor de aproximaciéon del algoritmo APROX-MIN-
SUMA-BINARIO es de (Inn + 1)OPT, con una complejidad en tiempo de
O(n*). No se incluye en este trabajo el anélisis realizado para obtener di-
chos valores, ya que no contribuye a mejorar el entendimiento del problema,
y es claro que por su complejidad, el algoritmo APROX-MIN-SUMA-BINARIO
no tiene mérito en la practica.






Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo de esta Parte II estudiamos problemas donde permitimos que
nuestros conjuntos de puntos tuvieran movimiento. En particular los vimos
como si fueran estaciones inalambricas de una red; buscando inundar infor-
macion en ésta y al mismo tiempo manteniendo un uso eficiente de la energfa.
Nuestro enfoque intenta, mas que nada, discernir exactamente qué aspectos
cambian al introducir la variable del movimiento en las redes inalambricas ad
hoc; y es justo con esta intencion que restringimos el modelo a movimiento
rectilineo uniforme e intercambio instantaneo de mensajes.

Sorprendentemente, algunos de los problemas propuestos pudieron ser
resueltos en tiempo polinomial, atin con movimiento, por ejemplo los proble-
mas de inundacion y min-rangos-iguales. Como se esperaba, otros problemas
incrementaron su dificultad de la versién estatica a la version moévil. El pro-
blema min-suma-a es NP-duro ahora también para a = 1, y su factor de
aproximacion crecio de constante (para el caso estatico) a al menos logarit-
mico con respecto al ntimero de estaciones (Teorema 7.7).

Creemos que se puede hacer muy poco en cuanto a algoritmos de aproxi-
macion para el problema min-suma-a. De hecho conjeturamos que no puede
ser aproximado a un factor mayor que logaritmico. Por otro lado, debemos
observar que hay estrategias que no fueron ampliamente exploradas en la
realizacion de esta investigacion, como el uso de heuristicas; por ejemplo, el
algoritmo ESTA-CONECTADO puede ser combinado con una bisqueda tabu
[34] para intentar buscar soluciones al problema min-suma-a.
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Pero creo en tu fuerza,
porque el trigo germina;

y llegara el dia, pueblo mio,
en que se unan tus hijos
para lavar tu frente,

que si estas indefenso

no sera para siempre.

No sera para siempre,
cuando se unan tus hijos
para lavar tu frente.

Ali Primera, “Trigo y molino” (fragmento).

Aprieto firme mi mano

y hundo el arado en la tierra,
hace anos que llevo en ella,
,.como no estar agotado?

]

Vuelan mariposas, cantan grillos,
la piel se me pone negra,

y el sol brilla, brilla, brilla.

Y en la tarde, cuando vuelvo,

en el cielo apareciendo

una estrella.

Nunca es tarde, me dice ella,

la paloma volara, volaré, volara.
Como el yugo de apretado,
tengo el puno esperanzado,
porque todo. ..

cambiara.

Victor Jara, “El Arado” (fragmento).
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