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Nomenclatura

GDL - Grados de libertad.

c@ — Cosé.
s@ —Sené.
rab — Vector de posicion del cuerpo a proyectado en la base b.
T, (:r Matriz de traslacion en el eje z.
T, (y Matriz de traslacion en el eje .
T (z Matriz de traslacion en el eje z.
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Matriz de rotacion en el eje y.
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e ) — Matriz de rotacién en el eje z.
)_

Matriz de rotacion en el eje z.
T,, — Matriz de transformacion de la base z a la base y.
R’ — Matriz de transformacion que proyecta de la base m a la n.
Q)" — Matriz de transformacion de torsores que proyecta de la base m a la n.
w - Velocidad angular del cuerpo i proyectada en la base j.
aj — Aceleracion angular del cuerpo i proyectada en la base ;.
ch — Fuerza debida a la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo j.
M, — Momento debido a las fuerzas inerciales medido en el origen de la base j.
W} — Torsor que representa el peso del cuerpo j.
r/,v/,a’ ,R’,V’,A/ — Vectores de posicién, velocidad y aceleracién de nombre i
proyectados en la base j.
EA,F;R,F;I — Torsores de fuerzas aplicadas (A), reactivas (R) e inerciales ([)
del cuerpo 1.
I, — Matriz de inercia del cuerpo ¢ cadena j.
K — Energia cinética del sistema mecanico.
L — Funcidn lagrangiana.
M, ; — Matriz de elementos de masa del cuerpo i, cadena j.
g, — Coordenada j-ésima generalizada.
q — Vector de coordenadas generalizadas.
U — Energia potencial del sistema mecénico.
@, — Vector de fuerzas generalizadas.



Capitulo 1

(Generalidades

1.1. Introduccién

En este capitulo se presentan los objetivos del proyecto de tesis, justificacion de los temas a
desarrollar, estado del arte, asi como la metodologia empleada. Los temas desarrollados en este
trabajo de tesis son: Analisis Cinematico Inverso, Andlisis del Jacobiano, Andlisis Dinamico Newton-
Euler y Analisis Dinamico Euler-Lagrange.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Obtener un modelo dindmico del Robot Hexa que permita, en un estudio posterior,
implementar un algoritmo de control con alguno de los esquemas de control mas usados, asi
como un modelo dindmico que permita disefar cada uno de los elementos mecanicos del robot.

1.2.2. Objetivos Particulares

1. Realizar el anadlisis cinematico. Esta parte del trabajo implica hacer la cinematica inversa y
hacer un andlisis de singularidades de cinematica directa e inversa del robot.

2. Realizar el andlisis dinamico. Se requieren usar los métodos de Newton-Euler y Euler-
Lagrange para posteriormente; con base en los resultados del primero, hacer la seleccion de
los materiales y actuadores necesarios; y obtener la ecuaciéon general de control para
Implementar el algoritmo de control con ayuda del segundo.

1.3. Justificacion

Existen varias formulaciones para el analisis dindmico de robots paralelos como son; Newton,
Trabajo Virtual y Lagrange. Aunque los dos primeros resultan ser relativamente sencillos, estos no
resultan en un modelo dindmico adecuado para la mayoria de los esquemas de control; tales
como: robusto, adaptativo y robusto-adaptativo. Dicho modelo es comUnmente obtenido con la
formulacién de Lagrange.

Debido a la complejidad y a las cadenas cinematicas cerradas de los robots paralelos, el analisis
dindmico inverso, usando la formulacidn de Lagrange, resulta complicado y es por eso que algunos
investigadores han realizado algunas simplificaciones, de manera que se han obtenido modelos
mas simplificados que permiten un analisis mas sencillo pero que no es una solucién generalizada.

1



2 1. Generalidades

Los modelos simplificados dejan que el algoritmo de control compense los errores en el modelo
dindmico.

Por otro lado, si se genera un modelo dindmico completo (robusto), el algoritmo de control
podria ser mucho mas sencillo, ademas, se sabe que entre mas variables tome en cuenta el
modelo matematico, tendra mas probabilidades de éxito el algoritmo de control. Por tales
motivos, en el analisis dinamico presentado en este trabajo de tesis se intento tomar el mayor
numero de variables y se desprecian algunas de estas, tales como: fuerzas de fricciéon entre los
elementos y las inercias de los motores. Y aun de esta forma, el modelo presentado en esta tesis
incluye mas variables de las que se han usado en otros trabajos. (Inverse Dynamics of Hexa Parallel
Robot Using Lagrangian Dynamics Formulation, 2008), (Dynamic Modeling of Parallel Robots for
Computed-Torque Control Implementation, 1998).

1.4. Metodologia

1. Andlisis Cinematico
a) Andlisis de Posicidn
b) Analisis de Velocidad
¢) Anadlisis de aceleracién
d) Andlisis de singularidades
2. Andlisis Dindmico
a) Formulacion Newton-Euler
b) Formulacién Euler-Lagrange
b.1) Energia Cinética
b.2) Energia Potencial
b.3) Funcién Lagrangiana
¢) Simulacion por software

1.5. Marco Teérico y Estado del Arte

Los robots manipuladores aparecieron primero como sistemas mecanicos constituidos por una
estructura que constaba de barras muy robustas acopladas por juntas rotacionales o prismaticas,
dichas estructuras son la concatenaciéon de barras, formando estas una cadena cinematica abierta
(Robot Serial). Debido a la naturaleza del acoplamiento de estos manipuladores, aun pensando
gue tienen barras bastante robustas, su capacidad de carga y su rigidez son muy pequenas cuando
se comparan las mismas propiedades con maquinas multiaxiales. Obviamente, una baja rigidez
implica una baja precisidn en la posicion. Con el fin de remediar dichos inconvenientes, los robots
paralelos han sido propuestos para resistir cargas mas grandes con barras ligeras.

En los robots paralelos se puede distinguir una plataforma fija, una plataforma mavil y varios
brazos. Cada brazo es a su vez una cadena cinematica de tipo serial donde las dos ultimas barras
son las dos plataformas. Contrario a los robots seriales, donde todas sus juntas son actuadas; los
robots paralelos tienen juntas no actuadas, lo cual genera una importante diferencia entre los dos
tipos. La presencia de juntas no actuadas, en general, hace mas complejo el andlisis de los robots
paralelos que el de los seriales (Angeles, 1997).

Una de las metodologias existentes para el andlisis dindmico de manipuladores es la
formulacion Newton-Euler. Dicha formulacidon incorpora todas las fuerzas actuando sobre los
eslabones. Por lo tanto, las ecuaciones dindmicas resultantes incluyen; las fuerzas de restriccidn
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entre dos eslabones adyacentes; las fuerzas activas, como son el peso y los torques debidos a los
actuadores vy las fuerzas inerciales. Las fuerzas de restriccidén son utiles para el dimensionamiento
de eslabones y seleccion de elementos mecanicos, tales como: rodamientos, pernos, tornillos, etc;
durante la etapa de disefio. El método consiste en el cdlculo adelantado de las velocidades y
aceleraciones de cada eslabdn, seguido por el célculo reiterativo de las fuerzas y momentos de
cada junta. Para el desarrollo de este analisis se emplean matrices de rotacion basicas que nos
permiten representar la rotacién de un cuerpo en el espacio. Ya que la rotacion es un giro en el
espacio de tres grados de libertad, un conjunto de tres pardmetros independientes son suficientes
para describir la orientacién de un cuerpo en el espacio. (Tsai, 1999)

Por otro lado, en la metodologia de Euler-Lagrange, se desea determinar los torques aplicados
por los actuadores en los eslabones de entrada, para que el efector final alcance una trayectoria
dada. A diferencia del método antes mencionado, este no contiene en sus ecuaciones todas las
fuerzas de restriccion entre eslabones, obteniéndose asi ecuaciones de una forma cerrada. Este
método, en otras palabras, formula ecuaciones de movimiento usando un conjunto de
coordenadas generalizadas (Spong, y otros, 1989). Esto permite eliminar todas o algunas de las
fuerzas de restricciéon y permite manejar desplazamientos lineales como angulares con un solo
tipo de coordenadas. Con el entendimiento de la dindmica del manipulador, es posible disefiar un
controlador con mejores caracteristicas de ejecucién que con aquellos encontrados usando
métodos heuristicos, después de que ha sido construido el manipulador. A las dos metodologias
mencionadas anteriormente, algunos investigadores (Tsai, 1999), han realizado algunas
simplificaciones, de manera que se han obtenido modelos mas simplificados que permiten un
analisis mas sencillo pero que no es una solucién generalizada.

Los robots paralelos pueden ser encontrados en diferentes aplicaciones tales como;
simuladores de vuelo (Stewart, 1965), entramados articulados ajustables (Reinholtz, y otros),
maquinas de fresado (Arai, y otros, 1991), equipos punteadores (Gosselin, y otros, 1994),
maquinas caminantes (Waldron, y otros, 1984), tomar y colocar (Clavel, 1988). Actualmente han
sido desarrollados como centros de maquinado de alta velocidad y alta precisién (Giddings, 1995).
El robot Hexa, el cual es presentado por primera vez por Pierrot (Pierrot, y otros, 1991) es un robot
de 6 GDL el cual se derivé del robot Delta, este ultimo disefiado por Raymond Clavel y usado para
operaciones de tomar y colocar de alta velocidad. La idea del robot Delta se basa en las
propiedades de los paralelogramos; en un paralelogramo la orientacion de la barra de salida
permanece fija respecto a la barra de entrada. Tres paralelogramos restringen la orientacion de la
plataforma mavil a solo tres GDL de traslacion.

1.6. Arquitectura del Robot

El robot Hexa presenta ciertas ventajas respecto a los robots seriales y al mismo robot Delta,
como son: alta precision, baja inercia, alta velocidad y altas capacidades de carga (Angeles, 1997).
Esto se debe a que la carga se divide entre sus seis cadenas cinematicas, las cuales suelen ser muy
ligeras y constan de un brazo superior y un brazo inferior unidos por una junta universal. La base
del robot se encuentra fija a la estructura de soporte y los seis motores se encuentran fijos a esta.
El hecho de que los actuadores se encuentren fijos y que las cadenas sean ligeras permite al robot
alcanzar altas aceleraciones. Los motores se encuentran unidos a un brazo y lo accionan
directamente. Cada una de las cadenas cinematicas se encuentra unida a la base y al plato movil
por medio de una junta rotacional y una universal respectivamente. Cada una de las cadenas del
robot tiene una junta activa en la junta rotacional y dos pasivas en las juntas esférica y universal
(Figura 1.1). El robot hexa ha sido utilizado en varias aplicaciones tales como experimentos en



4 1. Generalidades

equipos aeroespaciales asi como en instrumentos médicos de perforado y corte de huesos.
Gracias a la orientacién y traslacion de su efector final, puede ser utilizado en un sinfin de
aplicaciones mas.

Debido a que las seis cadenas cinematicas son idénticas, solo serd descrita a detalle una de
ellas. Todos los eslabones, la base y el plato mdvil son considerados cuerpos rigidos.

Brazo

Junta
rotacional

Base N

Junta
universal

Brazo ,,,/ ‘

inferior

Plato
movil

Junta //

esferica

Figura 1.1 Robot Paralelo Hexa



Capitulo 2
Analisis Cinematico

2.1. Introducciéon

La cinematica es la parte de la mecdnica que estudia las leyes del movimiento de los cuerpos
sin tener en cuenta los efectos externos, fuerzas y/o torques que lo causan, limitandose,
esencialmente, al estudio de la trayectoria en funcidn del tiempo, es decir; trata la posicién,
velocidad y aceleracion de los cuerpos.

Sistemas de referencia son empleados para definir la cinematica inversa de un cuerpo. En la
descripcién del presente trabajo de investigacion se emplean dos sistemas de referencia
cartesianos, sistemas de referencia fijos o marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o
marcos locales. En el presente capitulo se desarrolla el analisis de posicion, velocidad y aceleracion
de los dngulos encontrados en las juntas del robot.

2.2. Grados de Libertad

Los grados de libertad de un mecanismo son el nimero de parametros independientes o
entradas necesarias para especificar la configuracién de un mecanismo completamente. Los
grados de libertad de un mecanismo paralelo pueden ser determinados con la aplicacidn de la
féormula de Chebyshev-Gribler-Kutzbach.

L=6(b-g=0+> f

Donde b y g son respectivamente, nimero de cuerpos (incluyendo la base), nimero de juntas

del mecanismo y f, el nimero de grados de libertad de la junta k. Por lo tanto, para la

plataforma se tiene:
b=14

g=18
> f=36
k
Sustituyendo los valores se tiene:
L=6(l4—18— Z)+ 36 = L= 6

Por lo tanto el manipulador en estudio tiene 6 grados de libertad.

5



6 2. Analisis Cinematico

2.3. Solucién Algebraica

En esta seccidn se obtendran de forma cerrada las variables actuadas y no actuadas. En una
ecuacion de forma cerrada se expresan las variables incégnitas como una funciéon de las variables
de entrada conocidas, en este caso particular; las variables incégnitas son las posiciones,
velocidades y aceleraciones angulares en cada una de las juntas que conforman el manipulador; y
las variables de entrada conocidas son las que definen la posicidn y orientacidn del efector final en
el espacio. De esta manera se tendra un sistema de ecuaciones escalares de nxn de donde se
despejardn cada una de las variables incégnitas.

2.4. Calculo de Posicion

En el problema cinematico inverso de la posicién, se tiene que, dada la posicidn
(xp,yp,zp,lﬂ,ﬁ,(a) del plato mévil, hallar la posicién de los angulos 6,,,6,,6,,,6,,,6,,,8,; due se

132 ~12/
encuentran en las juntas del robot. Dicho andlisis es esencial para el control de posicién de robots
paralelos.

Para hacer el andlisis de posicién del robot Hexa se tomaron como herramienta las matrices de
transformacion homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacidon de un cuerpo
en el espacio. La matriz de transformacion homogénea (Stejskal, y otros, 1996) es una matriz de
4x 4 que tiene la siguiente definicidn:

R d
T =[ (2.1)

0 1
Donde:
R =Matriz de Rotacion
d =Vector de Desplazamiento
0 =Vector cero

La matriz R de 3x Zdenota la orientacién de una base mévil respecto a una base de referencia, el
vector d de 3x1 denota la posicion del origen de la base movil relativa a la base de referencia, el
vector () de 1x3 denota el vector cero. Las matrices de transformaciéon de traslacién en los ejes z,
Yy Y Z respectivamente son:

1 0 0 z 1 0O 1 0 0
01 0O 01 0y 01 0
T = T = T =
21 (:E) 0 O 1 O 22 (y) 0 O 1 23 (Z) 0 0 1 p
0O 001 0O 0O 00O
Las matrices de transformacion de rotacién en los ejes x, y y z respectivamente son:
1 O 0 0 CQ/ 0 5@/ 6 -s6. 0
0 c8 -s6 0 0O 1 O s ¢ 0
T,(6)= ¥ ’ T. (6 )= T (8)=|"" 2
z4( z) O SHZ Cex O z5( 1/) _Sey O Cey O z6( z) O 0 1
0 O 0 1 0 0O O 0 0 0

Debido a la simetria entre las cadenas cinematicas, se describira a detalle sélo una de las seis
qgue conforman el robot, y se podran diferenciar con ayuda del iterador i, como se muestra en la
Figura 1.1.
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Figura 2.1. Sistemas de referencia del inercial al 7i

En las figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 se muestra la secuencia en la cual se fueron generando, a
partir de la base inercial ('io,jo,ko) las bases locales. Aplicando una matriz de transformacién de

giro en el eje z, una transformacidn de traslacion en el ejex y nuevamente una transformacién de
giro en el eje z; se forman respectivamente las bases 1i, 2i y 3i, es decir:

Iy, = 116(51')111(1:2)11 6(53)

Figura 2.2. Sistemas de referencia del 7i al 10i
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Figura 2.3. Sistemas de referencia del 10i al 13i

Para generar la base 4i a partir de la base 3i se requiere aplicar una transformacién de rotacién
en el eje y, esto es:

L, = 1;5(941‘)
De la misma forma, para obtener las 5i, 6i y 7i, se tiene:
T, = Tzl(xE)TzG(JG):le(xi)

En la Figura 2.2 se muestra como se generaron las bases 8i, 9i y 10i, las transformaciones
empleadas son:

Para las bases 11i, 12i, y 13i que se encuentran en la junta esférica (Figura 2.3), se tiene:

Ts =T, 6(811) T 4(812) T 4‘9 113)

Para las bases 14i, 15i, 16iy 17i que se encuentran en el plato mévil (Figura 2.4), se tiene:

T3y =Tzl(x14) T 6(515) T 1(53 u)) T t(a_ 17)
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Figura 2.5. Angulos de Euler
Por ultimo, para generar una ecuacion de lazo se requiere generar las bases que nos permitan
llegar de la base inercial a la base 17i sin pasar por los brazos del robot, esto es, tomando como
datos la posicién y orientacién deseados del efector final. En la Figura 2.5 se muestran las bases
generadas para la orientacién del plato y las transformaciones requeridas son las siguientes:

110]7 =T1($) T;z(y) Tz3(z) 1:6(41/) T 4(0) T. 6(@

En la Figura 2.5 no se muestran las bases para las traslaciones z, y, z; ya que son paralelas a la
inercial. Solo se muestran las bases para la orientacién. Por otro lado, los angulos J,, vy las
distancias z,; son constantes y dependen de la estructura del robot. De esta manera, podemos

observar que las incdgnitas a determinar son los dangulos de las juntas que nos permiten orientar el
robot Hexa en el espacio, siendo estos:

G165, 65,0,3,015,015 donde:=1,234356
Con lo que se tiene un total de 36 variables a calcular, de las cuales, por los grados de libertad,
6 son actuadas. Se definen a 6, como las variables actuadas del mecanismo, ya que se
encuentran pegadas a la base y se busca que esta ultima soporte el peso de los actuadores.
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Figura 2.6 Ecuacién de lazo vectorial

2.4.1. Solucién del Angulo 04

Para la obtencién de dicho dngulo se requiere obtener una ecuacion escalar que se encuentre
sélo en funciéon de los desplazamientos y angulos conocidos (propios de la estructura del
mecanismo), asi como del mismo angulo &,, . Por tal motivo se tuvo que emplear la construccion

de lazos vectoriales, tal como se muestra en la Figura 2.6. En el proceso se busca eliminar las tres
incégnitas de la junta esférica, esto se consigue haciendo la construccidn vectorial como sigue, se
hace notar que los siguientes vectores estdn definidos en la base inercial:

0 0 0 o__0 0 0
Ty Tyt ¥1 =T, +755+ 75 (2.2)
Sabemos que, a excepcién de rpo , cada uno de los vectores tiene magnitud constante debida a
la geometria del prototipo, entonces, podemos calcular su magnitud, para eso despejamos 7, de

la ecuacion anterior tal como sigue:

o__0 0 0 0 0 0
Ty =T, 15t 75 —(r1 +r, +r6) (2.3)

Ahora, si escribimos la ec. (2.3) utilizando las transformaciones homogéneas se tiene que:
(O —
Ty _N_%pﬂ713n_(ToaT3aT4ﬂ) (2.4)
Donde:
n=[0, 0, 0

3 (2.5)
11713 = Tl317
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Noétese que se postmultiplica por n para obtener la Ultima columna de la matriz de
transformacion. Al calcular la magnitud de 7, se consiguen eliminar ahora las dos incognitas de la
junta universal:

=|(Te, Torss = TosT T ) ] = V] 2.6)

0
Toi

Donde, por restriccion geométrica, sabemos también que 1z, =||r9i , sustituyendo:

Z10i :H(TOpTl7l3 T T 5, T 417) nH :”N" (2.7)
Simplificando:
(2,4)=N'N
Agrupando y simplificando N” N para c8,, y s6,, se obtiene una ecuacién de la forma:
Ay, +Bys8,+ D, :(339)2
A.c6,+B,s8, +(D1~ ~(z g)z) =0
Renombrando:
A,c8,+B;s6,+C, =0 (2.8)
Donde:
A, =(mg +1,04 )(27 505 - 2%0(51 +0,)+ A w (0 - @)+
Ty4,0( 015 +017-9))c(0,+0 -4 )- Zyps(a-i"' 04)-
200(7,5:5( 017 -P) +7145( 015+ 0 17-9))s( 03+ 0 -0 ))
B, =2z +x7i656i)(zp +50(1,55(01;-P)+ 1 1,5(0 5 +0,7,-9)))
Cy ='$120i +x§+y1]2+zp2+(x5 +$7i056)2+(2($124 +$126+$ ;)+$ §+
4z, 1,60, - A Z'Tp05l_x270( 20 )- 4/% -z £0 ) (7 (0 @)+ (2.9)
Ty4,¢( 05 + 017 - @) ey -4z zyp551+ 4zp89('1: 1650 - @)+
14,5( O, + Oy - ) )- 4 WSJG(pr(dl +0,;)+x 2353'%3(5&"'58)"'
(T16,¢( Oy - P)F214¢( 015+ 0 1;,-9))s( 0,40 -0 ) )- X 1£(0 17 @)+
14,¢( 015+ 017 -9)) (yp -2 380, )5 )-4cO(x 150 - @) +
14,8 15 + Oz '¢))(‘(ypcw)+$7ic(5u +0, - )s0g +x 35( 0, -40)+~’6p81//))/2

La solucion de la ecuacion (2.8) se muestra a continuacion:

B, +\JA2+B2-C?
6, =2arc tm{ y £V 4+ By ]‘}

(2.10)

Aii _Clz'

El desarrollo de la solucién de la ecuacion (2.8) se muestra en el apéndice A. A continuacidn se
muestran las caracteristicas geométricas del Robot Hexa en cuestidn. Estos datos se presentan de
esta forma debido a que se repiten para cada una de las cadenas cinematicas.

z,,=0.093m 15, = 0 530m
z;; =0.300m 15, = 0 020m donde i= 12 345
z,,=0.030m 75 = 0 0725m
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Ademas se tiene para cada cadena cinematica:

3,=77.5 3,=102 5 3,= 1975
3, =12° J,,= 348 5= 12
5, =270 35, = 90 3= 270
015, =66° Oy5,= 294 055 = 68
5171:1140 5172: 66 5173: 354
3,=2225 3,,= 3178 3= 342%
3, =348 5,,=12 3, = 348
3, =90° 35 = 270 s = 90
800 =29 0,55= 66 856= 294
3,74=306° 3,76= 234 376= 186
80 i
60
- 40
20
0

t(s)
Figura 2.7 Grafica de 04i

La trayectoria en linea recta descrita en el apéndice B, es empleada para el robot Hexa,
teniendo un tiempo de recorrido de:

t;=5s
Los puntos, inicial y final de la trayectoria, son:
p,=[0,0-0.41¢" p,=[0203 0
Y las orientaciones, inicial y final, son:
B.=[0°, 0, 0] B, =[10, 30, 1¢]"

En la Figura 2.7 se muestra la grafica que describe el comportamiento de los angulos 8, del
robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.



2. Analisis Cinematico 13

Como se puede ver en Figura 2.7, las graficas de los 6 dngulos comienzan desde cero, por lo
que se tomard esta posicién del robot, como posicion inicial (Home) de cada una de las
trayectorias a realizar.

2.4.2. Solucién del Angulo Osi

De la misma manera en que se encontr6 el dngulo 8,;, se generara una ecuacién de lazo para
calcular los angulos 6, y 8,; que corresponden a la junta universal del robot Hexa, tal como sigue
(Figura 2.6):

0,,0,,0,,0_0__0__0
Ty ¥7y ¥ 76 ¥ ~T15 ~T13=T, (2.11)

La siguiente ec. matricial nos lleva al centro del plato moévil. EIl miembro izquierdo de la ec.
representa los movimientos a través de las cadenas cinematicas y el miembro derecho representa
el movimiento a través del plato mavil. Es decir:

TZ)S@'T34L'T4%T79T91011 10]1';-' 1317:TpC (212)
En la ec. (2.12) las siguientes transformaciones son conocidas:
1?)3;‘7T34i7T4Z7T1317
Ya que ademas de contener distancias z; y dngulos O, constantes, también contienen un

angulo variable 8, que se calcul6 en la seccién anterior. Por lo tanto, para poder calcular los
angulos de la junta universal, despejamos, dejando del lado izquierdo las transformaciones

Ly To1oT 1005
Lo To10T 015 =T i _3];4?’11_011 ;0]11_11771 (2.13)

Renombrando el lado derecho de la ec. (2.13) se tiene:

Lo T510T 015101 (2.14)
Donde:
QG Q1 Q13 Qg
Goyi  Goy G a
T = 21 oy O3 24 (2.15)

3 @3y Q33 Gy

0O 0 ©O 1

La transformacion T, contiene solo los dngulos de la junta esférica, dichos angulos se

encuentran dentro de la matriz de rotacidn, que a su vez, se encuentra en la transformacion
resultante del lado izquierdo de la ec. (2.14). Entonces, para eliminar las incognitas de la junta
esférica y obtener el vector de desplazamientos se multiplica por el vector n que se muestra en
las ecuaciones (2.5).

Lo To10 i =T, i (2.16)
Esto es:
16,04 Q14
16565505 _| s (2.17)

—,0,0556, Q34

1 1
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Para resolver el dngulo 6, se toman las componentes 2 y 3 de cada lado de la ecuacién.

Posteriormente se despejan s6,; y c6, y empleando la funcién tangente se obtiene:

6y — _Oo4

tan 6, = (2.18)

by  —ay,

Despejando &,:

6, =arctan [Mj (2.19)
Oy
Donde:
Uy =X;CO0q504 T X550 +:L“20536¢94556—:L“p(cé_es(dd+56)+
(0, +0y )cg4i85ﬁi)+yp(c(5]i +0;)cO4-cl,5(0,+0;)s0 o)+
zp856i894i +(-(1150,; )-7,,6(05+0 ;)
(~(cOhc@e( Oy + 0y -4 )30 ) +cOgcBOc( O, + 0y -4 Jsp+
$05;8056,,5¢-(cOgc@ +cOcB,50559)s( 0, +0,-¢ ) )+
(165015 +7148( 015+ 0 17)) (csO 5056 ,+(cO 50 1+ 0 )+
¢( Oy +0y )cO,804 ) (cs@p+cOegsiy )+(c( Oy, + 0y )cdy -
¢, )s( 0y + 05 )s0g ) (cOcqey -spsiy))
O3y = 2,6, -1,c0450, +xpc(5i +d,)s6, +y]ﬂs(51 +0,)s0 ,+
(2168017 +T148( 015+ 017))(cO £0+56 [-(c(0,+0 5 )sp)+
cOcs( Oy, +0y-t)))+(~(15¢017 )~ 14¢( 015+ 0 17)) (b 5Osp+
8( Oy 05 )sO,(cOcYsp+egsiy )+c( Oy, + 0y )sO,(ceyy-cOspsyy))

En la Figura 2.8 se muestra la grafica que describe el comportamiento de los dngulos &, del

(2.20)

robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

B Bgs
e e — -0y
i fg1
300
~ 200
&
100

i(s)

Figura 2.8 Gréfica de 08i
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2.4.3. Solucién del Angulo i

Para el calculo de este angulo se partira de la ec. (2.17), donde en este caso, la Unica incognita
es 6, ya que &, se calculé en la seccion anterior. Para resolver el angulo &, se toman las

componentes 1y 3 de cada lado de la ecuacién. Posteriormente se despejan s@, ycl, vy

empleando la funcidn tangente se obtiene:

56y, —_ Osy

tan 6,, =
BT 7]
COy;  014CUy

Despejando 6, :

—a..
6, =arctan (iJ
ay4,COq

Donde a,,, se encuentra en las ecuaciones (2.20) y a,,, es:
Qg =-T; - T5;,COq - T 5C05C0CH , +T ;50 550 o+
Y,(05;COy8( Oy + 05 ) +¢( 0y +0; )50 )+m,(c(0,+0,3)cd 0 ,-
§( 0y + 0y )s0g )-2,00656; +( 155017, +T145( 015+ 017))
(~(cOs(cpsO50,, +clyc( Oy + 05 -4 )s@-cOcO,cps( 0, +05-44)) )+
$( 0y +0; )sOg(cls@+cOc@s ) +c( 0, + 0y )sO(cOcqey-spsiy) ) +
(~(16:C017; )= 14¢( 01510 17)) (- (O 5658 ;59) +(cO £6 5( 0 1+ 0 J)+
¢( 0y +05 )s0g ) (cOcsp+cps ) +(c( Oy +0; Jedgc, -
s(0y +0y )sOy; ) (cqety-cOspsiy )

(2.21)

(2.22)

(2.23)

En la Figura 2.9 se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los angulos &, del

robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

140

120

100

bgi(°)

80

80

Figura 2.9 Gréfica de 09i
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2.4.4. Solucién del Angulo 01

Los angulos 8, 8., y 8,; conforman las juntas esféricas del robot Hexa. Dichos dngulos se

obtienen mediante una formulacién de lazos matriciales, es decir, por medio de giros vy
desplazamientos definidos por transformaciones homogéneas, se generan lazos que partan del
sistema de referencia inercial o absoluto y terminen en un sistema relativo deseado.

Para el calculo de 8, se partira de la ec. matricial (2.12):

TZ)3iT34iT4ZT79T91€)T' 1OJig-' 1317:TpC
Donde las transformaciones i, T, T4y, T19, T o100 T 134 SON conocidas. Ya que ademas de
contener distancias z; y d&ngulos O, constantes, también contienen los angulos variables
6,, 6, y 6, que se calcularon en las secciones anteriores. Por lo tanto, para poder calcular los
angulos de la junta esférica, despejamos, dejando del lado izquierdo la transformacion Ty, que

contiene los angulos 8, 6., y 6,5.

Tiosa :Tg_llaﬁslaT;;T_ﬁr 011‘1, oL _11311' (2.24)

Renombrando el lado derecho de la ec. (2.24) se tiene:
L5 =T, (2.25)

Donde:

c0;cl3—=cO,;50,,50,3 —cO.,£0 56 ;=0 56 13 sO 860 ,, O
_| ¢Oa56,y—c0,4c0,,50,5 0,00 1£0 756 150 3 —cO 56 4, O
0
1

= 2.26
o 56,550, B350, Oy, ( )
0 0 0
Gu CGa G Cu
Cyy Coy Cpg C
T =| @ 2 Cu Cu (2.27)

C3; C3y Caz Cazy

0O 0O 0 1

Para resolver el angulo 8, se toman las componentes (1,3) y (2,3) de cada lado de la ecuacién.

Posteriormente se despejan s, yc,, y empleando la funcién tangente se obtiene:

6, A
tan @, =>Av = 93 (2.28)
€Oy TCoy
Despejando 8, :
g, =arctan (ﬁJ (2.29)
“Cog

Donde:
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Cra; =€O(-(¢6,,c8,50,, )-50,,(cO5cOy -50 4584584 ) )-ctfsO((cO 0 -
50,505 )(cOy50 +c0550458g ) +(cO 450, +¢0 ;50 ;) (-(cO 56 56 5)+
c8,;(c04;COy - 50556556y, )) ) +56((-(c0y50; )- 0,50y ) (cOy505 +
€04;86,,50,, ) +(0,c04-50,50; ) (-(cBgs8 ;58 )+cO ;(cO £8 5-50 s8 $6 ))))sy (2.30)
Coy; =CO( 0480480, +c0,804 )-cfsO(cO ycOg(cO ;€0 4-50 50 )+
(€080, 0,505 ) (-(cO,c8450 ) +58 ,583))+50(cO 6,(-( 0480, ) -
0,805 ) (0,04 50,50, ) (-(cO0,c0450 ;) +58 ;s8) )iy

140 s

e st
M 9111
120 e
100 S B
80

(s)

Figura 2.10 Gréfica de 011i

En la Figura 2.10 se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los dngulos &, del
robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

2.4.5. Solucién del Angulo 013

Para resolver el dngulo 8, se trabajara a partir de la ecuacién (2.25), de donde se toman las

componentes (3,1) y (3,2) de cada lado de la ecuacién. Posteriormente se despejan s, ycl,, y
empleando la funcidn tangente se obtiene:

6., ,
tan G, =223 =S (2.31)
COs  Ca
Despejando 8, :
6., =arctan (%—hJ (2.32)
Ca

Donde:
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Cay =-(5( 015 + 017, ) (cpsb( 8,04 )cOq-50 (0 450 56 g+ 56 ) ) +(50 10

(€O5,c0y,585 - 50558, ) (0, +0; ) (cOycO 450+ ,(cO 50 50 g+

C0q56y; ) ) (-(cts@)-cOcpsif ) +(c( By + 3y )(-(cO5CO4585 ) + 50556y )+

$(0y + 0y )( 00450, +cO,(cO450 503 +cO 560 y))) ) (cOcqeyp -

sgsif) ) +c( 05+ 0,7 )(56( 058504 -56 (8450 560 g +cO 56 ) )sp+

(¢( 0+ 05 )(-(cO5cO5560; ) +506584 )+5(0,+0,)(cO 6 556 4+ b,

(¢By,505,505 +c0450; ) ) (cOctysptcgsy))+(s( 0y, + 0y ) (054565 -
805,88y )+ (0, + 05 )(cO4c8y568 ,+c8,(c8 50 560 g+cO 56 5))) (2.33)
(cgeyp-cOspsy))

Cag =C( 015+ 013 ) (e cO ,c04c8 -5 ,(cO 5O 5(8 5) +cO5,:56,, ) +(5( Oy +

O ) (0484865 -3080y ) +¢c(0,+0;)(cO4c0 56 ,+c8 ,(cO $O 6 o+
05805 ) ) (-(cps@)-cOcgsty ) +(c( O, + 0y, ) (- (0504504 ) + 5065604 ) +
8( Oy +05 ) (cOycO450, +cO,(cb350 585 +cO5,86y, ) ) (cOcqety-sgsiy) )+
8( O + 017, )(86(c8,c03cO4-58, (¢85O 50 g+cO 50 5))s@+(c(d 40 )
(-( 0500456, ) + 5080y ) +5(0; +0; ) (cO4gc0 450 ,+¢8 ,(cO 0 56 g+
05805 )) ) (cOcsp+cps ) +(5( Oy +05 ) (05,085,585 -505585 ) +c( 04+
05 )(cOycO450, +cO,(cOy50 583 +cO 4505)) ) (cqeiy-cOspsyy))

En la Figura 2.11 se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los dngulos &, del

robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

e 3
e
5
£
et i
S
120 fﬁf
/f
Pl
i
- ¥
110 i
o i
=) /,’f
x;'/
(/j'
A
i
100 iz

t(s)
Figura 2.11 Grafica de 0,3
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2.4.6. Solucién del Angulo 01

Para resolver el angulo 8, se trabajara a partir de la ecuacién (2.25), de donde se toman las

componentes (2,1) y (3,1) de cada lado de la ecuacién y se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

6550, t0,300,,50 5=c 5
5615565 =C5y
En este caso la Unica incognita es 8., ya que 8, y 8,5 se calcularon en secciones anteriores.

Despejando s, y c6,, y empleando la funcién tangente se obtiene:

s6, — ¢330y

tan 8, = (2.34)

Oy Cpy—cOi380y
Despejando 8,,:
6., =arctan [MJ (2.35)
Cyy — O350,
Donde ¢, se encuentra en las ecuaciones (2.33) y ¢,,; es:
Cop; =-( 80,5, 07 (cpsO(cOys0 558, +cb ;585 )+(cO O s(0,+0 5)+
(0, +05)(c0,cO,504-50,50;))(ctysp+cOegsiy )+(c( 9, +0;)
0,COy +5( 0+ 05 )(-(cO4c350, ) +50 ,58)) (cOcqeiy-spsy))) +
(O, + 0,4, ) (80 c6,,80556,, +c8,50, )sp+(cO; +0,c0 ;cO4+s(0,+
Oy, ) (~(¢8,,cO550 ) +56,565 ) ) (cOctysp+c@sy ) +(-(cOycOys( Oy +
Oy, )) (0 +05 ) (-(¢0,c85505 ) +356,50;)) (cpeiy-cOspsiy))

(2.36)

En la Figura 2.12 se muestra la gréfica que describe el comportamiento de los dngulos 8, del
robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

290

280

£ 270

042

260

250

t(s)
Figura 2.12 Grafica de 0,
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2.5. Calculo de Velocidad

En el problema cinematico inverso de la velocidad, se tiene que, dada la velocidad

(:tp,yp,z'p,t//, 0, (0) del plato movil, hallar la velocidad de los angulos 8,.,6,,6,,6,;,6,,, 6,5 que

se encuentran en las juntas del robot.

La velocidad de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida
por la derivada respecto al tiempo de su funcién de posicidn. Se asume en esta seccién que la
posicidn y orientacién de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son resultado del analisis
de posicidén. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas en la seccién anterior, se obtendrd
la velocidad al derivar con respecto al tiempo cada una de ellas.

2.5.1. Velocidad del Angulo 0
Tomando la ec. (2.8) y derivando respecto al tiempo obtenemos:
A6, +B,s6,+C,=0
A8, —-A,56,0,+B,s6,+B,c6 8,+C ,=0 (2.37)
Despejando 6"41. y simplificando se tiene:

0 = - (Alicg4i +B]i894i +C:Ii) (2.38)
v B,,c,, - Ays0, .

Donde 4, B,, C; se encuentran en el andlisis de posicion, ademds:

Ay =2y + 5,00 )(-(4,6( 33 +05))-1,5( 31+ 05 )+ 050( 165(3 13- @) + T 15(0 15+ 3 17 9))
S(0y+ 0y -t ) +if(cOc( O+ 05 -t )(165(017- @)+ 1,5(0 15+ 0 @) +(x (0 17 @)+
214,¢( 1 + 01z -9))s( 01+ 350 ) )+ @ c( 0, + 3, )-p(w155( Orz - @) +2145( 815+ 0 15
P))+cO(150( Oy - @) + T 14¢( 015+ 0 17-9))s(0,+0 5-0)))

Bll. =2z, +a:7icé_6i)(23p -4.4/33166511 -ptzx 140515+5h7-40)36’+6"06’($ S0 7 prx 150 &

%i- %)) (2.39)

C, =2(:tp:rp +y.y, +2,2, - 1,750, -j:p(:rl&c(é_m -qo)+z14c(515+517-40))cl//-ypx SO Y(T 4
¢( Oz @)+ 2146 015+ 017 -@) Jetp(y, - 150 1) -2, (v 1£(0 - @)+ 1£(3 1540 179))
36’+6"zpc¢9(:r16i8(517i -@)+1,,5( 0+ 0, - ¢))-¢($p -2,00; )ef(x 148(0 - @)t
S(O15; 017~ 9)) +2,560( 7 145( 013~ @)+ 7 145(0 1570 17 @))- $0 {,c(0,1+0 ) -¢
(2160( Oy @)+ 146 O35+ O17-9))e(3 1+ 0 gt )=k, 5( 3 1+ 0 o) + A 16( Oy -P) + 14
$(015: + 017 -9))s( 03+ 05 -4 )=, (% 15¢( 0 17-P) + @ 1£(0 15+ 0 7 @)Y +iY(w, -
00, )(216,¢( Bz - @) +2146( 015+ 8 13- @) JsW- @Ay, -z 50 ) (¥ 1§(3 17 @)+ 15(0 1
Oz~ @))sY - @e0(x15¢( By - @)+ 114,¢( Bi + Oz - @) (Y, -3 1¢( 8,4 05~ )58 -
S(Oy-¢)-2,5¢ ) +050(2155( 017 - 9) + 2145 O15+ 8 13-@))(~(y,cf )+ £(3 1+ )-
WsOs; +y8( Oy -t )+ 5 )-cO(3165(013- @)+ 1,5(0 150 - @)) (-(Y,ct¥ )+,
SYHP(-(yc( Oy -t )) ¥ xcf +27,5065( 0, +04-¢ ) +y,s¢)))
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Sustituyendo las ecuaciones (2.9) y (2.39) en la ecuacién (2.38), para después agrupar en
x‘p' ypl zpl w ;9; ase t|ene'

6, =Vi(v,j: HV33, +Va, +Vh +V 04V .0)

2i%p
1L

Donde los coeficientes son:

V,=B,c0,-A,s68,

V., 22(—1'p +2,c0, +c0; +0;(x 5 +x 004 )cl,+
T16C( Oy~ Q)Y +T14¢( 015+ 0 - @)t - ;5( 0 1+
0, )80 +cO(168( 017 -P)+ T 148( 015+ 0 13-9) )s¢)

Vi =2('3/p +1,,80, +(T5+1,c0 )cO,5(0,+0 )+
T7,0( Oy + 0y )$0q -cOCY(155(017- @)+ T 145(0 15+
Oz~ @) H(016¢( 017 - @)+ T 1,( 0 15+0 17)-@)sy)

Vi =22, +(25+2,c04 )58, +50(2.,45(017-¢)+
14;5( 015 *017-9)))

Vo =2~ (216¢( 017 - @) (- (y,cf )+ 3 4¢( 0, + 03 )-thsd ¢ +
Ty;S( Oy Y )+ (g + 35004 )cO,5( 01 +05-t4 )+
T, Y ))-T14,0( 015+ 017 - @) (-(y,cf ) +m 1¢(0,+ 0 4
A )s05; + 3,50y -+ (15 +3005)cO,5(0,+0 -4
+$p5w)+ce($1&3(517i -0)+71,5(05+0,,-9)) (- (T ,
(O -y ))- (w5 +5,0 )cb4c( 0, + 0, -[/l)+:1:pcw+
,,805;5( Oy + g _l//)-l-ypsw))

Vi =2(116,5( 0, _¢)+w148(515+517_¢))(_(08(zp +(z 5+
4,0 )594@'))-89(-(ypcw)+$7ic(5li +0; )-Yso, +
T;8( Oy - )+ (g + 7404 )cb,8( 0, +53"//)+$p5[//))

Vi =2((2,5¢( 0,5 '¢)+$14C(515+517'¢))59(Zp +
(s, +x7i056i)864i)+c¢/(_xp +1,¢(0;+co; +
Oy ) (25 +17,C0q )cOy -1 35(0,+05)s0)(~(T 16
5(Oy7; - @) )-1,45( Oy + O3 ‘(0))+('3/p +1,50, +
(@5 + 37,00 )cO,8( 0y +05 )+ 36(0,+0,)s0 )
((%165( 7= @) )-T148( 015+ 0 13- @) JsW -l w 14
(O - @)+ 214¢( 015+ 017-9)) (- (ypcw)-i-w (0,+0 5-
Y )80, + 35,80, Y +( g +1,,605 )cO,8( 0, + 05 -4 )+
z,50))

(2.40)

(2.41)

(2.42)

En la Figura 2.13 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los

angulos @), del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5

segundos.
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0.5

0.4

0.3

0.2

dyirad/s)

0.1

-0.1

t(s)
Figura 2.13 Gréfica de la velocidad de 0,

2.5.2. Velocidad del Angulo 0s;
De la ecuacién (2.18) se tiene:
=G, tan Gy =a,,
Derivando esta ultima expresion:
—tan Gd.,, 04,04 sec? 05 =d ,,

Despejando §, de la ec. (2.43):

g (c0) (s +1an B,s,)
8i

Tl

(2.43)

(2.44)

Derivando las ecuaciones (2.20) para obtener (a,,, a4,), sustituirlas en (2.44), simplificando y

agrupando:

6, =V_(V9¢xp +V1ayp +V11zp +V WV, 0+V otV ]Jﬁ#) (2.45)

8i

Los términos de la ecuacidn anterior se muestran en el Apéndice C. Finalmente, sustituyendo la

ec. (2.40) en (2.45) y agrupando:

8, =Vi (Byi, + By, + Bt + B+ E6+E ) (2.46)
8i
Donde:
V..V V.. V.
EV:V.+ 157 2 E-=V~+ 15;7 3
1 9 ‘/12 2i 10 V;_
V..V, V. .V.
E-=V.+ 15" 4 E-=V-+ 15" 5 247
3i 1% I/ll 4 12 I/ll ( )
V..V V.V,
E, =V, + 115; el B, =V, +-151
1 1
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En la Figura 2.14 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los
angulos 6, del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5
segundos.

fai(rad/s)

t(s)
Figura 2.14 Gréfica de la velocidad de Og;

2.5.3. Velocidad del Angulo 0qi

De la ecuacidn (2.21) se tiene:

a,,,COy tan By =—a ,,
Derivando esta ultima expresion:
8, tan B,a,, —a,,0,50, tan 6, +a £ o(sec 5,9)2 0 ;== ., (2.48)
Despejando égi de la ec.(2.48):
) sec, (c Hgi)z (d% +tan By (cHad 14_01498995))
6, =- (2.49)

Q4

Derivando las ecuaciones (2.20) y (2.23) para obtener (ay,, @5, ), sustituirlas en (2.49),
simplificando y agrupando:
G, =V_ (mep +V18yp +V19zp +Vo, ) +V  0+V o+ V 0 FV 2?3 (2.50)
16¢

Los términos de la ecuacién anterior se muestran en el Apéndice C. Finalmente, sustituyendo
las ecs. (2.40) y (2.46) en (2.50) y agrupando:

s _ 1 : . : : ;
‘99i e (E7i1’lp +E8iyp +E9izp +Elal/l+En‘9+E 12¢) (2.51)

16i
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Donde:
E, =Vl7‘+V235V2i +E1zV24¢ E, :Vl&.+V23‘V3" +E21V24@
B Vs Z b Vs

By =Vig + VZ;VQ * ?/VM B =V * Vel , Balas (2.52)

1 8i
VyulVe  ESV. ViV EgV

By =V +%+% By =Vt 22

1 i

En la Figura 2.15 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los
angulos 6, del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5

segundos.

dgi(rad/s)

Figura 2.15 Gréfica de la velocidad de g

2.5.4. Velocidad del Angulo 011

De la ecuacidn (2.28) se tiene:

—Cyy tan @, =c 5
Derivando esta ultima expresién:

. A 2 Y
tan 6)y,Co3 ~C 30y sec” 01,=¢ 4

Despejando 6’1L de la ec.(2.53):

g. = (C ‘9111)2 (é13 +tan 0,,¢ 23)
11

~Cos;

(2.53)

(2.54)

Derivando las ecuaciones (2.30) para obtener (¢4, Cp3), sustituirlas en (2.54), simplificando y

agrupando:

6y =V_(V26i$p +szyp +V28Zp +V o, +V PV oV G .4V .4V ﬁzl (2.55)

25i

Los términos de la ecuacién anterior se muestran en el Apéndice C.
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Finalmente, sustituyendo las ecs. (2.40), (2.46), (2.51) en (2.55) y agrupando:

6, =V_(E13xp+El4yp +El5zp +E Y+E P+E Jé”) (2.56)

25i
Donde los coeficientes son:

V2iV32i + EJiVSS + E1V34 V3iV32i + E2iv33 + E8V34

By =V + E,, =V, +
13i 26 V;.z V&‘ Vm 14i 27i Vh V& Vm
ElSi :Vza + V4‘Z'/V32i + E?,/Vsa + E;V34 E’lefi :V29i + VI_——,LV321 + EA{/VH + Emv341 (2.57)
1 8 16 1 % .
By =V + VoVap + BsVss + B Vo Eig =Vy + ViV + BeVe + E gV
Vi Ve, Vie Vi Vs Vie

En la Figura 2.16 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los
angulos @, del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5
segundos.

0.1+

0.05

{i1i(rad/s)
O

-0.05

=)

-0.15 ¢

t(s)

Figura 2.16 Gréfica de la velocidad de 0,i

2.5.5. Velocidad del Angulo 013

De la ecuacidn (2.31) se tiene:

Capi tan B3 =c 4

Derivando esta ultima expresion:
tan By éay + 30,5 567 015,=¢ 4 (2.58)
Despejando 8, de la ec. (2.58):
2¢. .
913;' :(C 0134) (Csy —tan 811032) (2.59)

Cap;




26 2. Analisis Cinemaéatico

Derivando las ecuaciones (2.33) para obtener (¢, C5y ), sustituirlas en (2.59), simplificando y
agrupando:

O :T(wap Vo, +Vaek, TVl +V ., G+V otV 0.tV @ .8V ﬂgi) (2.60)

35

Los términos de la ecuacidn anterior se muestran en el Apéndice C. Finalmente, sustituyendo
las ecs. (2.40), (2.46), (2.51) en (2.60) y agrupando:

: 1 . . . : .
65, :V_ (Elsxxp +E203/p +E21Zp +E W+ E H+E 2;#7) (2.61)
35

Donde los coeficientes son:
V2iV42i + EliV43i + E?iV44

E._ =V. + E. =V _+I/3iv42i+E2iV43+E8V44
R Ve Vi S T A

E -=V _+V4iV42i +E3iV43i +E9iV44 E v=V V+V5iV42z‘ +E4iv43 +E1®V44 (262)
S 74 Vo Vi S AR Vis

E -=V A+V6iV42i +E5V43 +E11iV44i E ~=V A+V7iV42i +E&V43 +E12iV4Az'
R A 4 Vis ooy, A Vi

En la Figura 2.17 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los

angulos 8, del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5
segundos.

< iz
\.

i —
0.25 AT
& B

i
s B0

i
i

iz i(radfs)

i(s)
Figura 2.17 Gréfica de la velocidad de 03i

2.5.6. Velocidad del Angulo 012

De la ecuacidn (2.34) se tiene:
(cw —c@lasﬁu) tan 8 ,,=c 5,c0 4

Derivando esta ultima expresion:

(sec 912i)2 (co —c1556.,) 912+tan912(é 20 160 66 6 39 30 i])l:é 60 ;70 61,58 ;(2.63)
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Despejando 6"121. de la ec. (2.63):

_ _(C ‘912i)2 [(guc318911—é 3a09m)+tan g JJZ(é 21_9 160 60 ai"g 30 50 1);|

B, = (2.64)

(Czu _09133911)
Derivando las ecuaciones (2.33) y (2.36) para obtener (¢,;, C5;), sustituirlas en (2.64),
simplificando y agrupando:
6,5, :V_(V4&xp +V4zyp +V48zp +V 0 +V PV ootV 0 .4V 8.V 4.3V £ .4V 8 i)5(2'65)
45;
Los términos de la ecuacidn anterior se muestran en el Apéndice C. Finalmente, sustituyendo
las ecs. (2.40), (2.46), (2.51), (2.56), (2.61) en (2.65) y agrupando:

. 1 ) ) . . .
6,5 :V_(EZExp +E gy, T E i, tE Y +E SH+E 3@) (2.66)
45;
Donde los coeficientes son:
E255 :V4a + VZiVSZi + EJiVSS + E1V54 + E 18V55+E ]zJ/ 56
I/J.i VBi Vlfi V25 V35
Ezei =V472' + I/3iV52’i +E2iV53 +E8V54 +E 14V55+ E ZJ/ 56
Vi Ve Vie Vs Vs
E27i :V4& + V4iV52i + E3V53 + EQVSd + E 15V 55+ E ZZIVSG'L'
‘/li VBi Vl& VZS I/351 (267)
I/SiVSZi + E4iV53 + EIQVSJ, + E lBV 55+ E Zy 56
Vi Ve Vie Vs Vs
VGiVSZi + E5V53 + E11V54 + E 117V 55+ E Zy 56
Vi Ve Vie Vs Vs
V7iV522' + E&'VSS + E12V54 + E IBV 55+ E24iV5&
1i VBi Vl& V25i V35i
En la Figura 2.18 se muestra la grafica que describe el comportamiento de la velocidad de los
angulos @, del robot Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5

Ey =V +

By =Ves +

By =V +

segundos.
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Figura 2.18 Grafica de la velocidad de 0,5
2.6. Calculo de Aceleracion

En el problema cinematico inverso de la aceleracidn, se tiene que, dada la aceleracién

(xp,yp,zp,t]/, o, (0) del plato movil, hallar la aceleracion de los dngulos 6,,,6,,,68,,6,,,6,,, 65 que

se encuentran en las juntas del robot.

La aceleracién de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser
obtenida por la derivada respecto al tiempo de su funcién de velocidad. Se asume en esta seccién
qgue la posicién, orientacidon y velocidad de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son
resultado del andlisis de posicidn y velocidad. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas
en las secciones anteriores, se obtendra la aceleracién al derivar con respecto al tiempo cada una
de ellas.

2.6.1. Aceleracién del Angulo 04

Tomando la ec. (2.37) y derivando respecto al tiempo obtenemos:
A.cO,-A,6,0,+B,s6,+B 6 ,0,+C ;=0
(cB,By =56,A,) 8, +c0, (A, -A4,6%+2B 0 )+30 ,(B,~B £-24.0 )+C .70 (2.68)

Despejando 941- y simplificando se tiene:

_~<b, (4, -A4,6; +2B,6,)-50, (B,-B &-24.8 )-C ,
! (Blicezu _AMSGAE)

(2.69)

Donde A, B, C;,A,;, B;, C; se encuentran en los analisis de posicién y velocidad, ademas:
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Ay =2(wg 4,00, ) (~(8,6( 0,4 3,))-1,5( 3, +0, )+
o O+ 05~ ) (2165( 017 - @)+ 3 145(0 15+ 0 13- @) )+
clc( 0+ 0y -t )(w165( 017 -P)+ 2 145( 015+ 0 - @) +
W(0160( Oy - P)F314¢( 01510 17-9))s( 01+ 0 - tf )+
PeO(116,( Oy - )+ 214¢( 815+ 0 1-9))5( 0+ 0 -4 )+
O50(116,5( Oy~ )+ 2145( 015+ 017 9))s(3,+ S o))

By, =20y +3,636 ) (2, - @116 O17- @)+ 1,6( 3 15+ 3 1 9))
$O+6cO(1,,5( 07 -0)+21,5( 015+ 017-9)))

C“'li =2t,x,+2)y,+2%,2, +(- 4 7,0, - %p(xlac(5” -@)+
T140( O + 01z - @) Jelf - 44, 350 1 - AP (T 10( 0 17~ P)+
Z14,¢( Oy + 017 - @) )y, - 350, )+ 4z, (- (@ 10 15-9))-
@14ic(515 +0,;-9))s6+ 49zpct9(:cmis(517i -@)tx,,
$(Op5; + Oy - 9) )+ 42,86(165( 011 -9) ¥ 150 15+ 0 17 9))
A, -2,00, )i Prigs( Oy @)+ P 1y5(0 15+ 0 )42
§05(9,6( Oy + 03 )-h(w16¢( 013 - @)+ 1,6( 0 15+ 0 17 @)

o( O+ 0y - )-1,5( 3y + 05 ) +( Prie,s( Oy - 9) + P4
§(015 + 017~ 9))s( 03+ 05-t0))- 44, (% 150( 0 13- @) ¥ T
(05 + 017~ @) sty + AP, -3¢0, ) (T 15¢(0 13- @)+ T 14
& Oy + Oy~ @) s - 4y, -850 ) (P 165( 013~ @)+ @
5(Ois: + Oy~ @) )t - AcO(-( Pr1c( Oy - 9))- P 14

(05 + 017 -9))(-(y, e )+ T 4( 0 + 05 -4 )sO g+
s(Oy - )+ 3,50 )+ 4650 1,5( Oy - @)+ 14

$( 05+ 015~ @) (~(y, e ) ¥ T 30( 05 + 05~ )sO 5 +
T80, - +£L'p$¢/)— 4cQ(x,58( 0,5 -@) 1,

5( 015+ Oz, @) ) (-(Wr 5Oy -4 )= cf i ctf +
Y,,5055( 0y + 05 -t )t s +Py,syp)) /4

Sustituyendo A, B, C]z.,/'ll., BI, C’I,AU Bﬂ_, éien la ecuacién (2.69), para después agrupar

en%,4, %, ¥, 0, ¢ setiene:

0= (Gyi, +Gij, +G 32, +G W +G 0+ 9+ G ) (2.70)

1
Los coeficientes de la ecuacion (2.70) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.19 se
muestra la gréfica que describe el comportamiento de la aceleracion de los angulos 8, del robot

Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.
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30

9

t4i(rad/s

a

t(s)

Figura 2.19 Grafica de la aceleracion de 0,

2.6.2. Aceleracion del Angulo s
De la ecuacidn (2.43) se tiene:

—tan Gd.,, — 04,04 sec? 05 =d ,,
Derivando la expresion anterior:

tan G, +20.,,0, sec’ O, +a 4, sec? ‘98(95+ 26 jtan HB) ==d 5 (2.71)

Bi(rad/s?)

0 1 2 3 4 5
t(s)

Figura 2.20 Grafica de la aceleracion de Og;
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Despejando 6@1 de la ec. (2.71):
. (c By, (€ Bying +504ii 34) +204 (d ata 3319'Btcm€,ﬂ))
= (2.72)

8i _
A3y

Donde a,,, Gg,0,4, G5, S€ encuentran en los analisis de posicién y velocidad, ademas
derivando dos veces las ecuaciones (2.20) para obtener (d,,, G4,), Sustituirlas en (2.72) y

simplificando se tiene:
& :V_ (G&'xp +Golj, +GioZ, +G W+ G ,0+G 9+ G 154) (2.73)

8i
Los coeficientes de la ecuacion (2.73) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.20 se

muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion de los dngulos &, del robot
Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

2.6.3. Aceleracion del Angulo 0qi
De la ecuacidn (2.48) se tiene:

8, tan B,a,, —a,,0,50, tan 6, +a £ o(sec 0,9)2 0 ;= ,
Derivando la expresion anterior:
Qg (09& tan 8,65 +2(sec 6’9)2 584640 —2c0 (sec 6 9)2 tan 8 H5+56 gtan 8 P + (2.7
cBy, (sec Hgi)z 95») —Gyy (28(98 tan 840, +2c6 ¢ (sec 8 9)2 0 9) —cOgtan O i ,=a 4,

Despejando 6,, de la ec. (2.74):
! (s (26,) tan 8,6, - 299) ~(cBg 5846 4+ gsecO di o) +a I4(049 50 .6% &

Qy4

(2.75)

Q4

293ﬁg¢ tan G — 29; tan 84 +cB450, tan B 58)) =4,

s

0.2 s
7 \

flgiirad/s?)

t(s)

Figura 2.21 Grafica de la aceleracion de O
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Donde ay,, @3;,G44, G5, S€ encuentran en los analisis de posicion y velocidad, ademas
derivando dos veces las ecuaciones (2.20) y (2.23) para obtener (d,,,, G4, ), sustituirlas en (2.75) y

simplificando se tiene:

b, =———(Gya, +Gigll, +G 127, +G I +G ,F+G 4G ) (2.76)

16¢
Los coeficientes de la ecuacidn (2.76) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.21 se muestra
la grafica que describe el comportamiento de la aceleracién de los angulos 6, del robot Hexa, al
recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

2.6.4. Aceleracion del Angulo 013
De la ecuacidn (2.53) se tiene:
—tan 6,6, —C 30, sec? 0 ,=¢
Derivando la expresion anterior:
—26,,6,, sec® 0, —C ptan 8, —c P sec® 8 ~2c 0% tan 8 ,sec’ 8 Fi (2.77)
Despejando 6’@ de la ec.(2.77):

. 1 . .
Oy = — (ZHH (0’23+czst9mtam9m)+c¢9ﬂ(ct9 i€ 15tC 50 ﬂ)) (2.78)

23i

0.15 - B114 i ‘\

0.1r¢

0.05

1 i(rad/s?)

-0.05¢

S o i

t(s)

Figura 2.22 Gréfica de la aceleracién de 04,i
Donde ¢, Cy3,C13, Co3 S€ encuentran en los andlisis de posicién y velocidad, ademas
derivando dos veces las ecuaciones (2.30) para obtener ((g, C,y), Ssustituirlas en (2.78) y

simplificando se tiene:

6, = (Gzzfép +G 0, 7 G 2, +G ) +G H+G p+G zs) (2.79)

1
VZ 5i
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Los coeficientes de la ecuacion (2.79) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.22 se
muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracidn de los angulos 6, del robot
Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

2.6.5. Aceleracion del Angulo 013
De la ecuacidn (2.58) se tiene:
tan Byée, + 40,5 56¢% 0,=¢ 4
Derivando la expresion anterior:
264,85 sec” B, +C 4, tan 8 ,+c o f msec? O . +2c 0% 4an 8  sec’ O 5¢ (2.80)
Despejando 6’13Z de la ec. (2.80):

.. 1 . .
O = o (_2613 (ész +c32913tan4918)+049 113(0 ac 0 157C 556 a}) (2.81)
32i
Donde ¢gy;, C35,Cq, C5, S€ encuentran en los analisis de posicidon y velocidad, ademas
derivando dos veces las ecuaciones (2.33) para obtener (¢, €5, ), sustituirlas en (2.81) y
simplificando se tiene:
B = (Gaak, +Gaally +G i, +G ot +G f+G oG o) (2:82)
35;

Los coeficientes de la ecuacion (2.82) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.23 se
muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracion de los angulos 8, del robot

Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

thsi(rad/s?)

L i
015+t \\ ol 1
Y ,\. HE /;f
O13s /S
02} e
0 1 2 3 4 5

i(s)

Figura 2.23 Gréfica de la aceleracién de 043
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2.6.6. Aceleracion del Angulo 013
De la ecuacién (2.63) se tiene:
) . ) . . . .
(Sec ‘9121) (CZ]i _09133911) 912+tan912(c u~0 160 160 ;10 50 50 7:1)1:0 60 10 Gish

Derivando la expresion anterior:
2591]i63]i¢911 +2sec’ 6., (c — O 560 m) Qzﬂtan 6 s+

26, sec’ 6, (c' 2y —0,,60,c0 ,+0 50 .50 1) +
Cay; (6'?1211.06’1I +6i1156’m)+sec2 0. (c a—cl .56 1) 0 .+
tan 6., ('c'zh. +cl,,; (2«9'1191399123—91%913 )) +

s, (0913. (Hfl +¢9§3) +é135‘913) =C 40 4

(2.83)

Despejando 6’121 de la ec. (2.83):

b, =(ﬁ} (' (06122')2 (26'31.9113511 +61¢6 150 tan 0 i+
211~ CY1380y
2¢,,6,, sec? 8, —26,.6,,c0,,c0,, sec’ 8,,+
282, c,, sec® B, tan 8, —262.c0,, sec? 8,56, tan 8 ,+ (2.84)
Zglyglscely‘sela tan 6, "'26‘129133602 6156 156 5t
912&'06135611 tan 6, +¢ ytan 6 ,=¢ 306 3~

él]z'caljh‘cela tan 0, +c 4 (92%0 Jz‘l+é 150 1) +6 80 86 tan @ z])g

/8 125,
0.15 / Y

01

0.05

#i2irad;s?)

-0.05

-0.1

-0.15
t(s)

Figura 2.24 Gréfica de la aceleracién de 04,

Donde ¢,;, C33,Cop C5; S€ encuentran en los andlisis de posicion y velocidad, ademas
derivando dos veces las ecuaciones (2.33) y (2.36) para obtener (¢,,,, C5;), sustituirlas en (2.84) y

simplificando se tiene:
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6.2, :V_(Gw% +G3‘ﬁyp +G38’Zp +G o fJ+G P+G P+ G 42) (2.85)

45;
Los coeficientes de la ecuacion (2.85) se encuentran en el Apéndice D. En la Figura 2.24 se
muestra la grafica que describe el comportamiento de la aceleracidn de los angulos 8, del robot
Hexa, al recorrer la trayectoria descrita en el apéndice B en un tiempo de 5 segundos.

2.7. Analisis de Singularidades

El analisis de singularidades de los robots paralelos se realiza con la ayuda de las matrices
Jacobianas de cinematica directa e inversa, en este caso solo se hara uso de la matriz Jacobiana de
cinematica inversa. Se obtendra el determinante de dicha matriz para posteriormente obtener las
raices del mismo. Por ultimo las raices nos proporcionaran informacién de las singularidades del
robot, es decir, las posiciones que no puede alcanzar el robot. En esta seccidn se hara un analisis
vectorial de posicién con el fin de obtener las matrices Jacobianas mencionadas anteriormente.

2.7.1. Analisis Vectorial de Posicion Lineal

A partir de la ecuacion (2.2), que es la ecuacidon de posicién lineal, se tiene:
0 0 0 0o__0 0 0
Ty Ty tTe ¥1 =T, +715 + 75

Donde cada componente es:

"'1? =x2ii§ 7"495 :$5ii2i
7"63 =x7iigi 7"93' =$10iig
""1%[ = _$14i24 ""105[' = _xleii(l)e
'rpo =xpz'g +ypjg +zpkg

Los vectores unitarios estan asociados a las bases generadas en la seccidn 2.4, de tal modo que
cada una de las bases se proyecta en la base inercial (ig,jg, kg), como sigue:

Los vectores unitarios (zﬁ, jﬁ,k]?) son:

z'loi =C5Mig+s5ﬁjg+0k8
]1? = _55ﬁi8 +C51j8+0k8
ky =ko

Los vectores unitarios (z’%,jg,kg) son:

0 _.0
b~y
0 _ 0
J2i = Jui
0 _10
2i _klvl

Los vectores unitarios (z;, j;,k;) son:

g, =045 +50555 +0k;
Ja =804 + 055 +0k;

0 —gz.,0
3i_ﬂ2i
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Los vectores unitarios (z’fi,ji,kfi) son:
.0 _ .0 -0 0
iy, =01y +0j, =56,k
-0 _ -0
Jai = Jsi
0 — -0 -0 0
ki =565+ 055 +cl,k;

Los vectores unitarios (i;,j;,k;) son:

.0 _ .0
U =y
.0 _ 0
Jsi = Jai
0 _10
5i _k47:

Los vectores unitarios (zgl, jgi,kgi) son:

igi =C56¢igi +55&'jg +Okg
.0 -0 -0 0
Joi = 8045 +Ogj5 + 0k
0 _10
6i _k5i

Los vectores unitarios (i%,j%,k%) son:

0 _ .0
b =g
.0 _ 0
J7i = Jsi
0 _1.0
7i _k677
. .0 .0 70 .
Los vectores unitarios (z&., j&-,k&-) son:
0 _ .0
Uy =2y

.0 —_N:0 .0 0
Jo: =0iz, +cby 4, +565k
0 _:0 _ .0 0
5 = Oy —50yJ7 +cOgk

Los vectores unitarios (igi,j;,kgi) son:

igi =cggiigi +0jg _599:]‘73
Jo: = Ja
kgi :Segiigq: +0jg: +099k3

Los vectores unitarios (ifol.,jfa,kfg) son:

0 _ .0
Yo — 1y
0 _ .0
Ji0i = Jai
0 _1.0
100 =Ko

Los vectores unitarios (if&,jfa,kfﬁ) son:
.0 _ .0 _ -0 0
b =COpt, ~5017], T Ok,
0 _ -0 -0 0
Jisi _85171'1‘[7 +C511.7p +0kp

kf@i :k;?
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-0 -0 0 : .0 .0 7,0 e
Donde la base (1,l7i,J17i,klz) es igual a la base (Zp,]p,kp). Esta ultima base la podemos expresar

mediante 3 dngulos de Euler (4[1, o, @ , tal como se muestra en la secciéon 2.4.

Rotando ¢ para obtener la base (ifg,jfs,kfg):
iy = cWig +s4jo+ Ok,
Jin = =sWiq +cif jo + Okg
ks =ko

Rotando & para obtener la base (ifg,jfg,kfg):

0 _.0

LR T

0 _(:0 .0 0

Jro=0ijg+cOj 5+ 50k

k109 =Oifs_59jfs+cekfs

Rotando @ para obtener la base (igo, jgo,kgo):

0 _ .0 .0 0

Gyo = CPingt @191 Ok 1

jgo = —S§0ifg +C¢jfg+ok 29

0 _3.0
kzo _klg
. . .0 .0 70 .
Los vectores unitarios (zp,]p,kp) son:
0 _ .0
%, =0
.0 _ .0
Jp =J20
0_1.0
kp =k,
. . .0 -0 0 .
Los vectores unitarios (115“ jls,km) son:
.0
U5 — g
.0 _ .0
Jisi = Jiei
0 _3.0
ks, = kg

Los vectores unitarios (i&i,j&,k&) son:
.0 _ 0 _ -0 0
by, =COy515 =50157 15+ 0k 15
.0 _ .0 -0 0
Jra = 8015815 +€O155 15+ 0k 15

0 _10
k14i_k15i

2.7.2. Analisis Vectorial de Velocidad Lineal

La ecuacidn de velocidad lineal se obtiene derivando respecto al tiempo la ec. (2.2):

0,4,0,,0,, 0_, 0, 0, 0
Uy T, T TG =V, Y0510 (2.86)
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Donde cada elemento es:

vo =0

'ng' :Qiz,xrq

'ng' :Q%xrq

vg, = QY Xy (2.87)

0 _~0y .0
'Ulaz_prrls
0 _~0y..0
vlSi_prrlEi

0_ . -0 . .0 . 0
v, =Z,% +7,J0 +sz<:O

2.7.3. Analisis Vectorial de Velocidad Angular

Los vectores de velocidad angular absolutos de las bases son:
Q% =W,
Q§, =0, +00g +00g (2.88)
Q° =w) +w; +o)

Donde cada una de las velocidades angulares es:

o, =654 Wy =iky
o =6,i0 W) =65, (2.89)
('ogi = ‘995.7. 85 (,02, = @109

2.7.4. Matriz Jacobiana de Velocidad para 0,
A partir de la ec. (2.86):

v+l +vg Yug =v, oy tog;
Sustituyendo los elementos de las ecs. (2.87):
Q8 X1 +Q5, X7+ QX1 =0+ Q er 2 +Q e
Agrupando:
Q% x(rf+70)+ QY xrg =0+ Q.2x(r 41
Con el fin de eliminar los términos 8,6, que aparecen en Q° y dejar la ec. anterior solo en

términos de 9'47; , se hard el producto punto por 7'93 en ambos lados de la ecuacién (Tsai, 1999):
Ty [@Q % X(""43 +"'£)) +ry [QQ 3 xrgo) = 7'90@;;0""’"90[@9 pox (7" ot :I:g))
Ty [@Q % x(7'4(; +""6?)) =ry El’po""’"go[égpox (7'12 + ""103))
Ahora sustituyendo los elementos de las ecs. (2.88) y (2.89):

1 08,72 x(r2 +r8)) =t 2+ r {8 65 G i (v )
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Factorizando:
0,5 [@('rz +r§)><r§) =r;@po+¢/k 8[(](1'1%+r1%)><r9()+9i fg@(r X fgxrig+¢k @(r r &Xriﬁ(z.%)
Renombrando en la ec. (2.90):
G,.do; @, =15 B + (kg D, +Bi 1, + gk 14, (2.91)
Donde:
U, =(r42 +r£)><r9?

(2.92)
v, =(r +r)xr

[3

Escribiendo la ec. (2.91) seis veces, una para cada ¢=1 2 3 4 5 €, obtenemos seis ecuaciones
escalares, las cuales se pueden ordenar de la sig. forma:

Jq=J,0 (2.93)

Siendo J, g las matrices Jacobianas de cinematica directa e inversa respectivamente, ademas:

. 0 . AT
q _|:vp7 407 H? (0]
O=[6yy; O Ou Oup Ou5 6.4

Finalmente de forma matricial se tiene:

0 0 .0 0 ]
T kol i500, ki,
0 0 -0 0

T ko, 0, kidv,
0 0 -0 0

Tos ko3 t35l0; kid9,

<
~To

Jg=
T K, i, ke v
""905 kgws 'ifam's kggm 5 0
_""9% kg [9g ifsw 6 k(l)gﬁb olL?
B Ar 0 0 0 o /6,
0 j%@, O 0 0 0 |6,
ch;) — 0 0 jz?s (g . 0 0 0 Q43
0 0 0 Jaalty 0 0 |6,
0 0 0 0 o, 0 |8
| 0 0 0 0 0 Joslte || O]

2.7.4.1. Anidlisis de Singularidades de Cinematica Inversa

En este tipo de singularidades se dice que el robot pierde un grado de libertad (Tsai, 1999), lo
cual produce que el robot tienda a trabarse y por consecuencia se presente un incremento en la
corriente requerida por el actuador, lo cual es indeseable. Por tal motivo, las posiciones singulares
se deben evitar al maximo. Ahora, obteniendo el determinante de la matriz Jacobiana de
cinematica inversa:

det[JH]=(x101($51+$7P563)608§9 9)(*7; 10{17 5T 0 9260 §0 )2(17 16? T cgd )éé‘g 5@ )9
(17104 (x54+177z?564) 8450 9) (x 10(‘7; T 60 ()460 §0 )(:L’ 1&63 T cR )b‘é‘g s )
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Para obtener las raices de det[Je] nos podemos dar cuenta que, por restricciones fisicas del

robot, los términos (xa. +x7ic5ﬁ) jamas podran ser cero, por lo que los Unicos términos que

pueden ser cero son c8,,s6,. De esta forma igualando a cero cada una de las expresiones
anteriores se tiene que:

cG,, =0 cuando G, =9C°, 270, 450,...
s6,, =0 cuando G, =0°, 180, 360,...

Lo anterior permite darnos cuenta que, si en cualquier cadena, al menos uno de los dos dngulos
anteriores alcanza una de los valores mencionados, el robot se encontrard en una posicidn
singular. Se puede ver graficamente en la Figura 2.2 y Figura 2.6 que esto sucedera cuando los
vectores 1y, y 1y, se alineen.

2.7.4.2. Andlisis de Singularidades de Cinematica Directa

En este tipo de singularidades se dice que el robot gana un grado de libertad (Tsai, 1999), lo
cual produce que el robot pierda rigidez y por consecuencia el mecanismo reduzca su capacidad
de carga. Debido a que el calculo del determinante es complicado, se determinard por inspeccién
solo una de las singularidades de cinematica directa.

Del algebra lineal se sabe que con al menos dos columnas o renglones iguales de una matriz su
determinante es cero. Por inspeccion se puede ver que las columnas 4y 6 de la matriz J, son

iguales cuando kg y kJyson iguales, se puede ver de las definiciones de kJ y k5, (Anteriormente

presentadas), que esto se cumple cuando fes igual a cero. Por lo tanto, el robot estard en una
posicidn singular de cinematica directa en cualquier momento que el dngulo 8 = 0.

2.7.5. Matriz Jacobiana de Velocidad para 0,
A partir de la ec. (2.86):

0 0 0 0_,0 0 0
vy, H, TG Vg =, TU TV
Sustituyendo los elementos de las ecs. (2.87):
0 0 0 0 0 0_,.0 0. 0 0
Q) Xy + QY X1 +Q g Xrg' =0+ Q X3 +Q Xr g
Agrupando:
0 0 0 0 o__0 0 0 0
Q. x(rzu +""6¢)+Q o XTg =0, tQ, x(rlS +"'13)
. .. . . e . 0 0 . .
Con el fin de eliminar los términos 8,;, 8, que aparecen en Q,; y Qg y dejar la ec. anterior solo

en términos de ggl., se haré el producto punto por 5 en ambos lados de la ecuacién (Tsai, 1999):
3 @l x (g +r)) 52 (@5 xrd) = s o+ i 0@, x (r 2+ r )
Ahora sustituyendo los elementos de las ecs. (2.88) y (2.89):
3o 0(8ug% % (rg +78)) + 35 T{(605% + G4is + 05 %) xr ) = 5 50,4
3o O (wks + 61y + ghty) x (rfy + 7))
3o 08 xrd) = 35 T+ 58 C((wk§+ Gify+ gh ) x (r 3+ 7 2)
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Factorizando:
3o 08 xr8) = 35 o+ 5wk S+ Bify+ g &) x (r s+ )
6,56 0(rd % 32) = 35 o+ gkd{(r +73) x3) +

. (2.94)
‘97;108 [(("'1% + 7'105) x .7'?4) +
(ﬂ"log [(("'1% + ""105) x jg)
Renombrando en la ec. (2.94):
Gdor i} = ja 0 + ko ] + Ois (9] + gk 1) (2.95)

Donde:
u; = "'9? sz?i
' = (nd + ) % 5
Escribiendo la ec. (2.95) seis veces, una para cada 7=1, 2, 3 4 5 6, obtenemos seis ecuaciones
escalares, las cuales se pueden ordenar de la sig. forma:
J§' =J,0 (2.96)

Siendo J, Jdy las matrices Jacobianas de cinematica directa e inversa respectivamente, ademas:
¢=[). . 6.9
@’:[@917 6i Bz Gon Oon gggT
Finalmente de forma matricial se tiene:
Ja ko) igldy ko
o kol i, k3,
rio R K% 55 K,
Jas ko, i, ki, l//
Jis kolbs gl kib's|| @
s ko @ i@ ki @

o

<
~

o i

N =

ol w

QOOOOO

o~

o O O O O

co%' co%' f% co%' co%' co%'

(o))

2.7.5.1. Andlisis de Singularidades de Cinematica Inversa

La importancia de tener en cuenta las posiciones singulares se comenté anteriormente, por tal
motivo se procederd a encontrar dichas posiciones. Ahora, obteniendo el determinante de Ila
matriz Jacobiana de cinemdtica inversa:
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dEt[J;]=$101(656166919681_856§6 g)x 10{65 &P P 50 8 lz’c 16§5 e s8 =59 s@ )s
L104 (656466’945‘981_55&?& 9)3: 10(65 60 s0 150 0 Lég 16635 cd s@ 550 s )

Para obtener las raices de det[J'g] nos podemos dar cuenta que, por restricciones fisicas del
robot, los términos ¢d,;,c8,s6, sera simepre cero debido a que J;, solo toma los valores de 90° y
270°, de esta forma los términos en los que nos enfocaremos son sJ,s6,. De esta forma,
igualando a cero cada una de las expresiones anteriores se tiene que:

s, =0 cuando g, =0°, 180, 360,...

Lo anterior permite darnos cuenta que, si en cualquier cadena, el angulo 8, alcanza uno de los
valores mencionados, el robot se encontrara en una posicién singular. Cabe mencionar que se
obtuvo este mismo resultado en el andlisis de singularidades de cinemética inversa del angulo &,, .

2.7.5.2. Andlisis de Singularidades de Cinematica Directa
Al igual que en el andlisis de cinematica directa del angulo 8,, se presenta el mismo caso con
las columnas 4 y 6 de la matriz J; .Por tal motivo, se tiene que el robot estard en una posicién

singular de cinematica directa en cualquier momento que el angulo 8 = 0. Por otro lado, el tercer
término del vector ji es siempre cero, tal como se muestra en su definicién

Ja =[—053¢35ﬁ —¢0,50,4, €0,c0;-50,50,, O] . Finalmente, se tiene que el determinante de la
matriz J, es simpre cero al tener una columna de ceros, esto nos indica que si se quisiera hacer el

angulo 6, el angulo actuado, no se tendria rigidez en el robot y no podrian alcanzarse todas las
posiciones deseadas.



Capitulo 3

Analisis Dinamico Formulacion

Newton-Euler

3.1. Introducciéon

En este capitulo se presenta la formulacién Newton-Euler para el andlisis dindmico del robot
manipulador Hexa. Dicha formulacién incorpora todas las fuerzas actuando sobre los eslabones.
Por lo tanto, las ecuaciones dindmicas resultantes incluyen: las fuerzas de restriccidon entre dos
eslabones adyacentes; las fuerzas activas, como son el peso y los torques debidos a los actuadores
y las fuerzas inerciales, que sirven para seleccionar los motores. Las fuerzas de restriccidon son
utiles para el dimensionamiento de eslabones y seleccidon de elementos mecanicos, tales como:
rodamientos, pernos, tornillos, etc; durante la etapa de disefio.

El método consiste en el calculo adelantado de las velocidades y aceleraciones de cada eslabén,
seguido por el cdlculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta. Para el desarrollo de
este andlisis se emplean matrices de rotacién basicas que nos permiten representar la rotacién de
un cuerpo en el espacio. Ya que la rotacidn es un giro en el espacio de tres grados de libertad, un
conjunto de tres parametros independientes son suficientes para describir la orientaciéon de un
cuerpo en el espacio (Flores, 2006).

Al igual que en la analisis cinematico, se realizara solo el estudio de una cadena cinematica,
debido a la simetria que existe entre ellas.

43
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3.2. Dinamica del Robot Hexa

Para el analisis del robot hexa se toman los siguientes cuerpos:

i

Cuerpo 1

Cuerpo 23

AV

Cuerpo 31

-

q

Plato
movil

Carga

Figura 3.1. Cuerpos del robot

Las siguientes matrices de rotacidn, nos representan rotacion alrededor de los ejes z, y, 2z

respectivamente:

1 0 0 c8 0 s6, cd -s8 0
R,(6)=|0 c6, -s0.|, Rs(6)=| 0 1 0|  R,(6)=[s6, cb, O
0 s8 cO, -s8 0 c6, 0 0 1
Y las matrices antisimétricas, que se utilizan para definir el producto cruz y equivalena S=rx:
00 O 0 0y 0 -2
S.(z)=|0 0 -z|, S,(y)={ 0 0 0 S.(2)=|z 0
0z O -y 0 0 0 O
0 -z y
S (x, Y, z) =z 0 -z
-y x O

3.2.1. Analisis del Cuerpo 1,
El problema general del andlisis dindmico formulacién Newton-Euler se encuentra detallado en el

siguiente trabajo (Flores, 2006), la Figura 3.2 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpol, :
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Figura 3.2. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i

3.2.1.1. Ecuaciones Dinamicas
Tomando la suma de fuerzas que actdan en el cuerpo 1, tenemos:
E'+F'+F/ =0 (3.1)
Donde:
F'=T+Q;'W,
Elf =Fy; _QéiFlz (3.2)
I _ T
‘FZ'I.i _[FGJ.i7MO4i]
Ademas definiendo los elementos del torsor de fuerza inercial:
— 4
Fpy; =—myagy

M04¢ :_(Jalz'a?)ilz +wgi3i X(megl)+7‘cﬁf x(m 10'041)) .

Se hace notar que las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) estan definidas en la base local (%, j,, k4 )-
La matriz J,; es la matriz de inercias del cuerpo 1, que se encuentra definida en el centro de

gravedad respecto a una base paralela a la base local (4,,, j,,k, ) y se define como:

Jlizz _Jlizy _Jlizz
JGli = _le'yz J]zyy _J_‘n'yz
_Jlizz _Jlizy Jlizz



46 3. Formulaciéon Newton-Euler

Ademas:
T=[0,0.0Q7,,, §"
W, =[0,0,-m, 4,0 0 ¢’
Fyy <[ Foys Foys Fopo M 0, 0.M o, ]

T
Flz [ 1207 12/7’F12i)O)MlgiiMl2i

._| R 0
@ pl

m m

Por otro lado se define:

Entonces se tiene:

4i

0 |:S42R41 j|
4i Rgzl

® {Sg‘jR“’ R“’}

Las matrices de rotacion antes definidas son:

R, = ze( ) ( ) 25(494)
=Rz6(5u+53z) ( 4z)

R =(RS) =R, (6,) R..(5,+3,)
=R.(-6,)R, ( (5 +05))

Rgzlsze(del)

También:
Sgizs(xcmycwzax)
Sq =8.1(zs)
Donde S, ySg estan definidas en la base local (4,,J, k,) Ademas las matrices

4i 4i

.. 4 . . 4 _ T 4i _ T
antisimeétricas 02 Pgis estdn asociadas a los vectores rG’li' _[J;Gﬂ’yGM’ zG]i] , "'4i —[fl?si,o,q

respectivamente.

3.2.1.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1,)

El objetivo del planteamiento de ecuaciones cinematicas, es definir las velocidades y
aceleraciones que aparecen en las ecs. (3.3), tales como: aj,, 0. y W.,. Dicho proceso se
realizard en cada uno de los cuerpos.

Utilizando la representacion vectorial se tiene:

0 _ 0,0
Tou =Ty TToy (3.4)
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Figura 3.3. Centro de gravedad del cuerpo 1;

Con el fin de obtener la aceleraciéon del centro de gravedad del cuerpo 1 y con base en la

figura anterior, se tiene la siguiente ecuacidn de posicion definida en la base inercial:
Donde:

0, =Ror
Tow = [33611" yYaus %o Jz"]
Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.4) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
vgli ="’1%+"’ng :vg]i’ (3.5)
= Woy X751
Donde 'ug =0, ya que es un vector de magnitud y orientaciéon constante. Ademas el vector de
velocidad angular inercial mgli para el cuerpo 1 se define como:
o, =R, o (3.6)
El vector de velocidad angular local en la base (%, j,;,k, ) para el cuerpo 1, se define como:
Wi =0, j5 =0, j:=0,[0.10" (37)
La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1, se obtiene al derivar respecto al tiempo la
ec. (3.5):
a‘gli =agu'
(3.8)

— O 0 0 0 0
=0y X7 + Wy x(w()]i x"'Gx')

Donde el vector de aceleracién angular inercial (3,,, j,,k, ) @5, parael cuerpol, se define como:

agy =Ry aff (3.9)

4i P - . . .
Donde ;' estd definida en la base local (4,7, k4 )
4i_p Bi_pg 4
ay =6, jx =64 Js
Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones a2, 00, Y W),,

definidas en la base inercial, por lo que, a continuacion, se proyectaran en la base local con la
ayuda de matrices de rotacién. Para ), :
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0 0 4
Wy, =R, 0y
o (3.10)
('0011' _wu
Para al,,
0 0 4
Qo =R, Oy
A (311
Aoy = Ay,
Para vgli :
4 _ p4i_ 0
Voy, =Ry 05y
— p4i ( 0 0
= Wy xrcy')
4i, 0 4 0 (3.12)
=Ry Wy, X Ry 1y
Paraag,, :
4 _ p4 0
acy; =Ry agy
— p4i 0 0 0 0 0
= (aou XMy +w01zx(w01x"'cr))
— p4iq0 XR4¢0+R4 oxR4 OxR“ 0 (3'13)
=Ry, X Ry'15 0Wp3 0 Wy 1 XL T 1
=ay xrd, + oy x(wf xry )
3.2.2. Analisis del Cuerpo 2;
La Figura 3.4 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2, :
Figura 3.4. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i
3.2.2.1. Ecuaciones Dinamicas
Tomando la suma de fuerzas que actian en el cuerpo 2,, tenemos:
A R I
FZi +F22‘ +F2i_0 (3'14)
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Donde:
Fz? = gin
E) =F, _Qgina (3.15)
Fzé :[Fazn Mo&]T
Ademas definiendo los elementos del torsor de fuerza inercial:
Fp =-myad,
Mye = (JGZZGOZZ +woz ( e zwgz)"'rcaz' x(m 20'(? 2))

Se hace notar que las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16) estan definidas en la base local
%, Je., ke ) La matriz J.,, es la matriz de inercias del cuerpo 2 que se encuentra definida en la
6i s Jeis Ka G2i i

(3.16)

base local (4, js, ks ) Y Se define como:

J2izz _JZizy _JZizz
JG 2i = _JZi'y;t JZiy'y _J 2yz
_J2izz _J2izy JZizz

Ademas:
VVZi =[O; 0 My9, 0Q qT
Fyy=[Fpy Fuy Fop M 55, 0.M 5 ]

Por otro lado se tiene:

Las matrices de rotacidon antes definidas son:

R6 Rze( )Rz6(53) ( ) z6(56)
R (0,+8:) R.5(64) B.o(J6)

(RS)" =R.o(-0s) R.s(-6.) R.o(~(6,+53)

Rgi

También:
Sy =8 ($G2i)yG2i)zGZi)
Sq =8., (xﬁ)
Donde S’ y Sg' estan definidas en la base local (%, jg , ks )} Ademas la matrices antisimétricas

] i . . i T ; T .
8¢, 8, estan asociadas a los vectores 7oy, =[mG2i,yG22,,sz] , Ty =[x7i,0,0] ,respectivamente.
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3.2.2.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 2;)

El objetivo del planteamiento de ecuaciones cinematicas, es definir las velocidades vy
aceleraciones que aparecen en las ecs. (3.16), tales como: al,, aJ, y),. Utilizando la
representacién vectorial se tiene:

Figura 3.5. Centro de gravedad del cuerpo 2;

Con el fin de obtener la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 2, y con base en la
figura anterior, se tiene la siguiente ecuacidn de posicion definida en la base inercial:

7'65)22' :"”JS +'I"4?- +""Goz' (3.17)
Donde:
72 =Rir!
"'c?zz" =Rg¢rc&éi'
T =[x51,7 0, q
"'c%z" = [37022" yYaors %a z’]
Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.17) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
ngi =UJS' +Ugi +'UGOZ' =Ug +UGOZ’
:wOOli xr‘g +°°32z x""cozz' (3.18)
Donde vfi =0, ya que es un vector de magnitud y orientaciéon constante. Ademas el vector de

velocidad angular inercial oooozl. para el cuerpo 2, se define como:

0o _,0 0
wOZi _wli +('02i

0 4

— i 0 ,.8 (3.19)
=R, w; +Ry w,

El vector de velocidad angular local en la base (%, jg, kg ) para el cuerpo 2,, se define como:

o =6, il =6, i¥=6,[1,04" (3.20)

Ademas:

Ry =R.q(0:) R.o(5) R.o(64) R. o(96) B. 64)
6 (0% 05) R.s(6:) R.o(95) B. .(6)
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La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2, se obtiene al derivar respecto al tiempo la
ec. (3.18):

0 _ 0, 0
Qg =0y F0;,

(3.21)
=0l X1y + 0 x(wgy xrf)"'aooz X1y +w002x(w002x7"002)
. . . 0 . .
Donde el vector de aceleracion angular inercial a,,, para el cuerpo 2, se define como:
0 0 0 0 0
Opg; =0y +0 5 + 0y, X W,
' (3.22)

=R, 0y +Ry 05+ Ry @} xR w3
Donde af esté definida en la base local (%;, jg, kg ) :
ai’; :é&: 7';: :é& igi
Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones ag,., 03, Y &),
definidas en la base inercial, por lo que, a continuacién, se proyectaran en la base local
(455 Jois ks ) con la ayuda de matrices de rotacién. Para wy,, :
Wy =Ro W)
=Y (R) i +BS )
= R + BRI
=R+

Donde RS =W} =wj, ya que la matriz de rotacién y la velocidad angular tienen el mismo

(3.23)

eje de giro. Ademas:

Para agZi:
a® =R°q°
02i o Uo2i
=R (RS @ +RY @ +R) wi xR w) -
— DB di 6 o8 6 ,.4 6 ,.8 ’
LY alz +R&' a2i+R4 wl st 0)2
— DB gl 8 6 , .4 g
=R, a; +a, +R; w; x w,
Paravgzl.:
08 = R%°
G2i o Vg2
=RS (00d, 1+, xr.%, ) (3.25)

i 6i 6 6
=Wy X7y T Wy X7y
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Paraag,, :
G2i*
6 — p6i 0
ey =Ry'agy

_ pbi [0 04 40 0 0 0 0 0 0 0
- (aoux"'zu +w0]ix(w01 X'r4)+(10 2% 2 TWy 2x((,oo 2 %Tg e)) (3.26)
— y6i 5, B0y B 6 5,6 6 6 6 6 6
=0y X7y 0y x(wO]i XTy )+ao PR zx(wO 2%T 2)

Donde los vectores de posicién, velocidad y aceleracién definidos en la base (%, j, ks ) son,
respectivamente:

6i _ o6i_ 4
T, =R;T,

6i 6i, 0
Wy, =Ry Wy,
" Zi (;]l 4 6 , 4 (3.27)
=R,R, w; =R, W,

6 — D6 4
aOli_R4i a]i

3.2.3. Analisis del Cuerpo 3,

La Figura 3.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3, :

Figura 3.6. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

3.2.3.1. Ecuaciones Dinamicas

Tomando la suma de fuerzas que actuan en el cuerpo 3,, tenemos:

F/+F[+F,=0 (3.28)
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Donde:
Fs? = giW&'
Faf =F,; _Q?;FSM (3.29)
Fsé :[FG3i7M09i]T
Ademas, definiendo los elementos del torsor de fuerza inercial:
Foy = m3za’03z
Mg, =_(J03ia03i +wgia X(Jcawga)"'rcgs' x(m 30'(? 8))

Se hace notar que las ecuaciones (3.28), (3.29) y (3.30) estan definidas en la base local
(%9, 3o kg )- La matriz J ., es la matriz de inercias del cuerpo 3, que se encuentra definida en la

(3.30)

base local (4, jo, kg ) Y e define como:
J3izz _JSizy _J3izz
JG3i = _J?yi'yz J3iyy _JCiyz
_J3izz _J?ﬂ'zy J3izz
Ademas:

W =[O 0,-m39,Q0Q qT
F;Pl _|:F3pm?F3pq/“F3pZZ70 O O:I

{SR Ré”}
9i 91; 0
1&{53541%% R}
Las matrices de rotacién antes definidas son:
Ry =R, (5')R (53) ( )R26( e) ( 8) 25(879)
R (0,+3;)R.5(64) R.s(95) B. .(65) R. {6 )
(B) =R.s(~0.) B..(~85) R.o(-0.) . {0 ) R. {~(6,+5 )

Por otro lado se tiene:

Rgi

9?; =R (‘911;') R, 4(‘912) R, 6(‘913)
R} = (ngéi)T =R, (_‘913) R, 4(_‘912) R, 6(_6 ].zl)

También:
Sgi :S(xG&)yG&'JzG&')
Sf;' =5, (xl()')
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Donde SJ vy §).estdn definidas en la base local (4,,Jq,kq ) Ademés la matrices
e e g 9; 9 / . 9 T 9 _ T
antisimétricas S;', S;;, estan asociadas a los vectores 1, —[azcai,yw,zw] , Ty —[$1m707q ,

respectivamente.

3.2.3.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del Centro de Gravedad del Cuerpo 3;)

El objetivo del planteamiento de ecuaciones cinematicas, es definir las velocidades vy
aceleraciones que aparecen en las ecs. (3.30), tales como: ajy, Qo y W) ,. Utilizando la
representacién vectorial se tiene:

Tai

TG3i
bi
Te3i

Figura 3.7. Centro de gravedad del cuerpo 3;

Con el fin de obtener la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 3, y con base en la
figura anterior, se tiene la siguiente ecuacidn de Posicion definida en la base inercial:

r&i ='r1? +'r43 +r§+'r‘G°3. (3.31)
Donde:
10 =ROrS
TGOSi' = Rgirc?gi'
TG? = [zw 0, O]

9% _
Tasr = [xG3i' yYaars 2a 3’]

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.31)se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 _. 0, 0, .0, 0 _ 0, 0, 0
Ugg =y TV, TV TU0q =V, TVUg U, 5
0 0 0 0 0 0 (3'32)
=Wy, X1y T Wy X7 + W, g X7y
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Donde 'ufi =0, ya que es un vector de magnitud y orientaciéon constante. Ademas el vector de

velocidad angular inercial ), para el cuerpo 3; se define como:

0 0 0 0
Wy, =W, +W,, +W,
03 = 2 3 (3.33)

=R, oy +Rg 0, +Rg wj

El vector de velocidad angular local en la base (4, jo;, k4 ) para el cuerpo 3,, se define como:
9% _ /) 8i_p 9% _7 T
W5 =0y j =6s ja =04[0,1 (3.34)
La aceleracidn del centro de gravedad del cuerpo 3, se obtiene al derivar respecto al tiempo la
ec. (3.32):
agay; :aé(l)i +a((3)vl +a(?3:'
=gy X7, + W x(wg:h‘ er) 0y X7+ Wy, x(woozxrec) + (3.35)
0 0 0 0 0
Qs X Tz T Wa X(woaz XTq 3')
Donde el vector de aceleracién angular inercial a2, para el cuerpo3; se define como:

00, =09 +03 +3 + 09X +(0) + @)X}
=R af +R0 a% +RC a3 +wxw )+ +wYx (3.36)
Donde aj esté definida en la base local (%, jo;, kg ) :
o3 :égi Ja :ég,; je
Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones agawqg:% ngal

definidas en la base inercial, por lo que, a continuacién, se proyectaran en la base local
(t;, Joi» kg ) con la ayuda de matrices de rotacion. Para @y, :

9 _ pY%,.0

wOSi_RO wOSi
=R} (R, o + R} o} + ] )
— P9 4i 9 8i 9
_R4i W, +R&' W, W,
=+ e}

(3.37)

Donde:
R‘jii =R, (5&') Rz4(98) R, 5(‘99)
R} =R.(~6,)R.,(~6;) R.4(-05)

Rggz'i =R (‘995)
R89ii =R q (_891')

Para aly,:



56 3. Formulaciéon Newton-Euler

9% _ pY%~0
a()Bi_RO a()3i

=Ry (R af +R2 a3+ B o +ixwd (w0 Yxw )

=RZ ot +RE of ad+wixed (0] 0l

Para vg&:
,UgiSi :Rgi'uc? 3
Ry (008]1 X7y +0082L- XT£+00£3 x"'co3')
= w?;li X7y +wgizz XTg + wga erga,
Para agsi:

% _ p% 0
agy =Ryag,

— 19 [0 04,40 0 0 0 04 oy 0 0
= l(GOEX""@'+woxx(w01xr4)+aozxr6+wo 2x(w0 zx""ﬁ()"'

0 0 0 0 0
s XTgar TWya x(woa XTq 3))

- - 9 .9 9 9. ,.9 9
=0y X1y, +w0]ix(w01ixr4 )+a02x7'6 +tw, 2x(w0 2XT

9 9i i i 9
Qs XT3 T Wy x(woa' xTGSi’)
Donde los vectores de posicidn definidos en la base (4, jg;, kg ) sON:
9 — %, 4
Ty =Ly Ty,
9 _ 9%, 6
Toi = RgTy
Los vectores de velocidad angular definidos en la base (%, jo;, kg ) son:
9 _ p9%,0
W _Ro Wy
— p% po 4 _ 9 4
=R R, wy =R, w;
9 _ p9%,.0
w02i _RO w02z'
— DY 0 4 0 8\_p9 4 9 8
- ( 4¢%+R& wz)_Rzz W, +R8 W,

Los vectores de aceleracién angular definidos en la base (%, jo,, kg ) son:

Ay =Ro'apy
=RJR i =R} a!
05, =Ry0g,
=R (R; aj +R; a3 +R{ 0{xR; 0}

— DY pdi % ~8 9 .4 9 ,.8
=R, 0 *Ry a,+R, w; xR; W,

3.2.4. Analisis del Plato Moévil y Carga

Las Figura 3.8 muestra el diagrama de cuerpo libre del Plato Mévil:

9
6

)+

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Figura 3.8. Diagramas de cuerpo libre del plato mévil y la carga

3.2.4.1. Ecuaciones Dinamicas
Tomando la suma de fuerzas que actuan en el plato mdvil, tenemos:

F'+F'+F =0 (3.44)
Donde:

F'=Q} F+Q;W.+Q, W,
6

F[=} QLF;, (3.45)
=1

T
EII :|:FGP’ MOF]
Ademsds, definiendo los elementos del torsor de fuerza inercial:
=— (mpa,gp +mca,§c)
M, =M,+M, (3.46)
Mp =~ (JGpagp +(.ng X(JGpwgp) +er17' x(mpagp ))
Mc == (JGcagc + wgc X (Jch)gc) + ’ré']c' X (mca’gc))

Se hace notar que las ecuaciones (3.44), (3.45) y (3.46) estan definidas en la base local
(i,,4,,k,). La matriz J, yJ, son las matrices de inercia del plato mévil y de la carga

respectivamente, y se encuentran definidas en la base local (ip, jp,kp) y se definen como:

Jpzz _Jpzy _Jpzz chz _chy _chz
J Gp = _quz pry _prz JGc = _quz Jﬁyy _JCUZ
_Jpzz _Jpzy Jpzz _chz _chy chz

Ademas:
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W,=[0,0-m,0,0 00
W,=[0,0-m,9,0 0 4"
F=[F, F,F. MM, M./

3pz_|: 3pai ) Spyw szwo 07 O:|

Donde W,y W, son los torsores de peso del plato movil y la carga (cuerpo irregular) que

soportara el robot, asi como, F es el torsor al cual sera sometido el plato mévil al trasladar la
carga de un lugar a otro. Por otro lado se tiene:

, | B0 .| RS0
QO,E - P P P QO’C - p p p
SO,eRO RO SO,CRO RO

Qé’,p{ . 0} %{ R "}
So,Bs R SRl Rl
Las matrices de rotacion antes definidas son:

R)=R,;(W)R..(6)R.(9)

R =(R)) =R (-0 R..(-6) R.o(-4)

R =R (95+0y)
R}y =(R;1;?i)T =R, (_(515 +511))
También:
S5, =S(x(,,yp,zp)
5. =8 (20: Yoo 26.)
52, =8 (26 Ve 26,)
Sk =R.q(9, ) S.1(-21) R o(05)*R. {0 +51ﬂ) (- )R (0 .37 )
=R ( 171) ( an16) ( 17)+Rz 6( (515+5u7))5z (_33 IA)RZ gd 15H0 a)
R (_5171') (Szl(_xlﬁ) +R, e(_dls) S (_xm) R, (515)) R, 5(517)

Donde Sy, S5, Sg, ¥ 513 estan definidas en la base local (4, j,,k, ) Ademds las matrices

. . 4. . . T
antisimétricas  Sg,, Sp,, 5,y S;; estdn asociadas a los vectores 1’ =[z,,y,,2] ,

T T
P = 22— P .
o —[mGC,yGC,zGC] 2 Toy —[:EGp,pr,sz] y 75, respectivamente.

3.2.4.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del Centro de Gravedad del Plato Movil y Carga)
El objetivo del planteamiento de ecuaciones cinematicas, es definir las velocidades y

aceleraciones que aparecen en las ecs. (3.46), tales como: ag,, O, , @Y, @, Op, Y O,

Utilizando la representacion vectorial se tiene:
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Figura 3.9. Centro de gravedad del plato mévil y la carga

Con el fin de obtener la aceleracién del centro de gravedad del plato mévil y con base en Ila
figura anterior, se tiene la siguiente ecuacidn de posicion definida en la base inercial:

0o __0 0
e, =T, T4, (3.47)
Donde:

o_ T

) _[xp’yp’zp]

0 — pO0_p
Toy =R, T3,

v T
er' _I:J:Gp')pr') sz']

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.47) se obtiene la velocidad del centro de gravedad del
plato movil:
0 0 0
Vo, =0, TV,
wome (3.48)
:vp +Q)Op Xer,

Donde:
..o LT
1)2 :[xp,yp,zp] (3.49)

. . . . 0 s .
Ademas, el vector de velocidad angular inercial @, del plato movil se define como:
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0o _,0 0 0
0, =W, +0, +0),

= +R2wE+ Row® (3.50)
_wz// RleH 19(041;
Los vectores de velocidad angular locales son:
W) = k§ k=00
Wy =6 g iy=[104" (3.51)
: T
(.0;,9 =p 199 11992[0’ 0’ ]]

La aceleracion del centro de gravedad del plato mévil se obtiene al derivar respecto al tiempo
la ec. (3.48):

0 _ 0,0
Gc, =0, +a’Gp'

(3.52)
— 0 0 0 0 0 0
_ap +a0p X'er, +Q)Op X(Q)OP erp')
Donde:
0l . .77
a, —[xp,yp,zp] (3.53)
Ademas, el vector de aceleracién angular inercial GO@ del plato movil se define como:
qu :a; +qg+q;’+w£xwg°+(m;+w€0)xwwo
(3.54)

=y, + R0 + R0, + 0, X wy+ (wu,°+ w;)xw;
Donde las matrices de rotacién anteriores son:
Ry =R.()
Ry =R, (‘/l) R, (0)
Los vectores de aceleracién angular locales son:
o, =g ky
ar=6 il
a:{[pg =¢ l;)
Ahora, con el fin de obtener la aceleracién del centro de gravedad de la carga, se tiene la siguiente
ecuacién de lazo definida en la base inercial:
T =T 1 (3.55)
Donde:
70 =R,
Tow = [ch' »Yae s zcc']T

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.55) se obtiene la velocidad del centro de gravedad de la
carga:
0 0 0
ch =v +ch'
e o (3.56)
:Up +w0<‘, xTGc’

El vector de velocidad angular inercial ), de la carga se define como:
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O —,0
o, =, (3.57)
La aceleracion del centro de gravedad del plato mévil se obtiene al derivar respecto al tiempo la
ec. (3.56):

0 —_0 0
aGc _ap +aGc'

=0%4+0° x7° +° x(n° x7° (3.58)
_ap aOc TG(I' w()c ('o()(: TGC'
El vector de aceleracion angular inercial agc del plato moévil se define como:
0 40
Oo. =0, (3.59)

Hasta este momento se han encontrado las velocidades y aceleraciones a,gp, Ggp, wgp,
agc, agc yoogc definidas en la base inercial, por lo que, a continuacidn, se proyectaran en la base
local (4,,3j,,k,) con la ayuda de matrices de rotacién. Para mgp:
wj, =Rjwy),
=R; (a) + Ry} + Rigo)
= R + Ry} + Rigo)

(3.60)

Donde:
R'=R,(6)R. (9
RfB =R26 (_w) Rz (_6)
R;Q =Rz6 (w)
R =R (_¢)
Para GOOP:
op, = R0,
=R} (aj, + R0 + R+ 0 X )+ (w¥,°+w;)><w¢,‘) (3.61)
= RI0S, + RI,05+ RI0 2+ o), x o) +(w5, +wg)xw;
Para 'vgp :

v, = Rgvg,
=R (v?+0), x5, (3.62)

— pp,0 D
_ROvp +wgperp'

0
Paraag,:
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al, =Riag,

=R} (a2 +af, xng, +o), x(a), xr)) (3.63)

—pr,0 P p p
=Rja, +05, X157, Q) X(wgp Xerv)

0.
Parawv,:
vh, = Riv,
Ge Ge
—nr(,0 0 0
=R! (vp +6l, erc,) (3.64)
— pp,,0 ] P
_R()vp+wgcxr6'c'
0.
Paraa,:

a;, =Rjag,
=Ry (a +af, xrf. +, x(00), xr2 ) (3.65)

— pr,0 p p p
_ROap +a0(zxr ' +wgcx(wgcerc')

3.2.5. Solucion del Método Newton-Euler

El andlisis dindamico que se desarrolld en los subcapitulos anteriores, como se menciond en la
introduccion del presente capitulo, tiene como fin; encontrar los torques necesarios para
desplazar al efector final y su carga de un punto inicial a un punto final, a través de la trayectoria
descrita en el apéndice B; asi como las fuerzas de reaccién en las juntas del robot.

Se tiene que cada cadena cinematica consta de 3 cuerpos: cuerpo 1;, cuerpo 2;, cuerpo 3;. Para
cada cuerpo se pueden escribir 6 ecuaciones escalares dinamicas: 3 ecuaciones de suma de
fuerzas y 3 ecuaciones de suma de momentos. Por lo tanto, para cada cadena cinematica se tienen
18 ecuaciones escalares. Finalmente, el sistema total consta de 6 cadenas mas el efector final, lo
cual produce 114 ecuaciones escalares dinamicas. Por otra parte, el nimero de incégnitas en el
sistema esta asociado a las juntas cinematicas.

Una cadena consta de:
1 Junta Rotacional— Uniendo la base y el cuerpo 1,
1 Junta Rotacional — Uniendo el cuerpo 1, y el cuerpo 2,
1 Junta Rotacional — Uniendo el cuerpo 2, y el cuerpo 3,

1 Junta Esférica— Uniendo el cuerpo 3, y el plato mdvil

Si la junta rotacional proporciona 5 incdgnitas de reacciéon a calcular y la junta esférica
proporciona 3 incégnitas de reaccion, se tienen para cadena entonces:

3 Juntas Rotacionales =15 incégnitas

1 Junta Esférica=3 incdgnitas

Total=18 incdégnitas

Por lo tanto, para las 6 cadenas se tienen 108 incdgnitas. Tomando en cuenta que los grados de
libertad del robot hexa son 6, se requieren entonces 6 torques, 7 ., T, 5, T3 L3 Uoss Toyer

m m m. m
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asociados a los angulos 6, 6,, 6,, 8,, 8,, 8, respectivamente, que son necesarios para

desplazar y orientar el efector final. En definitiva se tiene un total de 114 incdgnitas, lo que hace
compatible el sistema de 114 ecuaciones x 114 incdgnitas. Para la solucién de este método se
empled el software Mathematica v 5.0, con el cual se obtuvo la solucién para condiciones estaticas
y dindmicas. Ademas, se uso el software Solid Edge, con el cual, después de modelar cada una de
las piezas del robot, se obtuvieron los momentos de inercia de cada uno de los cuerpos.

Para el cuerpo 1; se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:
m,; =0.159437Kg

r4, =[0.137887436 0 [ m

0.000012 0 0
J..=| 0 0.004466 0 | Kgln?
0 0 0.00446

Para el cuerpo 2; se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:

m,, =0.008 Kg
r5.=[0.01806 0 § m
0.092x 10° 0 0
Ty = 0 3.486x 10° 0 | Kgmn?
0 0 347% 10°

Para el cuerpo 3; se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:
m,, =0.144355K¢g
roy =[0.316002151 0 0 0001284P5m

0.000004 0 - 0000011
Jow=| 0 0.018668 0 | Kgln?
-0.000011 O 0 01867

Para el plato movil se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:

m, =0.771888 Kg
r2 =[0, 0, -0.010079736 m

0.001237 0 0
Jg, = 0 0.001237 0 Kglin?
0 0 0.00221

Para la carga se tienen las siguientes caracteristicas fisicas:
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m,=0.9 Kg
r2 =[0, 0, -0.02Q" m
2(0.001237 0 0
J,, = 0 2(0.00123Y 0 Kgli?®
0 0 2(0Q 002213

Dicha carga representa un cuerpo que es transportado por el robot y la cual permanece fija
respecto al efector final del mismo.

Para F setiene:

M

er?) " eyl ez’ ex?

F=[00000(

F=[F,F,F MM

El punto de accién del torsor F es:

"'(5@:[0; 0, qT m

Dicho torsor estara formado por las fuerzas y/o momentos que se presentarian si el robot
tuviera en su efector final una herramienta (taladro, fresa, punzador, etc.) o simplemente se
presentara un obstaculo el cual le impida su movimiento.

En la Figura 3.10 se muestra la grafica de torques obtenida para el andlisis estatico,
correspondiente a la trayectoria trazada en el Apéndice B, con las siguientes designaciones:

s T
2
L Trs
£ -
< IR oo R
o I
T 0 -
@
=
(=]
S e
& -2
g
-4

0 1 2 3 4 5
t(s)
Figura 3.10 Gréfica de torques estaticos (Newton-Euler)
En la Figura 3.11 se muestra la grafica de torques obtenida para el andlisis dinamico,
correspondiente a la trayectoria trazada en el Apéndice B, con las siguientes designaciones:
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4

T-Dinamico Newton(N.m)

0 1 2 3 4
t(s)
Figura 3.11 Gréfica de torques dinamicos (Newton-Euler)






Capitulo 4

Analisis Dinamico Formulacion

Euler-Lagrange

4.1. Introducciéon

La dindmica del Robot Hexa es considerada nuevamente dentro de este capitulo, donde, al
igual que en el capitulo anterior, se desea determinar los torques aplicados por los actuadores en
los eslabones de entrada para que el efector final alcance una trayectoria dada.

A diferencia del método de Newton-Euler, el método de Euler-Lagrange no contiene en sus
ecuaciones todas las fuerzas de restriccidon entre eslabones, obteniéndose asi ecuaciones de una
forma cerrada. El método de Lagrange, en otras palabras, formula ecuaciones de movimiento
usando un conjunto de coordenadas generalizadas (Spong, y otros, 1989). Esto permite eliminar
todas o algunas de las fuerzas de restriccion y permite manejar desplazamientos lineales como
angulares con un solo tipo de coordenadas.

Con el entendimiento de la dindmica del manipulador, es posible disefiar un controlador con
mejores caracteristicas de ejecucidn que las realizadas con los tipicos encontrados usando
métodos heuristicos después de que ha sido construido el manipulador.

La funcién Lagrangiana es definida como la diferencia entre la energia cinética y energia
potencial de un sistema mecdanico como:

L=K-U (4.1)
Donde K es la energia cinética definida como:
K=1 (m’uTv+coTIco) (4.2)
Y la energia potencial como:
U=-mg'r, (4.3)

La energia cinética depende de la localizacion y la velocidad de los eslabones del manipulador,
mientras la energia potencial depende Unicamente de la localizacion de los eslabones. La ecuacidn
de Lagrange de movimiento es formulada en términos de la funcidn Lagrangiana como:

67
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d|{oL) 0L
— | = |-===0, 4.4
o )ar=e o

El término Q]. es conocido como fuerzas generalizadas y se obtendra a partir de expresiones,

que involucren los torques y coordenadas generalizadas. Cabe mencionar que no se consideran
elementos disipativos debido a que e el disefio mecdnico del robot se pretende colocar
rodamientos, los cuales reducen los efectos disipativos en la ecuacion.

4.2. Velocidad de Centros de Gravedad y Velocidad
Angular

Se puede ver que en la ec. (4.2) aparece la velocidad de centro de gravedad vy la velocidad
angular de cada cuerpo. Dichas velocidades fueron calculadas en el analisis dinamico de Newton-
Euler y serdn utilizadas en el presente capitulo.

Figura 4.1. Vectores de centros de gravedad

Los vectores que se muestran en la Figura 4.1. Vectores de centros de gravedad que se encuentran
definidos en la base inercial, son:

""Golz' = "'J? + "'GOJZ”

"'c(:)zz' = 7'1? + "'43 + "'Goz'

Tog =Ty +T4 76 +1.05
TG('JP = ,,.pO + TGE;'

0o __0 0
TGC _’rp +ch'
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En las secciones 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 y 3.2.4 se muestra como se construyd cada uno de los
vectores anteriores.

4.2.1. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 1i
De la ec. (3.12) se tiene:
Vi, = Wy X1y
A partir de la ec. (3.10):
Wy, =05 =6, iy
"'c?ii' = [xcu' yYous %a ]i']
Sustituyendo en la ecuacién anterior:
vey = (G 54 )xr
= (]il XT‘;L.) 0,
Ahora haciendo cambio de variable:
Vg :klz'94i (4.5)
Donde:
ky = o X1 (4.6)
De la ec. (2.40):
. 1 _ ) _ . .
o, =7 (VZixp +Va'yp +V4izp +Vs¢ +V69+V7i¢)

1
Renombrando:

6, =k, ¢ (4.7)
Donde:
1
k., =7[v2i,v&,vﬁ,va,v6,vl]
1 (4.8)
. . . . - N T
‘I:[%;Z/p;zp;l//;e;¢]
Sustituyendo la ec. (4.7) en la ec. (4.5) con el fin de poner a esta ultima en funcién de las
coordenadas generalizadas se tiene:

vi, =k, (k3 4)

= (kuk3) 4
Renombrando:
véiii =M, q (4.9)
Donde:
M, =k.k, (4.10)

4.2.2. Velocidad Angular del Cuerpo 1i

De la ec. (3.10) se tiene:
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Wiy, =6y Ja

Sustituyendo (4.7) en la ec. anterior:
W, =546, = i (K5 4)
=(diks) 4

Renombrando:

Wy =M, ¢ (4.11)
Donde:

M, =j.k; (4.12)

4.2.3. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 2i
De la ec. (3.25) se tiene:
Ugizi :wgi]i Xrg +°~)g 2 XTGGZ’
Donde a partir de las ecs. (3.23), (3.27) y (3.20) se tienen respectivamente los vectores de
velocidad angular:

6 _ p6i 4
wOlz'_RM w]i

6i — p6i_ 4
6i 6i, \4i 6, .8 T = RaTa
w()zZ' _R4iw]i +R& 002

4 _ T

T _[xsm';O:q

o =| I
Taoi =\ L2 Yaars %aor

RA?ZZ = Rz (_5&)

— pbi, G 6i
= RS0+

o), :981' ig
Sustituyendo los términos de velocidad angular anteriores en la ecuacién (3.25) y simplificando:
veo =(RY @i )< Riry +(Riw] +w)xr.?,
=B (0, jixri)+(RS (0, 53)+ 05 i%)xn’,
=R (6, jaxrd)+(6, 55 +6, )%,
=Ry, (4 xry') b,
Donde ]fj = —igi. Haciendo un cambio de variable se tiene:

vgiZi = k?n'g.zu (4.13)

Donde:
ky = RS (g2 i) (4.14)

Sustituyendo la ec. (4.7) en la ec. (4.13) con el fin de poner a esta ultima en funcion de las
coordenadas generalizadas se tiene:

Vo =y (kg ‘.7)
=(kyk3) 4
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Finalmente renombrando:
Voo =My, g (4.15)
Donde:
M, =k,k, (4.16)
3.2.4. Velocidad Angular del Cuerpo 2i
De la ec. (3.23) se tiene
Why; = Ry +00;
Ahora con el fin de obtener los términos @] y w5, se tiene de la ec. (3.10):
AT
Se sabe de la ec. (4.11) que:
Wy, =M,
De la ec. (3.20):
W} =g, 9&'
Ahora de la ec. (2.46):
8, =Vi (B, + B, + Bt + B+ E 6+ E )
8i
Renombrando:
8, =k, ¢ (4.17)
Donde:
ks =i[EE,E2i,E3,E4,E5,EG] (4.18)
Ve
Sustituyendo la ec. (4.17) en la ecuacidn (3.20):
o =ig (K 4)
=(igks) 4
Haciendo cambio de variable:
W =M,q (4.19)
Donde:
M, =igks (4.20)
Sustituyendo las ecs. (4.11) y (4.19) en (3.23) y simplificando:
Why, =Ry (M) + Mg
=(RiM, + M. )4
Renombrando:
Wy = Mg (4.21)
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Donde:
M, =R{M,+M, (4.22)

3.2.5. Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 3i
De la ec. (3.39):

Ugisi =wglz xrj +wgz xr: +0053 X"'Gga'
Donde a partir de las ecs. (3.42) y (3.37):

Wy =Ry 0y +Rg @

Why =Rj @ +Ry 05 +00;

% _ p9%_ 4
T, =R,y

% _ p9_ 6
s, = Rg Ty

6i _

Tsi —[xmo;q

% _
Tasi _[$G3¢' »Yazrs ?a 3’]

R; =R, (_‘995) R, (_‘9&) R, e(_de)
R; =R, (_‘995) R, (_‘9&)
Rgz =R (_‘995)
Sustituyendo los términos de velocidad angular anteriores en la ecuacidn (3.39) y simplificando:
ves =(RY wf)xrf +(R] @ +R{ @3)xri+(R{ wi+R {0 i+ e Yxr,%
=R X(rd 418+ )+ RS @3X(r +rf) v xn
= R X(r +ny )+ RS @05 xrfh, e

Donde, de las ecs. (3.7), (3.20) y (3.34) se tienen los términos de velocidad angular:

W =6, ji
0032 :981' igi
W} =6y jo

Ahora sustituyendo los términos de velocidad angular en la ecuacidn anterior y simplificando:
vl =RE (78 0u)%(r} +nfs) + R (8 65)xnia+ (43 0. )xn%
:(Rjiijj; X(rg +TGQ§<I’)) 94: + (Rgig xrcga') 98+(j gxrcga) 99
Renombrando:
Vo =k 0, + b0y +k 0, (4.23)
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Donde:
ks =Ry jy X(T'Zi +rGgi3’)
ks, = R34S <15, (4.24)
k; :jgz‘i xrcg’é,

Ahora de la ec. (2.51):

6 =_(E L +E&:yp +E9izp +E1a4//+E119+E12¢)

7i%p
16¢

Renombrando:
By, =kaq (4.25)
Donde:

1
ks, :V_[Eh"ESWEQHElG’ElUE12] (4.26)

16i

Ahora sustituyendo las ecs. (4.7), (4.17) y (4.25) en (4.23) con el fin de poner a esta ultima en
funcidn de las coordenadas generalizadas se tiene:

Vg =kskad+ kekad+k kg
= (ko5 + Kokl +kokG) 4
Por ultimo, renombrando:
Vow =Med (4.27)
Donde:
M, =kyky, + koky +k kg (4.28)

3.2.6. Velocidad Angular del Cuerpo 3i
De la ec. (3.37):
Whs =Ry 05 + Ry @5 +@3
Ahora con el fin de obtener solo el término ¥, ya que los términos ;' y ;. se calcularon
anteriormente, se tiene de la ec. (3.34):

W = j5,0a

Sustituyendo la ec. (4.25) en la ec. anterior se tiene:
W5 = B
=(45 k3)d

Haciendo cambio de variable:

W, =M,q (4.29)
Donde:

M, =3 kg (4.30)
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Finalmente sustituyendo las ecs. (4.11), (4.19) y (4.29) en (3.37) y simplificando, se tiene:
Wy =Ry Wy + Ry W5 +0;
=R, M,q+Rg M,4+M.g
=(RY M, +RY M, +M,)¢
Renombrando:
W5 = Mg (4.31)
Donde:
M, =R} M,+R M,+M, (4.32)

3.2.7. Velocidad de Centro de Gravedad del Plato Moévil
De la ec. (3.62):
v, = Rjv, +aY, X1,
Donde, de las ecs. (3.60) y (3.49), se tienen los vectores de velocidad angular y lineal
respectivamente:

of, = RS, + R+ Rigol?

o_r. . .77
v, _I:J’.p’ yp7zp:|

RI=R(-¢)R.,(-O)R..(-¥)
T
ré]p' = [wGp’ pr ’ sz]
Sustituyendo la ec. (3.60) y agrupando:
vp, = Ryv) +(Ryw) + RI@*+ Rygo) <,
vgp =Rgv2 +ngz?/ xré]p' +RJ;[.]80);SXTC];[)' +R§@;9xr£p'
Donde, de las ecs. (3.51), se tienen los vectores locales de velocidad angular:
W), = ky
wy' =6 ijg
W, =@k
‘RfS =Rz5 (_¢) Rz4 (_6)
Rlp9 :Rz6 (_40)
Ahora sustituyendo los términos de velocidad angular de las ecs. (3.51) en la ecuacién anterior
y simplificando:

P — pPp,0 D430 P P 318 .0 P 319, .0

v, = Rov, + Ryw), X1, + Ri, X15, + Rig0, "1,

P — pp,0 P 0 P p [ +18/ P 19 p
Vg _Ro"’p +R, ( ko‘/l)x""cp' +R18( 2 )x"bp' +tk19§”)x""cp'
g =Rgv°+(Rpk°><'r'p )¢I+(Rp 1oX T )9+@19x7~p )¢
cp p 00 * Ty 1818” Ty 19" ey
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Renombrando:
V5, = Rov, +kdp+k, f+k (4.33)
Donde:
k,=R’k] X7
ko :Rfsillssxrcpp' (4.34)
ky; :kigx"bpp'
Ahora poniendo en funcién de las coordenadas generalizadas a la ec. (4.33) se tiene:
vt =R ko ko Ky d
Renombrando:
vy, =Myg (4.35)
Donde:

M, :[Rg, ko, k1o kl:l]

" (4.36)
¢=[v0..6,9)

3.2.8. Velocidad Angular del Plato Mévil
De la ec. (3.60):
&, = R, + R+ Rigoy
Ahora sustituyendo los términos de velocidad angular de las ecs. (3.51) en la ecuacién anterior:
o, = Ry + Rl + Rigl®
W, =(Rs k) +(Rl, i33) 6+kip

Renombrando:
o, =kt +k Dtk g (4.37)
Donde:
k,=R! kJ
k=Rl it (4.38)
k., =k

Finalmente poniendo en funcidn de las coordenadas generalizadas:
o), =|0,0,0,k,, k. k.|q
Op [ ‘ k12 13 V14 (4.39)
mgp =M10q

Donde:
M,,=[0,0,0,k,, k., k]

, (4.40)
0=[0,0,4
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3.2.9. Velocidad de Centro de Gravedad de la Carga
De la ec. (3.64):

U5, =R§v§ +ay, X1,
Donde, de la ec. (3.57) se tiene el vector de velocidad angular:
o), =Ry, + Ry + )
Tow = [xGC »Yaes ZGC]T
Sustituyendo la ec. de velocidad angular anterior en la ec. (3.64) y agrupando:
vf, = Rbvp +(RE) + RIwp+wy) <1y,
VG, = R§vy + R{Q), X1, + RIfo0y" X1, + @, X,
Ahora sustituyendo los términos de velocidad angular y simplificando:
vp, = Ryvp + RY ( k)< + Rig i30)xrl, + (ki) <72,
Ve, =R§’02 +(ng8x7'cpc' )w+(R187‘18erc ) ‘9+@19XTGC ) @

Renombrando:
=R+ ) +k, O+ K p (4.41)
Donde:
k. =Rpkgxré’{,
ks = Rigig ¥l (4.42)
by =k X1

Ahora poniendo en funcién de las coordenadas generalizadas a la ec. (4.41) se tiene:
Ve, =R([J)'UO +k +kleg+ﬁn¢
Vg, = [Rg ks ke k 17:|

Renombrando:
vo, =M,.q (4.43)

Donde:

M, =[ R} ki ko k1) (4.44)

4.2.10. Velocidad angular de la carga

Debido a que la carga va fija al plato movil, se tiene que la velocidad angular de la carga es igual
a la del plato movil, esto es, de la ec. (3.60):

wp, =), =M,,q (4.45)
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4.3. Funcién Lagrangiana

Aplicando la ec. (4.1) al Robot Hexa, se consigue de manera general la siguiente expresion:

L:i[i (KM—UM)J+LP+LC
=1 k:

=1
1= numero de la cadena
k= numero de cuerpos en la cadena ¢
Expandiendo los términos del primer paréntesis:
6
L:z ((Kli _Uli)+(K2i _U2z)+(K3 _Ua))+(Kp _Up)"'(KC _Uc)
=1
6

L= (L, +Ly+Ly)+L,+L,

=1

Donde L, =K, U, :

L
I

<8

——

N\T T . .
4 4 4 4 r,.0
my, (,UGli) UG]i+(wOI) J01w01)+m19 Te1

NT \T . A
6i 6i 6i G 7,0
My, (Uczi) Ucz"'(woz) Jazwoz)+ng e 2

Ry
I

=

———

I~ NI NP

N\T o T A .
9i 9i 9 9 T 0
My, (UG&') Ucai"'(woa) Jcswoz)"'mag 7o s

S
I

——

T T
P P T,.0
m, (UGP) Ve * (wgp) JGP('OSP) +tm,g T,

~
I

o

iy
I
NI N
—_——

—_—

m (02" g +(w) Toh ) +mg et
Donde g=[0,0-9.8]".

4.3.1. Desarrollo del Primer Término de la Ecuaciéon de Lagrange

Desarrollando el Término i G_L
dt aq].

A partir de la ec. (4.4)
d|(oL| oL
S el Bt}
dt\dq, ) dq,
Desarrollando el primer término de la ecuacién anterior a partir de la ec. (4.47):
oL _& (oL, 0L, 0L, )| OL, dL
== B et Ll
0¢, =\0¢, 0¢; 0q; ) 0g; 9q;
Para j=12 3 4 5 € donde:
0=, @ =1, 0> =%,

4= ;=6 4=

J

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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L,
Desarrollando h

g;
Tomando cada subtérmino de la ec. (4.48):
0L, 0 (1 PRV \T . .
_.hz_.[_ (mlz (vé’lz') vé]i +(w3lli) J01w31)+mlgTrG4lj (4.49)
0q, 04¢;\2

Sustituyendo ecs. (4.9), (4.11) en ec. (4.49) y agrupando:

oL, 1 0 T 4 \T .
a_qlllzia_ql(mh ('Uglz) vé]i-i—(wél]i) JGJiw:I)
10 AT . AT .
:__.(mli (Ml’t Q) M, q+(MZ Q) JoM, Q)
204,
10 . L .
=39, (mod” (MIM,)q+q" (M3TM ;) 4)
10 . .
:Ea_q'].(qT (mliMJ:gMﬁ +M§JG:EM2)q)
9L 19 (4rN4)
. . 1
dq, 20q,
Efectuando la derivada:
.T .
O 22198y jug'n, 24 (4.50)
dq, 2{0g, 04,
Donde la matriz N,; es de 6X6:
Ny, =m,M;M +M;J, M, (4.51)
Desarrollando %
6qj
Se tiene:
oL, 0 (1 RV T . .
a_qj_a_q](z(mzz ('ngi) Uc6:2z+(wgzi) chwgz)"'ngT""cazJ (4.52)
Sustituyendo las ecs. (4.15), (4.21) en ec. (4.52) y agrupando:
oL, _1 0 \T . T .
aq]- 26(}]. (mzz( 3 Q) 3 q ( 5Q) G2 EQ)
_1 6 T T . - T T :
_Ea_qj(mziq (M&Ma)q+q (MEJG2M5)q)
10 . .
"33 (¢" (maMiM,+MLI M ) d)
aLZZ :Ei(qTN q)
. . 2i
d¢, 2494,
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Efectuando la derivada:
.T .
0o 2190y gaq'w, 20 (453
dq, 2\ 9q, 04,
Donde la matriz N, es de 6x6:
N, =m,MiM, +MLJ, M, (4.54)
Desarrollando %
9q,
Se tiene:
0L, 0 (1 AT T . .
_.&:_.(_(m&' (”Zai) ”33"’((*)(9;3) Jcawga)-"magTTGgsj (4.55)
dq, 0q¢;\2
Sustituyendo las ecs. (4.27), (4.31) en ec. (4.55) y agrupando:
0L, 1 0 AT . . .
a_q.jzza_q.j(mm (M&'Q) Mezq+(M&Q)fp JGaMSQ)
10 . L .
=50 (Mt (MiMa)a+d (Moo )4
10 y. .
"33 (¢" (mo MEMy+M3T, M) d)
9Ly :li(qTN q)
. . 3i
dq, 20q,
Efectuando la derivada:
T .
%_;(ag Nyg+q' Ny a—?J (4.56)
aq]. 2 aq]. 0 ;
Donde la matriz N, es de 6x6:
Ny=maM M +MyJ, .M, (4.57)
Desarrollando —~
9¢,
Se tiene:
oL 0 (1 T T
aq: :6_%(5 (mp ('ng) 'ng +(wgp) JGpwgp)+mpgTTG1]pj (4.58)

Sustituyendo las ecs. (4.35), (4.39) en ec. (4.58) y agrupando:

oL
a_qj:%ai(jj(mp (MQQ)T ng+(M10‘j)T JGle(gD]
=20 (g (MIM)d+d" (ML, M) d)

294,
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10 . .
== (¢" (m, M M+ M, M .0) )
204,
oL, :li(qT 4q)
dg, 20q;
Efectuando la derivada:
T .
a—Lf’=1(aq. N4q+qTN4a—?J (4.59)
dq, 2\ 9q, 94,
Donde la matriz N, es de 6X6:
N,=m My My+M;J, M, (4.60)
Desarrollando aLf
9q,
Se tiene:
oL, _ 0 1( D\, »\T , ) T j
—e=__ | Z +(, J, |+ 4 4.61
an aq] (2 mc (ch) ch ( Oc) Ge™M0c mcg ch ( )
Sustituyendo las ecs. (4.43), (4.45) en ec. (4.61) y agrupando:
oL, _1 0 T : T .
aq]- _Ea_qj(mp (MHQ) M1ﬂ+(M1cg) JGleél):
10 . L .
=33 (™4 (M) a+d" (M1o. M o
10 4. .
=Ea_(jj(qT (mchTan"'Mf Gcho) Q)
9L -1 9 (47 wy)
dq, 20g,
Efectuando la derivada:
.T .
O 2% Ngegn, 22 (4.62)
dq, 2| 0¢, 04,
Donde la matriz Ny es de 6x6:
Ny=m M M, +MJ, M, (4.63)
aq"

Al evaluar el término

— , dependerd que valor tome j, de tal manera que se tienen los
j

siguientes resultados para diferente valor del iterador j. De esta forma, para:
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J=1
ag" _ 0 S
aq.l _a_ll: 1 Yps p7¢/767¢:|_aj; |: 3 Yps p;w76¢:|
p
aq"
=110
26, [L00QQ ¢
j=2
a¢" o . . . I w»
a—qz—a_q.z[%;yp;zp;l//;5;¢]—£[$p;ypazp;¢’;5;@
p
04
Z-mlaooq
Jj=3
a¢" o0 . . . e T2 »
a_q:s_a_%[wp;yp7zp7¢/767¢:|_g[xp;yp;zp;[ﬂ;H;(”J
p
0
~-=[001009¢
3
j=4
a¢" _ 0 o )
a_%_a_%[ p;yp; p;‘/’;‘g 40] al//|: p;yp;zp;‘//;‘g;qa]
0
5 clooa10d
4
J=5
ag" _ 0 0
i 'Yy ;l//;0<0 'Yy ;l//;a¢
aqsa[ppp :Iag[ppp :I
dq"
—=(00001
2| ¢
j=6
a¢" _a 0
= 6, 6,
aq.e aq6|: prp; p}l//; ¢] a¢|: p;yp7 p7¢/7 ¢:|
aq"
—=/0,0000Q
0q; [ l
Por lo tanto, se hace notar que al derivar el término :_q respecto al tiempo se tiene:
9;

d|0q -0
dt 04,
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Ahora, tomando la ecuacién (4.48) y derivando respecto al tiempo se tiene:

d(oL)_d i oL, 0L, 0L, | 0L, 9L (4.64)
dt\ g, ) dt\“F\0¢, 0¢, 9q, ) 9q, g, '

J

El desarrollo de la derivada con respecto al tiempo de cada elemento se muestra a continuacion:

Desarrollando i %
aq],

Derivando la ec. (4.50) y agrupando se tiene:

d(oL,|_d|1(aq" , .. . 0
o, i == q Nliq+qTN1i_.q
dt\ 0q; ) dt{2{ 0g, 94,

-T .T . .T . .
L0000 dd Ay 00, N, 00
2\ 0q;, dt 9q; dt dt 9q, dt 0g,

__(6q N.q L9¢" Ni+§'N, 9q i'N, an

2| 0¢, aq] dqj Y9g
Tenemos las siguientes identidades:

o 9G)_ . _(0d" o).

q [Nli a—?J =¢"A=4"¢ {ai' N; J q (4.65)
9; 9

. g |_.. ._[04" .

g [Nli a—?] =¢'B=B"§ {ai' Ny J g (4.66)
9; 9;

Sustituyendo en la ec. anterior:

d | 0L, aq le aq Nq+0q NTq+a N
dt aq 2| 0g, 04, 0q. 9q;

J

104 (M, +N7)§ +—16i(N +N7) ¢
26q 20q.

J J

194" L 10g" oy,
==——(2N,)g+=——(2N,,
zaq-.( u)d 2aq‘j( 1)
d | 0L, 6q N, +6q N
dt\ 94, | 9g, oq,

Donde N, es simétrica, es decir N, =N, , comprobando lo anterior:

N, :muM£M1 +M§J01M2

Ny =(m,MIM,) +(MLT,,M,)
_mliMhMM+M§ngM2
le =muM1:£MJi+M§JG1M2 =N,



4. Formulacion Euler-Lagrange 83

Al cumplirse que J,;; =J§1i , se comprueba que la matriz N; es simétrica. Finalmente:

d| 0L, |_
dt[ai] Dy,G+ V4 (4.67)
Donde:
D :EN
1 . 1
/ j_q; (4.68)
Vl@j:anNh
J
Ademas:

Nli =my (Mng +M§M1)+(MT2JG M+ M, ﬂ.M 72)
M, =k +ik,
M, =jiks +jaks

_ 4T
= Jaiks,

k,; ]41 xTG]z
kL =7[v2i,v3i,vﬁ,v5,v5,vl]

1

k1 ]41 xTG]z +-74z x"'cl
:]41' x(wou x"'c:lz")
—di [ diy i
= Jai X(HM Jai x""GJz")
d

ky, = = ks,

Donde ]jj =0, ya que no cambia magnitud ni orientacion.

Desarrollando — %
dt| 9¢;

Derivando la ec. (4.53) y agrupando se tiene:

104" 104

2 af;] (¥, 12 ) 2aqq] (V> +1¥2)a
_0¢" . 0¢"
aq ZL aq NZL
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Finalmente:
d | 0L, . .
— L =D, Gg+V,, 4.69
dt [ aq7 \] Zz]q 22]q ( )
Donde:
0q"
DZZ‘]' :ainZi
! (4.70)
_0q"
VZz‘j _a_qui
J
Ademas:

M, =k;k,
M, =ik,
M, =RiM,+M,

ky =R (i xry)

k;. =Vi[Eﬁ,EZ,E3,E4,E5,E6]

8i

NZi =My (MgMa +M§Ma)+(M€JG M+ M, eM 5)
My, =kyky, +ksk

My =R;M,+M,
M, =ik,

ky =Ry (i xry)
1

kZ; :V_[EM;EZ;E:{}EAHES’ES]
8i

Ril = Rz (_5&)

Donde Rff =0, ya que el dngulo 9, es constante.
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Desarrollando — %
dt\ 0g;

Derivando la ec. (4.56) y agrupando se tiene:

d|{0Ly,|_d|1(aq" ,, .. . 04
%5 =72 L N,g+d' Ny
t{ 9q, ) dt|2{9q, 9q;

16‘1 T 1aqT : T
N, +N N.+N.,
294, ( 3 31) 20, ( 3 3)‘1
aq 'N32 +aq N3zq
aq]. aq]
Finalmente:
d (0L, . .
B i T P PR v 4.71
dt(aq']} W™ Vel @7
Donde:
T
D3z’j :aLNai
0qg.
! (4.72)
\ aq"
V3z’j a_.Naz'
q;
Ademas:

NSi =My (MgMa +M£M6)+(M€JG Mg+ MJ, BIMB)

Mg, =ksky + kokly +k ok}
M, =R M,+R) M,+M_.
M, =53 K
Desarrollando las derivadas de las matrices M ;:
M, =k ky +koky +E ok’ +k k' +E k5 +k £
M, =R} M,+R) M,+R} M ,+R} M ,+M ,
=RS (jiky)+RS M,+Ry (iSk',)+R3 M ,+M ,
=(RS i) K5 +RY M, +(RS &) ki + Ry M+ M
M, =k kL ko kh +E kL +E K +E kL E K
M, =53 kL +52 kL
wogzxagz)kT +jg ke

RZL Wy +Ry wz"'wa)x.?g)kT +54 kT

(RS 6, &+ RS 6, i5)xjd) ki +3s K,

(
=((
(RS wi +RY w0} )xjd) ks +48 K
(
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Donde:

ks, = Ri'i Ja x("'ji + "'Ggia')
ke, =R; igf x"'ngé'
ky = o XToa
ksi :V_[Eh)E Ey ElQ’ElI’EIQ]
16i
R} =R, (_ggi) Rz4(_98) R, e(_da)
R; =R, (_‘99i) R, (_93)
Ry =R (-6,)
Desarrollando las derivadas de los vectores k,, :
k5i :(RZZJ ) ("'Az +7'Ga)+R4;.74 ( +1;, 3)
:(ijj‘h) (""4z +7'Ga)+R4.74 ('Uc?a)
=(R2;j4z) ("'zu +TG3)+R4.74 (k594+ kags"'k 799)

ko = BYig X(r0y )+ B35 (i)
=R x(r%y )+ RYi (RS wf +RY @i+ w)xr.%)
b = BYiE x(ry )+ RYigx((RS (52 0.)+Re (i50)+(5 2 6.9)xn.")
Ky, =Jo XT5y + g X5y
=((R ot + RS @B)x3)xrndy +3 (s xn%)
=((R2 o +BE @3)xj2)xnt+isx((RE 0f+RE witwxr)
=((R2 6, 5+ RS 6, i8)xg2)xrty+idx((RE 6, 55 +RE 6%+5 0 Jxr.%y)

2= (k)

Se hace notar que 1, ' es paralelo a zg

Ahora, con el fin de obtener los términos del tipo R,r de manera vectorial, se sabe que la

velocidad de un vector que solo cambia de direccidn, se escribe matricialmente de la siguiente
manera:

v=Wr

Donde W es la matriz de velocidad. Tal que:
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0 -0,
W=RR"=|w 0 -,
w, o 0

Por lo tanto de forma general se tiene:
v=W r=RR"r=wxr
Donde W es el vector axial de la matriz antisimétrica W . Tomando en cuenta lo anterior, de
forma particular para obtener el término R ji se tiene:
Ugg = .Z;jjz‘i
=R 135
=RIRS (RSY)
=W (R:.33)
Vs =00?;2 xRifjif
Donde se ha utilizado la sig. nomenclatura (.OZ ; velocidad angular de la base j vista desde i y
proyectada en k. De tal forma que:
i da =Woy ¥ R34 s (4.73)
Con el fin de obtener el vector @y, se tiene de la ec. (3.37):

9 _ 9 i 9
wOSi _wli +w2i, +w3ﬁ

La derivada de la matriz de rotacién Rj, no toma en cuenta el movimiento del cuerpo 1i , ya
que solo contiene derivadas de los dngulos O, 6, y 8,, por lo tanto reescribiendo la ec.
anterior:

9i _ 9 _ 9 _ 9 9
w49i_w03i w}i _w2+w3
En la ecuacién anterior se muestra la velocidad j,, de la base 9i vista desde la base 4i y

proyectada en la base 9i, con el fin de que esta sea vista desde la base 9i, se aplica la propiedad
de la velocidad angular (McGill, y otros, 1991), ax, =—w5, - Tal que:

/- O 9
Wy, =00, — W5
Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

9 _ _pY. 8 9
Oy, =~ Ry w5 ~W;

—_pYig 8 9 (4.74)
=—Rg Oyig —64354
Ahora, para obtener el término Rj iy , procedemos de manera similar:
Rjig =3y XRyig (4.75)

Con el fin de obtener el vector @, se tiene de la ec. (3.37):

9 _ .9 9i 9
w()3i _wh' +w271 +w3¢
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La derivada de la matriz de rotacién R, no toma en cuenta el movimiento de los cuerpos 1y 2i,
ya que solo contiene derivada del angulo 8, , por lo tanto reescribiendo la ec. anterior:
CURRIR ) 9 9,9
g =W ~ Wy —W; =Wy
La velocidad (02; , €s la velocidad de la base 9i vista desde la base 8 y proyectada en la base 9i,

con el fin de que esta sea vista desde la base 9i, se aplica @, =—Wy, . Tal que:

wggi =_w§f
Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:
O = o
e 2 (4.76)
==, Jo
Reescribiendo k;, k; y M, tomando en cuenta las ecs. (4.73) y (4.75) :
k5i :(wgiu xRifji?)x(r? +TGQ3')+RijX(k 5‘94"' k bﬂB+k 27‘919)
o = (xRS )y +RESx((RY (52 6.+ RS (i56.+(3 5 6.9)xn
M, =(RS 52K+ RS M, + (RS )KL+ RE M, + M,
=(wd), xR 54 ) k5 +RE M, +(03 xRy ) K+ R M +M
oL
Desarrollando 4%
dt| 9q;
Derivando la ec. (4.59) y agrupando se tiene:
oL 77 ;
i[—.p}i{i (ai. Ng+i'N, ﬁj}
dt| dq;, | dt{2{ 0q, 04,
104" . 104" [y
=———|N,+N,)g+-——|N,+N
20(;]-( N za'].( N
.T .T
=20 N+l g
9; 9;
Finalmente:
d (L, o
—|=21=D,§+V,, 4.77
dt (6{1]} wAT el @77
Donde:
aq"
D4]‘ :_.N4
¢,
(4.78)
_0g" &
V,. = N,
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Ademas:
N, =m,MgMq+MJ M,

N, =m, (Mg Mo+ MM ) +(M'J o, M o+ M, M )

M, =[ R ko by ko
M,,=[0,0,0,ky,, k5 k]

M, = [Rg; ko Ko kl:l:|
MlO = [07 0,0, k127 k137 k 14]

R =R (_(”) R, (_0) R ¢ (_w)
R=R (‘40) R, (_‘9
R ,=R (_(”)
Ré& =R (_l/l)
R, =R.,(-6)R.¢(-¢)
R;=R, (‘40)
. _0R,(-9) . o OR,(-6)
R’lB_ aw Rz4( 6)¢+Rz6( ¢) aH 6
5P — aRzG (_40)
R = 00

Derivando los vectores k, :
. — PPLO s P P10 ¢ P

ks = Rk, X1, + Rok o X7,
— pr1.0 P 71,0 P
=Roky %15, +R0k0x(wgp x"'Gp')
— P20 P 11,0 e . »
=Ryk, X Ty +Rokox((kly’+klﬁ+k1¢)x"'cp')

. _ pp .18 118 .18, .

ki, _R][.)8Z18xré]p' +R1g 7% Té)p' + R ¢ ré)p'
— pp 18 P P 18, .0, 18 P p 18 P
=Rigiig %1z, + Rig (Rowz// XZIS)XTG]J' + szlsx(wgp x"'Gp')
=RLioxr? + R (@ kOxi38)xr? +R%i"x((k w+k §+k g)xr!
= Lgl1g % Ty 18 0" 01g) * gy 1418 /4 B) X7y

L —17.19 P 19, -p

k., =k X Ty +k19erp'
—{{ p19, 0 19, .18 1 » 1 p
_((Ro W, +R ;W )xklgﬁerp' +k199x(wgp erp')
—{{ p19, 0 19, .18 1 » 19 : o p
_((Ro W, +R ;W )xklgﬁerp' TR x((klzl//+kl36+klz¢)xr6'p')
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k,=RY ko+R) k3=R" k°
k :R18 "’18+R[18"’
_Rf T (le x1‘18)
ki =kio =(RSw) + Ridoy )<k i

Para obtener el término R(’)’kg , haciendo algo similar al procedimiento para obtener el término

Rj}jﬁf, se tiene:
RIkS =¥, xRbkg (4.79)
Con el fin de obtener el vector wjjo se tiene de la ec. (3.60):
La velocidad wgp, es la velocidad de la base p vista desde la base inercial y proyectada en la

base p, con el fin de que esta sea vista desde la base p, se aplica w;) :—wgp. Tal que:

Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

W, =-wy,
o T (4.80)
=~k )~k -k p
Ahora, para obtener el término R%i;5, haciendo algo similar se tiene:
ngzig plsxR1§ 1€ (4.81)
Con el fin de obtener el vector (Y, se tiene de la ec. (3.60):
), =W, +uy, + ),

La derivada de la matriz ngp, no toma en cuenta el movimiento del dngulo ¢, ya que solo
contiene derivadas de los angulos 8 y @, por lo tanto reescribiendo la ec. anterior:

wfsp =m?)p _wz[/)/
:wz +OJZ
La velocidad (A)fap, es la velocidad de la base p vista desde la base 18 y proyectada en la base
p, con el fin de que esta sea vista desde la base p, se aplica 0,5 =Yg, . Tal que:
Sustituyendo cada uno de los términos de velocidad:

W=~k O~k (4.82)

Reescribiendo k,, ky,, k15 Y k,,tomando en cuenta las ecs. (4.79) y (4.81):
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3 =(wzoxR£k8)xv~5pv +RkSx((kogp +k 4k 9)xrs, )

ko = (001 REGE) s, + R KSea' ety +RIG"5((k @ +k Gk gxrs, )

ko = (0, X RERY)

1= (016 % Ryl + R R0 %4 3]

Desarrollando i 9L,
dt aqj

Derivando la ec. (4.62) y agrupando se tiene:

104 (N +NZ) g+ 4100 (Vs+NE) g
2 6 . 2 04 ;
_0¢" aq 9 N4
aq] aq] °
Finalmente:
0L
7 (6 J—D57q+\/5] (4.83)
Donde:
g"
D, =ain5
’ (4.84)
oo_0¢" .
Vs,;‘ _a_.Ns
q;
Ademas:

Ny=m MM, + M J.M
Ny=m, (MlTan'i'M:lleJ)"'(MTlJGcM M M 1))

M, = [Rg; kis ki k 17:|
M, = [Rg; kus kro b 17]
ko = RIS,

— pp 18 »
ks = Rigiig* 15,

—1.19 D
ki, =kig %15,
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k. =RIEIXT!, + RO X2,
= Rykg <. + REkx (o, <2,
= kY xrl, + RoRSx((kogt +h .6+ @)xr. )

. — PP 8D p i18¢0 .0 p s 18¢ =P
kg = Rigiig® 1y, + Rig %15, + R &7,

— pp ;18 P P 18, \0 , - 18 P p 18 P
= Rigiig X1 + Rig (R 0 W)y, X2 18) XTge T gl X (u)gc XToe )

= Rigisxr), + Rig(0 koxitd)xrs, + Ry Sx((k @ +k G4k @)xr.)
k17 =kigx""é]c' +kigx’f‘£v
= ((Baeag + Rie) <k ) xr, + i (0, xr2.)
=((Ri% + RS <k ) ers + ki x((kusy +hof+k 1) <1 )
Reescribiendo kle y k17 tomando en cuenta las ecs. (4.79) y (4.81):

ks = (00 x RERS) <r, + RukOx((k oty +k §+k @)1, )

P

ko = (01 REGE)xrt, + Ri Koiipers, +R2& (6 @ +k Gk @xr)

4.3.2. Desarrollo del Segundo Término de la Ecuacién de Lagrange

Tomando la ec. (4.47) y aplicando la derivada parcial con respecto a la variable de coordenadas
cartesianas:

6
a_L: i(L1i+in+L3i)+aLp +aLC
dq, ‘= 0g; dq, 0g,

Desarrollando %
0q].

L, se define como:

1 PRV CNT ) '
Llizz(mli ('Ugy,) v(jy-"(wgll‘) Jclm:1)+m1gT7'001
Simplificando:

— T,0i

L =35 (0" Nad) +mug s
Donde:
N,=m,M M, +M%J, .M,
M, =k
M, =jyk
ki = o X153

1
szz =7[V2¢; V3i?V4i7V57V67V1]

L
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Derivando respecto a g¢;:

ale’ 1 a . T . 0 T 0
Y 2 Y Ne 2 ’ ’
dq, 20q, (¢"M.4) oq, (m9"75:)
:1 T% r 0Ty,
2 aq7 1i a 7
Finalmente:
oL, .,
aqt- TVnTCy (4.85)
Donde:
] _l T aNlZ
135 2 aq} (4 86)
C. = T arC?li
Lj i’ aq.
J
A su vez:
aNl' a T 6 T
dg, g, (mlz 1 Jz) dg, ( 29¢1 z)
T T
:mli —hMlz+M17; aMlz + aleJGJIMa_l_MJZ“JGlaMZL
aqj aq7 a b a ;
oM, :aﬁkg +h, akg
aq]' aq] ' aq]
oM, =ajjzi kZT +j4i akg
0 4

J

A continuacién se procedera a derivar k,, k, y ji , respecto a q; para ser utilizadas en las
ecuaciones anteriores. A lo largo del procedimiento se presentaran dos tipos de vectores k;, los
de tres y seis componentes, siendo ambos funciones de los éngulos 8,,,6,,6,. Con el fin de
obtener las derivadas parciales respecto a ¢; de los vectores de tres componentes, se hara uso de
las derivadas parciales respecto al tiempo de los mismos para posteriormente multiplicar cada

e ot . . .
lado de estas ultimas por—, tal como sigue, derivando respecto al tiempo:
9;

m

ok, _ 0k, 36, 0k, 06, ok, 06,
at 06, ot 06, dat 06, ot
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Ahora multiplicando porﬁ:
4;

(ijdt ok, 96, ot (0k, 86, 3t (dk, 36, ot
at Jag, (08, ot aq] 96, ot 0q] 36, ot )aq,

ok, _0k, 06, ok, 86, ok, 36,

dq, 06, 0q;, 06, dq, 006, Jg;
Finalmente agrupando de forma matricial:
LAY L (4.87)
dgq, dgq,

dq;, | 0g, ’ dq; ’ ¢,

J

ﬁ{% 26, %}

26, 06, 06,
aq]. ’ aq]. ’ aq].

Donde J, ,.,es una matriz de 3x3 y se obtiene factorizando los términos

Por otro lado, para obtener las derivadas parciales respecto a ¢; de los vectores de seis
componentes se hard uso de la regla de la cadena, tal como sigue:
ok =0km 06, +6km 06, +6km 006, +6k'

m m

dq, 06, dq; 06, dq, 06, 0q; OJq,
00, 0k,
=J 4 m
n,6x3 aq] aq]

I

Donde J, 45 €s una matriz de 6x3, gei es un vector de 3x1y ak—’” es un vector de 6x1 y es la
4 q;

derivada parcial del vector k, respecto a T,,9, 2, ¥, 0y @ segin corresponda para j(no

ok,
confundir con —= que es la derivada parcial completa del vector k,, respecto a q,):

dq,
J = 0k, Ok, Ok,
" 106, 06, a6,

%, [o6, 09, 98,
dq, | 9q; ’ dq, ’ dq,

J

El vector k,=jixr, estd definido en la base 4i, por lo tanto, ji=[0,1("
Y Ty =[:1:GM.,yGJZ..,zGF]T no se presentan como una funcion de 6,,. De esta forma la derivada
respecto a 6, aparenta ser cero. Sin embargo, fisicamente, cuando el robot se mueve el vector

o, va cambiando su orientacién, debido al éngulo 8, . Para poder encontrar su derivada
respecto a ¢, procedemos de la sig. manera.
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Derivando k; respecto al tiempo, se hace notar que es de tres componentes:

akl _ .741 9ai 8 4 -4;xa7'(?ii'
ot ot MY ot
J4z aréiz
4 at
- et )

akli = Ja (941'.7'3;)(7'6'4;’)

ot
. . ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por a—:
9;
(%) 2 - 2 s | 2L
0t ) 0q; ot g,
ak o 4\ 008,
Tx( g X d 4.88
aq] .74 (.7 GJZ) aq, ( )

La demostracion de la ec. (4.88) empleando matrices de rotacién se encuentra en el apéndice
E. Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:

O, _; 0,
6q]. aq].
Donde:
J,=[,,,0.0] Jua=gax(5exnss)
Para %se tiene, se hace notar que es de seis componentes:
9;
Ok, =J, 99, , Oky (4.89)
¢, dq, g,
ok
J 20,0
2i |:094L :|
Ok, _ 0
= Vot Vs Vi , Ve , Vi , V.
604Z~ 6042 [V [ 2i 3i 4 5 6 Z] J
O 2 0 [V Ve Vi Ve Ve Vil
dqj dqj Vi
24
Para obtener %, nos basaremos en la premisa de que cualquier vector asociado a algun
4

elemento del robot que no varie respecto al tiempo, tampoco presentara variacién respecto a
cualquier otra variable del robot. De esta forma se tiene:

6.742 _0
dq,

J

(4.90)
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0i
Ueit

dg;

Para obtener se parte de la ec. (3.5):

0 _,0 0
Uy = Wy XTqy

67'512' =’ xp0
at 01i Gl
=R;, 0y xRyt
a’roz A 4 i
=R, ( By da XTGAJZ")
ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por ﬁ, semejante al procedimiento
9;
realizado para obtener la ec. (4.88):
or’, 4 .\ 06,
=R (gaxrd ) 5 (4.91)
0y, 0y,
Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:
drs, _ . 08,
_J3i
¢, ¢,

Donde:

Js = |:J3i,l7 0, 0}
J3i1= Ri‘ ( jii er4Z;I£’ )

Desarrollando 9Ly
aq].

L,, se define como:

1 6 \I' 6 6 \T 6 T 0
inzz(mzz‘ ('UGZZi) 'U(;Zzz""(moz) J(;zmoz)"'ng Te 2

Simplificando:

1. .
L, =E(qTN2iq)+m2igTrG?Z
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Donde:
N, =m2¢M£Ma' +M€JG M5

M, :k3ik§
M =R25M2¢ +M,
M, =igk,

by =Ry (g xrs)
1
kfi =V_[EM)E21'JE3)E4)E5)E6]
8i
Derivando respecto a g, :

S )

J J J

1.,0N,, . 0T,
== " Wi gy g7 a2
27 0g, 0q,

J

Finalmente:
oL,

=V;,4+C,, (4.92)
J

Donde:

(4.93)

A su vez:

oM, _ 0k, KL 4k, 2o
aq]. aq]. aq].
oM., - R° oM, +6M4i
dq, dq; dq;
OM, 08 1, s OF
dq, dg, = g,

J J
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0k,
Para obtener el término —%- 3 se tiene:
q;

s = my (32 (6 g5 %))

ot
_RGz 4 4 -4?x 41)
41( 4 (at ’r4z

Donde la derivada respecto al tiempo de Ry 7.5, es el vector cero, ya que R, solo tiene un

dngulo constante J;, y 755, no cambia de magnitud ni direccion cuando el robot se mueve.

. . . ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —:

aq].
Oks _ i [ .ai 06,
3= RO (i )| 4.94
aq]- 42( (]4@ Ty )) aqj ( )
Matricialmente:
%:JMO_Q
dq. dq,

J J

Donde:

Jy = [J4¢,1: 0, O:I

J411_R61( (.74x"'4 ))

, .. 0
Para obtener el término —2-

dq,
Ok, _; 08, 0k,
0q, "0q, Og,
(4.95)
J - ak4z ak4z
Si 6941 ae&

Oky; _ [ElZ,Ezl,E E, Eq, B
6641 6942 8

6k4i: d (V [EM;E227E&7E41’E5’E5] j

26, a6,

ok, 9 (1 )
Pu-C2|-IE, E, E, E, E.E
aqj aq7 (1/82 [ 1 2i 3 4 5 6] j

62 -61

(o ]
Para obtener el término , sabemos que —2-=0, haciendo una analogia a lo realizado para

q]-
4 . .
Ja, se tiene:
67
O,

-0 4.96
2 (4.96)

J
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Lo a’rG(')Zi
Para obtener el término , se parte de la ec. (3.18):
9;
o _-,0 0 0 0
Vo =Wy XTy Wy 5 X7y
Se tiene:
or?,.
£z :('oglz "13 +('°82i X"'Gozz
ot
=R;, @} xRir +(R] o +R; @f)xr’,
a’l"o ; ~ 4 ;
Tezp (Gitxrl)

En la expresidn anterior, el término (RfZ w! +Rg wg)xrf, , es el vector cero, debido a que

R} W), Ry w) y ro,. son vectores paralelos.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —, semejante al procedimiento

9;
realizado para obtener la ec. (4.88):
or’,,. - 00,
ez =Ry (gixet) S (4.97)
dq; dq;
Matricialmente:
arg% =J %
6i
dq, ¢,

Donde:

Jei :I:Jﬁi,lf 0, 0}
Jem:Ri‘ (sz er)
Desarrollando %
q;

L, se define como:

_1 9 \7 , 9 9% \T 9 T,.0
Lsi_E(msi ('Ucaz') vGEE+(w03) Jo3Wy3|tm a9 15

Simplificando:

1. .
Ly :E (qTst'Q) +m3¢gT7'GO?¢
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Donde:

Derivando respecto a g¢;:

N, :msa'MgMa +M§JG Mg

_ T T T
M, =kk,+ kk,+k kg
— pYi 9
M,=R, M,+R; M,+M,
_ 9 LT
M, =3y kg
— DY 4 % , 9
ks =Ry, iy x("'zb‘ T 3')
D98y G
ks, = Rgig X7, 5
_ 9y 9
ki =3gg X1y

E,E

11’

1 2]

1
k; :V_[EH’E&"EQ’EIGf

16i

0L, 1 0 (.7, . 0 T 0
—Si=_ N.qg)|+— ) }
dq, 20q (q 31‘1) aq, (m3zg TG&)
:qu ON;, g+mgg" s
2 0q‘7- aq]'
Finalmente:
0Ly .\, .
a_qj_\/3ifq+c ; (4.98)
Donde:
\/' _1 -T aN3z
3ij 2 aq]
e (4.99)
r 0
Cay =mag" agj
A su vez:
ON. 0 0
#—a—q(m&M;M&)‘*T(M;JGaMB)
J J J
T T
=My, (a & M@i +M5TZ- %J"'[aM& JG:«yM& +M§JG3 aM&j
aqj aq]. aq]' 9
T T T
oM, =%k§i+k&_ Ok, , Ok Kk, ok, +%k§+kﬁ ok.
aq]- aq]- aq]' aq]‘ aqj aq]' J
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aMSi :aRsz o +RZZZ 22 48 'RSZ M Rgz aM4z +%
dq, Og, dq, Og, ¢, ¢,
9 9i
<O (jukg) ey 20y OB (e )y O, OO
g, q; 0Og, dq; Og,
aRjZ.hZ k! +RS oM, +aR§;i§f kL +RY oM, +aM7i
i 4 ]
q; dq; dq; dg, dg,

OM,, _0js .1 .o Okg
- kg Joi
dg. O0gq. dq

J J J

ok,
Para obtener el término ——2-, se obtiene la derivada de k;, respecto al tiempo:

iz(wgiuszjil) (7'4 +7'Ga)+R4.74 (ksga"' k698+k598)
(( Rgl QJQ)XR4J4) (""4 *r 3)+R4J¢1 (kb‘gzx"' k1é918+kiﬂi;
=( 6.’91'.7'3; XRifjf)X(rf +TGQ3')+Riijﬁ x(kst'gzu + k&ga +kzgg)

ok, 06, .o 06, 06, 06,
a_;:(_ ot Jo: ¥Ry j ) (7'4 +T03)+R4.74 (ks a; tkg a: +k; a;j

. L . ot , ok,
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por ——con el fin de obtener —2vy

q; aq.f
agrupando:

ks, By .o < RY i a6, 94 G, 9.4 Gy,
S| = 8 Y RY G4 '+ +R? Xk L+ R xk ——+Rj ;xk —~
ag, [ aq, Joi Ry Gy ( "'03) adi 6q‘7. Y Rl aq, aJ ﬂaq].

ks, i +4i 00, »y g, . . 6,
% =(R:iji <ks) 2 " (R2d: xks)a—(j]_*(%h Xk, +(~j xR % 3)"(7':"'7"09;3))0_; (4.100)
Acomodando de forma matricial la ec. (4.100) se tiene:
%:Jh‘ @
dq, dgq;
Donde:

I =TI 2d 75

Ty =R ks
J72=Ryga %k
J7i,3=R?é.74¢ Xk +(_.7.gi xR?;jj)x(r;’ +"'Gga)

., respecto al tiempo:
dq,
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o = (o, xRS Jeny + REiX((R2 (500.) ¥R (10.)+(3 % J)xn®)
:( _992'.7'9;) R%&)x"ba +R§i2><((R4 J 4‘9 +R g 7'5‘9 .ggiQ)ergiB)
6, 4+ 0 . «9 G,
_(_E]m Rglzssz""caz +Rgl ([RQ .74 642 +Rg .7: 69tj "'GgaJ
Multiplicando ambos lados de la ecuaciéon anterior por a—con el fin de obtener 3 by
q; q;
agrupando:
kﬁ' e -9i % - 9 -8B e - B H el
6 —| _ 9 ZZ R )(7' +R J 4Z +R 3 i+'7 9% X
aqj ( a 9 G3 4 4 8 8 aq7 2} aq7 G 3
9i 692 9 . 1
~Jo; P XR& x"'ca +R R .7 o "'Gsi' +
J
9i 9.8 -9 092 9
RBZ& C|FRgigX| Jo T XTy g
dq;
k, 6, .
_6=(R82 % (Rzk Ja x""G:i))_4+(R§ng(Ra ig X1, 8))_+
dq; dq; dq;
g (4.101)
((_.792 R%Z&)xrca +R ( gx"'cgz)) aZ
Acomodando de forma matricial la ec. (4.101) se tiene:
ok, _; 98
dg; dg,

Jg; =|:J8i,17J&,27J8,3

— D8 9 4,9
Joi1=Rgig X(Rzu 14 %75 3')
— DY ;8i 9 .8, 9
Jsiz_R'Z&'x( a ls xrcz')
9i
Jois= ( ' XRy Za)xrca +R (ng"b a)

Para obtener el término —= 3 , se obtiene la derivada de k,; respecto al tiempo:
qj

= (B 6k R 8y i)xis)xnis+i3x((RY 0.5 4 RE 6545 P Jxn’y
-((Re % giere O it st s+

ot
; ; 00, .4 . 06, 5 .o 06, ;
ool(me B gemy Sy e, |
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inli ., . t . ok
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por a—con el fin de obtener _akh y
qj q]'

agrupando:

%=l | B 0% juvme 0% i3 |xj9 s+
aq]. aq]. aq].
x| B2 2% jevmg Qoo 0% \ps,
dq, dq, dq,
—_ 9 .4 3] 9 6641 9 .8 <9 9 6981
_(((RM ]4i)x.79z)x'raa') dq. +(((Ra "'Si)x]gi)xrcai') aq, +

J

(Jg;x((Rjj jjj)xrcg;)) %541' +(j§x((R§ i:)wagg)) Zz& +

Oy

(i)

J

Sbom (e st ersts it x((R2 32w )) S

J

(((Rer az)xss e +33 x((RE i8)xn%)) Zz& + (4.102)

)
J

(i ns)) 5

J

J

Acomodando de forma matricial la ec. (4.102) se tiene:
ok, —J 00,

aq]. gia_q].
Jo, =|:J9¢,1;J91,27J9,3

J9i,1:((R?1ii jj;)xjgi)xrcgis,+jgx((}{i j:)x"bga)
JQi,Z:((Rgii igi)xjg)xrggia,+jgx((}2§ ig)x"bgg)

9 19 G
ng',s =D X(ng x""ca')
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, . Ok,
Para obtener el término —2& :

aq].
%:Jmi 08, _ Ok
dg; dq; 0g, (4.103)

7 | Ok Oky Okq
o6, 00, 06,

Ok, _ 0 [ 1 .
aei :aHM E[E”)ES“EQHE].Q’EIIJElz]
Ok, _ 0 (1 .
aezl :agBZ E[Eﬁ)E&’Egi’ElQ’EIZ.?ElZ]
Okg, _ 0 [ 1 .
aezl :aegl E[E”’ES“EQi’ElONElJz')Elz]
ok,

.0 (1 T
H:a_qj(@[EwEswEguEmrEurElz] }

J

9 4
Para obtener el término ——4J4_ .

dq;
OR, ju 08,
a“ s =T 5 (4.104)
4 4
I {0, OR.ji aRif'j:}
06, 26,
9i +6i
Para obtener el término M:
4
ORy i a0,
%:Jm 5 (4.105)
i i
IRV
J12i - 0’ 0’ RBz [
08,
A H ajgglz . . .9; .
Para obtener el término P se obtiene la derivada de j,; respecto al tiempo:
4
07 o e A
==(BY 6, gt RS 6, ig)x4s

D06, w . e 96y o). .
(R P jiemy 2t s

. - . ot . o
Multiplicando ambos lados de la ecuaciéon anterior por —con el fin de obtener Do

y
0g; dg;

agrupando:
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-97
o) g % iRy Ot |
J aq]’

dq; g,
08, , 04,
= (R ja%ja) -+ (Re dgxjg) o (4.106)
¢, dq;
Acomodando de forma matricial la ec. (4.106) se tiene:
Ojsi _y 98, (4.107)
aqj 13; aq7

Jio =[JiavJ 15 27 12 4

— DY iy s
Jl3i,1_R4i Jas*Jq

— DY By G
Jl3i,2_R& 1g XJg

JlBé,?::O
075y
Para obtener —— se parte de la ec. (3.32):
9;

0 _,0 0,,.0 0,,.0 0
Vggi = Wpy XTy T Wy 5 X7 + Wy 3 X755

agt =(Ri wf )xri+(RS @f + Ry @ )xr+(R{@{+R {05+ R g 3xr, s
(Be: b )x(rg +rg+rfs) + (RS @ )x(r i+ rfs) + (R @ g)xr. S

Oa (R 6, 52)x(r+nts) (RS 8y i2)cnts (RS 845 D)o

ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por a—:
q;
or2., .4 00, . 04, . 06,
- =(R2i.7:t)x("'4g +"'G03') = +(R§Z§ er°3,) . +(R o gxrcoa) . (4.108)
0g, dg, j 0g,
Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:
oro.. . 08,
_Jl4i Y
¢, g,

Donde:
Jya :[Jm,yJM, 2J14, ;I

— pO 4 0,0
Jii1=Rsjs x(""4 T 3’)
— D08 0
J14i,2 =Rgig X1, 5

_p0 %, 0
J14i,3_R9iJ9 X g
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q;

Lp se define como:

Simplificando:

Donde:

Derivando respecto a g¢;:

Finalmente:

Donde:

Lp :%(mp (’ng)T 'Ugvp +(wgp)T Jcpmgp)-'-mpgTr(?P

==(¢"N,4)+m,g" 75,

h
I\)ll—‘

N,=m M{M+M!J M

M, =[ Ry, ko by ooy
M,,=[0,0,0,ky, ks k1]

R =R (-9 R.,(-6) R..(-¢)

k, = RLkS %17,

kyo = Rlgo X,

k.= kig X 'r'Gp.

k,=R{ ko

ks =Rig irg

ki, =ksg

oL 0 /. . 0
L na )

J J

_1,0N, . .0

27 9, T g,

0L,

__V q+C41
¢,

’ 1 T0N4

) g,

a 0

CM:mpgT TGP

(4.109)
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A su vez:

ON,_ 0
6(]‘: 6(]7 ( MTM ) aqj (MlToJGleo)

T T
=m, oM, M, +m M oM, aMloJ M, +M10]Gp oM,
dq; dq, dq; dgq,

oM, 9 .,
== 7k ;k ;k

aqj 6q‘7- I:Ro 9s M1 11}
oM. 0
ﬁ:a_%[o,o,o,klz,kwkm

Ahora se procedera a realizar las derivadas parciales respecto a ¢, de los términos que

aparecen en las ecuaciones anteriores.
OR;
6q].

Para obtener el término

OR; _O0R; 640 OR} 06 aRp o9 (4.110)
dq. oY 0q7 06 aq.] d¢ 0q, '

J

.. Ok . . .
Para obtener el término 6—9, se obtiene la derivada de k, respecto al tiempo:
9;

% = (ks b bR + R (b o Gk e,
{4 2 2t 2 mip e

Yot Pat Yo
0 06 0
ngg x[(klza_l{:"'klsa +k14a_fjx7bpp'j

Multiplicando ambos lados de la ecuacidén anterior por a—tcon el fin de obtener 6_9 y agrupando:
9; 9;

ok, 36 g
k12 35 _J Rk }xréf,+
; ([ q, & dq, ' dg ’

aq J J
0 08 0
ngg x((klza_w"'kma_"'kmexrgp}

q; q; j

3_129 = ((—]{;12 Xngg) X'ré?p, +R1(])k%x(k12xr£p' )) g_w+ (4.111)

J J

((_k13 ngkg) Xrgp, +nggx(k 13° Tgp' )) % +
J

(xR s, + Rk, )) 52

J
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Acomodando de forma matricial la ec. (4.111) se tiene:
ok, 0
_9:‘]15_llJ
dq. dq.

J J

J15=|:J1512J152J15:|

oy _| oy 06 6(0
dq, |0q, aq] aq]

J
= (o x RYeS) <, + RS (k2 )

J
i = (kX RAES) <12, + RS (k 112
i3 = (ko X RS <1, + R Sx(k 21

k,, respecto al tiempo:

aqj
ok,
ot

© = (b~ ko) * RIS <, + Ridy Ko< gxrs, +

Rigig (( Wtk 1é9+k 15.0)x"'c§)p')

08 0 ,
= ((_kls o —k, a_(:JxR{é‘ll%J R B(_ kxi 19”"@

paiigx((klzaw k %"'k 1 a_qojxrgp'

at ot Yot

. ., . t i
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —con el fin de obtener

Oq].

agrupando:

9o - [( by ok, ‘wj stiaz}rgpw{gw B zmjwa .
.7

0(]7 aq7 J
ay 00 0
Rfszig {( 25 j +k 130_(]]. +k 146_(]]'J x "'Gpp}
: : 4
= (s (R, + Bigtie(e o ) 32
J
06
((_kls X ngzllz) X Ty +Rig g (k 1Ty )) 0. +

q;

(( kl4XR181‘18)XTGP +Ri3’ill%x (k £ Téjp' )) aa_qw
J

Oky

y
0q‘7.

(4.112)
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Acomodando de forma matricial la ec. (4.112) se tiene:

Ok, _, O0Y
R Uy Pt &
dgq. dq,

J J

Jis =[J1517J162J163;|

Jig1= Rl Koxala)xrg, + Rigiyx(k 1)

Ji62 :(_kIBXRIZI].g:llSS)XTGpp' +RI§L§'1:I!.BE?< (k 15 "'é]p')

Ji63 :(_kl4xRI]).4]i.88)erpp' +Rp1élf§<(k 1%7'5;;')

Para el término %, se obtiene la derivada de k;, respecto al tiempo:
q

0k,,
ot

= (R 3+ R0 i<k B)xrs, +h i3((k g +k §+k @)xrsy)
:[(339 w k§+Rll§% 18)xk11§jxré’p, +

ot ot
0 06 0
kllg x((klz a_l{: + kl3a +k 14a_f)x"bpp'j

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por aa—tcon el fin de obtener gklly
g q;
agrupando:
N e
dq; dgq; dq;
ls? x[(klza_l/l "']"'13ﬁ +k14%jxr6pp']
¢, ¢, dgq;
ok 0
0 =((m hok), + (i, ) 9
J J
19 .18 19 P 19 p ag
(( 8 ZlSXklg)erp'+k19x(k13erp'))a_+ (4.113)

J

0p
( 1§x(k14xrgp')) 3q
i
Acomodando de forma matricial la ec. (4.113) se tiene:

0k, _ oy
RAEIEY i &
dq. dq.

J J

J17:[J17,1;J122J173]
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71 =(RE kSxki)xrl, +kigx(k xr2,)
Ji7,2 (Rig 7'18)< k 19) X1, tk Bx (k X Ty )
Ji7 5= k1o (k 145 Ty )

k,, respecto al tiempo:

dq,
Ok,

2=kt ki f -k GRS

d [l 0

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por aa—tcon el fin de obtener %y
g q;
agrupando:
ok,, e 0
k12 ry _¢) R%ko
0q] 9; aq]. aq].
ok, 0\ 0Y o\ 060
=\—k,*Rik,| —+|(—k ¥ R% R’
dg, ( 12 " 4o o) aq, ( 13 oko) aq, ( 18 J‘;[)a% (4.114)
Acomodando de forma matricial la ec. (4.114) se tiene:
ok 0
12 _J]_g ll"
dq; dq,
J18:|:J1817J182J181;|
Jig1= k1, X RYES,
Jigo= —klng%k%
Jigs= k., X RYES,
k,, respecto al tiempo:
aq].
ok : .
6_23:(_leH_ka)xRi]leB-'-Rpls([/j k f)
06 0 0 .
(4, 0k 2 s % wit)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por a—tcon el fin de obtener %y
9; 9;

agrupando:
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0k, 06 a(ﬂ « p? 718 040 0y :18
—==| -k, — -k R4 .+ R k- x
aq]- ( ks aq]- aq- 18 18 3q, "% 18

J J

01,[/ 69 op
— P kO k xRp .18 Rp . 18
(R.I.S( 0 )) aq, ( 13 aq]- ( £ )0(]]- (4.115)
Acomodando de forma matricial la ec. (4.115) se tiene:
ok 0
13 :Jlg_lp
aq]. aq].

Jlgz[JlglrJlnglg?]

Jio1= Rl ( KOxi%)
J19 2=k, xRpt? 18
Jigs= _k14xR11?§1188

k,, respecto al tiempo:
dq,
ok .
—a;" = (Régw kJ+R50 zllgg)xk o

0 00 . ¢
(R0 kRS e

. . . ot . ok
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —con el fin de obtener —%%

y
g g,
agrupando:
ak14 ng aw kO ng ag ng xk]il.;
aq7 aq] a J
oY 06
lgkoxklg R19 lek
(Ro )aq] ( 18%18 E)aqj (4.116)
Acomodando de forma matricial la ec. (4.116) se tiene:
ok, =J206_L|J
dq; dq;

Joo=[TaapJ 2027 209

— plo 7.0,12.19
J20,1_R0 koxklg

_ plo 18,719
Jzo,z_Rls 1%k 1o

J203=0
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rO
& se parte de la ec. (3.48):

aq].

Para obtener

0 0 0 0
= X
Vg, =Y, + Wy, X5,

or?
Gp 0 0 0,.,18 0,1 0
v, +(w¢, + R W, +R19(;o¢9)><rpr

ot
=} +(y K+ R 3+ Righki)r,
ord _ar’ (oy 00 . 0p
e e B AR e
Multiplicando ambos lados de la ecuacidn anterior por a—:
q;
0 0
9, 00 [OU o g 90 s, s, 00 lers
0 qj 0 qj 0 q_j 0 qj 0 qj
or? oy ; 06 op
=20 (k) S R ) O 4 R ) S
g 9

J J

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

org, _ . 0g
—r =g, -2
aqj Oqj

Donde:
J21:[I3<3:J211zJ212J 21;

0 T
%P%ﬁ%}

— 10,0
Jzn_kox"bp’

_ p0.18, 0
J21,2 = RlBZIBXTGp'

_p0219, 0
J213 =R, k5% Toy

C

0q‘7.

Desarrollando

L, se define como:

L :%(mc (v2.) g, +(wp,) Jccmgc)+mc )

c

Simplificando:
1. .
Lc =E (qTNSq) +mcher0(:
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Donde:

— T T
Ny=m M M+ M J, M,

M,=[0,0,0,ky,,k 5 k.

M, =[ R}, ki kiok ]
Ri=R.;(-9) R..(-6) R.o(-¥)
k,=R! k)
kis =Ry i
k,=kig
ks = Roko X7,
ke = Rfsillgxré)c'
ki =kio X135,

Derivando respecto a q;:

0L, _ 10 (.7, .\, O
a_qr«:za(qTNSQ)‘i‘%(mcg ch)

J J J

2" s oy o Ve
2‘1 aq.q 9

Finalmente:

Donde:

A su vez:

o "o (MM 5 (4,00,

oM,/ oM oM, oM
:mc[ P) llM11+M:{1 P) ﬂj"{ P) = JGcM10+M€0IGc P) 10}

J q.i J q.i

oM, _ 0
dq. Oq.

J J

oM, _ 0
ﬁ =T [0’ 0,0, klz) k13’ k14]

J J

(RS ks, ke Koy

(4.117)

(4.118)
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Ahora se procedera a realizar las derivadas parciales respecto a ¢, de los términos que

aparecen en las ecuaciones anteriores.

Para obtener el términ k5 respecto al tiempo:

dq,
s (bt ko)< RSt + Rk b Gk @)

0 049 0 060 0
:((_kﬂ alf ki at 14 atj Rk Jxrcpc' +Rp(]"oox((k 126_['2/"']‘: 136_t+k 14(-9?) TGCJ

. L . ot . ok
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —-con el fin de obtener —y

dq; dq,
agrupando:

%[[k oy, 00 143‘”1*3% j

aqj 12 aq7 13 aq7 ;
RSN | iy Yt 0% 1k, 92 |,
2 aq dgq dq

J J J

‘;’215 = (o x RRS )1, +R€k%><(k12><ré;'))g—w+ (4.119)

i q;

(xR e+ Rigx (ko)) 27+

J

A R e

J

Acomodando de forma matricial la ec. (4.119) se tiene:

Ok oy
_J22
dq dq.

J

J22=|:J22,1;J22,2J 223
o2 = (ko X ROES) <1 + R Sx(k 1 xr2)
Tso=(~kyx REES) xt, + Rk (ke 2.
Joys= (R RiES) <2, + RS (K 1 xr)

J
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.. 0k . . .
Para el término 3 16  se obtiene la derivada de k4 respecto al tiempo:
q

s (k- Rige)crt 4 Rl kit + R (b ok Gk @)
:((-Im E ok, g—fijfsilfijré’a Ry % Kitifert 4
. 0 e 0
Rljig* {(kﬂa_i/ +k 8oy + 140_;0) x TGpC'j
Multiplicando ambos lados de la ecuacidn anterior por aa—tcon el fin de obtener akley
g 9
agrupando:
Ok || 4, 99 1 92 |« priie Ixpr +R1 ] 0¥ kOxi®|xp. +
dg, g, dg, 9g,
Rt | koL b, 30k 22 s,
aq]' aqj aqj
(Rl  9xitS)xrs, + Ry (b o, ))3—q‘”+ (4.120)
j
' ] 20
((_k13 foszlg) Xrg, + Rgéllssx (k 1Ty )) % +
j
. . a
((~huax Rpgie) xre. + Rugix (ke ) f
j

Acomodando de forma matricial la ec. (4.120) se tiene:

ak16 =J a"l"
23
aq]. aq].

stz[szjzazjzaél

a2 = Rip( kSxi%)xr2, + R (k x2)
Jo32= (_klsxRiaillga) X1 + R e (k X )
a3 = (kX RIG )<t + R (k)

.. Ok . . .
Para el término 3 17 | se obtiene la derivada de k;, respecto al tiempo:
g

=((Bw K+ RS0 i) <k ixrs. +h i3((k @ +k G+ G)xr.)

(o2 woemie 2 gkt ok | (k.20 ek D20 22 e |

Ok,
ot

at © 125 at - Yot
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Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por aa—tcon el fin de obtener %y
9; 9;
agrupando:
s =l | R O ke R S8 itk B+
dq; dq; ¢,
1§x klza_w"'klsﬁ*'ku% X T
dq; dq; dq;
ok oy
a—ql]?=((R39 ko xkis)xrs, +hisx (K xr, ))a—q]_+ (4.121)
6
(RS atgxkig)xrs, +kf§x(k13xv~£d))§—+
9;
og
(kiéx(ku%))a
j
Acomodando de forma matricial la ec. (4.121) se tiene:
0
_k17 :J24a_lp
aq]. aq].

J24=[J24,1;J242J243

— (P19 .04, 2.19\ s .7 19 »
Jou1= (Ro ko xle) X7 tE 19X (k 12 TGC')
—(p19 ;18,719\, p 19 »
Jos2= (R18 i1g%k 19)x"'Gc' tk 15X (k 1 ’ch')
—1.19 »
Jous _klgx(kux "'Gc')
0

TG c

aq].

Para obtener se parte de la ec. (3.56):

0o __,0 0 0
ch _vp +w0£ x’ch'

or’
09+ {0f + RO+ R

=0 +(y kS +RGD i+ ROk 1)<

ory, _or) (d 08 . d
o[ % e me ST it mASE higper
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. Ly . ot
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por a—:
9;

0 9y
O 0% [0 o g0 96 s, po 00yl o
6q]. Gq]- aq]‘ 9; 4

= gl Tae
J J J J

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

or? 0
- :st A
dq; 0q,

J

Z’":+(k§xrc?a)g_qw+( Oilgxro)g_jJr(Rchllggerg)%

Donde:
Jos=[Ins T o5 2527 254

_ 10,0

J25,1_koxrcc'
_ D018, .0

J25,2 =R 1%,

_ p07.19, .0
J25,3_R1 10X Tee

4.3.3. Fuerzas Generalizadas

La formulaciéon de la ecuacion de Lagrange considera el uso de fuerzas generalizadas
contemplando las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas y torques de actuadores, de modo que
es necesario desarrollar estas expresiones para que sean compatibles con el lagrangiano, y
ademas consistentes con las restricciones mecanicas. Las fuerzas generalizadas se obtienen a
partir de la expresion de trabajo virtual.

Primero consideremos el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza o torque en las
juntas y fuerzas y momentos externos son aplicados al efector final. Definamos

T .
T=[T1, T,, T4 7,7, Te] como un vector que representa el torque generado en las juntas y

T .
F =[fe,n€] , el vector de seis coordenadas de las fuerzas y momentos resultantes en el efector
final. Por lo tanto el trabajo virtual producido por estas fuerzas y momentos es:

6
OW => F'OR,+M] 3Q,
7=1
Aplicado al robot, donde %, j representan el nimero de cadena y cuerpo respectivamente:

6 3
5W = z z (f;]T 57;] +mz§ 5Q2]) + f;:t 57:31t +’n’eth 5Qezt

=L =1

) (4.122)
= 10Q° + £ ory, +n 5 0Q.,
i=1

ext et
Obteniendo los términos T°:
U =R; (r4;)
o =R (512' +53)R25(64)

Z
Las velocidades angulares se relacionan con los desplazamientos virtuales, esto es:

(4.123)
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ow
o0Q=— 00
Q 06

Se plantean los desplazamientos virtuales que estan relacionados con las fuerzas externas:

0
o =% 5,
29,

Donde:
0 _ p0 , .4
wOli_RM w]i

W =6, jy
Sustituyendo la ec. (4.125) en (4.124):
o0 = 9Fa Ju0s 55
i agM 4

=Ry, .06,
De la ec. (4.122) tenemos:
6
D TR =1 0Q +150Q;+ T3 3Q+T10Q 1 {0Q T Q¢
i=1
Sustituyendo los términos de las ec. (4.123) y (4.126) en la ec. (4.127) se tiene:

> 180 =Y (ROr.j2) (RS §:56,)
=1 =1

=30 (R (RS 32 oo,

=1
6 . .
=> 144" jaob,
=1
6
=>"1,00,
=1

6
Z T?T JQLO = T15041+ Z-25542-{- r ng 43+ r gg 44+ r ég 45+ r ég 4
=1
Escribiendo matricialmente la ec. (4.128):
6
> 1oQ =1"M
i=1
Donde:
1V =[1,1,,7,7,7147
T
o =[50417 5942, 5943, 5044: 5045 oo 41
Ahora, con el fin de poner la ec. (4.129) en funcidn de Jq, se tiene de la ec. (2.93):
Jg=J,0
Dividiendo ambos lados de la ec. anterior por J¢ y despejando JO:
— 71
Dd=J, Jq5q
Finalmente, sustituyendo la ec. (4.130) en (4.129):

6
D> 170Q°=1"7,7,0q
=1

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)
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Para obtener el término Jr’,, se tiene:
0 __ 0 0 p
":e;tt _’rp +Rp’re

0_ T
L) _|:xp’ yp’zp:l
T
P —
’r:’ _[:Ec’ye’ze]

Obteniendo ahora el cambio virtual en el vector r°, :
or) =0r’+ORr"

oR’ oR’ OR)
=on)+ ( 0w Vo P 540}

0 0 0
=50 OR o+ OR 7’519+6R”rf5(0
0p
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterlor
5 Plt J265q (4132)

Donde:

Jzez[I:-ks:Jze,]szezJ 2;5;
oq=[ 10,0y, 8, 0p]

J26,2 =

26,3_a_¢ e

Para obtener el término 0Q°, :

50° acoop o+ 6m0p 69+0w9p 5
“ 9y 26 7

(4.133)

Donde:
0o _,\0 0,,18 0,,19
Wy, =W, + R0, + R, (W,

W), =y ky

Wy 6’1,18

wl=g

Ry, = ze( )

Ry =R (W)R..(6)
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Sustituyendo los términos anteriores en la ec. (4.133):

0 187 ; 0 19

0Q.. = 5 koW + Rigilf+ Rk ) S+ 5 (k Y+ R B+ R s ) 50+
0 18, -
3¢ ko + Ruiif+ Rk ) op

= K3y + REgi200+ RIE S
Escribiendo matricialmente la ecuacién anterior:
0Q°,=J,,0q (4.134)
Donde:
J27 :[O;O;O;Jzzy*]zzzj 273:|

oq=[or°, oy, 08, 0p]

J27,1:kg
7,2 = Rodis
Jy7,5= Rideio
Por ultimo, sustituyendo las ecs. (4.131), (4.132) y (4.134) en (4.122):
6
5W = Z T?T 5on + f;zft 51” +nz;t 5Qext

ext
=1

=1'J,'J,00+ f..J 2600+ 1., 704 (4.135)
=(VI, + £l T ) O
=Q"dq

Las fuerzas generalizadas obtenidas son:
Q" =v'J,J, +fods T (4.136)

4.3.4. Sustitucién de los términos en la Ecuaciéon de Lagrange

i a_L —a_L:Q
dt\ g, ) dq,

d(0L)_d|<[0L, 0L, 0L, | 0L, oL
dt\ag, | dt\<\ ¢, g, a4, | 9q, 9q,

J J
6
=2 (Do + Vid+Doyd+ Vo @+ Do+ V 54) + D 4+ V 4q+D 5§+ V 4

=1

Por ultimo, se tiene la ec. (4.4):

Donde:

6

6
{Z (D, +D,, +Dy )+D, +D@}q+{z (Vg + Vo, +Vy )+ V,, +\/5j}q'

=1 =1
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5.0 0L
= L +L.)+ e
aq] 21: dg, (L+L+Ls) dq, Og,

6
_Z( Vi Coy + V3, g+ Coy + Vig+C o )+ Vg +C  + Vig+Cg

{i(vm Vi + Vi )+\/;j+\/:@}q{i(c +C,+C,)+C, +C}

=1 =1

Q =", +fl T tnsJd

ext ext
— -1 T T
Q - (JH Jq) T+ JZG ext + J27next

Sustituyendo en la ec. (4.4):
6

{Z(Dm D,,+Dy )+D +D@}q+[ V A Y )+V4+V5}q'—
= =1

{ZG:(\/;U+V;U+V’)+\/;j+\/'5j}q [26:((1 +C,+C )+C +C 4 |=Q,

=1 =1

6
[Z(DnﬁDsz’Dw)“LD@"’D@' g+

i=1

6
{Z(\/hﬁ\/zlﬁ\/ )+\/47+\/ Z( VRV ) V-V g+

{i( Gy =Gy =Gy ) C47—C57}=Q.1

=1
Finalmente:
Djd+vjq+cj :Qj (4.137)
Donde:

=1

6
D; [Z( 1+ Dz +D32]7’)+D4.7'+D5#:|

6
{Z( Yoy +V3“)+V47 Vg Z (V'l.]. +Vy +V'@)—V'4 _V'J

=1

6
C,= [zl:( Cy,~Cy,~Cy ) C4_7—C_,y]

Escribiendo la ec. (4.137) seis veces, una para cada j=1 2 3 4 5 € obtenemos seis ecuaciones
escalares, las cuales se pueden ordenar de la sig. forma:

Dl Vl C1 Ql
DZ VZ C 2 QZ
D3 q + VS q + C 3 - Q3
D4 V4 C4 Q4
DS VS CS QS
_DG_ _VG_ _C 6_| _Q6_
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D§+V'g+C'=Q
D'+V'q+C =(1;4,) T+I5f., +Tom.,
D'+ V'g+C +(-Ihf., ~Thn.)=(7;9,) 1
(729,) " Drg+(07,) " Vg (754,) " CH(I54,) T (T~ Tan,) =T
Finalmente:
Dg+V¢+C+E=1 (4.138)
Donde:
=(72,)
=(74,) V"
:(J(;l T C

=(J;!

q

‘1)
)

! ( sl = 27ne;tt)

4.3.5. Solucién del método Euler-Lagrange

La solucién del método de Euler-Lagrange, se obtuvo con ayuda del software Mathematica, y
consistié en programar la ecuacioén (4.138) con cada uno de los términos que la componen. Para el
calculo de la estatica se hicieron cero los términos dinamicos (ij, q) , esto es:

C+E=1

Los datos de masas, inercias y fuerzas externas usadas en este método son las mismas
empleadas en el método de Newton-Euler. En la Figura 4.2 se muestra la grafica de torques
obtenida para el andlisis estdtico, correspondiente a la trayectoria trazada en el Apéndice B:

T-Estatico Lagrange(N.m)

4l

0 1

i(s)

Figura 4.2. Grafica de torques Estaticos (Lagrange)
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En la Figura 4.3 se muestra la grafica de torques obtenida para el andlisis dinamico,
correspondiente a la trayectoria trazada en el Apéndice B:
al™ T T S T T T

T-Dinamico Lagrange (N.m)

i(s)
Figura 4.3. Grafica de torques Dinamicos (Lagrange)






Capitulo 5
Resultados

A continuacidn se muestra una comparacion de los torques estaticos (Figura 5.1) y dindmicos
(Figura 5.2), obtenidos con cada uno de los métodos utilizados, para la trayectoria recta.

4 1 1T T T T T

T-Estatico, Newton vs Lagrange (N.m)

0 1 2 3 4 5
i(s)
Figura 5.1. Comparacién torques estaticos de la recta, Newton vs Lagrange
7 I IR T N N v
£ / ]
by ]
@
g = Tme
o R
= -
" T T T
o M) =
= e TR
[=] e
§ __.=-—:'_“'-:Ff;"— Tm1 1
> ——————p | PR L
2 =0 = e R
o o
e i
E
= T
o -4 =T
i_ -H"\-\._\_\H-\- ———
e Tm2
0 1 2 3 4 5
t(s)

Figura 5.2. Comparacion torques dinamicos de la recta, Newton vs Lagrange
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En las figuras 5.1 y 5.2 se puede ver que el método de Newton-Euler y Euler-Lagrange brindan
practicamente el mismo resultado para cada uno de los casos: estdtico y dindmico; sin embargo no
se percibe mucho el efecto de las fuerzas inerciales debidas a las aceleraciones. Con el fin de
probar al maximo el modelo dindmico obtenido, se decidié hacer el andlisis con una trayectoria, en
la cual, el efector final tuviera muchos cambios de direccién y en un corto tiempo, lo cual
provocaria picos en la aceleracién y por consecuencia la inercia de los cuerpos seria muy
considerable en el calculo de los torques requeridos por los motores. De esta forma la trayectoria
mencionada (Helicoide compuesto) se asemejaria bastante a una aplicacion del robot y se describe
en el apéndice G.

A continuacién se muestra una comparacion de las diferentes graficas de torques, obtenidas
con cada uno de los métodos utilizados, para la trayectoria del helicoide compuesto. Cabe
mencionar que para para la comparacion de los torques estdticos obtenidos por los métodos
Newton y Lagrange, no se presenta la grafica el error absoluto entre dichas graficas, ya que en los
seis torques el mayor error que se tiene es de 1x107*? y se considera despreciable. Sin embargo,
para los torques dindmicos las graficas de error si se mostrardn posteriormente.

4 F —
—_
E
=
= B
@©
o G ey
| = e
e L =,
5 i e P
[4+] 302
- N
0 n
w .
> \.\\\
| = o]
-§° g | memwe T
] ,ﬁ_
=z -2 —
o
2
s
0
w
8 -4
|
i—
L L

0 0.5 1 1.5 2
i(s)
Figura 5.3. Comparacién torques estaticos del helicoide compuesto, Newton vs Lagrange

Con el fin de mostrar con claridad los torques dindmicos, se presentan por separado las
comparaciones de cada uno de los torques, y ademads se mostrardn (inmediatamente después de
las graficas de comparacion de los mismos) las graficas de errores absolutos para cada uno de los
torques obtenidos por los métodos de Newton y Lagrange. Se hace notar que en las 6 graficas de
error, los valores de error mas grandes se dan entre el tiempo 0.5 y 1.5 segundos, que es en
donde se obtienen los torque mas grandes, esto, debido a que en ese lapso el efector final del
robot debe seguir la trayectoria helicoidal. Por lo tanto, al tener torques mds grandes en ese
periodo, se tiene que el error relativo no es tan grande.

Los errores obtenidos se pueden deber a la forma en que se calcularon los torques con cada
uno de los métodos descritos, por ejemplo: en el método de Newton se hace uso de un método
numérico, lo cual puede generar un error. Por otro lado, en el método de Lagrange, se requirieron
hacer varias derivadas totales y parciales que incluian bastantes variables (con valores con muchos
decimales) calculadas precedentemente en el programa en Mathematica, lo cual puede generar
también un error, Ademads, en este mismo método se requirieron obtener las inversas de algunas
matrices.
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>

o
]

T1-Dinamico Newton vs Lagrange (N.m)

-10
-20 /
-30 | ¥ .
0 05 1 1:5 2
t(s)
Figura 5.4. Comparacién torque 1 dindmico del helicoide compuesto, Newton vs Lagrange
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Capitulo 6

Conclusiones

En el analisis cinematico, el uso de las matrices de transformacién homogéneas, como
herramienta matematica, brinda mucha mas libertad en el desarrollo y permite ver mas
claramente el uso y propiedades de las mismas, lo que desde mi punto de vista es una ventaja
sobre el método de Denavit- Hartenberg, ademas de que con este ultimo método se hace muy
dificil representar una junta esférica, y es por ese motivo que no se usé en este trabajo; también
permiten solucionar la posicidon de forma algebraica o bien con la ayuda de un método numérico,
teniendo este ultimo la desventaja de que para cada trayectoria se requiere un nuevo conjunto de
ecuaciones para solucionar, ya que cada conjunto se comporta numéricamente diferente.

Por otro lado, dada la posicién y orientacion del efector final, se calculd la orientacién de los
angulos en las articulaciones de los eslabones, obteniéndose asi una ecuacion para cada uno de los
6 angulos por cadena cinematica. Varias de las ecuaciones mencionadas anteriormente contienen
el término arctan(z), el cual genera un problema en el calculo, ya que puede tener varios
resultados dependiendo del cuadrante en que se encuentre, dicho problema se solucioné usando
la funcién arctan2 programada en el software Mathematica, la cual toma en cuenta en que
cuadrante se encuentra el punto.

A lo largo del desarrollo del andlisis cinematico se realizaron diversas simulaciones con
diferentes trayectorias como son: una recta, mostrada en el Apéndice B; el helicoide compuesto,
mostrada en el Apéndice G; Spline, esta trayectoria permite pasar por un conjunto de puntos
dados de forma deliberada, este trabajo quedd pendiente al no obtenerse la velocidad vy
aceleracién de la misma por cuestiones de tiempo; entre otras. Las simulaciones mencionadas
anteriormente nos permiten demostrar que el efector final del manipulador puede seguir una
infinidad de trayectorias dentro de su area de trabajo, y a su vez gracias a la posicidn y orientacién
del mismo, nos permite pensar en aplicaciones de tomar y colocar, centros de maquinado,
soldadoras y punteadoras, simuladores, equipo médico y todas aquellas que requieran altas
velocidades, alta precision y/o altas capacidades de carga.

En el andlisis dinamico formulacidn Newton-Euler, se usaron diferentes bases locales, las cuales
evitaron que las ecuaciones estén mas cargadas de informacidn (con los angulos de las matrices de
rotacion), tal como sucede con el uso de bases inerciales, ya que es necesario proyectar cada uno
de los torsores a esta ultima. De esta forma, se pueden usar tantas bases locales como se quiera, y
siempre y cuando sean usadas de forma correcta el resultado debe ser el mismo que el obtenido
con bases inerciales.

En el andlisis dindmico formulacién Euler-Lagrange, se usaron ambas, bases locales e inerciales;
las primeras se usaron para el calculo de la energia cinética de los eslabones, ya que existe un
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producto punto y no importa en qué base se realice siempre y cuando los vectores estén
proyectados en la misma base; la segunda se usd para el calculo de la energia potencial, ya que en
este caso, por facilidad, se decidié que todos los vectores de centro de gravedad de los cuerpos
estén proyectados en la misma base. Una dificultad que se encontré en el uso de las bases locales
fue el hecho de que, al derivar esos vectores respecto al tiempo o las coordenadas generalizadas,
no dependen explicitamente de esas variables, lo cual requiere un mayor entendimiento y
perspectiva de la fisica de cada uno de los vectores, pero no debe ser un impedimento para el
calculo de las mismas.

Para la construccién e implementacion del robot se requiere tener un cimulo de informacién
que permita lograr este objetivo. Dicha informacidn se obtiene de las dos formulaciones
desarrolladas en este trabajo:

La primera es la formulacién Newton-Euler; que gracias a que toma en cuenta las fuerzas de
restriccion, inerciales, debidas a los pesos etc.; brinda la informacidn necesaria para disefiar cada
uno de los elementos mecanicos del robot (pernos, rodamientos, geometria de las barras, etc.),
hacer un analisis de elemento finito de cada elementos que componen el mismo, disefio de la base
del robot para evitar vibraciones, etc.

La segunda es la formulacidn Euler-Lagrange que permite obtener un modelo matematico
adecuado para la mayoria de los esquemas de control, una ventaja particular del modelo obtenido
en este trabajo es que es un modelo que incluye un gran nimero de variables (mucho mas de las
que se incluyen en los modelos simplificados, los cuales son muy usados debido a su facilidad de
calculo), ya que no se hace ningun tipo de simplificacion.

Por ultimo, haciendo una comparacion de los resultados dinamicos obtenidos con cada una de
las formulaciones para las dos trayectorias presentadas, se puede concluir que los resultados son
correctos, ya que, aunque el hecho de que los resultados sean muy similares no implica que los
resultados sean correctos, se puede decir en este caso que si lo son, debido a que la naturaleza de
cada uno de los métodos es muy distinta y hay pocas probabilidades de que tengan el mismo error
o errores que se compensen. Finalmente, si alguien decidiera continuar con la construccién e
implementacién del robot, puede tomar la informacién presentada en este trabajo como base
para su desarrollo.
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Apéndice A

Ecuacién trascendental
Para resolver la ecuacion (2.8) procedemos a hacer las siguientes operaciones:

AcB+Bs@+C =0
Haciendo cambios de variable se tiene:

Y
Al e[ 2 eo=0
1+¢2 1+¢2

_1-t?
1+¢?
2

9=
e

Donde:

cl

Desarrollando la ecuacién (a.2):
A+C+2Bt-At?* +Ct*=0
Ahora obteniendo las raices de la ecuacién anterior se tiene:

:Bi\/A2+BZ—CZ

t
2 A-C

Sabemos que:

s@
1+c6

g —
tan %=

Sustituyendo las ecuaciones (a.3) y (a.4) en la ecuacidn anterior y simplificando:

6—
tan %=

Sustituyendo la ecuacién (a.6) en (a.5):

Resolviendo la ecuacidn anterior:

6 ,=2arct
2 arcar{ 1-C

Bt\/A2+BZ—02]
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Apéndice B

Generacion de trayectoria

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes. Una trayectoria lineal o curva
en el espacio que sigue un punto del cuerpo (el centro de gravedad o el érgano terminal de un
manipulador) y la orientacidon angular del cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones de
posicidn, velocidad y aceleracién tanto lineal como angular y ser realizadas en un tiempo
determinado. A continuacién se desarrollan la trayectoria lineal y angular del cuerpo en funcién
del tiempo.

Trayectoria lineal

Se define la curva en el espacio como una recta para el movimiento a seguir por un punto del
cuerpo.

s\J

Figura b.0.1. Trayectoria recta

La ecuacidn vectorial de posicion se define a partir de la figura anterior:
R=Q+S
=Q+su
Donde s es la magnitud del vector S y u es el vector unitario que define la orientacién de S .

Para definir R en funcién del tiempo, se requiere que la magnitud s, cambie con respecto al
mismo, es decir:

R(t)=Q+s(t)u (b.1)

A partir de la ec. (b.1), las ecs. vectoriales de velocidad y aceleracién se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo:
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V(t)=5(t)u
A(t)=5()u

(b.2)

Donde @ y u no varian respecto al tiempo, ya que estan definidos por puntos fijos en el
espacio. La magnitud s(t) debe satisfacer condiciones iniciales y finales de posicidn, velocidad y
aceleracién, es decir debe satisfacer 6 condiciones, segiin se muestra en la siguiente figura:

he
S
O-fo tr
t[s]
Vinax s
- Va ~,
e ™~
s A
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s N
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-8max S
to t[s]

Figura b.0.2. Graficas del perfil quintico

tr

La primera grafica indica el cambio de magnitud del vector S , que ird variando de 0 para un
tiempo inicial ¢, a h para un tiempo final ¢, %,y ¢, son definidos de manera arbitraria, donde

h=|s].

La segunda grafica es la rapidez con que la magnitud del vector § cambia respecto al tiempo.
Es decir, es la rapidez con que realiza el traslado del punto p; a p,, para un tiempo inicial %, y un

tiempo final ¢,.

La tercera grafica es el cambio de la rapidez (aceleracién) con que la magnitud del vector S

cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial ¢, y un tiempo final ¢,.
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Para satisfacer las 6 condiciones, se empleara un polinomio de quinto grado, ya que este
cuenta con 6 coeficientes a determinar. De esta manera, se tiene:

s(t) = qp+a, t+a, t'+a, t°+a, t +a t’
§(t) =a,*2a,t+3a,t*+4a,t>+5a4t" (b.3)
s(t) =2a,+6a, t+12a, t*+ 20a, t°

Debido a que existen condiciones iniciales y finales de velocidad y aceleracidn, se obtienen las

derivadas respecto al tiempo del polinomio de s(t). Para t,=t=0 (el valor de 0, es asignado
arbitrariamente) se tienen las 3 condiciones iniciales:

s(to) =s(0)=0
s(t,) =s(0)=0 (b.4)
s(to) = 5(0)=0
Al sustituirlos en las ecs. (b.3) se obtienen:
5(0) =0= a,+a, (0)+a, (0)2+a3 (qs+a4 (()4+a5 (QS
5(0) =0=a,+2a, (0+3a, (9°+ 4a, (9*+ S, (Y’
5(0) =0= 24a,+64a, (Q+12a, (§*+ 20, (P
Simplificando:
0=a,
0=a,
0=2q,
Finalmente los tres primeros coeficientes son:
a, =0
a, =0 (b.5)
a,=0
Repitiendo el proceso para t =t, se tienen las 3 condiciones finales:
s(t))=k=lp; -
5(t,)=0 (b.6)

i(t,)=0
Donde p, =(xi,yi,zi) y p; =(:cf,yf,zf) significan coordenadas de los puntos inicial y final de la

trayectoria respectivamente, la magnitud de la diferencia entre ellos, representa la distancia A
gue necesitamos recorrer en la linea recta. Al sustituir ecs. (b.5) y (b.6) en (b.3) se obtiene:

||pf —pi”: as 7 +a, t} +ag t;
0
0

2 3 4
3ay t; +4a, t;+5a t;

6a, t,+12a, t; + 20ag ¢}
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El sistema de ecs. resultante se expresa de la siguiente manera:

£t 0 a] |lo-m

3, 4 8/ |la,|=| O (b.7)
2 3

6t, 127 2G}||as 0

Al resolver el sistema de la ec. (b.7) se obtienen los 3 ultimos coeficientes:
|, ~»]
10~——
&
15||pf _pi”

4
tf

(b.8)

_Jnl
5 t5
f
Sustituyendo las ecuaciones (b.5) y (b.8) en (b.3):

s(t) =10”pf p’" 15M PO | "pf
t}

S(t) - 30||pf ;pl” 2 —GO"pf £+ 3 | - pz” 44
! 7

a0 = ool 2l _ygderl oy odeel
tf tf tf

Finalmente, factorizando se obtienen las ecuaciones que representan el cambio de la magnitud
de la posicion, velocidad y aceleracién en funcién del tiempo:

o) =lp, 3| {102-15@ et_}
tf tf tf

2 3 4
i(t) = ||pf—pi||{3oi—3 60§—4+ 30%} (b.9)
f f f

#() = I -pl 05 1005+ 128 |
f f 7

Donde ¢= tiempo para realizar el movimiento y ¢, =tiempo final para terminar el movimiento.

Reescribiendo las ecs. (b.1) y (b.2) en funcién de los puntos de la recta:

k() =Q+5(t)“=(pr0)+8(t)ﬁz:ﬁ

V(1) =s(t)u=3(t)ﬁ (b.10)

At) = é(t)u:g(t)w

Ip 2]
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Sustituyendo ecs. (b.9) en ecs. (b.10), se obtienen finalmente las ecuaciones vectoriales de
posicidn, velocidad y aceleracién que debe seguir la plataforma movil:

Orientaciéon angular

£ A
10t_3_15t_4+ 6t_5 (pf —pi)
f f f
t? t 4
3ot—3— 60+ 305 |(p,-p,) (b.11)
f f f

2 3

60— -180- + 12d
t t

! ! !

} (e -2)

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, aclarando que para este caso, solo se
desea pasar de valores iniciales a finales, para la posicidn, velocidad y aceleracidn angular de la
plataforma mavil, ya que no se requiere cumplir con una trayectoria particular en el espacio. Esto

conducird a las siguientes ecuaciones:

2ttt t°
1055-15+ 65z (B, =)
L f f f
DR A
305 -60 5+ 305 (B,-B.) (b.12)
L f f f
60-L — 180" + 124 (8,-8.)
R A

Donde el vector B=[l//, H,ﬂ . De la misma manera [3, =[%,@,@] y B, =[t//f,6f,qof} se refieren

a los valores iniciales y finales.
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Coeficientes de la ecuacion (2.45):

Vei =-04

Vo, =-(c63(c0s5( 3y + 05 )+ (8, +0,) (6,50 4-56 tanbg)))

Vig =cOa(c( 3y +05 )cOg+5(0,+05)(-(cO 50 ¢)+56 fanb )

Vi =cbi (30450, +cO,tanb;)

Vi =69§i(($168511 +21,8(0 1510 17)) (-(€Os,¢( Oy + 0y -4 )5@) +cO,cfs( 04 + 05 )50 gs+
Oy cOc@s( O, + 0y - ) +cOcO,,cps( 0, + 04 )sOgsf+c(,+0 5 )cO O  cOcgely-sgsiy )-
cOcqr( 3y, +0y - )sOtanby - 56 ,595( 0y + 045~ Jlan8y )-x 140 1 cO  cqpe( O+ 0, -t )+
cOs@s( 0, + 0y -ty ) +(cOc( Oy + 04 -4 )s@-cs( 0, +05-) ) (8,480 4 -6 jtanb ) )-
15¢( 01 + 017 ) (¢Og(cq@e( 01+ 0 3~ ) +cOs@s( 01 +0 -0 ) ) +(cOc( 03+ 54 )s -

c@s( 0, +05-Y)) (0,505 -56,tanby)))

Vis =CH;('(C¢CI/I($1&351% +21,5(015+017))(c0;+0 £0 58 ,5( 0,1+ 0 5)sO ()sO)+
O 1,6:50,7 +T145(015+017))s0 56 4+ (2 1£0 7+ T 16(0 1530 1])cd @0, 190, WsOsp-
(T16:C017 +T140( 015+ 017))cO50 56 SP-(7,6,¢015 +T14¢( 015+ 17) )b 30 3059
$( 0+ 0y -t )-c 1,650,321, 15+ 0 13) (€O (0 +0 n)+¢(0,+0 9)cO 50 ,JsOsy +
cOcOycl 1650,7 2 145( 015+ 0 17) Jtanl o~ (T 1£0 7+ x 14(0 150 1))cOcO stanby +
(16:C017 +T140( 015+ 0 17) Jefs(0 3+ 0 3)s858 stanb gc@ 160 stz 15(0 140 4))s6
56,;5( 0y + 0y - Jtanbq -(1 1500, %@ 1,¢( 0 15+ 0 17))c( 01+ O j)sOs0 sgsiytant )

Vi =Oa (1165013 + 145( Oy + Oy ) ) (OO cfs( 03+ 05 )50 g59-50 45650 s+ 0 f-(cOc( I+
Oy~ )s@)+c@s( Oy + 05 -t ) +cOucps( Oy + 04 )sOgsW +¢( 0,40 3)cO ;5O o cgeiy-cOspsyy )-
cge( 0, + 0, -4 )s8,, tan B, -0 ,50s@tan By -cOs8 ;s@s( O, + O, - ) tan By, )-x,5¢0,5(cO
(cOcqpe(O,;+0y -t )+5¢5( 0y + 05 -4 ) +c( 0y +03-4f )s@f 8,50 5-50 ytan 8 3) +cgf(sO ¢
58s8,,-c0cB,5045( 0, + 04 - )+cO,50tan By +cOs8 ;s(0,+0 3-¢f )tan 8 ) )-x 140 =+
Oz ) (€Oq(cOce( Oy, + Oy -0 )+ 5@5( 0y, + 05 -t ) )+ (05 + 053t )@ 0,50 4-56 , tan O )+
el $0,50s8,,-c0cB,5045( 0, + 04~ )+l ;stan 8, +cOs8 ;s(0,+0 ;-4 )tan 8 5)))

Vis :Ceé(zpce&so_a +c0,c( 1650 1,7 1,8(0 1510 17))50g,50-

T,0350650,; +2,0( 0y +03)s0450 4-(4 140 3+ T (0 15+ 0 1))eqe( 0,0 3¢ )50 40
yps(dli +0y )80650, (1,150,717 1,6(0 150 13) )l 30 §Os@-(x 160 FT (O 1#0 4})
0505,50,,5@5( 0, + 0y -t )-¢( 0, + 03 ) (716801747 1,5( 0 15+ 0 13) )50 §0 f cpsp+
cOc@sif ) +(15,50,7 +2145(015+017))s( 01+ 0 )50 56  cOcpety-sgpsp )-z £0 £6
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tan G, +x,c( 0, + 04 )cl, tan O +y cB,5(0,+ 0, )tan O 4-2 56 ,tan 0 g-cf v 150 +T 4,
$( O+ 017, ) )56 tan Oy +(m15¢0 1, 4T (0 150 17))sO50 5ptan 0 4+cO [z 50 1
14:8( 01 013 ) ) (-(¢( 01+ 0 5-t )s@) +cOcqps( 0, + 0y - ) ) tan Oy - (1,15€0,; + 2 1,¢( 0 15+
O7,))cOys( 0y +05 ) (cOcsptcgsiy )tan Gy - (21501, +314¢( 01510 17) Je( 03+ 0 5)cl
(cqeip-cOspsp)tan )

Coeficientes de la ecuacion (2.50):

Vie =-014
Vi =clisecOy(-(cOys(0,+0, )sOgtan 8y )+c(0,+0 ;) (56 ,+cO £O £0 4tan 6 )
Vi =cOisecly(c(0y+9; )cOgsdstan 8 y+s(0,+0 ;) (56 ,+cd £0 £60 gtan 8 )
Vi =cOisecly(cl, -cd,,c0,6,, tan 6, )
Vo =69§i5669& (-(cOcqr(0,+05- ) (T 1480 ;3 +
14,8 Oy + 017 )50 )-(1 1660 3+ 1£(0 15+ 0 1) Jeqes(0,1+0 JsO (z €0 Fz 4
(O +0y7))c( Oy + 03 )cOcysO ys@-(T 1550 3+ 1,5( O 15+ 0 17))s6,5¢5( Oy + 0y -0 )+
(1160005 +T14¢( 015+ 0,1;))c( 0,40 g )c@sO s +(x L0 i+ 16(0 180 4))cOs(0,. 0, )
56, 5¢5Y -cO5;c0c8,cO5cqe( 0y + 05 ) (71450 13 +7 15(0 150 7)) tan 8 g+ cOcl gy
(1680,7 +T14,8( 015+ 017 ) )5( 0,403 )80 g tan 0 o- (1 1,£0 y+x 16( O 15+ 1)l ey
(c0:c0,5( 0y + 05 )+c(0y +0, )50, )tan q-c(0,+0 ;)cl £if(x 5O +T 15(0 1580 )
5058@tan By +(115c0,, +1 ,c( 015+ 0 ;) )cOcGyuct(c( O, + 0y )cOgcl,-5(0,+05 )54 )s@
tan 6y, - c0qc0,cOq( 1155017+ 1,5(0 1570 1) )s@s( 0+ 0 s ) tan 8 s c(0,+ 0 ,JcOcl g
(2168017 +7148(015+017))sO0 s tan 8 g+ (z 1£0 1 14(0 13+ 1))cGucd (O, + 05 )cdy
B, -8( 0y + 05 )sOg )sf tan Oy -cOq (T 1480 13+ T 1,5(0 150 1) )s( 9,1+ 0 ,Js0 sty tan 8
H(216,CO17; +T14¢( 01540 17))cOc8 o cO 6 5(0 1+ 0 3)+c( 0,1+ )30 Jsgsiy tan 8
_ngisecg&'(Ceca4icm/x1655ll +2.,5(01510 47))-
(216,CO17; +T14¢( 015+ 017))cOcO s@P+(x 1£0 7+ T 14(0 130 ))cs(d, 40, JsOs8 sp-
C 116,507+ 148(015+01;))5050 ;5( 0, +0 5 )-(x 160 y7+x 16(0 137 ))c(0y+05)
5050, 505 -c( O, + Oy )cOgcqey(1450,, +T 145(0 15+ 0 17))s0 $Otan 8 O £60cO g
(21650,7 +7148( 015+ 017))s0 ytan 8 g+ (1w 1£0 y+x 16(0 130 1))cl (o .¢f,,
8( 0y +0; )+c( Oy +0; )30y, )sOs@tan By, +( 1,505 +71,¢(0,5+0 ;) )cO £0c6 $6 59
tan 6y, -c0sCO,cO5cP 1,550, +T 145(0 1570 17))s05(0 .+ O s ) tan 8 s cO g v 150 1#
14;5( Oy5 + 047 ))5( 01+ 04 )50 8Ost tan 6 g-( £ 17+ T,4,¢( 015 + 017 ) )cOg(c(0,+0 )
c0,,c8,,-5( 0, + 0y )sOy )sOsgsy tan 8, )
Vo =C‘992L'S€CH&('(($165511 +21,5(0 1510 1)) (c@
(-(c6y;5055( 0y + O3 -t )tan B )+c(O0,+0 ;-4 ) (58, +¢0 o8 O gtan 8 ) )+s¢ cOs ,
S(Oy; + 0y -t )+cOcBuc( 0y + 04 - )sOg tan B4-cO ;¢ ys0s0 ,tan 8 4+c (sO+cO £60cl 4
5(0, + 0y -0 )tan 6y))))+7,5c0;(c(0,+0 5 )clfs ;s@+5( 0,40 5)s8 spsif+cd £0 gp

o
54
|
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§0s0,; tan By, -cOucs( 0y + 04 )sOgs@tan By +c(0,+03)cO 50 s@siy tan 8 5-cOc@ cy
S0y + 0y )56, -c( 0y + 04 )58, +¢(0,+0;)cl gcthsO gtan 6 g +cO ¢5( 0 0 )sO iy
tan 6,; )-cO,,(-(cOgcByc( 0, + 04 - )sptan B4 )+ cql s6+cOs,cO0cO,5( Oy + 04 -4 )
tan 6 )+ 314¢( 015 +013)(c( 0+ )cfsO s@+5(0,1+0 5)s0 sgsif+cd g0 gs6s6
tan 6y, -cOucfs( O, + 05 )sOgs@tan Oy +c( O, +0; )cl 450 s@sy tan @ 5-cOc@f cfs(0 ,+0 3)
$6,,-¢( O, + 0y )s8,sW +c( 0y +0; )cOgctfsOgtan Oy +cBgs(0,+0 ;)50 sWtan 8 4)-
cB,,(-(cOgclyc( 0y + 04 - )s@tan Oy )+ el s8+cO4cOcBys(0,+0 4~ )tan 8 y))))

Vos =6992iS€CH&(— (:1521.0530«94)+27pc(5l +0,)cl,+
ypcgllis(dli +53¢)'Zp594i'cﬂ/$155511 +11,5(0 1510 17))5050 ,+ (T €0 1+T 1G(O 150 4))
5056, 59+ cOy,(11580:7 +1,5(0 1540 13)) (-(¢(0 1+ 0 5 )s@) +cOcps(0,+ 0 s ))-(T 46
Oy +2140( 015+ 017))cO ,5( 01+ 0y, ) (cOct s+ s )-(,15¢0,5 +2 14¢(015+0 17))
c( 0, + 0y )cé@(cgmgl/-c@sqasl//)-zp056094098 tan B4-c0 40 O L@ T 150 ;T 15(0 1ot
0,5, ))sBtan By +x ,c0,c04,c8450 , tan Hg—xpc(b'ﬁ 0 5)cO «0 8 ,tan @ Y,C0,CEy
$( 0y +0y )58, tan Oy +(1,5¢0,,+T 146(0 150 1) )cO £0 £6 §0s@tan 8 5+ 6 ¢( I,
O3~ ) (%1680,7 2 148( 01510 17) )50 s@tan 6 5-cO £0cO gz 1§0 7z 1§(0 130 4))sO,
S( Oy +0y -ty ) tan Oy +(2,6¢0,5 +71,6(015+0 13))cO £6 (0 ;10 )56 f cOcYsp+cpsyy)
tan Gy, +(1,5C0,; +T14¢( 01510 17))c( 01+ 0 5)cO 0 $6 [ cqely-cOsgsyy ) tan 6 )

Vs =-(€0588, (-4 -1 5c0 - 0 0 0 ,+x ,
$05,805 +,(€05Cl,5( 0y + 05 )+c(0; +05)s05)+m,(¢( 0,40 5)cd £ 4-5(0 1+0 5)s0 o)-
zp656i894i +(11550,; +21,5(015+0 7)) (-(cO f c@sbs8 ,+cO £(0,+0 s )sp-cOcl ¢
(O +0y-4)))+5(0y +05 )sOq( cfs@+clesiy ) +c( 0, + 8y )s0s( cOcqeiy-spsiy ) )+
(-(216:013 )T 14¢( D15+ 013)) (-(¢O 3658 ;59) +(cO 8 5( 0,1+ 0 o) +¢(,+0 450 ¢ (cOcty
s@te@s )+(c( Oy, +0, )cOscl,-5(0y+ 05 )s0¢ ) (cqey-cOspsy)) Jtan 6,

Coeficientes de la ecuacion (2.55):

<

25 = Cog

26 =0

27i =0

2 =0

Vi =CO8%80(-(8( Oy + 03 ) (cOq(cths04-cO4c st )+cO el (50 56 g+cO gtan 8 ) +sy(cO 4
$0,,56, +0,505505504 +c0 ,c0 ;50 tan 6 ;-s6 ;sO gtan 8 ;) ) +¢( O, + 05 ) (- (cOciy s,
56,80, )+ 0480 +csO,s0; tan B, -cO (50 O 4 +cO sO stan @ ;) +cd {cO £0
c+si( 56,50, +cOy tanb,;))))

Vi =€O%(¢6,,c055050, +cOcOyctys( 0, + 3, )s0 56 g +c0cO cys( I, + 0, )50,,56,56,, - 50,50

$6,,56,,80, -cOcBy5( 0, + 04 )sO g +c8c ,cO cfs( 0+ 0 5)sO ztan 8 ¢l $0 s0s6 ,

tan 6,,,-c6,50s0, tan 6, -cOcs(0,+0,)s0 ;50 gtan @ ,,;+co {cl {s0s8 ,-cOc8 ,

S(O,; +0y-W))-cOc( O, +05 -4 ) (56,56, +cOy tan 8, ))-c(0;+0; )cl(cOycfsd 4+ s

SIS
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(c6,;56,,56, +c8,5050450 4 +cO ,c0 50 stan @ ,-s6 ;s6, tan 6,,)))

V,, =0

Ve =6912M(05&09g(-(C9C94)+898948(51 +0;3-4))+56 4(-(50 505(0,+0 -t ) (56 56 g+l
tan @, ))+cO(cOys8,-584 tan 8, ) ) +cO,,(cly(cWs( Oy + 0, )sOsOy-c( 0, +0, )sOsO sy +
cOs, tan B, )+ 56 (cOsOy50,-50s(0,+0 ;- )tan 8,,)))

Vg =0 (c0c8y50550,50 -cfs( I, +0;)s050 ;86 36 o-cO £0 §( I+ 5)s050 sW-cO gy
8( 0y +0;, )s0s6,, tan B, -cOs0456 ;s04 tan 8, +cO (5( 0 ;10 5)s0s0 s tan 6 ,+cO [ cl o
cs( Oy, + 0y )s0450568, +cOsBgs04 +cBcOg tan 0,,-cfs(0,+0 ;)0 $6s6 gtan 8 )+
c( Oy +0y, )sO( cOgcl(-(cOys8y )+s8g tan 8y, )+sW(s6,,(s6y504 +cOy tan 8, ) +cl,
505i(~(cOy565 )+ 585 tan 6,,))))

Vi, =00, (cO(-(cO,cO4c05 ) +58,4(cOy50 3505 +c0 56 5) ) +56(cO £hs( 8 ,+0 5)(c $0 6 5
05,56y )+ cOycOy;56,5( 0y + 05 -t )-cO5;c0;5( Oy, + Oy )85ty +5( 0, + 05 )50 450 g5 -
¢( 3y + 0y )(506(-(cfs8q ) 0,048,551 )+ g(cOoctysO +cl 56 5))))

Coeficientes de la ecuacion (2.60):

Vi =y

Vs =0

V7, =0

Ve =0

Vag, :0‘91232‘(0(511' +0, )sect3(c050 .15+ 0 ;46 - el £6 ¢ ,+cO g (cO ,§0 86 5t cO ¢
6y ) +(-( 0505585 ) +505504 )s )-cO15+ Oy + 6y - - (506505 )+ cOq(cO4s8 , +c,
505,505 ) +cOg (cOucf 50y +cl,50q54)) ) +5(0,+05)(5(0 15+ 0 17)((cl £6 g5 it
50,,(c8,,c8uctysOg +50,5W ) ) (s@-cptan 0,5 )-cO(csd 48 4-c8 o c8 56 ,+cO 5O $0 )

s )(cgtsptan B, )+cOg((cO,cWsBy, -cOys8ysW ) (s@-c@tan 8,5 )+cO(cOycfsly+cO,
sy s ) (cp+s@ptanB,y)))+c( 015 +0,1; ) (€040 458 3-50 56 o) (cOcipsecl 156 1 @-sy
(c@ts@tan 8., ))+cOycO4s8,(s@-(cOsW )+ctan B, )+ e cf +cOs tan 6,5 ) )+
c8,,(c6y50558, +cO480, ) (s@-(cOs )+c tan B, )+e@ c +clsytanb,,)))))

Vi =-(€6,580,5 + 0,5 +0.5-@cO(cO 0 0 ,-58 (O $O 8 g+cO 0 ) +sO(-(cl gs(I,
05, )(c8y3053585 +cO556y, ) )-cOyc6,,56,5( Oy + 0y - ) +c05cl58( 05+ 05 )sOgs-5(0,+0 5)
50550554 +c( Oy + 03 )(50g(-(ctf 585 )+ 400450 g5 )+ cOs,(cOyctsOq +c0,58451)))))

Vi =O5(c( 015+ 017 )eqpsb(c0 ;c8,c0 -0 o cO 0 56 5+ O 56y, ) +cqeis(O,5+01; )(5( 0 +
0y ) (058550 - 506585 )+ c(0;+03) (00 56 ,+¢0 (O 50 56 5+c0 56 9)) ) +c(0 15
Oy, JeBeqep(c( 0+ 05 )(-(¢OcB4585 ) +50458 ) +5(0,+0 5)(cO £ 6 b f cBys50,
§6y; +0556y ) ) +5( 015+ 013 )56( 0,080 -5 ( cO 50 56 g0 §6 ) )sp-c( I 15t 0 1)
c(s( 0, +0y ) (cO5c3505-5065804 ) +¢(0,+0;3)(cl b 56 ,+cO [l 50 56 5+cd §6,9))
s@+clcfs( 0,5+ 0y, )(¢( Oy +0; ) (-(¢05cO358 ) +504504 ) +5(0,+05)(cl £6 56 4+,
(6,504,885 +Ox38g ) )sp-c( 0151017 )cOcl( (0,40 5)(cO O $6 550 $6 o) +c(0,+0 9
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(c8ucOy58, +cO,(cOg504505+cO584)) st +c@ps( 015+ 0 17)(c( 0,1+ 0 ) (-(cO 66 §6 .+
805,86y, )+ 5( 0y +04 ) (cOgcO458 ;O ,(cO 450 (50 g +c0 50 ) )sf-cOs(0 s+ 0 1) (s(O,+
0y, )(¢0g,0480q -50550y )+ O, + 0y ) (cO4cO550 , +c8 (O350 458 3+cO 58 ) )spsip -
8+ )(¢(8, 48, ) (00,108,560, )+50 58 o) +5( 5148 5) (c6 g0 56 ;40 (e 55
56y, +c0y50y ) )sstl - cps( 0,5 + 0,5 )sO(cB ;0 48 o-56,,(cOy50556, +cOgs8y ) ) tan 8,5+
(015 Oy7 Jeqetp(s(0;+05)(cOgcl458-50 56 4) (0,0 ) (O g6 §6 i+cb {cb §0 ¢
56, +0q56; ) )tan O 5 -cOcqeis(015+ 017 )(c(0,+0 5)(-(¢O £6 56 ) +350 §6 o) +5(0, +
0y, ) (658450, +cO,(cOy50 458+ (58,)) ) tan 8 z+c(0 5+ 0 7)s0(cl 46 66 .56 ,,
(¢6,,805,56; +c0y50y ) )sptan O, +cs(O,5+0 ;) ((0 40 5)(cO £ $6 550 §0 )+

¢( 8, + 0y )(cO4cB458,, +cB,,(cO,504584 +cOys0,)) )s@tan 8 ;+¢(0 z+0 ;)cOcy(c( D 4+
Oy )(- (0504585 ) +505503 ) +5( 01 +05)(c0 el 56 4 +cO [ cl $0 56 gt cd 56 9)))s@
tan G5 +cOe@s( 05 + 013 )(5(0;+03)(c0 8§58 505,56y ) +c( Oy + 03 ) (cyc8456 , +c0,
(650550 +cOg505)))s tan O,3+¢( 015+ 0 13 )c@c( 0440 5)(-(cO ¢6 §6 ) +350 56 )+
S(Oy +04 ) (cOyc0y50, +cO,(cO450 458 +c0 58 5)) )si tan 8 5-c(O +0 15)cO(s(0, +0y )
(€05;C0456q 50550 )+c(0;+0,)(cO4c0 450 4 +cO ,(cO 50 $0 g+cO s 5)) )spsiy tan 8 5+
§( 015+ 017 )(¢( Oy +05)(-(¢05cb 458, ) +50 56 4)+5(0,+0 5)(cO 0 56 ,+c6 [ §0 ¢
86, +c0ys6y, ) )ssip tan 6,5 )

Vio =CO%5(5( 015 + 017 ) (s6c O15(c0 450 560 g+ 3 56 5)(cO £0 15 @50+50 [¢(5,1+0 Jeps 45

Via

@+cOcOy-Ps(Oy + 05 - )+5(0y+0;3 )s8.5-@s ) )+ Ol o (040 5)cO g s@-cOcl ,
el -@secO,5(0,+05-Y )+cO,5(0,+0; )s@siy +s0s0 ;sptan 8 ;- +c@s0s6 ,-cO £ O 4+
Oy -tf)tan 85 )) )+ (015013 )(-(cO4c8 45656 y59)-c £ 50 5656 59-cO g6 5056 50+
€8,,c65,cOucs( 0y + 05 )s-cOyc@s( O, + 0, )$05,50,,80g W -cOsc@s( 0, + 0, )s0 ,s0 (s +
cG,,cOucps0s6,, tan .4 +cO ,c043c@sO ;s058 g tan 6 1, +cO O £@sO50 gtan 8 +cO 46 66 ;o
S(O,; + Oy )s@sty tan B4 -cBys( 0, + 05 )0 ;80 ;8O gs@si tan 0 5-cO $( 0, + Oy, )$6,,504s@sy
tan B, +cOcYs( O, +05 ) (c0,c84c04-50 4(cO 450 56 g+ O 56 o)) (sp-cptan 8 ) +c( O i+
0y, ) (6,050, -50,(cO3504504+c0 ;s8)) (s-(cOs )+ tan B, )+ c@ cif +cOsy
tan8)))

=cl0(c( 15 + 017 ) (-(¢6430 3056 59)-cB 5056 5@+ £8 £ 5( 0,1+ 8 )30 sY-cqp

S( 0y, + 0y )$0,,80g s +cOycsOys8s0 , tan .+ cO c@sBsO jtan 8 ;+cl £6 $(0,+0 .5)s0 4
s@si tan B, -s( 0y + 05 )s8 56, s@s tan B4 +cOcs( O, + 04 ) (0,040 ;-58 ;58 5) (s@-
c@tan G, )+cO5cOys( 0, + 05 ) (s@-(cOsW )+cWtan B, )+ e c +cOs tan 6,5)) )+

8( 5 0,7 ) (sec 8,3584(cO 0 13- @0+5(0 1 +0 5)s0 56 1 gsY )-cO5( 0,1+ 0, ) (b, Oy
50, -cls0,,50, -cOscOgs ) (cpts@tan 8,5 )+cOq(s@cO gctfs(0+0 5)+cl s(0,+0 5)
50,8 +505,5050,, tan 6,5 )+ cf(s045058 ,-cO sctfs(0,+0 5)tan 8 15-cO (0 ;+0 5)sO s
tan 63 )))+c( Oy +05 ) ((cO5cly sec O15(25( 015+ 01,46 13- @-f ) +5(0 1510 1-0+6 s @

Y )+5( 0+ 013 + O+ 6,53 -0-1) )-25(015+0 348 15 QHY ) +5(0 1510 7 O+6 (s 9+ )+
(05 +015 +0+0,5-0+y))) / A+ (O ,c8450 -6 36 5) (5(0 1510 1) (c(s@-cptan G5 )+
cOs(cp+s@tan Gy ))+c( 05+ 0y ) (s@-(cOs ) +c tan Gy, )+ el cf +cOsy tan b5)))))
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Vi :6‘91231('(5(515 +0,; ) (-(c0,c05c@s850 3 )-cOc cqeis(0,+0 5)s8 56 - cOcO ggeis( 0+

0,; )$0,56550, +cps0 55050 ;50358 g+ el s( 0 +0 3 )sO s@+cOcl £@ps( O 1+ 0 5)sO 4
sY+cl,s( 0, +0; )s6,,50,s@sy +cB,,5( 0, + 0y )s05505503s@st -cOgcqpeifs(0,+0 ;)s0 ¢
tan B, -c0,,c050s0,5¢tan 6 ,-cOcO cfs(0,+0 3 )sO ;50 s@tan 8 5 cOcl gfs(d,+

0,, )$05,56550,s@tan 0, +50 45050 50 g8 s@tan 8 15-cO c@s( O, + 0, )$0,,50,sY tan 8,4 -
cB,,c@s( 0, + 0, )s050,58 s tan 0,,+cOcl 45( 0, +0 ;)sO s@s tan 8 z+c(S,+0 ;)
((cOuctfs8,,56, +cO,clWsO 558450 -cO0 450 sW-cO o cO 6 g +50 6 sW))(s@-c@

tan B4, )+cO(cOycfso, +(clys0, +c0,504504 )s8 4 ) (cptsptan 8.;))+cd s8 56 4
(B0 - Go( 5, + 3,0 ) sec By +cts( 8, +3, )(59-ctan y,))+c8 (@O 55,43 )
s +50s6,, tan 6,5 -cOcOys( 0, +0,;- )tan 8,3 ) )+c@- (5056, )+cOcB,s(0, + 04 - )+
850y +03 )sytan6,5)))))+c(015+0 17 )(cOo(-(cql cO5( 01 +0 5)sO i tan 6 y5+cy
S(Oy +0y ) (80g +cOgcBcB, tan 8,5 )-cO4(cl ,5(0,+0 ;5 )si+5058 ,tan 8 5)))+s@f s(0 +
0, )s0(cOsW-cy tan B4, )+ cOg(cOclcfs( O, +0, )-5058 ,+cO ,;s(0,+0 ;)sy

tan Oyy)))-56y($8,(-(cOcOsctf sec 6,35(0,+03)s(0 5-@)) +sec 0 50 5650 5(60 1z @)+
clys( 0y + 03 Jsp(ctsptan 6,3 ) +cOgs(0,+0,)sO o s-(cOsp )+ cif tan G5 ) +c
(c+cOstan B, ))+cO,(-(cly sec8,3505(8.5-@))+5(0,;+0 3)s0 36 -(cOc sec 4
(65 -@))Fs(cotsptan by ))))+c( Oy +05 ) (-(cO550 ;5O4( s@-(cOsy )+ cif tan Gy )+
c@ e +cOsi tan By ))) +cOq (565584(-(cOcp sec 8,35(8.15-@)) + s cp+s@tan 65 )+
cB,,clu(s@-(cOsy )+cy tan B, )+ e cf +cOstan 6,5 )))-s04(cOq( cOcl sec B,
(65 - @)-s(cp+sptan b;5))+ 8,560,550 o( s@-(cOsif )+cyp tan 65 ) +cq cif +cO

s tan6s))))))

Coeficientes de la ecuacion (2.65):

Visi =€y -CO,350,
Vie =0
V7 =0
Ve =0

Vg

='(69122i(c(51z +0, )(-(cOs0,5 +0,;- A cO,(cO £ s ,+cO cif(cl $0 $O 5+cO 56 )+

(- (0403565 )+ 505,56y, )s ) +(cO,,cOctfsOg -ctfs8 4,585 -cO ycO st Jtan 8, ) )+ cOy5 +
Oz~ Oy (-(clfs06s8q ) +cO4(clys8 ,+cO ;5O ¢ 56 g)sif ) +(cO 6 50 556,

56, )sp tan B, +cOy(cO,,(cOgcfs8q+cO ,sO st )+cO £ tan 8 ,)))-s(0 ;+0 )

(¢( 05+ 017 )(cO15(-((cO6cO 456y - 50585, ) (O s+ cpsypy ) ) +cOyc ;56 (e -cOsg
s )+cO,,( 550456 +cOss8q ) (et -cOspsiy)) +(-(cq clf 56,56 +cOgclysiy) ) +
cOsq-(cO5;cOuctY )+ 56,5855 )+ 0,c0550 4 ceiy-cOs@siy) ) tan 6y, ) +5( 0,5+ 0y, )

(s cO,,;(cOBqcO5ctysB, +cB,cO4ctfs0 ;50 g +50 O s )+ciy(cl £6 $O 556 560 )

tan 6, )+cOc@ cO,y(-(csOgs8y ) +cly(cBys0 ,+cO ;5O SO 5 )s )+(cO £6 $0 550 ,
$G,, )s tan B, )+coq(clcql cB,,c,,cWsOy +cb,,c8,584sW +cOgcty tan 8., ) +s¢ cl
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cB,,cYs6, -cO,,c0,50s -cOgsy tanb,,))))))

Vsoi :'(6‘91221'5515 +0.;-@cO(cO,,(c 000 g-58 (O 30 50 g+cO §6.9))-(cO 50 50 +cb 50 ]
tan 6, )+s0(cO,,(-(cO,cs(O,+0;)(cO4s0 (8 3 +cO $6,, ) )-c,c04,50,8(0, +05-W )+
€O4;CBy8( 0y + 0y )$Ogsth-5(0;+ 0 )sO0 ;80 s +c( 0, +0 ;) (80 -(ctysO o) +cO £6 $0 4
s )+ (cOycfsOq +cOys0g54)) ) +(s( 03+ 05 ) (-(c0 ,cOgcthsO 5) +cPs ;56 g+cd
clysth)+c( O +0y )(cOgcOyctf +(cO,c04504-58 505 )sy ) )tan 6,5)))

Veu :'(0‘91221'('(0(515 +0,7)c0,,c056(cO (00 £8 o-58 (O 50 56 +c0 56 9))-cO qpeis(O &
017 ) (8(0y + 05 ) (cO5cO3584-50 456y, )+ (), +0y ) (cOycO450, +0,(cby50 458 3+c0 ¢
6y )))-c( 015+ 0.5 )cOcO ,cqep(c(0,+0;)(-(cO 0 58 5) +50 6 o) +5( 0,1+ 0 o) (¢l 6 4
$6,,+¢0,,( 84505505 +cO58,)))-cO,,8(0 5+ 0 1;)s6(cO £ £6 5 50,,(cBy5050, +cOg
86y, ))s@tc( 015+ 017 )cO1,cY(8(0,+03)(cO (0 50 g-50 56 o) +¢( 0,1+ 0 3)(c 66 56 3+
cB,,(c6y50550, +cO480, ) )s@-cOcl ,cfs(015+0 ;) (c(O 110 5)(-(cO £0 §8 ) +50 56 ,J+
$( 0y +0; ) (cOycO450,; +cO,(cl450 5563 +cO 58 ) ) Js+c( 0 1510 17)cOcl 1e@f(s(0,+ )
(€05,COy;58y -50650 ) +¢(0;+0;)(cl3c0458 y+c0 o(cO 50 56 g0 6 5)) sy -cO 1¢p
8( 05+ 017 )(c( 03+ 03 )(-(€05,c8y58 )+ 505585 ) +5( 0, +03) (c04c0 488 4 +cO (cO 50 56 g+
0580y ) Js@ +c0c8,,5( 0,15+ 013 ) (5( 0,0 3)(¢O (0 50 550 56 o) +¢(0,1+0 ) (b 66
56, +¢0,(cO5504505 +c04504)) s +c( 015+ Oy, Jeb,y(¢( Oy +03 ) (-(c05c8450 5 ) +59 ¢
56y, )+s( 0, + 0, ) (cByc8450,,+cO ,(cO450 50 g+ 58 ) )s@stf +c( 0 510 1 )cgsf(cl 50
$6,,+c0,50, )tan B, -c@es( 0,5+ 0, )(cO 8 (0, +0 5)+¢(0 19 5)(cB,,c6,80, -0,

86, ))tan Gy +c( 8,5+ 013 JcOcgeip(c(0,+03)cO (8 g+5( 0,40 o) (-(cO £6 $0 o) +56 4
$6, ))tan 8, +5( 0,5 + 0,5 )s6(cB 450 (56 ,+cO ;50 5 )s@tan 8 ,+c(0 1+ 0 Jep(cd £0 .4
$( 0y 0y ) +c( 0y +0, ) (c6,cb5504 -58,585 ) )sptan 6., +cOcifs(015+0 17)(c(0 1+ 5)cd
B +5(0y +05 )(-(c8,c84504 ) +50 505 ) )sptan ., +c( 0 1510 17)cOcgfcd g8 5(0,i+0 )+
¢( Oy, +0, ) (0,380, -58,584 ) )sp tan Oy, +c@s( O+ 0,5 ) (c(03+0,)cOocOg+5(0,+0 )

Voy =-(cO(-(cO13cO5cOacps( 8.5+ 0, )5650 )-8 128 £5( 3 15+ Oy, )56(cOy505565 +c0558 )+
o Oy, + 0y, )c0,,¢04¢0 48050 s@+c(0 5+ 0 1;)cO 1£6,.50(c6,50550, +cOg58, )s@-c( 05+
Oy7; )c6,3¢6,4¢85c845(0,+0 5 ) (cOcY s sy )+ c( Oy, + 017, )cby;5(0, 03 )50 46 550 56 g+
C0q:565; ) (cOcY s cgs ) +c( Oy, + 0y )cb,3c0,85c045( 0 15+ 0 13 ) (-(clfs@)-cOcp
s )-c( 0y + 05 )clyy5( 015+ 013 )50 48 550 56 g0 56 o) (-(ctys@)-cOcsy ) +c6,,cO,
CBycOyS( 015+ 0.7 )s( 01+ 05 ) (cOeqety-s@sif )-c6135( 0 15+ 0 1)s( 0+ 0 )56 { c6 150 56 g+
05,86, ) (cOeqeiy -sgsif )-c( Oy, + Oy, )e( Oy + 03 )10 108 o0 o cqeiy -cOspsiy ) +c( I 5+
017 )c( 0y 405 )c6,,50 4(cO 430 538 g +cO 58 ) (cpely -cOsgsiy )-cO £8 £ @ps( S 15+ O )30 86
tan 6., +c@s( 0,5 + 0,5 )s8s8 ;s tan 8, +c( 0 1510 1;)c6,,06,80450s@tan 6., -¢(0,5+0,;)
$0s0,,s0,s@tan By, +c( 0,5+ 0,5 )cOg5( 0,40 5)s0 36 [ cOcYsp+cesy )tan 6., +c( 05 +
017, )cOy8( 0y + 05 )58y cOcp s+ cpsy ) tan By, +c( 0, + 05 )cby8( 015+ 0,17 )30 50 | cf s+
cOcgsp)tan B, +c( 0y, +0; )cO,8( 0,5+ 017 )50 o cf s+ cOc@sy )tan By, -cBys( 015 + 0,5
$( 0y + 0y )s0550,(cOeqey -spsp ) tan 8., -c0,5( 815+ 0 17)s( 01+ 0 )58  cOcqey -sgsyy)
tan Gy, +c( 05 +0,; )c( 0, +0 4 )clg30,,50,,(cqey -cOsgsy ) tan by, +¢( 015+ 917 )o(8,+0 5)
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8,58y (cqe-cOsgpsy )tan 6,,))

Vi =-(cO0i(-(¢6,4c05c05cqp5( 015+ 01, )50 5056 ,)-cO 10 £0 5(0 10 1)s656 ,d¢(3 1#0 o)
8,,,084,04,50,5050 5@+ c( 0,5+ 01, )cO 0 £0 $050 $@+c(O 15+0 4, )c( O, + 04 )cOgcO,,c0,
Oy (cOcfsptc@sy )-c(Og +017)c0,,c0 850 50,0 )50 f cOcsp+cpsiy )+ c( Iy, +
017 )c6,3¢845( 0, + 0, )58 150 cOcsp+cgsiy )+cO (0 ,£6 £8 (0 15+0 17)s(0,#9 (-
(cts@)-cOcgsiy )+c( 0y +0; )cb,300,c05c845( 0 15+0 17 )50 o -(cs@)-cOcgsy )-c( O +
0y )c6,,055( 015017 )56 156 o~ (clfs@)-cOc@sif )-c( 6, + Oy )cO5cb3c04c045( 015+ 0 17)
(cOcqey-s@sip ) +c6,,,c0,c05c045( O, + Oy, )s( Oy + 03 )sOg( cOcqety - spsipy )-c6,c0
$( Oy + 014 )s( 03+ 03 )58 4584 cOcqei-s@sipy )-c( 015+ 0 17)c0 6 16 66 §(0,+0 J(cp
Y -cOsgsiy )-c( Oy + 017, )o( 03+ 03 )cB1,c0 100 £8 30 o ceypy-cOspsyp ) +c( Oy, + 0,5
¢( 0y +0y )ct;c0550 ;O4( cei -cOsgsiy )-cO .0 yc@s( 0 15+ 0 17)s0tan 8+ c@s(0 15+9 )
50,,8056,,58, tan B, +c( 0,510, )cO 0 sOs@tan 0 ,-c( O 5+0 1,)sO §0s0 50 .s@
tan 6, +c( Oy + 017 )cbys( Oy + 0y )sO,(cOclYsp+cgsiy )tan By, -c( 5+ 0,7 )c(0; 0, )cd ¢
Gy (cOcsptcpsiy )tan Oy +c( 05 +0,; )cl,5(0,+0 ;)50 58 o cOcsp+cpsyy ) tan Gy, +
¢( 0y 0y )cOys( 015 + 017 )50 y(clf s+ cOcqs ) tan By, +cOgs( O + 017 )s( 0y + 05 )sb4( ety
s@tclegsiy )tan 6, +c( Oy +0;5 )cO,5( 015+ 0,7 )50 58 o cfsp+cOcgsiy ) tan 6, - O,
$( Oy, + 017 )5(03+ 03 )6 4 (cOcqety-s@s ) tan 6,,+¢( 0, +0 5)cd (0 15+ 0 1)s8 fcOcp
c-spsiy )tan 6, -cOys( 015 +01; )s(0,+03)s0 58 o cOcqeiy-sgsf ) tan 8 ,+¢( 9 15+0 1)
¢( 0y, +0y )cOysO,(cqety-cOsgsy )tan 6, +c( 0,5+ 0 ,;)cO 5( 0,0 5)s8 f cge-cOsgsyy )
tan 6, +c( 0,5 +0,3)c(0,+04)c8 450 56 o cqreyy-cOspsyy ) tan 6, ))

Vs =-(cO05(-(¢05¢0,4cO5c@s( 015+ 3 17 )5050 , )-c0 ,£6 £6 £@5( O 1+ 3 1)s050 5O £ps(0 4
0y, )$0¢8058,583504 +¢( 0,5+ 0 17 )cO £ £60 5050 s@+c(0 4 +0,5 )cO,,c6 ,c05056,,5¢-
¢( Oy, + 017 )c0,350 65050 ;58 556 5-c( 0 15+ 0 17)cO 8 160 60 §(0 10 )(cOcysp+cgsy)-
¢( O+ Opy; )c( 04 04 )10 430 o cOctf s+ cgsiy ) +c( O + 01y, Jcl,,c845(0,+0 )36 ;56 ¢
(cOctfsp+cgsiy )-c( O+ 014 )c( 0y +04 )cd el 1,50 58 o cOcf s+ csiy )+c( O5 + O,y )b,
c0,,5( 0y + 0y )s05560358,( cOctY s+ csiy )+c( 0, + 0y JcO5cb,4¢8,4cO48( 015+ 13 ) (-(cys9)-
cOc@si )-c6,,,c055( 015 + 013 )s( 0, +0 3 )0, (- (c s@)-cOcqsiy )-c( Oy, + 0y )cbyycO55( 015 +
017 )564505(-(cys@)-cOc@siy )-cOs,c6,,8( 015+ 0,15 )s( 0,0 3)s8 56 o~ (clys@)-cOcpsyp )-
¢( Oy + 05 )cb,,¢0,5( 015 +0 17 )50 58 56 - (cs@)-cOcgsiy ) +cO4,c6,,,c0,,c0,,5( 015+ 0.7)
$(0y +0y )(cOcqey-s@sipy ) +c( Oy, + 0y )c,;c045( 015+ 0,1, )50 o cOcqeif-sgsiy )-cO £
8( Oy + 017, )8( 03 + 05 )58 ,58 (cOcqey-s@sif ) +¢c(0,+0 5)cO £8 15(0 15+ 0 1))s0 56 fcOcp
e -s@s )-c8,,,c0,8( 015 + 0,13 )5( 0,40 3)s0 36 56  cOcqgeiy -sgsiy )-c( O 15+ 0 1)c( Ot
0, )c0s,c6rc8,5c84(cety -cOs@sy )+ ¢c( 015+ 017 )cO ,£8 (0 1+ 0 )50 ey -cOsgsy )+
¢( O+ 01y, )c( 0y 04 )cB,,c0 568 58 o ety -cOs sty )+c( Oy, + 0,7 )cOcl,,5(0,+0 )36
G (cpe-cOsgsif )+ (0,5 0,5 )c( 03 +0 3 )cB,,c8 450 56 56  ce-cOsgsy)))
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Ves, =_(09122i(591]i(_(8(515 +0,,)(c@s8(cO ,c8 £6 4-50 ,(cO $0 50 g+cd $6 ,9))+(s(,1+0 ) (cI
;58 -50550y )+c( Oy +0, ) (cO5cO458 ,+¢O (cO 30 56, +c0558 ) ) (-(cfs@)-cOcq
s )+(c(0,+0, )(-(cOyOy86y ) +50658, ) +5(0;+05 ) (cOycl 458 (+cb (cO 5O 56 g+cO
65, )))(cOcqge-spsi ) ) +c( 05+ 017 ) (80(c0,c03c84-50 4830 (36 g+cO 50 ) Jsp+
(c(8,; +0y )(-(cO5cB4805 ) +504583 ) +s(0,+0 ;) (c6,6,56, +cl,(cOq505585+c4s6,)))
(cOcsp+cpsty )+(s( O, +0, )(cOgcOy50g-50458g )+c(0,+0;)(cO 8 560 ,+cb [cO $0
56 +c0s;56y ) (cpe-cOsgs ) ) )-c6,,c0,5 tan 6,; )

Voo =-(€6,556,456,,56,5)
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Coeficientes de la ecuacion (2.70):

G, =2(—17p +2,c0, tc(0,+0, ) (x5+x,¢0,)cO ,+x ,0(0 @)W +x (0 ;FO 7 @P)cY-x ,,
$(0y; +0y )50 +cO(T155(017- @)+ 1,5( 015+ 0 1= @) )Y )

G, :2('1% +2,50, +(T5+1,C04 )cO,5(0,+0;)+1 1c(0,+0 5)sO -cOcY(,45( 017 -P)+ T4
$( 05+ 017 -9)) +(216(017-P)+ T 140(0 1510 1 @))sY)

G, :-Z(Zp +(Tg +24,C04 )30, +50(7145(017-0)+ T 1,5(0 1510 17 P)))

G, :2(($1666(51%-¢)+$14C(515+517-¢))Cl/l(yp-:B 50 1)-77,(115¢( 017 -P)FT1,¢( 015+ 0 17-9))
¢( Oy + 05 -1 )50 - 15 0cOy - 165( 0 17-P)+ 2 15( 0 1510 17 @))-(T 5+ 60 ,cOcO (O, it
Oy -y ) (2,68( Oy '¢)+$145(515+517'¢))+$pcacw($ (0 5 @)+T 15(0 1580 11-9))- (25 +
71605 )COy(T16¢( 017 - @)+ 140(0 1570 1 ))s(0 1+ 0 s ) ¥z £050 {x 1§(0 179)+T 44
5( Oy + 017 -9))s( 0, + 9, -w)_($p-$2651)($ 16001~ P)+x (0 15+ 17‘¢))5¢/+ypc‘9($ 16
5( Oz - @)+ 8145( 05 + Oz - @) )Y )

Gs =2(7,45( 0y -¢)+$148(515+517-¢))(_(Zp69)_($ 5+7 £0 5)cOs0 (7 itz £0 )cl 505(0
Oy~ )-56(-(y,cp )+ 27,0( Oy + 05 - )50 + 1350, -+ 54 )

G, =2{1716izpc(517i —(0)3(9+x14zpc(515+517i -@)sO+z,g(xs+x,c04)c(0,;-9)s0s8 ,+x (x tx
O, )c( Oy 015 - @)s050 4 -3 14( 5+ 10 )cO (040 W )s(0 47 @)+ T (fT,-T 60, Jep
(07 -P)-T14(T5 +$1056)004c(dﬂ.+58_w)8(515+5h7_¢)+$14i($p 3,0y Jels(05+ 0, -
@)-T (g + 2,004 )cOcO,0(0,,-@)s(0,+0 3~ )-x (T s+ £0 5)cOcl £(0 O ;7¢)
(0, +0y -t )+ 2,57 45065(017-P)s(0,+0 ¢ )+ 1 50 (0 15+ 0 17 P)s(0,1+0 3¢ )+
(Z/p -2,,80; )8( Oy '¢)3w+$14(3/p -7 380, )5(0 15+ 0 - @)s -z £6c( O q”)(‘(?JpC‘//)"'x i
(0, + 04 - )30y +332L'5(51"l//)+$p5w)'$14c‘96(515+517'¢)(‘(?/p0‘//)+$ £(0,+¥0 )
805 +2y8( 0y - )+ x,5¢))

G,y =-2i2- 22 - 252 + 20,5, (Tg + 24,004 )cO,(Oy7-P)c(F,+0 oW )+ 201 (T g+ £0 ()cO 4
¢( 05+ 015 -9)c( 0y + 0 -¢)+2¢’2(~’C 577 306)cO (T (0 1 P)+T (0 1540 179))

(9, +0y "//)"'44&/’(335@ +24C0¢ JcOcO,;(T,50( 014 - @)+ 14¢( 015+ 0 17-9) (0, +0 s )-

24.02331&'(% -T,¢0y )c( 07 - Pl - 240233 14(% - ,0,)c( 015+ 0 - Pty + 4//?)p($ (0 17 @)+

T14,¢( 05 + 0y '40))0‘//'2‘//2(% -3¢0, )(T 160 17-P)+T (O, + Oy '40))01//"'4@,;(1"16

Oz - @) +214¢( 015 +517'§0))59+494'4/$ 512 0 6)cO(x (0 7 @)Fz 14(0 150 179))

50, +2¢2x16izp505(517i -@)+ 2¢22716(£E 51,0 ;)s0s8 s(0 - @)+ 2¢2x wgpsﬁs(5 =0 @)+
153
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2072, (T + 7400 )s050,5( 015+ 017~ @)+ A cOctf(z 1 5( S 1 @)+ 15(0 150 17 0))+
22y, cOcP(015( Oy - )+ T145( 015+ O17-9))- Az (3343 )53 {1 16(0 17 @)+ 4
5( O *+ O~ 9))- 2°w 1¢0c( 3, + 0y -4 )53 (0168( Oy - )+ 145( 0 15+ O 1~ @)+ 26%2,56
(2165( Orn - @)+ 2145( 015+ 017-9) )+ 26%(w s+ 103 o)s650 [ 16(0 17 @)+w 15(0 130
9))+46cO( Pri2,6( 0,7 - 9)+ @142, 315+ 8 13- 0)- 4, (016( Oy - )+ 2145( 015+ O.17-9)))-
4942'(5% +x7ic5@)ct94(z'p—(.g’xlﬁc(517—(0)+x 1£(0 50 k7—(0))3«9+906’(x S0 7@)+z 4,
5(Ois *+ O 9)))+ 265 (w5 + 300 )56 (2, +56(x 150 1 )+ 15(3 15+ Oy~ 9)))- 2%z,
CO(216,5( Oy~ P)+ 148 D15+ 0 17-9) )5( O~ )- 208w 1 £(3 17 9)30 §(3,:+0 s )- 247w o,
2,0( Oy + 01 - P)3068( 01+ O~ )-2p°x o 1£( 0 17~ @)+ 1£(0 15+ 179))50 (3,0 5
W)-20 2,6 (Tg +3,04 )cOc0,8(8,11-9)s(0,+ 0 3@ )-200T T +3 £5 JcBch 5(0 O 17
@)s( 0+ 0y - )- A (5 +13605 )cO 4( 165( 017~ @)+ 18( 3 15+ 57 9))5( 3,1+ 0 s )-26°
(T + 2,04 )cOCO, (1,55 Oy - @)+ T145( Os +O17-@))s(O,+ 0 -t )-2Y* (x (+1 £0 ()cOch ,
(216( Oz~ @)+ T145( 015+ 017~ @))s( 84+ 0 -tp )+ 46z - £ (e 56(-(Ye( 3.+ s
(0165 Oz - @)+ 2145( 015+ 017-9)))- A ¥ 18( O s @)+ 314,¢( Oy + 813 -9))5( 31+ 05 -4p ) ) + 6,
(Zs; + 4,04 )cO,( 2T 404 - 2f£pc(51 +0,)+ 2z (0 ,-@)+tx (0 15+0 79))c(O,1+0 53¢ )-
2y,8( 0+ 05 )- 260(1155( Oy - )+ 145815+ 0 1= 9))s( 0+ 0 - )) + 80 [ 05, + 7,63 )56, (-
(,6(0y +3y))-5,5( Oy + O )+ Po( O+ 03 -0 ) (21650 17-P)+ 15( 0 15+ O 17 @) +ipcOe( S i+
Oy -t )(%165( 017 - @)+ 3145( 015+ 0 13- 9) )+ (4 1 (0 7 )+ 14(0 1580 179))s(0,#0 ;5
W)+ Pe0(316,6( 3y - )+ 2146 O35+ O17-9))s( 0,3 0 )+ 650(x 1 5( 3 7 @)+ 1§(3 150 7
9))s( 0, + 0y -0))- A, (216¢( Ouz - @)+ 2 14¢( 015+ 0 15-@) ) - 207 (S 7 P)(y, - 83,)
Y -20 2,46 015 + Oy~ @) (Y, - 25,88, )sW-2p* (0165¢( Oy - )+ 1,0( 015+ 8 13- @))(y, - 50 5)
SY+AYY,cO(116,5( Oy - P)+2148( 015+ 0 17-9) Js-2p°w,cOw 15( 0 - @)+ 15(0 15+ O 4
@))s+80 0,6:5( 0,7, - @)+ 3145( 315+ 8 13- @) (We(y, - 2,50, )+, 5Y )- 207 01,c05( 0. - p)
(-(y, e )+ 27,( Oy + Oy -0 )53+ 3( Oy -0 ) + 2,5 )- 208 1,¢05( 315+ 3 5= @) (- (y,c0 )+ 5
o0y + 0y - )50, +55( Oy )+ 0,5 )-26°¢0(1145( 01~ @)+ 150 15+ 8 1 @) (- (y,c40 )+
0O, + 0y - )50+ 35( 0y - )+ 2,54 )+ O 14¢( 3 13- @)+ T (S 15+ 0 17 @) (Y
(O~ )+ (G, -z, Jotp -y 585( Oy + Oy~ )i, 50 -y, 540 )+ AW 2168( Oy~ @) + 14

8Os + Oy~ @)) (&, e +(-x, + 3 ,¢3, )5 )- 4050 W w,6.0( Oy - )+ 2140( 315+ 3 17-9))(y,
- x7,0( Oy + 0y -4 )50 - 35( 03 - Y ), )+ (T 165( 0 17-P) ¥ T 15(0 1570 17 @) (- (Y

¢( 8y -))* (-4, +p, e + 27,5835 Oy + Oy -t )+ i s+ 4y s ) )- 207 21 (w5 +

0y, )cOcB,5( Oy -@)s( 0, + 05 -t )-20F 1 (T 5 +2 20 ;)cOcO (3 x+0 1+ P)s(0,+0 s )-
Ap( 15, + 17,00 )cO,4(T168( 011~ P)+T 145( 0 15+ 0 1 @))5(0 .+ O s )-26°(z Fx 60 ,Jcb
CO4(1165( Oy - P) + 1148 015 + 01 9))5( 03+ 0 o0 )-2p*(w o+ £ 5)cOcO [ 16( O 17 @)+
214,5( 015 + 01z - 9))5( Oy + Oyt )+ 48[ -1 103 5 )8 $O(-(Ye( O+ 0 ) (x 16(0 17 @)+
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214,5( 015 + 013 -9)))- A1 15¢( 8 13- @)+ (0 15+ 0 7 9))s( 0,1+ 590 ))+ & w63 ]
cB,,(2x,,c0, - Zmpc(b_l. +0, )+ 2Ax,5¢(0,-@)+x 1,0(0 510 (0))0(5i1+5i3—¢/)—2yps(5il+5i3)
-2c0(x,58( 017 - @)+ 21,8( Oy, 017 - @) )s( 04, + 05 —l//))+494(27 st ,c04)s0 a(—(ipc(5ﬂ+5ﬁ))—
0,5( 30y + 0y )+ @Oy + 05 -0 ) (0165( 017~ )+ 15( 0 1578 3 ) +WcOe( 3,1+ 3 oy ) (2

5( O - )+ T145( Oy5 + 017~ 9)) + (w0 166( 0 15~ @)+ 2140 Oy + 01z 9))s( 31 + O -tf )+ e
(O~ @)+ 214¢( 815+ 017-9))5( 3,4 0 - )+ 056(x 153 - @)+ 18(3 15+ 179))s(3,

Oy -0))- 8, (216¢( Op - @)+ 2146 015+ O 13- @) )ty - 208w (0 7 @)(y, -89, Jstp - 247
2150( 015+ 013 - @) (Y, -1 350, )s) - 2% (0 160( 0 17~ @)+ T (0 15+ 0 17 @) (y, - 50, Iy +
A5,c6( 0165 Oy~ @)+ 0145( 015+ 8 13- @) s - 23,60 150 17 @)+ 3 15(0 15+ 0 1790))

SY +AY 3165( Oy~ )+ 3148 015 + 017 9) ) (Wl (y,-w 30 ,) 4,540 )- 207w 1,£05( 8 1 @)
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Coeficientes de la ecuacion (2.73)
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(6,0, (c0,c0,-50,50, )50 )+(cO,50,+cO 50 ,)(0 £0 $0 ,+0 £6 50 56 .+6 ¢0 50, +
98i694i55&59& ))-90490(//(056098(051053-351553)+(0535’571+ c0 50 5)(-(cl £6 50 o) +s0 ,
s6,, )+ WesO(cOycl,(- (0350, )-c0;50; )+(c0,c0 3-50,50 5) (- (¢ £6 50 ) +56 50 5))+
$O(-(6,,c04 (- (0480, )-c0,50, )58, )+(cO,c0 ;-50 ;50 ) (6 £6 56 ,+6 £6 50 50 .+0 46 .,
56, +6,6,,50,:56, ) )sth +WsO( cOycOy(cO,c0,-50,50,)+(cO 50 ,+¢0 50 5)(-(cO £0 4

50y )+50,50y ) )st+6cO(cOucBy(-(c0450, )-c0,50 ;) +(cO 0 4-50 50 5)(-(cO £6 $O o)+
56,56, ) )sW+0,,(cO(cB,50456 , +c8,.50, )-clysO cOycOy(cO,c0,4-50,50,)+(cd 50, +¢d,
50y, )(-(€6,,04504 )+58,584 ) )+560(cO4cOq(-(¢O 350 ;)-c0 ;80 ) +(cO £0 550,50 ) (-(cb .,
6,505, )+56,,56, ))si )tan 8., )

Coeficientes de la ecuacion (2.82):

G, =0

Gy, =0

G,, =0

Gy, 209091231.0@4[/8(515 +013)(5(0:+03)(cO 8360 4-50 36 o) +¢(0,+0 ) (cO 0 ,§0 ,+cb ,,
(6,506,565 +05505)) )+ (815 + 0,1, )cOcO ,£ges8 . s(0 1+ 5) (O £6,,56, -39,
865, )*+c( 0, +0y ) (cO5c8458, +c8,(cO480 803+¢0 58 )))+¢(O 1510 117)0621§¢Cw(
(O, + 0y ) (-(€O5cO458¢ ) F50450, )+5(0,+0 ;) (cO 8 56 ,+cO [ $O s 5O
$65,)))-cOc@els( 015 + 0,4 )58 15(c( 8,40y, ) (- (0404865 ) +50458, )+5(0,+0;)(cby
6,56, +c0,(c0450,504+c0;50,)))-c(0 5+ ,;,)c0c0cty(s(F .+ ) (cd 6 .56 550 .
$6,, )+ (O, +0, )(cO4cB4s8,+cl,(cOys0 (8 +cO $0 ) )sp+cOcl,cfs( Oy +9,, )50,
(8(0, +0; )(cO5cl,584-50450 )+c(0,+0,)(cl 8 56 ,+cO [l $O 0 5+cO §6.)))
3(0"'0612&04/3(515 +013)(c(0,+0;)(-(cO 030 g) +50 36 o) +5(0 140 5)(cO 6 56 i+
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€8,;(cOy505505 + 45035 ) ) )sptc( 015+ 017 )c0 158 { c(0,+0 3)(-(cO £6 56 +50 ;¢
$6h; ) +5(0;+05 )(cOycO350,+c0,(cl450 50 34O 58 ) )s@-c( O 150 ﬁ?)cezlgqs(dii"

0, )(c05cOy585 -50456,, ) +¢( 0, + 05 )(cOyc0,50 4 +cO (0,50 50 g+c0 8 )))sp +
O cs( 015 +0.17 )5015(5( 040 5)(¢O £8 36 50 $6 o) +c(0,+0 ) (cb 66,56 O,
(8,505,580 +3556, ) JsW +cOcO,c@s( 015+ 1,) (€[ O, + 0y ) (-( 0504564 ) +53450, )+
S( Oy + 05 ) (050450, +c0 (O350 583 +0 56 ) Jsh +¢( D 150 17)cOcO 16950 o

¢( 0y +0y )(-(cO4cO4585 ) +3505583 )+5(0,+05)(c0 o8 56 ;+cl ¢l $0 56 5ty
565 )))Sl//'cglza's(dlﬁ +0,3)(8(0,+03)(c0 8 58 g-50 $6 o) +c( 0 ,1+0 )(cO 6,56 i+
¢B,,(c85504505 +c06505)) )spsi-c( 0,15+ 0 1;)c 1556 (0 ,1+0 5)(cO 66 ,§6 550 ;¢
s6h; ) +c( 0y, +0y )(cO5cO350,, +cO,(cOy506565 +cOg58g)) )s@sf-c( 0 4 +517)09c92]£{
¢( 0y +0y )(-(cOxcO458q ) +504504 ) +5(0,+03)(cO £ 56 4+ [ cO $0 56 ;5+c0
56y, ) )s@stf +cOcB,35( 015+ 014 )58 15(c( 03+ ) (-(cO £6 56y ) +505565 ) +5( 0y +03)
(68,56, +cO,(cO4350,585+cO,s8,)))spsy

Gy ='(0609123i0@(515 +0,3)(c0,c04c04-50 ,(cO 50 50 g+c0 $6 5)))-c(0 15+0 1)cOcO gp
§8,5,( 04084 -5, (350,56, + 056, ))+091230@w3(515 +0,7)s6(c(0,+05)(-(cd ¢
6,50, ) +50480, ) +5(0,+0;)(cO4c04s8 ,+c8 ,(cO $O $6 g+cO $0 5)))+c(0 15+0 1)l 4,
c@elysOsO.,,(c(O, +05 ) (-(cO5cOy58g ) +50 ;504 )+5(0, + 05 ) (clyc8,50, +cO,(cOys0
6y +05565))) (0,5 +511)Cg09213(0940965g 050 ¢80 $0 §0 gt cO §6 ) )s@-clcl
$( Oy, + 017 )5815(¢8 4008 4-56 (O ;50 560 g0 $6 o) )sp-c( O 5+ O 17)Cg23ﬂ.C[//59(C(51i +
Oy ) (~(¢05,c85585 )+ 506583 ) +5(0,+0,) (Ol 58 4 +cO O 50 $6 gtcO 66 ,9)) )sp+
COaclfs( 015+ 015 )s050,5(c(0,+05)(-(cO 8 50 g) +50 56 o) +5(0,+0 ) (cb g6 56 3
cO),(c8y50550 +c04565 ) Js@-cOLcqs( 015+ 817 )sO(s( 0,40 5) (¢ £8 56 50 56 o)+
¢( 0y +0y )(cOycOys8, +c0,(cOy50 58 3+c0 560 ) )sf-c( 0 1510 17)cl 16508 1(s(0,
0, )(€05c8y505 -50550, )+ (0, +0,, )(c6,ycOy50, +cO,(cOy804804+c0 ;s8,)))sth +¢( O 15+
0,7, )c0%50(5( 0, + 0, ) (c05c0 450 4-50 56 5)+c( I+ ) (cO £6 6 Fcb (cO 50 s0.4c0 .
6y, ) )s@sty-cb35( 015 + 0,7 56050 15(5( 0+ 0 5)(€0,C8y585 -50G584 ) +c( 0, +3; ) (cOycb,
§0,,+c0,,(c8,50450, +cO4s8,)) )sgsiy

Gay =¢( 815+ 017, )cOLsc 0 c0,c0c8 4-58 (cO 50 50 g+¢0 56 o) )-cO 16@5( 130 )s056 4
(c6,,cO584 -356,(cOq50,,56, +cO564 ))+69530¢Cl//8(515 +01,)(8(0,705)(cO ¢ 56
$05,56y, ) +c( 0y + 03 ) (cO5cO358 4 +c0 (0550 58 g +cO 56 5)))+¢( 0 15+ 0 1))cl 16ctysO 4,
(8(0,;+0y ) (08480, -504584 )+c(0,+0;)(cO,c0,50, +cB,(cOys0,585+cOs0,)))+
(5 * 0y )05091230@4[/(0(51 +03)(-(cO 38 4)+50 36 o) +5(0,+0 ) (cO 6 56 ;b ,,
(6,805,568 +¢0450y )))-cOcO ,c@ctys( 0,5+ ;)50 1 (0 7+ 0 ) (-( 050,86, )+
56, )+5( 0, +0, ) (cOyc0450,+cO,(cO450 50 g+c0 50 ,)) )+ ys(0 1+0 1)s6(cO 40 .o
By -50,,(cOy505585 +cO558, ) )Jsptc(0,15+0 17)cO 56050 O £6 £6 550 [cO 0 86,
0586 ) )s@-c( 0,5 + 014 )Ceiacw(s(a-i"'a_a)(ca—bcg $0 550 6 ) +c(0,+9 3)(cO 46 50 i
c8,;(c6y505585 +cOs504 ) ) )s@+cO,cs(0 15+ 0 17)s8 1 (0 ,1+0 ) (O 66 ,§6 1550 §6 ,J+
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c8,,(c0,50,,50, +c0s50y)) )s@-c( 0,5+ 0 1, )cOcOcqd s(F 4+ 0 5)(cO £0 §6 550 50 ,J+
o0, + 0y )(cOyc8,58,,+cO,(c0y50 ;sO5+cO ($8)) sty +cOcl ,c@ps(O 0 1)sO (s(0, +
0, ) (0504588 -30586,, )+ (0, + 35 )(c04c0,50,+c0,(c0450 (30 4 +cd 36 ) st +c6,
C@s( 015+ 017, ) (€ Oy + 05 )(-(€0gcO458 ) +50 56 5)+5( 0110 5)(cO £8 56 i+ {cO §0
§6y; +0q;56y ) Jsth +¢( 015+ 013 )cO 15cq50 14 ¢ Oy, + 05 ) (-(cOgcO5585 )+ 5045604 ) +5( 01 +
0, )(€6,,B8y50,,+c0,,(cO450 ;504 +cO 560 ) )st-cOcOs( 0 5+ 1) (5(0.+0 ,9(0 66 .6
$0,,-505,80, ) (O, 04 ) (cOgcO4s8 ,+c8 ,(c8 450 O g+¢O 58 ) )s@sty -c( Oy, + Oy )cO
€8356,5(5(05 035 ) (050,80 5-50 (58 )+c( 0,40 5)(cl £6 6 ,;FcO [cO §0 .6 4O,
50 )5~ G+ 813 JeOA (5, +5,)(-(08 20 58 o) 458 50 o) +5(3,+3 (¢ 66
$0,, +cO,,(cb5505505 +cO558,) ) )s@sth +cO155(0 15+ 0 17)s8 (0,0 ) (-(cO 66 56 ,J+
504,80y, ) +8(0y +05 )(cOqc0450 ,+c8 ,(cO 450 $8 g+cO 50 5)) )spsy

G, =0°cOcq5( Oy + 0, )50 0 ,c6,.c0y - 50, (04,5050, + 050, ) )+ @ cO2cps( O 5+ )56
(¢8,,c0,c0, -56,(cO0y50,50,+c0450,))+0%c(3 x+0 1,)cO 600560 {cO ¢0 ¢6 556 .,
(¢6,50,56, +0y50, )+ @Pc( 015 +0,,)cO ,£@s050 f cO 6,6, -56,,(cBy50,504 +cJ,
56, ))-cOLc@s( 0,5 +0 15 )sO(cO4(cO4(-(6%c6 )-8 56 ,)+20 P 50 56 +cO (-(F¢O J-
éSiSQSi))_29&(_(94’093894)-98694SQB)899+CQacgJ_(gzépeféi)_égisggi)+(_(94¢'094)+9§$
50, )(COy50550, +cOs504 )-28,c6 (840 (0 4+0 £6 £6 5O 6 55 56 .50 ,9-50 (6 .,
50, (05,c0, - 6258, )- 20,040 450 ;56 3 +50 56 {-(6°¢0 o)-6,56, )+ cOy(BycOy-6256,)))-
(9 +517¢)06130¢363613(069(068(‘(92406zl)'é549654)"'291151896#?62‘8"'06ié‘(gzi‘égiz)‘éis
50, ))-205,(-(8,,c0,50, )-0,c0,50, )58 y+cO O (-(62cO,, )-B,50, )+(-(0,c0, ) +6256,)
(6,508,568, +cOy50y, )-26,c0 ,(0,c0 0 ,+0 £0 £0 50 6 $5 50 .50 .)-50 .(cO 55 (0.
B, -0256, )-20,0,c0,50 50, +50 50 o(-(0°48,, )- 0,56y, )+ Oy (84c04-0350,)) )- 7
o s+ Oz JeOrscqeip(s(0,+0,;) (O 4c0 50 -8 50 o) +c( 8.+ 8 5)(cO 46 56 j+cO (cO
506,50y, +056i599i)))"//20(515 +517)692136¢Cl//(3(5a+56)(60_(31'09%3&&' -804565 )+¢(0;+9;)
(¢6,6,56, +cB,(cO,50,50,+c0y56,)))-2Qc( O 15+0 1,)cOcOsqeiy(s(,+3 )(cT
6,50, 50,50y )+¢( 0y + 0, )(cOycB450 ,+cO (O 50 56 g+¢5 56 o))+ @b e
$( Oy + 017 )s815(5(0,+05) (0 8 58 5-50 58 5) +¢( 0 ;+0 ;) (O £6 56 i+ cO (b §0 ;¢
sBy, +Cdei599i)))+‘//209130¢Cl//5(515 +0,7)50 1 5(0;+0 5)(cO 6 .56 ;550 §6 ) +c( 0,3+
0, )(€05,¢0,50,, +cB,,(c0,50,50, +c0:50)))+2@hcOcO jeqeis(S 5+ ;)0 (0 .+
0, )(€0yCO458, -50450, )+c(0,+0,)(cO0 556 ;+cB [ cO $3 sO +cd 56 )+ 2ahcE?,
c@es( O+ 017 ) (¢ 0y + 05 )(-(cOcO 56, ) +505585 ) +5( 0y +05 ) (cO5cbys8 ,+cO (b
505,50y, +C5ei369z)))+9206061230@4”5(515 +017)(c(0,+05)(-(cO £ $6 x)+350 §6 )+
(O, +0y ) (0,004,508, +c0,(c0450 456 +cO 56 ,)))+ @ cOc’cqes( Oy +0,, ) (¢ 5, +
a;i)('(ca—eicggisea)"'sa-asgg)+5(51+53)(cescgg59a+cga(cgasa—?ﬁsgis"'ca-ieggig)))ﬂ/jz
cOcOcqeips(O,5+013)(c(8,+3,)(-(cO 58 30 5)+50 50 o) +5( 8.+ 8 5)(cO 46 56 3+
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0,,(cOy50550, +¢0550, )+ 20 c( 315+ 3,1, )cO e qeisO fc(0.+0 o) (-(cO 6 .56 .9+
504,56y, )+5( 0y + 0, ) (04050, +¢B (B 450 56 ;+¢0 56 ) )+ (0 o+ )cOcO cory
8§85 (c(0y+05 ) (-(¢O4¢0,80y ) 50458y )+5(0,+0;)(cO4c8 458 ,+cO (¢l 50 56 5+cO 4
56,,)))+@Fc( Oy + 0, )cOcB yc@etsO 4 (c(O,+0 ,)(-(cO £6 $6 i) +50 56 ) +5(I.+0 )
(c6ycBOy50, +cO,(cOy50;50,+c450,)))+Wc( O + 5 )cOcO 5cqeisB 4(c( 5+ 5 )(-
(€04,COy50y ) 50,50, )+5(0,+0, ) (cO4c0 450 ,+cB (cO 5O 6 g+c0 56 )))+2@c(d o+
Oy, )cO%cql 0cB(c0,c8,c8-56 ,(c6 450 56 o +c3 30 5) ) +36(-(6,,06,c6,56,, )-0,c8 0,
56, -6,,00,0,50,-0,c0,(c050 50 g+ 56 ,)-56 (6 ¢0 £0 +6 0 60 .50 -0 50 50 .,
56, )))- 206, 4cs(Oys + 0,4 )56 15(0cB(cB O £0 456 (B O 56 0,56, ))+s0(-(0,
¢6,,¢6,56,, )-05c0,c04504-04c0 6 56 ,-0 £6 (O O 56 s+c0 56 .)-50 (0 60 ¢0.46,
GOy 50 - 0450458450, )) )+ 200c0cFo5( 0 15+ 0 1;)(cO £6 60 56 f 6,555,585 +cOy
56, ) )s@-0°c( Oy, + 0,5, )cO%,50(cO ,c0 (8 o-50 ,(cO 5O s +cO §6 o) )sp-@Fc(d I )
cB2,56(c0,c0,c0-56,(cO450 ;50 4+c0 50 ) )s+200c( 3 o+ 0 )cOc6 156 (b ¢O ¢, -
56,;(cby50458, +cO4s8y ) )sp+ 9209135(515+5m)5959 4O 50 60 550 [cO .50 56 ,+cO ¢
56, ) )s@+ @ c,,5( Oy + 0,5 )s050,5(cO 0 £6 556 (O $5 50 s+cd 50 ))sp+20c(F
Opr )cOCcO2 (~(0,,c0,c0450, )-0,¢0,c0 50 4-0 6 6 56 -6 £6 (O §5 50 +cJ 50 ,J-
594i(99505eicg5x +93098099556 -9955 50 56 o) )sp- 26c0c6 $(0 s+ ;)s8 16—(9 60.60 .
56, )-6,0,,0,50, -0,c0,c0,50 -0 ,c0 ,(cO 50 56 4+cO $6 5)-56 (8 ¢0 £0 s+0 ¢0 0.,
50y, - 05,50,503505 ) )s@+c( Oy +0 15 )c0250(cO  cO {-(0°¢6 ,)-0 56 .,)+20 O 50 56 .+
B, (-(65c6; )-0y58y ))-205(-(6,0456 ,)-64c6 ;56 )56 o+ 6 {-(6°56 o)-0 560 )+
(—(942.0942.)+92594i)(099556598 +c56599)-26'74c94(9 £0 £60 B+9i§9i§:9 ié’é_ie-gigdig@ig
56, )-56,.(cBy 504 (84O, -0250; )-20,0 0 5 50 y+53 sO {-(6°cO o)-0 56 .)+cd (0,
B, -0250, )))s@-cO,5( 0,5 +0,;)s050 (O (O {-(0°46 ,)-0 50 .,)+20 0 50 50 .40,
(~(G2cBy )-0558, ))-204(-(6,c0458, )-05c0 ;56 4)s6 g+cO £6 {-(6°66 o)-6 56 J+(-(8 .,
B, )+6256,, )(cOys0,50,+cO450)-20 0 (0 £ £6 ,+6 6 ¢6 55 -6 .50 .56 .56, )-
56, (0,50, BycO4-6258, )-20 40 6 ;50 56 ;+50 56 {-(0°¢0 )-0 56 )+cd (6 .¢6 .50,
56,,)))s@- FcOLcWs( O +0,,)(5(0,+0 ;) (0 £6 56 450 56 o) +c(F +5 ;) (cB 50 56, +
c8,,(c6,50,,50, +c:50, ) )s@p-thcoctfs( 0,15+ 0 ;) (5(0 4+ 0 5) (O £6 §6 1550 .56 )+
(0, +0, ) (cBycBy56, +cO,(cOy50 504+c0 $0,)))s@-2@PcOcOcths(d o+ )(s(0.:+
0, )(€04cB0y56,, - 50550y )+ (04 + 04 ) (cB4cB450 ,+¢0 ,(cO ;5 $0 y+¢O $0 o)) )sp-¢F
(O + 047, )cO,5cfs0.,5(s(0,+0 5)(cO £8 56 550 $6 o) +c(0,+0 ) (cl 0 56 ,i#cO ,(cl .
504,80, +0550, ) )s@-hPc(Oys + 0y, )cOucsB,5(5( 0y +0,) (04O 56 ¢-50 56 5)+c( O ,+
0, )(€05c0,50,, +cB8,(c0,50 50 4+ ;56 ,)) )s@-2q0c( O 1x+0 1,)cOcO s [s(J,+
0, )(€04c0y50y -504504 )+c(0,+0,) (66 550 ,+¢O ,(cO,,50,50, +cOys05 ) )s@-2q
(05 + 0y )cO25ct(c(0,+ 0 ;) (-(cO (O 56 5)+50 56 o) +5(I,+9 ;) (cO £6 56 ,+cb [,
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505,50, +0y50y ) )s@-0%c( Oy + 0,5 )cOcO cip(c(O,+0 ;) (-(cO £6 $6 o) +50 56 )+s(,+
0, )(¢0,,60,50, +c6,(cB450 450, +c0 50,)))s@-@c( O s+0 1,)cOcOep(c(O. 43 )(-(cO 4
6,38y ) +350556,, )+3( 0, + 35 ) (48,50 ,+c0 (O30 ;86 g+c0 50 ) )s@p-th?c(d x+0 1)
cOcOc(c(Oy+ 0, )(-(cOxcO04504 ) +50 504 )+5(0,+0 ,)(cO £0 6 ,+cO [cO §O 56
c05565 ) )s9- 200 Orcfs( Oy5 + Oy, )50(¢( 0, + 05 ) (- (0684585 ) +55,356 4 ) +5(3,+3 o)
(c6ycOy;56, +c0,( 4506585 +c0s8,)) st 2421/1091361//8(5m+5 )56 {c(9,1+0 J(-(cd ;6
6,50, )+ 50,50, )+5( 0y + 03 )(c05c0450 ,+¢B (O 50,50, +c0456, ) )sp+G°cOcB ey

$( Oy, + 047, )80 5(c( 0,105 )(-(cO 5O 58 ¢)+50 $6 ) +5(0 ;70 ) (cO £8 56 .76 [cl .§0
56, +c0,56, ) )s+ @FcOcO,cls( 8,5+, )50 (I ,+0 5)(-(cO £6 $6, )+50,560, )+

(0, + 0y )(cB5c0450,,+c0,(cOy39 803 +c0 50 ) )sp+(*cOcO ,efs( 5+ 0 )56 (I,
0y, )(-(€05COy58y )+504504 ) +5(3,+3;) (04 50 ,+cO (O 3 56 +cd 80 ,0) )sp-26p
o O+ 0y, )cO,5cWs056 5(c( 0140 5)(-(cO O 50 g)+50 8 o) +s(0,+0 ,)(cO 60 0 +cb .,
(6,50,50, +c0,50, ) )s@-2c0%,5( 0,1+ 0 1) (-(6 £6 £0 $6 ,)-6 46 £0 .56 .50 ¢0 .cO .56 .5
94i094i(099i556i59& +056599)-594(99056099+9809 £ BSJB—QBSJ S0 i§9i9))(9c9c¢-¢99
$¢)-2¢( 9, +517i)09135913('(94cg859 0 1.4)—9.&9 «0 éeis'giggiggi§giggiggiacei“é&—i 6
56, +¢0,56, )-56,,( By 0404 + 0400450 ;-0 450 56 56 ) (OcOc- psOs@)-2qapcO2.co
S( O, 07, )(8(04 1035 )(cO4c8¢504-50 50 5)+c(0,+0 5)(cl £6 $6 ;+cO [cb 50 ,§0 . 4cI .,
8991-)))81//-926909123@-0%(5152- +015)(8(03+03)(c05cO458-50 (56 5) (0,40 5)(cl g6 4
50, +c0, (04505504 +c0450,)))sW - FcOcO> c@ps( 3 x+0 1) (5(0,+0 o) (O 6 56 550 .4
56, )+c(0, +0y )(cO,c0,50 ,+cB ,(cO 450 56, +cO,56, ) )st-cOcOc@s( 0,5+ 15 )(
S(0, + 0y ) (0404804 -50458y )+c(0,+0;)(cO 0 58 ,+c8 (O $O $6 +cO 56 ,J))s-
ZWC(JJ.BZ‘ +015 )cO15c@50,15(5( 0,40 3) (€0 £6 56 50 $6 o) +¢( Oy, +05 ) (cOycOys8, +cb,
(6,,50,56, +c0450, ) )st -G c(d .5 +0,,)cOcO . £ps8 {5(0,+0 ) (cO 6 §6 550 §6.J+
(0, +0, ) (cBycBys50, +cO,(cOy50 s04+cO 50 ) )sth-@Fc(d x+0 ,)cOcO 6@sO,,(s(0, +
0, )(€05CO458, -504504 ) +c(0,+0,;)(cO4cO 560 ,+cO ,(cO $0 50 5+cd 56 ) s -?

¢( Oy + 017, )cOcO,5cq50 15(5(0,+0 5) (O 8 56 550 $6 o) +¢(,1+0 j)(cO 56 56 b,
(64,506,508 +656i5995)))5‘//'¢20(515 +054 )cgizcﬂ/c(51+53)(—(65609 50 5)+50 56 )+

(0, +0y )(c0,0,50, +cO,(cO,50 450 4+cO 58 ) )s-c( 0 x+0 1)c0% 6@ (0,70 .)(-
(¢04,COy50, ) +505504 ) +5( 0, + 0, )(cBycBys6, +c0,(cO0450,50,+cO 50,)))sh+¢cO c@
$( O+ 017 )50,3(c(0,+0;3)(-(cO 50 58 5) +50 56 o) +5(0 1 +0 o) (cO £6 56 O (b 50
6y +cO5565)) sty +‘//ch130¢5(515 +0,7)56 14 c( 0, +05 ) (-(cOqcO4585 )+ 5045604 ) +5( I, +
0, )(¢0,,c60,50, +c6,(cB450,50,+c0 $0,)))s+2@c( S ;+0 ,)c0%{s(F,+0 ,9(cd £6 .
56, -50550y )+c( 0y + 04 ) (cO4cOy50 ,+¢O ,(cO 5O 56 ;+cO 56 5)) sty +6c( g, + 0, )cO
e (s(0,+0y )(cO0xcO4505-50 50 )+c(I,+0 ,)(cO £6 56 ,+cO [cO s0 56 .5¢I .§6.J))
S +@c( O + 0y, )cOcOZ(5(0,+0,) (0 0 50 ¢-50 56 5)+c(d ,+0 ) (O £6 56, +cb,
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(¢6y505,58y +556; ) Js@stp +p°c( 015+ 0., )cOcOo s( 0,43 5) (O £0 §6 50 560 )+
o0, + 0, ) (cOyc8450, +c8,(c0453 4505 +3 50 5)) )s@st- 24l 1 5( 3 15+ 17)s0 fs( 3,
0, )(€04B0y58 - 50,50y, )+c( Oy + 0, ) (cO4c0450 ,+cO ,(cO 50 6 y+cO 56 ) )s@sy - GcO
c38(0,5+0,5)505(5(0,+0 ;)(cO 0 $0 550 6 o) +c(0,+0 ) (cO 46 56 ,icO ,(cb 50,
56y +c0q;50y )))84081//-4?’20969138(5&- +0y7,)56,3(5(0; 103 )(c04cO 56 50 56 ) (0 1+
3y ) (83,0456, +c0,(cOy50505+c0 56 ) Jss i -4f*cOc8 150 15+ 0 17)s0 1fs(3,10 )
(€04,C0y50, -5058, )+ (3, +0, ) (040 (58 ,+cB (O 350,56, +cOys0y,)) sty - P
§( O, + 017 ) (c(Oy + 05 )(-(c05c0g505) +50 56 o) +5(0 140 5) (O £6 §6 i+ O {6 §0
56, +05;50, ) )s@s-cOss( 015+ 01, ) (¢( 04+ 0 o) (-(cO £6 56 g)+50 §0 o) +5(3,+0)
(¢6,,c0,,50, +cO,(cO,50,505+c350,)) )s@sty +20c( 3 15+ 1;)c56(c( I+ 0 ) (-(cO
6,56, )+50,50, )+5( 0, +0,; )(c0,c0450 ,+cO (cO 50 56 +cO $6 ) )s@si-gFe( o+
Oz, )cO,586,5(c( 0y +03 ) (-(cO5cl4505 ) +35050,3)+5(0,+0 ) (¢l £0 56 ;+cl [cO 50
56, +05;50, ) )s@s-Pc( 15+ 313 )c0,1556 1 (510 o) (-(¢O £6 §6 o) +50 56 J+5(I it
0, )(€05c0,50,, +cB,( 0,350,568, +cOys50y ) )ssty-20cB,45( 0,5+ 5 ,,)s656  c(0 ,+3 )
(-( 05,0486y ) 50550, )+5( 0, +0, ) (cBycl 50 ;+cO ,(cO 50 $O g+ $6 ) )spsy + 2y
c68( 0y + 0,5 )(c(0,+0,;)(-(cO (0 58 3 )+50 56, )+5( 0 + 0y )(cOycOy50, +cO,(cO 50,
56, +c0q;50y )))(—(96%9)-@98@81//+21//C(515i +017)cO135015(c( 0+ 0 5)(-(cO 8 556 o)+
505:500; ) +5( 0y + 05 ) (¢O5cO450 ; +¢0 4(cO 450 56 g+c0 56 o)) ) (-(Ocpsb)- eOs)sy + 2
(05 + 0y, )cO5cq (O, +0,)(-(cO (0 50 ) +50 50 5)+5(0 ;+0 ) (cO £6 56 .;+cO (b
505,50y +C5e@-59gi)))(-(5’0!//89)-1/16981//)-2@@36408(515 +0,7)50.5(c(0,+0 ) (-(cO £
56, )+50,,50y ) +5( 0y 05 )(cO4cO4s8 ,+c8 ,(cO ;5O $6 g+cO 56 5)))(-(Ocpsb)-ycl
s )+¢( O+ 017 )cOrs(¢( I, +53)(356(9906 8" 92956 9)'C5f{cezf_(éi§gis‘92i§eia)'291'?2'661'8
56y, +59&'(‘(992i099i)'égisega)))+5(51 +5a)(0g30g9(94094'92459 n)"'(‘(gzﬂpgm)'éﬁem)
(B,,50,50; +c0550, )+26,c0 (-(04c0450 ,)-0 £6 56 ,)-20 56 (0 ¢J 0 +6 c6 ¢6 .,
50y, - 05,504,565y, )+50,(cOq4(-(62cB, )-0450,)+20 .0 50 50 y+cO (-(6cO )-0 50 )+
B, (6,505 (8ycO,-02504)-20 8 cO 55 5O y+50 50 f-(666 ,)-0 50 .)+cS (6 40 .56
56y, ))))(cOcsp+cpsiy )-cOy8( 05 +0,4)5615(c( 0,0 5)(s0 6(éd3g 'y 9279991'9)'652{0‘91'9
(é&'cg&'_9;'86&)_29899068869 +868(_(92906 9)'9956 9)))+5(5i1+5¢3)(06i§6i(éiﬁfgi4'92¢4
56, )+(-(02cB, )-0,50, ) (045050 4+c0 ;56 ,)+20 0 (-(0 ¢O 56 )-6 6 56 .)-26 .,
50,,(0y,cO04C0q +0,c0,c0,50 ;-0 (50 56 50 ;) +56 [cO {-(660 )-8 50 )+26 .6 56 .,

56, +cO,(-(02cOy )-0450,))+cO,(cOy50 o 0 £8 o-0°50 5)-20 0 46 50 56 .+50 .56 .(-( .
cegi)_é%86%)+05ﬁ(égcgg ‘929369))))(0604”3(0"'0@4”)"'290(515 +0,7, )cO1356(5(0,+35)
(05,858 -506503 ) +¢(0; +0;)(cl 3B 6 4 +cb 4(095;9555973”57;699ig)))(l//ﬂ//w““(l'bfﬂ
5‘/’)'29091&'5(515 +0,;)s050 5(5(0,+05)(cO £8 56 550 $6 o) +c(0,+0 9 (cb 66 50 it
cO,,( 6,505,506, +6568992~)))(¢0w8¢+@@w)-0ﬂ28(515 +0,;)(s(0,+0;)(cd b
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(8Os - 0258, )-2030,c0,c0456 o +c0 56 o -(Ff o)-0 $6 o)-55 (0 60 5650 .))+c(O,
0, )(c05c0,(8,c0,-0250, )+(-(6°cO,)-8 ;56 ,)(cO $3 50 g+cJ 56 o) +26 6 (-(8,cB,
58, )-6,c0,56, )-26,50,(0,c0 0 ,+0 0 £6 50 -0 50 50 50 )+50 [cO (-(6°cH.J-6 .,
56, )+26,0,56,50, +cOq(-(03cO,)-0,56,))+cO (cO 5O {0 £0 6’50, )-20,0,c0,50,
56, +50556, (- (03¢0, )-0450, )+cO (08 o-6%56 ,)))) (-(cWs@)-cOcgs )-¢( O, + O, )
0,56, (5(0;+0, ) (cO4cO4(04c0 ,-6256 ,)-20 B £0 £6 56 s+c0 56 (-(62cB, )-0y50, )-
504 (0504 -0250, ))+c(0,+0,)(cO4c04(0 0 ,-0°50 ,)+(-(6°%0 ,)-0 56 .)(cO 55 5O &
cé_eisﬁgi)+2942.094(-(93099398)-9909859 0)- 26 S0 4(9 £0 £6, +98i09&.09&.356 -99356898
56, )+50,,(cOy(-(62cB, )-O450, )+20.0 ;56 56 ;+cO (-(0°46 5)-0 56 ;) +cO {cO 50 .,
(6,6, -0250, )-26,0,c0,50 ;50 y+50 5O (-( 646 )-0,,50,, ) +cOy(BycOy-6%58,))) ) (-
(cts@)-cOcqsy )-2c0%,5( Oy + 013 ) (c(0,+53)(-(04c0 0 £6 5)+6 £0 $5 +6 60 80
$6y; )+5(0,;+ 0, )(0,0,c04c04-045c0 50 ;5O o-0 £6 56 50 6,50, (0450550, +cO450,4 )+
B, (6,c04c04 +0,c0,c0,50 -6 ;50 50 56 ) ) (-(OcqrsO ) - sp- geBe sg- sy -
WeBegsy )-2¢( Oy + 0,y )cB,33015(c( 3,40 3)(-(6 £0 £ £0 o)+ 6 6 §0 &+ 645,0,56,56, )+
S0, +0, ) (6,c0,c04c0,-04c050 560 3-8 £6 56 560 6 56 (O 50 56 ,¢cO 86 . J+cO .,
(6,604,004 +6,c0,c0,50 ;-6 350 ;50 56 ,)) ) (-(OcqrsO)-Wew sp- geBe sp- gegs - cl
csi )-cOi5( Oy + 0,1 ) (c(O,+0,)(50 (0 £0 ,-6%56 5)-cO {6 {0 £6 .+ 050 .)-26 .8
B30, +58,y(-(0cB; )-0,56,)))+5(0,+5;)(cO£0 (0 £6 ,-6°56 ,)+(-(6°48,,)-6,56, )
(650,56, +cO5504 )+20,c0 ,(-(04c0 4560 )-6 £6 56 ,)-28 560 [0 ¢5 0 .5+0 ¢0 cO .,
50y, - 0y,50,50550 ) +56 4(cO4(-(0%c0,)-0 560 ;) +26 B 56 56 +cB {-(F¢H,, )-6,56,))+
B,,(cOy50,(BycOy-6250; )-20,8 (0 50 50 g+50 56 {-(6°c6 o)-0 56 J)+cd (6 .¢6 .56,
56y, ))))(cOcqe-s@sip )-c( Oy + 017 JcOr35015(c( 3.+ 0 5) (50 o 6 £6 o 6356, )-cTy (¢
(6,6, -850, )-26,0,c0,50 ,+56 (-0 ,)-0 56 5)))+5(0 ., +05 ,)(cO 6 {6 ¢6 6%,
594i)+(—(9i.094i)-94594)(cﬁgsdssﬁa +056599)+29 £0 A(—(H £0 7999&.)-992.06?&.59%)-294
594i(995056¢095x +98098099356-9955639 50 o) +s8 [cO J—(@igﬁi8)-9i§9i9)+29i§’i§9i§9i54-
B, (-(02cO, )-8450, ) )+cO,(cOy50 (0O -850 ;)-20 £,.c0,50,50, +50:504(-( 630, )-
8,56, )+cO,(0,c04-6256,))))(cOcqeily-s@s )-20c0%5( O, + 0,5 )sO( (0, +0 ;) (O i 4
56,,-50,50y ) +c( 0y + 0, )(cO4cB458 ,+cB ,(cO 50 56 +cO $0 ) (Weqey - gsgs iy )- 26

¢( O+ 0,7 )c0,35058 5(s(0,+0 ;3)(cO O 56 450 $6 o) +c(0,+0 ) (cO 48 .56 ;O ,(cl
505,56, +056z369i)))(‘//0@w'@@‘/’)"’C(O_m +517i)CH]2.3(8(51 +53)(C56069(é8068_ 9:322'36&)'
20,,6,,c04,00450, +c0504(-(Gac0,)-0 556 5)-50 6 £0 656 ) )+c(5,+0 ) (c6 66 .60 .,
cl, -928942.)+(-(92094)-94394)(099356398+c5659 9)+29 £6 /—(&9 £0 igsHBi)-@gicH&ngi)-
26,.50,,(05,c04c0, +0c0,c0 450 ;-0 ;50 50 50 o) +56 (O {-(6°66 )-0 56 .)+26 .8 56 .,
56, +cO,(-(02cO, )-0450,))+cO (O 450 o8 £6 o 850 o)-26 B, 00,5050, +350,504(-( 6>
cggi)-égi59%)+cd'&(égcﬁg -9@599))))(c¢cl/l—c¢95¢sl//)—c¢913¢5(515 +0,5)s05(s(0,+0;)(cO
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Oy (OycO, - 0258, )-20304c0 ;656 g+ 50 - (60 o)-0 $6 o)-35 (0 60 60 ,))+
(0, +0, )(cBycBy(8,c0,-6556,)+(-(0°c6,)-0 56 ,)(cO $O 6 5+ 56 )+20,.c6, (-
(6,060,506, )-04,c0450, )-20,50 ,(0 0 6 ,+6 £6 £6 55 0 50 56 .56 .)+s0 (cO (-(&,
Oy )-0y50; )+20,0450,50+cO4(-(cO,)-0 56 5))+cO (O 5O {6 £6 ¢ G256, )- 26,0,
6,504,506, +55539&(-(93099)— 99399)+c5 6(9 £0 o 92999 o)) (cqey-cOsgsiy )- 267,

(O + 0y ) (8(0y + 03 ) (640 5c0 0 3-0 £6 50 -6 0 56 56 )+c(0.+5.)(6,6,c0,cH,-
8,,c6,56,56,-05c0,50 ;56 ,-0 ,50 (O 50 56 ;+cO 56 J)+cO (0 50 c6 .56 ¢6 ¢0 50 . ;
6,50556,505 ) (-(Peqe ) -ty cOcqeyy +Oegs Oy +Ysgs iy + ebsgsip )-2¢( O, + 3y Jebyy
$85(8( 0y +05 ) (Bgc04c84c0 -0 58 50 -0 £0 56 56 o) +c(0,+0 .5 (0 66 46 .60 .56 60,4
56,56, -0,0,50,50,-0,50 ,(c0 50 56 4+ 56 5)+cO (6 0 g0 +6 c0 c0 50,56 .50,
565,500 ))) (-(egedy )-YeOcqeyy + OegsOs +sps + eBsgsiy )+ 2c( O + 0y, Jobrs (o 0, +
Oy, )(-(65cO0qc85¢0y )+ 8308450 o+ 8 o0 (58 50 5)+5(0 ;40 5) (0 £6 £6 66 .56 660,50 .50 . 5
0,,c6,56,56,.-0,56,(cOy50,50,+cOy50,)+cO (6 £0 £0 4+0 ¢0 £0 $0 0 50 50 .50 .)))
(Yeqey +gebegey - OcysOsQ- @spsi-(cbsgsyy )- 266,58 05 + 017 )s015(c(0,+ 3 5)(-(6
05,C0,CO4 )+ 050,50 ¢ +8y,c0,,56550, ) +5( 0y + 3, )(6,0 6 0 o-6 £6 50 56 -0 ¢6 56,
56, -0,50,,(c0450,505 +cO450,)+cO (0 0 £6 ,+6 6 ¢0 s 6 50 560 .56.)))(Weaey +
@Oy -OciysOs@- ps@siy -cOs@siy )+ 2¢( Oyg, + 0,7 JcO%(5(0,+ 0,4 ) (040 0 £6 -0 0
50, -99505&39&399)+c(51 +53)(94094ct9809 9'9509 50 5.45’9778—9 i§9i§9i§9i9-9i§9 4c0 .50 . ¢
56, +0y50y ) +cO0,(05c04c04+8,6,c0450, -8,50456450,)))(-( @cWs@)-WcBeWsp-ey
SW-@cOc@si+0sOs@si )-26,,5( Oy +0,, )56 15(5(0,+05) (0 £0 £6 £6 -6 6 55 6
05,860,564 ) +¢( 0y +33 )(0,c0,c04c6 -0 £6 56,50, -05c0,50,,50, - 6,56 ,(c6 35 560 o+
0,56y, )+O,(B5cO,c04 +05c0,c0 ;50 o-0 53 50 56 5))(-( @ s@)-cBeysp-wepsi -
@Ocsi+0sOs@siy )-26,, (¢ Oy + 0, ) (BcBeq] cB ,cO,c0 4- 56, (cB,50456, +cOys6, )+
c@sO(-(0,,c6,0,56, )-04c0,c0,50 -0 0 6 56 -0 £6 [cB 55 56 +cd 56 .)-50 (0,
cO;,cH,, +9&-C9&-Cg9856 -9955659 8399))-@9(09 £0 £0 550 [0 §0,56, +cOys0; ) )sp+
(5(0y +0y ) (05004c0,5¢04-04c0450 (-0 0 56 56 o) +c(F,+0 ) (0 £6 46 ¢0 .56 c6 .56 .,
56, -6,,c0,50,50,-0,50 ,(c0,50 0 ;+cO 560 5)+cO [0 £0 £6 +6 £6, 6,50, -0450,56,
56 )))(~(cts@)-cOcgsi )+(c( O, +05 ) (-(cOacO45605 ) +504505 ) +5(0,+0 ;) (cO £l 556 4+
COy(cOy50550, +0450, ) )(-(Ocqpes8)-esp- gl sp- s -Yebegsy ) +(¢( 3, +

Oy, )(-(64,c05,c85¢04 )+ 84cB350 ¢ +8 4O ;58 450 5 ) +5(0 ;40 5) (0 £6 £6 £6 56 66,50 .50 .5
0,,c6,56,56,-0,50 (0450 ;56 g +c0 56 ,)+cO (6 £0 ¢0 ;+0 £0 c0 50 -6 .55 50 .50 .)))
(cOcqety-s@s )+(s( O, +0; ) (058458 -504558g )+c(0,+0;)(cl 8 50 ,+cO [l $O 4
565, +0450, ) (-(Peqgeiy )-cOeqeyy + OegsOs +Ysgsy + @eBsgsiy )+ s( O + 0y, ) (e
$6(c6,,c8,c0,-50,,( 05504804 +cO 456, ) )+ 0cO( cB,,c84cO4 -0 (0450 4804 +cO 56 ) )sp+
5O(-(6,6,c0450,, )-0,c0,c0,50 -6 6 0 50 -6 £0 [cO $5 §0 +cO 50 .J-56 (6 .¢0 .,




172 Apéndice D
B, +6,0,c0,50, -0,50 456560, ) )s@p+(c(O,+0 ) (-(6 £0 £6 £0 o) +6 ¢0 50 ,+0 ¢0 .56 ..
56, )+s( 0y +0, )(0,¢0,c0,c0,-040 56 ;50 -0 £6 56 56 0 56 (O .50 56 .+c0 56 )+
B, (6,c04c04 +0,c0,c0,50 -0 ;50 50 50 ,)) ) (cOctysp+c@s )+(s( 0, + 3, )( BycO5c04
B, - BycBy505 -04c0450450 ) +c(5,+3,)(0 6 £6 £6 0 6 56 56 .56 66 .56 .56 .50,
50,,(¢0,,50,58, +0g50y ) +O,(04c0,c0,+0 £0 £0 50 -0 5 50 50 ) (cc-cOsp
s)+(c(0y,+0y)(-(cOxcO4584 ) +505584 )+5(0,+0 ;) (cO £8 56 y+cO (O $0 §6 g+ cO
56y, )))(llfccﬂcl//+¢696¢bl//-90!//89840-@@w-l//cgs%l//)ﬁs{% +0y )(¢04c04585 -50
65, )+ (0 +0y )(cO,c8450, +094(099856898+656999)))(-(@¢8¢)-¢696¢8¢-¢6¢8¢/-
@90@1/”'93&5@5‘//))*'91&(0(515 +0.7 ) (cs8(c,c83c0 -50 o c6,50,56y +cOq50, ) )+
(8( 0y +05 ) (055505 -504504 )+c(0,+0;)(c£8 50 ,+c8 (O $0 §6 g+ §6.9)))(-
(ctys@)-cOc@sf )+ (c( Oy +05 ) (-(cOxcO4585 )+ 505583 )+5(0,+05)(cO 850 ,+c8 [cb 4
505,50 +c0450y ) )) (cOcqeyy-s@sify ) )+ 50,5+ 0,7(56(c8,c05c04-58 (8450 56 g ¢
565, ))s@+(c( Oy +0y )(-(c04cl4585 )+50 58, )+5(0,+05)(cO 8 56 ,+cO (b 0 50 g+
c0y86y,)) ) (cOctsp+cps ) +(5( 0, +0y ) (cOxcb5584-506584 )+c(0,+03)(cO 6 56 ,+
cB,,(c6y30550q +cOss8;)))(cpef-cOspsyp))) tan 6,5

Coeficientes de la ecuacion (2.85):

Gy =0
Gy, =0
Gy =0
Gso :_(601221'(_ (cOcB,,cqeis(015+0,;)(5(0,+0 5)(cO b 356 550 6 ) +c( 0 1+

05, )(cGycly360, +cO,(cl4504583+c58,))))-c(0 15+ 0 17)cO seqeip(c(O i+
O, )(-(c0x;cB480q )+ 50486, ) +5( 0y, + 04 ) (cOyc8458, +¢O (8450 (50 g+
865, ))) (015 + 015 )cOcO,,cP(s(0,+03)(cO 8 58 550 56 5)+c(5,+9 )
(6,458, +cO,(c84504504+c0458)))s@-cO,cfs(O 510 1) (c(O,+0 )
(-(€0s;COy 885 ) +50550, )+8(0,+0, ) (OO 458 ,+c8 (O 5O 56 gtcO 4
6y, ) )s@+c( 5+ 015 )cbc@l(s(0,+03)(cO 8 58 g-50 56 5)+c(0,+9 )
(6458, +cO,(cO4504504+cO4s8,)) )s-cBcO ,.cps( Oy +0,5 ) (c( I+
Oy, )(-(c0xCB480q )+ 5045584 )+5(0,+0;)(cO 4l 568 ,+cO ,(cO $0 $0 g+cO
56y, )))s +¢6,38( 015 +014 ) (8(0,+03) (0 £8 38 3-50 56 5)+¢(0,1+9 )
(6458, +cO,(cO450450, +cO556y ) )s@sh +c( Oy + 0,4 )cOcO (I, +
Oy, )(-(c0xCB480q )+ 5045584 )+5(0,+0;)(cO 4l 58 ,+cO ,(cO $0 $0 g+cO
56y, ) sty -cOcqris( 5+ 0,5 ) (c05cbgs( 0,40 3)+c(0,+0 5)(cl £8 4

55&' _864i898i )) tan HlZi +C(515 +511 )C@l//(c(51 +53)C56068+5(511+573)(’
(¢6,,c6,505 ) +56,505 ) tan 8,,-c( 015+ 0 13 )cOcf(-(cO 8 (0 1+0 5)) +
(O +05 )(-(c0,c8y304 )+56,5085 ) )sptan 8, +cfs(015+0 ;) (c( S, +05 )
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€O,y +5(0y +0; )(-(cO0,c0480 ) +50 ,s0;) )s@tan @ 1,-¢( 0 5+ 0 )c -
(cO4cO58( 0y 03 ))Fc(0, 10,5 )(-(cO,c0450 ;) +58 ;s8 ) )st tan 8 ,+cOc@
8Os+ 015 )(c( 03405 )cOcOg+5(0,+0 5)(-(cO £8 $0 ) +56,56, ) )sp
tan G, +5( 015+ 013 )(cO5clg8( 0,40 5) (0,40 5)(cl £8 0 56 50 9))
s@stan G, -c( 0,5 +0:5 )c(c(0,+03)cO (O +5(0,+0 5)(-(cl £8 50 )+
6,56 ) )sgs tan 6,,,))

G :'(6621.221'(0969111'0@(515 +0,3)(c0,c04c04-50 ,(cO 50 50 g+c0 56 5))-cO ¢@
cs(0,5,+ 0,7 )sO(c( 050, ) (-(c05c8450,3) +50 56 ) +5(0,+0 5) (0 £6
$6,,+c0,,(c8,505505 +cO4s8)))-c( 015+ 0 1;)cO0cO L cB,,c6,cO, -56,,( cOy
505,86, +0488;, ) Js+ (154013 )cO1,cp36( (0,0 5)(-(cO £6 $6 5)+50
865, )+5( 0y + 0y )(cb5c0550,+c0,(cO450 658 3+cO 56 5)) Jsp+cO yo@s( O 15+
O, )s8(s( 0y + 05 ) (cOcBy56,, -505456y )+ c( 0y + 05 ) (cBgclys8 ,+c8 (b
50550 +0456;5 ) )st-c( 015+ 017 )c0 1,80 s(0,+0 ) (¢O £6 56 50 §6 o)+
(0 0y )(cOycO450,;+c8,(cy50 56 3+ (56 ) )spsiy-cOcps( 0 15+ )
(cB,,50556, +cB,50, )tan 8., +cqes(0 5+ 0 1;)s6(c( 0+ 0 3)cd £6 g+
$(0, + 0y )(-(¢8,cO450 )+568,58;))tan 8, +c(O 15+ 1;)cO(cO $6 $6 ,+cb
s6y Jsptan Oy, -c( 015+ 0, )cps6(c(0,+03)cO 8 g+5( 0,0y, ) (-(cb,,cby
50, ) +56,,505 ) )s@tan O, +c@s(015+ 017 )s6(cO 0 g5( 03+ 0 g)+¢(9,+0 5)
(6,004,505 -58,565 ) )stf tan By, +¢(0 15+ 0 1;)s6(-(cO £8 (0 + 0 )+
(0 +05 ) (-(¢6,c04505 )+ 560,583 ) )spsif tan 6,5,))

Gl =-(cO5(-(¢( 015+ 017 )cO1,c@50( O 06 8 4-50 [ c0 3 §6 5+ §0 9)))-cO 4,
c@es( O+ 014 ) (5( 0y +05 ) (0484560 3-50 58 ) +¢( 0, +0 5) (O £6 §6 ,;+
¢B,,( 6505505 +cO05585)))-c( 05, + Oy )OO cqeip(c( 0+ 0 ;) (-(cO b
$6,, ) +505,80, ) +8(0,+0,4 ) (840480 ,+¢cO (O 8O $8 g+cO 560 5)))-cO 4,
$( 05, + 017 )56(c0,c05c04-58 4(c0 450 56 5 +¢O 50 ) )Js@ptc( 0 15+ 0 1)cl 4
c(s(0,+0y)(cO5cO4505-504504 )+c(0,+03)(cl£8 58 ,+c0 (O $0
$6, +05;86;, ) ) )s@-cOcO,5cf5(815+0 ;) (c( 00 3)(-(¢O 8 6 ) +50
56y, ) +5( 0y, +0y )(cbycO358,+c0,(cly50 556 3+ 56 ) )Jsp+c( 0,5+ 0,5
clcB.cq)s(0y;+0; ) (cO5cBy584-50,804)+c(0,+05)(cl £0 56 ,+cO [l
505,86 +04358, ) ) )s-cO,,c¢8( 815+ 1;) (c( 0,40 ) (-(¢O 8 56 ) +50
$6,; )+5( 0y + 0, )(cByc8450 ,+cO ,(c6,,50450y +cOxs8y ) s +cBcl,
$( 05 10175 ) (8(03+05)(c0clg585-50 58 ) +c(0,;+0 5)(c £0 §6 i+l ,
(¢65,505,50, +c0G58, ) )s@sf +¢c( 015+ 017 )cO 1 c( 0,40 ) (-(cO £ $6 o)+
50550, ) +5( 0y +0,, ) (cOycOy50, +c0,(cOy50 583 +cO 50 5) ) Jssif +
¢( Oy + 017 JopsO( 0450456, +¢8 ;s8¢ ) tan 6 1p-cqrifs(0 15+0 7)(¢O €6 4
$(0, + 0y ) (0 +0; )(c8,c8450,-50,505))tan 8 ,+¢( 0 x+0 )cOcqeyy
(c(0, +05 )cO5cOy +5(0;+0, ) (-(c,c8450 5 )+50 ;565))tan 8 ,+5( 0 5+
0,5, )s6(cBy80480, +c8 58 )sptan 8,-c(0 5+ 0 ,;)cW(-(cO £6 $( 0,7+
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O, ))+c(0, 10, )(-(cO,c04504 ) +56 50, ) )sptan 8, +cOcYs(O x+0 ;)
(c( 8y, + 0y )cO5cOg +5(0;+0, ) (-(cO 40480 5 ) +58 ;38 5) )sptan 8 ,-c( 0 1+
Oz )cOcq-(cO5cOys( 0y +03))+c(0,+0;)(-(c 850 §)+56,56, ) sy

tan Gy +c@s( 015 +0,; ) (c(0,+03)cO (el +5(0,+0 5)(-(cO £ 50 ) +56
56, ))sy tan By, +cO5( 015 +0,; ) (cO4cles(0,+0 5)+c(0,+0 5)(cl £6 §0 s
56,56, ) )s@sty tan B, -c( 015 +0,;)(c( 0+ 0, )cOscly +5( 0y +05 ) (-( 0,0,
505, )+ 56,56y ) )spsy tan 6,;))

-(c62,(-26,,6,,¢6,,c0 ;sec 6+ 20 P 1sec 07,50 56 13070 cps(O FO )
50(c6,,8,00, -50,,(cBy50,56, +c3456,. ) )- 4 c,,cps( 0,5 + 5., )s0(cO ¢,
B, -50,,(cOy50,50, +c0450, ))+cO,,c@ps( 0. +0 ,)s0(cO {6 {-(6°%8 .,)-
8,56, )+20,0,50,50,+cO,(-(8cO,)-050,))-26 {-(0 16 $6 ,)-6,c6,
56y, )56y, +094i09&.(-(92099)—99599)+(—(94c94)+92§99 ) (c0 $0 $6 5+cd
56, )-26,.c0,,(B5c04c04 +04c0,c0 ;50 -6 50 56 56 o)-56 [cO §5 (6 4
B, -0256, )-26,60,c6, 50,56, +50550,(-(05cO, )-0456,)+cO (0 £0 o
gsazisggi)))+¢zc(515 +0,5 )cOcqe(s(0,+0 ) (0 £ 58 550 6 o) +c( I+
3y ) (050556, +cO,(cOy504505+c0 58 ,)) )+ (0 15+ Oy, Jcbyycqeip(
$(0,; 05 ) (0585584 -50550g ) +c(0,+0 ;) (cO 8 58 ,+cO [l $O O 5+
0456, )+ 20 c( Oy + 3,4 )OO cqeiy(s(5,+3 ;) (O £8 50 50 $6 o)+
(3, +0, )(cBycBy50, +cO,(cB450 56, +0y56, )))- 20 cO,cpeis( O, +
O )(c( 0y +05)(-(c0cO4583 ) +350 458 4)+5(0;+0 5) (¢l £6 56 ,+cb  cb
505,50, +¢0y50; )))-0°cOcB,,cqeihs(F s+ ;) (c(0,+0 5)(-(cO £6 $6 5)+
504,560y )+ 5( O, +0,, )(cO4c0,50,+cO,(c0,50 ;s04+c8 50,)) )- ¢ cOcO e
cs( 05+ 015 ) (c( 03+ 03 )(-(cOgc04503) +50 50 4) +5(0;+0 o) (O £6 4
56, + O, (05504505 +3450,)))-4h*cOc0 ,cqeps( 0 15+ 0 1) (c( 3y, + 3y ) (-(
€04;COy50, )+ 50450, ) +5(0;+ 0, )(cO4c0 450 4 +cO ,(cO 50 56 51O
58, )))-2¢c( Oy + 0,7 )cB,,cq BcO(cB ,c6 (6 4-50 ,(cO 53 $O +cJ 50 5))+
5O(-( 6,605,045, )- 0500 ,c0456 4-0,.00,,c0,564 -0,,c0 ,(cO450 458 4+ ¢
50, )-56,,( 050450, +04c8,c0 55 -0 550 56 56 ) )-200c0c0 5(0 1+ )
(¢6,06,c0y-50,,(cO04350,505+c 50, ))sp+0°c(0 o +0 ,;)cO ,56(c6 £,
By, -50,(cOy50450, +cO450, ) )sp+ @c(0,5+0 ;)0 56(cO £6 £6 <56 .,
(6,504,505 +c0450, ) )s@-20c( 3,5 +3,,)cOc6 (- (6 £6 £6 56 .,)-6 £6 £6
56, - 60y,c0,0,505- 6,00 ,(cO 450 (5O, +c05;50, )-50,;(0gcO5c04+60 4B 4
50y, - 05,50,,505505 ) )s@-c( 0,5+ 0,5 )cO ,;56(cO  cO {-(F¢0 ,)-0 56 )+
294i98¢894i89&' +Cg4('(9§698)'é85g8))_ 299(‘(9 £0 56 A)'97§‘94i598i)3‘99i +
8,0, (-(02cBy )-0450, ) +(-(08,c8,)+6°58 ,)(cO $0 56 g+cO 6 )-26 ,
B, (6,c04c0, +6,c04c0,50 ;-0 450 56 56 ,)-56 (O 5O {0 £6 .+ 656 .)-
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26,05¢0,50550 +50504(-(65¢8,)-0 50 ) +c0 { 0 £0 - 6256 ) jsp+ ¢
cO,cWs(0p5+0,5 )(5(0,+0;)(cO (8¢5 g-50 50 5)+c(0,+9 5)(cO £0
56, +6,,( 85504505 +c0450 )))5¢+¢/2091uc¢/5(515 +0,;)(5(0,+9;)(cd
8,56, -504505 )+ (0, +0;)(cO4cO 458 ,+cO ,(cO 50 56 g+ s6 ) )sp+
200cBcB, . cfs( Oy +0,, )(5(0,+0,) (0 (0 550 4-50 56 o) +¢(F 1 +0 5)(cO 4
6,56, +c6,,( 6,505,560, +cOy50, ) )s@+2@Pc( 815 +0,, ) cW(c(d,+0 5)
(-(€0siCOy58q )+ 50450y ) +s( 0,0, ) (cOgcO 458 ,+cO (O 5O 56 g+cO 4
5992')))3¢+920(515i +0,7)c0c,,cp(c(0,+0 ;) (-(¢0 8 556 5) + 505,56y, ) +
S(0, +0y ) (c0,0,50, +cB,(cO450 ;56 +cO 36 ,)) s+ @c( O x+0 ,)cO
cOucth(c(0y+0;)(-(cO5cl458; ) +350 458, )+5(0,+0 5)(cb £ 56 ,+cb ,
(6,505,568 +c05505 ) Js@rip*c( 015+ 01, )cOcBctp(c( Oy + 05 )(-(cOscby
56, ) +5045,56, ) +s( 0y +04 ) (cOqcB4s8 ,+cO ,(cO 450 36 g+ 56 ) )sp+
2000, ,cs( Oy + 0,5 )sO(c(F,+0,)(-(cO 0 50 ;) +50 56 5)+5(0,+0 )
(¢B,c6,560, +cB,(cB,50456, +cOys6y ) )s+2c0,,5( 0,5+, )(-(0 O ¢
6991'86%)_9&‘664;‘699598 -64c6 ,c0450 - 6 £0 (O $0 s6 +co §0 )-s0 1[929
€04COy +85c0,00450 - 0450 ;56 450 ;) ) (OcOc - 505 @) + 2y c 6, .cs( O, +
017 )(8(0y +05 )(cOsc84504-50 484 )+, +0 O £8 56 ,+cO [cb $0
56, +c0y50, )))sh+GcOcO,,c@s( 015+, ) (5(0,+0 5)(cO £6 6 50 4
56, )+c( Oy +0y )(cOyc0450, +cO,(cO 450,56, +cOys0y )))s +¢cOcl,,cq
$( 05+ 017 ) (8(03+03)(cO5cOg58-50 58 o) +c( 0,40 o) (b £0 §6 ;+cO
(6,505,560, +cO550, ) )st +(cOcO,,cps( 0,5+ 0 1,)(5(0+0 5)(cO £6 4
56, -50,50, )+ (0 +0,, ) (c0,c0450, +cO,(cO450,50,+c0 ;56,)) )s+ @
(015017 )cO1,c@ (0, +05)(-(c0 ¢80 56 ) +50 560 o) +5( 0 1+ 0 ) (¢ £6 ;g
50, + O, ( 04505505 +c0450,)) st +°c( 015+ 017 )c8 (0 1+ o) (-
(€O5;c0y505 ) +50550, )+5(0;+0;)(cOgc8 450 +c8 ,(cO 5O $6 g+cO
56y )))st-20c( By + 017 )cO(5(0,+33)(¢3 (0 0 550 50 o) +¢( 0+
Oy, )(cO5c8450, +cO,(cOy50 458, +056399)))5¢5‘//'920(515¢ +0y5 )cOcb,(
S(0y; + 0y ) (€05c04584-505504 )+c(0,+0;)(cO 0 50 ,+cO [cO $O $6 ot
05&‘8991')))8@‘//_(‘”20(515 +0,7)c0c0,,(5(0;+03)(c0 £ 50 550 56 o)+
(0, +0y, )(cOyc0,50, +cO,(cB,50,56, +cOgs0y ) )ssty-Wc( dys+ I, )cO
e, (s(0;+05)(cO05c0,584-50 4504 )+c(0,+0 ;)(cl £6 56 ,+cO [cO §O
56y, 0456y )))S%‘/l+¢208115(515 +0,7:)(c(0,+05)(-(c0 £6 58 g)+50
56y, )+5( 0, + 0, )(cOycOq50, +cO,(cO50 ;50 4+cO 56 ) )spsy +h°c
8( 05 017 ) (¢(03+03)(-(¢0cl4583)+50 56 ) +5(0,+0 5)(cO 8 6 it
¢8,,(cBy50,56, +c0450, )))s@st-20c( S 5+ 0 15 )cO 56(c( 8, + Iy ) (-(cIy
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8,50, ) +504504 )+8(0;+0;)(c84c0,80 ,+cO (O 5O $0 g+cO 56 ) )s@
SY-2PcB,,;5( 0151017 ) (c(0,+0,)(-(cO 4l 550 ) +50 56 ) +5(0 10 )
856, +cO, (5505585 +c0¢58,)) s+ 20ahc( 815+ Oy, Jebyyctf(c( Oy +035)
(-(€O5;Oy565 ) 50458, )+5( 0, +0; ) (cO4c8 458 ,+cO (O 5O 56 g+cO 4
565,)))s @+ 0%c( 05 + Oy )OOy ,cp(c(5,+35)(-(cO 8 56 o) +50 58 )+
s( Oy +0y ) (040450, +cB (O 450,50, +cOy50, ) )s@p+ Fc( 0,5 +0,; )cO
cOycth(c(0;+05)(-(cOsclq58, ) +50 50,5 )+5(0;+0 ) (cO £8 6 4+cb
(¢8y505,58y +556, ) Js@+i*c( 015+ 817 )cOcO yep (¢ 03+ 0 o) (-(cO &8 o
56, ) +5045,80, ) +8( O 0y, ) (0480, +cO,(cOy80 ;s 3+cO s ) )sp+
200c0,,cls( Oy +0,, )sO(c(O,+0,)(-(cO o6 556 ;) +50 56 5)+5(F+0 )
(¢8,,0,50, +cO,(cB,50,50,+c3 50,)))s@+2c0 ,5( 0 5+0 1) (-( 6O,
6,56, )-0,c0,c0,504-04c0 ,c6 456 -0 6 ,(cO 5 5O +c0 56 )-50 40
04 COy +6,00,00,50 ;- 0450 ;50 50 ;) ) (OcOc - psOsp) + 2qapcB,,.cps( O, +
017, )(8( 0y + 05 )(cO5cOy58g-50,,56, )+ Oy +0,(cBycBys8,+cO ,(cb 450 4
56, +cOq;50y )))3[/“'92096&110@(515 +017)(5(0;+05)(cO £0 6 50
56, )+c(O, +0y ) (040450, +cB (O 450 56 4+c0 56 ) s+ FcBch 4@
S( 015 + 017 ) (5( 0y + 05 ) (cO6cO4505-50458 ) +c(0,+0 5)(cO £ 56 ,+cb
(c6,,80,50; +c0y50, ) )s +W?cOcO ,c@s( D15+ ,,)(s(F,+0 )(cO £6 4
50, -504,50y ) +c( 0y + 0, ) (cO04c0450 ,+¢8 (O 53 50 g+ 56, )) sty + &
¢( Oy, + 017 JeOrc@ c(0,+03)(-(cO b 456 5) +50 56 o) +5(0 1 +0 ) (¢l g6
56, +c6,,(c0,50450, +c0g50,)) )sW+WPc(d 5 +0 ,;)cO ed c( 0+ (-
(050,80, ) +50458, )+5(0,+0;)(cO,cOy58, +cl,(cOys0,58;+cO,
5991')))5[//'2@/0(515@ +015 )c014(5(0,+05)(¢0 0 56 g-50 56 o) +¢( 1+
0, )(¢0,,0y50, +cB,(cO450,50,+cd 58,)))s@sty-6c( S x+0 1,)c0c8
S( 0y, + 0y ) (050486, -505,56y ) Fc( Oy +04 ) (cOgcBgs8 ,+cb ,(cO 30 56 g+
0456, )) )s@st - @Pe( Oy + 0,5 )cOcO 4 (5(0,+0,)(cO £6 $6 50 56 o)+
o( 8, +3y ) (cOycO558, +c0,(cO450 58 3+c0 505)) Js@si-¢h°c(0 15+ 04, )cO
cl,(s(0;+05)(cO05cO3584-504584)+c(0,+0,)(cO £8 56 ,+cO [cO §0
56, +c0,56, )))s@si +@cB,5( Oy +0,5)(c(0,+0 ) (-(cO £6 $0 5)+50
56, )+5( 0, + 0, )(cOyc0450 ,+cB (O 450 56, +cOy56, ) )sesi +*cO,,
$( 015+ 015 )(c(03+03)(-(c04c0458¢5)+50 56 5)+5( 0, +0 5)(cO 6 §6 ,+
c8,,( 45055605 +cOss8, ) Jspsif) - 291/10(515 +01;)c0 156(c( 04+ 0 5)(-(cO
8,50, ) +505505 )+5( 0 +0; ) (cBycOy50, +cO,(cO450 ;50 3+c0 38 )) )s@
SY-24pc6,,5( 015 +013)(c(0,+03)(-(cO4¢0 358 4)+50 50 o) +5( 01+ )
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(¢8,c60,56, +cB,(cB,50,504+c056,)))(-(Ocesb)-@Osp)sy - 2qxc( Oy, +
017 )cO e (0 +0; ) (-(cO4cO4384)+50 (58 5)+5(0 40 5)(cO £6 6 .+
B, (cBy50,50, +c0,50, )))(-(OcsB)-twcBsi )-c( Oy, + 0y )cO,y(¢( D, +
0, )(505(BycOy -6258 )-cOq(cOy( 04O o-6%56 ,)-20 B 46 56 +50 -6,
B, )-0,50,)))+5(0, +0, )(cO4cOy(8 c6 ,-6%56 ,)+(-(0°6 ,)-0 56 ,)
(6,580,505 +c0s50, )+20,c0 ,(-(04c04560,4)-6 0 56 ,)- 28 50 (0 ¢0
By, +6,00,0450, 0350 450450 5 )+50 ,(cO |-(6¢0 5)-0 56 ) +20 0 50
56, +cO,(-(02cO, )-0450 ) )+c8,,(cBy50,(Byc,-0250, )-26,6 cO 50 ,
56, +50,50,(-(05cOq )-0458 )+cO4(0 0 ,-6%56 ,)))) (cOcsp+casy )-
20c( 0,5, + 0,7 )cO,,50(5(0,+ 3, ) (0 0 50 4-50 56 o)+ (I .+ 0 5)(cO,,c0,
56, +c0,(cBy50456, +cO450,))) (WeWwsp+@egsy )+c6,,.5( 0, +0,5)

(5(3y; +0y ) (cO4cO4(0ycOy-6258,)-20 8 0 £6 56 y+c 56 f-(0°66 -
By,56,, )-505( 050, -05560,) ) +c( 8, + 3y ) (0404 (8,c0, -850, )+(-( 67
B, )-0,50, ) (050,50, +cO450,)+20 0 (-(0 £0 50 .)-0 £6 56 )-20 .,
56, (0,,c04c04 +6,c04c0,50 -0 50 56 56 ,)+50 [ cO {-(6cH, )-0,s0, )+
26,0,,50,50, +cOy(-(05¢0,)-0456 )+ (cO 50 8 6 o656 5)-26 0 .o
6,504,560y +50550,(-(05¢04 )-0458,)+cO (0 £0 -850 1)) (-(csp)-
cOcgpsty ) +2c0,,5( 0y + 0,1 ) (c(0,+0,3)(-(04c0 0 £0 ,)+0 £0 $5 +0 4
€0456,50y ) +5( 0, + 05 ) (0,¢0,c805c0 -0 60 56 56 -0 £0 50 50 i9_9 50,
(6,505,530, +c3550, )+¢0,(04c0 40 o +0 £6,,c6,50; - 0455450450, )) ) (-( 0
c@es8)-Yesp-@eleysp- geps-Yele@siy )+ 6,8 Oy + 315 ) (¢ 3, +

0, )(505(BycOy-6258, )-cOq(cOy( 840 o-6%56 ,)-20 B 46 56 +50 -6,
By, )-0,,56,)))+5( 0, +05 ) (cOycO4( 0,0 ,-F56 ) +(-(8°¢6 ,)-0 56 ,)
(6,508,560, +cOy50, )+20,c0,(-(04c0 4,50 ,)-0 £6 56 ,)- 26 56 (6 ¢0
By, +6,0,c0450, -0,350 ;50,450 , )+ 50,,(cOy(-(62cB, )- 0450, )+20,0 50
58y, +cOy(-(02c0; )-0458; ))+c0 ,(cO,50 o 0 £6 o-Fo58 5)-26 0 40 50
56, +50,50,(-(05cO4 )-0458 )+cO4(0 0 ,-6356 ,)))) (cOcqeiy-spsy )+
20¢6,.5( Oy + 0, )sO(s( 0,4+, ) (0 050 4-50 56 5)+c(I,+0 5)(cO £0
56, +¢0,(cBy50456, +c04s0,))) (Weqe - Ps@siy )-c( Oy, + 0, )cOui(

5(0, + 0y ) (0504 (B4cOy 0550 )-28,.05,005c0,50, +cO3504(-(65c6 5 )-
6,56, )-504(04cO,-0%50,))+c(O,+0,)(cO£0 {0 £6 ,-0°56 ,)+(-(6%,
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B, )-0,50, )(c0y50,50,+cO,50,)+20 0 (-(0 £6 50 ,)-0 £6 56 .)-20 .,
56, (65,0604 + 850050450 ;-6 530 56 56 5)+50 (O {-(Fc0 )-8 56 )+
20,.0,:56,50, +cO,(-(05cB,, )-6,56,))+cO,(cO450,(04c0,-0%50,)-20
99iC98i55&569i +556868(-(9€699)-é9869)+656(é §0 o 927999 o)) (coedy -
cOspsify ) +2c6,,,5( 0,5 +9,5 ) (5( 9, +53)(9865669666 0~ 99i699i556¢ '99'05&
56,560, )+c( 0, +0, )(0,c0,c0,c0,-0 40 560 56 -0 £0 50 56 70 56 .,
(8,505,500, +0g58, )+cO,(B4c0 48 3+0 £6 £6 50 0 55 56 .56 .9))(-

(Qegey )-gebegey +OegsOs +s@si + @Os@s )-2c( 85, + 0, )b

(c( 0y +531‘)(_(9&656C98699)+99699856+996565989929)+5(5i1+5i3)(9z‘4
6,,00,,C04 -0,c0,50 505 -0 050 50 o-0 50 (O $3 56 +c5 56 .J+cb,
(6,004,004 +6,c0,c0,50 -0 450 ;56 56 ,)) ) (Weqe +@eOcqey - ey sOs -
@@‘/"4”093@‘//)'20(515@ +0y7 )c0y:(5(9; +53)(9865669866 9"945?9 50
6,,00556550, ) +c(0,+0,)(0,c0 ,c0,8 4-6,6,50,56, -0,c8,50 ;s6,-6 ,
56, (0,504,508, +c0550, )+c0,(04c0 0 ,+6 £6 £6 50 0 $0 56 50 .9))
(—(¢¢8¢)-¢696¢8¢-¢C@w-¢696¢1940+5’898¢19¢)+(5’12u65’u +9115911)
(~(8( O + 017, ) (cpsO(c0,cO5cO4-56,4(cOg50 556 g +¢0 56 5) ) +(5( 0 1+ )
(€O5;c0p565 -50550, ) +¢(0;+0, ) (cOyc8 450+ ,(cO 5O s6 g+cO §6 )
(~(cps@)-cOcpsiy )+(c( Oy, + 0y )(-(cOxcOy58g ) +3505584 ) +5( Iy, +0y ) (cby
6,50, +c0,(cb5504503+c0¢s8,)))(cOcqeip-sgsiy)))+c( 05+ 017, ) (s6(
c8,,c6,,c0,-50,(cO4504504+c0 ;58 s+ (c( 0,40 5)(-(cO £8 $6 5)+50
$6,; )+5( 0y + 0, )(clyc8y50 4+ ,(cO 505,56, +cOg50, ) ) (cOcsp+ce

s )+(s(O; +0y ) (cO5cO4584-505504 )+c(0,+0,;)(cO 0 56 ,+cO (O 4
505505 +¢0650; ) ) (c@ei-cOsgsip)) )+ 20, sec Oy (-(5( 015 + 317 ) (6cOeg
(850,50, +6,50, ) +c@ps6(8,,c0,,c04 +0,,c0,c04504-6 56 50 4-0 535 ,
56,56, )- @50 cO,50,50, +cO,50; )s@+(-(05c0 (I, +0 ,)s6 5)+c(d 4+

0, )(-(6,c0450, )-0,c0450 450 ,-6 0 50 ;-0 £6 50 56 ;) (cWsp+cOcp
s )+(c( Oy + 0y )cOgcBy +5( 0, +53)(‘(694693556)"'5945‘98))('(90@‘//
SO)-Yeis - OMsp- g -Welegsiy )+ (~(Oyc( 8, +5, )eBy50, )+

5( O, +0y )(By0y50, +0,c0,50 ;56 ,+0 0 56 +0 £ 56,56, ))(cOcqeyy-
s@si ) +(c05c0,5( 0y + 05 ) +¢( 0y +53)(CH4CH8556-594898))(¢:@l/l +y
cOcqeiy-OcpsOsiy sy -@eOs@sip)))+c( 85, + Oy ) e@sbl cOys0550 .+
6,:50, )+0cO(cB,50,50,+c0,50; )spp+50( 8,c6,.c6, +6,c0,c6,50,-0 50,
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5By, -981'85&'8941‘89&)5¢+('(98C(51 +53)6565‘98)+5(571+5a)(‘9§9ﬂ99 i4+gi4
8,50,56, +6,c0,50,+0,0 ,50 ;56 ;) (cOcs@p+c@s )+(6,.cO4s( 5, + 3 )
50, +c( Oy, +0, )(05c0450,+0 ,c0,50 (56, +6,c0,50, +04c0,50 456, ))(c@
c-cOs@s )+(c( 0, +0; JcOgcOy +5( 0y, +0, ) (-(c0 48450 5 ) +58 ;s85) ) (Y
el +@elegely -OcsOsp- s sy -Yefspsif )+ (-(c3,c6,5( 3, +05 )+
A0, + 3, )(-(¢04c04535 )+ 50,50y )) (-( e s@)-cOcsp-epsyy - by
sY+0sOspsty)))+26,,56,,(-(( 015 + 013 ) (OcOc@ cO O 0 ,-50 (O $O 4
56, +c0y50, ) ) +csO(-(0,c0,c0450, )-0,6 O 50 -6 £6 £0 s0 6 £6
(€6,,505585 +0550; )-58,(04c05c04+0 8 £0 33 6 59 56 56 )50
(¢8,,c0,cB, -50,(cO0y50,50,+cO 458, ))sp+(s(0,+0,)(0 £0 ¢6 £6 6
6,50, -0,0450,50, )+c(0,+0,)(0 ,£6,0,c0, - 850,56 50, -0 1056,
56, -0,50, (045050, +cO,50, )+cO,(0 40 £6 ,+6 £6 6 $O 6 .50 .56 .,
6, )))(-(cs@)-cOc@syp )+(c( 0, +05 ) (-(cO4c85565 ) +506584 ) +5( 0, +
0, )(¢6,,c6,50,,+cO,(cO,80 4804 +c0 (s8,)))(-(Bcgesb)-Wey sp- gy
3(”‘&@‘/"‘/1090@40)"'(0(511' +532‘)(‘(9&056098699)+99099556 +6 0 g
50,50, )+5( 0y +0, )(0,c0,c0,c0,-0 10 56 56 -0 £6,,50,50,-6,50,(cO,
505,50, + 0450y )+c0,(05c04c0,+80 0 £0 50 -6 50 56 56 ))(cOcp
c-s@s ) +(s(0,+05 ) (cO5c4585 504504 ) +¢(0,+0;)(cl £ 56 ,+cb ,
(64505585 +¢Os356,)))(-(eqey )-ycOeqeyy +BcsOsy +Psgs iy + @Osg
s)))+c( O +517i)(¢0¢9‘9(0940986‘99 -56 (0450 56 0 56 9))"'969
(¢6,06,c0,-50,(c04504564+c0y58,))s@p+50(-(0 O £0 56 ,)-0 ¢6 £6
50, -6,.00,,0,50,-0,c0,(c0450 ;50 ;+cO 56 ,)-56 (6 £O £0 +0 £0 £6
8562'_99185&'88&889))8¢+(c(51 +53)(_(9805608869 9)"'9439 995ﬁ+9i§5i§9i8
56, )+5( 3, +0, )(6,c0,c04c0,-04c8,56,50, -6406,56,564-0 56 ,(cO 53
56, +c§6¢s¢99i)+c¢94i(99056099 +98m9809 9556-9 50 56 560 5))(cOcysp+cy
s )+(s( 9y +53i)(9&c56093099 '99099556‘9905659599 B)+c(5il+5i3)(94i
8,6,c0,-6,c0,56,50,-0 0 ;56 ;56 ;-0 ;56 (O O 56 ;¢ 56 )+ch ,
(991'65&'69&' +9&688699856 ‘99556588589)))(C@w‘093¢5w)+(c(0—1i +0,)(-
(cOy;cy865 ) 5080y )+5( 0, +0; )(c6ycOy80, +cO,(cOy804504+cO,58,)))
(Yeqey + Pebeqey-OcysOs@-gsgsiy -y cOsgs )+(5( 3, +3y ) (cO5cBy
$8y -50,56 )+ (05 +05 ) (cO3c8450 , +¢0 4(cO 550 58 g +¢0 56 ) ) (-(ety
S@)-WeOcsp-Weps - ecpsy +Os0spsyy ) )-6,,.¢6,,¢0,5 tan 8, +0%c0 .,
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56, tan O, +82,c0,,50,, tan 6 ,-26°.c0 sec 0°50 tan8 ,#20 4 P ..,
56,5 tan Oy, +0,350,,50,;tan 6 ,+ Gcq(J o+ 1))s6(cO 50 50 i+cO 56 ]
tan B, +@c@s( O, +0,; )s0(cB450 356, +¢0,50, ) tan B, -c@s( 05 +I,, )sO
(-26,.0,,c0,50,, +c0,50,(0,c0 ,-0°560 ,)-28 0 £0 50 56 +(-(6°66 .,)-0 ,
56, )56y +50,50,,(-( 62O, )-8,50, )+ (8 £0 -850 ;) ) tan B,,, - ¢

¢ Oy, + 017 )eqei(-(¢06O45(0,+33) )+ (0,0 5)(-(¢0 £0 550 ) +56 56 )
tan 6, e Oy + 0y Jo@ei(-(cOscO4y5(0,+ 8 ) +c(8,+0 5)(-(cO £6 ¢

$0y; )+56,:56, ) tan 8., - 2@ c( 0,5+ 0, )cBcqry(-(cOycys( Oy + 05 ) )+

¢( 0y +05 ) (-(c8ycOy504 )+ 56,565 ) ) tan 6., + chwws(a_lﬁ"'a_w)(c(diﬁ
0, )c04,cOy +5(0,+0, )(-(cO0,0,50, )+50 ;50 ) tan 8 1+ 0°cOcqres(d o+
O )(c(Oy + 0, )cOycO4 +5( 0, + 0y, ) (-(¢B0,c6,50, ) +560 56, ) ) tan 8, + ¢ cO
CEUS( B+ ) (0, +8, )JcOscB,+5(8,+3,)(-(c6 £ 38 ) +56 56,
tan B, + Y cOc@es(O,5+0.;)(c( 0,43, )c0 O g+5(0,+0 o) (-(c £6 4
50y )+50,:560, ) ) tan B,, +2@c( 8,5 + 0,5 )c@f 0cO( B0 50 56 ,+cB ;56 ,)+56
(6,,6,c0,+6,c0,c0,50,-0,50 ;56 -0 50 50 56 ;) ) tan O +20pc0s(d .+
Orr; )(€By50450, +c0,505 )sptan 8,,-0°c( 3 x+0 1;)s0(c6,50,50, +cB,56, )
s@tan 6, - @ cOys +0,,50( O350 ;56 ,+cO $0 ; )sptan 8 ,+20c( 5 +0 1))l
(6,,¢6,c0,+6,c0,c0,50,-0,50 ;56 -0 5O s0 56 o)sptan 8 +c(d ,+0 )
50(-20,,0,,c6,56,, +cO,50,(0,c6,-0356, )-20 ,0 0 ;55 56 y*+(-(0°40 ,)-0 ,
50,; )50y +50,50,(-(6%cOq )-0,450,)+cO (8 0 o- 058 o) )sptan 8 .+ ey
§( 015 1017 ) (cO6cOg5( 0+ 5)+¢( 0,40y, ) (6,550 -58,505 ) )sptan 6, +
Ps( G + 8 ) (€OocOu( 5,48, ) +e( 5145 ,)(c £6 3 550 56 3))59
tan 6, _ZW/C(JISL' +0.; )c(c(0,+05)cO gl y+5(0,+05)(-(cO £6 50 o)+
56,56, ) )sptan 6, '926(515 +017)cOctf(c(0,+0,)cd cOgts(0,+0 5)(-
(¢B,8,50, )+56,50, ) )sptan 8, - @Fc(d,s+0 15 )cOc(c( 8 ,+0 )cd £0 &+
5(0, + 0y )(-(¢B,c0450, )+56,50; ) )sptan 8.,-th’c(J 15+ 0 1, )cOc(c(d +
0, )cOycOy +5( 0, + 04 ) (-(c0,c8,50 ;) +56 ;s6,) )s@tan 8 ,,- 20@cs( O o+
Or7; )s6(c( Oy + 05 )cOsclg +5( 0,40, )(-(¢O 850 o) +56 56 5) Jsptan 6
2Apcips( O+ 015 ) (cO6cly5(01+0;)+c(0,+0 ) (cb,,cly50g -56,565)) (-
(Bc@sB)-qgeOs)tan B, -25( O, + 0,5 ) (646 ,c04+0 60 £6 50 -0 ;56 ,
56, - 0y,505560,:50, ) (OcOc- psOs) tan 6, + 2@pcps( O, +0,; ) (I 4cb
5(0, +0y )+c(0,+0, ) (c0,c8,50-56,56, ) s tan 8, + FcOcps( I 5 +
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O ) (€O04COq( 0y + 04 )+c(0,+0,)(cO .00 o-50 50 ) )s tan 8 ,+ ¢ cl
(G + 01 ) (€Oe0,5( 8, + 5, J+e( 8, +3,)(00 £ 50 50 5 )5t
tan 6, +WcOc@s( 0,5 + 0y, )(cO4cO45(0,+0 ;) +c(0,+0 ;) (c6,,c8,50, 56,
56, ))stan B, -@Fc( O, +0p5 Je@c(O,+0,)cO £0 +5(0 40 5)(-(cO £6 4
505, )+ 50,56, ) st tan By, -(°c( 15+ 01 el c( 0, +0 5)cO £ g+5(0 1+ )
(-(¢6,,c0y50 ) +56,584 ) )sy tan B, - 20@s( 0,5, + O, )s0(cO5cOes(0,+0 ;) +
(0, +0, )(cB,c0,50-50,58, ) )s@siy tan 8, +2@pc(d ;+0 ;) (-(cO £6 4
S0, +0y ))+c( Oy +0, )(-(cB,c0450, )+56 ,;s6,))sgsip tan 8 ,+6°c(J 4+
Or7i JeO(-(cOqcly8( 0y, + 05 ) ) +¢( 0y + 05 ) (-(cO,4c0450 5 ) +58 s8¢ ) )spsip
tan 6, + (.”26(515 +0,3)cO(-(c05c835(0,+03))+c(0,+0 5)(-(cO £6 $0 o)+
56,56, ) )sgs tan 6,,, 'H//ZC(Jls +0,7)cO(-(c05cO5(0,+0 )+ (0,405 )(-
(¢B,c6,50, )+56,56; ) )sstytan O ,-@Fs(O 5 +0 5 )(c(0 ,+0 J)cd 6 4+
5(0, + 0y )(-(c0,c0,50, )+56,50,) )sgsi tan 6 ,-?s(d ;+9 ;) (c( I+
0, )cOcO4 +5( 0, +3,4 )(-(cB,c0,55 ;) +56 ;56 ,) )spstp tan 6., +20c( O, +
017 )s6(c( 0y + 035 )cOgclq +5(0,+0 ;) (-(cO 8450 5 ) +56 56 ) )spsty
tan G, +2s( 05+ 0,5 ) (c(0,+05)cO 83 +5( 0,40 5)(-(cO £8 50 ) +56
56, ))(‘(90%9)'@‘9340)51// tan 6, +2¢C(515i +0y5 )@l c( 03+ 05 )cOgcl4 +
5(0, +0y ) (-(¢0,c8,50, )+50,50,))(-(BcsB)-hcOsw ) tan B, +c(d,g +
Oz )(¢( 0y + 04 )656(_(93088)_98898)+8(5ﬂ+58)(29 ngéfe £0 g+l 50
(6%c6,,+6,50, )-20,0,50,50,560,+(0 ,c0 ,-0°560 ,)s0 B 50 {-(6%0 -
ésisesi)"'s‘gzu(éacga '935‘98)))(090‘//540"'5@1//) tan 6, + 2‘95(515 +0,; )s6-
(€34iCOh5( 3y +05 ) )+ Oy +05 ) (-(c0 8450y, )+ 56,50, ) ) (Wesp+ sy )
tan 6, -s( 05 +512)(0568(51+58)(_(92868B)_éﬁgeﬁ)+c(5il+5ﬁ)(_29iﬁis
cB6,.cO, +(-(8,c0, )+6250, )s04-50 ,(0 6 -850 ;) +50 (O {-(6°% ,)-
é4i894i)+294i9&"994868 +Ce4(‘(‘9§30‘98)'535‘98))))(04/5(0"'090%’4[/) tan 6, -
25( 9y, +517i)(_(936(51 +53)6565‘98)+5(Ja+53)(‘95€9599 ¢4+‘97£3‘97:§57:6
$6,,+6,.c0,56, +64c0,50,50;))(-(OcgeiysO)-cy sp- geBey sg- ge@siy -
Yebegsyy )tan By, -s( 0,5 +015 ) (¢( 9, +53)056(_(92869B)_éﬂseﬁ)+8(5il+
5&)(2941'9&0‘941‘0‘93 +698856(9€1694+é4‘96 a)- 20 ngﬂsa—ﬁsg 1'/-'599i8+(é 0 ¢ ‘921‘4
s6,, )56y, '0941'55&('(9;0‘93)'985‘98)"'594(586‘98'928998)))(5‘90@‘//'5@‘//)
tan G, +c( 015 +045 ) (-(c048( 9, +53)(‘(928088)'965813))"'6(52‘1"'513)(29 ia
0,,c6,c0, +cB,50,(0%c6,+60,50,)-20,0,50,50,56, +(0,c0,-0%56 ,)sO -
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c0,:505(-(GacOy )-Og58, ) +50,,(0c04-6756 ) ) (cgeqp-cOsgs iy ) tan 6, -
25( Oy + 017 )(-(0c45( 31+ 34 )58 )+ (3, + 3 ) (-(8 £6 56 ,)-0 £6 50
564 -04,00,:50y - 000,459 456 ) ) ( geqeiy +(ycOeqe - OcgsOsy -y sgsip - e
sgsiy )tan 6, +2c( 0y +511)(‘(980(51+53)6565g8)+3(5a+5a)(gé39i8
50, +6,6,50450,,+6,c0,50,+0 0 ;50 50 ;) ) (Weqe +geBcgey -Ocyys6
Q- Ps@s-(cOs@siy Jtan 6, +2¢( 0,5+ 3y, ) (0c45( 0y +05)s0 g+ (I 4+
8, ) (808,50, +0,c0,358,50 ,+0 08 56 1+ g0 55 56 1)) (~( @ s)-cd
cWsp-Yegsy - ebepsy +9593(a9‘//)tan G +29122z secOr,(-(5(015+317)(c@
$0(c0,80550, +cO,58y )+(cOscO45(0,+0;)+c(0,+0,)(cO £6 $6 50 ,
6y ) (csp+cOegs )+(c( 0y +0; )05y +5( 0y +05 )(-(cO,4c0450 )+
56,56y ))(cOcety-spsiy)) ) +c( Oy + 017 ) (56 50656 4 + 6,56y )sp+(

¢( 0y + 0y )cO5clq +5( 0y +05 ) (-(¢6,c0550 ) +56 ;50 ) (cOcysp+cgsiy )+
(0B, 48, ))+e(5,+8,)(-(c0,00,5 , +50 56 ) (cqriy-cOsg
sy)))tan 8,,))
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Desarrollo y comprobacion de la ec. (4.73):
Ril]m _m% R4;.74
Desarrollando el término izquierdo de la ec. anterior, donde:

Ri'i =R ; (_095) R, (_03) R, e(_ae)

.741 _[O ]7 q
Derivando la matriz de rotacién respecto al tiempo:
ki :aRzgfg_%i)R” (=65) R.o(-36) 05 +
90
OR_, (-6,
R (_ 91) Sé B)Rze( 5&)9a
8i

Haciendo uso de las matrices de rotacion definidas en el capitulo 3 y desarrollando, se tienen
cada uno de los elementos de Rg.i :

Rff[m 98260&85 504 -0, 5(€cO0480 458 4+c0 50 )
Rf;lm :681'65 cOy50, +0 3(€05c04884-50 ;56 )
Rffm] (39106’ cl, )+H&36’836’
Rfflz " =6,50,50,
Rfflz a=-( 8,,c0,56, )
Rfflz 3 =6,.c6,
Ril[a 1 =0,,00,c0,50, +0,(cOzc84-50 ;56456 ,)
Ril[a 2= (0,605,040, )+84(cOy50 +c0 ;5656 ,)
Ril[a q= (8,050, )-0,c0,56,
Ahora al multiplicar R} j&:
0,,00,:C8y50q +84(c04c04505-50 56 ;)

Ryjy = -6,(c0456,) (e.1)

-0,,(cOx;cBycOy )+ 6,,(cby,50, +cOy50,556, )

183
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Desarrollando el segundo término, donde:

wgiu = _R;iga"’:g _9gjg

Rg =R ,(-6,)
i =[01 9"
i =[Lod’
Al desarrollar ), se tiene:
_(Cegig&)
Wy, = "991'
~( 656y, )
Rja:
c6,,50, + 0550550,
Ry jy = 05;COy
-(¢05;c6,56;; )+ 50,56,
Ahora haciendo el producto cruz entre estos dltimos g, X R ja :
8,,c0,,0,50, +8,(cO5c0,504-50 :s6.5)
W, ¥Ry jy = -6,,(¢0,56y ) (e.2)
-0y, (050,04 )+ 04 (cO450 ¢ +¢0y5 0550y )

Finalmente podemos ver que las ecuaciones (e.1l) y (e.2) son iguales, por lo tanto, se

comprueba que R j; =wy, XR,j,, se cumple. De la misma forma se pueden comprobar las

ecuaciones (4.75), (4.79) y (4.81).

Desarrollo y comprobacion de la ec. (4.88):
En esta seccidn se realizard el desarrollo matricial del término %, para asi demostrar que lo
9
presentado en la seccién 4.3.2. es correcto.

Desarrollo matricial:
De la ec. (3.4):
oy =TS+ T
Tow =1y + RyTy
Donde:
"'cj}iz' =[xc:u' »Yours ZGJL"]
R,=R(0,+0;)R.(6,)
Ry =R (-6,)R.o(-(3,+5,))
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Derivando la ec. (3.4) respecto al tiempo se tiene:

. T
0o _po(po)\’,.0
Vou =Ry, (R ) Tow

_VVASTGL
Al desarrollar se obtiene W, =6,,85 y escribiendo o, en funcién de r7. la ec. anterior, se tiene:
Vo =S4 (RM'GL ) b, (e.3)
Donde:
0 0 c(0,+05)
Sy = 0 0 (0, +9,)

(0, +3,) -s(3,+5,) O

Ahora de la ec. (4.5):

Por la semejanza entre las ec. (4.5) y (e.3) nos damos cuenta que k; proyectado en la base
inercial es:

ky =S Rarsy

Derivando k7 respecto a g
ok, _ 0
dq, 06,

SO aRgz 41 6941
4i 30, Tew dq

s (SRR )5

J

J

Ahora proyectando kg en la base local 4 :

0
Ok, _ -Re [ 50 OR], G”’j 06,

dg, 06, dg, (e.d)
08,
=J ) 4
1,1 aq7
Finalmente, desarrollando la ec. (e.4):
= gt
)
¢, _ ¢,
21

Por otro lado, del desarrollo vectorial de la seccién 4.3.2., sabemos de la ec. (4.88):

Oky
dq

= i x(dt ) 52

J J
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Desarrollando la ec. anterior se tiene que:

Loy

Ok _ 9

dq;
De esta forma nos damos cuenta que el desarrollo matricial y vectorial arrojan el mismo

resultado, por lo tanto, se comprueba que el desarrollo de la seccién 4.3.2. es correcto. En el

desarrollo de dicha seccion se usara el método vectorial para derivar vectores respecto a g; .
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Desarrollo de la ecuacién de lazo
Con el fin de obtener el término g—j’, gue se presenta en la ecuacion (4.87), se procedera a
generar una ecuacién de lazo, la cual nos permitira relacionar el vector de derivadas parciales
respecto a ¢, de los angulos 6,06,y 0, con la derivada parcial respecto a q; del vector de
coordenadas generalizadas, esto es:
00 0
J =] 99
0q, dq,

J

Ecuacion de lazo

A continuacién se mostrard el desarrollo para la obtencidn de la ecuacidon de lazo. A partir de la
ec. (2.2):

0,,0,,0,,0_0, 0, 0
Ty Ty ¥Ts T =T, 15+ 755

Donde:
n, =R;r) R; :Rz6(51)
Ty =Rary R, =R 6(51 +53) R, 5(‘94)
75 =Rerg Rg=R. 6(51 +53) R, 5(‘94) R, 6(5 6)
7y =Roty R =R, 6(51 +53) R, 5(‘9 4) R, 6(5 6) R, 4(‘9 a) R, 5(‘9 ZJ
"'1(;' =Rfs""11:f Rfa =R, e(w) R, 4(‘9) R, 6((”) R, 4_5 wo 51&)
Ty =RisTis R} =R, 6(‘// ) R, 4(‘9) R, 6((0) R, 4_5 Jﬂ)

o_ T
L _|:xp7yp’zp:|

r :[3321" 0, qT
e =[x5i, 0, O]T
rs' =[z,,0, O]T
ry =[2,0,0
rs =[-2.,0.0"

15 _ T
Tis; _[_x1&7 O; q
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Derivando la ec. (2.2) respecto a g;:

0 (o0, 0,.0,.0_9 (o0, 0, 0
(7"11' 1 T Ts +T§i)_aq (Tp RRET +T13)

0y, i
dq, dq, 0g, O0q; dq, dq, Og, :
Obteniendo cada uno de los componentes de la ec. anterior:
6_1?'-?:0
aq].
a"f‘ 0R ; (642') 4 |06,
— 3 = 5 5 _1 4i
aq]‘ RZG( vt &) 006, . aqi
ory, 0R (qu) o | 06,
—*= o,+0, ) ———=~ O, )ry |[—2
aq]- st( it a) 26, Rze( a)"'e 3 j
or2 OR . (6, 106,
o rtara) PR (00 (0 R (0075 s
aq]‘ 6641 aq]‘
OR_, (6, ;| 06,
R R0 R A0 T P R (0 |3
8i q.i

OR(6,) o )06,
[st (Ju +63i) Rz5(‘94) R, 6(56) R, 4('98) 659( 9;) rgsj aqg
9i j

Ory _(OR, (l//) 5 _ 13i 6_40
aqj _( o R, (9) R, ((0) Rze( 017 515) "'13] aqj +
oR,, (‘9) s 13 ﬁ
[st (l/l) Y] R, ((0) Rz6( 017 515) 7'13} P) j +
aRzG (w) _ _ 13; a_
(Rzﬁ (40) R, (H) 39 RzG( 017 515) ""13} P _1

e e TG LA
4

15 | 06
(Rzﬁ (40) 00 Rze ((0) Rz (_5171') 715 Ja_'*'

J

(st W% (s, ’"i?}g_f
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Sustituyendo los términos anteriores en la ec. (f.1):

g.) . _ 8, .
R0 ) 0 1 (5,05) e g 5] 20
4i J 4 j
OR . (6, .| 96,
Ro(6,+0) e (5 R (0 R (077 |2
4i f
aRz 91 i aez
R (5ﬁ+53i)Rz5(94)Rz6(56) 649( B)Rz 5(‘99)""% a_8+
8i q]‘
OR(6,) o )00,
Ra(8,+8) Ro(0,) R (1) R (0 P ) |96 -
9 q]‘
or’ (OR,(yw 0
a(]i- + ai/f ) Rz4 (‘9) st (¢) Rz6 (_5175 _515) rﬁ“ a_Z]/"'
oR , (6 00
Rz6 (‘/j) 0419( ) st (¢) Rz6 (_5175 _515) rﬁ“ 6_+
q;
R (¢ 0
Rz6 (‘/j) Rz4 (‘9) : ( ) Rz6 (_5175 _515) 7'112 _¢+
op ¢,
OR, (¢ o
G LA CLNC AL o
oR (6 1086
2R R 5 |30
q;

Simplificando y agrupando los términos semejantes:

aRz 6i i i i aei
[Rze (511‘ +53i) 65( - ) ("'; +Rz6(5a)("'2 +R, 4('98) R, 5(69) 7'99)) ﬁ"'
4i j
R, (8, N ag,
[Rze (5h+53i)Rz5(94)Rz6(56)%Rz 5(‘99)""% ﬁ"'
8i J
OR.(6y) o )08,
R0 R8I R (G R (o) e |
9i j
or’ (0R (¥ A N
| e r (@R (R0 2+ R (0.72) |
J J
oR., (6 i NEL
R0 TR DR (0 R (0r2)| 30
J

OR - 3
[RZG ([/I) R (9) - (¢) R ¢ (_5171') (7'15 +R, 6(_515) T 13 )] 2_;)



190 Apéndice F
Renombrando y acomodando matricialmente:
a6, 26, 06, or’ oy 08 g
Jo1—tAd g, —2tdy g—2= 4] 4] —+]
6i1 aqj 6,2 aqj 037, _1 33aqj q,1aqj q,zaqj q,3aqj
e Ty Ty Jys)[ 0]
I:J&,lf JHZ',Z’ Jei,3:| % aq.i
9, [
% = aq]
9g; 9¢
96y dg,
| 9g; | 9¢
_aq]
Finalmente se tiene:
00, 0q
o dq, " dq,
Donde:
Jo :|:J6i,17 Joi.25 JHi,S:| J, =|:I:«><3; Joiv Jyo qu,s:l
o (05, 08, 08,] og _[or! oy 06 dp]
aq] 6q7 ’ dqj ’ 6q7 dqj dqj ’ aq]. ’ dqj ’ aq].
aRz 9& i i i
Joi1=| R (511' +53) ° ( : ) ("'2 +R, 6(56) (""g +R, 4(98) R, §(6’ 9) Ty ))J
4q
OR_, (6, ;
Joo=| R (511' +53) R, 5(04) R, 6(56) 04«9( &) R, 5(0 9) ""%}
8i
OR . (6,) o
JHi,3 = R (511' +53) R, 5(94) R, 6(56) R, 4(9 B) 650( 9) "'%j
9
0R (¥ , .
qu,l = ai/E ) R, (H) R ((0) R, (_511) ("”ﬁ +R, 6(_515) Tlfé)
oR , (€ ' .
qu,z =R, (l/l) 649( ) R (¢) R, (_517i) ("'113 +R, 6(_515) Tig)
0R (¢ , .
qu,s =| R (lﬂ) R, (H) 0640( ) R, (_511) ("'i +R, 6(_515) Tlfé)
g

Al evaluar el término
q;
siguientes resultados para diferente valor del iterador j.

—=, dependerd que valor tome j, de tal manera que se tienen los
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De esta forma, para:

j=1
dg _ @ 0
a_qql:a_(ll|:xp7ypfzp7¢/7H7¢:|:a_$p|:xp’yp’zp7w’e’w:l
g
—=110000
afh [ (}

Jj=3
dg _ 0 _0
a—%_a—%[zp,yp,zp,l//,6’,40]—@[%;1/,1;211;4[/;9;(0]
g
= O; O;l Q Q
a% [ Q

Jj=4
dg _ 0 _0
a_%_a_%[$p)yp7zp;l/lfefqo]_w[zp’yp’zp’w’g’qo:l
dq
- = 0; 07 O; l Q
aQ4 [ Q

J=5
dg _ 0 0
a_;sza_%[wp;yp?zp;wrerqo}=ﬁ|:xp’yp7zp7¢/’e’¢:|
dq
= O; O; Q Q 1
a(J5 [ Q

7=6

0q _
a%

9q _
5, 100000}

0 0
a_%[xp;yp;zpfw; 8; (ﬂ]za—w[%;yp;zp;l//; 8; ¢]

Con el propdsito de obtener el término g—gl, se pre multiplicardn ambos lados de la ec. (f.2) por

J,', finalmente se obtiene:

0, .. dq
—t=JJ — f.3
5 =T (£3)

J J
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Trayectoria helicoide compuesto
Esta trayectoria se compone de tres subtrayectorias, cada una de estas con un perfil quintico,
que son:

Una recta con puntos de posicidn y orientacion inicial y final:
p,=[0,0-0.419[m] p,=[02 0~ 0Fm]
A =[0.04[1 B =[20509[}
Un helicoide con las siguientes ec. paramétricas:
R=[0.2Cos[37s], 0.2Sin[& s], -0.5 + 0.1$s]
B=[20s, 25 - 20s,]0 |°
Una recta con puntos de posicién y orientacién inicial y final:
p.=020-034n] p=[020 0fn]
A =205 4[] B=[00 0]
Se hace notar que las rectas se generaron de la misma forma que en el Apéndice B y que para
obtener la velocidad y aceleracién del helicoide, se derivaron una y dos veces respectivamente las

ecuaciones de posicion y orientacion (R yf). En la Figura G.1. se muestra la trayectoria del

helicoide compuesto.

-03

Helicoide -08

-02 -02

02 0.2

Figura G.0.1. Trayectoria “Helicoide compuesto”
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