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Capitulo 1

Objetivo.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar las Transiciones de Fase (entre
las simetrias SU(3) y SO(4)) con “cranking” para un nucleo ligero formado por
2 cumulos esféricos. El nicleo ligero sera descrito mediante dos modelos alge-
braicos como lo son: El Modelo Fenomenoldgico Algebraico de Ctimulos (PACM,
por sus siglas en inglés) el cual no toma en cuenta el principio de exclusién de
Pauli y el Modelo Semimicroscépico Algebraico de Cdmulos (SACM, por sus
siglas en inglés) que si toma en cuenta el principio de exclusién de Pauli. Para
ambos modelos se realizard un estudio sobre las Transiciones de Fase y se dis-
cutiran los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Introduccion.

Los Modelos de Cimulos Algebraicos como el Modelo Fenomenoldgico Alge-
braico de Ctimulos (PACM, por sus siglas en inglés) y el Modelo Semimicrosc6pi-
co Algebraico de Ctumulos (SACM, por sus siglas en inglés) fueron propuestos
para la descripcién de nicleos ligeros considerando que estos pueden estar con-
formados por dos ctimulos nucleares separados entre si [1,2]. El Modelo de Vi-
brones pertenece al grupo del PACM [3,4] mientras que SACM [1,2] pertenece
al grupo de modelos semimicroscépicos. Una descripcién més detallada de am-
bos modelos, se dard a conocer en los siguientes capitulos. En términos gen-
erales, la mayor diferencia entre ambos modelos es que en el SACM se toma
en cuenta el Principio de Exclusién de Pauli, mientras que en el PACM no. En
nuestro caso, utilizaremos estos dos modelos algebraicos para poder describir al
sistema 190+ —2°Ne. Este sistema tiene la peculiaridad de estar conforma-
do por dos ctimulos que son esféricos. En ambos modelos, nos restringimos a
ciertas simetrias dindmicas (casos limite), por lo que el Hamiltoniano que rep-
resenta al sistema, serd puesto en términos de ciertos operadores invariantes
llamados operadores de Casimir que son obtenidos a partir de ciertas cadenas
de grupos. Una desventaja por parte de los modelos algebraicos es que es dificil
visualizar las propiedades geométricas de los cimulos. Para poder analizar estas
propiedades, se opta por un mapeo geométrico para ambos modelos algebraicos,
utilizando el método de estados coherentes [5].

Los Estados Coherentes no solamente han sido aplicados al IBA (Interact-
ing Boson Approximation, por sus siglas en inglés) o a moléculas [6,7], sino
que también a otros modelos algebraicos, los cuales tienen un origen dentro
del modelo de capas. En [8] el mapeo geométrico, usando el método de estados
coherentes vectorial [9], fue aplicado, mapeando del modelo pseudo-simpléctico
[10] al modelo geométrico del niicleo [11]. El mapeo geométrico es de gran uso
para el célculo de espectros nucleares [12,13] y para predecirlos en el caso de
ntcleos super pesados [14]. En [15], el método de estados coherentes fue usado
para obtener el mapeo geométrico del Modelo Semimicroscépico Algebraico de
Ctmulos (SACM) [1,2].



El valor esperado del Hamiltoniano algebraico con respecto al estado coher-
ente es mejor conocido como el Potencial Semi-Clasico [16]. A través del com-
portamiento de este potencial, como una funcién en un espacio de parametros
(pardmetros que controlan la transicién de una simetria a otra) las transiciones
de fase, asi como su orden pueden ser estudiados, investigando los efectos que
causa el principio de exclusiéon de Pauli, para el caso del SACM.

El interés del mapeo geométrico, usando estados coherentes no se ha per-
dido. Una de las principales razones es que sistemas de muchas particulas en
conjuncién con las transiciones de fase pueden ser fiacilmente tratados.

En anos recientes, las transiciones de fase en moléculas atémicas y nucleares
fueron investigadas [17,18,19,20], con la ayuda del método de estados coherentes.
El tipo de cambio de fase discutidos ahi, importante para el contexto de estudios
presentados en esta contribucién, estd relacionado al limite SU(3) y SO(4) y
las transicion entre ellos en una molécula, la cual puede consistir de dos atomos
o dos nucleos. Nosotros nos limitaremos a 2 cimulos descritos por los modelos
algebraicos como lo son el PACM y el SACM. Aunque hay mucha investigacién
en transiciones de fase para el PACM, la aplicacién actual a nticleos es muy rara.
S6lo en [21], en los inicios del Modelo de Vibrones, y en [22] hemos encontrado
aplicaciones a sistemas de ciimulos nucleares.

Hay una forma que se puede considerar como una extensién para tratar
Hamiltonianos dentro y fuera de simetrias dindmicas. Nos referimos al méto-
do del “cranking” [23,24] el cual impone rotaciones al sistema, esto nos per-
mitird generar bandas de energia rotacionales y nos permitird un calculo de
momentos de inercia. Cambios en el comportamiento rotacional estan relaciona-
dos con transiciones de fase cudnticas para estados excitados, de las cuales se
hablara de una forma mas detallada en el apéndice E. De esta manera, el método
del “cranking”, no sélo nos permite estudiar diferentes transiciones de fase sino
que también nos da gran informacién del espectro y de los momentos de inercia.
El formalismo del “cranking” ha sido aplicado [31,32] al IBA (Interacting Boson
Approximation, por sus siglas en inglés) [25].

El presente trabajo tiene la siguiente estructura:

En el capitulo 3: Se da una explicacién general de los modelos de ciimulos
algebraicos PACM y SACM. En este capitulo también se propone un Hamilto-
niano para un sistema de dos cimulos esféricos con “cranking”.

En el capitulo 4: Para ambos modelos (PACM y SACM) se introducirdn los
estados coherentes respectivos para poder hacer el mapeo geométrico de estos
modelos algebraicos de cimulos de tal manera que al tomar el valor esperado
del Hamiltoniano para dos cimulos esféricos con “cranking”, podamos obtener
una Superficie de Energfa Potencial (PES, por sus siglas en inglés) o potencial



semi-clasico.

En el capitulo 5: Se da el ajuste de pardmetros de interaccion para el sistema
1604 —2ONe.

En el capitulo 6: Dada la superficie de energia potencial obtenida para el
PACM y el SACM en el capitulo 4, se muestra un estudio computacional de las
transiciones de fase para ambos modelos y se aplica al sistema de 15O+a —2°Ne
utilizando el ajuste dado en el capitulo 5. Se presenta una discusion de los re-
sultados obtenidos.

En el capitulo 7: Por ultimo, se daran las conclusiones de todo el trabajo
realizado en esta tesis, ademas se plantean las posibles aplicaciones futuras.



Capitulo 3

Descripcion del Modelo
Fenomenolégico Algebraico
de Cimulos (PACM) y del
Modelo Semimicroscépico
Algebraico de Ciumulos

(SACM).

Hoy en dia se cuentan con diferentes modelos para la descripcién de molécu-
las y cimulos. A principios de los ochenta un modelo fenomenoldgico algebraico
de cimulos mejor conocido como el Modelo de Vibrones (VM por sus siglas en
inglés) fue introducido para la descripcién de estados quasi-moleculares y esta-
dos de cimulos [3].

En su forma original, el VM tiene una estructura de grupo U(4) para tomar
en cuenta el movimiento relativo de un sistema de 2 ciimulos. Sus aplicaciones
se encuentran en el drea de sistemas de nicleos ligeros [40-42] y otros sistemas
moleculares atémicos. Al ser combinado con un modelo de bosones interactu-
antes o con un modelo de fermiones interactuantes, se logro una descripcién de
los grados de libertad internos de los ciimulos, por lo que el enfoque algebraico
permitié describir sistemas de ctimulos més complicados, incluyendo ejemplos
de nticleos pesados [4].

Por muchos anos, varios métodos de teoria de grupos han sido utilizados
para el estudio de cumulos, pero la relaciéon entre el enfoque fenomenolégico
y microscépico no ha quedado clara. En otras palabras, faltaba el fundamento



microscépico del VM y sus extensiones.

La aplicaciéon del VM a algunas bandas de ctimulos bien establecidas para
nucleos ligeros, muestran la necesidad de modificar las suposiciones del espacio
modelo [2] y el factor espectroscépico de ctimulo [2,22]. El VM parece ser que
funciona en la descripcién de cumulos pero sigue mostrando problemas en la
construccién de estados, por ejemplo en el limite de SO(4) con L = 0 (definido
en el apéndice B), el valor esperado para el operador i1, = (frJr . fr) conm = 0,+1
es dado por [43]:

)=t (31)

El problema es que cuando N aumenta, la estructura de los estados cambia,
implicando no convergencia de los mismos. La descripcién completa del VM se
da en el apéndice B de éste trabajo.

Con la modificacién del sector de movimiento relativo en la parte de en-
foque fenomenoldgico los sistemas de dos cimulos doblemente méagicos podian
describirse razonablemente bien, sin embargo, el espacio del modelo todavia no
era apto para otros sistemas de cimulos [2]. Para superar estas dificultades se
propuso un enfoque semimicroscopico algebraico a los problemas de ctimulos
nucleares [2].

En el Modelo de Vibrones y sus extensiones, en conjunto mejor conocidos
como el Modelo Fenomenoldgico Algebraico de Ctimulos (PACM por sus siglas
en ingles), la estructura de grupo muestra dos vertientes. No sélo los estados
base estdn caracterizados por las etiquetas de la representacién de los grupos
sino que también las interacciones se expresan en términos de los operadores del
grupo. Este método nos lleva a una simplificacion més: para casos especiales se
pueden obtener las soluciones analiticas del problema de eigenvalores y para el
caso general la matriz de ecuaciones que hay que resolver no tiene una dimensién
demasiado grande. Uno de los posibles conjuntos de bases para la descripcion
del movimiento relativo se obtiene por medio del grupo SU(3). Este enfoque es
facil de aplicar pero sus funciones de onda no estdn antisimetrizadas.

La conexién entre la descripcién fenomenoldgica y microscépica esta dada
por la presencia del grupo SU(3), es decir, mediante la aplicacién del oscilador
armoénico base. A partir de esta conexién, el Modelo Semimicroscépico Alge-
braico de Ctimulos (SACM por sus siglas en ingles) toma en cuenta el principio
de exclusion de Pauli y la interaccién cimulo - cimulo se expresa en términos
de los generadores del grupo.

Para el PACM y el SACM es elegido el modelo de Elliot SU(3) [33] para la
descripciéon de cimulos individuales. En principio uno también podria utilizar
el IBA [25], como se realiza en muchos modelos algebraicos de ctimulos [4]. Es
elegida esta posibilidad porque en el SACM (y el PACM) los ctimulos tienen
que ser descritos dentro del modelo de capas que se representa apropiadamente
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por el mismo modelo de Elliot.

Por todo lo anterior, se considera que el movimiento relativo se describe por
medio del modelo de vibrones mientras que los grados internos de libertad (es-
tructura interna) se tratan en términos del modelo de capas del SU(3) y los
estados prohibidos de la base acoplada SU(3) se exluyen.

Como se puede ver en el apéndice B donde se hace referencia al VM, para el
SACM se puede realizar una misma construccion en términos de operadores (vec-
toriales de espin 1 y escalares de espin 0) de creacién y aniquilacién bosénicos.
Como los grados internos de libertad se pueden entender en términos del modelo
de capas del oscilador armonico, entonces los grados de libertad vendrian siendo
oscilaciones en 3 dimensiones las cuales pueden ser descritas en términos de los
operadores bosénicos vectoriales 7, (u = 0, £1).

Hablando ahora de los operadores bosénicos escalares para el SACM, mejor
conocidos como operadores &, estos tienen la finalidad de establecer un corte
para mantener constante el niimero de bosones totales N = ni; + .

Hay ciertas condiciones que los operadores bosénicos vectoriales y escalares
cumplen:

1. La componente contravariante del operador de aniquilacién es relacionada
con la componente covariante mediante:

A = (1) (3.2)
Algo parecido ocurrirfa con 7/ .

2. Las relaciones de conmutacién para los operadores bosénicos (vectoriales
y escalares) de creacién y aniquilacién son:

(A wl =6 (6,61 =1 (3.3)

Dada la construccion anterior en términos de operadores bosénicos de creacion
y aniquilacién, uno puede construir con ellos a los generadores del grupo U(3)
y U(4):

» Generadores de U(3)

7l Am (3.4)
= Generadores adecionales para U(4)
#lEm e dam &le (3.5)
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En el lenguaje de teoria de grupos, el SACM (asi como el PACM) para dos
cumulos estd descrito por la siguiente estructura de grupos:

SU3) ® SUe,(3) ® SUR3) D

Q) (A2, p2) (N, 0)
> SUc«(3) ® SUg(3) D
(e pc) (no0) (3.6)

> SUB) D SO@B) > SO2)
(A 1) KL M )

Aqui (Mg, pir) se refiere a la representacién irreducible de SUg, del k-ésimo
cimulo, (A, p) es la representacion irreducible de SU(3), (Ac, puc) es la repre-
sentacién irreducible de SU¢(3), mientras que L es el momento angular total,
M la proyeccién del mismo y n, es el nimero de quantas de oscilacién relativas.
En el caso de k, esta es utilizada para distinguir ocurrencias multiples de una
L en (A, u). La cadena anterior puede ser utilizada para la clasificacién de los
estados del SACM y del PACM.

Como podemos observar en la ecuacién (3.6), los estados base del SACM
(v del PACM) se caracterizan por tener como etiquetas a las representaciones
irreducibles (ntimeros cudnticos) propias de cada grupo. En términos de repre-
sentaciones irreducibles, lo que se esta realizando es un acoplamiento de repre-
sentaciones irreducibles (A, k) pertenecientes a SUc, (3) con la representacién
irreducible (n,,0) perteneciente a la parte relativa SUg(3). Dicho acoplamiento
resulta en un conjunto de representaciones irreducibles totales (), p) (tomando
en cuenta el principio de exclusiéon de Pauli para el SACM, pero no asi para el
PACM). Entonces, dado el acoplamiento de representaciones irreducibles para
2 ciamulos, se obtiene que:

(A 1) @ (Mg, p12) @ (i, 0) = Y my? (A, ) (3.7)
(M)

Como se dijo anteriormente, el SACM toma en cuenta principio de exclusiéon
de Pauli, pero para esto es necesario imponer una condicién minima que nos
garantice un minimo de cuantas de oscilacién relativas, a dicha condicién se le
llama Condicion de Wildermuth. De esta manera, para el SACM hay un niimero
minimo de cuantas ng de oscilacién relativa mientras que en el PACM el nimero
minimo de cuantas de oscilacién relativa ng es cero (ya que no toma en cuenta
el principio de exclusién).

Una vez que se han obtenido las representaciones irreducibles totales, es-

tas ultimas son comparadas con las representaciones irreducibles del Modelo de
Capas SU(3). Finalmente nos quedamos con las representaciones irreducibles
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totales que coincidan con las representaciones irreducibles del Modelo de Ca-
pas. Las representaciones irreducibles que se obtuvieron son las pertenecientes
al Espacio de Hilbert considerado en el SACM.

De manera grafica, lo que estamos haciendo es una interseccién del Espacio
del Modelo de Capas con el Espacio Preliminar dado por la ecuacién (3.7). El
espacio obtenido de la interseccién es el espacio del modelo SACM.

ESPACIO DEL
MODELO DE
CAPAS

ESPACIO
PRELIMINAR

ESPACIO MODELO
DE SACM

Figura 3.1: Representacién grafica de la interseccién entre el espacio preeliminar
y el espacio del modelo de capas.

Un ejemplo tipico de aplicacién del SACM es sobre el niicleo 2°Ne descrito
por el sistema de dos cimulos °0 y a (150+a —?°Ne) los cudles se toman
como cumulos esféricos sin estructura. Esto es s6lo una definicién porque como
sabemos, cada uno de estos ciimulos esta conformado por nucleones. A contin-
uacion se muestran los diagramas de ocupacién de capas correspondientes a los
niicleos 0 y « para el sistema unido 2°Ne.

NIVELES DE
ENERGIA
PROTONES NEUTRONES PROTONES NEUTRONES PROTONES NEUTRONES

d 2hw X ) O

[ XN ] [eXeNe) Y X [eYeXe]
p 1hw [ X N J [eJeNe] Bhw\ X X [eXeXe]

7

X0 00 LX) 00 (X 00

S Ohw —_—
16, 20
O(12hw o(ohw) Ne(20hw)

Figura 3.2: Modelo de Capas para ctimulos individuales (1°0,a) y para el sistema
unido (?°Ne).
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Del anterior diagrama se puede observar que para el 60, el nimero total
de cuantas en el modelo de capas es 12 ya que 4 -0+ 12 -1 = 12. Para el caso
de la particula «, el nimero total de cuantas en el modelo de capas es 0 ya que
4 -0 = 0. De ambos casos se obtiene un total de 12 cuantas de oscilacién. Si
ahora se toma el caso del sistema de ctimulos unido ?°Ne, el ntimero de cuantas
de oscilacién total es 20 ya que 4-0+ 12-1+ 4 -2 = 20. La diferencia entre el
ndmero total de cuantas de oscilacién relativas de los sistemas individuales 160
y a y el sistema de ciimulos unido 2°Ne es 8.

De lo anterior, llegamos a la conclusién que para que exista el sistema 2°Ne
(con sus 20 cuantas en el modelo de capas), es necesario afladir 8 cuantas como
minimo. Si se aniadieran menos de 8 cuantas (digamos 7 cuantas), significaria
que para que pudiera existir el sistema 2°Ne, se tendrfa al menos un nucleén en
un estado que se encuentra ya en su maxima ocupacién, violando asi el Principio
de Exclusién de Pauli.

NIVELES DE
ENERGIA
PROTONES NEUTRONES PROTONES NEUTRONES PROTONES NEUTRONES
d 2hw oo L
(X N J e 7hw [ XX J g0 Oy
[ X N J 00~
p 1hw > [ XX OO
[ X ] Ly [ N ] O 0 o0 o0
S Ohw
O (12hw) 0(oho) Violacion al Principio
de Exclusion de Pauli
(19hw)

Figura 3.3: Violacion del Principio de Exclusién de Pauli.

Por lo tanto, para que exista el sistema 2°Ne con sus 20 cuantas de oscilacion,
es necesario un minimo ng = 8 de cuantos de oscilacién relativa. Dicha condicién
se conoce como la Condicion de Wildermuth.

Como se puede observar en el apéndice B, para el caso del VM, general-
mente los operadores de cantidades fisicas (como el Hamiltoniano) pueden ser
expresados en términos de un acoplamiento hasta cierto orden de los gener-
adores del grupo, por lo que el problema de eigenvalores es resuelto por diag-
onalizacién numérica. Sin embargo, es muy importante el caso limite, llamado
simetria dindmica.

Para el modelo del SACM (o del PACM), si sélo tomamos en cuenta la parte
del movimiento relativo, encontraremos que hay dos casos limites que presentan
soluciones analiticas. Dichas simetrias dindamicas son la simetria dinamica de
SU(3) y la simetr{a dindmica de SO(4). La cadena de grupo que corresponde a
cada simetria dinamica se muestra a continuacion:

14



» SIMETRIA DINAMICA SU(3)

UR(4) D) SUR(g) D) SOR(?)) D)
[N,0,0,0] (ng,0) Ly

ny=N,N—-1,...,1,0
Lr=nzn—2,...,100
Mp=Lg,Lg—1,...,—Lg
= SIMETRIA DINAMICA SO(4)

Ugr(4) D> SOgr(4) D SOg(3) >
[N,0,0,0] (w,0) Lg

w=N,N—-2,...,100
Lrp=w,w—1,...,1,0
Mp=Lg,Lrp—1,...,—Lpg

SOR(2)

JR (3.8)
SOR(2)

JR (3.9)

El limite SU(3), corresponde a la vibracién del sistema alrededor de una for-
ma de equilibrio esférica (para el PACM), mientras que el limite SO(4) describe
la deformacién dipolar estatica. Se muestra en la Figura 3.4 para los modelos
del PACM y del SACM, los limites de SU(3) y SO(4) de forma grafica.
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Figura 3.4: Representaciones grificas de las simetrias SU(3) y SO(4) para los
modelos del PACM y del SACM. Como se puede ver, para SACM hay una
distancia minima entre los centros de los ciimulos obtenida a partir del niimero
minimo de cuantas relativas presentes en este modelo (19 ~ \/ng) [15].

Un sistema cuéntico puede ser representado por un Hamiltoniano. Dicho
Hamiltoniano puede ser invariante bajo un algebra g = {g;} si [H,g¢;] = 0, de
este modo, se dice que el sistema tiene una simetria descrita por dicha algebra g.
Si en vez de considerar un algebra, se considera una cadena de algebras, se puede
introducir el concepto de simetria dindmica. Cuando es tomada en cuenta una
simetria dinamica, el Hamiltoniano se puede expresar en términos de operadores
invariantes (operadores de Casimir) pertenecientes a la cadena de algebras. Para
nuestro caso, utilizaremos un Hamiltoniano que es la suma de Hamiltonianos
descritos por la simetrias dindamicas de SU(3) y de SO(4), a cada uno de los
Hamiltonianos propios de una simetria dindmica, los multiplicaremos por una
funcién que depende de la variable z. El Hamiltoniano que se usaréd describe un
sistema de 2 ctimulos esféricos, que se aplicard al sistema nuclear '0+a —2°Ne.
Dicho Hamiltoniano puede expresarse como:
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H= xI:ISU(g) + (1 - .’I,‘)I:Iso(4) (310)
donde

Hop(z) = hwity + (a — bARL)Ca (A, ) + EL2 (3.11)
Hsow = 2 [ &) = (GM2)[(7 - 7) - (5)?] + €L (3.12)

Donde Af, = f; — ng, N, = (frT fr) =>. 7l &A™ con m = 0,41 y ng es
el nimero minimo de quantas. Recordemos que para el PACM ny = 0 y para el
SACM ng # 0. El resultado de aplicar el segundo operador de Casimir de SU(3)
a un estado | ¥) (cualquier estado perteneciente a un multiplete, en especial, un
estado de minimo peso) es:

Co(hp) [ ) = (A2 4+ 12 + Aa+ 38X+ 301) | ) (3.13)

Para el caso de dos ctimulos esféricos (con (Mg, px) = (0,0), (Ac, pe) = (0,0)
v (A, p) = (nx,0)), el operador de Casimir de segundo orden para SU(3) esta
dado por fi;(fi; + 3), es decir, Co(\, p) = Ca(ng,0) = i (g + 3).

El operador de momento angular total coincide en este caso con el del
movimiento relativo, es decir, L? = L% donde R denota movimiento relativo.
El operador L2, en términos de los operadores Ly y Lg, puede ser expresado
como:

L?=_(LyL_+L_L,)+1L2 (3.14)

N =

~

Las definiciones para L, L_ y Lo estan dadas por:

L =2t o4,
Lo = V2[iT @ 7]} (3.15)

con

(7t @ #4181 = Z (Imylmo| Sm)}, 7, =

mima2

= Y (Imalmg|Sm)zl, (1) 27— (3.16)

my
mims

Esto es visto con mas detenimiento en el apéndice H.
En Hgy sy se encuentran términos de interaccion de tres cuerpos del tipo

An,H2. Dicho término es de gran importancia para la estabilizacién del espec-
tro. Para obtener un espectro estable, el pardmetro a tiene que ser negativo al
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igual que el pardmetro b. El término fw se fija como (454~ 3 —25A‘§)[34] y para
el sistema '90+a —2°Ne tenemos que hw = 13.2MeV. En cuanto al pardmetro
de control x, este varia entre 0 y 1, lo que indica que x = 0 corresponde al limite
SO(4) mientras que x = 1 corresponde al limite SU(3).

La introduccién del “cranking” en los modelos del PACM y del SACM se
realiza sumando el término —QL, siendo € la frecuencia rotacional del sistema
de dos ctimulos. El Hamiltoniano obtenido es el siguiente:

H=H-0L, (3.17)

Este Hamiltoniano describe una rotacion alrededor del eje x, el cual es per-

pendicular al eje z que conecta a ambos ciimulos. El operador Ly, en términos
de los operadores L y Lg, puede ser expresado como:

=1

Lix 2(13+ +1) (3.18)

con las mismas definiciones para L, y L_ vistas en (3.15).

Desarrollando y juntando términos comunes, se encuentra que el Hamiltoni-
ano (3.17) puede expresarse como:

H =2 {(hw + 3a + 3bno)fix + [a — b(3 — ng)|aZ — b}
+et2+ (1) {3 D7) - G ANG - 5) - (6T (7))

+(1-2)7{@" @ o)}
—QL, (3.19)

El Hamiltoniano (3.19) y el uso del método de estados coherentes (que
serd visto con més detenimiento en el apéndice C), serdn importantes para la
obtencién del potencial para nuestro sistema de ciimulos rotantes. El potencial
al que nos estamos refiriendo se define como:

V(a) = (a|H|a) (3.20)
donde « representa la medida de la distancia entre ctiimulos.

El potencial (3.20), como se verd mas adelante en el capitulo 4, lo caracteriza
la siguiente forma:

V(a) = KV(a) (3.21)
donde K es una contante.
A YN/(a) se le define como Potencial Efectivoy sera suficiente, como se verd en

el Capitulo 6, para poder hacer el andlisis correspondiente de las Transiciones
de Fase para los modelos del PACM y del SACM con “cranking”.
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Capitulo 4

Estados coherentes y

transiciones de fase para el
PACM
y el SACM.

En este capitulo se definirdn los Estados Coherentes (estados de prueba)
para los modelos del PACM y del SACM. Los Estados Coherentes son de gran
ayuda para obtener los valores de expectacién (con respecto a dichos Estados
Coherentes) del Hamiltoniano (3.19). De esta manera podemos obtener el mapeo
geométrico para los modelos del PACM y del SACM . (Los célculos explicitos
realizados para los estados coherentes se pueden ver en los apéndices F, G, H e

).

4.1. El Modelo Fenomenolégico Algebraico de
Cidmulos (PACM).

A continuacién se muestra el estado coherente utilizado y el mapeo geométri-
co para el PACM.

4.1.1. Estado coherente para el PACM.

Nos concentraremos en la parte de movimiento relativo de este modelo, de
esta manera, el estado coherente para el PACM es [5,15]:

ja) = Nw[8" + (e~ 71)]7]0) (4.1)
El estado coherente conjugado para el PACM es:
(al = N (O[5 + (a* - 7))V (4.2)
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donde
1

- VNI + (- )N

es la constante de normalizacion.

Ny

Yy

(- 2h) = amil, (2" -7)=> apa™" (4.4)
m m
Aqui « es la notacién corta para los coeficientes complejos a,, (m = 1,0, —1).
Es importante decir que el estado coherente (4.1) con coeficientes complejos
es la combinacion lineal més general de los operadores bosénicos de creacién
del PACM manteniendo N constante. También es importante decir que «,, con
“cranking” es diferente del caso estatico dado que en el caso del “cranking”:

oy =0, (4.5)

4.1.2. Energia potencial para el PACM.

El principal objetivo de definir el estado coherente (4.1) es tomar el valor
esperado del Hamiltoniano (3.19) con respecto a dicho estado coherente, obte-
niendo asf la superficie de energia potencial (por sus siglas en inglés, PES). La
PES se define como: R

V(a) = (a|H|a) (4.6)

De la ecuacién (3.19), observamos que el valor esperado del Hamiltoniano
en el PACM estd dado por:
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Los valores de expectacién respecto al estado coherente (4.1) de los oper-
adores que aparecen en (4.7) son listados en la tabla 4.1.

~ _ (o )
(0r) = N myaea

(72) = Nl 4 NN - ) (eler
w) = Nt a] [+(a*-a)?

A3\ _ (a”a) (a*-a)? (ar-a)®
(bz) = Ny 3NN - Diergp + NIV - DIV =2 merop

At AT\ (A AN\ _ (a*-a") (@)
(A7) = N(N — 1))

(FF- &6 6)) = N(N - ) e

((6T-67)(7- 7)) = N(N — 1)%

(61616 8) = N(N —1) - 2fo [1)i2°za'ﬁi)] + 2N Gy
o
NN = D i

= Alemxalt, —[e"xall, }
(o) = N"—prrar

Fo\ (a*-a) [[a* x@]' x[a* xa)']"
(L#) = 2N masay — 2VAN W = ) mraye

Tabla 4.1: Elementos de matriz relevantes en el modelo del PACM.
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De esta manera, el potencial que se obtiene para el PACM en términos de
a, a partir de (4.7) y de la tabla 4.1 es:

V(@) = () = {alfa) = a(hw + 30) [N -2

bevujﬁ;fiw]+3NUV1ﬁ i?&ﬁZﬂJ
— xb {N(N DV =27 ia;o}a.):)]?’}

o
+¢ |2 ia( 'f)an 2NN 1) . Tla-i (Z*[i;f] :

I 1+ (a*-a)?
cl (a-a)
_“‘@4ﬁw’)u+mxwd
e Tt 1 gy (0 -) (o -a)
FU= )] [NV = 1) = NP S N e Q)J

+(1-2)S NN - 1)%}

B {lo* x &)L, —[a* xalk,}
N o ) ]

(4.8)

Lo que se hace ahora es tomar un factor comtn que forma parte de cada uno
de los términos por los que estd compuesto el potencial en PACM. Dicho factor
es N(N — 1)(N — 2)(—=zb). Una vez hecho esto, se juntan términos comunes y
se nombran ciertos coeficientes A;; para simplificar la expresion del potencial.
De esta manera, el potencial (4.8) para el PACM en términos de « se puede
expresar como:
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n [Alg(a* ca)? + Ay [[a* x &' x [a* x &]l}

{0 @) 0D} | T

~ i {[(0" @) + (0 @] 0"~ (L4 0" )}
(Oé* . 04)3

S o

donde los coeficientes A;; estdn listados en la tabla 4.2.

A = [w(hw+4a74b)+2£f(N*1)(1*$)%]
11 = (N=1)(N—-2)(—=b)

Q
Aip = — (N—1)(N—2)(—ab)

_ z(a—6b)
A3 = W=

— 2v/3
Au = w2t

_ (-=z)§
Ais = (N—2)(—4zb)

Tabla 4.2: Coeficientes A;; para el potencial dado por la ecuacién (4.9).

Para obtener una simplificacién del potencial de la ecuacién (4.9), es nece-
sario tomar en cuenta una cierta parametrizacién. Esta parametrizacién con-
sidera una base cartesiana de los coeficientes a;,, con (m = x,y, 2). Estos se
relacionan con las componentes esféricas a,, (m« = 1,0, —1) mediante:

— L( + o)
Qg = 7 Q£ doy,
g = a,, (4.10)
usando:
a; = acos(@) sin(0)
o = asin(¢) sin(6)
a, = acos(d) (4.11)
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se obtiene:
o +id
Qi) = —=€ex sin(6
1 /2 p (9)
agp = acos(f) (4.12)
Esta nueva parametrizacion tiene la siguiente propiedad.
=Q_m (4.13)

También se usa la definicion:

am = (-D)'"™a_, (4.14)

De esta manera, obtenemos que:
(" a)= Zafnam =o?
m
(a-a) = Z A O, = —a® cos(26)
m

(a*-a") = Z arar = Z (@ )* = —a? cos(20)

{la* x a]L; — [a* x a]},} = o® cos(¢) sin(26)
0 a’tsin?(20)
0o 23

Mas detalles de estas expresiones pueden consultarse en los apéndices H e 1.

De este modo, a partir de (4.9) y de (4.15), se obtiene que el potencial para el
PACM en términos de «, 0 y ¢ es:

[[a* x &' x [o* x aﬂ (4.15)

2 a4 6

V(@,6.6) = NV = DV = 2)(=0) | Bus -+ Brar s +
Oé2
+ B3 {1 + 2cos(26’)[1+a2]2} } (4.16)

donde los coeficientes B;; estén listados en la tabla 4.3.

Bii — {z(hw+da—4b)+26—(1—3) § (N —1)—Q cos(¢) sin (20) }
1 = (N—1)(N—2)(—xb)
_ {=(a—6b)+&sin?(20)+(1—x) ¢ [cos? (20)+1]
By = N2 (b J
_ (1-z)¢
Bz = (N72)(74wb)

Tabla 4.3: Coeficientes B;; para el potencial dado por la ecuacién (4.16).
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Para poder tener un potencial solamente en términos de funciones sin(26),
es necesario tomar en cuenta que para Bj se cumple:

£sin®(20) + (1 — z)z[cos2(29) +1=(01- z)g +sin?(20)f€ — (1 — x)i] (4.17)
La igualdad (4.17) se mostrara en el apéndice J. Con lo anterior, obtenemos que

los coeficientes B;; que aparecen en la ecuacién (4.16) pueden reescribirse de la
siguiente manera:

_ {z(hw+da—4b)+26—(1—3) § (N —1)—Q cos(¢) sin (260) }

B (N—1)(N—2)(—xb)

_ {z(a—6b)+(1—2) 5 +sin*(20)[e—(1-2) §] }
= (N—2)(—=b)

Bia

_ (-
Bis = m—5-am)

Tabla 4.4: Coeficientes B;; para el potencial dado por la ecuacién (4.16), donde
se ha reescrito Bis de acuerdo a la ecuacién (4.17).

Juntando los términos que tienen como factor comin a % en (4.16)

y utilizando los coeficientes de la tabla 4.4 se obtiene:

Oé2 4 Oé6
V(a797 ¢) = N(N - 1)(N - 2)(_371)) Cn [1 T az] + Ch2 [1 I az}z + [1 + a2]3
Oé4 Oé2 a2
=+ 013 {1 + [2 — Sln2(20)]m + 2008(20) [1 n a2]2 -2 [1 T 0[2] }:|

donde los coeficientes Cj; estan listados en la tabla 4.5

_ A{z(hw+4a—4b)+2£—Q cos(¢) sin (20)}
Cn = (N-D(N-2)(—ab)

_ {az(a76b)+£sin2(29)}
Cr2 = —m—o)=an)

(A-=z)§
C13 = W

Tabla 4.5: Coeficientes C;; para el potencial dado por la ecuacién (4.18).
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Para obtener un potencial més facil de manipular algebraicamente realizemos
el siguiente cambio de variable:

o?

B2 = Trad (4.19)

donde el rango de 8 es de 0 a 1, ya que el rango de « es de 0 a co.

De esta manera, el potencial (4.18) en términos de 8, 8 y ¢ puede escribirse
de la siguiente manera:

V(8.6.6) = NN = 1N = 2)(-2)|[C06° + Cuai' + 5
+ N(N = 1)(N — 2)(—xb) [Clg(kos(ze) -1+ 1)2} (4.20)

donde se uso la igualdad:

4 a2 052
1+[2- sin2(20)]m + 2cos(26) Tr oo~ 2 oo~
= ([cos(20) — 1]8% +1)* (4.21)

La igualdad (4.21) se muestra en el apéndice J. De la ecuacién (4.20), toman-
do en cuenta que:

([cos(260) — 1] + 1) = [cos(26) — 1]?B* + 2[cos(260) — 1] + 1

podemos redefinir a (4.20) agrupando términos con S del mismo orden. En-
tonces, el potencial que obtenemos es:

V(B,0,0) = N(N — 1)(N — 2)(—xb) | D118? + D123* + 8° + D13 (4.22)

donde los nuevos coeficientes D;; para (4.22) se muestran en la tabla 4.6:

D1 =Ci1 + 0132[COS(20) - 1] =

_ x(hw+4a—4b)4+2£—Q cos () sin (20)+(1—z) 5 (N —1)[cos(20)—1]
- (N—=1)(N—2)(—=zb)

2 _ x(a—6b)+¢ sin®(20)+(1—x) £ [cos(20) —1]°

D12 = 012 + 013[C08<29) — 1] (N—2)(—ab)

- _ _(-o)%
Dis = Cis = woayeam

Tabla 4.6: Coeficientes D;; para el potencial dado por la ecuacién (4.22).
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Es conveniente tener un potencial tal que V (5,6, ¢) =0 en 8 = 0, para esto,
es necesario restar el término N(N — 1)(N — 2)(—xzb)D13 a (4.22). Restando

dicho término y usando para D15 que:
¢sin?(20) + (1 — x)g[cos(%) —1)?

—(1- x)g[l — cos(20)] + sin®(20)[¢ — (1 — x)%} (4.23)
La igualdad (4.23) se mostrara en el apéndice J.

Utilizando este ltimo resultado se obtiene:

V(8,6,6) = N(N = 1)(N — 2)(—ab) | E1, 8 + Ei8* + 5° (4.24)

Donde los coeficientes Ej;; se muestran en la tabla 4.7:

Fyy — z(hw+4a—4b)+2£—Q cos(¢) sin (20)4(1—x) § (N —1)[cos(20)—1]
= (N=1)(N—2)(—zb)

z(a—6b)—(1—z) £ [cos(20) —1]+sin? (20) [ —(1—z) <]
Eyp = N2 (b :

Tabla 4.7: Coeficientes E;; para el potencial dado por la ecuacién (4.24).

Para poder hacer que nuestro potencial (4.24) dependa solamente de una
sola variable, en este caso la variable 8 (que es una medida de distancia entre
ctimulos), es necesario tomar condiciones sobre ¢ y 0. Lo anterior hara que el
potencial (4.24) se vuelva més fcil de manipular algebraicamente. Para poder
obtener condiciones sobre ¢ y 6, se minimiza (4.24) con respecto a dichas vari-
ables. Las condiciones que obtenemos sobre ¢ y 0 son las siguientes:

(W(gj"b) = NQsin(¢)sin(20)82 = 0
= sin(¢) =0= ¢ =0 = cos(¢) =1 (4.25)

Dado que cos(¢) = 1, entonces:

oV(a,0,¢) . 9
= —N((1=a)c(N — 1)sin(20) + 2Q cos(26)) 3

+ N(N = 1)([4€ = (1 = 2)c] sin(26) cos(26) + (1 — z)csin(26))8* = 0
(4.26)
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entonces:

= (—2Qcos(20) — (1 — z)e(N — 1) sin(26)) 8>

+ ([4€ = (1 — 2)d](N = 1) sin(26) cos(20) + (1 — z)e(N — 1)sin(20)) 3 = 0
(4.27)

Si hacemos un cambio de variable:
v = cos(20)
V1 — 2 = sin(26) (4.28)
tenemos que (4.27) puede ser expresada como:
(A0 + B,V/1—02)B2 4+ (Covy/1 — 12 + Dov/1—02)84 = 0 (4.29)

donde A,,B,,Cy y D, en (4.29) estdn definidos en la tabla 4.8.

Tabla 4.8: Coeficientes utilizados en la ecuacién (4.29).

Haciendo un poco de algebra como se muestra con detenimiento en el apéndice
J, la ecuacién (4.29) puede expresarse como:

Av* + B* +Cv  + Dv+E =0 (4.30)

donde A,B,C,D y E en (4.30) estan definidos en la tabla 4.9.
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A=C2pt
B =20, (D.* + B.A?)
C = —[(C2 - D2)3* - 2B, D32 — B — A2]
D = —2C,(D,* + B,3?)

E=—[D?* +2B.D.B* + B

Tabla 4.9: Coeficientes pertenecientes a la ecuacién (4.30). Las definiciones de
Ay, By, Cy y D, estén dadas en la tabla (4.8).

La solucién a la ecuacién (4.30) para la variable v estd dada por:

B EsVp+2yt \/—(3p+ 2y +, L)
v=—rr+ 5 (4.31)

donde los dos £ (uno frente a \/p + 2y y el otro frente a pi—%y) deben tener el
mismo signo, ya que son dependientes. Para el caso de +;, este es independiente
por lo que tenemos la libertad de escoger el signo que queramos. Los coeficientes
Y, p, q pertenecientes a (4.31), son dados en la tabla 4.10. Los coeficientes y,
P, q, como se puede observar, dependen de los coeficientes A, B, C, Dy E ya
definidos en la tabla 4.9. También en la tabla 4.10 se muestran otras definiciones

(R, S, Uy V), importantes para poder obtener el coeficiente y.
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_ —3B% C
P==gar T3

_ B BC
9= 5 —2a7 T

=[O

—3B* CcB? B

]

— =3B~ _BD , E
W= o567 T 1645 —1az T 4
2
_ _p
R=-%—w
3 2
_ P pw &
S=—{g+5 8

Tabla 4.10: Coeficientes que aparecen en la ecuacién (4.31) y las definiciones de
R, S, U y V, importantes para obtener el coeficiente y.

Como podemos ver, la solucién (4.31) a la ecuacién de cuarto orden (4.30) es
algo complicada. Esta solucién permite expresar al cos(26) y al sin(26) en térmi-
nos de 5y Q para luego poder estudiar las transiciones de fase en el PACM con
“cranking” al observar el comportamiento del potencial V' (3, €2) al variar § para
una cierta 2. Esto sera objeto de estudio en un trabajo futuro.

Ahora es necesario simplificar el potencial (4.24) considerando el limite es-
pecial de SU(3) para poder obtener informacién acerca de las Transiciones de
Fase. Es importante decir también que para el sistema especifico 0+a —2Ne
que se va a estudiar, el mejor lugar para reproducir resultados experimentales,
es cerca del limite SU(3). El potencial (4.24) en el limite SU(3), es decir, en
z=1es:

V(B,0,0) = N(N — 1)(N — 2)(=b) | G118% + G128* + 5° (4.32)

Donde los coeficientes G';; se muestran en la tabla 4.11.
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 (hwtda—4b)+26—Q cos(¢) sin (20)
G = = w2

_ (a—6b)+£sin? (20
Gz = R

Tabla 4.11: Coeficientes G;; para el potencial V (8,6, ¢) dado por la ecuacién
(4.32) en el caso limite SU(3).

Al igual que para el caso de la ecuacién (4.24), para hacer que nuestro
potencial (4.32) dependa solamente de la variable 8 , y de esta manera, se
vuelva méas facil de manipularlo, se toman nuevamente condiciones sobre ¢ y 6
en el limite SU(3), para esto es necesario minimizar (4.32) con respecto a dichas
variables. Las condiciones que obtenemos sobre ¢ y 6 son las siguientes:

av(g‘j’@ = NQsin(¢)sin(20)82 = 0
= sin(¢) =0= ¢ =0 = cos(¢p) =1 (4.33)

Dado que cos(¢) = 1, entonces:

W = —2NQ cos(26) 2
+46N(N — 1) sin(26) cos(26)5* = 0
Q
= sin(26) = m% (4.34)

Las condiciones anteriores para 6 y ¢ nos muestran que se trabajara con
cumulos rotantes en el plano y-z alrededor del eje x ya que el angulo polar 6 es
diferente de cero pero el dngulo azimutal ¢ es nulo. En el caso especifico de 6, se
puede ver que sin(26) es también dependiente de 8 dado que el potencial (4.32)
estd conformado no solamente por un término al cuadrado en 8 sino que tam-
bién estd conformado por un término de orden cuatro, ademas de un término
de orden seis el cual no contribuye en nada al valor de sin(26) porque no tiene
ningun coeficiente multiplicdndolo que dependa de 6 como ocurre con los térmi-
nos de orden dos y cuatro en . Esto influird en el estudio de las transiciones
de fase en el PACM con “cranking”.

Sustituyendo (4.34) y (4.33) en (4.32) obtenemos:

V(B) = N(N —1)(N —2)(=b) |AB%> — BB* + s+ C (4.35)
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donde A, B y C estan listados en la tabla 4.12

A = (wtia—ab)+2¢
T (N-1)(N=2)(=b)

_ (a6b)
B=a—2m

_ -2
C=ew N0 H

Tabla 4.12: Coeficientes A, B y C para el potencial V() dado por la ecuacién
(4.35).

Recapitulemos lo que se ha hecho anteriormente. En la ultima parte del
capitulo 3, en la ecuacién (3.21), se introdujo el potencial efectivo. En el apéndice
E se da un anélisis general de las transiciones de fase para el PACM con “crank-
ing” considerando un cierto potencial efectivo dado por la ecuacién (E.8).

En el caso del PACM con “cranking” para el limite SU(3), el potencial
efectivo obtenido de (4.35) es:

V(B)=AB? — BB + %+ C (4.36)

mientras que la constante es K = N(N — 1)(N — 2)(=b). El potencial efectivo
que se obtuvo, coincide en forma con el obtenido en la ecuacién (E.8).

Con el potencial (4.35) se realizara el estudio computacional de las transi-
ciones de fase en PACM con “cranking”. A primera vista, se puede decir que
NO HABRA TRANSICION DE FASE PARA EL PACM CON “CRANKING”
EN EL LIMITE SU(3) ya que como se observa en la ecuacién (4.35), el término
de frecuencia rotacional () se encuentra en el coeficiente C, y dado esto, al ir
variando dicha frecuencia, lo que se lograra sera una subida o una bajada en
energia del potencial. Esto se verd con méas detenimiento en el capitulo 6 cuando
se considere el sistema!®O+a —2°Ne.
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4.2. El Modelo Semimicroscépico Algebraico de
Cidmulos (SACM).

Ahora se muestra el estado coherente utilizado y el mapeo geométrico real-
izado para el SACM.

4.2.1. Estado coherente para el SACM.

Al igual que en el caso del PACM, nos concentraremos en la parte de
movimiento relativo entre los ctimulos dentro de este modelo, ademés de que
también se tomara en cuenta un nimero minimo de cuantos de oscilacion relati-
vo ng diferente de cero. De esta manera, el estado coherente que se utilizara para
el SACM esta dado por [15]:

N! dro

TN 1 N\ — 15t . AT)1N+no 4
(N+no)!NNv"0d7no 67 +~(a-7T)] 0) (4.37)

o) =

El estado coherente conjugado para el SACM es:

N! dro

e ——— _— 5 * 2 N+ng
3 £V gy (Ol6 +7(a” 7)) (4.38)

(o] =

donde
(N2 dno grmo

(N +n0)! dyy dry®

es la constante de normalizacion.

Nl;?no = (14 y172(a - @)V Fmo (4.39)

En este estado coherente ng corresponde al nimero minimo de bosones 7 y
el niimero total de bosones ahora estd dado por IV " = N +ng. Nuevamente « es
la notacién corta para los coeficientes complejos ., (m = 1,0, —1). La expresién
(4.39) para la constante de normalizacién en SACM es dada de esta manera para
simplificar los célculos. Se debe entender que al final de la operacién diferencial,
el valor de 7y tiene que tomarse como 1. En el caso en que ng = 0 esta ecuacién
se reduce al estado coherente considerado para el PACM.
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4.2.2. Energia potencial para el SACM.

Ahora tomemos el valor esperado del Hamiltoniano (3.19) con respecto al
estado coherente de la ecuacién (4.37), obteniendo asi la Superficie de Energia
Potencial (Potential Energy Surface, PES) para el SACM.

De la ecuacién (3.19), observamos que el valor esperado de nuestro Hamil-
toniano en el SACM es:

(H) = (a|H|e) = 2 { (hw + 3a + 3bng) (fir) + [a — 3b + bno](A2) — b(d3)}
+£<132>+(1—a:)§{<(7‘r*-7‘r*>(7‘r~fr)>—<(7‘rT w16 -8)) —((6T-6N) (7 - 7))}
+(1-a)7 {6 M@ o)}

— QL) (4.40)

Definiendo:
N+no—maz(p,q)
qu(a2) — (N')Q OZ N"’nO —max(p, Q) %

k=maz(no—pno—g,0)

. [(k (f;% ] [(k S]-{:(;_—)no) } a?* (4.41)

Los valores de expectacién de los diferentes operadores que aparecen en la
ecuacién (4.40) con respecto al estado coherente (4.37) se muestran en la tabla
4.13.

34



(XZ
() = (N + no)(a” - ) £ale)

- * Fii(o? * Fyp(a’
(02) = (N +no)(@" - @) fi&) + (N +no) (N + g — 1)(a” - )* 223

~ * Fii(a? * Fay(a?
03) = (N +no)(a* - ) FOO&;% + 3(N +no)(N +np — 1)(« 'O‘>2F0082§

a?
+(N +no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(a* - a)? %zga?;

(FT-#N)(F-7)) = (N +no)(N +no— 1)(a* - a*)(a- &)%

X A ) ) N e FN72 2
(3 #1)( - 8) = (N +n0)(N + 7o — 1)(a* - &) ()

(678N (7 7)) = (N +no)(N +no—1) (- &)%

2
(61 81 (6-6) = (N + no)(N +no — 1) = 2(N + no)?(a* - @) fe
+2(N +ng)(@* - a) FEES 4 (N +10) (N +ng — 1) (- )2 22{23

~ ~ % ~ a?
(Lx) = (N +nog) {[a* x alt; — [a* x a]ﬁrl} R;Eazg

~ az
(£2) = 2(N + 1) (0* - a) o)

~ ~ O Ot2
—2VB(N +no)(N + g — 1) [[o* x &' x [a* x a]'| £2e)

Tabla 4.13: Valores de expectacion relavantes para el SACM.
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De esta manera, el potencial que se obtiene en el SACM en términos de «,
a partir de (4.40) y de los resultados de la tabla 4.13 es:

Fll(OéQ)
Foo(a?)

V() = 2(hw + 3a + 3bng) (N +no)(a* - a)
+ x(a —3b+ b’no)[(N + no)(a* . a)i
T a(a— 30+ bng)[(N + no) (N + ng — 1)(a* - a)? 1220,

— 2b[(N + no) (" - a)

Fii(a?) . 2 Faa(e?)
Foo(02) +3(N +n0)(N +np—1)(a" - ) 7F00(042)

+ (N + no) (N +ng = (N +ng — 2)(a” 'a)?)l;;?;gzzg}

Fll(a2)]
F00<a2>

+72(N +no)(a” - @)

—wm@N+mmw+%—n[wxmlwﬁxﬂﬂﬁﬁﬁx

FQQ (042)
FQ()(OL2)

+(1—2)

[(N +n0)(N+ng—1)(a" a)(a-a)

=10

FN ()
Foo (042)

N-2(2
— (N+no)(N +no—1)(a-a@ M

— (N +n9)(N +ng—1)(a" -a¥)

F11(Oé2)
Fyo(a?)

+ (N +n0)(N 419 — 1) = 2(N +np)*(a* - )

F11(Oé2) * 2F22(042)
FOO(OéQ) + (N + no)(N + ng — 1)(a . a) FOO(QQ)]

a2
— QN +ng) {[e* x a]L; — [ x &)t} 2;5042; (4.42)

+2(N +no)(e - a)

Al igual que en el PACM, se toma nuevamente un factor comun que forma
parte de cada uno de los términos por los que esta compuesto nuestro potencial
para el SACM. Dicho factor comun es (N +mng)(N +ng —1)(N +ng — 2)(—xb).
Después de lo anterior, se juntan términos que estén multiplicados por una
misma relacién ;; ‘v se simplifica la expresién del potencial nombrando ciertos

m

coeficientes A;;. De esta manera, el potencial para el SACM en términos de «
es:
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V(a) = (N +ng)(N +mno — 1)(N +ng — 2)(—zb) {(All(a* )

+ A ([0 x a)ly — [0 x &]}H)) ?;;EZ%

+ (Ars@” - 0)? + Av 0" x &' x [0 x a]l}Z)FQQW) + (o - L)

a?
+ Ass ([(a* (@) @) + (o7 0] %EC@;)

N-—-2 a2
— A5 ([(a* Saf) + (a- aﬂ% - 1) ] (4.43)

donde los coeficientes A;; se estan listados en la tabla 4.14

A — [o(hw-+4a—4b+4bno) +2¢—(N+no—1)(1—2) § ]
= (N+n9—1)(N+no—2)(—xb)

— Q
App = — (N+no—1)(N+no—2)(—xb)

z|la—b(6—ng)
Az = (N[er)fQ)(fz}b)

_ 23
Ay = — (N+n072§(7xb)

___a-os
A5 = (N+n072)£(17:vb)

Tabla 4.14: Coeficientes A;; para el potencial dado por la ecuacion (4.43).

Tomando nuevamente para (4.43) la parametrizacién (4.12) y las expresiones
(4.15), se obtiene que el potencial para el SACM en términos de o,0 y ¢ es:

— 2F11(052)
V(a,0,0) = (N +no)(N +no — 1)(N +ng — 2)(—zb) [Bna Foo(a?)
aFaa(0?) g Fis(a?) 2 Py *(0?)
+ Biaa Foo(0?) +a Foo(a?) + Bi3 (1 + 2cos(20) Foo(0?) ) } (4.44)

donde los coeficientes B;; estan listados en la tabla 4.15
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Bii — [z(hw+4a—4b+4bng)+26—(N+no—1)(1—x) § —Q cos(¢) sin (26)]
1 = (N+no—1)(N+no—2)(—xb)

By — [£(a—b(6—n0))+€ sin®(20)+(1—2) £ [cos? (20) +1]]
12= (N+no—2)(—=b)

_ (1-2)§
Bis = (N+no—2)4(1—96b)

Tabla 4.15: Coeficientes B;; para el potencial dado por la ecuacién (4.44).

Dado lo anterior, nuevamente es conveniente tener un potencial tal que
V(a,0,¢) = 0 en a = 0. Para lograr esto, es necesario investigar el compor-

tamiento de las relaciones T bara o — 0. El comportamiento es el siguiente:
m

Fii(a?) ng
Foo(a?) ™7 (N4no)a?

Fas(a?) ng(nog—1)
Foo(a?) = (N+no)(N+no—1)at

2

Fi 2(@®) ., N(N=1)(ng+1)(no+2)
Foo(a?) 7  2(N+ng)(N+no—1)

Fsg(a?) no(no—1)(no—2)
Foo(a?) = (N+no)(N+no—1)(N+no—2)ab

Ademaés de tomar en cuenta dicho comportamiento, también se necesita restar el
término (N +ng)(N +mno — 1)(IN +ng — 2)(—xb) B13 al potencial (4.44). De esta
manera, el potencial que se obtiene a partir de las consideraciones anteriores
sobre (4.44) es el siguiente:

V(a,0,0) =
o? n
= (N +n0)(N 4+ ng — 1)(N + ng — 2)(—zb) [CH (a2 ?;;EQQ; W ano)>
4F22(042) _ no(no — 1)
e (“ Foo(a?) (N +no) (N +ng — 1>>
+ (046 F33(O[2) _ no(no — 1)(77/0 — 2) )
Foo((IQ) (N+n0)(N—|—n0—1)(N—|—TLQ—2)
e QQFW(“Q)] (4.45)
B T Eyo(a?) .

donde los coeficientes C;; estan listados en la tabla 4.16
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O, = Slhwtda—dbtdbno)+26—Qcos(¢)sin (20)—(1=2) § (N+no—1)
1 = (N+no—1)(N+no—2)(—zb)

_ z(a—b(6—n0))+(1—z) < +sin(20)[¢—(1—x) ¢]
Crz = : (N+n0722)(7:vb) .

_ (1—z)$ cos(20)
C13 = Nrno2)(—ab)

Tabla 4.16: Coeficientes C;; para el potencial dado por la ecuacién (4.45).

Para C75 también se tomo en cuenta:
.2 Cr. .2 € 2 ¢
&sin®(20) + (1 — ac)i[cos 20)+1]=(1- ac)i +sin“(20)[¢ — (1 — x)z] (4.46)
La igualdad (4.46) se mostrara en el apéndice K.

Como podemos observar, el potencial (4.45) es nulo en el limite & — 0, dado
el comportamiento que presentan las ;:—7 cuando o« — 0 y dado que se ha resta-
do el término constante (N+ng)(N+ng—1)(N+no—2)(—xb)Bi3 en el potencial.

Al igual que en el PACM, para poder hacer que nuestro potencial (4.45) de-
penda solamente de una sola variable, en este caso la variable « (distancia entre
ctimulos para el SACM), es necesario tomar condiciones sobre ¢ y # minimizando
la ecuacién (4.45) con respecto a dichas variables:

[0 11 O[2 n
av(a;ﬂ 9) = Q(N + ng) sin(¢) sin(20) (a2 ioog(ﬂ; v _sno)> =0
=sin(¢) =0= ¢ =0 = cos(¢p) =1 (4.47)

Ya que cos(¢) = 1, entonces:

oV (a,0, ) 5 F11(a?) n
= —2Q(N + nyg) cos(20) (a Foolad) (N —|—On0)>
+ [46€ — (1 = z)c] (N + no) (N + no — 1) sin(26) cos(26) x

" <a4 Fp(a?) no(no — 1) )

Foo(az) (N —|— no)(N —|— nog — 1)
FN ()

— (L= 2)e(N +no)(N + ng — 1) sin(260)a” Foo(a?)

=0 (4.48)
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de esta manera:
2 Fll(Oé2) n
— 2Q cos(26) <a Foola®) (N +0n0)>
+ [4¢€ — (1 = 2)c| (N + no — 1) sin(26) cos(26) x
% <a4 F22(a2) ’no(no — 1) )

Foo(a2) (N —|— no)(N + nog — 1)

2F2JX72(042)

— (1 - N — 1)sin(20 =0 4.49
( .%')C( +no )Sm( )O‘ FOO(OZQ) ( )
Si hacemos un cambio de variable:
v = cos(20)
V1 —v2 =sin(26) (4.50)
tenemos que (4.49) puede ser expresada como:
Ao+ Byl —02+CivV/1—02=0 (4.51)
donde A,,B.,Cy y D, en (4.51) estdn definidos como:
_ 2 I (012) n
Av = -20 (P12 — s )
_ Faa(a?) no(nop—1)
B* = [4§ — (1 — I)C] (N +ng — 1) (044 Fii(a% - (N+ng)(1(\)/+nofl))

2 Fp2(?)

Ci = —(1 = 2)e(N +np — 1o 3o

Tabla 4.17: Coeficientes utilizados en la ecuacién (4.51).

Haciendo un poco de algebra que se muestra con més detenimiento en el
apéndice K, obtenemos que la ecuacién (4.51) puede expresarse como:

Av* + B  + Cv> + Dv+ E =0

donde A, B, C, D y E en (4.52) estdan definidos como:
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A=B,
B =2B.C.
C=(C:+A-BI)
D = —2B.C,

E=-C?

Tabla 4.18: Coeficientes pertenecientes a la ecuacién (4.52). Las definiciones de
A,, B,, C, y D, son dadas en la tabla 4.17.

La expresion de la solucién para (4.52) es la misma que la dada en PACM
ya que nuevamente se trata de una ecuacion de cuarto orden, de esta manera
(4.31) es igualmente solucién de (4.52) con los mismos coeficientes de la tabla
4.10 pero con A, B, C, D y E diferentes (Ver la tabla 4.9 para el PACM y la
tabla 4.18 para el SACM).

Al igual que el PACM, la solucién a la ecuacién de cuarto orden (4.52) es
algo complicada, por lo que para estudiar las transiciones de fase en el SACM
con “cranking” (al ir variando  desde © = 0 hasta un cierto Q = Qy;,,, donde
ocurre la transicién de fase) nos restringiremos al caso cuando o << 0 dado
que como se ve en el apéndice E (para el caso de transiciones de fase en el

SACM), siempre nos encontraremos con un extremo en a = 0, por lo tanto,
Fk:n,
de la ecuacién (4.41) y desarrollando hasta segundo orden en «, tenemos que:

basta considerar dicho caso. Tomando en cuenta las expresiones obtenidas

o2 Fi1(a?) N no N(ng + 1)&2
Foo(a?) ~ (N+ng) (N +mno)
2 Fao(a?) no(ng — 1) 2Nng(no + 1) o2
Foo(a?) ~ (N +n9)(N+ng—1) (N +n9)(N+no—1)
b Fiz(a®) no(no —1)(no —2)
Foo(a?) (N +4+ng)(N +no—1)(N+no—2)

3Nng(ng +1)(no — 1) o2
(N +ng)(N +ng—1)(N +no—2)

(4.53)

Los Calculos Explicitos se muestran en el apéndice K.
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De esta manera, el potencial que se obtiene para o << 1 a partir de la
ecuacién (4.45) con la condicién cos(¢) = 1 es el siguiente:

V(e,0) = (N +no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(—xb) [Dn <N(”0+1) 2)

(N +no)
b ( 2Nng(no + 1) )a2>

(N 4 no)(N +no — 1
3Nng(ng +1)(no — 1 9
(i )

«

(4.54)

donde los coeficientes D;; estan listados en la tabla 4.19

Dyt — z(hw+4a—4b+4bng)+2£—Qsin (20)—(1—x) § (N+no—1)
1= (N+no—1)(N+no—2)(—xzb)

_ z(a=b(6—no))+(1—z)§+sin’(20)[{—(1—x) §]
Dya = : (N+n0722)(7xb) *

Tabla 4.19: Coeficientes D;; para el potencial dado por la ecuacién (4.54).

A (4.54) también se le puede ver como:

V(a,0) =
~ (N +n)(N +no — 1)(N +ng — 2)(—zb) [(AC + B.+C.. — QDC)OL2:|

(4.55)

donde los coeficientes A., B., C. y D, de la ecuacién (4.55) estdn listados
en la tabla 4.20

A N(no+1) [@(hw-+4a—4ab+4bno)+2¢—(1—2) § (N+no—1)]
c= (NFro) (NFro—D)(NFno—2)(—zb)

B — 2Nng (no+1) [e(a—b(6—no))+(1—a) §+sin?(20) [~ (1—) £]]
c (N+no)(N+no—1)(N+nog—2)(—xb)

C. = 3Nng(no+1)(ng—1)
c (N+ng)(N+n071)(N+n072)

D. = N(no+1) sin(26)
¢ (N+no)(N+no—1)(N+no—2)(—xb)

Tabla 4.20: Coeficientes para el potencial dado por la ecuacién (4.55).
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Si nombramos ﬁc = A. + B. + C,, entonces tenemos que (4.55) puede ex-
presarse como:

V(e,0) = (N +no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(—xb) KZC - QDC) aQ] (4.56)

Al igual que en el PACM, nos restringiremos al caso de la simetria dindmica
SU(3) con x = 1 para el estudio de las transiciones de fase. Es importante decir
nuevamente que para el sistema especifico 10+a —2°Ne que se va a estudiar,
el mejor lugar para reproducir resultados experimentales, es cerca del limite
SU(3). Dado lo anterior, el potencial que se obtiene en el limite SU(3), a partir
de (4.56), es el siguiente:

V(a, 9) ~ (N + no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(—b) |:(ASU(3) — QDSU(3)>042:|
(4.57)

donde los coeficientes Agyr(3) v Dsy(s) estdn listados en la tabla 4.21

4 _ N(no+1)[(hw+4a—db+4bno) +2¢]
SU(3) = (N+no)(N+no—1)(N+no—2)(=b)

2Nno(no+1) [ (a—b(6—no))+€ sin?(26) ]
(N+n0)(N+ro—1)(N+no—2)(—b)

+ 3Nn0(n0+1)(n0—1)
(N+n0)(N+no—1)(N+no—2)

_ N(nop+1) sin(20)
Dsu(3) = (NFmg) (N+no—1)(Ntno=2)(=0)

Tabla 4.21: Coeficientes para el potencial dado por la ecuacién (4.57).

Para poder obtener condiciones sobre 6 en el limite SU(3), es necesario min-
imizar (4.57) con respecto a dicha variable. De esta manera, la condicién que
obtenemos sobre 6 es la siguiente:

Dado que cos(¢) = 1,

W = —2NQ(ng + 1) cos(260)a?
+ 8¢ Nng(ng + 1) sin(20) cos(20)a® = 0
, Y
= sin(260) = ey (4.58)
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Las condiciones anteriores para 6 y ¢ nos muestran que se trabajara con
cumulos rotantes en el plano yz alrededor del eje x ya que el angulo polar 6
es diferente de cero pero el angulo azimutal ¢ es nulo. En el caso especifico de
0, se puede ver que sin(26) es independiente de o dado que el potencial (4.55)
estd conformado solamente por un término al cuadrado en «. Esto, como se
verd mas adelante, influird en el estudio de las Transiciones de Fase en SACM
con “cranking”.

Por lo tanto el Potencial que se obtiene en términos de o y Q al sustituir
(4.58) en (4.57) es el siguiente:

V(a) =~ (N +ng)(N +ng — 1)(N + ng — 2)(—b) KA - Q2B> o/‘} (4.59)

donde los coeficientes A y B estén listados en la tabla 4.22.

_ N(no+1) [(fw+4a—ab+4bno)+2¢]
— (N¥710)(N+no—1)(N+no—2)(—b)

A

2Nno(no+1) [(a—b(6-no))]
+ o) (N o= (NFr0—2)(=5)

+ 3Nng(no+1)(ng—1)
(N+no)(N+no—1)(N+no—2)

B _ N(TL(]+1)
T 8&no(N+no)(N+no—1)(N+nog—2)(—b)

Tabla 4.22: Coeficientes para el potencial dado por la ecuacién (4.59).

Con el potencial (4.59) se realizara el estudio computacional de transiciones
de tase en el SACM con “cranking”.

Como podemos observar en (4.59), fue necesario reescribir el potencial efec-
tivo supuesto en (E.35) restringiéndose al caso o — 0 para el limite SU(3),
obteniéndose como potencial efectivo:

Via) ~ (A - 923) o? (4.60)

con la constante K = (N + ng)(N 4+ ng — 1)(IN + ng — 2)(=b).
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Dado nuestro potencial efectivo (4.60), podemos hacer un anélisis de transi-
ciones de fase para el SACM con “cranking”, entonces:

1. Si (A—QQB> >0

= Para Q2 = 0 se tiene que A > 0, condicién que nos indica la existencia
de un minimo para nuestro potencial (4.59) y que corresponde a un
minimo esférico.

2. Si <A— QQB> =0
= Entonces Q2 = Q2 = 4 condicién que nos indica el caso limite para
que el minimo del potencial (4.59) se convierte en un maximo, lo que

corresponde al caso limite en que el minimo esférico se convierta en
un minimo deformado.

3. Si <A—QQB> <0

» Para Q2 > Q2 se tiene que A > 0, condicién que nos indica la
existencia de un méximo para el potencial (4.59) y que corresponde

la existencia de un minimo deformado.

A primera vista, podemos decir que HABRA TRANSICION DE FASE DE
SEGUNDO ORDEN PARA EL SACM CON “CRANKING” PARA a << 1 EN
EL LIMITE SU(3) ya que el an4lisis realizado en el apéndice E de transiciones de
fase para el SACM en, permite ver que hay dos minimos esféricos que se funden
en un sélo minimo esférico el cual sufre un cambio a un minimo deformado
(a partir de una cierta Q2 = leim = %ﬁ) lo que corresponde al cambio de un
minimo a un méximo del potencial (4.59) respectivamente. Esto se ve con mds

detenimiento en el capitulo 6 para el sistema 0O+a —2°Ne.
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Capitulo 5

Ajuste de los parametros de

interaccion para el sistema
160+a —2Ne.

Como caso particular de estudio de las transiciones de fase en los modelos
del PACM y del SACM con “cranking” se tomara el ejemplo de los dos ciimulos
esféricos 'O+ que conforman al niicleo ligero 2°Ne. Al tomar un caso especial,
es posible realizar un ajuste de parametros del modelo. En este caso, el ajuste
es realizado en el modelo del SACM, aunque este también serd utilizado en el
modelo del PACM. El ajuste de parametros nos ayudara a poder reproducir el
espectro de energias del sistema con que se estd trabajando, teniendo mejores
resultados cerca de los limites de las simetrias dindmicas del modelo. Principal-
mente se pueden obtener mejores resultados cerca del limite SU(3), limite que
al final nos restringimos en este trabajo para un analisis de las transiciones de
fase. El ajuste de parametros puede mejorar si nos tomamos x # 1, pero esto
serd llevado a cabo en trabajos futuros.

Para poder realizar el ajuste de pardmetros en el limite SU(3), es necesario
utilizar ciertas energias experimentales dadas en la tabla 5.1.

E(07)[MeV]= 0
E(03)[MeV]= 8.7

E(2])MeV]= 1.634

Tabla 5.1: Energias experimentales para el caso '50+a —2°Ne.
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Ajustando estas energias se obtuvo un ajuste muy bueno de los pardametros
de interaccién del espectro experimental de '0O+4a —2°Ne. Con este ajuste es
posible obtener finalmente el espectro en el limite SU(3). Este ajuste puede
compararse con el espectro experimental. Esta comparacién se muestra en la

Figura 5.1 [39]:

S — 12.86
1 s 1271 .
2+ 12.32
12
| 11.73
4o 1097 -
4+ 10.79 10.90
5 10.26 1033
107
91 1- 885 8.83
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0+ 8.45 .
g
] 7.58
7
6
1- 5.79
5
| 452
ad 425 EE—E
3
5
1 2+ 1.63
125
.
07 o+ 000 0.00
Experiment Fit

SU(3) limit: x=1, y=1
Figura 5.1: Comparacién entre el espectro experimental y el espectro obtenido

ajustando los pardmetros del Hamiltoniano para el sistema 50+ —2°Ne en el
limite SU(3) [39)].
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Finalmente se muestra en la tabla 5.2 la lista de parametros de interaccién
ajustados [16].

hw[MeV]= 13.2
a[MeV]= —0.500
b[MeV]= —0.009

¢[MeV]= 0.208

Tabla 5.2: Lista de pardametros de interaccién ajustados para el caso del sistema
160+a —2°Ne.

Otros valores importantes por conocer del sistema O+4a —?°Ne son las
probabilidades de transicién cuadrupolar eléctrica B(E2) dadas en la tabla 5.3:

Brpo(E2;2 — 07)W] | Bexp(E2;2] — 07)[W.y]
20.314869 20.3

BTEO(E2§31_ — 11_)[Wu] BEXP(EQ;BI — 11_)[Wu]
30.8680478 50.8

Tabla 5.3: Lista de probabilidades de transicién cuadrupolar eléctrica B(E2)
para el caso del sistema *O+a —2°Ne.
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Capitulo 6

Transiciones de fase en el
PACM y en el SACM con

“cranking”.

6.1. Estudio de las transiciones de fase en PACM
con “cranking” para el caso del sistema
1604-a —+?Ne.

Teniendo los mismos pardmetros de interaccién ya ajustados como en el
SACM, se procede ahora a sustituirlos en el potencial (4.35) para poder ver
su comportamiento para una frecuencia de rotacién dada. De esta manera, el
potencial que se obtiene para el PACM a partir de (4.35) en el limite SU(3),
usando los coeficientes de la tabla 5.2 es el siguiente:

V(B)[MeV] =

= (11.88[MeV]) [ (11.7697)32 — (4.9556)8* + 5% — ©2(0.1104/[MeV]?)| (6.1)

El comportamiento del potencial (6.1) para una frecuencia rotacional dada
en [MeV] se muestra en la Figura 6.1.
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Figura 6.1: Potencial (6.1) para el PACM con “cranking” como funcién de /3
para una frecuencia rotacional 2 dada en [MeV].

Como podemos observar en la Figura 6.1, para el potencial de la ecuacién
(6.1) tenemos un minimo esférico en 23 = 0. Al ir aumentando la frecuencia
rotacional €2, el potencial (6.1) va bajando en energfa pero sin obtener un cambio
de un minimo esférico a un minimo deformado. De esta manera se concluye que
para el modelo del PACM con “cranking” en el caso de '0+a —2°Ne NO SE
OBTIENE UNA TRANSICION DE FASE.

6.2. Estudio de las transiciones de fase en SACM
con “cranking” para el caso del sistema
50+a —?Ne.

Dado el Potencial (4.22), es posible hacer el andlisis de transiciones de fase
en SACM con “CRANKING” para el sistema °0O+a —2Ne.

Para el caso del SACM, el ajuste experimental de parametros de interacciéon
que se muestra en la tabla 5.2. De esta manera, al igual que se hizo en el
PACM, estos pardmetros se sustituyen en el potencial (4.59) para poder ver
su comportamiento para una frecuencia de rotacién dada. El potencial que se
obtiene a partir de (4.59) (donde se tomo la condicién a << 1 en el limite
SU(3)) usando los pardmetros de interaccién de la tabla 5.2, es el siguiente:

V() =~ (61.56[MeV)) [((8.0491) - Q2(0.1318/[M€V]2)>042:| (6.2)

El comportamiento del potencial (6.2) como funcién de « para una frecuencia
rotacional 2 dada en [MeV] es:
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Figura 6.2: Potencial (6.2) para el SACM con “cranking” como funcién de «
para una frecuencia rotacional Q) dada en [MeV].

De la Figura 6.2, puede comprobarse lo dicho anteriormente en el andlisis de
las transiciones de fase para el SACM con “cranking”. Para €27 = 0 se tiene un
minimo esférico en el potencial (6.2), al ir aumentando la frecuencia rotacional
Q) se llega a una frecuencia rotacional limite €2;;,, donde se sufre el cambio
a un minimo deformado. De esta manera se concluye que para el modelo del
SACM con “cranking” en el caso de 0O+a —2?°Ne SE OBTIENE UNA
TRANSICION DE FASE DE 2° ORDEN yva que hay el cambio de un
minimo esférico a un minimo deformado lo que corresponde a un cambio de un
minimo a un maximo en el potencial (6.2) respectivamente.
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Capitulo 7

Conclusién y futuro.

En este trabajo se hizo la introduccién de “cranking” a los modelos alge-
braicos de cimulos PACM y SACM. Ambos modelos tienen las mismas inter-
acciones pero sus espacios modelo son diferentes dado que PACM no respeta el
principio de exclusién de Pauli mientras que SACM si lo hace.

Con el Hamiltoniano para los modelos del PACM y del SACM, resultante
de la introducciéon del “cranking” y caracterizado por las simetrias dindamicas
de SU(3) y SO(4), se realizo el mapeo geométrico con la ayuda del método de
estados coherentes obteniendo de esta manera un potencial geométrico con el
cual se estudiaron las transiciones de fase en el PACM y SACM con “cranking”.
Dada la dificultad del estudio de las transiciones de fase en ambas simetrias
dindmicas, se decidié realizar el estudio solamente en el limite de SU(3) para
ilustrar en ambos modelos los efectos del “cranking”, ademds de que en el SACM
se decidi6 tomar el caso @ << 1. Lo anterior nos proveyé de un andlisis ade-
cuado para las transiciones de fase para el PACM y el SACM, sin embargo, se
reporta el formalismo general.

Finalmente, se ajustaron experimentalmente los pardametros de interaccion
en el SACM (también usados en el PACM) para el caso °O+a —2'Ne, y se
ovtuvo el espectro de energia para dicho sistema, ademas se encontré el compor-
tamiento del potencial para ambos modelos para el caso cuando los pardmetros
son fijos y se tiene una frecuencia rotacional o un dngulo de rotaciéon variable.
Con todo lo anterior se realizo el estudio de transiciones de fase deseado. El
resultado fue que para el PACM no hay transicién de fase, mientras que para el
SACM hay una transicién de fase de segundo orden en 2 = Q;,,, donde 2 es la
frecuencia rotacional del “cranking”.

En un trabajo de investigacién futuro, se esperara resolver de una forma
adecuada la ecuacién de cuarto orden obtenida a partir de la minimizacién del
potencial en € para ambos modelos y poder ver el comportamiento del potencial
tomando en cuenta la condicién sobre 6 obtenida. Dado lo anterior, se espera
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aplicar el método del “cranking” para otros sistemas de cimulos que conformen
nicleos ligeros realistas, estudiando de igual manera efectos de “backbending”.
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Apéndice A
Grupos unitarios.

Cuando se habla de una simetria, tanto en mecanica cldsica como en mecédnica
cuantica, es igual que hablar de una invariancia de las leyes fisicas por las que
estd gobernado un sistema fisico ante una cierta transformacién (traslaciones
espaciales, traslaciones temporales, rotaciones, etc) que se aplica al sistema. Por
lo anterior, se puede decir que las leyes fisicas son las mismas, antes y después
de aplicar transformacién. Simetrias al final de cuentas implican leyes de conser-
vacién (conservacion del momento lineal,la energfa, momento angular, etc) para
el mismo sistema y degeneracion de estados. Un teorema importante por men-
cionar es el Teorema de Noether, dicho teorema establece que si las ecuaciones
de Euler-Lagrange (que describen el movimiento de un sistema), son invariantes
bajo una transformacién de coordenadas t,q — t (t), q/ (g,t) (lamada transfor-
macién de simetrfa), entonces existe una integral de movimiento, es decir, una
cantidad conservada [26] o ley de conservacién [27].

Las herramientas matematicas para estudiar y describir a las simetrias son
mejor conocidas como teoria de grupos. La definicién de grupo es la siguiente:

Un grupo G puede ser definido como el conjunto de elementos (transforma-
ciones) {a,b,c,... } para los cuales la operacion multiplicacién o producto a*b
estd bien definida, la cual cumple las siguientes propiedades [26]:

1. Sia yb son dos elementos cualesquiera de G, entonces el producto a*b
es también elemento de G. Por lo anterior, se dice que G es cerrado bajo
la multiplicacion de sus elementos.

2. Hay un elemento identidad e en G tal que axe =exa = a para cada
elemento a de G.

3. Para cada elemento a de G existe un elemento inverso a=', tal que

a lxa=axa l=e.

4. La multiplicacion de elementos de G es asociativa (a*b)xc=ax* (bxc).
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Definiciones muy importantes relacionadas con grupos son las siguientes [26].

1.

Nosotros llamaremos un grupo abeliano si se satisface que:
axb=bxa

para cada elemento de G, es decir, si la multiplicacion entre los elementos
del grupo es conmutativa.

Nosotros llamaremos un grupo continuo si sus elementos son funciones
de una o mds variables continias.

Nosotros llamaremos un grupo continuamente conectado si se en-
cuentra una variacion continua del grupo de pardmetros la cual permita
ir de un elemento arbitrario de G a otro elemento del grupo.

Nosotros llamaremos un grupo compacto si eriste un conjunto a, de
elementos del grupo, los cuales converjan a un elemento del grupo, es
decir:

liMy,—o0odn = a

Dos conjuntos {a,b,c,... } y{a’b’,¢’,... } son llamados grupos isomorfi-
cos si existe una transformacion biyectiva entre los elementos de ambos
grupos, es decir,

a<ra’ be b talque axbea xb

Si un grupo Gy es isomorfico a otro grupo Ga, cuyos elementos son ma-
trices, se dice que Go es la representacion matricial de Gq.

Entre los grupos de transformaciones de mayor interés en fisica se encuen-
tran los grupos matriciales U(n), SU(n), O(n) y SO(n).

A continuacion, se da una breve explicacién de cada uno de ellos, tomando en
cuenta que lo siguiente sélo se cumplird en la representaciéon irreducible matricial

[28].

Grupo U(n). Es el grupo de matrices unitarias complejas. Al referirnos
a una matriz unitaria, nos referimos a la matriz cuya inversa es igual a
su transpuesta conjugada U~'(n) = UT(n).

Grupo SU(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias complejas con
determinante igual a 1.

Grupo O(n). Es el grupo de matrices ortogonales reales. Al referirnos a
una matriz ortogonal, nos referimos a una matriz cuya inversa es igual a
su transpuesta O~1(n) = OT(n).

Grupo SO(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias reales, es
decir, matrices reales con determinante igual a 1.
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Todos estos grupos son ejemplos tipicos de los grupos de Lie. Los grupos
de Lie son grupos continuos que dependen de n pardmetros. Los operadores de
dicho grupo pueden ser representados de forma general mediante [26]:

n

U(ar,az,...,an) :exp(—iZaﬂlA/H) (A1)
pn=0

Donde «, son los pardmetros del grupo y I:,L son los generadores del grupo.

De esta definicion para los grupos de Lie, podemos darnos cuenta que sus
elementos son funciones diferenciables de sus pardametros, obteniendo los gener-
adores del grupo si es que se diferencia con respecto a la vecindad del operador
identidad U(«) = 1, es decir [26]:

U (a) s
(9&” |a=0— —ZLM (AQ)

Dado un cierto grupo de Lie, siempre se puede construir un algebra cerrada
con los generadores del grupo, es decir, siempre es posible construir reglas de
conmutacién entre los generadores del grupo:

[Li, L] = CijuLr (A.3)

Donde Cjji, son las constantes de estructura las cuales establecen un inter-
cambio entre los elementos del grupo [26].

El rango de un grupo se puede definir como el niimero mas grande de gener-
adores que conmutan entre si. Otra caracteristica muy importante de los grupos
de Lie es que ellos poseen ciertos operadores invariantes que conmutan con
los generadores, dichos operadores son mejor conocidos como operadores de
Casimir (). El ntimero de operadores de Casimir A es justamente el rango del
grupo, esto es mejor conocido como teorema de Racah [26]. La importancia
de los operadores de Casimir es que dado que conmutan con los generadores del
grupo, se pueden encontrar eigenfunciones simultaneas entre ambos (operadores
de Casimir y generadores del grupo), ademds de encontrar ciertos eigenvalores
que son propios de un cierto multiplete de estados, es decir, de un conjunto de
estados degenerados.

Existen varios métodos para construir los operadores de Casimir para un

cierto grupo. En el caso de SU(n) los operadores de Casimir tienen que ser
polinomios homogéneos en los generadores.

ij
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donde ag\j son funciones definidas de las constantes de estructura [26].

Dentro de todos los sistemas que podrian presentar simetrias en sus leyes
fisicas y que son estudiadas mediante teoria de grupos se encuentran los ntcleos.
Al hablar de un nicleo, se estd hablando de un sistema formado (en general)
por varias particulas que interactian fuertemente, dichas particulas son tanto
protones como neutrones ambas mejor conocidas como nucleones.

Para poder estudiar el niicleo, es conveniente considerar el oscilador arménico
en tres dimensiones (3D). Tomarse al oscilador arménico como campo promedio
para el estudio de nuestro sistema, permite construir un formalismo matemaético
basado en operadores bosénicos de creacién y aniquilacion (IA);r y b respectiva-
mente) de quantas de oscilacién N lo cual permite hacer transiciones a un nivel
N a un nivel superior N+1 o a un nivel inferior N-1. Dichos operadores cumplen
con las siguientes propiedades.

[b',05) = 6,5 [b',67] = [bf,b] =0 (A.5)

Ght =0 (b))t =b] (A.6)

bl | Ny = /N; +1| Ny, Ny, ..N;_1, N; +1,Ni4q, ...) (A7)
b' | Ny = \/N; | Ny, No, ...N;_1,N; — 1, Nijq, ... (A.8)

| N) =| N1, Na, ...N;_1, Ni, Nijq,...) (A.9)

Para ver a que grupo unitario pertenece el dlgebra anterior, se toman como
generadores de grupo a C7 = I;II;] , donde IBI y b/ como se vio antes, son los
operadores bosénicos de creacién y aniquilacién respectivamente. De (A.7) y
(A.8) podemos definir.

C!|Ny=N;|N) con Ci=0blb (A.10)
Si se toma
N=> Cf (A.11)
k
entonces
N|N)=) C¥IN)=> Ni|N)=N|N) (A.12)
k k

Las reglas de conmutacion que satisfacen los generadores C? son:

I ¢ TP
[C7,C8 = [bIb7, bb9] = bI[b7, bl b7] + [b], bbb =
_ A G RPN AEERETOAY N
= b (O [V, b9 + [07, b}167) + (b} [b], 0] + b, BIJbO)Y =
= b} [b;, 0507 + bf [b], b9]b7 =

J'%p

= 010,07 — b1 3gib? = 8;,bIbT — 5yibi b = §;,CF — 54 CY (A.13)
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Por lo tanto los generadores forman un &dlgebra de Lie. A continuacién se
construye una matriz de generadores tomando en cuenta la representacién de
una particula. Para dicha representacién, se cumple que:

blj0)=[4)  (i]= (0] (A.14)
b 1) =l0) (0=} (A.15)
bl0y=0 0=(0]b (A.16)

(i | G2 | 4) = (0] bbb} | 0) =
— @ % T T _
= (0] (b0 + [0",05]) (b}07 + [b7,b]]) | 0) =
_ ipt i T i T i T _
= (0| bJb'bIbY + bfb'[b9,b1] + [b7, b]]bI6T + b, B)[BY, L] | ) = 6ipdg;  (A.17)

Lo que implica que N
C? = 6;pbyj (A.18)

Es decir, C] = §;,04; es una matriz que tiene 1 en la interseccién del i-esimo
renglén con la j-esima columna, mientras que en las demads entradas de la matriz
hay solamente ceros. De esta manera, la traza de C/ es definida como:

tr(CY) = b (A.19)

K3

Para cumplir con el objetivo de encontrar el grupo al que corresponde la for-
mulacion con la que se ha venido trabajando, nos tomamos una transformacion
finita cuyos generadores sean CY:

exp(i Z a;CY) (A.20)
ij
De esta manera, el determinante de dicha transformacion es:

detlexp(i Z aijég)] = exp(i Z aijtr(éf)) =

= exp(t Z a;;0i5) = exp(i Z ;i) = exp(i®) (A.21)
ij i
El grupo que puede cumplir esta propiedad es U(n), es decir, el grupo uni-
tario de n dimensiones. Para dicho grupo hay n? generadores y pardmetros.

Para poder hacer la transicién de U(n) a SU(n), es necesario tomar en cuen-
ta la siguiente definicién para los generadores de SU(n) [26]:

P R
J __ g Y k
Ci=¢/ -2 Ek Ne: (A.22)
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Dicha definicién estd en términos de los generadores de U(n).

Si se toma la suma de los elementos de la diagonal de la matriz de los
generadores, se obtiene:

con
N=>Cr > i=n (A.23)

Estos generadores también forman un dlgebra de Lie.

(€], C9] = §;,C - 6;,C (A.24)

Toméandose nuevamente una transformacién finita cuyos generadores sean
ahora CJi, el determinante obtenido en este caso es:

det[exp(i Z Qij Ci)] = exp(i Z ozijtr(cg)) = exp(i Z a;itr(Ch) =
= exp(i Z a;-0) =exp(0) =1 (A.25)

El grupo que puede cumplir esta propiedad es SU(n) que es el grupo especial
unitario en n dimensiones. Dicho grupo tiene n? — 1 generadores y pardmetros.

Una vez definidos los generadores tanto para U(n) como para SU(n), se
puede construir con estos mismos los operadores de Casimir para cada grupo.
Para poder realizar esto, es necesario dividir a los generadores en operadores de
ascenso (C? con i < j), de descenso (C? con i > j) y de peso (C? con i = j).
De esta manera, los operadores de Casimir para ambos grupos son:

Grupo U(n)

ClU(n):Zi Ci=trC
Coyy iy =24 €l Ci=trC?
CgU(n) =Y, CICECi=tr (3

r operadores de Casimir

Grupo SU(n)
OlSU(n) :Zi CZZO
Cogpim =2, ClCi=trC?
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O3 =Lin CICS Cl=trC?

r-1 operadores de Casimir.
Lo que indica por el teorema de Racah que el rango de U(n) es r y el rango de
SU(n) esr—1.
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Apéndice B
El modelo de vibrones.

El Modelo de Vibrones (VM por sus siglas en ingles) es un modelo que es
fenomenolégico el cual fue introducido, como se dijo antes, para modelar y es-
tudiar el movimiento relativo (vibracién) de 2 cimulos.

En el VM el espectro colectivo de energia es generado por un numero finito
(N) de bosones, los cuales interaccionan uno con otro y los cuales pueden ocupar
estados de particula individual de momento angular [ = 0 con paridad positiva
(o) y de momento [ = 1 con paridad negativa (7). Los operadores de cantidades
fisicas pueden expresarse en términos de operadores bosénicos de creacién JT,WL,
p = —1,0 — 1 y aniquilacién o, m, [2]. Dado que el momento angular es un
buen niimero cudntico de este modelo [2], los operadores bosénicos se acoplan a

operadores tensoriales en SO(3):

Bin(ll,lg) = [bz(l X le]'lrn = Z < llm1l2m2|lm > bz(lmlblzmz (Bl)

my,msa

donde b' son ot o ’/TL, mientras que b*™ denota un operador tensorial esférico

que se relaciona con el operador de aniquilacién b, mediante la relacion:
blm = (71)l7mbl—m (BQ)

Si solamente se toman en cuenta interacciones de uno y dos cuerpos, el Hamil-
toniano del sistema se puede expresar mediante términos lineales y cuadraticos,
es decir, el Hamiltoniano tendria la siguiente forma:

’

H=ho+> haB 0+ 3" b0 B (1, 1) B (15, i)+ H.c] (B.3)
l k lilalsly
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Donde H.c en (B.3) denota el operador Hermitiano conjugado y Zl (aqui y
en férmulas posteriores) indica que sélo las combinaciones que conservan paridad
son consideradas en el Hamiltoniano. Las h;s son parametros de ajuste y el punto
indica producto escalar:

at - = (=1HV210 + 1[d’ x cl]éo) = Z (=1)YaDcl) (B.4)
1%

Los operadores de otras cantidades fisicas son también obtenidos como una
expansiéon en serie de operadores bosénicos acoplados a un tensor apropiado.
El modelo tiene una estructura de grupo U(4) y dos casos limites (llamadas
simetrfas dindmicas) con soluciones analiticas al problema de valores propios,
ademads de un conjunto completo de vectores propios los cuales pueden ser usa-
dos para diagonalizar un Hamiltoniano arbitrario.

La primera simetria dindmica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) > U@B) > SO(3)
| N Ny L >
ny=N,N—1,...,0 L=nmns—2,...,1,00

(B.5)

Donde L es el momento angular total de el estado del sistema de N bosones,

¥ nx es el nimero de bosones dipolares (7). Al considerar sélo términos lineales
y cuadréticos como en (B.3), el Hamiltoniano obtenido a partir de (B.5) es:

H = ¢ + L% + v, + 602 (B.6)

con eiguenvalor de energia:

E=¢+ BL(L+1)+yn. +on2 (B.7)

donde €, 3, vy § son combinaciones lineales de las h;s de (B.3). El operador
N, = (frT . 7%) = #&h#™ conm = 0,%1. El operador de momento angular to-
tal coincide en este caso con el del movimiento relativo, es decir, 12 = IA;%% donde
R denota movimiento relativo. El operador L2, en términos de los operadores
L. y Lo, puede ser expresado como:

(L,L_+L_L,)+1L2 (B.8)

Las definiciones para i+, L_ y Lo estan dadas por:

L, =204},
L =2#t @7,
Lo = V2[#f @ #]3 (B.9)
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con

Aol = > (Imilme|Sm)#l, fm, =

mim2

> (Imalmy|Sm)sf, (1) m247m (B.10)

mima

Esto es visto con méas detenimiento en el apéndice H.
Esta simetria dindmica da una descripcién en términos de un oscilador an-
harmoénico. Quitando el termino anharmoénico en (B.7) y para 8 = 0, se llega al

limite del oscilador armonico.

La otra simetria dinamica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) > SO(4) > SO(3)
| N w L >
w=N,N-2,...,1, 00 L=w,w-1,...,0

(B.11)

Este limite describe el movimiento de un sistema rigido de 2 cimulos con una

distancia de equilibrio finita. En este caso, el Hamiltoniano obtenido a partir de
(B.11) es:

H=¢ + 8L + aC3(SO(4)) (B.12)

donde el segundo operador de Casimir para SO(4) esta dado por:
C2(SO(4)) = N(N +2) - (7" - 7T) — (61)?)[(7 - 7) - (8)7] (B.13)

con:

(F-7) = Fmi" (B.14)

el eiguenvalor de energia es:
E=¢ +BLL+1)+ aw(w+2) (B.15)

En el caso general, es decir, sin simetrias dindmicas, el Hamiltoniano tiene
que ser diagonalizado numéricamente, usando los estados base (B.5) y (B.11).

63



Apéndice C

Presentacion general de los
estados coherentes.

En este apéndice se darad una presentacion general de los estados coherentes
de tal manera que se veran definiciones y propiedades de dichos estados de
prueba que seran de gran utilidad para la obtencién de elementos de matriz
propios de cada potencial algebraico perteneciente a cada modelo que veremos
[9].

C.1. Estados coherentes estandar. El oscilador
armonico unidimensional.

Para poder llegar a una definicién especifica de los estados coherentes que
se utilizardan para obtener los elementos de matriz relevantes de cada modelo
considerado en este trabajo, es necesario tomar en cuenta al oscilador arménico
en 1 dimensién. El Hamiltoniano que describe al oscilador arménico en 1 dimen-
sion, en términos de la coordenada x y el momento p,, ambos sin dimensiones
es:

. 1
H = 5@% +2%) =

donde a y a' se definen como:

(aTa + aal) (C.1)

(C.2)

El algebra simple (el algebra unidimensional de Heisenberg-Weyl) de los
operadores de creacién y aniquilacién es:

[a,a'1=1 [a,1]=0 [af,1]=0 (C.3)
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También es importante ver que:

9

af
Fao = o) (©4)

I=1 fafah) = S

Hay 3 tipos de definiciones de estado coherente [9]. Para el oscilador arménico
unidimensional ellas son equivalentes [9]. La primera es la “definicién geométri-
ca” (I), la segunda (II) es la definicién de “funcién generadora” (usada para la
construccién de conjunto completo de estados) y la tercera (III) es la definicién
“real de estado coherente”.

Consideremos alguna funcién de onda arbitraria que describe algtn sistema.
Si se desplaza dicho sistema una distancia ¢, la nueva funcién de onda que
describe al sistema trasladado es:

CCEEDS (_nc')n aanx) = e Hp) = i@ y@) ()
n=0 :

Definiendo a % como una nueva cantidad z y permitiendo que dicha canti-
dad sea un numero complejo arbitrario, se puede tomar una generalizacién del
operador desplazamiento que es definido como:

D(z) = e(z7a"—=a) (C.6)

Dejando que (C.6) actie sobre el vacio del oscilador arménico, se obtiene la
primera definicién de estado coherente.

= DEFINICION “GEOMETRICA” (I)
|Z>I — e(z*aT_zd)|O> (C.?)

Usando la relacion de Baker-Campbell-Hausdorft:

e(ATB) — oAcBo—3(4.B] (C.8)
Valida si:
[A,[A,B]] = [B,[A,B]] =0 (C.9)
Obtenemos que:
elzral=za) _ p2"a" p—za— g2 (C.10)
De esta manera:
(z*af—za) —Laz 2rat —za —1z2* — (Z*)n
|2 =e 0) = e72** e e 0) = 727 Y n)  (C.11)
— Vn!

Excepto por la funcién e_%zz*, la definici6én I de estados coherentes (C.11)
es equivalente a la siguiente definicién (definicién IT de estados coherentes):
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= DEFINICION “FUNCION GENERADORA” (II)

z*af . (Z*)n
[2)ir =€ |0) = nz:% ol n) (C.12)

Esta puede ser la definicién més simple si nuestro interés se centra en la con-
struccion de estados, ya que genera todos los estados excitados del oscilador en
la forma mas sencilla.

El producto escalar:

’

(Z|2) =e* % (C.13)

no es equivalente a funciones delta de Dirac pero si a una funcién de z y z/, por
lo que los estados coherentes (C.12) son sobrecompletos.

El estado coherente (C.12) permite realizar la siguiente definicién de oper-
ador identidad:

1= l/d2,2'(3_22*|z><z| (C.14)
™

donde la integracion es sobre todo el plano o espacio z también llamado espacio
de Bargmann.

Los vectores de estado |¢)) pueden ser expresados a través de realizaciones
funcionales en el espacio z:

(z[¢) = ¥(2) (C.15)

lo que permite definir un producto escalar:

Walbe) = = [ @ Wl elun) = - [ @2e wieaz)  (Ca0)

las funciones v¥(z) en el espacio z son llamadas Transformadas Bargmann de
las representaciones en coordenadas ordinarias 1(z). En términos de los estados
coherentes de tipo II, las funciones de Bargmann toman la siguiente definicion:

V() = (el) = ¥ = oli) = 3 S (C.7)

También los operadores que actian sobre los vectores de estado pueden ser
transformados en su realizacion funcional en el espacio de Bargmann. Si,

) = ¥(2) = (2|¢) = (0]e**|y) (C.18)

los operadores O se mapean en:
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TN(E) = (£101) = (0] Olw) =

— (0|(e*3 0= e ) = (0/(0 + [z, O] + %[zd, 2, 0]) + .. )e* ) (C.19)

Oly) = T(O(z

Dado que los operadores pueden ser construidos de los operadores de creacion y
aniquilacién, sera suficiente determinar las realizaciones funcionales en el espacio
z de a y a'. Utilizando (C.19) obtenemos:

«0=a
alv) = (0](a + [24,a] + %[zd, [2a, a]] + ...)e"|y) = agfj) (C.20)
« O=af

atl) = (0|(a’ + [za,a'] + %[zd, [z, )] + .. )e o) = zi(2)  (C.21)

Entonces:

= T(a) = = il =T =2 (C.22)

Estas son las realizaciones en el espacio de Bargmann para los operadores a
y af. Dichas realizaciones de a y a! satisfacen las propiedades de conmutacién
(C.3). Notemos también que % es el adjunto de z con respecto al producto
escalar definido con la medida de Bargmann e ?* . Tanto el estado coherente
de tipo I como el estado coherente del tipo II satisfacen también la propiedad de
ser eigenestados del operador de aniquilacion a. Esto permite realizar la tercera

definicién de estado coherente.
« DEFINICION “REAL” (I11)

alz) = 2%|z) (C.23)

La cual se sigue de la definicién IT de estado coherente.

d|z):dz(\z/7% n>:2§211)!n_1>:

n=0

Y f(’n)_i_l)'m —1) = 27)2) (C.24)

Aunque (C.24) es equivalente a (C.7) y a (C.12), la equivalencia se rompe
para casi todas las generalizaciones de estado coherente. Para nuestro caso, la
definicién II serd la mas til.
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C.2. El Modelo Fenomenolégico Algebraico de
Cidmulos (PACM).

A continuacidn se considera el estado coherente del PACM asi como el cédlculo
explicito de los valores de expectacién para el mismo modelo.

C.2.1. Estado coherente para el PACM.

Tomando solamente en cuenta la parte de movimiento relativo de este mod-
elo, el estado coherente propuesto PACM es:

ja) = Ny [6 + (- 71)]M[0) (C.25)
El estado coherente conjugado para el PACM es:

(a] = Nv{0l[5 + (o™ - )Y (C.26)
donde Ny es la constante de normalizacién.

Aqui « es la notacién corta para los coeficientes complejos a,, (m = 1,0, —1).

Es importante decir que el estado coherente de la ecuacién (C.25) con los co-

eficientes complejos a es la combinacién lineal mas general de los operadores

bosoénicos de creacién del PACM manteniendo N constante. El av,, es en gener-

al complejo y arbitrario. El complejo conjugado es denotado por «, y tiene la
siguiente propiedad:

o =a g, (C.27)

m
También existe el coeficiente a, €l cual posee la siguiente propiedad:
am = (—D)'"™a_, (C.28)

El coeficiente &, es importante cuando se aplica el operador 7, = (—1) T
a el estado coherente.

Para los operadores 7 y #t la convencién de fase O'™ = (—1)l_mOLm es
usada. Adicionalmente:

(a-71) = Zamﬂn (a* - 7) = Za,*nfrm (C.29)
donde
o .a:Za;‘nam :Z\am|2 =a? (C.30)

m
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C.3. El Modelo Semimicroscépico Algebraico de
Cidmulos (SACM).

A continuacién se presenta el estado coherente utilizado en el SACM, asi co-
mo los valores de expectacién para el mismo modelo.

C.3.1. Estado coherente para el SACM.

Concentrandonos en la parte del movimiento relativo en este modelo y
tomando el nimero minimo de cuantos de oscilacién relativo ng diferente de
cero, el estado coherente propuesto para el SACM es:

N! dro

N Lo\ — 6t # AT\ N+no
NV g om0 (a7 ATT10) (C.31)

o) =

donde Ny, es la constante de normalizacién. Aqui ng da el nimero minimo de
bosones 7 necesarios para el cumplimiento del principio de exclusién de Pauli.
El nimero total de bosones estd dado por NV " = N + ng. Nuevamente « es la
notacién corta para los coeficientes complejos a,, (m = 1,0, —1).
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Apéndice D
El método del “cranking”.

El método del “cranking” permite estudiar y describir nicleos ligeros en
términos de cimulos rotantes [29]. A partir de la imposicién de rotaciones sobre
un sistema se puede estudiar el movimiento nuclear [29], obtener informacién
sobre el espectro y calcular momentos de inercia [30]. Los cambios en el com-
portamiento rotacional son relacionados con transiciones de fase [30]. Trabajos
relacionados con el método del “cranking” estén publicados en [31,32]. El punto
de inicio de la formulacién general para el método del “cranking” es la siguiente.

Se espera que el sistema nuclear deformado sea un tipo de campo auto-
consistente formado por un conjunto de nucleones, y que este campo sea os-
cilante (o rotante) con una pequeiia velocidad ¢, (o velocidad angular ) [24],
donde «, se define como un conjunto de variables colectivas importantes para la
descripcion del movimiento de los nucleones. Esto corresponde al hecho experi-
mental que las energias vibracionales (y rotacionales) son pequefias comparadas
con las energias de particulas individuales. Entonces, el movimiento de los nu-
cleones es considerado mas rapido comparado al movimiento rotacional y esto
hace considerar un campo deformado auto-consistente vibrando suavemente (o
rotando). Nosotros estamos por lo tanto frente a un problema dependiente del
tiempo [24].

Sea H(ay,,r;) el Hamiltoniano para el niicleo deformado [24]. La deformacién
del sistema nuclear esta caracterizado por las coordenadas colectivas . Las ;
son 3A — N coordenadas internas donde N es el nimero de grados de libertad
colectivos. Supongamos que podemos resolver el mismo Hamiltoniano para un
conjunto particular fijo de variables colectivas o de deformacién o, = a,(to) en el
tiempo inicial (¢t = 0), es decir:

HO(r)) = H® (a&o),ri) (D.1)

con la solucién

70



HO@r)x? = Ha, ri)xP (o, r;) =
= E;O)(aflo))xéo)(afio), ;) (D.2)

Las funciones Xglo) dependen de las variables de deformacion a&o) en (t =0).

Dicha ecuacién es llamada la ecuacion estdtica. Nosotros estamos interesados
en una solucién arbitraria del tipo x,(ay,r;) la cual siempre pueda expandirse

0
para valores generales «, alrededor de o, = aL ) y entonces:

x(au,ri):S(au)X(afO) ri) = x(a (0)+( _ (0)),7“1):

=ZHZ<% “’))( o )] x(of?r) =
_ ;'[2{ a0} ( )] X(@®, ;) =

) « (0)
= { Zu( n _ )J } x(@®, ;) (D.3)

donde

o

JO = (D.4)
1

8@&0)

. 0 . , .
es el operador conjugado en a,(t) que sélo actia sobre la funcién de onda

X(a,(j]), r;). El operador de evolucién S(«,,) estd dado por:

~ (D.5)

Z [ <alt _ OZELO)) J}(LO)} n = exp [’ Z (au - ag))) J;SO)

n 2

Dicho operador S(«,) cumple con la propiedad de ser unitario, es decir,

S—1 = ST (dado que los generadores Jl(Lo) son hermitianos).

Como caso especial tenemos la rotacién de una funcién de onda a través de

—
3 angulos (05,0,,0.) =0 donde el operador S(f), para este caso especial, serfa
el operador de rotacion:

RO) = expli0 - J] =Y (wni,‘”n (D.6)

n=1
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donde J son los tres operadores de momento angular cartesiano.
De

X, i) = Sag)x (g, i) = S(a)x @ (ri) (D.7)

y de la unitariedad de S, se sigue que

OHONDY = (57 1x, |[HO 1S ) =
:<XH|SH(O)S 1|Xn’>:<Xn‘H|Xn’> (D-8)

y entonces

H(oy,m;) = S(QM)H(O)Sil(O‘u) =

= exp [ZZ (v — 04;(?))];80)] H(x ;(4 , 1) exp [—ZZ — 04(0 J(O) (D.9)
n

Dado que los a,(f” son independientes del tiempo, toda la dependencia tem-
poral se encuentra en las variables colectivas o,.

Ahora, lo que se tiene que hacer es determinar la modificacién de las solu-

ciones independientes del tiempo x(©) (aﬁo), r;) debido a la dependencia temporal

de «,, entonces

Y(op,ri,t) = exp [z Z (o — al(LO))JI(LO)] w(o)(ag)),ri,t) (D.10)

m

Esta ¢(cy,, i, t) tiene que satisfacer la ecuacién de Schroedinger dependiente
del tiempo

iﬁ%zp(amri,t) = H (o, 7)Y (0,74, t) (D.11)

Usando (D.10) y (D.11) obtenemos

d
zha lexp [i%(a# alf ))J(O)] PO (o ©) r,,t)] =

= exp lzz (ay — aLO))J/SO)] H(O)w(o)(ag)),ri,t) (D.12)

m
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Diferenciando, lo que se obtiene es

. 0
<hz G, JO + m&:) POl 7y, t) = HOpO (oD 7 1) (D.13)
N

0
i Dy 00,1, ) = <H<0> +ﬁzwy>> $O0QO ) (D.14)

m

donde

0
. 0 _ .
1 1 A

El objetivo principal de este trabajo es introducir un “cranking” a los mod-
elos algebraicos PACM y SACM y ver sus implicaciones en las transiciones de
fase. El “cranking” es introducido a los modelos del PACM y del SACM anexan-
do al Hamiltoniano que describe al sistema de cimulos esféricos un término de
la forma fQIAJm, con frecuencia de rotacién 2. En nuestro caso, como vemos en
el capitulo 3, la estructuta del Hamiltoniano con “cranking” para un sistema de
dos cimulos esféricos dentro de un modelo algebraico es:

H=H-0L, (D.16)

De esta manera, se tiene que:

Ry = —Q (D.17)
i

donde o, es una variable que depende del tiempo mientras que —€) no de-
pende del tiempo. Otra caracteristica de —€) es que es un parametro no fijo ya
que lo variaremos para poder estudiar los diferentes cambios que puede producir
en los modelos algebraicos que veremos incluyendo sus transiciones de fase.
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Apéndice E

Transiciones de fase con
“cranking”.

E.1. Definicion de transicion de fase.

Antes de empezar a definir lo que es el concepto de transicién de fase, es
conveniente primero definir lo que es el concepto de fase utilizado en la Ter-
modindmica y Mecénica Estadistica. A una fase se le puede definir como un
sistema cuyas propiedades fisicas son esencialmente uniformes. De esta manera,
la transicion de fase se puede definir como la transformacion de una fase a otra
de un sistema homogéneo, cambiando de esta manera sus propiedades fisicas.

Hasta ahora se ha hablado transiciones de fase para sistemas con cier-
tas propiedades uniformes, dichos sistemas cuentan con la peculiaridad de ser
macroscépicos los cuales estdn conformados por muchas particulas (N — o0)
pero hoy en dia se han empezado a estudiar transiciones de fase para sistemas
como son los nicleos atémicos [35,36]. Los modelos algebraicos son especial-
mente tiles en este tipo de estudios.

E.2. Transiciones de fase y su relacion con Fisica
Nuclear.

E.2.1. Transiciones de fase térmicas.

En el estado base, un ntcleo usualmente es considerado como una gota de
agua microscépica. Transcurrié mucho tiempo para saber si habia una transi-
cién de fase a la fase gaseosa al aumentar la temperatura. Después de muchas
investigaciones tedricas y experimentales, la respuesta parece ser afirmativa [37].
A ésta se le llama transicién de fase de la materia nuclednica.
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A temperaturas altas los nucleones se disuelven y los quarks y gluones se
mueven libremente. Como consecuencia, una transiciéon de fase drastica puede
ocurrir de tal forma que el sistema pase de una fase hadrénica a una fase sin
confinamiento de quarks y gluones. En estas transiciones por supuesto que el
efecto del tamano finito del nicleo es muy importante, pero ain estan gober-
nadas por la temperatura, asi que las llamamos transiciones de fase térmicas.
Las transiciones de fase térmicas del nicleo se analizan con mayor detenimiento
en [37]. En nuestro caso a continuacién trataremos transiciones de fase cudnticas
con “cranking” del ntcleo.

E.2.2. Transiciones de fase cuanticas.

En los ntcleos atémicos se observan también otro tipo de transiciones de
fase, las cuales no dependen de la temperatura, es por eso que se les conoce
como transiciones de fase cudnticas. Su aparicién estd muy relacionada a los
efectos de tamano finito, ya que tienen que ver con la forma del ntcleo o con
el movimiento colectivo del nicleo como un todo. Estos fenémenos son también
conocidos transiciones de forma-fase, transiciones de fase en T=0, o transiciones
de fase del estado base.

Las transiciones de fase en modelos algebraicos de cimulos estan referidas
mas especificamente a cambios de distancia entre los centros de los cimulos
esféricos. Si consideramos los dos ctimulos esféricos como un sistema unido, los
cambios de distancia entre los centros de los ciimulos se pueden interpretar co-
mo cambios de forma (deformacién) del sistema unido, mejor conocidos como
cambios de simetria. En el presente caso se tiene una simetria SU(3) relaciona-
da con la vibracién del sistema alrededor de una forma esférica (sélo para el
PACM como se muestra en la Figura 3.4) de equilibrio, y una simetria SO(4)
relacionada con un dipolo. Por lo anterior se puede decir que las diferentes fases
estan caracterizadas por diferentes simetrias y una transicién de fase involucra
un cambio en la simetria.

Refiriéndonos mas especificamente a transiciones de fase para modelos al-
gebraicos de cimulos con “cranking”, podemos decir que ahora se habla de
transiciones de fase para estados excitados.

E.3. Determinacion de las transiciones de fase
con “cranking” y su orden.

A continuacion se determinaran las transiciones de fase con “cranking” uti-
lizando el criterio de Ehrenfest siguiendo los pasos recomendados en [38]:

1. Primeramente se determinan los puntos extremos del Potencial Efectivo
V() (definido en la dltima parte del capitulo 3) en el espacio de variables
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colectivas a,. Para el caso del “cranking” (como veremos en el capitulo
4), dada una cierta parametrizacién, habrd primeramente 3 variables rel-
evantes «, 0, ¢ pero luego lo reducimos a una variable la cual es o porque
se tomaran condiciones sobre 6 y ¢ minimizando con respecto estas vari-
ables. Para el caso de la variable «, el vector distancia entre ciimulos puede
siempre ser alineado a lo largo del eje intrinseco z que conecta a ambos
cimulos. Los puntos extremos a; (i = 1,2,...) se obtienen a través de la
condicion:

=0 (E.1)

Los puntos extremos «; son funciones de ciertos parametros de interaccién
(P1,D2, - - -Pn, ), €s decir, a; = a;(p1,p2,- .. Pn,)-

2. Después de que los puntos extremos son obtenidos, ahora lo que se hace
es ver cudles de estos extremos cumplen con la condicién de ser minimos
del potencial. Dicha condicién es:

42V ()

o lama> 0 (E.2)

3. Lo que se hace ahora es determinar las regiones entre las que ocurren tran-
siciones de fase en el espacio de pardmetros donde al menos dos minimos
estan a la misma altura:

V(Oéil) = V(Oéig) (E3)
Lo anterior, nos da una relacion:

f(P1,p2,- - pn,) =0 (E.4)

lo que nos permite expresar un pardametro en términos de los otros.

4. Una vez hecho todo lo anterior, se determina el orden de la transicion de
fase. La transicién de fase serd de orden m, cuando la m-ésima derivada
del potencial con respecto a sus parametros sea discontinua en el punto
de la transicién de fase, mientras que las n derivadas (con n < m) sean
continuas o iguales en el punto de la transiciéon de fase, es decir:

8”17(0@1) - 8"?(0@2) 8’”‘7(0@-1)

para n<m 8”?(0@2)
Oop} opy op}?

op}

” (E5)

Por lo que, se define:

Una TRANSICION DE FASE DE PRIMER ORDEN es aquella en la que
la primera derivada de los dos minimos del potencial (E.3) (ambos encontrados
a la misma altura) con respecto a los pardmetros de control es discontinua:

8‘7(012‘1) 7& 6‘7((112)
Opk Ok

(E.6)
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Una TRANSICION DE SEGUNDO ORDEN es aquella en la que al ocurrir la
transicién de fase la segunda derivada de los dos minimos del potencial (E.3)
(ambos encontrados a la misma altura) con respecto a los pardmetros del sistema
es discontinua:

62‘7(()4i1) 82‘7((Xi2)
op} op}

(E.7)

E.4. Transiciones de fase para el PACM con “crank-
ing” (caso general).

Ahora se realizard el estudio de las transiciones de fase en el PACM con
“cranking”, tomando como potencial efectivo:

V(B) = AB* - BB* + 8%+ C (E.8)
donde: )
.

f" = 1+ a? (E.9)

En el capitulo 4 se puede ver que dicho potencial (E.8) corresponde ver-
daderamente a la forma de nuestro potencial efectivo en PACM con “cranking”
(4.36) bajo ciertas restricciones.

Los puntos extremos de 17(6), se hallan mediante:

avig) _ 248 —4BB* 4+ 63° =0 (E.10)

dp

Las soluciones obtenidas para (E.10) son:

pr=0 (E.11)
Bs = =(B+ /B2 - 3A) (E.12)
B3 = %(B — /B2 - 3A) (E.13)

Entonces tenemos como primer punto extremo a ;. Para que puedan existir
(E.12) y (E.13) (y de esta manera 2 y B3 sean nuestro segundo y tercer punto
extremo respectivamente), estas soluciones deben de cumplir con la condicién
de ser reales ((B? —3A) > 0) y positivas, es decir, se debe de cumplir que:

W =

[ ]
2

(B* -34)>0= % > A (E.14)

= Para 33

(B+VB2—34) >0 (E.15)
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» Para (32

(B—+v/B?—3A4)>0 (E.16)

Como veremos mas adelante, 353 cumplira con la condicién de ser mfnimo
mientras que 35 cumplird con la condicién de ser maximo. Para que se satisfaga
la condicién (E.15), y de esta manera, tener como segundo punto extremo a (35
es necesario que:

1. Si B > 0 = No hay restriccién sobre A.
2.81B<0=>A4<0

Para que se satisfaga la condicién (E.16), y de esta manera, tener como tercer
punto extremo a (3 es necesario que:

1.SiB>0=A>0
2. SiB< 0= (B—-+vB?—-34) <0= (3 no es un punto extremo.

Ahora veremos cudles de los 3 puntos extremos (81,82 y 83 (Si B > 0) cumplen
con la condicién de ser un minimo de V', por lo que se debe satisfacer la siguiente
condicién:

2V (3 ,
dﬂg ) lp=p,= (2A — 12BB* + 308%)|p=p, >0 (i =1,2,3) (E.17)
Entonces:
1. Para (5 B
a*V(B)
_3,=2A E.1
5 o= (E.13)
Entonces (31 es un minimo si A > 0.
2. Para (o N
d*V(B3) 8, 9 B
—g,= =(B*=34)(1 + ———— E.19
G = g (B30 ) (BA9)
Entonces:

a) Si B > 0= No hay restriccién sobre A = (5 es un minimo.
b) Si B<0= A< 0= (3 es un minimo.
3. Para f3

a2V (3 8 B
e ) lp=ps= g(BQ - e

Entonces:

a) Si B>0= A>0= (3 es un méximo.
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b) Si B <0 = 3 no es un punto extremo y por lo tanto ni un minimo
y ni un maximo.

Fl siguiente paso es determinar las regiones de transicién de fase en el espacio
de pardmetros, para esto ponemos a los dos minimos encontrados (51 y 82) a la
misma energia:

V(1) = V(B2) (E.21)

Notamos que para la solucién (E.11), el valor del potencial es:
V(1) =0 (E.22)

Para la solucién (E.12), el potencial es dado por:

V() = %(B + VB2 —3A)(6A — B> — B\/B? — 34) (E.23)

Poniendo estos dos minimos del potencial como se indica en (E.21), lo que se
obtiene es:

2%(34r VB2 —3A)(6A —~ B? -~ B\/B2 -34)=0 (E.24)

Para que los dos minimos puedan coexistir a la vez, necesitamos la condiciéon
B > 0 (lo que implicarfa la condicién A > 0), lo que implicarfa que (B +
v B? — 34) > 0. Dada esta condicién, (E.24) se puede simplificar a:

(6A— B* - By/B2—-3A)=0 (E.25)

Con lo que obtenemos la siguiente relacién entre los pardmetros A y B:

B2
T 1

A (E.26)

A continuacién, en la Figura E.1 se grafican las diferentes regiones entre las que
puede haber una cierta transicién de fase de un cierto orden en el espacio de
parametros.
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Figura E.1: Regiones en el espacio de pardmetros para el PACM [44,45]. El eje
horizontal es B, mientras que el eje vertical es A. En la Regién I y en la Regién
IT dos minimos existen, uno esférico y otro deformado. En la Regién I el minimo
global es deformado, mientras que en la Region IT este minimo global es esférico.
En la Regién III sélo un minimo esférico existe y en la Region IV sélo hay un
minimo deformado.

Es importante decir que la grafica anterior nos resume todas las propiedades
de fase que tiene nuestro sistema con sélo 2 parametros, no importando cuantos
pardmetros tenga nuestro potencial efectivo (E.8). A continuacién se realizard un
andlisis del conjunto de minimos esféricos (8 = 0) y minimos deformados (8 # 0)
que se encuentra en cada regién.

= Para la Regién I (delimitada por A = BTQ y A =0) con B > 0 tenemos
que coexisten tanto un minimo esférico como un minimo deformado y el
minimo global es deformado.

= Para la Regién IT (delimitada por A = %2 yA= %2) tenemos que al igual
que en la regién I, coexisten tanto un minimo esférico como un minimo
deformado y el minimo global es esférico.

= Para la Regién III (delimitada por A = %2 y A =0) con B < 0 tenemos
un minimo esférico.

= Para la Regién IV (delimita por A = 0), tanto para B > 0y B < 0
tenemos un minimo deformado.

Ahora se determinard el orden de las diferentes transiciones de fase entre las
regiones de la Figura E.1.

E.4.1. Transicién de la Region I a la Regién 11
= Para la Regién I y la Regién II se tiene que B > 0

80



. .7 . e Le .7 2
= La condicién de transicién de la region I a la Regién Il es A = BT, donde
el minimo esférico tiene la misma energia que el minimo deformado.

Para 31 tenemos que: N
d"V(B1)

i lazez=0 (E.27)

para toda n > 0.

En el caso de 3 tenemos que:

dV (5s) 1 5 B 2
JA |A:%*§m(1+ﬁ) yz2=3B#0  (E28)

Lo anterior implica que:

d‘7(51) ‘ 2# d‘7(52) | R
dA  'a=B7 T x4 la=2

(E.29)

Entonces, podemos concluir que la transiciéon de fase de la Regién I a la
Region IT es de PRIMER ORDEN.

E.4.2. Transicién de la Region III a la Regién IV para
B <0
= Para la Regién III y la Region IV se toma B < 0
= La condicién de transicion de la Regién I a la Region II es A = 0.

Para 31 tenemos que:

d7L‘7(61)

TAn |a=0=0  para toda n >0 (E.30)

En el caso de 3 tenemos que:

dV (5s) 1 |B|
o= =v/B2 —3A(1 — —0= E.31
dA |A70 3 3 ( \/m) |A70 0 ( 3 )
d?V (Ba) 1 1
o= — 4= ——— #£0 E.32
JA2 la=o 2/7B2_3A|A0 2|B|7é (E.32)
De manera que: ~ B
av dv
S e T (53)
>V () 4>V (Bs)
TV | E 1 (E-34)

Por lo tanto, la transicién de fase al pasar de la Region III a la Region IV es de
SEGUNDO ORDEN.
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E.5. Transiciones de fase para el SACM con
“cranking” (caso general).

Como es visto en el capitulo 4, el potencial efectivo (definido en la parte final
de capitulo 3) obtenido para el SACM es algo complicado debido a la forma de
ciertas funciones Fj, (descritas en el capitulo 4) que contiene el potencial, de
manera que un tratamiento analitico para obtener el estudio de las transiciones
de fase sera muy dificil. Por lo anterior, necesitamos un conjunto de criterios
que nos permitan determinar de una forma diferente y facil el orden de las tran-
siciones de fase.

Supongamos que nuestro potencial efectivo para el SACM tiene una depen-
dencia lineal con los parametros de interaccién pr =A, B, C,...,K teniendo la
siguiente estructura:

V= > pra™ fir(a) (E.35)
k

con my > 1y pg el k-ésimo pardmetro. El término fi(a) representa la relacién
entre las funciones Fj,, (descritas en el capitulo 4), las cuales son mayores que
cero para o # 0 .

En el capitulo 4 se puede ver que dicho potencial (E.35) corresponde a la
forma de nuestro potencial efectivo en SACM con “cranking” (4.60) bajo ciertas
restricciones.

En el punto de transicién de fase, se investigard a V(&;), con a; siendo el

valor de « en el i-ésimo minimo. La dependencia lineal explicita de V sobre los
parametros pp =A, B, C,....K serd de gran utilidad en el estudio de las transi-
ciones de fase para el modelo del SACM.

Ahora se determinaran los minimos &; del potencial YN/(a) de igual forma a
como se obtuvieron para el PACM, de esta manera:

dv(a)
da

Se observa, que como primer minimo tenemos a &; = 0 pues siempre podemos
sacar como factor comun a «, es decir:

=0 (E.36)

AV (a)
do

=al..]=0 (E.37)

De esta manera @; es un minimo esférico ademds de que siempre V(a; ) junto
con todas sus derivadas son siempre cero.

Para el segundo minimo deformado &3, hay dos posibilidades:

= g >0
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| | d2:0

Ahora es necesario determinar el orden de la transicién de fase, para esto,
primeramente se deriva con respecto al parametro py:

A _ov o on_ov
dpr, ~ Opr  O&; Opr,  Opi

(E.38)

dado que 365‘") = 0 en el minimo.

Dado que &; = 0, al ser evaluado en el potencial efectivo (E.35), se obtiene:

V(ar,pr) =V (0,pr) =0 (E.39)
De esta manera, las derivadas de (E.39) son cero igualmente:

dv (0, pr)

=0 (E.40)
-
V0. pi) Vdfgp’“) =0 (E.41)
k

Tomando en cuenta la expresién (E.38), tenemos que para &z se cumple que:

v (a
(0427pk) _ O_égnkf(o_éQ) (E42)
dpk
Ademas para as la segunda derivada de V con respecto a py estd dada por:

d*V(as,pr)  d OV day*

_ —m 8fk (dz) 0diy
= —— ) = _|_ k _ =
dp3 dpk(apk O flaz) + a3 Gy Op

3a2

(E.43)

Con las condiciones anteriores, el estudio del orden de las transiciones de
fase es el siguiente:

1. Paraa; =0y as > 0.

Dado que ag5™* # 0y f(az) # 0 entonces (E.42) es diferente de cero.
Tomando en cuenta (E.40), se obtiene que:

d\~/(071,pk) y d‘N/(d%Pk)
dpy, dpy,

(E.44)

2. Paraa; =0y as =0.
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Tomando en cuenta a (E.40) y a (E.42), tenemos que:

AV (ay, pr) _ dV (a2, pr)
dpy dpy,

(E.45)

De esta manera, la transicion de fase debe de ser de mayor orden que de
g
primer. Dado que f(@s) # 0 y que en general ag;k # 0, entonces (E.43)

deber ser diferente de cero. Tomando en que cuenta (E.41) obtenemos que:

dQV(&lapk) # d2‘7(0_‘2apk)
dp? dp?

(E.46)

Dado los resultados anteriores, concluimos que:
1. Si@; =0y @z > 0, tenemos una Transicién de Fase de PRIMER ORDEN.

2. 81 @ = 0y ay = 0, tenemos una Transicién de Fase de SEGUNDO
ORDEN.
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Apéndice F

Calculo explicito de los

valores de expectacion en
PACM.

Primero se calculard la constante de normalizacién Ny del estado coherente
para el PACM dado por la ecuacién (C.25). Normalizando obtenemos:

1=(afa) = N{ 0|6 + (o - D) V[6T + (- 7T)]V]0) =
= NROIE + a7 NEt +> " amaf, ]V [0) =
=N+ o a™N e+ > ap a6+ amal,]V|0) =

= NROIE + D ana™ N IN+ > aom)6t + ) amal, ]V H0) =

= N&N 1+Za* am) (0] + (o - )N 5T + (- 71N TH0) =

=NEZN(N —1)( 1+Za am)?
X {0][6 + (o - )V~ [ T (a- 2NN 210) =
= N}N(N —1)(N —2) 1+Zamam (0[0)

= NINI(1+ > ab,0m)™N(0]0)

85



Por lo tanto:

1
Ny = (F.1)
VN + (0 )]
De este modo, el estado coherente propuesto para el PACM es:
1
la) = 67+ (- 71)]N0) (F.2)
VNI + (@ - )]

Dado el valor esperado del Hamiltoniano para el PACM (4.7), se observa que
los elementos de matriz que se tienen que calcular con respecto a (F.2) son:

(Be) (&)
@2) (7716 6))
@3)  ((6-ah)(# 7))
(Ex) <<<AT 71)(5 - 8)

L?)
Para el operador de nimero fi; tenemos que:
= (71-7) =) alam (F.3)
m
De manera que:

(i) = (alfigla) = (af (71 - 7) Ja) = Y (al#], 7" |a) =

- Z {NNNa:n<0|[& + Z o, AN } X
x {J\/Nz\ram[&T + Zam,frjn,]NHm} =

= NEN? S ot 015 + 3 0t #1161+ Y 71,15 0) =
m m/

m/

2 AT2 * —2 2, % N D1+ (a* - )N !
:NNN ZOémOém N—1:N (O[ Oé)( N'[)]-[+ (Oé(*a)]])\l

Por lo tanto:
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Para fi2 se tiene:

B2 3 Al AELE = 3 Al AL AT 1R, (E)
mimsa mi1msa
donde se uso:
(7™ &l ] = 0m (F.6)
De esta manera:
A2 _ At AT aAmyame N (a*'a) _
@2) = 3 (ol 1, 8™ + Ny
= NZN?(N = 1)*(a* - a)*(0[[6 + (- B)]V 2T + (- 71V 72)0)
(")
+Ne—r—r—— =
1+ (o -a)]
— N2N2(N — 1)2(a* - a)2N =2 N (" - ) _
NyNZ( ) (e ) Ny, + 1+ (a* - a)]
N =21+ (a* - )]V 72 (a* - )
_ 2N2 N-—1 2 * 2( N
NN N=( )*(a” - ) NI+ (a* - )]V + 1+ (o - a)]
Por lo tanto:
* * 2
<n7r> [1 + (Oé* . Ot)} ( )[1 I (a* R Oé)]2 ( )
Para 13 se tiene:
ad = Y #f A™aL ARl AT =

mimams

= >l (R, AT ST (R, AT 4 2 )E =

mi
mimams

= > (i, wl, 7w

m3

mimams

mi1mams

ma 2ms3 + ﬁT §mi §ma zms

A2 Ams At At Amg smoams
ST S S A AN T M

mi1 - mz " ms )

= > (&h, &l &l amamaams 4o &l &f smiam2aTs)

my1m2 T m3
mimaoams

~t AT Amysmoams ~t  smiat amosms ~t  gmy smo amsa) _
+ E (fh T o™ ol opal AmRA™S 4oql STRLOTAAT) =

mimams

= Z I

mimoms

~t At Amg ame
-+ E Ty T, T T

mimz

1 AMo A3 AT AT aAmoamg
I E Ty T, T T

mimsa

E' AT AT amiams 4
+ Ty T ™0 + A

mims
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Entonces:

~f At AT ~miamosms At AT Amoamy
Z Ty Ty T T 5T+ Ty T, 2T

mimams mimo
~ ml"m2 ~ ~ Amy Ama N
+ Z 7Tm1 m2 [ Z 71':7“7'('1”37( 7 4 (F.8)
mima mims3

De esta manera:

(82) = (afdfla) = Y7 (alfl, &, 7 AT AR a)
mimaoms
+ Z (|l 71 Am2 7™ |a) + Z (alal, &1 &™Em2|q)
mima mims
+ Z OL|7T 7 i AT A m3|a> <Oé|ﬁﬂ‘oz>
mims

:N]%]NQ(N 1)2(N )2(04*-04)3

(a* - a)? (a* - a)
+3N(N )[1+(Oz* I +N[1+(a*.a)]
= NZN?(N = 1)*(N = 2)*(a" - a)’Ny2,

(o - a)? (a* - )
+ 3N( 1)[1+(a* P +N[1+(a*.a)]

(N =311 + (0" )]V

= NZNA(N = 1)*(N = 2)*(a” - )’ NI+ (o )V

(a” - a)? (@)
+3N(N )[ @ - )P +N[1 o
Por lo tanto:
a3y = N2 (o - a)?
(a* - a)3
NN DN =D R (F.9)
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Para (&7 - #1)(% - 7)) se tiene que:

Zamﬂ Zamw NN210) =
= NEN*(N = 1)*(a" - a")(a - 5)NN32 =

_ * o~ ~ (N—2)'[]_—|—(a* .a)]N—Q
= NN =D @) e &) g

Por lo tanto:

(7T -7 (#7- 7)) = N(N = 1) (F.10)

Para ((7#T - #1)(6 - #)) tenemos que:

(7T-71)(5 - 6)) = NZ(O|[6 + (o - MV (RT-7T)(5 - 6)[67 + (a- 7T)V]0) =
= NZN2(N = 1)%(a" - @) {0l[6 + (a* - 1)V 2[67 + (a- 71V 7210) =
=NENA(N —1)2(a* - @ )Ny2, =

2 2/ % ~x% N —2)I[1 of -« N—2
NN - 10" ) N![)1[++(a(*.a)]z)v]

Por lo tanto: _
(@ -a7)

NN - 1)[1 + (a* - a))?

(F.11)
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Para (61 - ot)(# - #)) se tiene que:

(61 o7 7)) = NR(OI[& + (o - DN (@G- ot (7 - Aot + (- 71)N]0) =
= NIZN*(N =1)*(a- @)<0|[0+( VT + (o ATV 20) =
:NI%NQ( ) (a-a)N, N 2=

A2 2 o (V=21 + (o - a)]V2
= NN =D e O Y

Por lo tanto: (o &)

(67 - o) (7 - 7)) = N(N — 1)m (F.12)
Para (67 o1)(6 - 6)) tenemos que:
(81015 6)) = (al(8" - 1) (& - 5)|a) = (alot (5ot — 1)]a) =
= (a|otdots — ol6]a) = (a2 — fyla) = (o|(N — i,)2 — (N — Ay)|a) =
= (a|N(N - 1) — (2N — 1)1, + #3]a) =
=N(N 1) - (2N — 1)(alfiz|a) + (a]iF|a)

Por lo tanto:

(@155 = NN -1y —an? )y (a0

1+ (a*-a)] 14 (a* - )]

1+ (o)) (F.13)
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Apéndice G

Calculo explicito de los
valores de expectacion en

SACM.

Para facilitar los calculos de los elementos de matriz en SACM, utilizaremos
la siguiente definicién:

F,

N+no—maz(p,q)
N1)? —
pq(a2) — ( ) ( N+n0 max(p, Q) ) %

(N + no)! k

) [(k(f;—p)rio)!] [(k f;_q),io)J (o - a)* (G.1)

k=mazx(no—p,no—q,0)

De la definicién (G.1), podemos obtener las expresiones listadas en la tabla
G.1
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Fufa?) = o e (V0 ) [ ey ]
F11(a2) (NJ_\(_LLZ)I lecv—‘;:g;(lnoflp) < NJF?];LO ! > % :2a2k
Fy(a?) = (NT,; LY R ntn0—2,0) ( N+ZO . > % :20‘%
Fta?) = ity it (V07 ) [ ity o
2 0?) = g a2 (N e ) X
X[ (k—k:mo)! } [ (k(ffrj)zi))! }O‘%

Tabla G.1: Abreviaciones utilizadas en SACM.

Otras expresiones importantes en términos de potencias de (« - &) que nos
ayudaran en el calculo de los valores de expectacién en SACM son las siguientes
dmo dro . Nin
7 dge [T+ 7y2(a” )] |y =yp=1=

:Nim( N+n0 ) [k!}2(a*.a)k
k=ng k (k - ’I'L())'
o d™ no—
g g e [ (@ - T =
1
S (Vo) [ T e
— |
k=maxz(no—1,0) k (k + 1 nO)-
dno dno * ng—
d’Y ° dyy° —— 2 [1+772(a 'a)}N+ ot lyi=yo=1=
1
=N§ ( N =1 ) [ . } [ (k+1) }(a*,a)k
k=ngo k (k—mno)!| [ (k+1—ngp)
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dro dro

* N+ng—2
Ao dyio (172)2 [1 + 7172(a* - @)V T
1 2

|"/1:'Yz:1:

. (NMO_Q){ k+2) rm* a)*
- (k42— na)! '
k=maz(no—2,0) K (k +2 Tl()).

dno dn() * N+ng—2
Ay dyTo (72)? [L 4+ mv2(a® - )] 077 |y o1 =
1 2

- N§_2 (N+ZO_2 ) [@(f;z)ioﬂ [(k s '] (ar-a)t (62)

—MNg):
k=maz(ng,0) O)

A continuacién se calculard la constante de normalizacién Ny ,, del estado
coherente para el SACM dado por la ecuacién (C.31), entonces:

N 17 dr dr
. o 2
1 _<a|a> —NN,no |:(N—|—n0)'] d’y;’o d’ygo X
X {0l[5 +ma® - AV 4 qala 7)Y o]0 =

N3 N! ? no dno
N,no [(N+n0)!] ( +no)dﬂl0 T 1+ y172(a” - a)] x

X (016 4y (a® - #)VFOTHET 4 yp(a- AT NN 0) =
NP
= N3 — (N N -1
N,no |:(N+n0)':| ( +7’l0)( +no )X

dmo dno .
x d,ﬁlo Fgo [1 + ’)/1’)/2(()[ ’ O‘)] X

X {0116 + (o A2 [5T 4 (- A2 0) =

N2
=N} |—————| (N N —1)(N —-2)---2-1
NN,no |:(N+TLO)':| ( +n0)( + 1o )( + no ) X
dro dro N+n,
- — N . ° (0|0
X o dvg“’[ +m72(a” - )] (0]0)
(N2 dro dro n
=N, Nno _

1+ e
(N )l e ayge | 710

= Vo T3 v > (") [(kk"}(a o

—MNo):
k=maz(no,0) 0)

De esta manera:

k=maz(no,0)
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Tomando (G.1) obtenemos:

NI 2 N+ngo N n k! 2 .
Foo(az)M > Z ’ > [Ug_no).} (@ -a)* (G4)

k=maxz(ng,0)

Por lo tanto:
N = Foo(@?) (G.5)

Para (fi,) se tiene que:

(Ar) = (aliig|a) = (| (77 - 7) o) =
U

(N +mo)l| dy® o

x(0][6 + (e - A)NVE (71 ) [67 4 ya(a - &T)NF0I0) =
I E dro o

2
= NNJLQ

_ 2 s N 2 *
NN,ng _(N—‘r’l’L())!_ ( +7’l0) (Ol Oé) d'YILO d’)/go Y1Y2 X
x (016 + i (a® - )N BT 4 ya(a - AT N 0) =
NP dmo  dno
2 2 *
= — N . —
N | (N + no)! | (N +no)™(a Oé)d'y{”’ dryy° myzx
X (N +ng— DL+ 31792 (@ - a)] VTt =
) (N2 .
:NN,7LUm(N+TLO)(O( 'OC)X
dno dno N+4ng—1 __

X - 1 *
o d,ngVWz[ + 7172 (@ - )]

N+ng—1
:NZ ﬂ(]\/‘+no)(a*a) Z (N+n0_1)x

N,no |
(N T TL()). k=maz(no—1,0)

[ i) oo

Por lo tanto:
F11(012)
FOO (012)

(i) = (N 4+ np)(a* - ) (G.6)

Donde se utilizo que:
N2 Mt N+ng—1 (k+1) 1
Fro(02) = ( 0 * Nk
ne (N +no)t Z(: 10)< k > {(k”rl—no)!] (o*-e)
=max(no—1,

(G.7)

Es interesante estudiar el comportamiento de (fi,) con respecto a la distancia
entre ctimulos . Tomando el caso de 10 + a —2° Ne, los valores que tenemos
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para dicho sistema son los siguientes:
N =12
ng = 8
N =N +ng=20

el comportamineto de (i) con respecto a la distancia entre cimulos « se mues-
tra con la siguiente gréfica.

<ng>
20

15+

10

Figura G.1: Comportamiento de (i) con respecto a la distancia entre ciimulos
.

Como podemos observar, la grafica G.1 nos muestra dos casos limite para
(f,), dichos casos son:

lim (i) = N +ng

a— 00

lim (i) = ng (G.8)

a—0
entonces cuando « — 00, (fi,) tiende al nimero total de quantas de oscilacién
relativa (N +mng) y en el caso o — 0, (A1) es igual al nimero minimo de cuantas
de oscilacién relativa ng.

Para el caso de (Ai2) se tiene que:

a?
(62) = 3 (ol 1,775 o) + (V- m)la” )70

mimao
:N2 LQ(N—}—TL)Z(N‘FTL —1)2(a*~0()2><
Nomo | (N + ng)! 0 0
dldl 200|16 *  ~A\IN4+nog—274t AT\ N+no—2 0
X~ g (172) (06 + i (a” - 7)] (67 + 2o~ 7T)] 0)
dyy dyy

+ (N +no)(a” ‘0@)5(1);82; =
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NP
=N? 2 2/ % \2
_NN,no liw] (N+n0) (N+no—1) (a -a) %
dno dno 2 * N4+ng—2
N —-2)!1 . 0
X Ay dypo (m172)° (N + 1o = 2)! [1 + 1172(a” - )]
* Fll(a2)
N . =
+( +ﬂ(])(0z a) FOO(QQ)
ey o,
_NN,nom(NwLno)(NJrno —1)(a* - a)?*x
X d":o d;:o (1172)2 [1 + 2 (a® - @) Vo2
dyy® dyy
. Fu(a?)
N . =
+( + no)(a a) Foo(az)
(v o
—NN,nom(N+no)(N+no —1D(a* - a)?x

N+ng—2 2
S ( SR
— |
k=maz(no—2,0) k (k +2 no).
Fll(Oéz)
Fo()(Oé2)

+ (N +no)(a" - a)

Por lo tanto:

2y Ve . oy (@) n o e o2 220
<n7r> - (N+ 0)( )FOO(QQ) + (N+ 0)(N+ 0 1)( ) FOO(CVQ)
(G.9)
Donde:
o (2 MR N g2 k+2) 12,
FQQ(a ) - (N T no)' k—ma§7;02,0) < ko ) |:(k +2- TL())':| (a . a)k
(G.10)

El comportamineto de (i2) con respecto a la distancia entre cimulos o se
muestra con la siguiente grafica.
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<n?>

(N +ng)?

Figura G.2: Comportamiento de (fi2) con respecto a la distancia entre ctimulos

a.
La grafica G.2 nos muestra dos casos limite para (f2), dichos casos son:

lim (82) = (N +np)?

a—0o0

Jim (52) = (ny)’ (@)

Para (A3) se tiene que:

(03) = (alddla) = D (alf], &, 7l A AR )

mimams

+ 3 (alfh, A, AT A ) + Y (ali, /L, AT A2 o)

mimo mimsa
+ 3 lalal, w7750 ) + (alfiela) =

mims

2 N' 2 2 2 2 * 3

= NN ne |:(]V—|—n0)|:| (N+’I”L0) (N+TLO—1) (N+no—2) (Oé 'O[)X
x A )3 (0][6 + (o - NS [5T 4 (- &) VEmo=3))

dyye dvyy°
FH(QQ)
Foo(a2)

2 F22(042)
FOQ(Oé2)

+ (N +no)(a” )

+3(N +no)(N +np—1)(a" - a)

2 N! ? 2 2 2/ x
= NN no {(N—kno)'} (N +n0)%(N +no — 1)*(N +no — 2)*(a* - a)®x

dno dng 3 * N+ng—3
X YT dm (m172)° (N 4+ 1o = 3)! 1+ y172(a” - )] 7

SN )Y o (0”0 P+ (V-4 ) P =
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2 *
*N]%/,7zom(N+no)(N+ng71)(N+n0—2)(a 'Oé)SX
A () [+ aanala )]V
* F22( 2) * F11(a2)
+ 3(N + 1) (N +no — 1)(a* - a)? Fon(a?) + (N +ng)(a .a)Foo(aQ)
:N2 ﬂ(N+no)(N+n0—l)(N+no—2)( )SX
N,no (N+ )

k=maz(ng—3,0

o e Fee(a®) . Fu(e?)
+3(N +n0)(N +ng —1)(a* - ) Foola?) + (N +no)(a” - a) Foo (a)
Por lo tanto:
3y _ o Fu(e?) v o2 F22(0®)
(i) =(N + ng)(a* - a) Foo(a?) +3(N +no)(N +np—1)(a" - a) Foola?)
+(N+n0)(N—|—n0—1)(N+n0—2)(a*-a)3§,zzgzz§ (G.12)
Donde:
a2 YR N -3
Fig(a”) = (N+no)! ma%ﬂ 30)( k )X
(k+3)! 1% .
[wrs o] @ o (61

El comportamineto de (i3) con respecto a la distancia entre cimulos « se
muestra con la siguiente grafica.

<n?>
8000

6000

4000 -

2000

Figura G.3: Comportamiento de (A2) con respecto a la distancia entre ctimulos

Q.
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La grafica G.3 nos muestra dos casos limite para (A3), dichos casos son:

lim (8%) = (N +ng)?

a—0o0

lim (43) = (ng)?® (G.14)

a—0
Para (77 - #1)(7 - 7)) se tiene que:

(&% &N (#&-7)) =

= NR{0[[6 +m(a” - )V (70 at) (7 - 7)[61 + 2 (a- &1V H0(0) =

, [ NI

:NN,TL[) _(N+n0)!_
dro dno

X e == (7172)2(0][6 + y1(a* - A) N2 6T 4 g (o ATV EO2)0) =
dyy? dyg

(N +m0)*(N + 1o — 1)%(a" - &) (- @)

=N mo (Nz—l\—”no)' 2 (N +n9)*(N +ng — 1)*(a* - &) (- @) x
X ;Z;)CZZ,(WW)Q(N +mno — 2)![1 + y172(* -04)]N+”°_2 =

= J%f,no(]\]—(J_\’]_!);O)!(N +n0)(N+ng—1)(a"-a")(a-a)x

s o () [ e )]V

= ]%,TL()(]\SZYF!);O)!(N—’—HO)(N—'_TLO —D(a*-a")(a-a)x

X Ninoj_? <N+ZO_2)[(kf;QQO)!r(a*'O‘)k

k=maz(no—2,0)
Por lo tanto:

(G- A1) 7)) = (V 4 mg) (N +ng — D0 @) (0 8) 220) (C.15)

Para ((7#7 - #1)(6 - #)) tenemos que:

(71-21)(5-6)) =
= N3 (0[[6 +ya (e - &)V Emo (&1 21) (6 - 8)[6T + va(a- &1V F0|0) =

NP .
=N no [M} (N +n0)%(N +np — 1)*(a* - a*)x
dno d'rlg

* Wﬁ@l [6 + (™ - RPN [ET 4 gy (- 7N E0T20) =
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2
= Mng [(Niwnow} (N +n0)*(N +ng — 1)*(a” - a")x
X dciy?f) j:{;o V(N +ng — 2! [1 +7192(a - )V 072 =
=N12v,n0(]\,(1f);0)!(l\f+no)(N+no —1)(a* @)
X d(i?g j;;ﬂf 1+ 772l - a) V072 =
= ﬁ,nomW +no)(N +ng — 1)(a* - @)%

oy (77" o] s o)

k=maz(no,0)
Por lo tanto:

EN2(a?)

7w -6)) = no no — 1)(a* - &*
(( )(G-6)) = (N +no)(N + 1)( )Foo(az)

(G.16)

Donde se utilizo que:

—2, 2 N!)? Ne? N+ng—2
sz\é (a):M Z ( +k0 )x

k=maz(no,0)

x {(k (4]—6;—231!0)!} {(k _klno)!} (0" - a)t (G.17)

Para (61 - o1)(# - #)) uno tiene que:

(61 -ot)(7- 7)) =

= N2 o (016 + 31 (a” - DN (51 o) (7 - 7)[6T + 2 (- 71N F0)0) =

NP

_Ar2

_N‘N,TLO -(N+n0)!-
dmo  dqnro
d~yy"° dryy°

NP

A2

_NN,no _(N+n0)!_

dro dno

(N 4 10)%(N +ng — 1)%(a - @) x

X

W(Ol[6 + (@™ - W) VF 2[5 + (o AT VH020) =

(N +n9)*(N +np — 1)*(a-@)x

2 % N4+ng—2
x WW%(N*-HO =21+ yy2(a” - )] T =
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2
N e (N 10)(V -+ 10— (e @)

dmo  qnro ) i N2
x W{zow% 14+ y72(a” )] 77" =
e (2 )
= NN,TLO (N + n0)| (N + no)(N + ng — 1)(a . a)x

() [ [ ) e

k=maz(no,0)

Por lo tanto:

N—2

At TN A AV . Fy (0‘2)
(67 -at) (7 7)) = (N +n0)(N +ng — 1)(a - @) Foo(a?) (G.18)

Para (61 - o1)(6 - 6)) se tiene que:
(61 01)(5-5)) = (al(5T- a1) (& - )|a) = (aloT (60T — 1)5]a) =
= (a|otéots — oté|a) = (a|h2 — fiyla) =
= (a|(N+ng — fip)® = (N +ng — fir)[a) =
= (a|(N+no)(N+ng —1) — (2(N +ng) — 1)ir, + nd2]a) =
= (N +19)(N + 19 — 1) — [2(N + No) — 1]{a|iiz|a) + (a]iZ|a)

Por lo tanto:

e - ooy P
(6T at)(6-8)) = (N +n9)(N +ng — 1) — 2(N +n9)*(cx .a)Foo(OéQ)
+2(N + no)(a* - a)§;(1)82§ + (N +n0)(N +ng—1)(a” - a)2§2(2382;

(G.19)
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Apéndice H

Calculo explicito de los
valores de expectacion de
(L) y (L?) para el PACM y
el SACM.

Recordemos nuevamente que se estd usando como convencién de fase a
O™ = (=1)"="m0 . De esta manera, se pueden definir como componentes
del operador de momento angular a:

L =2t o4,
Lo = V2[iT @ 7]} (H.1)

con

[ﬁ'T ® ﬁuf] = Z (1m11m2|sm)ﬁ'jn1 ﬁ'mz =

mima
= > (Imydmg|Sm)af, (~1)' "2z (H.2)
mimo

_ El signo y el factor de enfrente se elige de tal manera que se satisface
Lo#l,|0) = \/§ﬁ$|0> y se garantiza LL = L_.. Tomando en cuenta (H.1), el op-
erador de la componente del momento angular en z y el operador del cuadrado
del momento angular estan dados por:

~ 1 - ~

L= (L +L) (H.3)
~ 1 -~ - PO ~
L2 = (Ll + L Ly) + L2 (H.4)



H.1. Calculo explicitoAde los valores de
expectacién de (L,) y (L?) para el PACM.

Para poder definir <I:x> en términos de «, es conveniente primero obtener
(7t ® ﬁ][ms]>, entonces:
([F" @ #]l) = N O[6 + (o - DN @ RF)[6T + (- #1)V|0) =
= NZ N2l x all(o][g + (o™ - #)IV ' o! + (a- 1)V 0) =
= NEN? o x al¥ING2, =
N1+ (a* - )|V

= N2[a X o

Por lo tanto:

t g 4115] o x ay
(i o 73T = NS (115)
Entonces:
(B) = 5 {(E) +(E)} = 5 {-2(0F @ 718, + 2l @712y} =
1 [a* x a]l4 [a* x &)L
= PV aa )
Por lo tanto:
r N * ~11 * ~11
(Lyx) = m{[a x all, — [« xa]ﬂ} (H.6)

Primeramente definamos L2 en términos de (H.1), entonces:
N 1 .~ = PN ~
L? = 5(LJFL_ +L_Ly)+L3=

=2 {—W ®fr]}HW e#L, - e L F ol + # oA @#li} =
=2{(-1) AT a7 @4}, } +2{(-D°[# @ 7][#T @ 7]}

+2{ +1 T®7T]+1[ T®7T 1}—

it @ AL [ @ AlL,, =

= 4[2
= —2\/§Z

:-2[2 1,m; 1, (=m)|00)[#! @ 7] [#T @ )L, =

:—zf[[ fo ' e 7 @ #]Y,.

103



= 1\)/1;"1 = —(_\}%m. De lo anterior, se ob-

donde se uso que (1,m;1,—m|00) =

serva que es importante desarrollar [#f ® 7] [#T @ #]L, | entonces:

7t @ #] AT @ 4L, =
= Z (L, ma; 1, ma|l, M)At Z (1,ms; 1, ma|l, —m)al, 7, =

mimsa ms3maq

= Z (]wml; 1,m2\1,m) Z (1,m3; 1am4|1a 7m) {’;rjnlfrmzﬁjngﬁ—m4} =
mi1mso m3my

= Z (17m1;17m2‘17m) Z (17m3;13m4|1a_m)x
mi1mso m3mag

x {75, (=D)tmeaTmegl (—1)tmmagTmal =

= > (masLmallm) D (1ma;1,mall,—m)(=1)' 2 (=1)' ™ x

mimsa m3maq

x {75, 77meRl AT =

= Y (Lma;Lmollm) > (1,ms; 1, mal1,—m) (1)1 772 (=1)' ™ x
mimsa m3ma

x {7l (7L &7 48 )T =

= Z (1,mq;1,me|1,m) Z (1,mg; 1, my|1, —m)x

mimsa mama
P T
' Z (Lma; 1, maf1L, m) Z (1,m3;1,my|1, —m)x
mimsa o)
X {(_ 1 ma s jnl(s'r_ngn2< 1)1_m4ﬁ'_m4} _
= Z (17m1;17m2‘17m) Z (1,m3;1’m4|17_m)><
e mamy

T A _1\1l—ma2 4~ T mo »
X {ﬂ-ml mgﬂ-mZﬂ—m4 + ( 1) mlémg 7Tm4}
Entonces:

At el Etoql,, =

= Z (1am1;17m2‘1>m) Z (1?m3;17m4|1a_ {ﬂ-ml mgﬂ-m2ﬁ-m4}
mimsa m3ma

+ Z (1am1;17m2|17m) Z (17m3;17m4‘17_m){(_1)1 " Tlém;n%]rm4}
mima mamay

(H.7)
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Lo que implica que:

[# @ fr]1 ® [it @ 4]l =
1)1+

_Z \f - Z (1,mq;1,mo|1,m) Z (1,mg3;1,myq|1, —m)x

mimsa ma3maqg

{frjﬂ Y Foma frma

1+m
Z ) Z (1,mq;1,mo|l,m) Z (1,m3;1,my|l, —m)x
m mimsa m3mng
x {(— 1)1 T2 S F, } (H.8)
Por lo tanto:
1+m
—2[2 > (LmaLmall,m) Y (1, ma; 1 mall, —m)x
f mi1mso m3may
X {T(ml jngﬂ'mzﬂ'nM}
1+m
_2\fz \f Z 1,mq;1,ma|l,m) Z (1,mg;1,my|l, —m)x
mima2 ms3my
X { - 1 "R jn16m3 ﬂ-m4} (Hg)

Renombremos como:

L2 = —2\/52 \[ Z (1,mq;1,mo|1,m) Z (1,mg;1,myq|1l, —m)x

mima m3maq

; f
X {wml Ting T Tma

y
1+m
—2\fz > (Lmalmall,m) Y (1ms; 1 mall, —m)x
f mimso ma3ma
< {(=1)'7mea Jn15m2”27fm4}
De esta manera:
. 1+m
L = 2\/32 Z (1,mq;1,ma|l, m) Z (1,m3;1,my|l, —m)x
\/7 mi1mso m3may
) (=) 62 o, | =
:22 Z - 1+mim2(17m1;17m2|1’m)(1a_mQ;lam4|17_m)X
m Mmimamay
X il g
:22 Z H’m mz"'Q(H'm?)(l —ma; 1, m|1,my)x

m Mmimaoamayg

x (1, —ma; 1 m|l, —ma) 7}, #m, =
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=2 Z (_1)1—m15m1’ i m17rm4 _22 1 mia ﬁfml _

mi1may mi

Entonces: )
L3 = 2h, (H.10)

Lo que implica:

—2\@2 \[ Z (Lmi;1,mall,m) > (1,mg; 1, mall, —m)x

mi1mso m3maq

X {ﬂ'mlﬂ'jnsﬂ'mQﬂ'm4} + 2ii, (H.11)

Se sigue entonces que:

1+

(12 f2\fz \[ - > (1mas1,mall,m) Z (1,ms; 1, ma|1, —m)x

mim2

X NROI[6 + O ama™)N {& 5, &L oo Fom, } | ZamﬁT 1V 10)

m

+2<ﬁ7r>:
= —2V3NEN?(N —1) ZZ

1+m

X Z l,ml;l,m2|1,m)amlam2 Z (1,m3; 1, my|1, =m)ay,, Qm, X

x (Ol6 + O ap AN 2t + (O amdl)]V720) + 2(0) =
= —2VBNZN?(N - 1)?[[a* x @' x [a* x a]']
= —2V3N%}(N — 1)

~

+2(fr)

ONR2, + 2y =

)

[[o* x &' x [o* x a]']

Por lo tanto:
1 11°
[[oz* x a]” x [a* x @] ]

[1+ (- a)]?

(£2) = 2N(O‘*7'ff)a _9BN(N — 1) 0 (H.12)

106



H.2. Calculo explicitoAde los valores de
expectacién de (L,) y (L?) para el SACM.

Para poder definir (Ly) en términos de o, es conveniente obtener (|7 ®7%]£,SL]>,
entonces:
[ N 7% dr dre
L(N +n0)! ] dyy® dy3°
x (016 + (- )V @ 2R 61 + ya(a - A1) VF0(0) =
N )P 5 dmo dne
0 (N+n0)[ m d,yno d no 7172
O+ RS+ (A0 =
Nt dmo  dro
O pngt] (Voo
X (N+mng— )L+ m7@ -«
a2 (V2
= NN o (N + o)
X [1+772(a" - )]

2 (NY)?

" (N +no)!

k=maxz(no—1,0)

(A @ &) = N,

= M (N + no)?la* x ai

2
:NN,nO m d nOd 071’72

)}J\H»no 1

(s) 4" dmo  qro

(N+n0)[a X a]m d,yng d TL(J

g Y172 X

N4no—1 __

T (N +ng)[a” X a5 %

Por lo tanto:

t o alSly — Ve s gls Fi(a?)
([f' @ 7;n") = (N +no)la” x al;, Foo(a?) (H.13)
Entonces:
<f4x>:%{<ﬂ+> } f{ 27t @ ALy +2(#f @ AL} =
1 1 Fu(e?)

_ - {—Q(N +no)e* x &

1 Fii(e?)
5 +2(N + no)[a™ x a]- }

1 Foo(a?) ! Foo(0?)

Por lo tanto:

Fii(o

(L) = (N +no) {lo x alt, — all} = Foo(a

(H.14)
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Entonces, al igual que en el PACM, se tiene que:

1+m
—2\/§Z Z (1,mq;1, mo|l,m) Z (1,m3;1,my|l, —m)x
f mi1mso m3maq
N! dme d”0
2
X Niv [<N+no>'} e e
O| G+ Za* Am N+no {ﬂ-ml m37rm27?rm4 Za 71' N+n0|0>
+2<ﬁ7r> =
NI 2 (—1)t+m
= -2V3N%, [} N +n9)* (N +ng—1)2Y ~——x
N,ng (N+n0)' ( 0) ( 0 ) %: \/g
X Z (1,mq; 1, mo|1,m)ay, G, Z (1,m3; 1, my|1, —=m)ag, Qm, X
mi1mso m3maq
dno dno 9
x WW(%W@ x
x (0[[6 + Zafn% IVH=2s Zamﬂm IVFT210) + 2(h,) =
= —2V3N3 L2(N+n)2(N+n —1)%x
Nomo | (N 4 ng)! 0 0
0
w o ~l v o ~1l
X [[a x a)” x [a" x a }Ox
dro dro 2 * N+ng—2 ~
X 7 e (112 (V4 mo = L+ (e - )V + 2R =
N1)?2 ~ ~11°
_ _zﬁf\/]%,7mw(+))(N +10)(N + 19 — 1) [[a* x &' x [a* x aﬂo x
dme dne 2 Nno—2 R
— 1 . =2 | 9(h,) =
X (1172)° [1 +my2(a” - a)] + 2(fy)
2 (N1)? o ol « o ~111°
:—2\/§NN’noﬁ(N+n0)(N+no—l) |:[Oé XOZ] X[CY XO(] :|O><

N+ng—2
dno dno 2 N+TL02>
e S (N,
d’y?o d’ygo ) k=maz(no—2,0) k

E+2)0 1% . .
X {M] (a* - )k +2(f,)
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Por lo tanto:

F11(0é2)

(2) = 2(N 4 no)(e" ) ot ooy

110 Foo(a?)
0 Foo(a?)

— 2V3(N + ng)(N + ng — 1) [[a* x @' x [a* x & (H.15)
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Apéndice 1

Céalculo explicito de Ly y L2
en términos de o para el
PACM y el SACM.

Dados los resultados obtenidos en el apéndice H para I:xAy IAJZApara el PACM
y el SACM, a continuacién se hard el célculo explicito de Ly v L? en términos
de a.

Sabemos que para el PACM:

(£ = ey (0" ¥ @1t — " x @) (L)
(L2 = 2Nm —2V3N(N - 1) {[a* Tf_il:ji;frﬁ (1.2)
v que para el SACM:
(L) = (¥ +10) {0 x @]Ly = [ x @i} ?;;Ejzi (1.3)
(£2) = 2N + no)(a” ~a>§j}j}§j§§
— 2VB(N +no)(N 419 — 1) [[a* x &' x [0 x a]l}z ?zzgzzg (1.4)
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Utilizando la siguiente parametrizacion:
"y = % exp®® sin()
= ag = acos(f)

y tomando en cuenta:

- &m = (_1)1_ma—m
Obtenemos que:
n ail =a_q

] a"‘_lza+1

v ao = (1) ey = apn
= ag = (—1)' "% = —ap
De esta manera:
[ x a)l; = (1,+1;1,0[1, +1)a% do + (1,0; 1, +1]1, +1)agds =
=(1,41; 1,01, +Da_ja0 + (1,0; 1, +1]1, +Da_ja0 =

! ! NG
= ——0_100 — —(=Q0_10o = — a_100 =
\/i 10 \/§ 10 10

= —\/5% exp ™~ sin(f)a cos(f) = —a? exp~ ' sin() cos(f) (I.5)

7

[ xally = (1,-1;1,0[1, —1)a* a0 + (1,0; 1, =1[1, ~1)aga-1 =
= _(17 _17 17 O|17 —1)a+1a0 + (17 07 17 _1|1’ _1)04-&-1040 =
1

= o109 + Q4100 = ap100 =
+1C&0 \/> +1¢&0 +1C¢0

= \/Q\j% exp T sin(f)a cos(0) = a? exp ™t sin(0) cos(h) (1.6)

[a* x @]y = (1,+1;1,—1|1,0)a’ ;a—1 + (1,0; 1,0|1, 0)eg cio
+ (L, =L 1, +1]1,0)a jay1 =

= (1,+1;1,—1]1,0)aq 11 — (1,0;1,0|1,0)ad + (1, —1; 1, +1[1,0)a 10y =
= (L +1;:1,-1]1,0)[ar 101 — apra—] + (0)ag =0 (L.7)
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Entonces:

{la* xa]l, —[a* xa]},} =
= a® exp™® sin(6) cos(6) + o exp~ ¥ sin(f) cos(d) =
=a? sin(f) cos(6) {exp+i¢ + exp_i¢} _

= 2a?sin(#) cos(f) cos(¢) = a? cos(¢) sin(26)

_1\1-m
[[a*xa}lx[a*xaﬂzzz( ”3 0" x al,, [a* xalt,, =

\[ m
1 1

= ot xal o7 xal, + o <l o xall, -
- % {—a®sin®(0) cos®(0) — a* sin?(6) cos(0) }

4 :2
- lO/L Sin2(0) COS2(0) = _iaﬁl Sin2(9) COS2(9) _ _a Sin (29)

V3 2V/3 2V3

Por lo tanto para el PACM se tiene que:

a2

(L) = N cos(¢) sin(29)m

2 054
+ N(N — 1)sin?(20)

<f;2> =2Na? m

1+ a2
y para el SACM:

F11(Oé2)
Fyo(a?)

(L) = (N + ng) cos(¢) sin(26)a

2 Fll(a2)
Foo(a2)
)

+ (N 4 n0)(N +ng — 1) sin?(20)

(£2) = 2(N + no)a

4 P (a?)
F00(0é2)
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Apéndice J

Calculos explicitos

importantes relacionados al
PACM.

= Demostracion que

€sin2(20) + (1 — :U)Z[COSQ(QH) +1)=(1- :v)g +sin2(20)[¢ — (1 — x)%} (J.1)
usando:

sin?(f) + cos?(f) = 1 (J.2)

¢sin?(260) + (1 — x)g[cos2(20) +1] = €5in?(20) + (1 — x)§[2 — sin2(26)] =
= ¢sin?(20) + (1 — m)% —(1- z)g sin?(26) =
= (1—2)5 +sin’(20)[¢ — (1 - )]
= Demostracion que
¢sin2(20) + (1 — x)g[cos@@) 12 =

—(1— x)g[l — cos(20)] + sin?(20)[¢ — (1 — x)z} (1.3)
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¢sin®(20) + (1 — x)g[cos(w) 12 =

= £sin?(20) + (1 — x)%[eosz(QQ) — 2c08(20) + 1] =

o

= £sin?(20) + (1 — :z:)g[cosz(QQ) F1] - (1—2)< cos(20) =

[\

—(1- z)g +sin2(20)f€ — (1 — x)g] —(1- x)g cos(26) =
= (1- z)%[l — c0s(26)] + sin?(20)[¢ — (1 — x)z]
donde se tomo en cuenta (J.1).
= Definicién de la igualdad mostrada en la ecuacién (4.21) en térmi-
nos de (.
Usando el cambio de variable visto anteriormente:

2

= [3 + 0082(29)]54 — 4B + —2 [sz(@) + 6052(9)] +3=

2

2«
A= 1+ a?] (J:4)
y usando las siguientes definiciones trigonométricas:
sin?() + cos?(f) = 1
sin?(0) = %(1 — cos(20)) (J.5)
cos?(0) = %(1 + cos(26)) (J.6)
obtenemos que:
L o a? a?
1+ [2—sin (20)]m + 2 cos(20) AT ol 2 T
_ ozz][i j: 25;8(29)a2 + [1+ cos®(20)] 8* — 2% =
4 2
- [11: 52]2 2 E i ;27229)] + [1+cos®(20)] 8 - 25% =
204 41 402 cos?(6
B [u vt (ua - oﬂPﬂ . jo;]g) + [+ cos*(260)] 5% —25% =
2 0.2
=[26*—28*+1] + W + [1+ cos?(20)] B* — 28% =
— [34 cos(20)] B* — 48 + 4‘[3‘ COSZ](S )
4a? 0052(9)
o?]

M+a??
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40 cos? () — 2 cos?(0)[1 + a?)?
1+ a?]?

= [3+ cos®(20)| B* — 48% +

— 2sin*(f) +3 =
1+at
= [3 4 cos®(20)| B* — 487 — 2cos?(0)[28" — 28% + 1] — 2sin®(0) + 3 =
= [3 + cos?(26) — 4 cos?(0)] B* — 4(1 — cos®(0))?
— 2[sin®*(#) 4 cos®(0)] +3 =
= [3 4 cos®(260) — 4 cos®(9)] B* — 4sin®*(0)8° — 2+ 3 =
= [3+ cos?(26) — 2(1 + cos(26))] B* — 2(1 — cos(26))8* + 1 =
(cos®(0) — 2cos(20) + 1) B* + 2(cos(20) — 1)8% + 1 =
[

= (3 4+ cos?(20))B* — 482 — 2 cos?(6) { ] —2sin?(0) +3 =

cos(26) — 1)28* + 2(cos(20) — 1)B* +1 =
— [(cos(260) — 1)8% +1]° (J.7)

= Pasos para mostrar que (4.27) es una ecuacién de orden cuatro
en v.
Del capitulo 4, tenemos que (4.27) tiene la siguiente forma:

(—2Qcos(20) — (1 — z)e(N — 1) sin(20)) 8°
+ ([4¢ — (1 — 2)c](N — 1) sin(26) cos(26)
+ (1 —z)e(N —1)sin(20))8* = 0 (J.8)

Si hacemos un cambio de variable:
v = cos(20)
V1 -2 =sin(26) (J.9)

y definimos:

Tabla J.1: Coeficientes pertenecientes a (J.10).
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tenemos que (J.8) puede ser expresada como:

(Aw+ BV/1—02)B* + (Coov/1 =02+ D1 —02)B* =0 (J.10)

= (A*v + ByV1 — 02)62 +4/1 —112(6'*11—1—D*)62 =0
= A =—\1-v2[(Cwv + D,)B* + B, ]

elevando al cuadrado de ambos lados:

= A2v* = (1-v*)[(C.v+ D,)*B* + 2B, (C.v + D,)B* + B?]

= A%? = (Cyv + D,)?B* + 2B.(Cyv + D)3 + B?

— (Cyv + D,)*v?B* — 2B, (Cyv + D,)v*3? — B%?

= A2v? = C?p%? + 20D, + D2B* + 2B,C.3*v + 2B, D, 3* + B?
— C2p%* — 20, D.f*° — D?3%? — 2B,C. % — 2B.D.f*? — B2

agrupando términos tenemos que:

= C?2p%* + 20,(D,.f* + B.5*)v®
— [(¢? - D?)B* —2B.D.* — B2 — A|v?
—20,(D.B* + B.s%)v — [D2B* + 2B.D.3* + B =0 (J.11)

Definiendo coeficientes A,B,C',D y E como:

A=C2pt
B =20,(D.* + B.A?)
C =—[(C2 - D?)3* — 2B, D32 — B> — A2
D = —2C,(D,B* + B,?)

E = —[D?3* +2B.D.3* + B

Tabla J.2: Coeficientes pertenecientes a (J.12). Las definiciones de A, B, C.
y D, son dadas en la tabla J.1.

la ecuacién (J.11), y por lo tanto (J.8), pueden ser expresadas como:

Avt + Bv® + Cv?* + Dv+E =0 (J.12)
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Apéndice K

Calculos explicitos
importantes relacionados al

SACM.

= Demostracion que

Esin®(20) + (1 — x)Z[cos(?@) 12 =

~ (1 —x)g[l — cos(20)] + sin?(20)[¢ — (1 —x)%] (K.1)

¢sin2(20) + (1 — x)z[cos@e) -

= £sin?(20) + (1 — a:)%[cosz(QG) — 2cos(20) + 1] =

= £sin?(20) + (1 — x)g[cos%ze) +1-(1— x)g cos(20) =
=(1- a:)% +sin?(20)[¢ — (1 — x)z] (- m)% cos(20) =

—(1- x)%[l — cos(20)] + sin?(20)[¢ — (1 — m)g]

donde se tomo en cuenta (J.1).
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= Pasos para mostrar que (4.49) es una ecuacién de orden cuatro
en v.
Del capitulo 4, tenemos que la ecuacién (4.49) tiene la siguiente forma:

2 Fll(Oé2) n
— 2Q cos(26) <a Foo(a?) — ™ —|—0n0)>
+ [4¢€ — (1 — 2)c| (N + no — 1) sin(26) cos(20) x
% <a4 F22(a2) ’no(no — 1) )

Foo(a2) (N —|— no)(N + nog — 1)
2F2JX72(042)

— (1 =x)e(N +no — 1) sin(20)a Foo(a?)

=0 (K.2)

Si hacemos un cambio de variable:

v = cos(26)

V1 —v? =sin(20) (K.3)

y definimos:

_ 2 I (a2) n
A =20 (O‘ Foola?) ~ <N+Ono>)

o Faa(a? no(no—1)
B, = [4€ — (1 — 2)c| (N +ng — 1) (a4 et (N+n3§<zov+no—1>)

2 Fyp % (e?)

Ci=—-(1—-2)c(N+ny— 1) o)

Tabla K.1: Coeficientes pertenecientes a (K.4) en términos de los coeficientes de
la ecuacién (K.2).

tenemos que (K.2) puede ser expresada como:

Av+ Boov1—02 +CV/1—-0v2=0 (K.4)

= Av++V1—-v3(Bow+C)=0
= A, =—vV1-v2(Bow+C,)

elevando al cuadrado de ambos lados:

= Alv® = (1-v*)[Blv® + 2B.Cov + C7]
= A%? = B%v? + 2B, C,v + C? — B%v* — 2B, C,v® — C?v?
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agrupando términos tenemos que:
Bt +2B,C0% + (C? + A2 — B)v? —2B,C,v — C? =0 (K.5)

Definiendo coeficientes A, B, C, D y E como:

A=B,
B =2B,C,
C=(C}+A?-B2)
D = —2B,C,

E—_c?

Tabla K.2: Coeficientes pertenecientes a (K.6). Las definiciones de A, By, C.
y D, son dadas en la tabla K.1.

la ecuacién (K.5), y por lo tanto (K.2), pueden ser expresadas como:

Avt + Bv* + Cv?* + Dv+ E =0 (K.6)
= Calculos explicitos en SACM para o << 1 hasta segundo orden.

Tomando en cuenta las expresiones de la tabla G.1 y desarrollando hasta
segundo orden en « se obtiene:

Foo(on) = (]\S]-\if-!);o)! (A0a2"° + Boa2"°+2)

Fn(o?) = (s (7 & Bra)

Fyy(a?) = (]\;szo)! (Aga®m0™* + Bya®mo2)

Fy3(a?) = (N(T);)' (Az0®™ 70 + Bya®m0™%) (K.7)
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Los coeficientes de (K.7) estan dados por:

n, . n, . 2
Ao = SRl (ne)? Bo = grtroneeem [(mo + 1))

ng—1)! no—1)! 2
Ay = WrneDlngl)2 By = Wrmes i (g 4 1)1]

(K.8)

Ay = W=l 102 B, =

N+4ng—2)! 2
(no—2)!N! (n(o—l)![()N—)l)! [(no + 1)|]

no— H no— ! 2
Az = 4((1:::_:5:)11?1)!"(”0!)2 By = (n((ﬁ;)!(()zvg_)‘l)! [(no +1)!]

En este caso se puede hacer la reducciéon de A1, Az, A3, By, By y B3 como:

no—k)! no—k)! 2
Ay = %(no!)2 By, = (nO(JrI\ﬁk—())!(zl\cf)lm[(no +1)1] (K.9)

De esta manera, para k=1,2 y 3:
Frr(a®)  Apa®mo—2F 4 Bja?no—(2k—2)
Foo(a?) Aga2mo + Bya2not2
A+ Bra? 1 A(l+ Fa?) 1
N Ap + Boa? a2k A (1+ @ag) o2k
0 Ao

_ Ak Bk 2 BO 2\
_azkA0(1+Aka )(1—A0a)—
Ay, B, By

. _ Doy o
_a2kA0[ +(Ak Ao)a]
Por lo tanto, para k =1, 2, 3:

g2k Een(®) A ﬁ(& _Bo
Foo(a?) Ay A A Ag

)a? (K.10)
Por lo tanto, se necesita saber quiénes son ‘2—2, ﬁ—z y f—g, entonces:

ﬂ_ (N+n0—k)!n0! . (N—F’I’Lo—k‘)'no(no—k)'

Ay (ng — k)N +ng)! (ng— k)Y (N +ng)--- (N +ng—k)!
Por lo tanto:

Ap (N—|—n0—k)'n0(n0—k)'

Ay (no— k)N +ng) - (N +ng—k)!

Para el caso de ﬁ—’;‘ con k =1,2,3 tenemos:

(K.11)

Bk N [(n() + 1)']2N'(’I’L0 — k)' _
A (e)2(N=Dl(ng+1—k)!
[(no +1) - (ng — k)1 *N(ng — k)!

(o (no — K)DE(N — 1)l(ng + 1 — k) -~ (ng — k)!
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Por lo tanto:

B [(no +1)--- (ng — k)!] *N(ng — k)!

— = K.12
Ay (ng-+-(ng —K)N2(N =Dl (nog+1—k)---(ng — k)! ( )
Para ]j—g tenemos:
A (N— Dol (N — D)lng! = N(no+1)
Entonces:
B
=0 = N(ng+1) (K.13)
Ag
De esta manera:
At mo
AO o (N—F’I’Lo)
é _ ’no(no — 1)
AO (N + no)(N + nog — 1)
& _ ’I’Lo(no — 1)(110 — 2)
AO (N+TL())(N+TLQ—1)(N+TLO—2)
& o N(?’LO + 1)2
A1 o no
@ . N(no + 1)2
A2 (’flo — 1)
% - N(TLQ + 1)2
A3 o (no — 2)
By
— =N(ng+1) (K.14)
A

Con lo anterior, uno obtiene que:

o Fui(a?) no no N(ng+1)* n o2
Foo(a2) (N + ’fL()) (N + no) ( o N( 0 + 1))
a4F22(O[2) ~ Tlo(no — 1)
F()()(Ozz) (N + no)(N +ng — 1)
TL()(TLO — 1) N(no + 1)2 . n ag
+ (N+n0)(N+n01)( =1 0“))
6 F33(a?) ~ no(no — 1)(ng — 2)
Foo(a2) (N+7’L0)(N+710*1)(N+TL072)
no(no — 1)(no — 2) N(ng +1)°
T N F o) (N + g — 1)(N+n0—2)< (no —2) _N(”O+1)>“2
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Por lo tanto:
2 F11 "o N{no +1) o?

(@?) _

Foo(a?) ~ (N +ng) (N +ng)
(o)
(

o

aFoo(a®) no(no —1)
Foo(a?) ~ (N +n0)(N+mno—1)
2Nng(ng + 1) 2
(N+n0)(N+np—1)"
6F33(0é2) ~ no(no — 1)(n0 — 2)
@ Fyo(a?) ™ (N +no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)
3Nng(ng 4+ 1)(ng — 1) 2
TN ) b )N o2 Y

(0%
(0%
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