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Capítulo 1

Introducción

La tarea de resolver un problema analítico queda siempre inconclusa.

Demostrar la existencia y algunas propiedades básicas de la solución se

considera, por lo general, satisfactorio, pero quedan siempre importantes

preguntas por responder. Tales cuestiones, no sólo son de importancia

básica desde el punto de vista teórico, también son inevitables cuando

se desea aplicar el análisis a la descripción y al control de los fenómenos

naturales, los cuales, pueden describirse en principio sólo de manera

aproximada.

El objetivo principal del estudio de un yacimiento petrolero es prede-

cir el comportamiento futuro de éste y encontrar caminos o medios que

permitan incrementar la recuperación �nal. La Ingeniería de yacimien-

tos clásica lo ofrece en un modelo básico (modelo de tanque), pero no

puede explicar adecuadamente las variaciones en el yacimiento ni los

parámetros de los �uidos en el espacio y en el tiempo. La simulación

de Yacimientos, hecha a través de computadoras, permite estudiar, de

manera detallada, el yacimiento mediante su división en cierto número

de bloques (algunas veces varios miles) y la aplicación de la ecuación

fundamental de �ujo en medios porosos a cada bloque.

Los programas computacionales que realizan los cálculos necesarios

para realizar estudios de este modelo son llamados �modelos computa-

cionales�. Recientemente, con el avance de las computadoras, los as-

pectos teóricos y prácticos del análisis numérico han recibido un gran

impulso. Estos aspectos son presentados en la literatura: ahora es posi-

ble escribir modelos más so�sticados que simulan algunos de los procesos
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más complejos que tienen lugar en los yacimientos durante la ejecución

de los planes de recuperación.

La tecnología de la simulación de yacimientos es constantemente

mejorada y ampliada. Por ende, nuevos modelos para simular complejos

planes de recuperación se proponen todo el tiempo. Este trabajo trata

sobre la construcción de los modelos matemáticos a través del modelo

físico, comenzando con el más básico (modelo bifásico) hasta el más com-

plejo (modelo térmico). La descripción de un modelo de un yacimiento

está dado en su comportamiento físico, para después expresarlo en los

modelos matemáticos y darle solución con modelos numéricos.

Modelo Matemático
El modelo físico que se desea modelar, debe ser expresado en términos

de las ecuaciones matemáticas apropiadas. Este proceso casi siempre

implica suposiciones. Las suposiciones son necesarias desde el punto de

vista práctico a �n de hacer manejable el problema tratado. Por ejemplo,

cada ingeniero de yacimientos conoce que el concepto de permeabilidad

relativa tiene limitaciones, pero, en esencia, no tenemos más remedio

que usarlo. La formulación de un modelo matemático es considerada

en el capítulo 2; esta resulta en un conjunto de ecuaciones no lineales

parcialmente diferenciales con las correspondientes condiciones iníciales

y de frontera.

Modelos de yacimientos
Un modelo matemático consiste en un conjunto de ecuaciones que

describen el �uido en un yacimiento petrolero, junto con las apropiadas

condiciones de frontera y condiciones iniciales. Los modelos matemáticos

para yacimientos petroleros han sido utilizados desde 1800. El presente

trabajo tiene como objetivo el desarrollo de tales modelos.

El �uido en movimiento en un yacimiento petrolero es gobernado

por las ecuaciones de; conservación de masa, conservación de momento

y conservación de energía. En la simulación de �ujo en un yacimiento,

la ecuación de momento está dada por la ley de Darcy (Darcy 1856).

Derivada de forma empírica, esta ley indica la relación lineal entre la

velocidad relativa de los �uidos en los sólidos y el gradiente de la pre-

sión. La �abilidad de las predicciones de un modelo de un yacimiento
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petrolero dependen de como los pozos describen el campo. Para desarro-

llar un modelo, en general, se simpli�can suposiciones necesarias, ya que

los campos son demasiado complicados para poder describirlos con exac-

titud. Las suposiciones necesarias para resolver el modelo analítico son

muy restrictivas, dado que muchas soluciones analíticas requieren que

el yacimiento sea homogéneo e isotrópico. Esto es usualmente necesario

para resolver un modelo matemático usando métodos numéricos. Desde

1950, cuando las computadoras digitales llegaron, los modelos numéricos

han sido usados para predecir, entender y optimizar los problemas físicos

de �ujo de �uidos en medios porosos. Sin embargo, con el surgimien-

to de las nuevas técnicas de recuperación en el campo de producción

petrolera, se ha enfatizado la necesidad para so�sticar las herramientas

matemáticas y computacionales capaces de modelar los fenómenos físi-

cos complicados y cambios severos entre las interfaces de los �uidos. El

objetivo de este trabajo es mostrar y derivar las ecuaciones básicas del

�ujo de �uidos en un medio poroso y algunos de sus métodos numéricos;

las propiedades roca y �uido que afectan en los parámetros; métodos

numéricos y sus aplicaciones en �ujo bifásico; �ujo en tres fases modelo

beta del petróleo negro, y �ujo composicional.

El contenido del trabajo se encuentra en siguiente orden:

En el capitulo 2 se introduce la Teoría de los Medios Continuos, que

no es más que la formulación de los modelos matemáticos de los sistemas

continuos. Está constituida por ecuaciones de balance que son aplicables

a cualquier sistema continuo de ecuaciones, independientemente de su

naturaleza. A partir de la ecuación de balance global se derivan las ecua-

ciones de balance local, las cuales constituyen, por sí mismas, los modelos

básicos de los sistemas continuos.

Luego, en el capítulo 3, se desarrollan las principales ecuaciones que

describen el �ujo de �uido en un medio poroso en un yacimiento petrolero

a partir de la formulación de la teoría de los medios continuos. De está

formulación se desarrollan las ecuaciones básicas que gobiernan el �ujo

bifásico, el �ujo de tipo modelo beta del petróleo negro, �ujo composi-

cional y �ujo térmico.

En el capítulo 4 consideraremos las propiedades roca y �uido. En
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particular, la presión capilar y la permeabilidad relativa son discutidas

en las propiedades de roca; las propiedades del agua, aceite, gas, y las

ecuaciones de estado se estudian para las propiedades del �uido. Para

ser resueltas, las ecuaciones básicas de �ujo y transporte hacen uso de

las propiedades de la roca y �uido del medio, es decir, dependen de

ellas. En este capítulo, se discutirán esas propiedades. En particular,

la presión capilar, la permeabilidad relativa, el factor de volumen de la

formación, la densidad, la solubilidad, la viscosidad, la compresibilidad

y las ecuaciones de estado son usadas para los modelos bifásico, beta

o petróleo negro, composicional y térmico. Las ecuaciones de estado de

acuerdo con la distribución de los hidrocarburos dentro de las fases. La

temperatura depende de las propiedades de la roca y el �uido, los cuales

serán también estudiados para el modelo térmico.

Por otra parte, en capítulo 5 se presentan los modelos numéricos que

sirven para modelar los modelos bifásicos y, petróleo negro o beta.
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Capítulo 2

Formulación Uni�cada de los
Modelos Matemáticos de
Sistemas Continuos

La técnica general que se utiliza para realizar la predicción es la mo-

delación. Es decir, en ella se construyen modelos y con ellos se predice el

comportamiento del sistema que interesa. Los fundamentos de la física

macroscópica los proporciona la �teoría de los medios continuos�. En este

capítulo, con base en ella se introduce una formulación clara, general

y sencilla de los modelos matemáticos de los sistemas continuos. Esta

formulación es tan sencilla y tan general, que los modelos básicos de

sistemas tan complicados y diversos como la atmósfera, los océanos, los

yacimientos petroleros, o los geotérmicos, se derivan por medio de la apli-

cación repetida de una sóla ecuación diferencial: �la ecuación diferencial

de balance�.

Dicha formulación también es muy clara, pues en el modelo general no

hay ninguna ambigüedad; en particular, todas las variables y parámetros

que intervienen en él, están de�nidos de manera unívoca. En realidad,

este modelo general de los sistemas continuos constituye una realización

extraordinaria de los paradigmas del pensamiento matemático. El des-

cubrimiento del hecho de que los modelos matemáticos de los sistemas

continuos, independientemente de su naturaleza y propiedades intrínse-

cas, pueden formularse por medio de balances, cuya idea básica no di�ere

mucho de los balances de la contabilidad �nanciera, fue el resultado de un
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largo proceso de perfeccionamiento en el que concurrieron una multitud

de mentes brillantes.

2.1. Los Modelos

Un modelo de un sistema es un sustituto de cuyo comportamiento

es posible derivar el correspondiente al sistema original. Los modelos

matemáticos, en la actualidad, son los utilizados con mayor frecuencia y

también los más versátiles. En las aplicaciones especí�cas están constitui-

dos por programas de cómputo cuya aplicación y adaptación a cambios

de las propiedades de los sistemas es relativamente fácil. También, sus

bases y las metodologías que utilizan son de gran generalidad, por lo que

es posible construirlos para situaciones y sistemas muy diversos.

Los modelos matemáticos son entes en los que se integran los conoci-

mientos cientí�cos y tecnológicos, con los que se construyen programas

de cómputo que se implementan con medios computacionales. En la ac-

tualidad, la simulación numérica permite estudiar sistemas complejos

y fenómenos naturales que sería muy costoso, peligroso o incluso im-

posible de estudiar por experimentación directa. En esta perspectiva la

signi�cación de los modelos matemáticos en ciencias e ingeniería es clara,

porqué la modelación matemática constituye el método más efectivo de

predecir el comportamiento de los diversos sistemas de interés. En nu-

estro país, ellos son usados ampliamente en la industria petrolera, en las

ciencias y la ingeniería del agua y en muchas otras.

2.2. Física Microscópica y Física Macroscópica

La materia, cuando se le observa en el ámbito ultramicroscópico,

está formada por moléculas y átomos. Estos a su vez, por partículas aún

más pequeñas como los protones, neutrones y electrones. La predicción

del comportamiento de estas partículas es el objeto de estudio de la

mecánica cuántica y la física nuclear. Sin embargo, cuando deseamos

predecir el comportamiento de sistemas tan grandes como la atmósfera

o un yacimiento petrolero, los cuales están formados por un número

extraordinariamente grande de moléculas y átomos, su estudio resulta

inaccesible con esos métodos y en cambio el enfoque macroscópico es
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apropiado.

Por eso en lo que sigue distinguiremos dos enfoques para el estudio

de la materia y su movimiento. El primero el de las moléculas, los áto-

mos y las partículas elementales es el enfoque microscópico y el segundo

es el enfoque macroscópico. Al estudio de la materia con el enfoque

macroscópico, se le llama física macroscópica y sus bases teóricas las

proporciona la mecánica de los medios continuos.

Cuando se estudia la materia con este último enfoque, se considera

que los cuerpos llenan el espacio que ocupan, es decir que no tienen

huecos, que es la forma en que los vemos sin el auxilio de un microsco-

pio. Por ejemplo, el agua llena todo el espacio del recipiente donde está

contenida. Este enfoque macroscópico está presente en la física clásica.

La ciencia ha avanzado y ahora sabemos que la materia está llena de

huecos, que nuestros sentidos no perciben y que la energía también está

cuantizada. A pesar de que estos dos enfoques para el análisis de los

sistemas físicos, el microscópico y el macroscópico, parecen a primera

vista conceptualmente contradictorio, ambos son compatibles, y com-

plementarios, y es posible establecer la relación entre ellos utilizando a

la mecánica estadística.

2.3. Cinemática de los Modelos de Sistemas Con-
tinuos

En la teoría de los sistemas continuos, los cuerpos llenan todo el

espacio que ocupan. Y en cada punto del espacio físico hay una y sola-

mente una partícula. Así, de�nimos como sistema continuo a un conjunto

de partículas. Aún más, dicho conjunto es un subconjunto del espacio

Euclidiano tridimensional. Un cuerpo es un subconjunto de partícu-

las que en cualquier instante dado ocupa un dominio, en el sentido

matemático, del espacio físico; es decir, del espacio Euclidiano tridimen-

sional. Denotaremos por B(t) a la región ocupada por el cuerpo B, en el
tiempo t; donde t puede ser cualquier número real.

Frecuentemente, sin embargo, nuestro interés de estudio se limitará

a un intervalo �nito de tiempo. Dado un cuerpo B, todo subdominio
~B � B, constituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que ~B �
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B es un subcuerpo de B. De acuerdo con lo mencionado antes, una
hipótesis básica de la teoría de los sistemas continuos es que en cualquier

tiempo t 2 (�1;1) y en cada punto x 2 B de la región ocupada por
el cuerpo, hay una y sólo una partícula del cuerpo. Como en nuestra

revisión se incluye no solamente la estática (es decir, los cuerpos en

reposo), sino también la dinámica (es decir, los cuerpos en movimiento),

un primer problema de la cinemática de los sistemas continuos consiste

en establecer un procedimiento para identi�car a las partículas cuando

están en movimiento en el espacio físico.

SeaX 2 B, una partícula y p(X; t) el vector de la posición que ocupa,
en el espacio físico, dicha partícula en el instante t: Una forma, pero no la

única, de identi�car la partícula X es asociándole la posición que ocupa

en un instante determinado. Tomaremos en particular el tiempo t = 0;

en tal caso p(X; 0) � X:

A las coordenadas del vector X � (X1; X2; X3), se les llama las

coordenadas materiales de la partícula. En este caso, las coordenadas

materiales de una partícula son las coordenadas del punto del espacio

físico que ocupaba la partícula en el tiempo inicial, t = 0. Desde luego,

el tiempo inicial puede ser cualquier otro, si así se desea. Sea B el do-
minio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial, entonces X 2 B si
y solamente si la partícula X es del cuerpo. Es decir, B caracteriza al
cuerpo. Sin embargo, debido al movimiento, la región ocupada por el

mismo cambia con el tiempo y será denotada por B(t).

Formalmente, para cualquier t 2 (�1;1); B(t) se de�ne por

B(t) �
�
x 2 R3 j 9X 2 B tal que x = p(X; t)

	
(2.1)

el vector posición p(X; t) es función del vector tridimensional X y del

tiempo. Si �jamos el tiempo t; p(X; t) de�ne una transformación del es-

pacio Euclidiano R3 en si mismo y la Ec. (2.1) es equivalente a B(t) =
p(B; t): Una notación utilizada para representar esta familia de fun-
ciones es p(�; t). De acuerdo a la hipótesis de los sistemas continuos:
En cualquier tiempo t 2 (�1;1) y en cada punto x 2 B de la región

ocupada por el cuerpo hay una y sólo una partícula del cuerpo B para
cada t �jo. Es decir, p(�; t) es una función biunívoca, por lo que existe la
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función inversa p�1(�; t).
Si se �ja la partícula X en la función p(X; t) y se varía el tiempo t,

se obtiene su trayectoria. Esto permite obtener la velocidad de cualquier

partícula, la cual es un concepto central en la descripción del movimiento.

Ella se de�ne como la derivada con respecto al tiempo de la posición

cuando la partícula se mantiene �ja. Es decir, es la derivada parcial con

respecto al tiempo de la función de posición p(X; t). Por lo mismo, la

velocidad como función de las coordenadas materiales de las partículas,

está dada por

V
¯
(X; t) �

@p

@t
(X; t): (2.2)

2.4. Propiedades Intensivas y sus Representaciones

En lo que sigue consideraremos funciones de�nidas para cada tiempo,

en cada una de las partículas de un sistema continuo. A tales funciones

se les llama �propiedades intensivas�. Las propiedades intensivas pueden

ser funciones escalares o funciones vectoriales. Por ejemplo, la velocidad,

de�nida por la Ec. (2.2), es una función vectorial que depende de la

partícula X y del tiempo t.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres

escalares, correspondientes a cada una de sus tres componentes. Hay

dos formas de representar a las propiedades intensivas: la representación

Euleriana y la representación Lagrangiana. Los nombres son en ho-

nor a los matemáticos Leonard Euler (1707-1783) y Joseph Louis La-

grange (1736-1813), respectivamente. Frecuentemente, el punto de vista

Lagrangiano es utilizado en el estudio de los sólidos, mientras que el

Euleriano se usa más en el estudio de los �uidos.

Considere una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo t toma

el valor �(X; t) en la partícula X. Entonces, de esta manera se de�ne

una función � : B ! R1, para cada t 2 (�1;1) a la que se denomina
representación Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Aho-

ra, sea  (x; t) el valor que toma esa propiedad en la partícula que ocupa

la posición x, en el tiempo t. En este caso, para cada t 2 (�1;1) se
de�ne una función  : B(t) ! R1 a la cual se denomina representación
Euleriana de la función considerada. Estas dos representaciones de una
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misma propiedad están relacionadas por la siguiente identidad

�(X; t) �  (p(X; t); t): (2.3)

Nótese que, aunque ambas representaciones satisfacen la Ec. (2.3),

las funciones �(X; t) y  (x; t) no son idénticas. Sus argumentos X y x

son vectores tridimensionales (es decir, puntos de R3); sin embargo, si
tomamos X = x, en general

�(X; t) 6=  (X; t): (2.4)

La expresión de la velocidad de una partícula dada por la Ec. (2.2),

de�ne a su representación Lagrangiana, por lo que utilizando la Ec. (2.3)

es claro que
@p

@t
(X; t) = V

¯
(X; t) � v

¯
(p(X; t); t) (2.5)

donde v
¯
(x; t) es la representación Euleriana de la velocidad. Por lo mismo

v
¯
(x; t) � V

¯
(p�1(x; t); t): (2.6)

Esta ecuación tiene la interpretación de que la velocidad en el punto

x del espacio físico, es igual a la velocidad de la partícula que pasa por

dicho punto en el instante t. La Ec. (2.6) es un caso particular de la

relación

 (x; t) � �(p�1(x; t); t)

de validez general, la cual es otra forma de expresar la relación de la Ec.

(2.3) que existe entre las dos representaciones de una misma propiedad

intensiva.

La derivada parcial con respecto al tiempo de la representación La-

grangiana �(X; t) de una propiedad intensiva, de acuerdo a la de�nición

de la derivada parcial de una función, es la tasa de cambio con respecto

al tiempo que ocurre en una partícula �ja. Es decir, si nos montamos

en una partícula y medimos a la propiedad intensiva y luego los valores

así obtenidos los derivamos con respecto al tiempo, el resultado �nal

es @�(X;t)
@t

: En cambio, si  (x; t) es la representación Euleriana de esa

misma propiedad, entonces @ (x;t)
@t

es simplemente la tasa de cambio con
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respecto al tiempo que ocurre en un punto �jo en el espacio. Tiene in-

terés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en una

partícula �ja, cuando se usa la representación Euleriana. Derivando con

respecto al tiempo a la identidad de la Ec. (2.3) y la regla de la cadena,

se obtiene

@�(X; t)

@t
=
@ 

@t
(p(X; t); t) +

3X
i=1

@ 

@xi
(p(X; t); t)

@pi
@t
(X; t): (2.7)

Se acostumbra de�nir el símbolo D 
Dt
por

D 

Dt
=
@ 

@t
+

3X
i=1

vi
@ 

@xi
(2.8)

o, más brevemente,
D 

Dt
=
@ 

@t
+ v
¯
� r (2.9)

llamada derivada material, utilizando esta notación, se puede escribir

@�(X; t)

@t
=
D 

Dt
(p(X; t) �

�
@ 

@t
+ v
¯
� r 

�
(p(X; t); t): (2.10)

Por ejemplo, la aceleración de una partícula se de�ne como la deriva-

da de la velocidad cuando se mantiene a la partícula �ja. Aplicando la

Ec. (2.9) se tiene
Dv
¯

Dt
=
@v
¯
@t
+ v
¯
� rv
¯

(2.11)

una expresión más transparente se obtiene aplicando la Ec. (2.9) a cada

una de las componentes de la velocidad. Así, se obtiene

Dvi
Dt

=
@vi
@t
+ v
¯
� rvi: (2.12)

Desde luego, la aceleración, en representación Lagrangiana es simple-

mente
@

@t
V
¯
(X; t) =

@2

@t2
p(X; t): (2.13)

2.4.1. Propiedades Extensivas

En la sección anterior se consideraron funciones de�nidas en las

partículas de un cuerpo, más precisamente, funciones que hacen co-

rresponder a cada partícula y cada tiempo un número real, o un vector
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del espacio Euclidiano tridimensional R3. En ésta, en cambio, empezare-
mos por considerar funciones que a cada cuerpo B de un sistema con-
tinuo, y a cada tiempo t le asocia un número real o un vector de R3. A
una función de este tipo E(B; t) se le llama �propiedad extensiva�cuando
esta dada por una integral

E(B; t) �
Z
B(t)

 (x; t)dx
¯
. (2.14)

Observe que, en tal caso, el integrando de�ne una función  (x; t) y

por lo mismo, una propiedad intensiva. En particular, la función  (x; t)

es la representación Euleriana de esa propiedad intensiva. Además, la Ec.

(2.14) establece una correspondencia biunívoca entre las propiedades ex-

tensivas y las intensivas, porqué dada la representación Eulereana  (x; t)

de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el dominio ocupado

por cualquier cuerpo, de�ne una propiedad extensiva. Finalmente, la no-

tación empleada en la Ec. (2.14) es muy explícita, pues ahí se ha escrito

E(B; t) para enfatizar que el valor de la propiedad extensiva corresponde
al cuerpo B. Sin embargo, en lo que sucesivo, se simpli�cara la notación
omitiendo el símbolo B es decir, se escribirá E(t) en vez de E(B; t):
Hay diferentes formas de de�nir a las propiedades intensivas. Como

aquí lo hemos hecho, es por unidad de volumen. Sin embargo, es frecuente

que se le de�na por unidad de masa véase (ver [14]). Es fácil ver que

la propiedad intensiva por unidad de volumen es igual a la propiedad

intensiva por unidad de masa multiplicada por la densidad de masa (es

decir, masa por unidad de volumen), por lo que es fácil pasar de un

concepto al otro, utilizando la densidad de masa.

Sin embargo, una ventaja de utilizar a las propiedades intensivas por

unidad de volumen, en lugar de las propiedades intensivas por unidad de

masa, es que la correspondencia entre las propiedades extensivas y las

intensivas es más directa: dada una propiedad extensiva, la propiedad

intensiva que le corresponde es la función que aparece como integrando,

cuando aquélla se expresa como una integral de volumen. Además, del

cálculo se sabe que

 (x; t) � l��m
V ol!0

E(t)
V ol

= l��m
V ol!0

R
B(t)

 (�; t)d�

V ol
: (2.15)
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La Ec. (2.15) proporciona un procedimiento efectivo para determi-

nar las propiedades extensivas experimentalmente: se mide la propiedad

extensiva en un volumen pequeño del sistema continuo de que se trate,

se le divide entre le volumen y el cociente que se obtiene es una buena

aproximación de la propiedad intensiva.

El uso que haremos del concepto de propiedad extensiva es, desde

luego, lógicamente consistente. En particular, cualquier propiedad que

satisface las condiciones de la de�nición de propiedad extensiva estable-

cidas antes es, por ese hecho, una propiedad extensiva. Sin embargo, no

todas las propiedades extensivas que se pueden obtener de esta manera

son de interés en la mecánica de los medios continuos. Una razón bási-

ca por la que ellas son importantes es porqué el modelo general de los

sistemas continuos se formula en términos de ecuaciones de balance de

propiedades extensivas, como se verá más adelante.

2.4.2. Balance de Propiedades Extensivas e Inten-
sivas

Los modelos matemáticos de los sistemas continuos están consti-

tuidos por balances de propiedades extensivas. Por ejemplo, los modelos

de transporte de solutos (los contaminantes transportados por corrientes

super�ciales o subterráneas, son un caso particular de estos procesos de

transporte) se construyen haciendo el balance de la masa de soluto que

hay en cualquier dominio del espacio físico. Aquí, el término balance se

usa, esencialmente, en un sentido contable. En la contabilidad que se re-

aliza para �nes �nancieros o �scales, la diferencia de las entradas menos

las salidas nos da el aumento, o cambio, de capital. En forma similar,

en la mecánica de los medios continuos se realiza, en cada cuerpo del

sistema continuo, un balance de las propiedades extensivas en que se

basa el modelo.

Ecuación de Balance Global Para realizar tales balances es nece-

sario, en primer lugar, identi�car las causas por las que las propiedades

extensivas pueden cambiar. Tomemos como ejemplo de propiedad exten-

siva a las existencias de maíz que hay en el país. La primera pregunta es:

¿qué causas pueden motivar su variación, o cambio, de esas existencias?
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Un análisis sencillo nos muestra que dicha variación puede ser debida

a que se produzca o se consuma. También a que se importe o se ex-

porte por los límites del país (fronteras o litorales). Y con esto se agotan

las causas posibles; es decir, esta lista es exhaustiva. Producción y con-

sumo son términos similares, pero sus efectos tienen signos opuestos, que

fácilmente se engloban en uno solo de esos conceptos. De hecho, si con-

venimos en que la producción puede ser negativa, entonces el consumo

es una producción negativa.

Una vez adoptada esta convención, ya no es necesario ocuparnos

separadamente del consumo. En forma similar, la exportación es una

importación negativa. Entonces, el incremento en las existencias �E en
un período �t queda dado por la ecuación

�E = P+ I (2.16)

donde a la producción y a la importación, ambas con signo, se les ha

representado por P y I respectivamente.
Similarmente, en la mecánica de los medios continuos, la lista ex-

haustiva de las causas por las que una propiedad extensiva de cualquier

cuerpo puede cambiar, contiene solamente dos motivos:

i) Por producción en el interior del cuerpo; y

ii) Por importación (es decir, transporte) a través de la fron-

tera.

Esto conduce a la siguiente ecuación de �balance global�, de gran

generalidad, para las propiedades extensivas

dE
dt
(t) =

Z
B(t)

g(x; t)dx+

Z
@B(t)

q(x; t)dx+

Z
�(t)

g�(x; t)dx: (2.17)

Donde g(x; t) es la generación en el interior del cuerpo, con signo,

de la propiedad extensiva correspondiente, por unidad de volumen, por

unidad de tiempo. Además, en la Ec. (2.17) se ha tomado en cuenta la

posibilidad de que haya producción concentrada en la super�cie �(t),

la cual está dada en esa ecuación por la última integral, donde g�(x; t)

es la producción por unidad de área. Por otra parte q(x; t) es lo que se
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importa o transporta hacia el interior del cuerpo a través de la frontera

del cuerpo @B(t); en otras palabras, es el �ujo de la propiedad extensiva
a través de la frontera del cuerpo, por unidad de área, por unidad de

tiempo. Puede demostrarse, con base en hipótesis válidas en condiciones

muy generales, que para cada tiempo t existe un campo vectorial �(x; t)

tal que

q(x; t) � �(x; t) � n(x; t) (2.18)

donde n(x; t) es normal exterior a @B(t). En vista de esta relación, la
Ec. (2.17) de balance se puede escribir como

dE
dt
(t) =

Z
B(t)

g(x; t)dx+

Z
@B(t)

�(x; t)�n(x; t)dx+
Z
�(t)

g�(x; t)dx: (2.19)

La relación (2.19) se le conoce con el nombre de �ecuación general de

balance global�y es la ecuación básica de los balances de los sistemas

continuos. A la función g(x; t) se le denomina generación interna y al

campo vectorial �(x; t) el campo de �ujo.

Condiciones de Balance Local Los modelos de los sistemas conti-

nuos están constituidos por las ecuaciones de balance correspondientes

a una colección de propiedades extensivas. Así, a cada sistema continuo

le corresponde una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo

matemático del sistema está constituido por las condiciones de balance

de cada una de las propiedades extensivas de dicha familia.

Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan direc-

tamente en la formulación del modelo, en su lugar se usan las propiedades

intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porqué las ecua-

ciones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de

balance local, las cuales se expresan en términos de las propiedades in-

tensivas correspondientes. Las condiciones de balance local son de dos

clases: �las ecuaciones diferenciales de balance local�y �las condiciones

de salto�.

Las primeras son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben sa-

tisfacer en cada punto del espacio ocupado por el sistema continuo, y

las segundas son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben

sa-tisfacer donde ocurren; es decir, en cada punto de �. Cabe mencionar
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que las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho más

amplio que las condiciones de salto, pues estas últimas solamente se

aplican cuando y donde hay discontinuidades, mientras que las primeras

en todo punto del espacio ocupado por el sistema continuo.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales y de salto del ba-

lance local, e incorporada la información cientí�ca y tecnológica nece-

saria para completar el modelo (la cual por cierto se introduce a través

de las llamadas écuaciones constitutivas�), el problema matemático de

desarrollar el modelo y derivar sus predicciones se transforma en uno

correspondiente a la teoría de la ecuaciones diferenciales, generalmente

parciales, y sus métodos numéricos.

Las Ecuaciones de Balance Local En lo que sigue se supone que

las propiedades intensivas pueden tener discontinuidades, de salto exclu-

sivamente, a través de la super�cie �(t). Se entiende por �discontinuidad

de salto�, una en que el límite por ambos lados de �(t) existe, pero son

diferentes. Se utilizará en lo que sigue los resultados matemáticos que se

dan a continuación, (ver [13]).

Teorema 1 Para cada t > 0, sea B(t) � R3 el dominio ocupado por
un cuerpo. Suponga que la �propiedad intensiva� (x; t) es de clase C1,

excepto a través de la super�cie �(t). Además, sean las funciones v(x; t)

y v�(x; t) esta última de�nida para x2 �(t) solamente, las velocidades
de las partículas y la de �(t), respectivamente. Entonces

d

dt

Z
B(t)

 dx �
Z
B(t)

�
@ 

@t
+r � (v )

�
dx+

Z
�

[(v � v�) ] � ndx: (2.1)

Teorema 2 Considere un sistema continuo, entonces, la ecuación de
balance global se satisface para todo cuerpo del sistema continuo si y

solamente si se cumplen las condiciones siguientes:

i) La ecuación diferencial

@ 

@t
+r � (v ) = r � � + g (2.20)

vale en todo punto x2 R3, de la región ocupada por el sistema.
ii) La ecuación

[ (v � v�)� � ] � n = g� (2.21)
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vale en todo punto x2 �.

A las ecuaciones (2.20) y (2.21), se les llama ecuación diferencial de

balance local y condición de salto, respectivamente.

Desde luego, el caso más general que se estudiará se re�ere a situa-

ciones dinámicas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas

cambian con el tiempo. Sin embargo, los estados estacionarios de los sis-

temas continuos son de sumo interés. Por estado estacionario se entiende

uno en que las propiedades intensivas son independientes del tiempo. En

los estados estacionarios, además, las super�cies de discontinuidad �(t)

se mantienen �jas (no se mueven). En este caso @ 
@t
= 0 y v� = 0. Por lo

mismo, para los estados estacionarios, la ecuación de balance local y la

condición de salto se reducen a

r � (v ) = r � � + g (2.22)

que vale en todo punto x2 R3 y

[ v � � ] � n = g� (2.23)

que se satisface en todo punto de la discontinuidad �(t) respectivamente.

2.5. Los Modelos de los Sistemas Continuos

Sistemas Continuos de una y Varias Fases Dos conceptos rela-

cionados, utilizados en el estudio de los sistemas continuos, son el de

�fase�y �componente�. La diferencia entre mezcla y disolución (o solución),

la cual es ampliamente conocida, puede ayudar a motivar estos concep-

tos. Por ejemplo, si disolvemos sal de mesa (cloruro de sodio) en agua

pura y aumentamos la sal disuelta por encima de la concentración de

saturación el exceso de sal se separa. Entonces, esa sal no disuelta puede

mezclarse, por ejemplo, utilizando un mecanismo revolvedor, hasta for-

mar una mezcla relativamente homogénea. Sin embargo, si esa mezcla

se deja en reposo al poco tiempo veremos que la sal que no se disolvió

se mueve hacia la base del recipiente. En este caso podemos distinguir
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dos fases, la fase liquida y la fase sólida. Además, la fase liquida y la fase

sólida se mueven con diferentes velocidades, pues la fase liquida esta en

reposo, mientras que la fase sólida (la sal no disuelta) se mueve hacia el

fondo del recipiente.

Forma General de los Modelos de los Sistemas Continuos Los

modelos de los sistemas continuos modelan sus procesos; por ejemplo:

el transporte de solutos contenidos en un �uido. Como ya se dijo, se

identi�ca a un conjunto �nito, o familia, de propiedades extensivas (una,

dos, tres, etc.). A cada una de las propiedades extensivas de esa familia

se les impone la condición de satisfacer el Balance Global de la Ec.(2.17),

en cada cuerpo del sistema continuo, lo cual es equivalente a la ecuación

diferencial de Balance Local y a la Condición de Salto. Es interesante

mencionar, que esta forma de proceder se aplica no solamente a sistemas

continuos de una sola fase, sino también a sistemas de varias fases como

los yacimientos petroleros y los geotérmicos.

Ecuaciones Básicas de los Modelos Continuos La discusión y

resultados presentados anteriormente, se aplican a continuación para

derivar una forma muy general de los sistemas de ecuaciones que gobier-

nan a los modelos de los sistemas continuos. Sea M el número de fases

que integran a un sistema continuo. Denotaremos por N� el número

de propiedades extensivas, asociadas con la fase � (� = 1; 2; 3; :::;M)

Suponga además, que para � = 1; 2; :::; N� y � = 1; 2; 3; :::;M , la

propiedad intensiva asociada a la extensiva E�
� es  

�
� de manera que

E�
� =

Z
B�(t)

 �� (x; t) dx (2.24)

Aplicando las ecuaciones de balance, Ecs.(2.20) y (2.21) se obtiene

@ ��
@t

+r �
�
v ��

�
=r � ��� + g�� (2.25)

8�=1; 2; :::; N� y � = 1; 2; 3; :::;M

y las condiciones de salto�
 �� (v

� � v�)� ���
�
� n= g��� (2.26)

8�=1; 2; :::; N� y � = 1; 2; 3; :::;M
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Estas son las ecuaciones básicas que gobiernan a una gran diversi-

dad de sistemas continuos. Sin embargo, ellas no constituyen modelos

completos. Decimos que el modelo de un sistema continuo es completo si

de�ne un problema bien planteado. Se dice que un problema de valores

iniciales y de frontera es bien planteado si se cumple que:

a) Existe una y sólo una solución, y

b) Esta depende de manera continua de las condiciones iniciales y de

frontera del problema.

Para obtener modelos completos, además de las ecuaciones básicas,

(2.25) y (2.26), es necesario evaluar la generación interna, determinada

por las funciones g�� y g��� y el campo de �ujo, ��� en términos de

funciones conocidas de las propiedades intensivas asociadas. A través

de estas funciones, llamadas �ecuaciones constitutivas�, se integra el

conocimiento cientí�co y tecnológico en los modelos matemáticos, el cual

es proporcionado por las ciencias y las tecnologías. Ellas pueden ser la

Física, la Química, la Biología, las Ingenierías, etc.; todo depende de la

clase de procesos involucrados. Por ejemplo, al estudiar el transporte de

un soluto producido por una reacción química, la rapidez con que se

produce el soluto depende de la concentración de él y de las demás sus-

tancias que participen en la reacción, por lo que el suministro externo,

g (x; t), sería una función de esos parámetros. En este caso, a través de

esta función se integraría el conocimiento químico en el modelo. Observe

que en este caso el suministro externo proviene del interior del sistema

en estudio, pero se origina en alguna otra, u otras componentes que son

ajenas, o externas, a aquélla a la que se le hace el balance.

En resumen, los modelos de los sistemas continuos están constituidos

por:

Una colección de propiedades intensivas o, lo que es lo mismo,

extensivas;

El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes (dife-

renciales y de salto), en cada una de las cuales la velocidad de las

partículas es la de la fase correspondiente;
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Su�cientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas entre

sí y que de�nan a, y en términos de éstas, las cuales se conocen

como leyes constitutivas; y

Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propieda-

des intensivas.
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Capítulo 3

Modelos Matemáticos de
Yacimientos Petroleros

3.1. Flujo Bifásico

3.1.1. Ecuaciones Diferenciables Básicas del Mod-
elo Bifásico.

En la presente sección se hace uso de la formulación de los sistemas

continuos (2.20) derivaremos a continuación las ecuaciones que consti-

tuyen el modelo de �ujo bifásico a través de un medio poroso.

@ 

@t
+r � ( v) = r � � + g (3.1)

Suposiciones del Modelo Bifásico.

Algunas de las hipótesis básicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay dos fases líquidas la del agua y la fase del aceite.

II. El yacimiento está saturado por los �uidos.

III. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

IV. No hay procesos difusivos de masa

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.

Fase Componente Masa
agua (w) agua (w) Mw

aceite (o) aceite (o) Mo
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Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Bifásico

Las propiedades extensivas en que se basa el modelo bifásico, son

dos:

1. La masa del agua, en la fase del agua.

Mw (t) �
Z
Bw(t)

�Sw�wdx,

2. La masa de aceite líquido.

Mo (t) �
Z
Bo(t)

�So�odx,

Aquí Bw y Bo son los cuerpos de la fase agua, y la fase de aceite líqui-

do. Para cada una de las propiedades extensivas aplicamos la ecuación

general de balance global es:

dE

dt
(t) �

Z
B(t)

g (x; t) dx+

Z
B(t)

� (x; t) � n (x; t) dx

Observamos que para cada una de estas dos propiedades extensivas � =

0; dado que el modelo bifásico asume de que no hay procesos difusivos,

por lo tanto el balance global de las propiedades se reduce a:

dMw

dt
(t)�

Z
B(t)

gwdx

dMo

dt
(t)�

Z
B(t)

godx

Por lo tanto hemos usado una notación obvia g� para término fuente para

cada una de las propiedades extensivas. En la ingeniería petrolera, para

efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notación de inyección

(q�) o extración (�q�).Sus velocidades respectivas son vw y vo . Las
propiedades intensivas correspondientes a estas propiedades extensivas

son:

 w=�Sw�w

 o=�So�o
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Las ecuaciones básicas del modelo se obtienen aplicando las Ecuaciones

de Balance Local, Ecs.(2.20), a estas dos propiedades intensivas. Las

ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(2.20), correspondientes a

las propidades extensivas son:

@�Sw�w
@t

+r � (�Sw�wvw) = qw (3.2)

@�So�o
@t

+r � (�So�ovo) = qo (3.3)

Haciendo uso de la siguiente relación que vincula la velocidad de las

partículas con la velocidad de Darcy en cada fase:

u� = �S�v
�; � = w; o y g (3.4)

y sustituyendo (3.4) en las ecuaciones (3.2)-(3.3) se obtiene:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.5)

@�So�o
@t

+r � (�ouo)= qo (3.6)

Hay varias leyes constitutivas que completan el modelo para el �ujo

multifásico, tales como la saturación, presión capilar, ley de Darcy y

permiabilidad relativa, las cuales deben ser incluidas. La saturación de

un �uido está de�nida como la fracción de volumen de los poros ocupada

por las fases en un medio poroso lleno. El factor que relaciona los dos

�uidos juntos es que llenan el espacio vacio de los poros, esto implica

que:

Sw + So = 1; (3.7)

donde Sw y So representan la fracción del volumen de los poros ocupada

por las fases agua(fase mojante) y aceite(fase no mojante) respectiva-

mente.

Las diferencias de presión, está dada por la presión capilar dada por

la siguiente expresión:

pc = po � pw (3.8)
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Empíricamente la presión capilar está en función de la saturación Sw:

La ley Darcy para el caso de �ujo multifásico se expresa como:

u� =
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w y o (3.9)

donde �� k; kr�; p� y �� son la aceleración gravitacional, el tensor de

permeabilidad intrinseca, la permeabilidad relativa, presión y viscosidad

para cada fase �, respectivamente. Sean q� el número �nito de pozos de

inyección o extracción dependiendo del signo de q�. Las densidades �w
y �o son funciones de sus respectivas presiones. Así antes de sustituir

la ecuación (3.9) en la ecuaciones (3.5) y (3.6) y usando las ecuaciones

(3.7) y (3.8), podemos completar el sistema de dos ecuaciones para dos

de las cuatro principales incógnitas p� y S� , � = w; o.

3.2. Flujo trifásico o Modelo Beta del petróleo Ne-
gro

3.2.1. Ecuaciones Diferenciables Básicas del
Modelo Beta o de Petróleo Negro.

En el presente sección se hace uso de la formulación de los sistemas

continuos (ver [1] ) derivaremos las ecuaciones que constituyen el modelo

de �ujo multifásico a través de un medio poroso, también conocidas en

la literatura de ingeniería de yacimientos petroleros como modelo beta

o de petróleo negro (ver [4]).

@ 

@t
+r � ( v) = r � � + g (3.10)

Suposiciones del Modelo Beta o de Petróleo Negro. Algunas de

las hipótesis básicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases �uidas en el yacimiento; dos líquidas y la fase gaseosa.

Las líquidas son la fase del agua y la fase del aceite líquido.

II. El yacimiento está saturado por los �uidos.

III. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

IV. Hay dos clases de hidrocarburos: volátiles y no volátiles.
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V. La fase gaseosa está formada por hidrocarburos volátiles, exclusi-

vamente.

VI. La fase del aceite líquido contiene hidrocarburos volátiles y no

volátiles.

VII. Hay intercambio de hidrocarburos volátiles entre la fase del aceite

líquido y la fase gaseosa.

VIII. No hay procesos difusivos de masa.

Una de las fases líquidas, es la fase agua y la otra es la llamada

fase de aceite líquido. El agua contenida en fase agua, puede contener

diversas sustancias disueltas, pero no hidrocarburos, porque el aceite no

es soluble en agua. La fase de aceite líquido contiene hidrocarburos que

clasi�caremos en dos grupos: hidrocarburos no volátiles y hidrocarburos

volátiles (gas disuelto). La fase gas, está formada principalmente por

hidrocarburos en estado gaseoso (cuya composición química es la mis-

ma que la del gas disuelto, consiste principalmente en metano y etano).

Para reducir la confución entre fase y componente. Usaremos subíndices

en minúsculas y mayúculas, para denotar fase y componente, respecti-

vamente. Notemos que la fase agua consta de una sola componente. El

subíndice s indica las condiciones estandar.

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.

Fase Componente Masa
agua (w) agua (w) Mw

aceite (o)
aceite (o)
gas disuelto(Go)

MOo

MGo

gas (g) gas (g) Mg

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Beta del Petróleo
Negro

Para poder de�nir apropiadamente la masa correspondiente a cada

componente, es necesario tomar en cuenta la hipótesis II del modelo

Beta, es decir cada componente ocupa una fracción de poro o hueco.

Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Beta de yacimien-

tos petroleros, son cuatro:
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1. La masa del agua, en la fase del agua.

Mw (t) �
Z
Bw(t)

�Sw�wdx,

2. La masa de aceite no volátil, en la fase del aceite líquido.

MOo (t) �
Z
Bo(t)

�So�Oodx,

3. La masa de aceite volátil (gas disuelto), en la fase del aceite líquido.

MGo (t) �
Z
Bo(t)

�So�Godx,

La masa de aceite volátil en la fase gaseosa

Mg (t) �
Z
Bg(t)

�Sg�gdx.

Aquí Bw,Bo y Bg son los cuerpos de la fase agua, la fase de aceite líquido

y la fase gaseosa. Para cada una de las propiedades extensivas aplicamos

la ecuación general de balance global tenemos:

dE

dt
(t) �

Z
B(t)

g (x; t) dx+

Z
B(t)

� (x; t) � n (x; t) dx

Observamos que para cada una de estas cuatro propiedades extensivas

� = 0 dado que el modelo beta de petróleo negro asume de que no hay

procesos difusivos, por lo tanto el balance global de las propiedades se

reduce a:

dMw

dt
(t)�

Z
B(t)

gwdx

dMOo

dt
(t)�

Z
B(t)

godx

dMGo

dt
(t)�

Z
B(t)

�
gog + gGo

�
dx

dMg

dt
(t)�

Z
B(t)

(ggo + gg) dx
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Por lo tanto hemos usado una notación obvia g� para término fuente

para cada una de las propiedades extensivas. En la ingeniería petrolera,

para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notación de

inyección (q�) o extración (�q�).
Sus velocidades respectivas son vw, vo y vg . Las propiedades inten-

sivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:

 w=�Sw�w

 o=�So�Oo

 Gs=�So�Go

 g =�Sg�g:

Las ecuaciones básicas del modelo se obtienen aplicando las Ecuaciones

de Balance Local, Ecs.(3.10), a estas cuatro propiedades intensivas. Las

aplicaremos con ��� = 0, porque se ha supuesto que no hay difusión

de las masas de las diferentes componentes. Por lo que respecta a las

fuentes, g��, se tomará en cuenta el término q�. Al respecto, sin embargo,

debe señalarse que en muchas aplicaciones de la Ingeniería Petrolera la

extracción por pozos en el yacimiento se incorpora tomando q�� 6= 0.
Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.10), correspon-

dientes a las propidades extensivas son:

@�Sw�Ws

@t
+r � (�Sw�Wsv

w) = qw (3.11)

@�So�Oo
@t

+r � (�So�Oovo) = qo (3.12)

@�So�Go
@t

+r � (�So�Govo) =
�
qog + qO

�
(3.13)

@�Sg�g
@t

+r �
�
�Sg�gv

g
�
= (qgo + qG) (3.14)

Haciendo uso de la siguiente relación que vincula la velocidad de las

partículas con la velocidad de Darcy en cada fase

u� = �S�v
�; � = w; o y g (3.15)
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y sustituyendo (3.15) en las ecuaciones (3.11) a la (3.14) se obtiene

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.16)

@�So�Oo
@t

+r � (�Oouo)= qo (3.17)

@�So�Gs
@t

+r � (�Gouo)=
�
qog + qO

�
(3.18)

@�Sg�g
@t

+r �
�
�gug

�
=(qgo + qG) (3.19)

al sumar las ecuaciones (3.18) y (3.19), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw
@�So�Oo

@t
+r � (�Oouo)= qo (3.20)

@
�
�
�
Sg�Go + Sg�g

��
@t

+r �
�
�Gouo + �gug

�
= qG + qO.

A los hidrocarburos volátiles contenidos en la fase del petróleo líquido

frecuentemente se les llama gas disuelto. Además, la notación que se

utiliza es:

�o =
mo

Vo
y �Go =

mGo

VGs
:

Aquí, Vo es el volumen de la fase petróleo líquido, mientras que mo y

mGo son las masas de los hidrocarburos no volátiles y del gas disuelto

(hidrocarburos volátiles), respectivamente, contenidas en la fase petróleo

líquido, �Oo y �Go a se les llama densidad neta del aceite y densidad neta

del gas disuelto, respectivamente.

Por lo anterior, tanto la fase agua como la fase gas constan de una

sola componente, mientras que la fase aceite consta de dos: los hidrocar-

buros no volátiles y el gas disuelto. Esto da un número total de cuatro

componentes. La densidad neta del aceite ( �Oo) y la densidad neta del

gas disuelto (�Go ), son iguales a la masa por unidad de volumen de la

fase del petróleo líquido de estas componentes. En particular, la densi-

dad de la fase del petróleo líquido, �o =masa total de la fase/volumen

de la fase, satisface:

�o = �Oo + �Go:
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Finalmente,

Rso =
�Go
�Oo

La fracción de masa de las componentes del aceite y gas pueden ser de-

terminadas por la solubilidad del gas, el factor RS es igual al cociente de

la masa de gas disuelto entre la de los hidrocarburos no volátiles. Este

cociente, en forma un poco diferente, se utiliza ampliamente en la prác-

tica en la Ingeniería Petrolera. En ella se de�ne Rs � Rs�oSTC=�gSTC ,

donde �oSTC y �gSTC son, respectivamente, las densidades del aceite y

del gas en las condiciones del tanque de almacenamiento (stock tank

conditions).

El factor de volumen de la formación de aceite Bo es el cociente

del volumen Vo de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el

volumen VOs de la componente aceite medida a condiciones estandar

está dado por:

Bo (p; T ) =
Vo (p; T )

VOs
(3.21)

tenemos que Vo y VOs estan expresados por la siguiente relación:

Vo=
mo

�o
(3.22)

VOs=
mo

�Os
(3.23)

entonces sustituyendo las ecuaciones (3.22) y (3.23) en la ecuación (3.21)

y realizando una manipulación algebraica podemos obtener:

�o =
�Os
Bo

(3.24)

El factor de volumen de la formación de gas Bg es el cociente del volumen

Vg de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el volumen VGs
de la componente gas medida a condiciones estandar está dado por:

Bg (p; T ) =
Vg (p; T )

VGs
(3.25)

de manera análoga a la del aceite podemos obtener la densidad del gas

�g entonces tenemos:

�g =
�Gs
Bg

(3.26)
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El factor de volumen de la formación de agua Bw es el cociente del

volumen Vw de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el

volumen VWs de la componente gas medida a condiciones estandar está

dado por:

Bw (p; T ) =
Vw (p; T )

VWs

(3.27)

de forma similar a la del aceite podemos obtener la densidad del agua

�w entonces tenemos:

�w =
�Ws

Bw

(3.28)

Para el Modelo Beta del Petróleo Negro, en ocaciones es conveniente

trabajar con ecuaciones de conservación en volumen estandar, en vez de

la ecuación de conservación en masa.

Sustituyendo las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.28) en el sistema de

ecuaciones (3.20), y haciendo uso del factor Rso obtenemos la ecuación

de conservación sobre volumen estandar: Las ecuaciones (3.29)-(3.31)

representan el balance sobre el volumen estandar:

@

@t

�
��Ws

Bw

Sw

�
+r �

�
�Ws

Bw

uw

�
= qW (3.29)

@�

@t

�
�Os
Bo

So

�
+r �

�
�Os
Bo

uo

�
= qO (3.30)

@

@t

�
�

�
�Gs
Bo

So +
Rso�Gs
Bg

Sg

��
+r �

�
�Gs
Bo

uo +
Rso�Gs
Bg

ug

�
= qG. (3.31)

La ley Darcy para el caso de �ujo multifásico se puede expresar como:

u� = �
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w; o y g (3.32)

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, kr� es la permeabili-

dad relativa de la fase �, �� es el coe�ciente de viscosidad de la fase �,

�� es el peso especí�co de la fase �, mientras que z es la profundidad.

En lo que sigue, supondremos que estas tres fases �uidas llenan com-

pletamente los poros del yacimiento, que es la situación más frecuente

en las aplicaciones a la Ingeniería Petrolera. En este caso:

Sw + So + Sg = 1 (3.33)
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Finalmente la presión de las fases está relacionada con las presión capilar:

pcgo (Sg) = pg � po, pcow (Sw) = po � pw (3.34)

note que no es necesario de�nir la tercera presión capilar pcgw está se

puede de�nir en términos de las presiones pcgo y pcow.El gasto volumetrico

a condiciones estandar es:

qW =
qWs�Ws

Bw

qO=
qOs�Os
Bo

(3.35)

qG=
qGs�Gs
Bg

+
qOsRso�Gs

Bg

dadas las expresiones anteriores entonces �Ws; �Os y �Gs son constantes

se puede eliminar la densidades a condiciones estandar.

3.3. Flujo Composicional

3.3.1. Ecuaciones Diferenciales Básicas del Módelo
Composicional

Suposiciones del Modelo Multifásico Composicional.

Algunas de las hipótesis básicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases �uidas en el yacimiento; dos líquidas y la fase gaseosa.

Las líquidas son la fase del agua y la fase del aceite líquido.

II. Tanto en la fase aceite como en la de gas; hay Nc componentes.

III. Hay intercambio de masa entre la fase del aceite líquido y la fase

gaseosa.

IV. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

V. El sistema está en equilibrio termodinámico estable.

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.
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Fase Componente Masa
agua (w) agua (w) Mw

aceite (o)

C1
C2
...
Cn

Mio

gas (g)

C1
C2
...
Cn

Mig

Con los símbolos �io y �ig representaremos la densidad molar del

componente i en la fase aceite (líquido) y gas (vapor) respectivamente,

i = 1; 2; 3; : : : ; Nc; donde Nc es el número de componentes. La densidad

molar esta dada por:

�� =
NcX
i=1

�i�; � = o; g (3.36)

La fracción de mole del componente i en la fase � es

xi� =
�i�
��
; i = 1; 2; 3; : : : ; Nc � = o; g (3.37)

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Composicional
Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Composicional de

yacimientos petroleros, son:

1. La masa del agua, en la fase del agua.

Mw (t) �
Z
Bw(t)

�Sw�wdx,

2. Las masas de Nc componentes en la fase aceite.

Mio (t) �
Z
Bo(t)

�So�iodx i = 1; 2; 3; : : : ; Nc,
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3. Las masas de Nc componentes en la fase gas .

Mig (t) �
Z
Bg(t)

�So�igdx i = 1; 2; 3; : : : ; Nc.

Aquí Bw,Bo y Bg son los cuerpos de la fase agua, la fase de aceite

líquido y la fase gaseosa. Para cada una de las propiedades exten-

sivas aplicamos la ecuación general de balance global:

dE

dt
(t) �

Z
B(t)

g (x; t) dx+

Z
B(t)

� (x; t) � n (x; t) dx

Observamos que, para últimas dos propiedades extensivas � 6= 0;
dado que que hay procesos difusivos. por lo tanto el balance global

de las propiedades se reduce a:

dMw

dt
(t)�

Z
Bw

gwdx

dMo

dt
(t)�

Z
BO

�
gioig + gO

�
�r � � iodx

dMg

dt
(t)�

Z
Bg

�
gigio + gg

�
�r � � igdx

Por lo tanto hemos usado una notación obvia g� para el término

fuente para cada una de las propiedades extensivas. En la ingeniería

petrolera, para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la

notación de inyección (q�) o extración (�q�).

Sus velocidades respectivas son vw, vo y vg . Las propiedades inten-
sivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:

 w=�Sw�w (3.38)

 io=�So�io i = 1; 2; 3; : : : ; Nc

 ig =�So�ig i = 1; 2; 3; : : : ; Nc

Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.38), correspondi-

entes a las propidades extensivas son:

@�Sw�w
@t

+r � (�Sw�wvw)= qw,
@�So�io
@t

+r � (�So�iovo)=�r � dio �
�
qio + qioig

�
; (3.39)

@�So�ig
@t

+r �
�
�Sg�igv

g
�
=�r � dig �

�
qig + qigio

�
;
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Haciendo uso de la siguiente relación que vincula la velocidad de las

partículas con la velocidad de Darcy en cada fase:

u� = �S�v
�; � = w; o y g (3.40)

y sustituyendo (3.39) en el sistema ecuaciones (3.40) se obtiene:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.41)

@�So�io
@t

+r � (�iouo)=�r � dio �
�
qio + qioig

�
(3.42)

@�Sg�ig
@t

+r �
�
�igug

�
=�r � dig �

�
qig + qigio

�
(3.43)

tomemos en cuenta que
�
qigio + qioig

�
= 0 entonces al sumar las ecuaciones

(3.42) y (3.43), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.44)

@
�
�
�
So�io + Sg�ig

��
@t

=�r �
�
�iouo + �igug

�
(3.45)

�r � (dio + dig)� (qig + qio) .

La masa total es conservativa para cada componente, haciendo uso de

la ecuación (3.37) en la ecuación (3.45) obtenemos:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.46)

@
�
�
�
Soxio�o + Sgxig�g

��
@t

=�r �
�
xio�ouo + xig�gug

�
�r � (dio + dig)� (xigqg + xioqo) .

donde �w es la densidad molar del agua, qw y qi son el índice de �ujo

molar del agua y la componente i-esima, repectivamente y di� denota el

�ujo difusivo de la componente i-esima en la fase �, � = o; g. En la ec.

(3.46) la velocidad volumétrica está dada por la ley Darcy y se puede

expresar como:

u� =
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w; o y g (3.47)

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, kr� es la permeabili-

dad relativa de la fase �, es el coe�ciente de viscosidad de la fase �, ��
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puede ser calculado de la presión temperatura y composición (ver [33]),

�� es el peso especí�co de la fase �, mientras que z es la altura.

La fracción de balance mole implica que:

NcX
i=1

xi� = 1:::� = o; g (3.48)

Adicionalmente el proceso de transporte, en un medio poroso está satu-

rado con los �uidos:

Sw + So + Sg = 1 (3.49)

Finalmente la presión de las fases están determinadas por la presión

capilar:

pcgo (Sg)= pg � po (3.50)

pcow (Sw)= po � pw

Estas presiones capilares se supone son funciones conocidas de la

saturación. La permeabilidad relativa kr� también se supone conocida

en términos de la saturación y la viscosidad ��, la densidad de masa

��es función de sus respectivas presiones según fase, � = w; o; g.

El último término en (3.48) es que involucra el �ujo difusivo di�.

La relación constitutiva precisa para esas cantidades aún necesitan ser

derivadas; por lo tanto desde un punto de vista práctico lo siguiente es

una extención apropiada para la fase simple de la ley de Fick para �ujo

multifásico. Está de�nida como:

di� = ���Di�rxi�, i = 1; 2; :::; Nc; � = o; g; (3.51)

donde Di� es el coe�ciente de difusión de la componente i en la fase �.

El �jo difusivo debe satisfaser:

NcX
i=1

di� = 0; :::� = o; g

El intercambio de masa entre la fases está caracterizado por la variación

de la distrubución de masas de cada componente en la fase líquida o
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gaseosa. Como es usual, esas dos fases se suponen estar la fases en equi-

librio estable. Esto es físicamente razonable desde el intercambio de masa

entre las fases, ocurre mucho más rápido que en el �ujo de �uidos en

medios porosos. Consecuentemente, la distribución de cada componente

(hidrocarburo) dentro de las dos fases está sujeto a la condición de equi-

librio termodinámico estable, la cual está dada por la minimización de

Gibbs energía libre del sistema composicional. (ver [2], [13]):

fio (po; x1o; x2o; :::; xNco) = fig (pg; x1g; x2go; :::; xNcg) (3.52)

donde fio y fig son funciones de la fugacidad de la i-esima componete

en la fase líquida o gas respectivamente, i = 1; 2; :::; Nc.

3.4. Flujo Térmico

3.4.1. Ecuaciones Diferenciales Básicas del Módelo
de Flujo térmico

Las ecuaciones diferenciales que han sido desarrolladas bajo las condi-

ciones donde el �ujo es isotérmico. Esta condición puede ser remplazada

con sólo agregar la ecuación de conservación de energía. Esta ecuación

introduce una variable dependiente la temperatura en el sistema. El

promedio de la temperatura de un sólido y un �uido en un medio poroso

puede no ser el mismo. Además el calor se puede intercambiar entre

fases para simpli�car usaremos que hay equilibrio termodinámico que

la temperatura es la misma en todas las fases i = 1; 2; 3; : : : ; Nc.

Suposiciones del Modelo térmico.

Algunas de las hipótesis básicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases �uidas en el yacimiento; dos líquidas y la fase gaseosa.

Las líquidas son la fase del agua y la fase del aceite líquido.

II. Tanto en la fase aceite como en la de gas; hay Nc componentes.

III. Hay fuentes de energía y cambios de temperatura.

IV. Entre las fases de aceite y gas hay intercambio de masa.

V. El sistema está en equilibrio termodinámico estable.
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VI Entre todas las fases, incluida la sólida, hay intercambio de energía.

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo térmico

Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Composicional

de yacimientos petroleros, son:

1. La masa del agua, en la fase del agua.

Mw (t) �
Z
B(t)

�Sw�wdx,

2. Las masas de Nc componentes en la fase aceite

Mio (t) �
Z
B(t)

�So�iodx i = 1; 2; 3; : : : ; Nc,

3. Las masas de Nc componentes en la fase gas

Mig (t) �
Z
B(t)

�So�igdx i = 1; 2; 3; : : : ; Nc.

4. La energía interna de cada una de las fases

Ew (t)�
Z
B(t)

�Sw�iwUwdx

Eo (t)�
Z
B(t)

�So�oUodx

Eg (t)�
Z
B(t)

�Sg�gUgdx

Es (t)�
Z
B(t)

(1� �) �sCsUsdx

Observamos que las tres primeras propiedades ya han sido desarrolladas

en el modelo composicional, para últimas cuatro propiedades extensivas

� 6= 0 dado que que hay procesos difusivos. por lo tanto el balance global
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de las propiedades se reduce a:

dMw

dt
(t)�

Z
Bw

(
gwE +

sX
�=w

gwE�

)
dx

dMo

dt
(t)�

Z
BO

(
goE +

sX
�=w

goE�

)
dx

dMg

dt
(t)�

Z
Bg

(
ggE +

sX
�=w

ggE�

)
dx

dMs

dt
(t)�

Z
Bg

(
gsE +

sX
�=w

gsE�

)
dx (3.53)

Por lo tanto hemos usado una notación obvia g� para término fuente

para cada una de las propiedades extensivas. En la ingeniería petrolera,

para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notación de

inyección (q�) o extración (�q�). Las condiciones de conservación son
las siguientes

gwEo + goEw=0

gwEg + ggEw=0

gwEs + gsEw=0

goEg + ggEo=0

goEs + gsEo=0

ggEs + gsEg =0

gwE + goE + ggE + gsE = qH � qL

Sus velocidades respectivas son vw, vo, vg y vs. Las propiedades
intensivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:

 w=�Sw�wUw (3.54)

 io=�So�
o
ioUo

 g =�So�igUg

 s=(1� �) �sCsUs
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Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.54), correspondi-

entes a las propidades extensivas son:

@�Sw�w
@t

+r � (�Sw�wvw) = �qw (3.55)

@�So�io
@t

+r � (�So�oiovo) = �
�
qio + qioig

�
�r � dio (3.56)

@�So�ig
@t

+r �
�
�Sg�igv

g
�
= �

�
qig + qigio

�
�r � dig (3.57)

@

@t

 
�

gX
�=w

��S�U� + (1� �) �sCsUs

!
(3.58)

= qc � qL �r �
gX

�=w

(��U�v
�) +r � (kTrT )

Haciendo uso de la siguiente relación que vincula la velocidad de las

partículas con la velocidad de Darcy en cada fase:

u� = �S�v
�; � = w; o y g (3.59)

y sustituyendo (3.59) en las ecuaciones (3.55) a la (3.58) se obtiene:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)= qw (3.60)

@�So�io
@t

+r � (�iouo)=
�
qio + qioig

�
�r � dio (3.61)

@�Sg�ig
@t

+r �
�
�igug

�
=
�
qig + qigio

�
�r � dig (3.62)

@

@t

 
�

gX
�=w

��S�U� + (1� �) �sCsUs

!

= qc � qL �r �
gX

�=w

(��U�u�) +r � (kTrT ) (3.63)

tomemos en cuenta que
�
qigio + qioig

�
= 0 entonces al sumar las ecuaciones

(3.61) y (3.62), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

@�Sw�w
@t

+r � (�wuw)=�qw (3.64)

@
�
�
�
So�io + Sg�ig

��
@t

+r �
�
�iouo + �igug

�
=� (qig + qio)�r �

�
dio + dig

�
.
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La densidad molar está dado por:

�� =

NcX
i=1

�i�; � = o; g (3.65)

La fracción de mole del componente i en la fase � es:

xi� =
�i�
��
; i = 1; 2; 3; : : : ; Nc � = o; g (3.66)

La ecuación de conservación de energía es:

@

@t

 
�

gX
�=w

��S�U� + (1� �) �sCsUs

!
(3.67)

= qc � qL �r �
gX

�=w

(��H�u�) +r � (kTrT ) (3.68)

donde T es la temperatura, U� y H� son la energía interna y entropía

de la fase � (por unidad de masa), �s y Cs son la densidad y el calor

especí�co del sólido, kT la conductividad térmica total , qc determina las

fuentes de calor y qL las perdidas de calor por las fronteras, la energía

interna y la entropía se puede calcular como sigue:

U� = CV �T , H� = Cp�T (3.69)

donde CV � y Cp� representan la capacidad especi�ca de la fase � a un

volumen y presión constante, respectivamente.

La ley Darcy para el caso de �ujo multifásico se puede expresar como:

u� =
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w; o y g (3.70)

donde k es el tensor de permeabilidad absoluta, kr� es la permeabilidad

relativa de la fase �, �� es el coe�ciente de viscosidad de la fase �, �� es

el peso especí�co de la fase �, mientras que z es la altura.

La fracción de balance mole implica que:

NcX
i=1

xi� = 1:::� = o; g (3.71)

Adicionalmente el proceso de transporte, en un medio poroso está satu-

rado con los �uidos:

Sw + So + Sg = 1 (3.72)
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Finalmente la presión de las fases están determinadas por la presión

capilar:

pcgo (Sg)= pg � po (3.73)

pcow (Sw)= po � pw

Estas presiones capilares se supone que son funciones conocidas de la

saturación. La permeabilidad relativa kr� también se supone conocida

en términos de la saturación y la viscocidad ��, la densidad de masa

��es función de sus respectivas presiones según fase, � = w; o y g.

Consecuentemente, la distribución de cada componente (hidrocar-

buro) dentro de las dos fases está sujeto a la condición de equilibrio

termodinámico estable, la cual está dada por la minimización de Gibbs

energía libre del sistema composicional:

fiw (pw; T; x1o; x2o; :::; xNcw)= fio (po; T; x1o; x2o; :::; xNco) (3.74)

fio (po; T; x1o; x2o; :::; xNco)= fig (pg; T; x1g; x2go; :::; xNcg) (3.75)

donde fi� son funciones de la fugacidad de la i-esimo componete en la

fase líquida o gas respectivamente, i = 1; 2; :::; Nc.
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Capítulo 4

Propiedades Roca-Fluido

Este capítulo está organizado de la siguiente forma. En la sección

3.1, se analizará propiedades de la roca, presión capilar y funciones

de permeabilidad relativa para dos �uido y tres �uidos. Mientras que

en la sección 3.2, se revisará las propiedades de los �uidos, tales como

PVT(presión,volumen y temperatura) datos para el agua, aceite y gas.

En la sección 3.3. se verán las ecuaciones de estado para �ujo composi-

cional.

4.1. Propiedades de la Roca

4.1.1. Saturación

Si consideramos un volumen representativo del yacimiento petrolero,

con los poros llenos de �uidos, en términos volumétricos podemos re-

presentarlo como:

V� =

nX
�=1

V�:

donde V� representa el volumen del total del espacio poroso, V� repre-

senta la fracción de volumen de la fase �.

La saturación S�,se de�ne como una fracción de volumen poroso

ocupado por un �uido en particular.

S� =
V�
V�
;

donde � = 1; 2; 3; : : : ; n para lo cual �n� signi�ca el número total de

fases �uidas presentes en el medio poroso �, V� es el espacio que ocupa

el �uido mientras V� es el volumen total del espacio poroso.
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De tal forma que el balance para la porosidad queda de la siguiente

forma:

� � V�
Vtotal

Si en un yacimiento petrolero coexisten dos �uidos (petróleo y agua,

petróleo y gas, gas y agua, etc.), estos se distribuyen en el espacio poroso

de acuerdo a sus características de mojabilidad.

La saturación de �uidos cambia tanto en el espacio como en el tiempo,

el yacimiento petrolero puede tener diferentes niveles de saturación en

sentido horizontal y sentido vertical, también esta saturación cambia

progresivamente de acuerdo al avance de la producción de �uidos.

4.1.2. Presión Capilar

En el �ujo bifásico, la discontinuidad de la presión en un �uido

ocurre através de la interfase, entre dos �uidos inmisibles (ejemplo agua

y aceite). Esto es una consecuencia de la tensión interfaseal que existe

en la interfase. La discontinuidad entre la presión de la fase no mojante

(aceite), po y la fase mojante (agua), pw, está se re�ere a la presión

capilar, pc:

pc = po � pw, (4.1)

donde la presión de las fases es tomada en la interfase de sus respectivos

lados. La típica curva de presión capilar se muestra en la �gura(4.1.2).

La presión capilar depende de la fase mojante Sw(saturación) y el cam-

bio de dirección de la saturación (drenado o imbición). El fenómeno de

dependencia de la curva en la trayectoria de la saturación es llamado

histéresis. Mientras sea posible desarrollar un modelo que tome encuen-

ta la histéresis, como resultado de la trayectoria de la saturación (ver [8]),

en la mayoria de los casos la dirección del �ujo puede serdeterminada, y

solo es necesario tomar en cuenta un algunas presiones capilares.
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Curva típica de presión capillar

El valor pcb está determinado por la presión del umbral (ver [18])

y es necesaria para iniciar el desplazamiento. El valor de la saturación

en la cual, la fase mojante no puede tener un desplazamiento largo por

la aplicación del gradiente de la presión, ésta se re�ere a la saturación

irreducible. La curva de presión capilar tiene una asíntota en la cual el

valor del gradiente de la presión permanece continua en ambas fases.

Cuando el valor de la saturación irreducible de la fase no mojante está

próxima, ocurre una situación análoga en el proceso de imbición, al �nal

de la otra curva (ver [12]).

La presión capilar se ha supuesto que depende solamente de la satu-

ración de la fase mojante. En general, también depende de otros factores

como son: la tensión super�cial �, la porosidad �, la permeabilidad k y

el ángulo de contacto � con la super�cie de la roca de la fase mojante, la

cual depende de la temperatura y composición del �uido (ver [40], [6])

y se representa con la siguiente relación:

J (Sw) =
pc

� cos �

s
k

�
,

donde J (Sw) es la J-función. Si el ángulo de contacto no se toma en
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cuenta, esta función se transforma en:

J (Sw) =
pc
�

s
k

�
.

Usando la J-función, que es la curva típica para pc; la cual se puede

obtener por medio de experimentos. Esta función es la base para algunos

métodos teóricos que permiten medir la permeabilidad k (ver [43]).

Para el �ujo trifásico, es necesario hacer uso de las tres presiones

capilares:

pcow = po � pw, pcgo = pg � po: (4.2)

Notemos que la presión capilar pcgw, se puede encontrar a partir de pcow
y pcgo:

pcgw = pg � pw = pcow + pcgo:

La presión capilar pcow y pcgo, se usualmente tienen la siguiente forma

(ver [32]).

pcow = pcow (Sw) , pcgo = pcgo (Sg) : (4.3)

donde Sw y So; son las fases de saturación del agua y aceite

respectivamente. Esas formas tienen un uso muy diverso en la ingenieria

petrolera (ver [43]).

4.1.3. Permeabilidad Relativa

La permeabilidad es una propiedad del medio poroso que cuanti�ca

la capacidad de un material para transmitir �uidos (en otras palabras es

una medida de la conductividad de un medio poroso para un �uido). La

permeabilidad se re�ere a su capacidad de permitir el �ujo de �uidos a

través del sistema de poros interconectados.

Flujo Bifásico

Las medidas de las permeabilidades relativas han sido principalmente

hechas para �ujo bifásico. La curva típica para el sistema aceite-agua con

el agua desplazando al aceite se presenta en la �gura (4.1). El valor de

Sw en la cual el agua comienza su �ujo es llamado saturación crítica Swc,

y el valor Snc en el cual el aceite suspende su �ujo se denomina como

saturación residual. Analogamente durante el drenado el ciclo Snc y Swc
son descritos como la saturación crítica y residual, respectivamente.
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Figura 4.1: Curva típica de permeabilidad relativa.

Las pendientes de las curvas de presión capilar en la saturación

irresidual deben ser �nitas en una simulación numérica, esas curvas por sí

mismas no pueden ser utilizadas para de�nir los valores de la saturación

en la cual la fase de desplazamiento llega a ser inmóvil. Estos valores

de la saturación se encontran usando la saturación residual en la cual la

permeabilidad relativa de esta fase es cero. La ley de Darcy implica que

el �ujo de la fase se detiene, por que la movilidad tiende a cero. Como

resultado, no es necesario distiguir entre saturación crítica y residual.

Como la presión capilar, la permeabilidad relativa no depende sola-

mente de la fase mojante de saturación Sw, también depende del cambio

de dirección de la saturación (drenaje o imbición). La �gura (4.2) mues-

tra el fenómeno de dependencia de la permeabilidad relativa para la fase

no mojante sobre la trayectoria de la saturación. Notemos que la curva

de imbición es siempre menor que la de drenado. Para la fase mojante,

la permeabilidad relativa no depende de la trayectoria de la saturación.

La mojabilidad de la roca también in�uye fuertemente a la

permeabilidad relativa (ver [35]).
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Figura 4.2: Sistema aceite-gas

La permeabilidad relativa debe ser determinada empíricamente o ex-

perimentalmente para cada medio poroso de particular interés. Sin em-

bargo, la literatura es rica en las expresiones analíticas para las relaciones

entre permeabilidad relativa y saturación de la fase mojante (ver [18]).

Esas expresiones fuerón usualmente obtenidas para simpli�car los mod-

elos del medio poroso.

Flujo Trifásico

En contraste al �ujo bifásico, es más complicado de�nir la permeabi-

lidad relativa para el �ujo trifásico. De forma experimental hacemos uso

del diagrama terciario, la relación entre la permeabilidad relativa y la

saturación, donde se muestra en la �gura (4.3). Este diagrama se basa

sobre el nivel de la curva de la permeabilidad relativa comienza en 1%

para cada fase. De esto podemos representar para una, dos o tres fases

donde ocurre �ujo bajo diferentes combinaciones de la saturación. En

la región triangular delimitada por tres curvas de nivel, por ejemplo el

�ujo de tres �uidos simultaneamente.

De los trabajos de Leverett y Lewis (ver [32]), la mayoria de las
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Figura 4.3: Diagrama de tres fases.

veces las medidas de las pemeabilidades relativas de las tres fases han

sido obtenidas de manera experimental. Esas medidas han indicado que

la permeabilidad relativa para las fases mojantes y no mojantes en el

sistema de tres fases son funciones de sus respectivas saturaciones como

en el sistema bifásico (ver [18], [44]).

krw � krw (Sw) , krg � krg (Sg) : (4.4)

La permeabilidad relativa para la fase intermedia mojante está en fun-

ción de dos saturaciones independientes:

kro � kro (Sw; Sg) : (4.5)

La forma funcional se muestra en la �gura (4.5). En la practica, la es-

timación de la permeabilidad relativa en tres fases está basada en dos

conjuntos de datos de dos fases: la permeabilidad relativa en un sistema

intermedio y un sistema mojante:

krow � krow (Sw) , (4.6)
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y un sistema intermedio y un sistema no mojante,

krog � krog (Sg) . (4.7)

El concepto fundamental para la fase mojante, es que ambos sistemas in-

termedio y un sistema no mojante actuan como el sistema no mojante de

una sola fase, sin embargo para el sistema intermedio y mojante su com-

portamiento es como un sistema mojante de una sola fase, la �gura (4.4)

ilustra la típica curva de la permeabilidad relativa para el sistema agua,

aceite y gas en un medio poroso isotrópico. El punto donde krow = 0,

índica la saturación máxima del agua más que la saturación crítica del

aceite hasta que la saturación del aceite, la cual puede ser reducida por el

incremento de la saturación del gas. Esto ha sido observado experimen-

talmente, así que el residuo diferente de cero (o mínimo), la saturación

del aceite Sor existe cuando el aceite es desplazado simultaneamente por

el agua y el gas. Las observaciones hechas sobre la histéresis de la

permeabilidad relativa para la fase no mojante también aplica para el

sistema de las tres fases.

Figura 4.4: Curva de permeabilidad relativa en tres fases.

El simple proceso para determinar kro es:

kro = krowkrog: (4.8)

Otros modelos fueron sugeridos por Stone, Corey, y Delshad y Pope.

Como un ejemplo, se describe dos modelos de roca, modelo I y modelo

II.
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Modelo de Roca I. La saturación se normaliza de la siguiente forma:

Snw=
So � Sor

1� Swc � Sor
; So � Sor;

Sno=
Sw � Swc

1� Swc � Sor
; Sw � Swc;

Sng =
Sg

1� Swc � Sor
:

Note que:

Snw + Sno + Sng = 1:

La permeabilidad relativa del aceite está de�nida como:

kro = Sno�w�g: (4.9)

Para determinar �w, tomamos Sg = Sng = 0; es decir, el sistema de tres

fases, se reduce el sistema agua-aceite. En este caso �g = 1 y kro = krow.

Entonces usando (4.9) tenemos:

�w =
krow (Sw)

1� Snw
: (4.10)

Similarmente para determinar �g, selecionamos Sw = Swc así que �w = 1

y kro = krog. Entonces usando (4.9) tenemos:

�g =
krog (Sg)

1� Sng
: (4.11)

Subtituyendo (4.10) y (4.11) en (4.9) nos da la expresión kro para el

modelo de roca I. Así el modelo se reduce exactamente a dos fases si las

siguientes condiciones se satisfasen;

krow (Swc) = krog (Sg = 0) = 1: (4.12)

En otro caso, la permeabilidad relativa kro (Sw; Sg) proviene solamente

de la aproximación de los datos de la dos fases. Un modelo que no tiene

limitaciones se puede obtener, si los datos del aceite-gas son medidos en

la presencia del agua irreducible. En este caso el sistema agua-aceite en

Swc y en el sistema aceite-gas en Sg = 0; es una identidad física; es decir

ambos sistemas satisfacen Sw = Swc y So = 1 � Swc. Por lo tanto de
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(4.12) es equivalente a la de�nición de permeabilidad relativa siendo la

permeabilidad efectiva del aceite en la presencia de Swc.

El conjunto

krow (Swc) = krog (Sg = 0) = krc:

Entonces el modelo de roca I puede ser modi�cado como sigue:

kro = krcSno�w�g; (4.13)

donde,

�w =
krow (Sw)

(1� Snw) krc
, �g =

krog (Sg)

(1� Sng) krc
:

Modelo de Roca II. En la de�nición del modelo de roca I, Sor
debe ser especi�cado. En realidad estos factores pueden predecirse de

la ecuación derivada del canal de �ujo, tenemos que:

kro = (krow + krw) (krog + krg)� (krw + krg) ; (4.14)

donde kro � 0, ya que los valores negativos de kro corresponde al aceite
inmóvil. El modelo de roca I, debe satisfaser (4.12), en tanto el modelo

de roca II puede ser alterado como sigue:

kro = krc [(krow=krc + krw) (krog=krc + krg)� (krw + krg)] : (4.15)

4.1.4. Compresibilidad de la Roca

La compresibilidad de la roca está de�nida de la siguiente manera:

cR =
1

�

d�

dp
: (4.16)

Después de integrar tenemos:

� = �0ecR(p�p
0); (4.17)

donde �0 es la porosidad en la presión de referencia p0. Usando la serie

de Taylor, podemos observar que:

� = �0
�
1 + cR

�
p� p0

�
+
1

2!
c2R
�
p� p0

�2
+ :::

�
;

una aproximación queda de la siguiente forma:

� � �0
�
1 + cR

�
p� p0

��
:
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4.2. Propiedades de los Fluidos

Para poder realizar un análisis más preciso de las propiedades de los

�uidos es necesario antes simular un yacimiento y darle una interpre-

tarpretación adecuada. Los ejemplos de esas propiedades incluyen los

factores de volumen de la formación, densidad, solubilidad, viscosidad y

compresibilidad de los �uidos. En general, una simple representación del

yacimiento se obtiene y se estudia en el laboratorio, estas propiedades

de los �uidos son medidas en el laboratorio. Entonces la información es

usada para predecir los cambios de las fases que pueden ocurrir en el

yacimiento y en la super�cie del separador. Un separador es una presión

de carga (horizontal o vertical) utilizada con el proposito de separar

bien los �uidos dentro de los componentes líquido y gaseoso. Cuando los

datos de laboratorio no están disponibles para las propiedades del �uido,

estos se pueden calcular a partir de fórmulas empíricas. En esta sección

se expondrán esas fórmulas.

En �ujo trifásico (módelo beta del petróleo negro), cuando todo el

gas está disuelto en la fase aceite, no hay gas presente: es decir, Sg =

0. En este caso se dice que el yacimiento se encuentra en estado bajo-

saturado. Si las tres fases coexisten, el yacimiento se encuentra en estado

saturado. El punto de burbuja se de�ne como el estado en el cual el

�ujo total del sistema está compuesto de líquidos (agua y aceite), y la

presión del yacimiento en está en la presión de punto de burbuja. Alguna

reducción en la presión (o incremento en el volumen) a una temperatura

�ja produce gas.

4.2.1. Propiedades PVT del Agua

Los modelos beta y volatiles requiren cuatro propiedades PVT para su

simulación:

La densidad del agua en condicines estandar �Ws;

Factor del volumen de la formación del agua Bw;

Compresibilidad del agua cw;

Viscocidad del agua �w:
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Cuando los datos de laboratorio no están disponibles, es necesario hacer

uso de fórmulas empíricas para calcularlos, a partir de los siguientes

datos:

presión p y temperatura T del yacimiento,

salinidad del agua SALI ,

solución de gas/ índice de agua RSW

Densidad del Agua a Condiciones Estandar

Podemos hacer uso de la siguientes datos de la correlación empírica en

una interpolación líneal para la densidad del agua a condiciones estandar

respecto al agua salina:

Salinidad: 0 100,000, 200,000, 280,000 (ppm),
�Ws : 1.0 1.07300, 1.370 1.18600 (g/cm3).

Factor del Volumen de la Formación del Agua

El factor del volumen de la formación del agua Bw (RB/STB) se puede

calcular a partir de fórmulas empíricas:

Bw =
�
A+Bp+ Cp2

�
FSB; (4.18)

donde los valores A, B y C dependen de la temperatura de la formación

(TF ) y el estado de la saturación del gas, p (psia) es la presión de la

formación, y FSB es el factor de la correlación de la salinidad para Bw:

FSB =
�
5;1� 10�8p+

�
5;47� 10�6 � 1;95� 10�10p

�
(TF � 60)

�
�
3;23� 10�8 � 8;5� 10�13p

�
(TF � 60)

	
SALI + 1;

con TF (Fo) a temperatura de la formación y SALI el porcentaje de la

salinidad (1% = 10,000 ppm). Las constantes de (4.18) pueden determi-

narse de la siguiente forma:

A=A1 + A2TF + A3T
2
F ;

B=B1 +B2TF +B3T
2
F ;

C =C1 + C2TF + C3T
2
F ;

donde en el caso saturado ( la fase gas existe):
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A1 = 0;9911; A2 = 6;35� 10�5; A3 = 8;5� 10�7;
B1 = �1;093� 10�6; B2 = �3;497� 10�9; B3 = 4;57� 10�12;
C1 = �5� 10�11; C2 = 6;429� 10�13; C3 = 1;43� 10�15;

y para el caso bajo-saturado (la fase gas no existe):

A1 = 0;9947; A2 = 5;8� 10�6; A3 = 1;02� 10�6;
B1 = �4;228� 10�6; B2 = 1;8376� 10�8; B3 = �6;77� 10�11;
C1 = 1;3� 10�10; C2 = 1;3855� 10�12; C3 = 4;285� 10�15;

El rango para la validación para Bw es:

1;000 < p < 5000 psi, 100 < T < 250oF, 0 � SALI � 25.

Compresibilidad Isotérmica del agua

La compresibilidad del agua cw (1/psi) se calcula a patir de la salinidad,

temperatura y presión con siguiente fórmula empírica:

cw =
�
Â+ B̂TF + ĈT 2F

�
10�6 (1 + 0;0089RSW )FSC ; (4.19)

donde los valores Â, B̂ y Ĉ; dependen de la presión de la formación:

Â=3;8546� 1;34� 10�4p;
B̂=�0;01052 + 4;77� 10�7p;
Ĉ =3;9267� 10�5 � 8;8� 10�10p:

La solución de gas/índice de agua RSW (SCF/STB), es cero en el estado

bajo-saturado, mientras en el estado saturado

RSW =
�
ARSW +BRSW p+ CRSW p

2
�

�
�
1�

�
0;00753� 1;73� 10�4TF

�
SALI

	
;

donde,

ARSW =2;12 + 3;45� 10�3TF � 3;59� 10�5T 2F ;
BRSW =0;0107 + 5;26� 10�5TF + 1;48� 10�7T 2F ;
CRSW =�8;75� 10�7 + 3;9� 10�9TF � 1;02� 10�11T 2F :
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Finalmente, el factor de la correlación de la salinidad es:

FSC =
�
�0;52 + 2;7� 10�4TF � 1;14� 10�6T 2F
+1;121� 10�9T 3F

	
S0;7ALI + 1:

El rango para la validación para la salinidad, la presión y la temperatura

de cw es:

1; 000 < p < 6000 psi, 80 < T < 250oF, 0 � SALI � 25.

Viscocidad del Agua

La viscosidad del agua �w (cp) se calcula a partir de la salinidad, la

temperatura y la presión por:

�w = 0;02414� 102478=(Tk�140)FSV FPV : (4.20)

donde Tk es la temperatura de la formación en oK; que es Tk = 273;15+
TC , con TC = (TF � 32) =1;8oC. El factor de la correlación FSV para �w
es:

FSV =1� 1;87� 10�3S1=2ALI + 2;18� 10�4S
2;5
ALI

+
�
T
1=2
F � 0;0135TF

� �
2;76� 10�3SALI � 3;44� 10�4S1;5ALI

�
y el factor de correlación para la presión es:

FPV = 1 + 1;35� 10�12p2 (TF � 40) :

El rango para la validación para cw es:

32 < T < 572oF, 0 � SALI � 25.

4.2.2. Propiedades PVT del Aceite

Para el aceite tenemos cinco proiedades PVT, debido a la presión de

punto de burbuja (pb), éstas son necesarias para los modelos beta y

aceite volatil:

Indice de gas disuelto en el aceite Rso;

Factor del volumen de la formación del aceite Bo;
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Compresibilidad del aceite co;

Viscocidad del aceite �o:

Compresibilidad de la viscocidad del aceite c�;

Nuevamente cuando los datos de laboratorio no están disponibles, es

necesario hacer uso de fórmulas empíricas para calcular esas propiedades,

para ko cual se hace uso de los siguientes datos:

Presión p y temperatura T del yacimiento,

Indice de producción de aceite/gas GOR,

Gravedad del aceite API ;

Gravedad del gas crudo YG;

Presión psep y Temperatura Tsep en condiciones del separador

Presión Inicial del Punto de Burbuja

La presión inicial del punto de burbuja pbi (psia) se puede obtener usando

la siguiente fórmula empírica:

pbi =

�
GOR

A0YGS exp (C0API=TR)

�1=B0
; (4.21)

dondeGOR (SCF/STB) es el índice de gas-aceite, API = API (oAPI) es la

gravedad del aceite de�nida por API = 1;41=DOB�1;31;5, DOB (g/cm3)

es la densidad de la super�cie de aceite a condiciones estandarizadas, YGS
es la gravedad del gas crudo (unidades por aire), de�nido por:

YGS = YG

�
1 + 5;912� 10�5APITsep log

�
psep
114;7

��
;

YG es la gravedad del gas (unidades por aire), psep(psia) y Tsep(oF) es

la presión y temperatura del separador, y TR (R) es la temperatura del

yacimiento (TR = TF + 460). Las constantes A0, B0 y C0, se necesitan

para cacular la presión de punto de burbuja:

A0 = 0;0362; B0 = 1;0937; C0 = 25;724; si API � 30;
A0 = 0;0178; B0 = 1;1870; C0 = 23;931; si API > 30:
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El rango para la validación para el punto de burbuja está estimado

como:

30 < psep < 535 psi, 76 < Tsep < 150
oF.

En adición:

0;511 < YG < 1;351 si, 15;3 < API < 30
oAPI.

y

0;53 < YG < 1;259 si, 30;6 < API < 59;5
oAPI.

Indice de Gas Disuelto en Aceite

Para calcular el indice de gas disuelto en aceite, Rso (SCF/STB) se

necesita la siguiente fórmula empírica:

Rso = A0YGSp
B0
b exp

�
C0API
TR

�
: (4.22)

Esta fórmula está expresada para buscar la relacion funcional entre Rso

y la presión de punto de burbuja pb.

Factor de Volumen de la formación de Aceite

Para el caso saturado el factor de volumen de la formación de aceite

Bo (RB/STB) pueden ser expresado como una función del índice de gas

disuelto en aceite:

Bo (pb) = 1 + ~A (TF � 60)
API
YGS

+

�
~B + ~C (TF � 60)

API
YGS

�
Rso: (4.23)

donde las constantes ~A, ~B y ~C, tienen los siguientes valores:

~A = 1;751� 10�5; ~B = 4;677� 10�4; ~C = 1;811� 10�8; si API � 30;
~A = 1;1� 10�5; ~B = 4;67� 10�4; ~C = 1;337� 10�9; si API > 30:

Cuando la presión p del yacimiento es más grande que la presión del

punto de burbuja pb, es decir, en el estado bajo-saturado, el factor del

volumen de la formación puede ser evaluado de Bo en pb; la compresi-

bilidad del aceite co (1/psi), y presión:

Bo (p; pb) = Bo (pb) exp (�c0 (p� pb)) ; (4.24)
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o aproximadamente

Bo (p; pb) � Bo (pb) exp (1� c0 (p� pb)) : (4.25)

El rango para la validación de temperatura y presión, para que se pueda

usar las expresiones para Bo son:

30 < psep < 535 psi, 76 < Tsep < 150
o F, 15;3 < API < 59;5

o API.

En adición para el punto de burbuja superior se requiere:

0;511 < YG < 1;351 si, 111 < p < 9485 psi;

para el punto de burbuja inferior se requiere:

0;511 < YG < 1;351, 14;7 < p < 4; 542 psi, si API < 30o API,

y

0;53 < YG < 1;259, 14;7 < p < 6; 025 psi, si 30;6 < API < 59;5
o API.

Compresibilidad Isotérmica del aceite

La compresibilidad del aceite co (1/psi) puede ser calculado con la

siguiente fórmula empírica:

co =
�1; 433 + 5Rso + 17;2TF � 1; 180YGS + 12;61API

100; 000pb
; (4.26)

donde Rso; TF ; YGS; API , y pb; se de�nieron previamente.

Vicocidad del Aceite

La viscocidad del aceite �o (cp), se calcula usando la ecuación Beggs-

Robinson (Beggs-Robinson, 1975). Esta se calcula de forma diferente

para el caso saturado, que para el caso bajo-saturado. Según sea el caso,

ésta se calcula a través de viscosidad del aceite (muerta), con la fórmula:

�o (pb) = �A�
�B
do; (4.27)

donde �do (cp) es la viscocidad "muerta"del aceite, las constantes �A y
�B están dadas por:

�A = 10;715 (Rso + 100)
�0;515 ; y �B = 5;44 (Rso + 100)

�0;338
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La viscisidad muerta �do se puede encontrar a partir de una fórmula

empírica:

�do = 10
�C � 1

donde las constantes �C y C 0 están dadas por:

�C = 10C
0
T�1;163F ; C 0 = 3;0324� 0;2023API

El rango para la presión y la temperatura sean validas las expresiones

para �o y �do es:

30 < psep < 535 psi, 70 < Tsep < 150
o F.

y

70 < T < 295oF, 16 < API < 58
o API.

En el último caso, �o se calcula por:

�o (p; pb) = �o (pb)

�
p

pb

�A�
; (4.28)

donde p es la presión del yacimiento y las constante A0 está dada por:

A0 = 2;6p1;187 exp
�
�8;98� 10�5p� 11;513

�
:

El rango para la validación de las expresiones para presión es:

15;3 < API < 59;5
o API, 0;511 < YG < 1;351, 111 < p < 9; 485 psi.

Compresibilidad de la Viscosidad del Aceite

En el modelo beta del petróleo la compresibilidad de la viscosidad del

aceite c�(1/psi) en ocaciones es usada para evaluar la viscosidad del

aceite en estado bajo-saturado:

�o (p; pb) = �o (pb) (1 + c� (p� pb)) ; (4.29)

donde las constantes c� y B0 están dadas por:

c�=
�
1 + p�1b

�B0 � 1;
B0=2;6 (1 + pb)

1;187 exp
�
�8;98� 10�5 (1 + pb)� 11;513

�
:
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4.2.3. Propiedades PVT del Gas

En el modelo beta del petróleo y el modelo volatil requieren de dos

relaciones funcionales de las propiedades PVT del gas con respecto a la

presión:

Factor de derivación del gas Z o factor del volumen de la formación

del gas Bg;

Viscocidad del gas �g:

Nuevamente cuando los datos de laboratorio no están disponibles, es

necesario hacer uso de fórmulas empíricas para calcularlos, apartir de

los siguientes datos:

Presión p y temperatura T del yacimiento,

Gravedad del gas crudo YG;

Contenido de CO2, H2S, y N2: YCO2, YH2S, y YN .

Presión y Temperatura Reducidas

Antes de evaluar el factor de derivación Z, es necesario calcular las di-

mensiones de la presión reducida pred y la temperatura reducida Tred

pred =
p

ppc
, Tred =

TR
Tpc

; (4.30)

donde p (psia) es la presión de la formación, TR es la temperatura de

la formación ( recordemos que TR = TF + 460) y ppc (psia) y Tpc son

la presión y la temperatura pseudocrítica del gas respectivamente, ppc y

Tpc se estiman a partir de la gravedad del gas de ambas condensaciones

y diversos yacimientos de gas. Los calculos de los valores se corrigen

para el gas ácido a través de la correlación Wichert-Aziz. Antes de que

fueran introducida la correlación Wichert-Aziz, las siguientes fórmulas

empíricas para ppc y Tpc han sido usadas:

ppc0=Apc +BpcYG + CpcY
2
G,

Tpc0= Âpc + B̂pcYG + ĈpcY
2
G; (4.31)
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donde YG es la densidad del gas crudo (unidades por aire). Para la su-

per�cie del gas, las constantes en (4.31) se calcula por:

A = 667; B = 15; C = �37;5;
Â = 168; B̂ = 325; Ĉ = �12;5;

mientras para el gas condensado tenemos lo siguiente:

A = 706; B = �51;7; C = �11;1;
Â = 187; B̂ = 330; Ĉ = �71;5:

La correlación Wichert-Aziz para ppc y Tpc han sido usadas en años

recientes está dado como:

ppc =
ppc0 (Tpc0 �WA)

Tpc0 + YH2S (1� YH2S)WA

, Tpc = Tpc0 �WA;

donde la correlación Wichert-Aziz, el factor WA (oF) está dada por:

WA = 120
�
(YCO2 + YH2S)

0;9 � (YCO2 + YH2S)
1;6�� 15 �Y 0;5

CO2
� Y 4

H2S

�
;

y YH2S y YCO2 (decimal) son los contenidos de H2S y CO2, respectiva-

mente. Los rangos de validación de ppc y Tpc son 0;36 < YG < 1;3 para

�uido condensado y 0;56 < YG < 1;71 y YH2S + YCO2 < 0;8 para gas

variado.

Derivación del Factor del Gas Z

La derivación del factor del gas Z se calucula usando el método

desarrollado por Dranchuk quien usó la ecuación de estado Benedict-

Webb-Rubin adecuandola para la correlación de Z-factor Standing-Katz.

El resultado es una ecuación no líneal y se resuelve por la iteración

Newton-Raphson. Y el factor del gas Z se obtiene:

Z =
0;27pred
�grTred

; (4.32)

donde �gr es la densidad del gas reducido y se evalua usando la iteración

Newton-Raphson es:

�i+1gr = �
i
gr �F

�
�igr
�
=F 0 ��igr� ;

F
�
�igr
�
=Ar

�
�igr
�6
+Br

�
�igr
�3
+ Cr

�
�igr
�2
+ Er�

i
gr

+Fr
�
�igr
�3 �

1 +Gr

�
�igr
�2�

exp
�
�Gr

�
�igr
�2��Hr;

F 0 ��igr�=6Ar ��igr�5 +Br

�
�igr
�2
+ Cr�

i
gr + Er

+Fr
�
�igr
�2 �

3 +Gr

�
�igr
�2 �

3� 2Gr

�
�igr
�2��

exp
�
�Gr

�
�igr
�2�

;
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donde sus valores constantes son:

Ar = 0;6423; Br = �5353Tred � 0;6123;
Cr = 0;31151Tred � 1;0467� 0;5783

T 2red
; Er = Tred;

Fr =
0;6816
T 2red

; Gr = 0;6845

Hr = 0;27pred �0gr =
0;27pres
Tred

Los procesos de convergencia es rápida para la densidad (con poco más

de cinco iteraciones) teniendo un buen valor de inicio �0gr. El rango para

la validación de las expresiones para la fórmula (4.32) para el Z-Factor

es:

0 < prep < 30, 1;05 < Trep < 3;

el cual cubre los rangos posibles de las condiciones del yacimiento in-

cluyendo presón y temperatura alta.

Factor de Volumen de la Formación de Gas

El factor de volumen del gas, Bg (RB/SCF), el índice de volumen Vg
de la fase gas medida a condicones de yacimiento para el volumen VGs,

de la componente gas medida a condiciones estandar, la cual puede ser

calculada usando la derivación del factor Z dela siguiente feroma:

Bg =
0;00504ZTR

p
; (4.33)

donde p (psia) es la presión de la formación.

Viscosidad del Gas

La viscosidad del gas �g (cp), es evaluada sobre la estimación de la

densidad del gas usando la ley de los gases ideales (con la correlación Z-

factor). La presión y la temperatura pseudocrítica corregidas para las

componentes no hidrocarburos. �g se calcula con la correlación Lee-

González

�g =
exp (F )�c

Tred
; (4.34)
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donde

F = �A+ �BTred + �CT 2red + �DT 3red;

�A= �A0 + �A1pred + �A2p
2
red +

�A3p
3
red;

�B= �B0 + �B1pred + �B2p
2
red + �B3p

3
red;

�C = �C0 + �C1pred + �C2p
2
red +

�C3p
3
red;

�D= �D0 + �D1pred + �D2p
2
red + �D3p

3
red;

donde
�A0 = �2;4621182; �A1 = 2;97054714;
�A2 = �0;28264054; �A3 = 8;05420522� 10�3;
�B0 = 2;80860949; �B1 = �3;49803305;
�B2 = 0;36037302; �B3 = �1;04432413� 102;
�C0 = �0;793385684; �C1 = 1;39643306;
�C2 = �0;149144925; �C3 = 4;41015512� 10�3;
�D0 = 0;0839387178; �D1 = 0;186408848;
�D2 = 0;0203367881; �D3 = 6;09579263� 10�4:

La correlación de la viscosidad del gas �c (cp) en la fórmula (4.34) está

de�nida por:

�c=
�
1;709� 10�5 � 2;062� 10�6YG

�
TF

+8;188� 10�3 � 6;15� 10�3 log (YG)
+YN2

�
9;59� 10�5 + 8;48� 10�3 log (YG)

�
+YCO2

�
6;24� 10�5 + 9;08� 10�3 log (YG)

�
+YH2S

�
3;73� 10�3 + 8;49� 10�3 log (YG)

�
donde YN2 (decimal) es el contenido de N2, �c es la viscocidad de la

mezcla a 14.7 psia y a temperatura del yacimiento.

4.2.4. Compresibilidad Total

Para �ujo de una sola fase en un medio poroso, la compresibilidad

total ct (1/psi) es

ct = cf +
�o

�
cR; (4.35)

donde cf es la compresibilidad del �uido. Para �ujo multifásico (�ujo en

tres fases agua, aceite y gas), la compresibilidad total ct (1/psi) es:

ct = Swcw + Soco + Sgcg +
�o

�
cR: (4.36)

63



4.2.5. Ecuaciones de Estado

Hay diversas técnicas matemáticas para detrmiinar el comportamiento

de los hidrocarburos (la distribución de la cantidad química de los com-

ponentes). Lo más común se basa en: (1) la aproximación K-valor, (2)

ecuaciones de estado y (3) una variedad de tablas empíricas de experi-

mentos.

K-valores de Equilibrio

Sean xio y xig las fracciones de mole de la i-esima componente en las

fases líquida (aceite) y gaseosa (gas), respectivamente, i = 1; 2; :::; Nc

(número de componentes). El equilibrio del índice rápido de vaporación

para esta componente está de�nido por

Ki =
xig
xio

; , Nc; (4.37)

donde Ki es el equilibrio (K-valores) de la componente i. A presión

baja los K-valores están dispuestos para la mezcla dada la

presión y temperatura. En realidad, son fáciles de estimar con los datos

de la presión del vapor de las componentes puras. A presión alta los

K-valores son funciones de la composiciones globales. La introducción

de las componentes dentro de la función K-valor añade considerables

complejidades para los calculos (ver [16]).

Ecuaciones de Estado

Mientras la aproximación de los K-valores son fáciles de establecer, care-

cen de generalidad y puede resultar inexactos al momento de simular el

yacimiento. En recientes años, las ecuaciones de estado (EOSs) han sido

extensamente utilizadas porque produce más consistencia a las compo-

nentes, las densidades y el volumen molar, La más famosa EOS es la

de Van der Walls. Aquí se presentarán exactamente tres EOS: Peng-

Robinson, Redlich-Kwong, y Redlich- Kwong-Soave.

Ecuación de Estado de Peng-Robinson

La mezcla principal de Peng-Robinson EOS es:
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a�=
NcX
i=1

NcX
j=1

xi�xj� (1� kij)
p
aiaj;

b�=

NcX
i=1

xi�bi, � = o; g;

donde kij es el parámetro de interacción binaria entre las componentes i

y j, y ai, bj son facores empíricos de la componente i pura. La cantidad de

parámetros para la interacción molecular entre dos moléculas diferentes,

son las siguientes, kij es cero cuando i y j representan el mismo compo-

nente, pequeño cuando i y j representan componentes que no di�eren en

mucho, y largo cuando i y j representan componentes subtancialmente

diferentes. De ser posible kij depende de la presión y la temperatura y

sobre las identidades de la componente i y j (ver [51] y [52]).

Los facotores ai y bj pueden ser calculados como:

ai = 
i��i
R2T 2ic
pic

bj = 
ib
RTic
pic

;

donde recordemos que R es la constante universal del gas, T es la tem-

peratura, Tic y pci son la temperatura y presión crítica, los parámetros

de las EOS 
i� y 
ib están dadas de la siguiente forma:


i�=0;4724 
ib = 0;077796;

�i=
�
1� �i

h
1�

p
T=Tic

i�2
;

�i=0;37464 + 1;523!i � 0;26992!2i ;

y !i es el factor de la componente i acéntrico. Los factores acéntricos

aproximados expresan la derivada de la forma de una molécula de la

esfera de�nida:

A� =
a�p�
R2T 2

B� =
b�p�
RT

; � = o; g;

donde la presión p� está dada por los parámetros de la ecuación de estado

de Peng-Robinson:

p� =
RT

V� � b�
� a� (T )

V� (V� � b�) + b� (V� � b�)
; (4.38)
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con V� es el volumen molar de la fase �. Introducimos la compresibilidad

del factor en Z�:

Z� =
p�V�
RT

; � = o; g:

La ecuación (4.38) puede ser expresada como una ecuación cúbica en

Z�:

Z3� � (1�B�)Z
2
� +

�
A� � 2B� � 3B2

�

�
Z�

�
�
A�B� �B2

� �B3
�

�
=0; � = o; g: (4.39)

Esta ecuación tiene tres raíces. Cuando solamente tiene una sola raíz

real, se hace uso de ella. Si hay tres raíces reales, la selección de la raíz

correcta depende del dominio y de la fase líquida o gaseosa. Ahora para

i = 1; 2; :::; Nc y � = o; g, el coe�ciente de fugacidad del componente i

en la mezcla puede ser obtenido:

ln'i�=
bi
b�
(Z� � 1)

� A�

2
p
2B�

 
2

a�

NcX
j=1

xj� (1� kij)�
bi
b�

!
(4.40)

� ln
 
Z� +

�
1 +

p
2B�

�
Z� �

�
1�

p
2B�

�! :
La fugacidad de la componente i es:

fi� = p�xi�'i�; i = 1; 2; :::; Nc y � = o; g:

�nalmente, la distribución de cada componente dentro de las fase líquida

y gaseosa está dada por la relación de termodinámica de equilibrio:

fio (po; x1o; x2o; :::; xNco) = fig (pg; x1g; x2g; :::; xNcg) ; i = 1; 2; :::; Nc:

(4.41)

Ecuación de Estado de Redlich-Kwong

La Redlich-Kwong dos-parámetros EOS está dada por:

p� =
RT

V� � b�
� a�
V� (V� + b�)

; ........ � = o; g: (4.42)
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con Z� = p�V�= (RT ), está puede ser expresada como una ecuación

cúbica en Z�:

Z3� � Z2� +
�
A� �B� �B2

�

�
Z� � A�B� = 0; � = o; g: (4.43)

La selección adecuada de las raíces se realiza de la misma forma como

se hizo en Peng-Robinson dos-parámetros EOS. En el presente caso, los

parámetros 
i�, 
ib y �i son:


i�=0;42748 
ib = 0;08664;

�i=T=Tic:

Todas las otras cantidadesA�,B�, a�; b�, y bi están de�nidos de la misma

forma como se hizo en Peng-Robinson EOS, i = 1; 2; :::; Nc, � = o; g. El

co�ciente de fugacidad de la componente i en la mezcla se puede obtener

de la ecuación:

ln'i�=
bi
b�
(Z� � 1)� ln (Z� �B�)

�A�
B�

 
2

a�

NcX
j=1

xj� (1� kij)
p
aiaj �

bi
b�

!
(4.44)

� ln
�
Z� +B�

Z�

�
:

Ecuación de Estado de Redlich-Kwong-Soave

La modi�cación de Soave en Redlich-Kwong EOS, es en el parémetro �i
como:

�i =
�
1� �i

h
1�

p
T=Tic

i�2
:

donde �i = 0;48 + 1;574!i � 0;176!2i y !i es el factor acéntrico para
la componente i. La de�nición de las otras cantidades y de los coe-

�cientes de fugacidad son los mismos como en Redlich-Kwong EOS,

Peng-Robinson y Redlich-Kwong-Soave EOSs han sido excesivamente

utilizados en el mejoramiento de la predicción de recuperación de aceite

(EOR).
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4.3. Las Propiedades que Dependen de la
Temperatura

4.3.1. Propiedades de la Roca

Las propiedades de roca para �ujo térmico son similares para los

modelos beta isotérmico y composicional, pero ahora esas propiedades

dependen de la temperatura. En particular la presión capilar que es de

la forma:

pcow (Sw; T ) = po � pw, pcgo (Sg; T ) = pg � po (4.45)

Análogamente las permeabilidades para el agua, aceite y gas son:

krw= krw (Sw; T ) , krow = krow (Sw; T )

krg = krg (Sg; T ) , krog = krog (Sg; T ) (4.46)

kro= kro (Sw; Sg; T ) :

Los modelos de roca I y II pueden ser adaptados para la permeabilidad

relativa del aceite kro.

Por ejemplo, las funciones de permeabilidad relativa krw y krow para el

sistema agua-aceite pueden de�nirse como:

krw= krwro (T )

�
Sw � Swir (T )

1� Sorw (T )� Swir (T )

�nw
,

krow= krocw (T )

�
1� Sw � Sorw (T )

1� Sorw (T )� Swc (T )

�now
; (4.47)

y krg y krog para el sistema gas aceite:

krg = krgro (T )

�
Sg � Sgr

1� Swc (T )� Soinit � Sgr

�ng
,

krow= krocw (T )

�
1� Sg � Swc (T )� Sorg (T )

1� Swc (T )� Sorg (T )

�nog
; (4.48)

donde nw, now, ng, son números reales no negativos; Swc, Swir, Sorw,

Sorg y Sgr son saturación encerradas del agua, saturación irreducibles,

saturación residual del agua, saturaciones residual del aceite en el sis-

tema agua aceite, saturación residual del aceite en el sistema aceite-gas

y saturación residual del gas; krwro, krocw y krgro son las permeabilidades
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relativas en la saturación residual para el sistema agua-aceite,

la permeabilidad relativa en la saturación del agua encerrada y la per-

meabilidad relativa del gas en Sg = 1� Swc (T )� Soinir, para el sistema
gas-aceite, respectivamente; y Soinir es la saturación inicial del aceite,

en el sistema aceite-gas. Finalmente, para las propiedades de roca uno

debe considerar la conductividad térmica y la capacidad calori�ca del

yacimiento, sobre cargado y bajo cargado.

4.3.2. Propiedades de los Fluidos
Propiedades del Agua

Las propiedades físicas del agua y del vapor, tal como la densidad, la

energía interna, y la viscosidad, se pueden buscar en la tabla agua-vapor

(ver [31]). En tal tabla se dan los términos de las varibles indepen-

dientes: presión y temperatura. En el estado saturado del yacimiento,

hay gas libre; en este caso, la presión y la temperatura son relacionadas,

y solamente un término se emplea como una variable independiente.

Propiedades del Aceite

Cualquier cantidad de componentes pueden ser tratada en un sis-

tema diferencial, como los descritos en los modelos isotérmicos y el �u-

jo multicomponente, desarrollados en el capítulo anterior. El incremen-

to del número de componentes signi�ca más trabajo computacional y

tiempo de proceso. En ocaciones computacionalmente es necesario agru-

par varios componentes químicos similares dentro de una componente

matemática. Esta forma permite bajar las componentes, es decir reduce

el número de incógnitas que hace más práctico el calcúlo computacional.

La fase aceite es la mezcla de los componentes, y la gama de esas

componentes provienen de los componentes más ligeros y los componetes

más pesados. Una forma para reducir el número componentes en cada

pseudocomponente, es deducir estas propidades físicas, tales como el

peso pseudomolecular, presión y temperatura crítica, compresibilidad,

densidad, viscosidad, coe�ciente de expanción térmica, y calor especí�co.

Estas propiedades físicas están en función de la presión y temperatura.

La propiedad más importante de las fases aceite y gas es la viscosidad

que depende de la temperatura:
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�io = exp
�
a1T

b1
�
+ c1, �ig = a2T

b2 ;

donde T es la temperatura medida en grados absolutos, a1, b1, c1, a2 y

b2 son parámetros empíricos que pueden ser medidos en el laboratorio,

�io y �ig son las viscosidades en el i-esima componente en la fase aceite

o gas, repectivamente.

Ecuaciones de Estado

Las ecuaciones de estado (EOS�s) de�nidas anteriormente pueden

también ser usadas para de�nir la funciones de fugacidad fi� para �ujo

térmico, la cual ahora depende de la temperatura. Porque la complejidad

del �ujo de este tipo, por lo tanto, el equilibrio del K-valor se intodujo en

la sección anterior, en ocaciones es más usada para describir la relaciones

de equilibrio:

xiw = Kiw (p; T )xio, xig = Kig (p; T )xio, i = 1; 2; :::; Nc: (4.49)

Un ejemplo para evaluar las K-valores Ki� usando la fórmula empírica:

Ki� =

�
k1i� +

k2i�
p
+ k3i�p

�
exp

�
k4i�

T � k5i�

�
, (4.50)

donde la constante kji� se obtiene en el laboratorio, i = 1; 2; :::; Nc, j =

1; 2; 3; 4; 5, � = w; g.
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Capítulo 5

Flujo Bifásico

En la simulación de un yacimiento de petróleo, en ocaciones esta-

mos interesados en simular el �ujo de dos o más �uidos en un medio

poroso. En este capítulo se Desarrollarán las ecuaciones básicas para

�ujo bifásico en un medio poroso y sus ecuaciones alternativas para su

uso en diversos métodos numéricos disponibles. En esta sección conside-

raremos dos �uidos inmisibles, es decir no hay intercambio de masa entre

las fases. Una fase (el agua) moja el medio poroso, más que la otra fase

(aceite), y es llamada la fase mojante denotada por el subíndice w, la

otra fase es llamada no mojante denotada por el subíndice o. En general

el agua es el �uido mojate relativo al aceite y al gas, mientras el aceite

es el �uido mojante relativo al gas.

5.1. Ecuaciones Diferenciales Básicas

Describimos las ecuaciones diferenciales básicas para el �ujo bifásico

en un medio poroso 
. La fase (agua) que moja al medio poroso más que

la otra fase (aceite) es la fase mojante y se índica con el subíndice w. La

otra fase determina la fase no mojante y se índica con el subíndice o.

La ecuación de conservación de masa para cada �uido es:

@�S���
@t

+r � (��u�) = q� � = w; o (5.1)

donde � representa la porosidad del medio, y para cada fase tienen su

propia saturación S�, densidad ��, ley de Darcy para cada fase:

u� =
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w y o (5.2)
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donde �� k; kr�; p�, z, y �� son la aceleración gravitacional, el tensor de

permeabilidad intrinseca, la permeabilidad relativa, presión, profundidad

y viscosidad para cada fase �.

La saturación de un �uido está de�nida como la fracción de volumen

de los poros ocupada por las fases en un medio poroso lleno por la fase.

El factor que relaciona los dos �uidos juntos es que llenan el espacio

vacio de los poros esto implica que:

Sw + So = 1; (5.3)

donde Sw y So representan la fracción del volumen de los poros ocupada

por las fases agua(fase mojante) y aceite(fase no mojante) respectiva-

mente.

Las diferencias de presión, está dada por la presión capilar dada por

la siguiente expresión:

pc (Sw) = po � pw (5.4)

Empíricamente la presión capilar es función de la saturación Sw:

Las funciones pc y kr� fueron dadas en el capítulo 3. Las ecuaciones

(5.1)-(5.4) provienen de seis ecuaciones para seis incógnitas p�, u� y S�,

� = w; o. Estas son las variable principales usadas para formular de

manera alternativa los modelos matemáticos.

5.1.1. Ecuaciones Diferenciales Alternativas.

En esta sección, derivaremos varias formulaciones alternativas de la

ecuaciones dieferenciales (5.1) y de las ecuaciones (5.2)-(5.4). Estas ecua-

ciones alternativas son de gran utilidad su forma de plantearse dependen

del método de solución númerica.

Ecuación Presión.

Dividimos la ecuación (5.1) por 1
��
y tenemos:

1

��

�
@�S���
@t

+r � (��u�)� q�

�
= 0

desarrollando las derivadas tenemos que:X
�

�
1

��

�
S��w

@�

@t
+ ��w

@S�
@t

+ �S�
@��
@t

+ ��r � u� + u�r��
�
� q�

�
= 0

(5.5)
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Pero por la ecuación (5.3) tenemos que
P
�

S� = 1, por lo tanto @S�
@t
= 1,

realizando operaciones la ecuación anterior se transforma en:

@�

@t
+
X

r � u�
�

�
1

��

�
�S�

@��
@t

+ u�r��
��
�
X
�

q� = 0 (5.6)

Sabemos que la velocidad total u está de�nida como:

X
�

u� (5.7)

Aplicando la divergencia:

r � u� = r �
X
�

u� =
X
�

r � u� (5.8)

Sustituyendo la ecuación (5.8) en (5.6) se obtienen la ecuación multifási-

ca de la presión:

@�

@t
+r � u� +

X
�

1

��

�
�S�

@��
@t

+ u�r��
�
�
X
�

q� = 0 (5.9)

Tenemos que la movilida está de�nida como:

f�=
��
�

(5.10)

��=�f�

donde � =
P
�

�� es la movilidad total. Insertando la ecuación (5.10) en

(5.2) se obtiene:

u = ��k
"X

f�
�

rp� �
X
�

f���g

#
(5.11)

Con está formulación de la velocidad total, la ecuación de presión (5.9)

puede ser escrita como:

@�

@t
�r � �k

"X
f�

�

rp� �
X
�

f���g

#

+
X
�

1

��

�
�S�

@��
@t

+ u�r��
�
�
X
�

q� = 0 (5.12)

73



Formulación en Presión Global

Las ecuaciones de la (5.9)-(5.12) son ligeramente acopladas. Para

reducir el acoplamiento, escribiremos una formulación diferencial basada

en la presión global. Para simpli�car vamos a suponer que la densidades

son constantes; la formulación no se puede extender para la densidad de

las variables (ver [13]). Introducimos la mobilidad de las fases.

�� =
kr�
��

� = w; o;

y la movilidad total como:

� = �w + �o:

También de�nimos la función de �ujo fraccional como:

f� =
��
�

� = w; o:

Con S = Sw, de�nimos la presión global:

p =

Z pc(S)

fw
�
p�1c (�)

�
d�; (5.13)

y la velocidad total como:

u = uw + uo (5.14)

tenemos que de las ecuaciones (5.2), (5.3) y (5.13) la velocidad total

puede ser reescrita de la siguiente forma:

u = �k�
 X

�

f���g

!
(5.15)

donde k es la permeabilidad efectiva. Usando esta formulación para la

velocidad total, es posible deducir una ecuación para la presión glo-

bal. En un sistema bifásico con una fase mojadora (agua w) y una no

mojadora (aceite o), se obtiene de la ecuación (5.12), lo siguiente:

@�

@t
�r � �k

"X
f�

�

rp� �
X
�

f���g

#
(5.16)

+
X
�

1

��

�
�S�

@��
@t

+ u�r��
�
�
X
�

q� = 0
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Formulación de la Fase

En está formulación se usa la presión de la fase para obtener la

ecuación de presión. El uso de una presión de fase �� tiene más signi�-

cado físico que una presión global. Para obtener la ecuación de presión

se sustituye la ecuación (5.11) y considerando un sistema de dos fases:

(agua w) y (aceite o) se obtiene:

u=��k (fwrpw + forpo � (fw�w + fo�o)g)

u=��k (rpw (fw + fo) + forpc � (fw�w + fo�o)g)

u=��k (rpw + forpc � (fw�w + fo�o)g)

Sustituyendo en la ecuación (5.9) se obtiene:

�
@S

@t
+r �

�
kfw (S)�o (S)

�
dpc
dS
rS + (�o � �w)g

�
+fw (S)ug= eqw (p; S) . (5.17)

Una vez conocidas las presiones pw y polas correspondientes velocidades

de fase se pueden calcular usando la ley de Darcy. También es posible

usar una velocidad de fase modi�cada u�� de�nida de la siguiente manera:

u�� = ��k (rpo �r�o�g) =
u�
f�

(5.18)

Esta velocidad de fase modi�cada muestra una forma similar a la veloci-

dad total (5.15), y se puede dar ventaja desde el punto de vista numérico.

Ecuación de Saturación

La solución de la ecuación de presión produce la velocidad que se re-

quiere para resolver la ecuación de saturación. En la formulación de pre-

sión de fase, la saturación puede calcularse directamente de la ecuación

de balance de masa (5.1). En el caso en particular en un sistema donde

se tienen dos fases: agua w y aceite o, en donde ambas fases son incom-

presibles y la porosidad es constante, esto reduce la ecuación de balance

de masa en:

�
@Sw
@t

+r � uw � qw = 0 (5.19)
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o alternativamente

�
@Sw
@t

+r � fwu�w � qw = 0 (5.20)

Para la formulación presión global produce la velocidad total u pero

no la velocidad de la fase, se debe derivar una ecuación especial para

la saturación. Esta ecuación de balance de masa (5.1). Se considera un

sistema de dos fases agua w y aceite o. Escribiendo la ley de Darcy para

estas dos fases y usando la ecuación (5.4) se obtiene:

uw=��k (rpw �r�wg) (5.21)

uo=��k (rpo �r�og) (5.22)

Se despeja krpw de la ecuación (5.22)

krpw = �
uo
�
� k (rpc � �og) (5.23)

Enseguida se inserta esta última relación en (5.21) lo que produce la

ecuación de �ujo fraccional para uw:

uw=��wkrpw + �wkr�wg
uw=��w

�
�uo
�
� k (rpc � �og)

�
+ �wkr�wg

uw=
�w
�o
uo + �wk (rpc + (�w � �o)g) (5.24)

sabemos de la velocidad total que uo = u � uw, la cual se sustituye en
(5.24) y produce:

uw=
�w
�o
(u� uw) + �wk (rpc + (�w � �o)g)

uw
�o + �w
�o

=
�w
�o
u+ �wk (rpc + (�w � �o)g)

uw=
�w

�o + �w
u+

�w�o
�o + �w

k (rpc + (�w � �o)g) (5.25)
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Ahora sustituimos uw en la ecuación de balance de masa para la fase

mojadora w:

@ (�w�wSw)

@t
+r � �wuw � �wqw=0

@ (�w�wSw)

@t
+r �

�
�w

�
�w

�o + �w
u+

�w�o
�o + �w

k (rpc + (�w � �o)g)

��
� �wqw=0

@ (�w�wSw)

@t
+r � [�w (fwu+ �k (rpc + (�w � �o)g))]� �wqw=0

Formulación en la Fase Presión y Saturación.

Usamos a �o y Sw como las principales variables aplicando la ecua-

ciones (5.2) a la (5.4) en las ecuaciones (5.1) podemos rescribirlas como:

@�Sw�w
@t

+r �
�
�w
kkrw
�w

�
rpo �

@pc
@Sw

rSw � �wg

��
=�qw,(5.26)

@� (1� Sw) �o
@t

+r �
�
�o
kkro
�o

(rpo � �og)

�
=�qo (5.27)

De las ecuaciones (5.1) y (5.2) , dividimos por �w y �o , respectivamente

y sumamos ambas ecuaciones obtenemos:

1

�w
r �
�
�w
kkrw
�w

�
rpo �

@pc
@Sw

rSw � �wg

��
+
1

�o
r �
�
�o
kkro
�o

(rpo � �og)

�
(5.28)

=
Sw
�w

@��w
@t

+
(1� Sw)

�o

@��o
@t

� qw
�w
� qo
�o

Notemos que si la saturación Sw en la ecuación (5.28) es evaluada ex-

plícitamente, podemos usar la ecuación para resolver la presión po. Antes

de hacer el cálculo para la presión po, la ecuación (5.28) puede ser usa-

da para calcular Sw. Este es el método de presión implícita-saturación

explícita (IMPES) y ha sido explorado extensamente para �ujo en dos

fases en yacimientos petroleros (ver [16]).

En el caso particular cuando las ecuaciones de �ujo en dos fases: agua

w y aceite o, en la formulación presión saturación, la ecuación de presión

(5.12), suponiendo �ujos incompresibles y porosidad constante, se tiene:

�r � �k [fwrpw + forpo � (fw�w � fo�o)g]�
X
�

q� = 0 (5.29)
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Dado que el aceite es una fase continua y consecuentemente su presión

se comporta bien, se obtendra una en términos de la presión del aceite.

Usando pc = pcow = po � pw y recordando que (fw + fo) = 1 se obtiene:

�r � �k [fwr (po � pc) + forpo � (fw�w � fo�o)g]� (qw + qo)= 0

�r � �k [fwrpo + forpo � fwrpc � (fw�w � fo�o)g]� (qw + qo)= 0

�r � �k [rpo (fw + fo)� fwrpc � (fw�w � fo�o)g]� (qw + qo)= 0

�r � �k [rpo � fwrpc � (fw�w � fo�o)g]� (qw + qo)= 0

�r � �krpo �r � �wkrpc
+r � �k (fw�w � fo�o)g � (qw + qo) = 0 (5.30)

Si expresamos la presión capilar como:

rpc =
@pc
@Sw

rSw (5.31)

sustituimos la ecuación (5.31) en la ecuación (5.30) obtenemos:

�r��krpo�r�
�
�wk

@pc
@Sw

rSw
�
+r��k (fw�w � fo�o)g�(qw + qo) = 0

(5.32)

Para obtener la ecuación de la saturación haremos uso de la ecuación

(5.1) en su fase agua w la cueal es:

�
@Sw
@t

+r � (��u�)= qw

�
@Sw
@t

�r � (�k (rpw � �wg))= qw

�
@Sw
@t

�r � (�k (r (po � pc)� �wg))= qw

�
@Sw
@t

+r � �k @pc
@Sw

rSw �r � (�krpo) +r � �k (�wg) = qw (5.33)

En los caso de estudio para efectos de simpli�car no se toman los efectos

de fuerzas de gravedad, por lo tanto, la ecuación de presión (5.32) y la

ecuación de saturación de saturación (5.33) se transforman como sigue:

�r � �krpo �r �
�
�wk

@pc
@Sw

rSw
�
= (qw + qo) (5.34)

�
@Sw
@t

+r �
�
�k

@pc
@Sw

rSw � �krpo
�
= qw (5.35)
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Formulación Cargada

Introducimos una presión que es más pequeña que la presión de la

fase:

p = Swpw + Sopo: (5.36)

Si la fase desaparece (es decis, Sw o So son cero), hay aún una variable

distinta de cero p. Aplicando algo de álgebra manipulando y derivando

la formulación de la fase, obtenemos

u=�k f� (S)rp+ (S� (S)� �w (S))rpc � � (S)rpcrS (5.37)

� (�w�w � �o�o) �gg :

5.2. IMPES Clásico e IMPES Mejorado

Notemos que la ecuaciones diferenciales (5.1)-(5.4) son no líneales y

acopladas. Existen una gran variedad de métodos para resolver ese sis-

tema de ecuaciones, tales como el IMPES, SS (Solución Simultanea), se-

cuencial y el método adaptativo implícito. Cabe mensionar que el método

IMPES aún es muy usado en la industria petrolera y un método muy

poderoso para resolver �ujo en dos fases (particularmente para �uidos

incompresibles y compresibles). En particular daremos un revisión a di-

cho método en la siguiente sección para el modelo beta se retomara el

método IMPES.

IMPES Clásico

El método IMPES fue originalmente desarrollado por Sheldon et al.

(1959), Stone y Garder (1961). La idea básica de este método clásico para

resolver (5.1)-(5.4) es separar la presión de la saturación. Normalmente

el sistema es acoplado, es dividido dentro en una ecuación de presión

y una ecuación de saturación, y las ecuaciones de presión y saturación

son resueltas implícitamente y explícitamente respectivamente en una

aproximación en el tiempo. Por lo tanto para que sea estable, este método

clásico requiere pasos de tiempos muy pequeños para la saturación. Este

requerimiento es costoso debido que si, particularmente intervalos largos

de tiempo, tendremos problemas al momento de integrar y una malla

pequeña tales como los problemas cónicos. En está sección revisaremos
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primero el método IMPES clásico y después introduciremos el método

IMPES mejorado. Nos centraremos en el �ujo incompresible.

Usaremos a la presión del aceite y la saturación del agua como

variables principales:

p = po, S = Sw: (5.38)

De�nimos la velocidad total como:

u = uw+uo: (5.39)

bajo la suposición de que los �uidos son incompresibles, aplicamos (5.3)

y (5.39) en (5.1) y observamos que:

r � u = eq (p; S) = eqw (p; S) + eqo (p; S) ; (5.40)

y de la ecuación (5.4) y (5.39) en (5.2):

u = �k [� (S)rp� �w (S) pc � (�w�w + �o�o) �g] ; (5.41)

donde eqw = qw=�w y eqo = qo=�o. Subtituyendo (5.41) en (5.40) produce

la ecuación de presión:

�r � (k�rp) = eq �r � (k (�w (S) pc + (�w�w + �o�o) �g)) ; (5.42)

La velocidad de la fase uw y uo son relacionadas con la velocidad total

u, entonces:

uw= fwu+ k�ofwrpc + k�ofw (�w � �o) �g;

uo= fou� k�wforpc + k�wfo (�o � �w) �g:

Similarmente, aplicando (5.4), (5.39) y (5.41) en (5.1) y (5.4) para

obtener la ecuación de saturación:

�
@S

@t
+r �

�
kfw (S)�w (S)

�
dpc
dS
rS + (�o � �w) �g

��
+fw (S)ug= eqw (p; S) , (5.43)

donde por notación, suponemos que � = � (x) :
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Sea J = (0; T ] (T > 0) un intervalo de tiempo , y para un entero

positivo N , tal que 0 = t0 < t1 < t2 < : : : < tN = T; es una partición de

J . Para calcular la presión, en el método clásico IMPES, la saturación

S en (5.42) se supone conocida, y (5.42) se resuelve implícitamente para

p. Que para cada n = 0; 1; 2; : : : ; pn satisfase:

�r � (k�rp) = F (pn; Sn) ; (5.44)

donde F (p; S) denota el lado derecho de la ecuación (5.42), y Sn está

dada. Tenemos que de la ecuación (5.43):

�
@S

@t
= eqw (p; S) (5.45)

�r �
�
kfw (S)�o (S)

�
dpc
dS
rS + (�o � �w) �g

�
+ fw (S)u

�
,

En el método IMPES, (5.45) se resuelve explícitamente la saturación S;

es decir, para cada n = 0; 1; 2; : : : ; Sn+1 satisfase:

�
Sn+1 � Sn

4tn+1 + �
@S

@t

����
t=t+1

= G (pn;un; Sn) , (5.46)

donde G (p;u; S) representa el lado derecho de (5.43).

El método IMPES en forma resumida se aplica de la siguiente forma:

Antes de de comenzar n = 0; 1; 2; : : : ; usamos (5.44) y Sn para evaluar pn

y entonces (5.41) para evaluar un; a continuación utilizaremos pn;un; Sn

y (5.46) para calcular Sn+1. Notamos que los paso de tiempo 4tn =
tn � tn�1 deben ser su�ciente pequeños para este método sea estable.

El Método IMPES Mejorado

La mayoría del cálculo en el método IMPES clásico se utiliza en

el cálculo implicito de la presión. Esto se deriva por los mecanismos

de �ujo de �uido en un medio poroso que los cambios de presión son

menos rápido en tiempo que la saturación. Además, es necesario que los

pasos de tiempo sean usados principalmente en el cálculo explícito de la

saturación. Por esas razones, es apropiado tomar los intervalos grandes

de tiempo para la presión que para la saturación.

Nuevamente para un entero positivo N , sea 0 = t0 < t1 < t2 < : : : <

tN = T una partición de J en subintervalos Jn = (tn; tn+1] que para el
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paso de tiempo 4tn = tn� tn�1. Esta partición es usada para la presión.
Para la saturación cada subintervalo Jn es dividido en sub-subintervalos

Jn;m = (tn�1;m�1; tn�1;m]:

tn�1;m = tn�1 +m4tnp=Mn, m = 1; : : : ;Mn:

La longitud de Jn;m se denota por �tn;mS = tn�1;m � tn�1;m�1; m =

1; :::;Mn; n = 0; 1; ::::

El número de pasos, Mn, puede depender de n. Simpli�cando tn�1;0 =

tn�1 y el conjunto vm;n = v (�; tn;m).
Denotaremos el lado derecho de la ecuación (5.41) porH (p; S). Ahora el

método IMPES mejorado está de�nido: para cada n = 0; 1; ::: buscamos

pn tal que:

�r � (k� (Sn)rpn) = F (pn; Sn) ; (5.47)

y un tal que:

un = H (pn; Sn) : (5.48)

para m = 1; :::;Mn; n = 0; 1; ::::; buscamos Sn+1 tal que:

�
@Sn+1;m

@t
= G

�
pn;un; Sn+1;m�1

�
: (5.49)

El paso de tiempo �tn+1;mS en (5.49) es elegida como:�
@Sn+1;m

@t

�
m�ax

=

�
G (pn;un; Sn+1;m�1)

�

�
m�ax

; (5.50)

por la tanto el cálculo es:

�tn+1;mS =
DSm�ax�

@Sn+1;m

@t

�
m�ax

; m = 1; ::::;Mn, n = 0; 1; ::: (5.51)
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Capítulo 6

Modelo Beta o de Petróleo
Negro

6.1. Ecuaciones Diferenciales Básicas

Las ecuaciones diferenciales básicas para el modelo beta en un medio

poroso 
 fueron desarroladas en el capítulo dos. Sean � y k la porosidad

y la permeabilidad respectivamente de un medio poroso 
 � R3; S�,

��, p�, u�, B�; y kr� son la saturación, viscocidad, presión, velocidad

volumétrica, factor de formación de volumen, y permeabilidad relativa de

la fase � = w; o, y g respectiamente; Rso es la solubildad del gas disuelto

en el aceite y ��s y q� es la densidad y el índice de �ujo volumétrico �

componente, � = W; O y G. Las ecuaciones de conservación de masa en

volumen estandar son:

@

@t

�
��Ws

Bw

Sw

�
+r �

�
�Ws

Bw

uw

�
= qW(6.1)

@�

@t

�
�Os
Bo

So

�
+r �

�
�Os
Bo

uo

�
= qO (6.2)

@

@t

�
�

�
�Gs
Bo

So +
Rso�Gs
Bg

Sg

��
+r �

�
�Gs
Bo

uo +
Rso�Gs
Bg

ug

�
= qG.(6.3)

La ley Darcy para el caso de �ujo multifásico se puede expresar como:

u� = �
kkr�
��

(rp� � ��g) ; � = w; o y g (6.4)

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, kr� es la permeabili-

dad relativa de la fase �, �� es el coe�ciente de viscosidad de la fase �,

83



�� es el peso especí�co de la fase �, mientras que g es la gravedad. La

saturación obligatoria es:

Sw + So + Sg = 1 (6.5)

Finalmente la presión de las fases está relacionada con las presión capilar

dada como:

pcgo (Sg) = pg � po, pcow (Sw) = po � pw (6.6)

note que no es necesario de�nir la tercera presión capilar pcgw; está se

puede de�nir en términos de las presiones pcgo y pcow. El gasto volu-

metrico a condiciones estandar es:

qW =
qWs�Ws

Bw

qO=
qOs�Os
Bo

(6.7)

qG=
qGs�Gs
Bg

+
qOsRso�Gs

Bg

dadas las expresiones anteriores entonces �Ws; �Os y �Gs son constantes

se puede eliminar la densidades a condiciones estandar. Introducimos el

potencial como:

�� � p� � ��z � = w; o y g; (6.8)

y la transmisibilidad la de�nimos de la siguiente forma:

T� �
kr�
��B�

k � = w; o y g: (6.9)

Subtituyedo las ecuaciones (6.7)-(6.9) en las ecuaciones (6.1)-(6.3),

despresiando la variación de �� en el espacio, y dividiendo el resultado

por �Ws; �Os y �Gs respectivamente obtenemos:

@

@t

�
�Sw
Bw

�
=r � (Twr�w) +

qw
Bw

@

@t

�
�So
Bo

�
=r � (Tor�o) +

qo
Bo

(6.10)

@

@t

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��
=r � (Tgr�g +RsoTwr�o)

+
�Gs
Bg

+
Rso�Os
Bo

.
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Las ecuaciones básicas del modelo beta del petróleo negro están dadas

por la ecuaciones (6.1)-(6.3). Para escojer las principales incognitas de-

penden del estado del Yacimiento, es decir, En estado saturado o en

estado bajo-saturado, el cual se discutirá más adelante.

El índice de �ujo volumétrico en el pozo (a condiciones estandar)

está dado por (ver [37]):

qWs=

NwX
j=1

MwjX
m=1

2�4L(j;m)

ln
�
r
(j;m)
e =r

(j)
w

� kkro
�w

h
p
(j)
bh � pw � �w�

�
z
(j)
bh � z

�i
��
�
x� x(j;m)

�
;

qOs=
NwX
j=1

MwjX
m=1

2�4L(j;m)

ln
�
r
(j;m)
e =r

(j)
w

� kkro
�o

h
p
(j)
bh � po � �o�

�
z
(j)
bh � z

�i
��
�
x� x(j;m)

�
;

qGs=
NwX
j=1

MwjX
m=1

2�4L(j;m)

ln
�
r
(j;m)
e =r

(j)
w

� kkrg
�g

h
p
(j)
bh � pg � �g�

�
z
(j)
bh � z

�i
��
�
x� x(j;m)

�
;

donde � (x) es la función delta de Dirac, Nw es el número total de pozos,

Mw;j, es el número total de zonas perforadas del j-esimo pozo, 4L(j;m)

y x(j;m) son la longitud de los segmentos y la locación central de la m-

esima zona de perforación del j-esimo pozo, la cantidad k es el promedio

de k en los pozos, r(j)w es el radio de la perforación del pozo del j-esimo

pozo, r(j;m)e , es el radio de avatimiento del j-esimo pozo en la malla en la

cual x(j;m) está localizado, y p(j)bh , es la presión inferior del j-esimo pozo,

en el pozo dato. z(j)bh : Introducimos el índice del pozo:

WI(j;m) =
2�k4L(j;m)

ln
�
r
(j;m)
e =r

(j)
w

�
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El índice de �ujo volumétrico en el pozo puede ser rescrito como:

qWs=
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krw
�w

h
p
(j)
bh � pw � �w�

�
z
(j)
bh � z

�i
��
�
x� x(j;m)

�
qOs=

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
kro
�o

h
p
(j)
bh � po � �o�

�
z
(j)
bh � z

�i
(6.11)

��
�
x� x(j;m)

�
qGs=

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krg
�g

h
p
(j)
bh � pg � �g�

�
z
(j)
bh � z

�i
��
�
x� x(j;m)

�
Las típicas expresiones de pcow; pcog y kr� son funciones de la saturación

fueron introducidas en el capítulo 3. Las ecuaciones (6.5)-(6.6) y (6.10)

provienen de seis incógnitas ��, S�, � = w; o; g. Si en la presión del

fondo p(j)bh , no está dada, los terminos de fuentes y sumideros de�nen esta

presión e introducen una o más incógnitas (i:e:; p(j)bh ). Con las apro-

piadas condiciones de frontera y condiciones iniciales, de�ne un sistema

cerrado de ecuaciones diferenciales para esas incógnitas. Las ecuaciones

diferenciales alternativas también se pueden desarrollar como en el �ujo

bifásico.

Propiedades de la Roca

La presión del aceite es una de las principales variables para ser

usada:

p = po: (6.12)

Mientras la presión capilar este de�nida como en la ecuación (6.6), para

la programación es conveniente hacer uso de la siguientes de�niciones:

pcw = pw � p; pcg = pg � p; (6.13)

es decir, pcw = �pcow y pcg = �pcgo. Además por notación, sea pco = 0. La
presión capilar pcw y pcg se suponen funciones de la saturación solamente:

pcw = pcw (Sw) ; pcg = pcg (Sg) . (6.14)
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La permeabilidad relativa del agua y gas se asumen de la siguiente forma:

krw= krw (Sw) , krow = krow (Sw) ; (6.15)

krg = krg (Sg) , krog = krog (Sw) .

Finalmente la porosidad � tiene la siguiente forma:

� = �o (1 + cR (p� po)) ; (6.16)

donde �o en la porosidad en una presión de referencia po y cR es la

compresibilidad de la roca.

Propiedades de los Fluidos

La densidad del agua �Ws en condiciones estandar se determinada

usando agua salina, mientras la densidad de la fase del agua �w está

determinada por:

�w =
�Ws

Bwi

�o (1 + cw (p� po)) ; (6.17)

donde Bwi es el factor de volumen de agua en la formación a presión ini-

cial po en la formación y cw es la compresibilidad del agua. La viscosidad

del agua �w se toma como constante.

El modelo beta del petróleo negro involucra tres componentes; agua,

aceite y gas. Las relaciones entre las fases y componentes son las si-

guientes; la componente del agua está en toda la fase del agua con den-

sidad �w, la componente aceite existe solamente en la fase aceite con

densidad �Oo, y la componente del gas está dividida en dos fases: una es

la fase gaseosa que es llamada gas libre, con densidad �g, y la otra parte

en la fase de aceite líquido, que está determinada como gas disuelto con

densidad �Go. Así la fase aceite con densidad �oestá dada como:

�o = �Oo + �Go: (6.18)

La densidad de la componente �Oo se evalúa de la siguiente forma:

�Oo =
�Oo
Bo

(6.19)

donde el factor de volumen de aceite en la foración Bo es:

Bo = Bob (pb) (1� co (p� pb)) ; (6.20)
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con Bob siendo el factor de volumen de la formación en la presión de

punto de burbuja pb y co la compresibilidad del aceite. La densidad del

gas disuelto �Go está dado de la siguiente forma:

�Go =
Rso�Gs
Bo

: (6.21)

La densidad de gas libre �g está de�nida por:

�g =
�Gs
Bg

; (6.22)

donde

�Gs = YG�air, Bg =
ZT

p

ps
Ts
; (6.23)

donde YG es la densidad de gas crudo, �air es la densidad del aire, Z

es la derivación del factor del gas, T es la temperatura, y ps y Ts es la

presión y temperatura a condiciones estandar.

La viscosidad del aceite �o está dada:

�o = �ob (pb) (1 + c� (p� pb)) , (6.24)

donde �ob es la viscosidad del aceite en el pb y c� es la compresibilidad

de la viscosidad del aceite. La viscosidad del gas �g está en función de a

presión p:

�g = �g (p) . (6.25)

Estado de las Fases

En la recuperación secundaria, si la presión está por encima de la

presión del punto de burbuja de la fase aceite, es �ujo es bifásico; si la

presión cae debajo de la presión del punto de burbuja, entonces el �ujo

es de tipo petróleo negro. Ya que la frecuencia de inyección y producción

en un yacimiento varia la presión de punto de burbuja. Si las tres fases

coexisten, el yacimiento se re�ere a un estado saturado. Si todo el gas

está disuelto en la fase aceite, y no hay gas presente (no hay gas libre);

es decir, Sg = 0. En este caso, el yacimiento es llamado en el estado bajo-

saturado. La región crítica en la cual el estado saturado se transforma en

estado bajo-saturado o inversamente es la presión en el punto de burbuja.

En el estado saturado, Sg 6= 0 y p = pb; la densiad y la viscosidad

dependen solamente de la presión p:
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�Oo (p)=
�Os

Bob (p)
, �Go (p) =

Rso (p) �Gs
Bob (p)

, (6.26)

�g (p)=
�Gs
Bg (p)

, �o = �o (p) �g = �g (p) .

En el estado bajo-saturado Sg = 0 y p < pb. Las densiades y viscosidades

en la fase aceite dependen sobre ambas presiones p y pb:

�Oo (p; pb)=
�Os

Bob (pb)
(1 + co (p� pb)) ,

�Go (p; pb)=
Rso (pb) �Gs
Bob (p)

(1 + co (p� pb)) , �g (p; pb) =
�Gs
Bg (p)

;(6.27)

�o (p; pb)=�o (pb) (1 + co (p� pb)) , �g = �g (p) .

Para para encontrar la mejor solución numérica del modelo beta del

petróleo, es conveniente identi�car las incógnitas princiales, de tal ma-

nera que estás dependen del estado del yacimiento. En el estado saturado,

p = po, Sw y So son las principales incógnitas; en el estado bajo-saturado,

p = po, pb y Sw son las principales incógnitas. Consecuentemente las

condiciones inciales son las siguientes:

p (x; 0)= p0 (x) , Sw (x; 0) = S0w (x) , (6.28)

So (x; 0)=S
0
o (x) , x 2 


o

p (x; 0)= p0 (x) , Sw (x; 0) = S0w (x) , (6.29)

pb (x; 0)= p
0
b (x) , x 2 


dependiendo del estado inicial del yacimiento.

6.2. Técnicas de Solución

La selección de las técnicas de solución es crucial para acoplar el

sistema de ecuaciones diferenciales. En está sección, se discutiran las

técnicas de solución que son actualmente usadas en la simulación de

�ujo multifásico. Esas técnicas están incluidas solución simultanea (SS),
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secuencial, presión implicita-saturación explicita (IMPES) o IMPES

iterativo, implicito adaptativo y técnicas paralelas. IMPES fue tratado

en la sección anterior para �ujo bifásico en la presente sección se hará

para el caso del modelo beta del petróleo negro.

6.2.1. El Método de Newton-Raphson

Considere en general un sistema de ecuaciones diferenciables no

lineales:

$m fFm [p (x)]g = fm (x) , m = 1; 2; : : : ;M , x 2 
; (6.30)

donde $m denota un operador diferencial lineal, Fm (�) es una función no
líneal, p = (p1; p2; : : : ; pM)

T es un vector de variables dependientes, f =

(f1; f2; : : : ; fM) es un vector dado, yM es el número total de ecuaciones.

La iteración de Newton-Rapson para resolver la ec. (6.30), establece

iterar el sistema de ecuaciones. La expanción de la serie de Taylor para

Fm (p+ �p) es:

Fm (p+ �p) = Fm (p) +rFm (p) � �p+O
�
j�pj2

�
, (6.31)

donde j�pj es la norma euclidiana de �p. Si los términos de alto or-
den son truncados entonces tenemos O

�
j�pj2

�
, Fm (p+ �p) puede ser

aproximado como:

Fm (p+ �p) � Fm (p) +rFm (p) � �p: (6.32)

Si se sustituye (6.32) en ec. (6.30), obtenemos las ecuaciones iterativas:

$m
�
Fm
�
pl
�
+rFm

�
pl
�
� �pl

	
= fm (x) , m = 1; 2; : : : ;M , x 2 
;

(6.33)

donde pl es la l-esima solución iterativa de p y rFm
�
pl
�
es el rFm (p)

en p = pl, con una solución inicial p0. En el sistema de ecuación iterativa

(6.33), el vector de correlación �pl es desconocido. El sistema puede ser

reescrito como:

$m
�
rFm

�
pl
�
� �pl

�
= gm (x) , m = 1; 2; : : : ;M , x 2 
; (6.34)

donde gm (x) = fm (x)�$m
�
Fm
�
pl
��
, Fm

�
pl
�
y rFm

�
pl
�
son tratados

como �jos. Ahora tomemos a (6.34) como un sistema líneal para pl, y

90



se puede aplicar la variación de los métodos numéricos. Un nuevo vector

pl+1 se obtiene sumando el vector correlación �pl con el vector solución

iterativo:

pl+1 = pl + �pl:

Esta iteración procede hasta que la norma Euclidiana de �pl es muy

pequeña para un valor dado.

6.2.2. Técnica de Solución Simultánea (SS)

La técnica de solución más natural para el sistema (6.10) es re-

solver tres ecuaciones simultanamente, la cual se sugiere por solución

simultánea (SS). Esta técnica fue inicialmente introducida por Douglas

en 1959 y es aún es muy usada en la simulación de yacimientos.

Sea n > 0 un entero que indica un paso de tiempo. Para alguna

función � de tiempo, usamos ��� para denotar el incremento de tiempo

en el n-esimo paso:
��� = �l+1 + �l:

Una aproximación implícita del tiempo para el sistema (6.10) puede ser

de�nida como:

1

4t
��

�
�Sw
Bw

�
=r �

�
T n+1w r�n+1w

�
+
qn+1Ws

Bn+1
w

;

1

4t
��

�
�So
Bo

�
=r �

�
T n+1o r�n+1o

�
+
qn+1Os

Bn+1
o

1

4t
��

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��
(6.35)

=r �
�
T n+1g r�n+1g +Rn+l

so T n+1o r�n+1o

�
+
qn+1Gs

Bn+1
gw

+
qn+1Os R

n+l
so

Bn+1
o

;

donde 4t = tn+1 � tn. El sistema (6.35) es no líneal con la incógnitas

�n+1� y Sn+1� , � = w; o y g, que se puede linealizar vía la Newton-Rapson.

Para esto, escribimos:

�n+1;l+1� = �n+1;l+1� + ���; Sn+1;l+1� = Sn+1;l+1� + �S� � = w; o y g:

donde l denota el número de iteraciones de Newton-Rapson donde ���
y �S� representan el incremento del potencial y la saturación respecti-
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vamente, en el paso de iteración. Notemos que para alguna función � de

tiempo,

�n+1;l+1 � �n+1;l+1 = �n+1;l + ��;

así que
��� � �n+1;l � �nl + ��:

Usando esta aproximación para el sistema (6.35) tenemos:

1

4t

"�
�Sw
Bw

�n+1;l
�
�
�Sw
Bw

�n
+ �

�
�Sw
Bw

�#

= r �
�
T n+1;l+1w r�n+1;l+1w

�
+
qn+1;l+1Ws

Bn+1;l+1

1

4t

�
�So
Bo

�n+1;l
�
�
�So
Bo

�n
+ �

�
�So
Bo

�
= r �

�
T n+1;l+1o r�n+1;l+1o

�
+
qn+1;l+1Os

Bn+1;l+1
o

1

4t
��

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��n+1;l
+

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��n
(6.36)

+�

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��

=r �
�
T n+1;l+1g r�n+1;l+1g +Rn+l;l+1

so T n+1;l+1o r�n+1;l+1o

�
+
qn+1;l+1Gs

Bn+1;l+1
gw

+
qn+1;l+1Os Rn+l;l+1

so

Bn+1;l+1
o

:

En este sistema el incremento ��� y �S� son incógnitas, para � = w; o

y g. Cuando no hay ambiguedad, remplazamos �n+1;l+1 y �n+1;l por �l+1

y �l, respectivamente (es decir el super indice n+1 es omitido).

En el estado saturado, las principales incógnitas son:

�p; �Sw �So;

y para el estado bajo saturado tenemos:

�p; �Sw �pb:
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En el primer caso, �Sg = ��Sw � �Sw; y en el último caso, �Sg = 0 y

�So = ��Sw. De conformidad el lado izquierdo del sistema (6.36) puede
ser desarrollado de la siguiente forma. Para la componente del agua:

�

�
�Sw
Bw

�
= cwp�p+ cwSwSw; (6.37)

donde

cwp = �ocR

�
Sw
Bw

�l
+

�
�Sw

dB�1
w

dp

�l
; cwSw =

�
�

Bw

�l
:

Para la componente aceite en el estado saturado:

�

�
�So
Bo

�
= cop�p+ coSoSo; (6.38)

donde,

cop = �ocR

�
So
Bo

�l
+

�
�So

dB�1
o

dp

�l
; coSo =

�
�

Bo

�l
:

y en el estado bajo-saturado tenemos:

�

�
�So
Bo

�
= cop�p+ coSoSo + copb�pb; (6.39)

donde,

cop=�
ocR

�
So
Bo

�l
+

�
�So

dB�1
o

dp

�l
; coSo =

�
�

Bo

�l
;

copb =

�
�So

dB�1
o

dpb

�l
:

Para la componente gas en el estado saturado:

�

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��
= cgp�p+ cgSwSw + cgSoSo; (6.40)

donde,

cgp=�
ocR

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

�l
+

�
�

�
Sg
dB�1

g

dp
+ So

d

dp

�
Rso

Bo

���l
;

cgSw =�
�
�

Bo

�l
; cgSw =

 
�
�
�

Bo

�l
+

�
�Rso

Bo

�!l

;
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en el estado bajo-saturado tenemos:

�

�
�

�
Sg
Bg

+
RsoSo
Bo

��
= cgp�p+ cgSwSw + cgpb�pb; (6.41)

donde,

cgp=�
ocR

�
RsoSo
Bo

�l
+

�
�So

@

@p

�
Rso

Bo

��l
;

cgSw =�
�
�Rso

Bo

�l
; cgpb =

�
�So

@

@ppb

�
Rso

Bo

��l
:

El desarrollo del lado derecho del sistema (6.36) en términos de las in-

cógnitas principales dependen de la técnica de solución.

En el método SS, el potencial de las fases es evaluado por:

�l+1� = pl+1 + pl+1c� + pl+1c� � pl+1c� �z; � = w; o y g: (6.42)

similarmente la transmisibilidad es calculada de la siguiente forma:

Tl+1
� =

kl+1c�

�l+1c� B
l+1
c�

k; � = w; o y g: (6.43)

donde �l+1c� = �w. El índice de �ujo en lo pozos está determinado por:

qWs=
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krw
�w

��
p
(j)
bh

�l
� pl+1 � pl+1cw � pl+1w

��l+1w �
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

qOs=

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
kro
�o

��
p
(j)
bh

�l
� pl+1 � pl+1co � pl+1o (6.44)

��l+1o �
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

qGs=
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krg
�g

��
p
(j)
bh

�l
� pl+1 � pl+1cg � pl+1g

��l+1g �
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
:

Ahora desarrollamos los potenciales, la transmisibilidades, y el índice de

�ujo de los pozos en términos de las principales incógnitas: �p; �Sw y �po
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en el estado saturado, y �p; �Sw y �pb en el estado bajo-saturado. Para

la compenente agua:

�l+1w = �l+1w + dwp�p+ dwSw�Sw; (6.45)

donde,

dwp = 1�
�
d�w
dp

�l
�z; dwSw =

�
dpcw
dSw

�l
:

Para la compenente aceite en el estado saturado se tiene:

�l+1o = �lo + dop�p; (6.46)

donde,

dop = 1�
�
d�o
dp

�l
�z;

y en el estado bajo-saturado,

�l+1o = �lo + dop�p+ dopb�pb; (6.47)

donde

dwp = 1�
�
d�o
dp

�l
�z; dopb =

�
dpo
dpp

�l
�z:

Para la compenente gas en el estado saturado tenemos:

�l+1g = �lg + dgp�p+ dgS (�Sw + �So) ; (6.48)

donde,

dgp = 1�
�
d�g
dp

�l
�z; dgS = �

�
dpcg
dSg

�l
:

La transmisibilidad puede ser expresada en forma similar. Para la com-

ponente agua:

Tl+1
w = Tl

w + Ewp�p+ EwSw�Sw; (6.49)

donde,

Ewp =

�
krw
�w

dB�1
w

dp

�l
k; EwSw =

�
dkrw
dSw

1

�wBw

�l
k:

Para la compenente aceite en el estado saturado:

Tl+1
o = Tl

o + Eop�p+ EoSw�Sw + EoSo�So; (6.50)
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donde,

Eop=

�
kro

d

dp

�
1

�oBo

��l
k; EoSo =

�
dkro
dSg

1

�oBo

�l
k;

EoSw =

��
dkro
dSw

� dkro
dSg

�
1

�oBo

�l
k;

y en el estado bajosaturado:

Tl+1
o = Tl

o + Eop�p+ EoSw�Sw + Eopb�pb; (6.51)

donde,

Eop=

�
kro

@

@p

�
1

�oBo

��l
k; EoSw =

�
dkro
dSw

1

�oBo

�l
k;

Eopb =

�
kro

@

@pb

�
1

�oBo

��l
k;

Para la compenente gas en el estado saturado:

Tl+1
g = Tl

g + Egp�p+ EgS (�Sw + �So) ; (6.52)

donde,

Egp =

�
krg

d

dpb

�
1

�gBg

��l
k; EgS =

�
dkrg
dSg

1

�gBg

�l
k:

El índice de �ujo en los pozos se desarrolla de manera similar. Para la

componente agua:

ql+1Ws = qlWs+
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)wp�p+ e

(j)
wSw

�Sw + e(j)wpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
;

(6.53)

donde,

e(j)wp=
1

�w

�
krw

�
1 +

d�w
dp

�w�
�
z
(j)
bh � z

���l
, e(j)epbh =

klrw
�w

;

e
(j)
wSw

=
1

�w

�
dkrw
dSw

�
p
(j)
bh � p� pcw � �w�

�
z
(j)
bh � z

��
� krw

dpcw
dSw

�l
.

Para la compenente aceite en el estado saturado:

ql+1Os = q
l
Os +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e
(j)
oSo
�So (6.54)

+e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
,

96



donde,

e(j)op =

�
kro

�
d��1o
dp

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�o

�
1 +

d�o
dp

�o�
�
z
(j)
bh � z

����l
,

e
(j)
oSw
=

�
1

�o

�
dkro
dSw

� dkro
dSg

��
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

���l
;

e
(j)
oSo
=

�
dkro
dSg

1

�o

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

���l
;

e(j)opbh =

�
kro
�o

�l
.

y en el estado bajo-saturado:

ql+1Os = q
l
Os

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e(j)opb�pb + e(j)opb�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
, (6.55)

donde,

e(j)op =

�
kro

�
d��1o
dp

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�o

�
1 +

d�o
dp

�o�
�
z
(j)
bh � z

����l
,

e
(j)
oSw
=

�
1

�o

dkro
dSw

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

���l
; e(j)opbh =

�
kro
�o

�l
;

e(j)opb =

�
kro

�
d��1o
dpb

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�o

d�o
dpb

�
�
z
(j)
bh � z

���l
.

Para la compenente gas en el estado saturado,

ql+1Gs = q
l
Gs +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)gp �p+ e

(j)
gS (�Sw + �So) (6.56)

+ e(j)gpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
;
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donde

e(j)gp =

�
krg

�
@��1g
@p

�
p
(j)
bh � p� �g�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�g

�
1 +

d�g
dp

�g�
�
z
(j)
bh � z

����l
,

e
(j)
gS =

�
1

�g

�
@krg
@Sg

�
p
(j)
bh � p� �g�

�
z
(j)
bh � z

�
� krg

@pcg
@Sg

���l
;

e(j)gpbh =

�
krg
�g

�l
:

Finalmente, desarrollando Rl
so y B� en (6.36), � = w; o y g: En el estado

saturado:

Rl+1
so =R

l
so + rsp�p; (6.57)

Bl+1
� =Bl

� (1� b�p�p) ; � = w; o y g;

donde,

rsp =

�
dRso

dp

�l
, b�p = �

�
1

B�

dB�

dp

�l
� = w; o y g:

y en el estado bajo-saturado:

Rl+1
so =R

l
so + rsp�p+ rspb�pb; (6.58)

Bl+1
o =Bl

o (1� bop�p� bop�pb) ; � = w; o y g,

donde,

rsp=

�
@Rso

@p

�l
, rspb =

�
@Rso

@pb

�l
bop=

�
1

Bo

@Bo

@p

�l
bopb = �

�
1

Bo

@Bo

@pb

�l
.

Estado Saturado

Subtituyendo (6.37)-(6.58) en (6.36) se transforma en un sistema

líneal en términos de sus principales incógnitas. Por la forma de este

caso las principales incónitas son �p, �Sw, y �So. Para la componente

del agua, sustituimos (6.37), (6.45), (6.49), (6.53), y (6.57) en la primera
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ecuación de (6.36) e ignorando el término de orden mayor �p y �Sw;

produce lo siguiente:

1

4t

"�
�Sw
Bw

�l
�
�
�Sw
Bw

�n
+ cwp�p+ cwSw�Sw

#
=r �

��
Tl
w + Ewp�p+ EwSw�Sw

�
r�lw

�
+r �

�
Tl
wr (dwp�p)

�
+r �

�
Tl
wr (dwSw�Sw)

�
(6.59)

+
1

Bl
w

8<:qlWs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)wp�p+ e

(j)
wSw

�Sw + e(j)wpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�9=;
+
bwpq

l
Ws

Bl
w

�p.

Para la componente aceite en el estado saturado, subtituyendo (6.38),

(6.46), (6.50), (6.54) y (6.57) dentro de la segunda ecuación de (6.36)

queda de la siguiente forma:

1

4t

"�
�So
Bo

�l
�
�
�So
Bo

�n
+ cop�p+ coSo�So

#
=r �

��
Tl
o + Eop�p+ EoSw�Sw + EoSo�So

�
r�lo

�
+r �

�
Tl
or (dop�p)

�
(6.60)

+
1

Bl
o

8<:qlOs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e
(j)
oSo
�So

+ e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�o
+
bopq

l
Os

Bl
o

�p.

Para la componente gas en el estado saturado, subtituyendo (6.40),

(6.48), (6.52), (6.56) y (6.57) dentro de la tercera ecuación de (6.36)
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nos da:

1

4t

8<:�
"�

Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#l

� �

"�
Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#n
+ cgp�p+ cgSw�Sw + cgSo�So

)
=r �

��
Tl
g + Egp�p+ EgS (�Sw + �So)

�
r�lg

�
+r �

�
Tl
gr (dgp�p)

�
+r �

�
Tl
gr (dgS (�Sw + �So))

�
+r �

��
Rl
so

�
Tl
o + Eop�p+ EoSw�Sw + EoSo�So + rspT

l
o�p
�
r�lo

��
+r �Rl

soT
l
or (dop�p)

+
1

Bl
g

8<:qlGs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)gp �p+ e

(j)
gS (�Sw + �So) (6.61)

+ e(j)gpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�o
+
Rl
so

Bl
o

8<:qlOs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e
(j)
oSo
�So

+ e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�o
+
bgpq

l
Gs

Bl
g

�p+
qlOs
Bl
o

�
Rl
sobop + rsp

�
�p.

En cada nodo de la malla hay tres ecuaciones diferenciales (6.59)-(6.61)

que deben ser resueltas simultaneamente con la técnica SS. Notemos

que �p(j)bh aparece en esas ecuaciones y pueden ser desconocidos. Cuando

la presión inferior del pozo está dada en el j-esimo pozo, �p(j)bh = 0.

Cuando el índice de �ujo está dado, �p(j)bh es deconocida, se requiere

una ecuación adicional para compementar (6.59)-(6.61). Así en este caso

dado en índice de �ujo esas tres ecuaciones y la ecuación del pozo de

control debe ser resuelta simultateamente, para el pozo tratado.

Estado bajo-saturado

Para el estado bajo saturado, análogamente como el caso anterior,

las ecuaciones se pueden obtener a partir de las principales incógnitas,

�p; �Sw y �pb. La ecuación (6.59) del agua permanece igual como en el

caso saturado. Para la componente aceite en el estado bajo saturado,
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subtituyendo (6.39), (6.47), (6.51), (6.55) y (6.58) dentro de la segunda

ecuación (6.36) produce los siguiente:

1

4t

"�
�So
Bo

�l
�
�
�So
Bo

�n
+ cop�p+ coSw�Sw + copb�pb

#
=r �

��
Tl
o + Eop�p+ EoSw�Sw + Eopb�pb

�
r�lo

�
+r �

�
Tl
or (dop�p)

�
+r �

�
Tl
or (dopb�pb)

�
(6.62)

+
1
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o

8<:qlOs +
NwX
j=1

MwjX
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WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e(j)opb�pb

+ e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�o
+
qlOs
Bl
o

(bop�p+ bopb�pb) .

Para la componente gas en el estado bajo saturado, subtituyendo (6.41),

(6.47), (6.51), (6.55) y (6.58) dentro de la segunda ecuación (6.36) pro-

duce:

1

4t
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�RsoSo
Bo

�l
�
�
�RsoSo
Bo

�n
+ cgp�p+ cgSw�Sw + cgpb�pb

#
=r �

��
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�
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�
(6.63)

+ Tl
o (rsp�p+ rspb�pb)

�
r�lo

�
+r �

�
Rl
soT

l
or (dop�p+ dopb�pb)

�
+
Rl
so

Bl
o

8<:qlOs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e(j)opb�pb

+ e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�o
+
qlOs
Bl
o

��
Rl
sobop + rsp

�
�p+

�
Rl
sobopb�pb + rspb

�
�pb
�
.

nuevamente, tres ecuaciones difereniales (6.59), (6.62) y (6.63) en

cada nodo de la malla, juntas con las ecuacioes de control, se deben

resolver simultaneamente.

Finalización de la Iteración Newton-Raphson.

Para terminar la iteración Newton-Raphson, deben ser considerados

los siguientes factores. Primero que el número de iteraciones deben ser

menor que un número máximo dado. Segundo, en la iteración el valor
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de las incógnitas y el vector del lado derecho del sistema de ecuaciones

lineales para ser resuelto hay que usar una condición de �nalización. La

iteración absoluta los valores del incremento de la presión, la saturación

del agua, la saturación del aceite (respectivamente la presión del punto

de burbuja), y la presión más baja en el pozo debe ser menor que sus

respectivos limites máximos. Tercero el radio de la norma al in�nito del

vector del lado derecho del sistema de ecuaciones líneales para el máximo

del valor absoluto de la suma de las componentes aceite y gas el índice

de �ujo de la zonas perforadas de los pozos, deben ser menores que un

cierto límite dado. Los errores en el balance de masa no son usados c

omo condición de �nalización de la iteración Newton-Raphson pero

debe ser monitoreado durante la simulación.

Tratamiento de los Problemas de punto de Burbuja.

Es muy importante tratar apropiadamente con el problema de pun-

to de burbuja para controlar la convergencia de la iteración Newton-

Raphson. El estado del yacimiento puede cambiar del estado saturado al

estado bajo-saturado o viceversa. Determinar el estado adecuado durante

la transición es el problema del punto de burbuja es muy importante para

la simulación numérica. Si el problema de punto de burbuja puede ser

puntualmente reconocido, las incógnitas pueden ser seleccionas según el

estado en que se encuentre el yacimiento y la convergencia de la iteración

Newton-Raphson. puede ser monitoreada.

Para tratar apropiadamente el problema de punto de burbuja, debe-

mos �gurarnos fuera del "salto"que es la causa de la transición de los

estados del yacimiento, usando la máquina de estado (ver [9]) podemos

observar el estado de manera adecuada. Una locación en el yacimiento

puede quedarse cerca del estado saturado o el estado bajo-saturado. Sin

embargo, para la l-esima para (l+1)-esima iteración en Newton-Raphson

en el (n+1)-esimo paso de tiempo, la localización puede quedarse en al-

gún estado o en la transferencia de otro estado. La limitación de las

condiciones y el "salto"son distintos en diferentes estados. En el estado
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bajo-saturado, las limitaciones de las condiciones son:

Sn+1;lw + Sn+1;lo =1;

pn+1;l>pn+1;lb : (6.64)

En el otro caso, en el estado saturado las condiciones son:

Sn+1;lw + Sn+1;lo + Sn+1;lg =1;

pn+1;l= pn+1;lb : (6.65)

El salto que causa la transición del estado bajo-saturado al estado sat-

urado es:

pn+1;l + �pb = pn+1;l+1b ; (6.66)

y el salto que causa la transición del estado saturado al bajosaturado es:

Sn+1;l+1g < 0: (6.67)

Para un trato adecuado con el problema del punto de burbuja, debe-

mos observar la ubicación de los saltos en el yacimiento, si permanece

en el estado anterior o se trans�ere a un nuevo estado. Entonces hay que

tomar las incógnitas que satisfasen las condiciones correspondientes a

cada estado. Cuando la presión del yacimiento en una localización en el

yacimiento bajo la presión de punto de burbuja, entonces tenemos que

la variable (pb)
n+1;l + �pb > pn+1;l+1, el gas disuelto deja de ser parte

de la fase aceite, y la saturación del aceite decrece. El salto del esta-

do de transferencia del estado bajo-saturado al estado saturado en esta

localización. El orden para entrar al nuevo estado, �So es un conjunto

pequeño de valores negativos que la saturación del gas es más grande

que cero y el gas disuelto está libre. Cuando el yacimiento en esa lo-

calización está en estado saturado, las incógnitas correspondientes para

los puntos de la malla, de la localización se actualizan para satisfaser

las condiciones (6.65). Similarmente, si la presión del yacimiento en una

localización aumenta en el punto donde todo el gas se disuelve, dentro

de la fase aceite, entoces el estado cambia del estado saturado al estado

bajo-saturado en esta localización y Sn+1;l+1g < 0, en el cual el estado de

tranferencia del estado saturado al estado bajo-saturado. El orden para
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garantizar que la presión de la fase aceite sea más grande que la presión

del punto de burbuja en el nuevo estado, �pb es un conjunto pequeño

de valores negativos. Antes de que el yacimiento en la localización entre

en el nuevo estado, las incógnitas se deben actualizar, para conocer las

condiciones (6.64) en el estado bajo-saturado.

6.2.3. Técnica Secuencial.

La técnica de solución secuencial es similar para la de técnica de SS

discutida en la sección anterior. La diferencia es que las tres ecuaciones

en el sistema (6.36) son resueltas separadamente y de forma secuencial.

En la técnica secuencial, todas las funciones de la saturación krw,

kro; krg, pcw y pcg usan previamente los valores de la saturación en la

iteración Newton-Raphson; es decir, las fases de los potenciales y las

transmisibilidades son:

�l+1
� = pl+1 + plc� � pl+1� �z

Tl+1
� =

klr�
�l+1� Bl+1

�

k � = w; o y g (6.68)

el índice de �ujo en los pozos está dado por:

ql+1Ws =
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krw
�w

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1 � plcw

� �l+1w �
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

ql+1Os =

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
kro
�o

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1 (6.69)

� �o�
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

ql+1Gs =

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
krg
�g

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1

� �l+1g �
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
:

Por lo tanto, los potenciales son desarrollados para las tres componentes:

�l+1
� = �l

� + d�p�p; d�p = 1�
�
d�
dp

�
�z; � = w; o y g; (6.70)
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y la transmisibilidad se desarrolla de manera análoga:

Tl+1
� = Tl+1

� + E�p�p; E�p =

�
klr�

d

dp

�
1

��B�

��l
k � = w; o y g:

(6.71)

El índice de �ujo en los pozos se desarrolla. Para la componente agua:

ql+1Ws = qlWs +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)wp�p� ewpbh�p

(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
; (6.72)

donde

e(j)wp = �
1

�w

�
krw

�
1 +

d�w
dp

�
�
z
(j)
bh � z

���l
; ewpbh =

klrw
�w
.

Para la componente aceite:

ql+1Os = qlOs +
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p� eopbh�p

(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
; (6.73)

donde,

e(j)op =

�
kro

�
d��1o
dp

�
p
(j)
bh � p� �o�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�o

�
1 +

d�o
dp

�
�
z
(j)
bh � z

����l
;

eopbh =

�
kro
�o

�l
.

Para la componente gas:

ql+1Gs = qlGs +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)gp �p� egpbh�p

(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
; (6.74)

donde,

e(j)gp =

�
krg

�
d��1g
dp

�
p
(j)
bh � p� pcg � �g�

�
z
(j)
bh � z

��
� 1

�g

�
1 +

d�g
dp

�
�
z
(j)
bh � z

����l
;

egpbh =

�
krg
�g

�l
.

La ecuación (6.57) aún se mantiene para la técnica secuencial.
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Estado Saturado

Substituyendo (6.37)-(6.41) y (6.70)-(6.74) dentro de (6.36) nos lleva

a un sistema líneal en términos de las principales incógnitas en la técnica

secuencial. Para la componente agua, substituyendo (6.37), (6.70)-(6.72),

y (6.57) dentro de la primera ecuación de (6.36) e ingnorando el término

de orden mayor en �p produce:

1
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l
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Para la componente aceite, substituyendo (6.38), (6.70), (6.71), y (6.73)

dentro de la segunda ecuación de (6.36) produce:
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Para la componente gas, substituyendo (6.40), (6.70), (6.71), y (6.74)

dentro de la segunda ecuación de (6.36) produce:
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Las ecuaciones (6.75)-(6.77) se pueden obtener de (6.59)-(6.61) por �Sw =

0 y �So = 0 en los lados derechos.

Multiplicando (6.75)-(6.77) por 4t y reescribiendo los resultados

respectivos en las ecuaciones como:

cwp�p+ cwSw�Sw=Fw (�p; �pbh) ;

cop�p+ coSo�So=Fo (�p; �pbh) ; (6.78)

cgp�p+ cgSw�Sw + cgSo�So=Fg (�p; �pbh) :

De la primera y segunda ecuación de (6.78), observamos que:

�Sw=
1

cwSw
(Fw (�p; �pbh)� cwp�p) ;

�So=
1

coSo
(Fo (�p; �pbh)� cop�p) : (6.79)
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Substituyendo las dos ecuaciones en la tercera ecuación de (6.78)

tenemos:�
cgp �

cgSwcwp
cwSw

� cgSocop
coSo

�
�p

=Fg (�p; �pbh) +
cgSw
cwSw

(Fw (�p; �pbh))�
cgSo
coSo

(Fo (�p; �pbh)) ; (6.80)

la cual es la ecuación de presión y se resuelve implícitamente en la téc-

nica secuencial. En el caso cuando se da el índice de �ujo en un pozo,

esta ecuación y las ecuaciones de control de pozo deben ser resueltas

simultaneamente para �p y �pbh.

Para calcular �Sw y �SoT , usamos las mismas ecuaciones como en el

caso de la técnica de SS (6.59):
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Ahora las ecuaciones (6.80)-(6.82) en cada nodo de la malla se re-

suelve secuencialmente; cada ecuación se resuelve implícitamente.

Estado bajo-Saturado

Marcando �Sw = 0 y �pb = 0 en el lado derecho de (6.62) y (6.63),

obtenos las ecuaciones de presión y la saturación para la técnica secuen-

cial:
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La ecuación (6.75) para la componente agua permanece igual.

Multiplicando (6.75), (6.83) y (6.84) por 4t y escribiendo el resul-

tado respectivo de las ecuaciones.como:

cwp�p+ cwSw�Sw=Fw (�p; �pbh) ;

cop�p+ coSw�Sw + copp�pp=Fo (�p; �pbh) ; (6.85)

cgp�p+ cgSw�Sw + cgpb�pp=Fg (�p; �pbh) :
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De las últimas dos ecuaciones de (6.85) tenemos lo siguiente

coSw�Sw + copp�pp=Fo (�p; �pbh)� cop�p;

cgSw�Sw + cgpb�pp=Fg (�p; �pbh)� cgp�p: (6.86)

El conjunto

D=

����coSw coppcgSw cgpb

���� = coSwcgpb � coppcgSw ;

DS =

����Fo (�p; �pbh)� cop�p copp
Fg (�p; �pbh)� cgp�p cgpb

����
=(Fo (�p; �pbh)� cop�p) cgpb � (Fg (�p; �pbh)� cgp�p) copp ;

Dp=

����coSw Fo (�p; �pbh)� cop�p
cgSw Fg (�p; �pbh)� cgp�p

����
= coSw (Fg (�p; �pbh)� cgp�p)� cgSw (Fo (�p; �pbh)� cop�p) :

De (6.86) tenemos:

�Sw =
DS

D
; �pp =

Dp

D
;

la cual se substituye en la primera ecuación de (6.85) para obtener la

ecuación de presión en el estado bajo-saturado:

cwp�p+ cwSw
DS

D
(�p; �pbh) = Fw (�p; �pbh) : (6.87)

La ecuación (6.87) se resuelve implícitamente para �p. La ecuación (6.81)

es usada para obtener �Sw, y la ecuación (6.61) para la componente gas
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es empleada para calcular �pbh:
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De nuevo tres ecuaciones (6.87), (6.81) y (6.88) en cada nodo de la malla

que se resuelve implícitamente y secuencialmente.

Selección de pasos de tiempo

El problema de punto de burbuja en la técnica secuencial puede ser

tratado en la misma vía como en el método SS. Comparado la técnica

de SS, las implicaciones de las técnicas secuenciales son menores.

Seleccionando razonablemente los pasos de tiempo son la clave para con-

trolar la convergencia de la iteración Newton-Raphson y la velocidad del

proceso de la simulación. Si los pasos de tiempo son pequeños, el tiempo

de cómputo será consumido; si son muy largos, la iteración Newton-

Raphson podría diverger.

Para selecionar adecuadamente los pasos de tiempo, debido a Chen

(ver [14]), se deben tomar en cuenta las siguientes reglas empíricas:

Dado un máximo paso de tiempo 4tm�ax, el paso de tiempo 4t
debe satisfascer 0 < 4t � 4tm�ax.

En el estado saturado, 4t está delimitado por:

4t � 4tnm��n
�
3;
(dp)m�ax
(�p)nm�ax

;
(dSw)m�ax
(�Sw)

n
m�ax

;
(dSo)m�ax
(�So)

n
m�ax

�
; (6.89)
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donde4tn es el previo tamaño de paso de tiempo; (dp)m�ax, (dSw)m�ax
y (dSo)m�ax son los los valores máximos permitidos del incremento

de la presión, de la saturación del agua y de la saturación del aceite

en el n-esimo paso de tiempo. En el estado bajo-saturado (6.89)

se transforma en:

4t � 4tnm��n
�
3;
(dp)m�ax
(�p)nm�ax

;
(dSw)m�ax
(�Sw)

n
m�ax

;
(dpb)m�ax
(�pb)

n
m�ax

�
; (6.90)

donde (dpb) son los los valores máximos permitidos del incremento

de la presión de punto de burbuja.

Para un período de tiempo 4t debe garantizar que el tiempo de
simulación alcance el período de tiempo.

Con esas reglas, el paso de tiempo 4t puede ser autoaticamente
selecionado. Esta selección se debe tomar en cuenta en la convergencia

de la iteración Newton-Raphson. Si el número de iteraciones es más larga

que el número máximo dado cuando 4t es selecionado adecuadamente
para esas reglas, entonces la selección del paso de tiempo podría ser muy

largo y debe de ser reducido. Entonces la fase aceite y la presión del punto

de burbuja y la saturación del aceite y agua en el n-esimo paso de tiempo

son tomados como la primer valor de la iteración Newton-Raphson en el

(n+1)-esimo paso de tiempo.

6.2.4. Método Iterativo IMPES

El método iterativo IMPES fue presentado en el �ujo bifásico y es

una técnica muy usada, para el �ujo de este tipo. Particularmente, la

improvisación de IMPES es una herramienta muy poderosa para resolver

�ujo bifásico. Ahora se discutirá el método IMPES para el modelo beta

del petróleo. Cuando IMPES es usado dentro de la iteración Newton-

Raphson, esta es llamada IMPES iterativo. En el método iterativo

IMPES, la ecuación de presión se calculada implícitamente, y las otras

dos (saturación y presión punto de burbuja) ecuaciones son evaludas

explícitamente.

En IMPES iterativo, todas las funciones de saturación krw; kro; krg,

pcw y pcg son evaluadas en los valores de la saturación de los previos pasos
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de tiempo en la iteración Newton-Raphson, los �uidos en la formación del

factor de volumen y las viscosidades en la trasnmisibilidad, el potencial

de la fase, y los términos de los pozos son calculados usando los valores

previos a la iteración Newton-Raphson. Así que el potencial de las fases

son:

�l+1
� = pl+1 + plc� � �l��z; � = w; o y g; (6.91)

y las transmisibilidades son:

Tl+1
� =

knr�
�l�B

l
�

k; � = w; o y g: (6.92)

Además, el índice de �ujo en los pozos es:

ql+1Ws =
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrw
�w

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1 � pncw

� �lw�
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

ql+1Os =
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�o

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1 (6.93)

� �lo�
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
;

ql+1Gs =
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrg
�g

��
p
(j)
bh

�l+1
� pl+1 � pncg

� �lg�
�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
:

Así que los potenciales para las tres componentes se pueden desarrollar:

�l+1
� = �l

� + �p; � = w; o y g; (6.94)

y el índice de �ujo de la siguiente manera:

ql+1Ws = q
l
Ws +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrw
�w

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�
;

ql+1Os = q
l
Os +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�lo

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�
; (6.95)

ql+1Gs = q
l
Gs +

NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrg
�lg

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�
:
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Estado Saturado

Subtituyendo (6.37)-(6.41), (6.94) y (6.95) dentro de (6.36) lleva a un

sistema de ecuaciones líneales en términos de las principales incógnitas en

IMPES iterativo. Para la componente agua, sustituyendo (6.37), (6.94)

y (6.95) dentro de la primera ecuación (6.36) y despresiando el término

de orden mayor �p, tenemos:

1

4t

"�
�Sw
Bw

�l
�
�
�Sw
Bw

�n
+ cwp�p+ cwSw�Sw

#
=r �

�
Tl
wr�lw

�
+r �

�
Tl
wr (�p)

�
(6.96)

+
1

Bl
w

8<:qlWs

Nw

+
X
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrw
�w

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=; :

Para la componente aceite en el estado saturado, sustituyendo (6.38),

(6.94) y (6.95) dentro de la segunda ecuación (6.36) y despresiando el

término de orden mayor �p nos da:

1

4t

"�
�So
Bo

�l
�
�
�So
Bo

�n
+ cop�p+ coSo�So

#
=r �

�
Tl
or�lo

�
+r �

�
Tl
or (�p)

�
(6.97)

+
1

Bl
o

8<:qlOs
Nw

+
X
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�lo

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=; :

Para la componente aceite en el estado saturado, sustituyendo (6.38),

(6.94) y (6.95) dentro de la segunda ecuación (6.36) y despresiando el
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término de orden mayor �p nos da:

1

4t

8<:�
"�

Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#l
� �

"�
Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#n
+ cgp�p+ cgSw�Sw + cgSo�Sog

=r �
�
Tl
gr�lg

�
+r �

�
Tl
gr (�p)

�
+r �

�
Rl
soT

l
or�lo

�
+r �

�
Rl
soT

l
or (�p)

�
+
1

Bl
g

8<:qlGs
Nw

+
X
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knrg
�lg

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=;(6.98)
+
Rl
so

Bl
o

8<:qlOs
Nw

+
X
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�lo

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=; :

Multiplicando (6.96)-(6.98) por4t y escribiendo el resultado respectivo
de cada ecuación como:

cwp�p+ cwSw�Sw=Fw (�p; �pbh) ;

cop�p+ coSo�So=Fo (�p; �pbh) ; (6.99)

cgp�p+ cgSw�Sw + cgSo�So=Fg (�p; �pbh) :

De la primera y segunda ecuación de (6.99), observamos que:

�Sw=
1

cwSw
(Fw (�p; �pbh)� cwp�p) ;

�So=
1

coSo
(Fo (�p; �pbh)� cop�p) : (6.100)

Substituyendo las dos ecuaciones en la tercera ecuación de (6.99) obten-

emos: �
cgp �

cgSwcwp
cwp

� cgSocop
coSo

�
�p

=Fg (�p; �pbh) +
cgSw
cwSw

(Fw (�p; �pbh))�
cgSo
coSo

(Fo (�p; �pbh)) ;(6.101)

la cual es la ecuación de presión y se resuelve, junto con la ecuación de

control, implícitamente. Después se resuelve para �p y �pbh, estas son

sustituidas dentro de la ecuación (6.100) para poder calcular �Sw y �So.
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Estado bajo-Saturado

Usando �Sw = 0 y �pb = 0 en el lado derecho de la ecuación (6.62)

y (6.63), obtenemos las ecuaciones presión y saturación para la técnica

secuencial:

1

4t

"�
�So
Bo

�l
�
�
�So
Bo

�n
+ cop�p+ cwSw�Sw + copb�pb

#
=r �

�
Tl
or�lo

�
+r �

�
Tl
or (�p)

�
(6.102)

+
1

Bl
o

8<:qlOs
Nw

+
X
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�lo

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=; :

y

1

4t

8<:�
"�

Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#l
� �

"�
Sg
Bg

�l
�
�
RsoSo
Bo

�#n
+ cgp�p+ cgSw�Sw + cgSo�Sog

=r �
�
Tl
gr�lg

�
+r �

�
Tl
gr (�p)

�
(6.103)

+r �
�
Rl
soT

l
or�lo

�
+r �

�
Rl
soT

l
or (�p)

�
+
Rl
so

Bl
o

8<:qlOs
NwX
j=1

MwjX
m=1

WI(j;m)
knro
�lo

h
�p
(j)
bh � �p

i
�
�
x� x(j;m)

�9=; :

La ecuación (6.96) para la componente agua permanece igual sin ningún

cambio. Multiplicando (6.96), (6.102) y (6.103) por 4t y escribiendo el
resultado respectivo de las ecuaciones. De las últimas dos ecuaciones de

(6.85) tenemos lo siguiente:

cwp�p+ cwSw�Sw=Fw (�p; �pbh) ;

cop�p+ coSw�Sw + copp�pp=Fo (�p; �pbh) ; (6.104)

cgp�p+ cgSw�Sw + cgpb�pp=Fg (�p; �pbh) :

De las últimas dos ecuaciones de (6.104) tenemos lo siguiente:

coSw�Sw + copp�pp=Fo (�p; �pbh)� cop�p;

cgSw�Sw + cgpb�pp=Fg (�p; �pbh)� cgp�p: (6.105)
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De�nimos los determinantes:

D=

����coSw coppcgSw cgpb

���� = coSwcgpb � coppcgSw ;

DS =

����Fo (�p; �pbh)� cop�p copp
Fg (�p; �pbh)� cgp�p cgpb

����
=(Fo (�p; �pbh)� cop�p) cgpb � (Fg (�p; �pbh)� cgp�p) copb ;

Dp=

����coSw Fo (�p; �pbh)� cop�p
cgSw Fg (�p; �pbh)� cgp�p

����
= coSw (Fg (�p; �pbh)� cgp�p)� cgSw (Fo (�p; �pbh)� cop�p) :

De (6.86) tenemos:

�Sw =
DS

D
; �pp =

Dp

D
; (6.106)

la cual sustituimos dentro de la ecuación (6.104) para obtener la ecuación

de la presión en el estado bajo-saturado:

cwp�p+ cwSw
DS

D
(�p; �pbh) = Fw (�p) : (6.107)

La ecuación (6.107) y la ecuación de control se resuelve implícitamente

para �p y �pbh. Despues de los calculos, se sustituyen dentro de (6.106)

para obtener �Sw y �pb = �pb.

Como en la técnica secuencial, las funciones de saturación krw; kro;

krg, pcw y pcg pueden ser usadas previamente a la iteración Newton-

Raphson para valorar la saturación, en cambio a los pasos previos de

tiempo para valuar la saturación. El problema del punto de burbuja en

el método IMPES iterativo puede ser tratado como en SS y los pasos de

tiempo pueden ser controlados en forma similar a la técnica secuencial.

La mejora de IMPES con respecto al modelo bifásico puede ser extendido

para IMPES iterativo para el modelo de petróleo negro. En particular

los pasos de tiempo pueden ser diferentes para la presión que para la

saturación.

6.2.5. Pozos Acoplados

Varios pozos delimitados necesitan ser tomados en cuenta. Dos tipos

de pozos delimitados son usados para pozos de inyección.
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Cualquier presión inferior de los pozos pbh es dada, o el índice de

inyección es �jo. En el primer caso:

p
(j)
bh = P

(j)
bh ; (6.108)

donde j es el número de pozos con este tipo de pozo de control y P (j)bh

está dada la presión inferior en este pozo. En este caso:

p
(j)
bh = 0: (6.109)

En el último caso, seguido de (6.11) el índice de control de inyección

para los pozos de inyeción del agua y el gas son:

Q
(j)
Ws=

MwjX
m=1

WI(j;m)
krwm�ax
�w

h
p
(j)
bh � pw � �w�

�
z
(j)
bh � z

�i
(6.110)

�
�
x� x(j;m)

�
y

Q
(j)
Gs=

MwjX
m=1

WI(j;m)
krgm�ax
�w

h
p
(j)
bh � pg � �g�

�
z
(j)
bh � z

�i
(6.111)

�
�
x� x(j;m)

�
donde Q(j)Ws y Q

(j)
Gs son los índices de inyección dados para el agua y el

gas, respectivamente, en el j-esimo pozo y knr�m�ax es el máximo valor de

la permeabilidad relativa de la �-fase, � = w; g. El método de iteración

Newton-Raphson puede ser usado para resolver la ecuación de pozo de

contol (6.110) y (6.111). Por ejemplo, en la técnica SS, siguiendo de (6.53)

y (6.56) la iteración aplicada para (6.110) y (6.111) da lo siguiente:

Q
(j)
Ws=

�
q
(j)
Ws

�l
+

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)wp�p+ e

(j)
wSw

�Sw (6.112)

+ e(j)wpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
y

Q
(j)
Gs=

�
q
(j)
Gs

�l
+

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)gp �p+ e

(j)
gS (�Sw + �So) (6.113)

+ e(j)gpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
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donde Q(j)Ws =
�
q
(j)
Ws

�l+1
, Q(j)Gs =

�
q
(j)
Gs

�l+1
, y los coe�cientes en esas dos

ecuaciones son determinados como en (6.53) y (6.56). Para la técnica

secuencial e IMPES iterativo, el término de índice de �ujo puede ser

desarrollado como técnica secuencial.

Para el pozo de producción, hay tres tipos de pozos delimitados por;

la presión constante en el inferior del pozo, el índice de produccion total

del líquido constante, y el índice de �ujo total costante. La presión

constante inferior del pozo delimitado de la forma (6.108) y (6.109).El

índice de produccion total del líquido constante de control toma la forma:

Q
(j)
Ls =

MwjX
m=1

WI(j;m)
krw
�w

h
p
(j)
bh � pw � �w�

�
z
(j)
bh � z

�i
�
�
x� x(j;m)

�
+

MwjX
m=1

WI(j;m)
kro
�o

h
p
(j)
bh � po � �o�

�
z
(j)
bh � z

�i
(6.114)

�
�
x� x(j;m)

�
;

donde Q(j)Ls es el índice de produccion total del líquido en el j-esimo pozo.

La taza del agua, de�nida como el índice de producción de agua para la

suma del agua y producción de aceite, en la zona perforada de un pozo

con este tipo de pozo delimitado debe ser menor que un cierto límite;

otra vez este límite, que es la zona perforada debe ser cerrada. Los índices

de control de �ujo total delimitados pueden ser de�nidos similarmente;

en este caso, la produccón de gas se suman:

Q
(j)
Ls =

�
q
(j)
Ls

�l
+

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)wp�p+ e

(j)
wSw

�Sw + e(j)wpbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
+

MwjX
m=1

WI(j;m)
h
e(j)op �p+ e

(j)
oSw

�Sw + e
(j)
oSo
�So (6.115)

+ e(j)opbh�p
(j)
bh

i
�
�
x� x(j;m)

�
;

donde Q(j)Ls =
�
q
(j)
Ls

�l+1
son �jos y los coe�cientes en está ecuación

pueden ser determinados en (6.53) y (6.54). En SS en el estado bajo-

saturado, la técnica secuencial e IMPES iterativo, Q(j)Ls puede ser desa-

rrollado como SS e IMPES iterativo.
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Capítulo 7

Conclusiones.

La simulación de yacimientos es una herramienta que permite al Inge-

niero de petróleos obtener un mayor conocimiento sobre los mecanismos

que se involucran en la recuperación de éstos. La simulación de yacimien-

tos, si se utiliza adecuadamente, puede ser una herramienta muy valiosa

para obtener información sobre él . Sin embargo, la complejidad varia

con respecto al número de variables que se desea considerar, tomar en

cuenta las variables necesarias para su simulación es esencial para la re-

alización de todos los estudios de éste. Además, no todos los yacimientos

requieren un modelo de estudio so�sticado y en muchos casos estudios

de yacimientos convencionales o estudios de modelos computacionales

extremadamente simples, éstos pueden responder a las preguntas que se

plantean. Es fácil generar datos numéricos de un modelo computacional;

en la mayoría de los casos la interpretación correcta de los números,

requiere un análisis cuidadoso, este analísis requiere de alguien quien

entienda el modelo físico, matemático, numérico y computacional.

En el presente trabajo se ha mostrado la importancia que tiene la

formulación de los sistemas continuos. Esta teoría permite construir las

ecuaciones diferenciales básicas de los modelos bifásico, trifásico y com-

posicional, de forma sistemática y simple. Esta metodología permite de-

sarrollar las ecuaciones diferenciales a partir de las propiedades inten-

sivas y extensivas, las cuales son usadas para llegar a la ecuación de

balance global. Una vez desarrolladas las ecuaciones diferenciales, con

las condiciones de frontera e iniciales, es importante entender la mecáni-

ca que tiene el yacimiento, es decir, conocer y entender las propiedades
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de roca y �uido, hacer uso de las correlaciones adecuadas tiene una gran

importancia en la modelación de yacimientos. Estas correlaciones nos

permiten utilizar las mejores aproximaciones para las variables; perme-

abilidad, porosidad, viscosidad, compresibilidad y las propiedades de

presión, volumen y temperatura de los �uidos.

Cuando se tienen el modelo matemático junto con las leyes consti-

tutivas, el siguiente paso es realizar el modelo discreto el cual puede ser

resuelto por medio de los métodos de diferencias �nitas, elemento �ni-

to o volumen �nito. En la industria petrolera los métodos más usados

son el IMPES (presión implicita saturación explicita) y SS (solución si-

multánea). Sin embargo en la mayoría de los modelos nos encontramos

con sistemas de ecuaciones no acopladas y no lineales, lo cual di�culta

su solución, dada éstas complejidades se debe hacer uso del método de

Newton-Rapson.

En este trabajo sólo se mostraron los métodos de solución para

los diferentes modelos de yacimientos petroleros, es posible adaptar la

metodología usada en este trabajo en su estudio computacional donde

cada uno de ellos puede ser adaptado a los diferentes métodos numéri-

cos que se deseen aplicar. Permitiendo de esta manera tener un grupo de

herramientas que pueden ser usadas en múltiples problemas escogiendo

la que ofrezca mayores ventajas computacionales, pero las ventajas y

desventajas deberán de ser deducidas al implementarse en un problema

particular.
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Capítulo 8

Nomenclatura

Los símbolos y abreviaturas usadas a lo largo del presente trabajo

están de�nidas en la siguiente tabla:

Subíndices
f Fase del �uido
g Fase gas
i Componente o índice de cordenadas
o Fase aceite
s Fase sólida o condiciones estandar
t cantidad total
w Fase agua
� Índice de la fase
Cantidades Base
Símbolo Cantidad base Unidad
L Longitud m
M Masa kg
T Temperatura oK
t Tiempo seg
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Símbolo Signi�cado Unidad
A Área L2

API Gravedad del aceite oAPI
a Aceleración L/t2

B Factor de Volumen de la Formación
B� Factor de Volumen de la Formación en la fase �
Ci Compresibilidad de la componente i L2/(Tt2)
CV � Capacidad calorí�ca en la fase � en volumen constante L2/(Tt2)
Cp� Capacidad calorí�ca en la fase � en presión constante L2/(Tt2)
c Concentración de masa
cf Compresibilidad del �uido Lt2/M
cg Compresibilidad del gas Lt2/M
co Compresibilidad del aceite Lt2/M
cw Compresibilidad del agua Lt2/M
ci Concentración de la componente i
ci� Concentración de la componente i en la fase �
cR Compresibilidad de la roca Lt2/M
cSE Salinidad efectiva
ct Compresibilidad toal Lt2/M
D Tensor de disperción o difusión L2/t
Di� Tensor de disperción o difusión de la componente i en la fase � L2/t
di� Flujo difusivo de la componente i en la fase � M/(L2t)
E Flujo de energía M/t3

E Energía L2M/t2

fi� Función de fugacidad e la componente i en la fase � M/Lt2

f� Fujo fracional en la fase �
H� Entropía de la fase � L2/t2

I Tensor identidad
J = (0; T ] Intervalo de tiempo t
Jn Subintervalo en el tiempo (tn�1;tn] t
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Ki K-valor de equilibrio de la componente i
k Tensor de permeabilidad L2

ki;i Permeabilidad en la dirección i L2

k� Permeabilidad efectiva en la fase � L2

kr� Permeabilidad relativa de la fase �
krow Permeabilidad relativa en el sistema agua-aceite
krog Permeabilidad relativa en el sistema aceite-gas
L Fracción de masa del aceite
Nc Número de componentes
Nw Número de pozos
p Presión M/(Lt2)
pb Presión al punto de burbuja M/(Lt2)
p� Presión en la fase � M/(Lt2)
ppc Presión pseudocrítica M/(Lt2)
pc Presión capilar M/(Lt2)
p�c Presión capilar crítica
pic Presión crítica de la componente i M/(Lt2)
pc�1 Presión capilar M/(Lt2)
pcow Presión capilar po � pw M/(Lt2)
pcgo Presión capilar pg � po M/(Lt2)
pcw Presión capilar =�pcow M/(Lt2)
pcg Presión capilar =pcgo M/(Lt2)
pbh Presión inferior M/(Lt2)
Pbh Presión inferior dada M/(Lt2)
po Presión de referencia M/(Lt2)
Q Índice de prodcción L3/t
Q� Índice de prodcción en la fase � L3/t
qc Flujo de conducción de calor M/t3

qr Flujo de cradiación de calor M/(L3t)
qi Índice de producción/inyección en el pozo i M/(L3t)
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q� Fuente/sumidero en la fase � M/(L3t)
qH Término fuente de entropía M/(Lt3)
qL Calor perdido M/(Lt3)
R Constante universal del gas R � 0;8205
Rso Índice de gas diselto en aceite
re Radio equivalente L
rw Radio del pozo perforado L
S� Saturación de la fase �
Sn� Saturación normalizada de la fase �
Soc Saturación crítica del aceite
Sow Saturación crítica del agua
Snc Saturación residual
Sor Saturación residual del aceite
S�r Saturación residual de la fase �
Swf Saturación del agua en el avance frontal
T� Tranmisibilidad de la fase � L3t/M
T Temperatura T
Tc Temperatura pseudocrítica T
Tob Temperatura superior del yacimiento T
Tpc Temperatura pseudocrítica T
U Energía interna especi�ca L2/t2

U� Energía interna especi�ca de la fase � L2/t2

u Velaocidad de Darcy L/t
u� Velaocidad de Darcy de la fase � L/t
V Volumen L3

W Peso molecular M/mole
Wi Peso molecular de la componente i M/mole
WI Índice del pozo L3

x Variable espacial L
x(i) Localización del pozo L
xi� Fracción de mole de la componente i en la fase �
YG Gravedad del gas
Z Compresibilidad del gas o factor de derivación
Z� Factor de Compresibilidad de la fase �
z proundidad L
zi Fracción de mole total
zbh Dato de nivel de profundidad L
Símbolos Griegos
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Símbolo Descripción unidad
� Factor de dimención
� Factor de turbulencia o inercia L3


 Dominio L3


i Subdominio i-esimo L3


0 Soporte de '0
@
 Frontera del dominio L2

@=@t Derivada parcial en tiempo t�1

@=@xi Derivada parcial en espacio L�1

r Operador gradiente L�1

r� Operador de divergencia L�1

� Operador Laplaciano L�2

�L Longitud del pozo en la malla L
�p� Gradiente de presión através del bloque de la matriz M/(L2t2)
� Potencial M/(Lt2)
�� Potencial en la fase � M/(Lt2)
�0 Potencial de referencia M/(Lt2)
�l Pseudopotencial L
� Porosidad
�0 Potencial de referencia
'i� Coe�ciente de fugacidad de la componente i en la fase �
 Propiedad intensiva
� Viscosidad M/Lt
�� Viscosidad en la fase � M/Lt
� Densidad M/L3

�� Densidad en la fase � M/L3

�0 Densidad de referencia M/L3

�Go Densidad parcial de la componente gas en aceite M/L3

�Oo Densidad parcial de la componente aceite en aceite M/L3
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� Aceleración gravitacional L/t2

� Función delta de Dirac 1/L3

�vl Incremento de v en el l-esimo paso de Newton-Raphson
�vn Incremento de tiempo de v en el n-esimo paso
� Tensión super�cial M/t3

�aw Tensión interfacial agua-aire M/t3

�ow Tensión interfacial agua-aceite M/t3

�� Movilidad en la fase � L3t/M
� Movilidad total L3t/M
�i� Densidad molar en la componente i en la fase � Mole/L
�� Densidad molar en la fase � Mole/L
� Ángulo de contacto
!i Factor acéntrico
� Peso especi�co de la fase M/(L2t2)
i� Peso especi�co de la componente i en la fase � M/(L2t2)
0i Peso especi�co de referencia de la componente i M/(L2t2)
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