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Capitulo 1

Introduccion

La tarea de resolver un problema analitico queda siempre inconclusa.
Demostrar la existencia y algunas propiedades bésicas de la solucién se
considera, por lo general, satisfactorio, pero quedan siempre importantes
preguntas por responder. Tales cuestiones, no sélo son de importancia
bésica desde el punto de vista tedrico, también son inevitables cuando
se desea aplicar el anédlisis a la descripcién y al control de los fenémenos
naturales, los cuales, pueden describirse en principio sélo de manera
aproximada.

El objetivo principal del estudio de un yacimiento petrolero es prede-
cir el comportamiento futuro de éste y encontrar caminos o medios que
permitan incrementar la recuperaciéon final. La Ingenierfa de yacimien-
tos clésica lo ofrece en un modelo béasico (modelo de tanque), pero no
puede explicar adecuadamente las variaciones en el yacimiento ni los
pardmetros de los fluidos en el espacio y en el tiempo. La simulacién
de Yacimientos, hecha a través de computadoras, permite estudiar, de
manera detallada, el yacimiento mediante su divisiéon en cierto nimero
de bloques (algunas veces varios miles) y la aplicacién de la ecuacién
fundamental de flujo en medios porosos a cada bloque.

Los programas computacionales que realizan los cdlculos necesarios
para realizar estudios de este modelo son llamados “modelos computa-
cionales”. Recientemente, con el avance de las computadoras, los as-
pectos tedricos y practicos del andlisis numérico han recibido un gran
impulso. Estos aspectos son presentados en la literatura: ahora es posi-

ble escribir modelos més sofisticados que simulan algunos de los procesos



mas complejos que tienen lugar en los yacimientos durante la ejecucién
de los planes de recuperacion.

La tecnologia de la simulacién de yacimientos es constantemente
mejorada y ampliada. Por ende, nuevos modelos para simular complejos
planes de recuperacién se proponen todo el tiempo. Este trabajo trata
sobre la construcciéon de los modelos matemaéticos a través del modelo
fisico, comenzando con el mas basico (modelo bifésico) hasta el més com-
plejo (modelo térmico). La descripcién de un modelo de un yacimiento
estd dado en su comportamiento fisico, para después expresarlo en los
modelos matematicos y darle soluciéon con modelos numéricos.

Modelo Matemadtico

El modelo fisico que se desea modelar, debe ser expresado en términos
de las ecuaciones matemditicas apropiadas. Este proceso casi siempre
implica suposiciones. Las suposiciones son necesarias desde el punto de
vista practico a fin de hacer manejable el problema tratado. Por ejemplo,
cada ingeniero de yacimientos conoce que el concepto de permeabilidad
relativa tiene limitaciones, pero, en esencia, no tenemos méas remedio
que usarlo. La formulacién de un modelo matemé&tico es considerada
en el capitulo 2; esta resulta en un conjunto de ecuaciones no lineales
parcialmente diferenciales con las correspondientes condiciones iniciales
y de frontera.

Modelos de yacimientos

Un modelo matemadtico consiste en un conjunto de ecuaciones que
describen el fluido en un yacimiento petrolero, junto con las apropiadas
condiciones de frontera y condiciones iniciales. Los modelos matematicos
para yacimientos petroleros han sido utilizados desde 1800. El presente
trabajo tiene como objetivo el desarrollo de tales modelos.

El fluido en movimiento en un yacimiento petrolero es gobernado
por las ecuaciones de; conservacién de masa, conservacion de momento
y conservacion de energia. En la simulacién de flujo en un yacimiento,
la ecuacién de momento estd dada por la ley de Darcy (Darcy 1856).
Derivada de forma empirica, esta ley indica la relacién lineal entre la
velocidad relativa de los fluidos en los sélidos y el gradiente de la pre-

sién. La fiabilidad de las predicciones de un modelo de un yacimiento



petrolero dependen de como los pozos describen el campo. Para desarro-
llar un modelo, en general, se simplifican suposiciones necesarias, ya que
los campos son demasiado complicados para poder describirlos con exac-
titud. Las suposiciones necesarias para resolver el modelo analitico son
muy restrictivas, dado que muchas soluciones analiticas requieren que
el yacimiento sea homogéneo e isotrépico. Esto es usualmente necesario
para resolver un modelo matemédtico usando métodos numéricos. Desde
1950, cuando las computadoras digitales llegaron, los modelos numéricos
han sido usados para predecir, entender y optimizar los problemas fisicos
de flujo de fluidos en medios porosos. Sin embargo, con el surgimien-
to de las nuevas técnicas de recuperacion en el campo de produccién
petrolera, se ha enfatizado la necesidad para sofisticar las herramientas
matemadticas y computacionales capaces de modelar los fenémenos fisi-
cos complicados y cambios severos entre las interfaces de los fluidos. El
objetivo de este trabajo es mostrar y derivar las ecuaciones bésicas del
flujo de fluidos en un medio poroso y algunos de sus métodos numéricos;
las propiedades roca y fluido que afectan en los pardmetros; métodos
numéricos y sus aplicaciones en flujo bifasico; flujo en tres fases modelo
beta del petréleo negro, y flujo composicional.

El contenido del trabajo se encuentra en siguiente orden:

En el capitulo 2 se introduce la Teorfa de los Medios Continuos, que
no es mas que la formulacién de los modelos matemaéticos de los sistemas
continuos. Esté constituida por ecuaciones de balance que son aplicables
a cualquier sistema continuo de ecuaciones, independientemente de su
naturaleza. A partir de la ecuacién de balance global se derivan las ecua-
ciones de balance local, las cuales constituyen, por sf mismas, los modelos
bésicos de los sistemas continuos.

Luego, en el capitulo 3, se desarrollan las principales ecuaciones que
describen el flujo de fluido en un medio poroso en un yacimiento petrolero
a partir de la formulacién de la teoria de los medios continuos. De estd
formulacion se desarrollan las ecuaciones bésicas que gobiernan el flujo
bifésico, el flujo de tipo modelo beta del petréleo negro, flujo composi-
cional y flujo térmico.

En el capitulo 4 consideraremos las propiedades roca y fluido. En



particular, la presién capilar y la permeabilidad relativa son discutidas
en las propiedades de roca; las propiedades del agua, aceite, gas, y las
ecuaciones de estado se estudian para las propiedades del fluido. Para
ser resueltas, las ecuaciones bdsicas de flujo y transporte hacen uso de
las propiedades de la roca y fluido del medio, es decir, dependen de
ellas. En este capitulo, se discutirdn esas propiedades. En particular,
la presién capilar, la permeabilidad relativa, el factor de volumen de la
formacion, la densidad, la solubilidad, la viscosidad, la compresibilidad
y las ecuaciones de estado son usadas para los modelos bifdsico, beta
o petréleo negro, composicional y térmico. Las ecuaciones de estado de
acuerdo con la distribucién de los hidrocarburos dentro de las fases. La
temperatura depende de las propiedades de la roca y el fluido, los cuales
serdan también estudiados para el modelo térmico.

Por otra parte, en capitulo 5 se presentan los modelos numéricos que

sirven para modelar los modelos bifdsicos y, petréleo negro o beta.



Capitulo 2

Formulacion Unificada de los
Modelos Matematicos de
Sistemas Continuos

La técnica general que se utiliza para realizar la prediccién es la mo-
delacién. Es decir, en ella se construyen modelos y con ellos se predice el
comportamiento del sistema que interesa. Los fundamentos de la fisica
macroscépica los proporciona la ‘teoria de los medios continuos’. En este
capitulo, con base en ella se introduce una formulacién clara, general
y sencilla de los modelos matemaéticos de los sistemas continuos. Esta
formulacién es tan sencilla y tan general, que los modelos bésicos de
sistemas tan complicados y diversos como la atmdsfera, los océanos, los
yacimientos petroleros, o los geotérmicos, se derivan por medio de la apli-
cacién repetida de una séla ecuacién diferencial: ‘la ecuacién diferencial
de balance’.

Dicha formulacién también es muy clara, pues en el modelo general no
hay ninguna ambigiiedad; en particular, todas las variables y pardmetros
que intervienen en él, estdn definidos de manera univoca. En realidad,
este modelo general de los sistemas continuos constituye una realizacién
extraordinaria de los paradigmas del pensamiento matematico. El des-
cubrimiento del hecho de que los modelos matematicos de los sistemas
continuos, independientemente de su naturaleza y propiedades intrinse-
cas, pueden formularse por medio de balances, cuya idea bésica no difiere

mucho de los balances de la contabilidad financiera, fue el resultado de un



largo proceso de perfeccionamiento en el que concurrieron una multitud

de mentes brillantes.
2.1. Los Modelos

Un modelo de un sistema es un sustituto de cuyo comportamiento
es posible derivar el correspondiente al sistema original. Los modelos
matemadticos, en la actualidad, son los utilizados con mayor frecuencia y
también los maés versatiles. En las aplicaciones especificas estdn constitui-
dos por programas de cémputo cuya aplicacion y adaptacion a cambios
de las propiedades de los sistemas es relativamente facil. También, sus
bases y las metodologias que utilizan son de gran generalidad, por lo que
es posible construirlos para situaciones y sistemas muy diversos.

Los modelos matemdticos son entes en los que se integran los conoci-
mientos cientificos y tecnolégicos, con los que se construyen programas
de cémputo que se implementan con medios computacionales. En la ac-
tualidad, la simulacién numérica permite estudiar sistemas complejos
y fenémenos naturales que serfa muy costoso, peligroso o incluso im-
posible de estudiar por experimentacién directa. En esta perspectiva la
significacién de los modelos matematicos en ciencias e ingenieria es clara,
porqué la modelacién matematica constituye el método més efectivo de
predecir el comportamiento de los diversos sistemas de interés. En nu-
estro pafs, ellos son usados ampliamente en la industria petrolera, en las

ciencias y la ingenierfa del agua y en muchas otras.
2.2. Fisica Microscépica y Fisica Macroscépica

La materia, cuando se le observa en el dambito ultramicroscopico,
estd formada por moléculas y atomos. Estos a su vez, por particulas atin
mas pequenas como los protones, neutrones y electrones. La prediccién
del comportamiento de estas particulas es el objeto de estudio de la
mecdnica cudntica y la fisica nuclear. Sin embargo, cuando deseamos
predecir el comportamiento de sistemas tan grandes como la atmésfera
o un yacimiento petrolero, los cuales estdn formados por un nimero
extraordinariamente grande de moléculas y dtomos, su estudio resulta

inaccesible con esos métodos y en cambio el enfoque macroscépico es



apropiado.

Por eso en lo que sigue distinguiremos dos enfoques para el estudio
de la materia y su movimiento. El primero el de las moléculas, los dto-
mos y las particulas elementales es el enfoque microscépico y el segundo
es el enfoque macroscépico. Al estudio de la materia con el enfoque
macroscépico, se le llama fisica macroscépica y sus bases tedricas las
proporciona la mecédnica de los medios continuos.

Cuando se estudia la materia con este ultimo enfoque, se considera
que los cuerpos llenan el espacio que ocupan, es decir que no tienen
huecos, que es la forma en que los vemos sin el auxilio de un microsco-
pio. Por ejemplo, el agua llena todo el espacio del recipiente donde esta
contenida. Este enfoque macroscépico estd presente en la fisica clasica.
La ciencia ha avanzado y ahora sabemos que la materia estd llena de
huecos, que nuestros sentidos no perciben y que la energfa también esta
cuantizada. A pesar de que estos dos enfoques para el andlisis de los
sistemas fisicos, el microscépico y el macroscépico, parecen a primera
vista conceptualmente contradictorio, ambos son compatibles, y com-
plementarios, y es posible establecer la relacién entre ellos utilizando a

la mecdnica estadistica.

2.3. Cinematica de los Modelos de Sistemas Con-
tinuos

En la teoria de los sistemas continuos, los cuerpos llenan todo el
espacio que ocupan. Y en cada punto del espacio fisico hay una y sola-
mente una particula. Asi, definimos como sistema continuo a un conjunto
de particulas. Ain mads, dicho conjunto es un subconjunto del espacio
Fuclidiano tridimensional. Un cuerpo es un subconjunto de particu-
las que en cualquier instante dado ocupa un dominio, en el sentido
matemadtico, del espacio fisico; es decir, del espacio Euclidiano tridimen-
sional. Denotaremos por B(t) a la regién ocupada por el cuerpo B, en el
tiempo ¢, donde ¢ puede ser cualquier niimero real.

Frecuentemente, sin embargo, nuestro interés de estudio se limitard
a un intervalo finito de tiempo. Dado un cuerpo B, todo subdominio

B C B, constituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que B cC



B es un subcuerpo de B. De acuerdo con lo mencionado antes, una
hipétesis basica de la teorfa de los sistemas continuos es que en cualquier
tiempo t € (—o00,00) y en cada punto x € B de la regiéon ocupada por
el cuerpo, hay una y sélo una particula del cuerpo. Como en nuestra
revisién se incluye no solamente la estdtica (es decir, los cuerpos en
reposo), sino también la dindmica (es decir, los cuerpos en movimiento),
un primer problema de la cinemaética de los sistemas continuos consiste
en establecer un procedimiento para identificar a las particulas cuando
estdn en movimiento en el espacio fisico.

Sea X € B, una particula y p(X,t) el vector de la posicién que ocupa,
en el espacio fisico, dicha particula en el instante ¢. Una forma, pero no la
lnica, de identificar la particula X es asocidndole la posicién que ocupa
en un instante determinado. Tomaremos en particular el tiempo t = 0,
en tal caso p(X,0) = X.

A las coordenadas del vector X = (Xj, Xy, X3), se les llama las
coordenadas materiales de la particula. En este caso, las coordenadas
materiales de una particula son las coordenadas del punto del espacio
fisico que ocupaba la particula en el tiempo inicial, ¢ = 0. Desde luego,
el tiempo inicial puede ser cualquier otro, si asf se desea. Sea B el do-
minio ocupado por un cuerpo en el tiempo inicial, entonces X € B si
y solamente si la particula X es del cuerpo. Es decir, B caracteriza al
cuerpo. Sin embargo, debido al movimiento, la regién ocupada por el
mismo cambia con el tiempo y serd denotada por B(t).

Formalmente, para cualquier ¢ € (—o0, 00), B(t) se define por
Bit)={zeR*|3X € B tal que z=p(X 1)} (2.1)

el vector posiciéon p(X,t) es funcién del vector tridimensional X y del
tiempo. Si fijamos el tiempo ¢, p(X, t) define una transformacién del es-
pacio Euclidiano R? en si mismo y la Ec. (2.1) es equivalente a B(t) =
p(B,t). Una notacién utilizada para representar esta familia de fun-
ciones es p(-,t). De acuerdo a la hipétesis de los sistemas continuos:
En cualquier tiempo ¢ € (—00,00) y en cada punto z € B de la regién
ocupada por el cuerpo hay una y sélo una particula del cuerpo B para

cada t fijo. Es decir, p(-,?) es una funcién biunivoca, por lo que existe la



funcion inversa p~'(-, t).

Si se fija la particula X en la funcién p(X,t) y se varfa el tiempo t,
se obtiene su trayectoria. Esto permite obtener la velocidad de cualquier
particula, la cual es un concepto central en la descripciéon del movimiento.
Ella se define como la derivada con respecto al tiempo de la posicién
cuando la particula se mantiene fija. Es decir, es la derivada parcial con
respecto al tiempo de la funcién de posicién Q(K ,t). Por lo mismo, la
velocidad como funcién de las coordenadas materiales de las particulas,
estd dada por

op
VX, 1) = SEXD) (2:2)
2.4. Propiedades Intensivas y sus Representaciones

En lo que sigue consideraremos funciones definidas para cada tiempo,
en cada una de las particulas de un sistema continuo. A tales funciones
se les llama ‘propiedades intensivas’. Las propiedades intensivas pueden
ser funciones escalares o funciones vectoriales. Por ejemplo, la velocidad,
definida por la Ec. (2.2), es una funcién vectorial que depende de la
particula X y del tiempo t.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres
escalares, correspondientes a cada una de sus tres componentes. Hay
dos formas de representar a las propiedades intensivas: la representacién
Fuleriana y la representacién Lagrangiana. Los nombres son en ho-
nor a los matematicos Leonard Euler (1707-1783) y Joseph Louis La-
grange (1736-1813), respectivamente. Frecuentemente, el punto de vista
Lagrangiano es utilizado en el estudio de los sélidos, mientras que el
Fuleriano se usa més en el estudio de los fluidos.

Considere una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo ¢ toma
el valor ¢(X,t) en la particula X. Entonces, de esta manera se define
una funcién ¢ : B — R!, para cada t € (—o00,00) a la que se denomina
representacién Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Aho-
ra, sea ¥ (z, t) el valor que toma esa propiedad en la particula que ocupa
la posicién z, en el tiempo t. En este caso, para cada t € (—o0,00) se
define una funcién 1 : B(t) — R! a la cual se denomina representacién

Euleriana de la funcién considerada. Estas dos representaciones de una



misma propiedad estdn relacionadas por la siguiente identidad

P(X, 1) = P(p(X,1),1). (2.3)

Noétese que, aunque ambas representaciones satisfacen la Ec. (2.3),
las funciones ¢(X,t) y ¥(z,t) no son idénticas. Sus argumentos X y x
son vectores tridimensionales (es decir, puntos de R?); sin embargo, si

tomamos X = z, en general

P(X, 1) # P(X, ). (2.4)

La expresion de la velocidad de una particula dada por la Ec. (2.2),
define a su representacién Lagrangiana, por lo que utilizando la Ec. (2.3)

es claro que

%@, f) = VX, 1) = v(p(X, 1), 1) (25)

donde v(z, t) es la representacién Euleriana de la velocidad. Por lo mismo
v(z, t) = Vp (@), ). (2:6)

Esta ecuacién tiene la interpretaciéon de que la velocidad en el punto
x del espacio fisico, es igual a la velocidad de la particula que pasa por
dicho punto en el instante ¢. La Ec. (2.6) es un caso particular de la

relacion
bz, t) = olp~'(z,1),1)

de validez general, la cual es otra forma de expresar la relacién de la Ec.
(2.3) que existe entre las dos representaciones de una misma propiedad
intensiva.

La derivada parcial con respecto al tiempo de la representacién La-
grangiana ¢(X, t) de una propiedad intensiva, de acuerdo a la definicién
de la derivada parcial de una funcién, es la tasa de cambio con respecto
al tiempo que ocurre en una particula fija. Es decir, si nos montamos
en una particula y medimos a la propiedad intensiva y luego los valores
asi obtenidos los derivamos con respecto al tiempo, el resultado final

ot

es . En cambio, si 1(z,t) es la representaciéon Euleriana de esa

. . t . .
misma propiedad, entonces % es simplemente la tasa de cambio con

10



respecto al tiempo que ocurre en un punto fijo en el espacio. Tiene in-
terés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en una
particula fija, cuando se usa la representacién Euleriana. Derivando con
respecto al tiempo a la identidad de la Ec. (2.3) y la regla de la cadena,

se obtiene

3925(8%775) 3@;#( (X,0),1) + ;g;i( p(X, 1), )%pz(X . (2.7)

Se acostumbra definir el snnbolo Dy - por

Dy WJri b

2.
Dt » (2.8)
0, més brevemente,
Dy 0y
Y 2.
D o TV (2.9)
llamada derivada material, utilizando esta notacién, se puede escribir
dp(X,t) _ Dy (O
S = DX =g vV ) (p(X1),1). (2.10)

Por ejemplo, la aceleracién de una particula se define como la deriva-
da de la velocidad cuando se mantiene a la particula fija. Aplicando la

Ec. (2.9) se tiene

Dv  0Ov
—_— = = 2.11
Di 9 +v-Vv ( )

una expresién méds transparente se obtiene aplicando la Ec. (2.9) a cada

una de las componentes de la velocidad. Asi, se obtiene

DVi aVZ'
= . ;- 2.12
i a0 +v-Vy; (2.12)

Desde luego, la aceleracién, en representacién Lagrangiana es simple-

mente 5 52
—V(X,t
atY(—? ) a 2p

2.4.1. Propiedades Extensivas

(X, 1). (2.13)

En la seccién anterior se consideraron funciones definidas en las
particulas de un cuerpo, mds precisamente, funciones que hacen co-

rresponder a cada particula y cada tiempo un nimero real, o un vector
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del espacio Euclidiano tridimensional R?. En ésta, en cambio, empezare-
mos por considerar funciones que a cada cuerpo B de un sistema con-
tinuo, y a cada tiempo ¢ le asocia un nimero real o un vector de R3. A
una funcién de este tipo E(B, t) se le llama ‘propiedad extensiva’cuando

esta dada por una integral
E(B,{) = / (e t)dx, (2.14)
B(t)

Observe que, en tal caso, el integrando define una funcién ¢ (z,t) y
por lo mismo, una propiedad intensiva. En particular, la funcién v (z, t)
es la representacién Euleriana de esa propiedad intensiva. Ademas, la Ec.
(2.14) establece una correspondencia biunivoca entre las propiedades ex-
tensivas y las intensivas, porqué dada la representacién Eulereana v (z, t)
de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el dominio ocupado
por cualquier cuerpo, define una propiedad extensiva. Finalmente, la no-
tacion empleada en la Ec. (2.14) es muy explicita, pues ahi se ha escrito
E(B,t) para enfatizar que el valor de la propiedad extensiva corresponde
al cuerpo B. Sin embargo, en lo que sucesivo, se simplificara la notacién
omitiendo el simbolo B es decir, se escribird E(t) en vez de E(B,t).

Hay diferentes formas de definir a las propiedades intensivas. Como
aqui lo hemos hecho, es por unidad de volumen. Sin embargo, es frecuente
que se le defina por unidad de masa véase (ver [14]). Es facil ver que
la propiedad intensiva por unidad de volumen es igual a la propiedad
intensiva por unidad de masa multiplicada por la densidad de masa (es
decir, masa por unidad de volumen), por lo que es fécil pasar de un
concepto al otro, utilizando la densidad de masa.

Sin embargo, una ventaja de utilizar a las propiedades intensivas por
unidad de volumen, en lugar de las propiedades intensivas por unidad de
masa, es que la correspondencia entre las propiedades extensivas y las
intensivas es méas directa: dada una propiedad extensiva, la propiedad
intensiva que le corresponde es la funcién que aparece como integrando,
cuando aquélla se expresa como una integral de volumen. Ademads, del

célculo se sabe que

Y(z,t) = lim M: lim M_

Vol—0 Vol Vol—0 Vol (215)
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La Ec. (2.15) proporciona un procedimiento efectivo para determi-
nar las propiedades extensivas experimentalmente: se mide la propiedad
extensiva en un volumen pequeno del sistema continuo de que se trate,
se le divide entre le volumen y el cociente que se obtiene es una buena
aproximacién de la propiedad intensiva.

El uso que haremos del concepto de propiedad extensiva es, desde
luego, l6gicamente consistente. En particular, cualquier propiedad que
satisface las condiciones de la definicién de propiedad extensiva estable-
cidas antes es, por ese hecho, una propiedad extensiva. Sin embargo, no
todas las propiedades extensivas que se pueden obtener de esta manera
son de interés en la mecdnica de los medios continuos. Una razén bési-
ca por la que ellas son importantes es porqué el modelo general de los
sistemas continuos se formula en términos de ecuaciones de balance de

propiedades extensivas, como se verd mas adelante.

2.4.2. Balance de Propiedades Extensivas e Inten-
sivas

Los modelos matemaéticos de los sistemas continuos estdn consti-
tuidos por balances de propiedades extensivas. Por ejemplo, los modelos
de transporte de solutos (los contaminantes transportados por corrientes
superficiales o subterraneas, son un caso particular de estos procesos de
transporte) se construyen haciendo el balance de la masa de soluto que
hay en cualquier dominio del espacio fisico. Aqui, el término balance se
usa, esencialmente, en un sentido contable. En la contabilidad que se re-
aliza para fines financieros o fiscales, la diferencia de las entradas menos
las salidas nos da el aumento, o cambio, de capital. En forma similar,
en la mecdnica de los medios continuos se realiza, en cada cuerpo del
sistema continuo, un balance de las propiedades extensivas en que se

basa el modelo.

Ecuacién de Balance Global Para realizar tales balances es nece-
sario, en primer lugar, identificar las causas por las que las propiedades
extensivas pueden cambiar. Tomemos como ejemplo de propiedad exten-
siva a las existencias de maiz que hay en el pafs. La primera pregunta es:

.qué causas pueden motivar su variacién, o cambio, de esas existencias?
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Un anélisis sencillo nos muestra que dicha variacién puede ser debida
a que se produzca o se consuma. También a que se importe o se ex-
porte por los limites del pais (fronteras o litorales). Y con esto se agotan
las causas posibles; es decir, esta lista es exhaustiva. Producciéon y con-
sumo son términos similares, pero sus efectos tienen signos opuestos, que
facilmente se engloban en uno solo de esos conceptos. De hecho, si con-
venimos en que la producciéon puede ser negativa, entonces el consumo
es una produccién negativa.

Una vez adoptada esta convencién, ya no es necesario ocuparnos
separadamente del consumo. En forma similar, la exportacién es una
importacién negativa. Entonces, el incremento en las existencias AE en

un periodo At queda dado por la ecuacion
AE=P+1 (2.16)

donde a la produccién y a la importacién, ambas con signo, se les ha
representado por P y I respectivamente.

Similarmente, en la mecénica de los medios continuos, la lista ex-
haustiva de las causas por las que una propiedad extensiva de cualquier

cuerpo puede cambiar, contiene solamente dos motivos:

i) Por produccién en el interior del cuerpo; y

ii) Por importacion (es decir, transporte) a través de la fron-

tera.

Esto conduce a la siguiente ecuacién de “balance global”, de gran

generalidad, para las propiedades extensivas

dE
To= [ genis [ awode [ osend @10
dt B(1) OB(t) S(t)

Donde g(z,t) es la generacién en el interior del cuerpo, con signo,
de la propiedad extensiva correspondiente, por unidad de volumen, por
unidad de tiempo. Ademads, en la Ec. (2.17) se ha tomado en cuenta la
posibilidad de que haya produccién concentrada en la superficie (1),
la cual estd dada en esa ecuacién por la dltima integral, donde gx(z,t)

es la produccién por unidad de drea. Por otra parte g(z,t) es lo que se
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importa o transporta hacia el interior del cuerpo a través de la frontera
del cuerpo 0B(t), en otras palabras, es el flujo de la propiedad extensiva
a través de la frontera del cuerpo, por unidad de drea, por unidad de
tiempo. Puede demostrarse, con base en hipétesis vdlidas en condiciones
muy generales, que para cada tiempo ¢ existe un campo vectorial 7(z, t)
tal que

q(z,t) = 7(z,t) -n(z,1) (2.18)

donde n(z,t) es normal exterior a 0B(t). En vista de esta relacion, la

Ec. (2.17) de balance se puede escribir como

dE
— (1) = / g9(z,t)dz+ / T(z,t) n(z, t)dz+ / gs(z, t)dz. (2.19)
dt B(t) aB(1) ()

La relacién (2.19) se le conoce con el nombre de “ecuacién general de
balance global” y es la ecuacién bdsica de los balances de los sistemas
continuos. A la funcién g(z,t) se le denomina generacién interna y al

campo vectorial 7(z,t) el campo de flujo.

Condiciones de Balance Local Los modelos de los sistemas conti-
nuos estan constituidos por las ecuaciones de balance correspondientes
a una coleccién de propiedades extensivas. Asi, a cada sistema continuo
le corresponde una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo
matematico del sistema estd constituido por las condiciones de balance
de cada una de las propiedades extensivas de dicha familia.

Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan direc-
tamente en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades
intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porqué las ecua-
ciones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de
balance local, las cuales se expresan en términos de las propiedades in-
tensivas correspondientes. Las condiciones de balance local son de dos
clases: ’las ecuaciones diferenciales de balance local’ y ’las condiciones
de salto’.

Las primeras son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben sa-
tisfacer en cada punto del espacio ocupado por el sistema continuo, y
las segundas son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben

sa-tisfacer donde ocurren; es decir, en cada punto de . Cabe mencionar
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que las ecuaciones diferenciales de balance local son de uso mucho mas
amplio que las condiciones de salto, pues estas iultimas solamente se
aplican cuando y donde hay discontinuidades, mientras que las primeras
en todo punto del espacio ocupado por el sistema continuo.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales y de salto del ba-
lance local, e incorporada la informacion cientifica y tecnolégica nece-
saria para completar el modelo (la cual por cierto se introduce a través
de las llamadas écuaciones constitutivas’), el problema matematico de
desarrollar el modelo y derivar sus predicciones se transforma en uno
correspondiente a la teoria de la ecuaciones diferenciales, generalmente

parciales, y sus métodos numéricos.

Las Ecuaciones de Balance Local En lo que sigue se supone que
las propiedades intensivas pueden tener discontinuidades, de salto exclu-
sivamente, a través de la superficie X (¢). Se entiende por ‘discontinuidad
de salto’, una en que el limite por ambos lados de 3(t) existe, pero son
diferentes. Se utilizard en lo que sigue los resultados matematicos que se

dan a continuacion, (ver [13]).

Teorema 1 Para cada t > 0, sea B(t) C R?® el dominio ocupado por
un cuerpo. Suponga que la ‘propiedad intensiva)(z,t) es de clase C*,
excepto a través de la superficie X(t). Ademds, sean las funciones v(z,t)
y vs(z,t) esta dltima definida para x€ X(t) solamente, las velocidades

de las particulas y la de 3(t), respectivamente. Entonces

%/B(t)@bdgz/B(t){aa—qfnLV-(y@/))}diﬂL/z[(ﬁ—Qz)M'ﬂd@ (2.1)

Teorema 2 Considere un sistema continuo, entonces, la ecuacion de
balance global se satisface para todo cuerpo del sistema continuo si y
solamente si se cumplen las condiciones siguientes:

i) La ecuacion diferencial

%—f+v-(y¢)zv-z+g (2.20)

vale en todo punto x€ R3, de la region ocupada por el sistema.
it) La ecuacion

[ (v—vg)—1] - n=0gs (2.21)
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vale en todo punto xe 3.

A las ecuaciones (2.20) y (2.21), se les llama ecuacién diferencial de
balance local y condicién de salto, respectivamente.

Desde luego, el caso mds general que se estudiara se refiere a situa-
ciones dindmicas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas
cambian con el tiempo. Sin embargo, los estados estacionarios de los sis-
temas continuos son de sumo interés. Por estado estacionario se entiende
uno en que las propiedades intensivas son independientes del tiempo. En
los estados estacionarios, ademds, las superficies de discontinuidad X(¢)
se mantienen fijas (no se mueven). En este caso %—If =0y vy =0.Porlo
mismo, para los estados estacionarios, la ecuacion de balance local y la

condicién de salto se reducen a
V)=V -1+yg (2.22)
que vale en todo punto z€ R? y

[Yv—1]-n=gs (2.23)

que se satisface en todo punto de la discontinuidad X(t) respectivamente.

2.5. Los Modelos de los Sistemas Continuos

Sistemas Continuos de una y Varias Fases Dos conceptos rela-
cionados, utilizados en el estudio de los sistemas continuos, son el de
‘fase’y ‘componente’. La diferencia entre mezcla y disolucién (o solucién),
la cual es ampliamente conocida, puede ayudar a motivar estos concep-
tos. Por ejemplo, si disolvemos sal de mesa (cloruro de sodio) en agua
pura y aumentamos la sal disuelta por encima de la concentracién de
saturacion el exceso de sal se separa. Entonces, esa sal no disuelta puede
mezclarse, por ejemplo, utilizando un mecanismo revolvedor, hasta for-
mar una mezcla relativamente homogénea. Sin embargo, si esa mezcla
se deja en reposo al poco tiempo veremos que la sal que no se disolvié

se mueve hacia la base del recipiente. En este caso podemos distinguir
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dos fases, la fase liquida y la fase sélida. Ademds, la fase liquida y la fase
sélida se mueven con diferentes velocidades, pues la fase liquida esta en
reposo, mientras que la fase sélida (la sal no disuelta) se mueve hacia el

fondo del recipiente.

Forma General de los Modelos de los Sistemas Continuos Los
modelos de los sistemas continuos modelan sus procesos; por ejemplo:
el transporte de solutos contenidos en un fluido. Como ya se dijo, se
identifica a un conjunto finito, o familia, de propiedades extensivas (una,
dos, tres, etc.). A cada una de las propiedades extensivas de esa familia
se les impone la condicién de satisfacer el Balance Global de la Ec.(2.17),
en cada cuerpo del sistema continuo, lo cual es equivalente a la ecuacién
diferencial de Balance Local y a la Condicién de Salto. Es interesante
mencionar, que esta forma de proceder se aplica no solamente a sistemas
continuos de una sola fase, sino también a sistemas de varias fases como

los yacimientos petroleros y los geotérmicos.

Ecuaciones Basicas de los Modelos Continuos La discusion y
resultados presentados anteriormente, se aplican a continuacién para
derivar una forma muy general de los sistemas de ecuaciones que gobier-
nan a los modelos de los sistemas continuos. Sea M el nimero de fases
que integran a un sistema continuo. Denotaremos por N, el nimero
de propiedades extensivas, asociadas con la fase a(a=1,2,3, ..., M)
Suponga ademds, que para f = 1,2,...N, v a = 1,2,3,.... M , la

propiedad intensiva asociada a la extensiva EF es Y3 de manera que

By = 3(wi)de (2.24)
Bal(t)
Aplicando las ecuaciones de balance, Ecs.(2.20) y (2.21) se obtiene
a «
% + V- (vl) =V -7 4 gof (2.25)

V=1,2,... Noya=1,2,3,... M
y las condiciones de salto

(05 (v — vy) — 7] - n=g5’ (2.26)
V=1,2,.... Nyya=1,2,3,... M
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Estas son las ecuaciones bdsicas que gobiernan a una gran diversi-
dad de sistemas continuos. Sin embargo, ellas no constituyen modelos
completos. Decimos que el modelo de un sistema continuo es completo si
define un problema bien planteado. Se dice que un problema de valores

iniciales y de frontera es bien planteado si se cumple que:

a) Existe una y sélo una solucién, y

b) Esta depende de manera continua de las condiciones iniciales y de

frontera del problema.

Para obtener modelos completos, ademads de las ecuaciones bésicas,
(2.25) y (2.26), es necesario evaluar la generacién interna, determinada
por las funciones ¢** y g%ﬁ y el campo de flujo, 7% en términos de
funciones conocidas de las propiedades intensivas asociadas. A través
de estas funciones, llamadas “ecuaciones constitutivas”’, se integra el
conocimiento cientifico y tecnolégico en los modelos matematicos, el cual
es proporcionado por las ciencias y las tecnologias. Ellas pueden ser la
Fisica, la Quimica, la Biologia, las Ingenierias, etc.; todo depende de la
clase de procesos involucrados. Por ejemplo, al estudiar el transporte de
un soluto producido por una reaccién quimica, la rapidez con que se
produce el soluto depende de la concentracién de él y de las deméds sus-
tancias que participen en la reaccién, por lo que el suministro externo,
g (z, 1), serfa una funcién de esos pardmetros. En este caso, a través de
esta funcion se integrarfa el conocimiento quimico en el modelo. Observe
que en este caso el suministro externo proviene del interior del sistema
en estudio, pero se origina en alguna otra, u otras componentes que son

ajenas, o externas, a aquélla a la que se le hace el balance.

En resumen, los modelos de los sistemas continuos estédn constituidos

por:

= Una colecciéon de propiedades intensivas o, lo que es lo mismo,

extensivas;

» El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes (dife-
renciales y de salto), en cada una de las cuales la velocidad de las

particulas es la de la fase correspondiente;
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= Suficientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas entre
sf y que definan a, y en términos de éstas, las cuales se conocen

como leyes constitutivas; y

» Condiciones iniciales y de frontera que deben satisfacer las propieda-

des intensivas.
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Capitulo 3

Modelos Matematicos de
Yacimientos Petroleros

3.1. Flujo Bifasico

3.1.1. Ecuaciones Diferenciables Basicas del Mod-
elo Bifasico.

En la presente seccién se hace uso de la formulacién de los sistemas
continuos (2.20) derivaremos a continuacién las ecuaciones que consti-

tuyen el modelo de flujo bifdsico a través de un medio poroso.

%—erV-(@by):V-erg (3.1)

Suposiciones del Modelo Biféasico.

Algunas de las hipdtesis bésicas de este modelo son las siguientes:
I. Hay dos fases liquidas la del agua y la fase del aceite.

IT. El yacimiento estd saturado por los fluidos.

III. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

IV. No hay procesos difusivos de masa

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.

Fase Componente | Masa
agua (w) | agua (w) M,
aceite (0) | aceite (0) M,
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Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Bifasico
Las propiedades extensivas en que se basa el modelo bifdsico, son

dos:

1. La masa del agua, en la fase del agua.

Mw (t) = /; (t) ¢Swpwd£7

2. La masa de aceite liquido.

M, (t) = ; ()ngSOpOdg,
olt

Aqui B, y B, son los cuerpos de la fase agua, y la fase de aceite liqui-
do. Para cada una de las propiedades extensivas aplicamos la ecuacién

general de balance global es:

dE
E(t)—/B(t)g(ﬂ,t)dg—l—/ 7(2,t) - n(z,t)d

B(t)
Observamos que para cada una de estas dos propiedades extensivas 7 =

0, dado que el modelo bifasico asume de que no hay procesos difusivos,

por lo tanto el balance global de las propiedades se reduce a:

dM,, /

t)= Guwdx
a B(1)
dM,

t)= / God
dt <> B(t)

Por lo tanto hemos usado una notacién obvia g, para término fuente para

cada una de las propiedades extensivas. En la ingenieria petrolera, para
efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notacién de inyeccién
(o) 0 extracién (—g,).Sus velocidades respectivas son v y v° . Las
propiedades intensivas correspondientes a estas propiedades extensivas

son:

ww = (wapw
wo = ¢Sop0
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Las ecuaciones bésicas del modelo se obtienen aplicando las Ecuaciones
de Balance Local, Ecs.(2.20), a estas dos propiedades intensivas. Las
ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(2.20), correspondientes a

las propidades extensivas son:

OPSwp,, w
D5l | - (S upur™) = (3.2)
0dS,p, o

Pobe Y (9Sp”) = 0 (33)

Haciendo uso de la siguiente relacién que vincula la velocidad de las

particulas con la velocidad de Darcy en cada fase:
U, = ¢S v, a=w,0y g (3.4)

y sustituyendo (3.4) en las ecuaciones (3.2)-(3.3) se obtiene:

8¢g;upw + V- (pultn) = qu (3:5)
0L 1 - () =a, (36)

Hay varias leyes constitutivas que completan el modelo para el flujo
multifdsico, tales como la saturacién, presién capilar, ley de Darcy y
permiabilidad relativa, las cuales deben ser incluidas. La saturacién de
un fluido est4 definida como la fraccién de volumen de los poros ocupada
por las fases en un medio poroso lleno. El factor que relaciona los dos
fluidos juntos es que llenan el espacio vacio de los poros, esto implica

que:

Sw+ S, =1, (3.7)

donde S, y S, representan la fraccién del volumen de los poros ocupada
por las fases agua(fase mojante) y aceite(fase no mojante) respectiva-
mente.

Las diferencias de presion, estd dada por la presién capilar dada por

la siguiente expresion:

Pe = Po — Pw (38)
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Empiricamente la presién capilar estd en funcién de la saturacién S,,.

La ley Darcy para el caso de flujo multifasico se expresa como:

kv

u, (VDo —pag)ia=wyo (3.9)

«

donde p,, k, ko, pa ¥ I, son la aceleracién gravitacional, el tensor de
permeabilidad intrinseca, la permeabilidad relativa, presiéon y viscosidad
para cada fase «, respectivamente. Sean ¢, el nimero finito de pozos de
inyeccion o extraccion dependiendo del signo de ¢q,. Las densidades p,,
y p, son funciones de sus respectivas presiones. Asi antes de sustituir
la ecuacién (3.9) en la ecuaciones (3.5) y (3.6) y usando las ecuaciones
(3.7) v (3.8), podemos completar el sistema de dos ecuaciones para dos

de las cuatro principales incégnitas p, v S, , @ = w, o.

3.2. Flujo trifasico o Modelo Beta del petréleo Ne-
gro

3.2.1. Ecuaciones Diferenciables Badsicas del
Modelo Beta o de Petréleo Negro.

En el presente seccién se hace uso de la formulacién de los sistemas
continuos (ver [1] ) derivaremos las ecuaciones que constituyen el modelo
de flujo multifasico a través de un medio poroso, también conocidas en
la literatura de ingenierfa de yacimientos petroleros como modelo beta
o de petroleo negro (ver [4]).

o

S TV () =V r+g (3.10)

Suposiciones del Modelo Beta o de Petréleo Negro. Algunas de

las hipétesis bésicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases fluidas en el yacimiento; dos liquidas y la fase gaseosa.

Las liquidas son la fase del agua y la fase del aceite liquido.
IT. El yacimiento estd saturado por los fluidos.
III. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

IV. Hay dos clases de hidrocarburos: volatiles y no volatiles.
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V. La fase gaseosa estd formada por hidrocarburos voldtiles, exclusi-

vamente.

VI. La fase del aceite liquido contiene hidrocarburos voldtiles y no

vol4tiles.

VII. Hay intercambio de hidrocarburos volétiles entre la fase del aceite

liquido y la fase gaseosa.

VIII. No hay procesos difusivos de masa.

Una de las fases liquidas, es la fase agua y la otra es la llamada
fase de aceite liquido. El agua contenida en fase agua, puede contener
diversas sustancias disueltas, pero no hidrocarburos, porque el aceite no
es soluble en agua. La fase de aceite liquido contiene hidrocarburos que
clasificaremos en dos grupos: hidrocarburos no voldtiles y hidrocarburos
voldatiles (gas disuelto). La fase gas, estd formada principalmente por
hidrocarburos en estado gaseoso (cuya composicién quimica es la mis-
ma que la del gas disuelto, consiste principalmente en metano y etano).
Para reducir la confucién entre fase y componente. Usaremos subindices
en minudsculas y maytuculas, para denotar fase y componente, respecti-
vamente. Notemos que la fase agua consta de una sola componente. El
subindice s indica las condiciones estandar.

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.

Fase Componente Masa
agua (w) | agua (w) M,

: aceite (o) Mo,
aceite (o) gas disuelto(Go) Mg,
gas (9) | gas (9) M,

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Beta del Petréleo
Negro
Para poder definir apropiadamente la masa correspondiente a cada
componente, es necesario tomar en cuenta la hipétesis II del modelo
Beta, es decir cada componente ocupa una fraccién de poro o hueco.
Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Beta de yacimien-

tos petroleros, son cuatro:
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1. La masa del agua, en la fase del agua.

M, (t) = PSPy,
Bu(t)

2. La masa de aceite no volatil, en la fase del aceite liquido.

MOO (t) = ¢Sopood£7

Bo(1)

3. Lamasa de aceite vol4til (gas disuelto), en la fase del aceite liquido.

MGO (t) = ngOPGodg?
B, (t)

La masa de aceite volatil en la fase gaseosa

M, (t) = PSyp,dz.
By(t)
Aqui B,,,B, y B, son los cuerpos de la fase agua, la fase de aceite liquido
y la fase gaseosa. Para cada una de las propiedades extensivas aplicamos

la ecuacion general de balance global tenemos:

dFE
E(t)E/B(t)g(Lt)dg—i—/ 7(z,t) n(zt)de

B(t)
Observamos que para cada una de estas cuatro propiedades extensivas
7 = 0 dado que el modelo beta de petréleo negro asume de que no hay
procesos difusivos, por lo tanto el balance global de las propiedades se

reduce a:

dM,, /
t)= GuwdZ
dMOo /
t)= God
dMg, .
o (1) E/ (92 + gco) da
dM
L= [ (og+a)de



Por lo tanto hemos usado una notacién obvia g, para término fuente
para cada una de las propiedades extensivas. En la ingenierfa petrolera,
para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notacién de
inyeccion (g,) o extracion (—qq).

Sus velocidades respectivas son v, v° y v¢ . Las propiedades inten-

sivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:

P = OSupy,
V= dSopo,
v = Sepa,
VI =9Syp,.

Las ecuaciones bésicas del modelo se obtienen aplicando las Ecuaciones
de Balance Local, Ecs.(3.10), a estas cuatro propiedades intensivas. Las
aplicaremos con 7% = 0, porque se ha supuesto que no hay difusién
de las masas de las diferentes componentes. Por lo que respecta a las
fuentes, ¢g*?, se tomar4 en cuenta el término ¢,. Al respecto, sin embargo,
debe senalarse que en muchas aplicaciones de la Ingenierfa Petrolera la
extraccién por pozos en el yacimiento se incorpora tomando ¢*? # 0.
Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.10), correspon-

dientes a las propidades extensivas son:

8quwPWs

5 TV (0Supw.") = du (3.11)
% + V- (08P00Y") = o (3.12)
% + V- (¢Sopeoy?) = (44 + 10) (3.13)
% + V- (S40,v7) = (¢ + qc) (3.14)

Haciendo uso de la siguiente relacién que vincula la velocidad de las

particulas con la velocidad de Darcy en cada fase

u, = ¢Sy a=w,0y g (3.15)
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y sustituyendo (3.15) en las ecuaciones (3.11) a la (3.14) se obtiene

%g—‘;pw + Ve (P le) = Gu (3.16)
05000 45 (poue) = 4o (3.17)
a¢g‘f LV (pgoo) = (4 + 90) (3.18)
% + V- (pyuy) = (¢ + qc) (3.19)

al sumar las ecuaciones (3.18) y (3.19), se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones:

0P S Py, _
5 TV (Pwle) =qu
00SsPo0
% + §7 . (p00u0> :qo (320)
0 (6 (Sypco + Syp
( ( 9 gt 9 g)) +V- (pGOQO—i—pgug):qG—FQO-

A los hidrocarburos voldtiles contenidos en la fase del petréleo liquido
frecuentemente se les llama gas disuelto. Ademds, la notacién que se

utiliza es:
Po= T2 Y Py =
o ‘/;) Go VGS *

Aqui, V, es el volumen de la fase petréleo liquido, mientras que m, y

Mmao son las masas de los hidrocarburos no volétiles y del gas disuelto
(hidrocarburos vol4tiles), respectivamente, contenidas en la fase petréleo
liquido, pp, ¥ P, @ se les llama densidad neta del aceite y densidad neta
del gas disuelto, respectivamente.

Por lo anterior, tanto la fase agua como la fase gas constan de una
sola componente, mientras que la fase aceite consta de dos: los hidrocar-
buros no volétiles y el gas disuelto. Esto da un niimero total de cuatro
componentes. La densidad neta del aceite ( py,) v la densidad neta del
gas disuelto (pg, ), son iguales a la masa por unidad de volumen de la
fase del petréleo liquido de estas componentes. En particular, la densi-
dad de la fase del petrédleo liquido, p, =masa total de la fase/volumen

de la fase, satisface:

Po = Poo + PGo-
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Finalmente,
RSO — pGO
Poo
La fraccién de masa de las componentes del aceite y gas pueden ser de-

terminadas por la solubilidad del gas, el factor Rg es igual al cociente de
la masa de gas disuelto entre la de los hidrocarburos no voldtiles. Este
cociente, en forma un poco diferente, se utiliza ampliamente en la prac-
tica en la Ingenierfa Petrolera. En ella se define R, = Ryp,g7c/ PySTC
donde p,src Y pysre son, respectivamente, las densidades del aceite y
del gas en las condiciones del tanque de almacenamiento (stock tank
conditions).

El factor de volumen de la formacién de aceite B, es el cociente
del volumen V, de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el
volumen Vp, de la componente aceite medida a condiciones estandar

estd dado por:

Vo(p, T
B, (p7T) = L2 1) (3.21)
VOs
tenemos que V, y Vo, estan expresados por la siguiente relacion:
m
V,=— (3.22)
Po
Voo = e (3.23)
Pos

entonces sustituyendo las ecuaciones (3.22) y (3.23) en la ecuacién (3.21)

y realizando una manipulacién algebraica podemos obtener:

Pos
= 3.24
IOO BO ( )

El factor de volumen de la formacién de gas B, es el cociente del volumen

V, de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el volumen Vi,

de la componente gas medida a condiciones estandar estd dado por:

Vy (0, T)
VGS

de manera andloga a la del aceite podemos obtener la densidad del gas

B, (p.T) = (3.25)

p, entonces tenemos:

Pas
p, = —= (3.26)
g Bg
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El factor de volumen de la formacién de agua B, es el cociente del
volumen V,, de aceite medido a condiciones de yacimiento entre el
volumen Vjy s de la componente gas medida a condiciones estandar estd

dado por:
Vo (p,T)
VWs

de forma similar a la del aceite podemos obtener la densidad del agua

B, (p,T) = (3.27)

p,, €ntonces tenemos:

pWs
= 2= 2
=g (3.28)

Para el Modelo Beta del Petréleo Negro, en ocaciones es conveniente
trabajar con ecuaciones de conservacion en volumen estandar, en vez de
la ecuacién de conservaciéon en masa.

Sustituyendo las ecuaciones (3.24), (3.26) y (3.28) en el sistema de
ecuaciones (3.20), y haciendo uso del factor R, obtenemos la ecuacién
de conservacién sobre volumen estandar: Las ecuaciones (3.29)-(3.31)

representan el balance sobre el volumen estandar:

8 gprs Pw s .
E(Bw S”)W <Bw“’” = oW (3.29)
a¢ Pos Pos _
BT (Bo So> +V ( B, u, | = qo (3.30)
0 PaGs Rsost PaGs Rsost _
ot {QS(BO Sot =g, )| TV B, vt g, )= e B3

La ley Darcy para el caso de flujo multifdsico se puede expresar como:

kk;q

u, = — (VDo — po8); o =w,0y g (3.32)

«

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, k., es la permeabili-
dad relativa de la fase «, p, es el coeficiente de viscosidad de la fase a,
p,, €s el peso especifico de la fase o, mientras que z es la profundidad.
En lo que sigue, supondremos que estas tres fases fluidas llenan com-
pletamente los poros del yacimiento, que es la situacién mas frecuente

en las aplicaciones a la Ingenierfa Petrolera. En este caso:

Sw+ S+ S;=1 (3.33)
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Finalmente la presion de las fases esté relacionada con las presién capilar:

Pego (Sg) = Pg — Pos Pcow (Sw) = DPo — Pw (334)

note que no es necesario definir la tercera presién capilar p.g, estd se
puede definir en términos de las presiones peyo ¥ Peow-El gasto volumetrico

a condiciones estandar es:

qw = Aqw s Pw s
w Bw
qOS S
4o = _B/ZO (3.35)
_ 4asPas qosRsopcs
c="p + B

g g

dadas las expresiones anteriores entonces pyy 4, Pos V Pas SO constantes

se puede eliminar la densidades a condiciones estandar.
3.3. Flujo Composicional

3.3.1. Ecuaciones Diferenciales Basicas del Mddelo
Composicional

Suposiciones del Modelo Multifasico Composicional.

Algunas de las hipétesis bésicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases fluidas en el yacimiento; dos liquidas y la fase gaseosa.

Las liquidas son la fase del agua y la fase del aceite liquido.
I1. Tanto en la fase aceite como en la de gas; hay N. componentes.

ITI. Hay intercambio de masa entre la fase del aceite liquido y la fase

gaseosa.
IV. Los hidrocarburos no son solubles en el agua.

V. El sistema estd en equilibrio termodindmico estable.

En la tabla siguiente se listan las masas por fases y componentes.
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Fase Componente | Masa
agua (w) | agua (w) M,
Ch
Co
aceite (0) | . M;,
Ch
C1
Cy
gas (9) : Mg
Ch

Con los simbolos &;, v §;, representaremos la densidad molar del
componente i en la fase aceite (liquido) y gas (vapor) respectivamente,
1=1,2,3,...,N., donde N, es el niimero de componentes. La densidad

molar esta dada por:

€= v @=0yg (3.36)
La fraccién de mole del componente i en la fase o es

mia:%,izl,Q,?),...,Nc a=o0,g (3.37)

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo Composicional
Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Composicional de

yacimientos petroleros, son:

1. La masa del agua, en la fase del agua.

M, () = /B | OSukuls

2. Las masas de N, componentes en la fase aceite.

M, (t) = / 0S€,dxr  1=1,2,3,..., N,
Bo(t)
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3. Las masas de N, componentes en la fase gas .
M, (t) = PSe€ipdz 1=1,2,3,..., N,.
By(t)

Aqui B,,B, y B, son los cuerpos de la fase agua, la fase de aceite
liquido y la fase gaseosa. Para cada una de las propiedades exten-
sivas aplicamos la ecuacién general de balance global:

av (t) = / Q(Lt)dE—F/ 7(z,t) n(zt)dz

dt B(1) B(1)
Observamos que, para tultimas dos propiedades extensivas 7 # 0,
dado que que hay procesos difusivos. por lo tanto el balance global
de las propiedades se reduce a:

dM,
0= g

dMO 10
(t / (62 + g0) — V- Tade
Bo

dt
(t)= / (99 +gg) =V - 175dz
dt 5,

dM,

Por lo tanto hemos usado una notacién obvia g, para el término
fuente para cada una de las propiedades extensivas. En la ingenieria
petrolera, para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la

notacién de inyeccién (g, ) o extracién (—qy).

Sus velocidades respectivas son v, v y v/ . Las propiedades inten-

sivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:
P =dSuE, (3.38)
V=S¢, i=1,2,3,...,N,
¢ig:¢sogig i:172a37"'7Nc

Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.38), correspondi-

entes a las propidades extensivas son:

a Sfu) w w

¢at—£ + V- (0Suw€ V") = Gu,s

a SO 10 o 0

Dobio 9 (05uiv) =~V o (g0 +45) . (339
0PSoE; :

SR 4V (88,6,") = =V - dig = (g +0)
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Haciendo uso de la siguiente relacién que vincula la velocidad de las

particulas con la velocidad de Darcy en cada fase:
Uy = ¢Saya; d=w,0yg (340)

y sustituyendo (3.39) en el sistema ecuaciones (3.40) se obtiene:

&bg:gw + V- (§u 1) = qu (3.41)
aczﬁg;&-o + V- (€)= =V - dip — (10 + 419) (3.42)
3¢§ifi9 +V. (gigug) =-V-dy — (qig + qu) (3.43)

tomemos en cuenta que (qu + qf;) = 0 entonces al sumar las ecuaciones

(3.42) y (3.43), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

DHS,E,,
Do 49 () =g (3.44)

a (¢ (Sogio + Sggzg))
ot

==V (&l + Eiguy) (3.45)
-V (dio + dzg) - (Qig + in) .

La masa total es conservativa para cada componente, haciendo uso de

la ecuacién (3.37) en la ecuacion (3.45) obtenemos:

a S’U} w
_g£i+v«g%%ww (49
) (¢ (Soxiofgt-i- ngigsg)) —_V- (%ofouo + $z‘g§gug)

-V (dio + dzg) - (xngg + xioQo) .

donde &, es la densidad molar del agua, ¢, y ¢; son el indice de flujo
molar del agua y la componente i-esima, repectivamente y d;, denota el
flujo difusivo de la componente i-esima en la fase o, a = 0, g. En la ec.
(3.46) la velocidad volumétrica estd dada por la ley Darcy y se puede

expresar como:

kkya

(Vpa —po8)i=w,0y g (3.47)

Uy —
«

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, k.. es la permeabili-

dad relativa de la fase «, es el coeficiente de viscosidad de la fase a, p,,
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puede ser calculado de la presién temperatura y composicién (ver [33]),
P, €s el peso especifico de la fase o, mientras que z es la altura.

La fracciéon de balance mole implica que:

me =1l.a=o0,g (3.48)
i=1
Adicionalmente el proceso de transporte, en un medio poroso estd satu-
rado con los fluidos:

Sw+ S+ S;=1 (3.49)

Finalmente la presiéon de las fases estan determinadas por la presién

capilar:

Dego (Sg) =DPg — Po (3.50)
Peow (Sw) =Po — Pw

Estas presiones capilares se supone son funciones conocidas de la
saturacion. La permeabilidad relativa k., también se supone conocida
en términos de la saturacién y la viscosidad p,, la densidad de masa
¢,es funcion de sus respectivas presiones segin fase, a = w, o, g.

El tltimo término en (3.48) es que involucra el flujo difusivo d;,.
La relacién constitutiva precisa para esas cantidades ain necesitan ser
derivadas; por lo tanto desde un punto de vista préctico lo siguiente es
una extencién apropiada para la fase simple de la ley de Fick para flujo

multifasico. Esta definida como:
dia = —faDiania, Z = 1, 2, ceey NC, a=o0,4g, (351)

donde D, es el coeficiente de difusién de la componente 7 en la fase .

El fljo difusivo debe satisfaser:

Ne
de =0,..aa=o0,9
i=1

El intercambio de masa entre la fases estd caracterizado por la variacién

de la distrubucién de masas de cada componente en la fase liquida o
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gaseosa. Como es usual, esas dos fases se suponen estar la fases en equi-
librio estable. Esto es fisicamente razonable desde el intercambio de masa
entre las fases, ocurre mucho més rapido que en el flujo de fluidos en
medios porosos. Consecuentemente, la distribuciéon de cada componente
(hidrocarburo) dentro de las dos fases estd sujeto a la condicién de equi-
librio termodindamico estable, la cual estd dada por la minimizacién de

Gibbs energfa libre del sistema composicional. (ver [2], [13]):

fio (po, L10y L20y +++5 -I'Nco) == fig (pga T1g; L2g0y «++» chg) (352>

donde f;, ¥ fig son funciones de la fugacidad de la i-esima componete

en la fase liquida o gas respectivamente, i = 1,2, ..., N..
3.4. Flujo Térmico

3.4.1. Ecuaciones Diferenciales Basicas del Mddelo
de Flujo térmico

Las ecuaciones diferenciales que han sido desarrolladas bajo las condi-
ciones donde el flujo es isotérmico. Esta condicién puede ser remplazada
con sélo agregar la ecuacién de conservacion de energfa. Esta ecuacion
introduce una variable dependiente la temperatura en el sistema. El
promedio de la temperatura de un sélido y un fluido en un medio poroso
puede no ser el mismo. Ademds el calor se puede intercambiar entre
fases para simplificar usaremos que hay equilibrio termodindmico que

la temperatura es la misma en todas las fases i = 1,2,3,..., N..

Suposiciones del Modelo térmico.

Algunas de las hipdtesis bésicas de este modelo son las siguientes:

I. Hay tres fases fluidas en el yacimiento; dos liquidas y la fase gaseosa.

Las liquidas son la fase del agua y la fase del aceite liquido.
IT. Tanto en la fase aceite como en la de gas; hay N, componentes.
ITI. Hay fuentes de energfa y cambios de temperatura.
IV. Entre las fases de aceite y gas hay intercambio de masa.

V. El sistema estd en equilibrio termodindmico estable.
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VI Entre todas las fases, incluida la sélida, hay intercambio de energfa.

Familia de Propiedades Extensivas del Modelo térmico

Las propiedades extensivas en que se basa el modelo Composicional

de yacimientos petroleros, son:

1. La masa del agua, en la fase del agua.
Mo()= [ 05u8,dz,
B(t)

2. Las masas de N, componentes en la fase aceite

M, (t) = / DS, dr  1=1,2,3,..., N,
B(t)
3. Las masas de IN. componentes en la fase gas

Mig (t) = /B(t) ¢So€igd£ i=1,2,3,...,Ne.

4. La energia interna de cada una de las fases

Ey (t) E/ S wPiyUwdz
B(t)

E, (t)E/ dSop,Usdx
B(t)

E,(t)= - ¢Syp,Ugdx

E,(t)= /B(t) (1 —¢)p,CsUdzx

Observamos que las tres primeras propiedades ya han sido desarrolladas
en el modelo composicional, para iltimas cuatro propiedades extensivas

7 # 0 dado que que hay procesos difusivos. por lo tanto el balance global
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de las propiedades se reduce a:

dM,, . w w
dt (t)Z/Bw gE_I_;UgEa dz
dM,
I (1) E/
Bo

dM, . . >
— (t)z/Bg {g%+ > e

d M t
dt

Il
IS
—N—
Q
Djm
+
Q
m(‘n

Q
——
oW
S

(3.53)

Por lo tanto hemos usado una notacién obvia g, para término fuente

para cada una de las propiedades extensivas. En la ingenierfa petrolera,

para efectos de los pozos de bombeo es frecuente usar la notacién de

inyeccién (g,) o extracién (—gq,). Las condiciones de conservacién son

las siguientes

950+ 9hw =0
9pg + 95, =0
9ps + 9pw =0
9g + 9k, =0
9is + 950 =0
Ihs + 9y =0

95+ 9% + 95+ 9y =au — qu
Sus velocidades respectivas son v¥, v°, v¢ y v®. Las propiedades

intensivas correspondientes a estas propiedades extensivas son:

VY = 0Su€, U
V' =0S,€0U,
V= 050€;,U,y
P =(1-0)p,CsUs
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Las ecuaciones diferenciales de balance local, Ecs.(3.54), correspondi-

entes a las propidades extensivas son:

% + V- (95u€, V") = —u (3.55)

8@;;&0 + V- (05:€5,V) = = (G0 T aig) = V -y, (3.56)

% + V- (055€igV") = = (4ig + 4i3) = V - dy (3.57)
5[

o <¢;ﬂpa5aUa +(1-9) psCsUs> (3.58)

g
=4e =L =V ) (pUav®) + V- (krVT)

a=w
Haciendo uso de la siguiente relacién que vincula la velocidad de las

particulas con la velocidad de Darcy en cada fase:
U, = ngozKa; d=w,0yg (359)

y sustituyendo (3.59) en las ecuaciones (3.55) a la (3.58) se obtiene:
9PSwE.,

o TV ) = (3.60)

09S,&; ‘
(batéw +V- (éiouo) = (Cb'o + q;;) —V- C—iio (361)

095, i

o TV (&gu) = (0 +aid) —V-dy (3.62)

o 9

a (QS;UpaSaUO‘ + (1 - ¢) psCSUs)

g9

=q—qL— V- Z (poUatia) +V - (kpVT) (3.63)

tomemos en cuenta que (qu + qu) = 0 entonces al sumar las ecuaciones

(3.61) y (3.62), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

99Sw&.,
ot

+V- (Eiouo + £igu9) =—(¢ig + ¢io) — V - (leo + C—iig) :

£ (€)= —a (3.64)

a (¢ (Sogio + Sgézg))
ot
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La densidad molar estd dado por:

Nc
Sa = Zfiaﬂ a = 07 g (365)
i=1
La fraccién de mole del componente i en la fase « es:
xia:%,izl,Q,B,...,Nc a=o0,gq (3.66)
La ecuacién de conservacién de energia es:
a g
— SaUqy + (1 — C,Uy 3.67
o (qba;vpa + (1 ¢)p, ) (3.67)
g
=¢—qr = V- Y (paHotlo) + V - (krVT) (3.68)

donde T es la temperatura, U, y H, son la energia interna y entropia
de la fase o (por unidad de masa), p, y Cs son la densidad y el calor
especifico del sélido, kr la conductividad térmica total , g. determina las
fuentes de calor y q; las perdidas de calor por las fronteras, la energia

interna y la entropia se puede calcular como sigue:
Uo=Cv T, H,=CyT (3.69)

donde Cy, y Cp, representan la capacidad especifica de la fase o a un
volumen y presién constante, respectivamente.

La ley Darcy para el caso de flujo multifdsico se puede expresar como:

Ky

u, (VDo — pug); @ =w,0y g (3.70)

donde k es el tensor de permeabilidad absoluta, k,, es la permeabilidad
relativa de la fase «, pu,, es el coeficiente de viscosidad de la fase «, p,, es
el peso especifico de la fase o, mientras que z es la altura.

La fraccién de balance mole implica que:

N,
ina =l.a=o0,g (3.71)
i=1

Adicionalmente el proceso de transporte, en un medio poroso estd satu-

rado con los fluidos:

Su+S,+ 5, =1 (3.72)
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Finalmente la presiéon de las fases estan determinadas por la presién

capilar:

DPego (Sg> =Pg — Do (373)
Peow (Sw) =Po — Pw

Estas presiones capilares se supone que son funciones conocidas de la
saturacion. La permeabilidad relativa k,, también se supone conocida
en términos de la saturacién y la viscocidad p,, la densidad de masa
pes funcion de sus respectivas presiones segin fase, « = w,0 y g.
Consecuentemente, la distribucién de cada componente (hidrocar-
buro) dentro de las dos fases estd sujeto a la condicién de equilibrio
termodindmico estable, la cual estd dada por la minimizacién de Gibbs

energia libre del sistema composicional:

fiw (puu T7 L10y X209 +++» chw) - fio (pm T, L10,L205 -y chO) (374)
fio (Pm T, L10y L20y +++y :L‘Nco) = fig (pg7 T, xlga x2907 ceey mNcg) (375)

donde f;, son funciones de la fugacidad de la i-esimo componete en la

fase liquida o gas respectivamente, i = 1,2, ..., N,.
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Capitulo 4

Propiedades Roca-Fluido

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la seccién
3.1, se analizard propiedades de la roca, presién capilar y funciones
de permeabilidad relativa para dos fluido y tres fluidos. Mientras que
en la seccién 3.2, se revisard las propiedades de los fluidos, tales como
PVT(presién,volumen y temperatura) datos para el agua, aceite y gas.
En la seccién 3.3. se verdn las ecuaciones de estado para flujo composi-

cional.

4.1. Propiedades de la Roca

4.1.1. Saturacion

Si consideramos un volumen representativo del yacimiento petrolero,
con los poros llenos de fluidos, en términos volumétricos podemos re-

presentarlo como:
n
Vo= Va
a=1

donde Vy representa el volumen del total del espacio poroso, V,, repre-
senta la fraccién de volumen de la fase .
La saturacién S,,se define como una fraccién de volumen poroso

ocupado por un fluido en particular.

Va
Sa = I7
Vo
donde @ = 1,2,3,...,n para lo cual “n” significa el nimero total de

fases fluidas presentes en el medio poroso ¢, V,, es el espacio que ocupa

el fluido mientras V; es el volumen total del espacio poroso.
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De tal forma que el balance para la porosidad queda de la siguiente

forma:

Vo
‘/total

Si en un yacimiento petrolero coexisten dos fluidos (petréleo y agua,

o=

petroleo y gas, gas y agua, etc.), estos se distribuyen en el espacio poroso
de acuerdo a sus caracteristicas de mojabilidad.

La saturacion de fluidos cambia tanto en el espacio como en el tiempo,
el yacimiento petrolero puede tener diferentes niveles de saturaciéon en
sentido horizontal y sentido vertical, también esta saturacién cambia

progresivamente de acuerdo al avance de la produccién de fluidos.
4.1.2. Presién Capilar

En el flujo bifasico, la discontinuidad de la presién en un fluido
ocurre através de la interfase, entre dos fluidos inmisibles (ejemplo agua
y aceite). Esto es una consecuencia de la tensién interfaseal que existe
en la interfase. La discontinuidad entre la presién de la fase no mojante
(aceite), p, v la fase mojante (agua), p,, estd se refiere a la presion
captlar, p.:

Pe = Po — Puw> (41)

donde la presién de las fases es tomada en la interfase de sus respectivos
lados. La tipica curva de presion capilar se muestra en la figura(4.1.2).
La presion capilar depende de la fase mojante S, (saturacién) y el cam-
bio de direccién de la saturacién (drenado o imbicién). El fenémeno de
dependencia de la curva en la trayectoria de la saturacién es llamado
histéresis. Mientras sea posible desarrollar un modelo que tome encuen-
ta la histéresis, como resultado de la trayectoria de la saturacioén (ver [8]),
en la mayoria de los casos la direccién del flujo puede serdeterminada, y

solo es necesario tomar en cuenta un algunas presiones capilares.
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imbicion

drenado

0 [ 1
SW(_, SW \’ Snc ‘

Curva tipica de presién capillar

El valor p. estd determinado por la presion del umbral (ver [18])
y es necesaria para iniciar el desplazamiento. El valor de la saturacién
en la cual, la fase mojante no puede tener un desplazamiento largo por
la aplicacién del gradiente de la presién, ésta se refiere a la saturacion
wrreductble. La curva de presién capilar tiene una asintota en la cual el
valor del gradiente de la presién permanece continua en ambas fases.
Cuando el valor de la saturacién irreducible de la fase no mojante estd
préxima, ocurre una situacién andloga en el proceso de imbicién, al final
de la otra curva (ver [12]).

La presién capilar se ha supuesto que depende solamente de la satu-
racion de la fase mojante. En general, también depende de otros factores
como son: la tensién superficial o, la porosidad ¢, la permeabilidad k y
el dngulo de contacto 6 con la superficie de la roca de la fase mojante, la
cual depende de la temperatura y composicién del fluido (ver [40], [6])

y se representa con la siguiente relacién:

P |k
I (Su) = UCOSH\/;’

donde J (Sy) es la J-funcion. Si el dngulo de contacto no se toma en
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cuenta, esta funcién se transforma en:

_pe [k

o\l ¢

Usando la J-funcidn, que es la curva tipica para p., la cual se puede

J (Sw)

obtener por medio de experimentos. Esta funcién es la base para algunos
métodos tedricos que permiten medir la permeabilidad & (ver [43]).
Para el flujo trifdsico, es necesario hacer uso de las tres presiones
capilares:
Peow = Po — Pu Pego = Pg — Po- (4.2)
Notemos que la presién capilar p.g,, se puede encontrar a partir de peow
Y Dcgo:
Pegw = Pg — Pw = Peow + Pego-
La presién capilar peow Y Pegos S€ usualmente tienen la siguiente forma
(ver [32]).
Peow = Peow (Sw) » Pego = Pego (Sy) - (4.3)
donde S, y S,; son las fases de saturacién del agua y aceite
respectivamente. Esas formas tienen un uso muy diverso en la ingenieria

petrolera (ver [43]).
4.1.3. Permeabilidad Relativa

La permeabilidad es una propiedad del medio poroso que cuantifica
la capacidad de un material para transmitir fluidos (en otras palabras es
una medida de la conductividad de un medio poroso para un fluido). La
permeabilidad se refiere a su capacidad de permitir el flujo de fluidos a
través del sistema de poros interconectados.

Flujo Bifasico

Las medidas de las permeabilidades relativas han sido principalmente
hechas para flujo bifdsico. La curva tipica para el sistema aceite-agua con
el agua desplazando al aceite se presenta en la figura (4.1). El valor de
S en la cual el agua comienza su flujo es llamado saturacion critica S,
y el valor S, en el cual el aceite suspende su flujo se denomina como
saturacion residual. Analogamente durante el drenado el ciclo S, ¥ Sue

son descritos como la saturacién critica y residual, respectivamente.
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Figura 4.1: Curva tipica de permeabilidad relativa.

Las pendientes de las curvas de presion capilar en la saturacion
irresidual deben ser finitas en una simulacién numérica, esas curvas por si
mismas no pueden ser utilizadas para definir los valores de la saturacién
en la cual la fase de desplazamiento llega a ser inmévil. Estos valores
de la saturacién se encontran usando la saturacién residual en la cual la
permeabilidad relativa de esta fase es cero. La ley de Darcy implica que
el flujo de la fase se detiene, por que la movilidad tiende a cero. Como
resultado, no es necesario distiguir entre saturacién critica y residual.

Como la presién capilar, la permeabilidad relativa no depende sola-
mente de la fase mojante de saturacion S,,, también depende del cambio
de direccién de la saturacién (drenaje o imbicién). La figura (4.2) mues-
tra el fenémeno de dependencia de la permeabilidad relativa para la fase
no mojante sobre la trayectoria de la saturaciéon. Notemos que la curva
de imbicién es siempre menor que la de drenado. Para la fase mojante,
la permeabilidad relativa no depende de la trayectoria de la saturacién.

La mojabilidad de la roca también influye fuertemente a la

permeabilidad relativa (ver [35]).
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drenado

imbicion

Sw

Figura 4.2: Sistema aceite-gas

La permeabilidad relativa debe ser determinada empiricamente o ex-
perimentalmente para cada medio poroso de particular interés. Sin em-
bargo, la literatura es rica en las expresiones analiticas para las relaciones
entre permeabilidad relativa y saturacién de la fase mojante (ver [18]).
Esas expresiones fuerén usualmente obtenidas para simplificar los mod-
elos del medio poroso.

Flujo Trifasico

En contraste al flujo bifdsico, es méds complicado definir la permeabi-
lidad relativa para el flujo trifasico. De forma experimental hacemos uso
del diagrama terciario, la relacién entre la permeabilidad relativa y la
saturacién, donde se muestra en la figura (4.3). Este diagrama se basa
sobre el nivel de la curva de la permeabilidad relativa comienza en 1%
para cada fase. De esto podemos representar para una, dos o tres fases
donde ocurre flujo bajo diferentes combinaciones de la saturacién. En
la region triangular delimitada por tres curvas de nivel, por ejemplo el
flujo de tres fluidos simultaneamente.

De los trabajos de Leverett y Lewis (ver [32]), la mayoria de las
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gas (100%)

agua (100%) aceite (100%)
Figura 4.3: Diagrama de tres fases.

veces las medidas de las pemeabilidades relativas de las tres fases han
sido obtenidas de manera experimental. Esas medidas han indicado que
la permeabilidad relativa para las fases mojantes y no mojantes en el
sistema de tres fases son funciones de sus respectivas saturaciones como

en el sistema bifdsico (ver [18], [44]).
krw = krw (Sw),  krg = kg (Sg) . (4.4)

La permeabilidad relativa para la fase intermedia mojante estd en fun-

cién de dos saturaciones independientes:
kro = ko (Sw, Sy) - (4.5)

La forma funcional se muestra en la figura (4.5). En la practica, la es-
timacién de la permeabilidad relativa en tres fases estd basada en dos
conjuntos de datos de dos fases: la permeabilidad relativa en un sistema

intermedio y un sistema mojante:

krow = kro'w (Sw> 9 (46>
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y un sistema intermedio y un sistema no mojante,
krog = krog (Sg) - (4.7)

El concepto fundamental para la fase mojante, es que ambos sistemas in-
termedio y un sistema no mojante actuan como el sistema no mojante de
una sola fase, sin embargo para el sistema intermedio y mojante su com-
portamiento es como un sistema mojante de una sola fase, la figura (4.4)
ilustra la tipica curva de la permeabilidad relativa para el sistema agua,
aceite y gas en un medio poroso isotrépico. El punto donde k., = O,
indica la saturacién méaxima del agua méas que la saturacién critica del
aceite hasta que la saturacién del aceite, la cual puede ser reducida por el
incremento de la saturacion del gas. Esto ha sido observado experimen-
talmente, asi que el residuo diferente de cero (o minimo), la saturacién
del aceite S, existe cuando el aceite es desplazado simultaneamente por
el agua y el gas. Las observaciones hechas sobre la histéresis de la
permeabilidad relativa para la fase no mojante también aplica para el

sistema de las tres fases.

N\« oo

Sgc S gmax

Figura 4.4: Curva de permeabilidad relativa en tres fases.

El simple proceso para determinar k,, es:
kro = krowkrog' (48)

Otros modelos fueron sugeridos por Stone, Corey, y Delshad y Pope.
Como un ejemplo, se describe dos modelos de roca, modelo I y modelo

IT1.
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Modelo de Roca I. La saturacién se normaliza de la siguiente forma:

Sy — Sor
= >
S =TT, 5,2 S
Sw — Swe
= >
Suo= 9 502 Sue
Sy
Sng = 1—Sye— Sor

Note que:
Snw + Sno + Sng =1L

La permeabilidad relativa del aceite estd definida como:

kro = TLO/Bw/Bg' (49)

Para determinar 3, tomamos S, = S,, = 0; es decir, el sistema de tres
fases, se reduce el sistema agua-aceite. En este caso 3 g =1V kro = krow-

Entonces usando (4.9) tenemos:

krow (Sw)
= —", 4.10
Similarmente para determinar 3, selecionamos S, = Sy, asf que 3, = 1
Y ko = krog. Entonces usando (4.9) tenemos:
krog (S¢)
= —=—7 4.11
/69 1 _ Sng ( )

Subtituyendo (4.10) y (4.11) en (4.9) nos da la expresién k,, para el
modelo de roca I. Asi el modelo se reduce exactamente a dos fases si las

siguientes condiciones se satisfasen;
Erow (Swe) = Krog (Sg = 0) = 1. (4.12)

En otro caso, la permeabilidad relativa k,, (S, S4) proviene solamente
de la aproximacién de los datos de la dos fases. Un modelo que no tiene
limitaciones se puede obtener, si los datos del aceite-gas son medidos en
la presencia del agua irreducible. En este caso el sistema agua-aceite en
Swe ¥ en el sistema aceite-gas en Sy = 0, es una identidad fisica; es decir

ambos sistemas satisfacen S, = Sy v S, = 1 — Sy.. Por lo tanto de
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(4.12) es equivalente a la definicién de permeabilidad relativa siendo la
permeabilidad efectiva del aceite en la presencia de S..

El conjunto
krow (S'wc) = krog (Sg = O) = krc-

Entonces el modelo de roca I puede ser modificado como sigue:

kro = krcSnOBngv (413)
donde,
6 _ krow (S'w) 6 — krog (Sg)
v (1 _Snw) krc, g (1 - Sng) kTC‘

Modelo de Roca II. En la definicién del modelo de roca I, S,,
debe ser especificado. En realidad estos factores pueden predecirse de

la ecuacion derivada del canal de flujo, tenemos que:
kT‘O = (]{TO’LU + krw) (kTOg + k’r‘g) - (krw + k:’/'g) Y (4’14)

donde k., > 0, ya que los valores negativos de k,, corresponde al aceite
inmévil. El modelo de roca I, debe satisfaser (4.12), en tanto el modelo

de roca II puede ser alterado como sigue:
kT’O = kTC [(kTOW/kTC + krw) (krog/krc + k?”g) - (k:’/‘w + kT’g)] . (4'15>
4.1.4. Compresibilidad de la Roca

La compresibilidad de la roca estd definida de la siguiente manera:

1d
Después de integrar tenemos:
¢ = Pecr(r—r) (4.17)

donde ¢° es la porosidad en la presién de referencia p°. Usando la serie

de Taylor, podemos observar que:
1 2
¢ = ¢“{1+CR (p=1°) + 3¢ (0 = 1) +}
una aproximacién queda de la siguiente forma:
o~ ¢° (1+cr(p—1p")).
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4.2. Propiedades de los Fluidos

Para poder realizar un andlisis mds preciso de las propiedades de los
fluidos es necesario antes simular un yacimiento y darle una interpre-
tarpretacién adecuada. Los ejemplos de esas propiedades incluyen los
factores de volumen de la formacién, densidad, solubilidad, viscosidad y
compresibilidad de los fluidos. En general, una simple representacién del
yacimiento se obtiene y se estudia en el laboratorio, estas propiedades
de los fluidos son medidas en el laboratorio. Entonces la informacién es
usada para predecir los cambios de las fases que pueden ocurrir en el
yacimiento y en la superficie del separador. Un separador es una presiéon
de carga (horizontal o vertical) utilizada con el proposito de separar
bien los fluidos dentro de los componentes liquido y gaseoso. Cuando los
datos de laboratorio no estdn disponibles para las propiedades del fluido,
estos se pueden calcular a partir de férmulas empiricas. En esta seccién
se expondran esas férmulas.

En flujo trifdsico (médelo beta del petréleo negro), cuando todo el
gas estd disuelto en la fase aceite, no hay gas presente: es decir, S, =
0. En este caso se dice que el yacimiento se encuentra en estado bajo-
saturado. Si las tres fases coexisten, el yacimiento se encuentra en estado
saturado. El punto de burbuja se define como el estado en el cual el
flujo total del sistema estd compuesto de liquidos (agua y aceite), y la
presién del yacimiento en estd en la presion de punto de burbuja. Alguna
reduccién en la presién (o incremento en el volumen) a una temperatura

fija produce gas.
4.2.1. Propiedades PVT del Agua

Los modelos beta y volatiles requiren cuatro propiedades PVT para su

simulacién:

La densidad del agua en condicines estandar pyy,,

Factor del volumen de la formacién del agua B,,,

Compresibilidad del agua c,,,

Viscocidad del agua f,,.
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Cuando los datos de laboratorio no estdn disponibles, es necesario hacer
uso de férmulas empiricas para calcularlos, a partir de los siguientes

datos:

= presion p y temperatura T del yacimiento,
= salinidad del agua Sars,

» solucién de gas/ indice de agua Rgy
Densidad del Agua a Condiciones Estandar
Podemos hacer uso de la siguientes datos de la correlaciéon empirica en

una interpolacién lineal para la densidad del agua a condiciones estandar

respecto al agua salina:

Salinidad: 0 100,000, 200,000, 280,000 (ppm),
P : 1.0 1.07300, 1.370  1.18600 (g/cm®).

Factor del Volumen de la Formacién del Agua

El factor del volumen de la formacion del agua B,, (RB/STB) se puede

calcular a partir de férmulas empiricas:

B, = (A+ Bp+ Cp?) Fsg, (4.18)
donde los valores A, B y C' dependen de la temperatura de la formacién
(Tr) y el estado de la saturacién del gas, p (psia) es la presién de la
formacion, y Fspg es el factor de la correlacion de la salinidad para B,:

Fep={51x10"*p+ (547 x 107° — 1,95 x 10~""p) (T — 60)
—(3,23x 107 = 8,5 x 107p) (Tr — 60) } Sarsr + 1,
con Tr (F°) a temperatura de la formacién y S4z; el porcentaje de la

salinidad (1 % = 10,000 ppm). Las constantes de (4.18) pueden determi-

narse de la siguiente forma:

A=Ay + ATy + AsTE,
B - Bl + BQTF + Bng—v,
C: Cl + CQTF + CgT}%,

donde en el caso saturado ( la fase gas existe):

53



A; =0,9911, Ay = 6,35 x 1072, A3 =85x 1077,
By =—-1,093 x 1075, By =—-3497 x 107°, B3 = 4,57 x 10712,
C; =-5x 10711, Cy = 6,429 x 10713, C3 =1,43 X 10715,

y para el caso bajo-saturado (la fase gas no existe):

A; = 0,9947, Ay =58 x 1078, Ay = 1,02 x 107,
By = —4228 x 1076, B, =1,8376 x 108, By = —6,77 x 107,
Cr=1,3x10710, Co =1,3855 x 10712, (5 = 4,285 x 10715,

FEl rango para la validacién para B, es:

1,000 < p < 5000 psi, 100 < T < 250°F, 0 < Supr < 25.

Compresibilidad Isotérmica del agua

La compresibilidad del agua c,, (1/psi) se calcula a patir de la salinidad,

temperatura y presion con siguiente férmula empirica:

Co = (A 4 BTw + C*T§> 1078 (1 + 0,0089 Rgyy) Fsc, (4.19)
donde los valores fl, B y C , dependen de la presién de la formacién:

A=3,8546 — 1,34 x 10~*p,
B=-0,01052 4 4,77 x 10~ p,
C'=3,9267 x 107° — 8,8 x 10 0p.

La solucién de gas/indice de agua Rgy (SCF/STB), es cero en el estado

bajo-saturado, mientras en el estado saturado

RSW = (ARSW + BRSWp + CRSWpQ)
{1—(0,00753 — 1,73 x 10~*T¥) Sarr} ,

donde,

ARSW = 2712 + 3,45 X 1073TF — 3’59 X 1075Tl%’
Brg,, =0,0107 + 5,26 x 10T + 1,48 x 107 T,
CRSW = —8,75 X ]_077 + 379 X 1079TF B 1702 % 10711T§'_
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Finalmente, el factor de la correlacién de la salinidad es:

Fso={-0,52+2,7 x 10~*Tp — 1,14 x 10~°T}
+1,121 x 10773} S%7, + 1.

El rango para la validacién para la salinidad, la presién y la temperatura

de ¢, es:

1,000 < p < 6000 psi, 80 < T < 250°F, 0 < Sup; < 25.

Viscocidad del Agua

La viscosidad del agua p,, (cp) se calcula a partir de la salinidad, la

temperatura y la presién por:
[, = 0,02414 x 10%47/T M0 o Frpy (4.20)

donde T}, es la temperatura de la formacién en °K; que es T}, = 273,15+
Te, con Te = (Tr — 32) /1,8°C. El factor de la correlacion Fgy para pi,,

es:

Fsy=1- 187 x 107°S{/; + 2,18 x 1074537,
+ (T]:ﬂ/2 — 0,0135TF> (2,76 x 107°Sapr — 3,44 x 1074522[)

y el factor de correlaciéon para la presién es:

Fpy = 1+1,35 x 107 "2p? (TF — 40).
El rango para la validaciéon para ¢, es:

32 <T < b72°F, 0< Sy <25.

4.2.2. Propiedades PVT del Aceite

Para el aceite tenemos cinco proiedades PVT, debido a la presién de
punto de burbuja (p,), éstas son necesarias para los modelos beta y

aceite volatil:

= Indice de gas disuelto en el aceite R,

= Factor del volumen de la formacién del aceite B,,
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= Compresibilidad del aceite c,,
» Viscocidad del aceite p,.

» Compresibilidad de la viscocidad del aceite c,,,

Nuevamente cuando los datos de laboratorio no estdn disponibles, es
necesario hacer uso de férmulas empiricas para calcular esas propiedades,

para ko cual se hace uso de los siguientes datos:

Presion p y temperatura 7' del yacimiento,

Indice de produccion de aceite/gas Gor,

Gravedad del aceite Apy,

Gravedad del gas crudo Y,

Presion p,., y Temperatura 7., en condiciones del separador

Presion Inicial del Punto de Burbuja

La presion inicial del punto de burbuja py,; (psia) se puede obtener usando

la siguiente férmula empirica:

Gor (8o
i = , 4.21
P <A0YGS exp (COAPI/TR)) (421)

donde Gpgr (SCF/STB) es el indice de gas-aceite, Apy = Apy (°Apr) esla
gravedad del aceite definida por Ap; = 1,41/Dop —1,31,5, Dop (g/cm?)
es la densidad de la superficie de aceite a condiciones estandarizadas, Ygg

es la gravedad del gas crudo (unidades por aire), definido por:

. -5 Psep
YGS = YG (1 + 5,912 x 10 Ap]Tsep lOg <11477)> s

Y es la gravedad del gas (unidades por aire), psep(psia) y Tiep(°F) es
la presién y temperatura del separador, y Tg (R) es la temperatura del
yacimiento (Tr = Tr + 460). Las constantes Ay, By y Cp, se necesitan
para cacular la presién de punto de burbuja:

Ay = 0,0362, By=1,0037, C,=25724, si Ap; < 30,
Ay = 0,0178, By =1,1870, Cy = 23,931, si Ap; > 30.
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El rango para la validacién para el punto de burbuja estd estimado

como:
30 < psep < 535 psi, 76 < T, < 150°F.
En adicién:
0,511 < Y < 1,351 si, 15,3 < Apr < 30°APL.
y

0,03 <Ys <1,259si, 30,6 <Ap; <59,5°APL.

Indice de Gas Disuelto en Aceite
Para calcular el indice de gas disuelto en aceite, Ry, (SCF/STB) se
necesita la siguiente férmula empirica:

(4.22)

CpoA
Rso = AOYGSpbBO exXp <OT—PI) .
R

Esta férmula estd expresada para buscar la relacion funcional entre R,

y la presién de punto de burbuja py.
Factor de Volumen de la formacién de Aceite
Para el caso saturado el factor de volumen de la formacion de aceite

B, (RB/STB) pueden ser expresado como una funcién del indice de gas

disuelto en aceite:

~ A - ~ A
B, () =1+ A(Tr — 60) 221 + (B + C (Tp — 60) ﬂ) Ry (4.23)
Yas Yas

donde las constantes A, B y C, tienen los siguientes valores:

A=1751%x10"° B=4677x1074, C=1811x10"8, si Ap; < 30,

A=11%x10"7%  B=467x10"% (C=1,337x10"2 si Ap; > 30.

Cuando la presiéon p del yacimiento es mds grande que la presiéon del
punto de burbuja py, es decir, en el estado bajo-saturado, el factor del
volumen de la formacién puede ser evaluado de B, en p,, la compresi-

bilidad del aceite ¢, (1/psi), y presion:

B, (p;py) = B, () exp (—co (p — b)) , (4.24)
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o aproximadamente

B, (p,py) = B, (py) exp (1 —co (p — ps)) - (4.25)

El rango para la validacion de temperatura y presion, para que se pueda

usar las expresiones para B, son:
30 < psep < 535 psi, 76 < Ty, < 150° F, 15,3 < Apr < 59,5 APL
En adicién para el punto de burbuja superior se requiere:
0,511 < Yg < 1,351 si, 111 < p < 9485 psi;
para el punto de burbuja inferior se requiere:
0,511 < Yo < 1,351, 14,7 < p < 4,542 psi, si Ap; < 30° API,

y
0,53 < Yg < 1,259, 14,7 <p < 6,025 psi, si 30,6 < Ap; < 59,5° APIL.
Compresibilidad Isotérmica del aceite

La compresibilidad del aceite ¢, (1/psi) puede ser calculado con la
siguiente férmula empirica:

_ —1,433+ 5R,, + 17,2Tr — 1,180Ygs + 12,61 Ap;
N 100, 000p, ’

(4.26)

Co

donde R,,, Tr, Ygs, Apr, v pp, se definieron previamente.
Vicocidad del Aceite

La wiscocidad del aceite p, (cp), se calcula usando la ecuacién Beggs-
Robinson (Beggs-Robinson, 1975). Esta se calcula de forma diferente
para el caso saturado, que para el caso bajo-saturado. Segin sea el caso,

ésta se calcula a través de viscosidad del aceite (muerta), con la férmula:

1o (o) = Aub, (4.27)

donde 1 , (cp) es la viscocidad "muerta"del aceite, las constantes A y

B estan dadas por:
A=10,715 (Ry + 100) " |y B = 5,44 (R, + 100) "%
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La wiscisidad muerta p,, se puede encontrar a partir de una férmula
empirica:
Ko = 1OC —1

donde las constantes C'y C' estdn dadas por:

C=10T, "% ' =3,0324 —0,2023Ap;

El rango para la presion y la temperatura sean validas las expresiones

para fi, Y fq, €8t

30 < pgep < 535 psi, 70 < T, < 1507 F.

70 <T < 295°F, 16 < Ap;r < 58 APL

En el udltimo caso, p, se calcula por:

to (P;Pb) = 1o (Do) <£>A), (4.28)

Po

donde p es la presién del yacimiento y las constante A’ estd dada por:
A" =2,6p""* exp (—8,98 x 10~°p — 11,513) .

El rango para la validacion de las expresiones para presién es:

15,3 < Apr < 59,52 API, 0,511 < Ys < 1,351, 111 <p < 9,485 psi.

Compresibilidad de la Viscosidad del Aceite

En el modelo beta del petréleo la compresibilidad de la viscosidad del
aceite c,(1/psi) en ocaciones es usada para evaluar la viscosidad del

aceite en estado bajo-saturado:

to (P Pb) = 1o (pp) (14 ¢ (p — b)) 5 (4.29)

donde las constantes ¢, y B’ estdn dadas por:

_1\B’
Cu:(1+pb1) -1
B'=26(1+py) """ exp (—8,98 x 107° (1 + p,) — 11,513) .
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4.2.3. Propiedades PVT del Gas

En el modelo beta del petréleo y el modelo volatil requieren de dos
relaciones funcionales de las propiedades PVT del gas con respecto a la

presion:

= Factor de derivacion del gas Z o factor del volumen de la formacién

del gas By,
» Viscocidad del gas pu,.

Nuevamente cuando los datos de laboratorio no estdn disponibles, es
necesario hacer uso de férmulas empiricas para calcularlos, apartir de

los siguientes datos:
= Presién p y temperatura 7' del yacimiento,
= Gravedad del gas crudo Yy,
» Contenido de CO,, HsS, y No: Yeo,, Yi,s, ¥ Ya.

Presién y Temperatura Reducidas

Antes de evaluar el factor de derivacién Z, es necesario calcular las di-
mensiones de la presion reducida p,.q y la temperatura reducida 7.4

Tr
Ta

pc

Pred = £7 Tred = (430)

Ppc
donde p (psia) es la presién de la formacién, Tx es la temperatura de
la formacién ( recordemos que Tr = TF + 460) y ppe (psia) y T, son
la presién y la temperatura pseudocritica del gas respectivamente, p,. y
T, se estiman a partir de la gravedad del gas de ambas condensaciones
y diversos yacimientos de gas. Los calculos de los valores se corrigen
para el gas dcido a través de la correlacion Wichert-Aziz. Antes de que
fueran introducida la correlacién Wichert-Aziz, las siguientes férmulas

empiricas para p,. y Tp. han sido usadas:

Ppco = Apc + chYG + CchG2;
TpcO = Apc + chYG + échG27 (431)
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donde Yg es la densidad del gas crudo (unidades por aire). Para la su-
perficie del gas, las constantes en (4.31) se calcula por:
%} = 667, Bi =15, (; = —37,5,
A=168, B =325 (=-12p5,
mientras para el gas condensado tenemos lo siguiente:
A=706, B=-517 C=-11]1,

A=187, B=330, (C=-T715.
La correlacion Wichert-Aziz para py. y 1), han sido usadas en anos
recientes estd dado como:
o ppcO (Tpco - WA) T
ppc - ) p
Tpeo + Yi,s (1 — Yi,s) Wy

donde la correlacion Wichert-Aziz, el factor W, (°F) estd dada por:

c — TpcO - WAa

Wy =120 ((YC()2 + YH25)0’9 — (YCOg + YH25>1’6) — 15 (YggQ — Y[flbs) ,

v Yu,s ¥ Yoo, (decimal) son los contenidos de HyS y C'O,, respectiva-
mente. Los rangos de validacién de p,. y T} son 0,36 < Y < 1,3 para
fluido condensado y 0,56 < Yg < 1,71 yv Y, + Yoo, < 0,8 para gas
variado.

Derivacion del Factor del Gas Z

La derivacion del factor del gas Z se calucula usando el método
desarrollado por Dranchuk quien usé la ecuacién de estado Benedict-
Webb-Rubin adecuandola para la correlacién de Z-factor Standing-Katz.
El resultado es una ecuaciéon no lineal y se resuelve por la iteracién
Newton-Raphson. Y el factor del gas Z se obtiene:
7 02T
,Ongred

donde p,, es la densidad del gas reducido y se evalua usando la iteracion

(4.32)

Newton-Raphson es:
Port = Pyr = F () | F (P
F(p) = Ar ()" + By (0)” + G (03)” + Enply
+E (p3)" (14 Ge (o)) exp (=G (6},)") =
F' () =64 (9p)” + Br ()" + Coply + B
+F, (7)) (3+ Gy () (326, (),)7) ) exp (=G (6),)°)
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donde sus valores constantes son:

A, =0,6423, B, = —53537T ¢4 — 0,6123,
Cp = 0,31151T,eq — 1,0467 — %558 E, = Ty,
red
F, =557, G, = 0,6845
Hy = 0,2Tpyeq Pgr = M

Los procesos de convergencia es répida para la densidad (con poco més
de cinco iteraciones) teniendo un buen valor de inicio pgr. El rango para
la validacién de las expresiones para la férmula (4.32) para el Z-Factor
es:

0 < Prep <30, 1,05 < Thep < 3,

el cual cubre los rangos posibles de las condiciones del yacimiento in-
cluyendo presén y temperatura alta.

Factor de Volumen de la Formacién de Gas

El factor de volumen del gas, B, (RB/SCF), el indice de volumen V
de la fase gas medida a condicones de yacimiento para el volumen Vi,
de la componente gas medida a condiciones estandar, la cual puede ser

calculada usando la derivacion del factor Z dela siguiente feroma:

0,005042T
By = — 1 (4.33)
p
donde p (psia) es la presién de la formacion.

Viscosidad del Gas

La viscosidad del gas y, (cp), es evaluada sobre la estimacion de la
densidad del gas usando la ley de los gases ideales (con la correlacién Z-
factor). La presién y la temperatura pseudocritica corregidas para las
componentes no hidrocarburos. p, se calcula con la correlacion Lee-

Gonzilez

_exp (F) pe

y = = (4.34)
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donde
F=A+ BTyeq+CT2, + DT3,

donde
Ay = —2,4621182, A, = 2,97054714,
Ay = —0,28264054, A5 = 8,05420522 x 1073,
By = 2,80860949, B, = —3,49803305,
B, = 0,36037302, By = —1,04432413 x 102,
Co = —0,793385684, C; = 1,39643306,
Cy = —0,149144925, C5 = 4,41015512 x 1073,
Do = 0,0839387178, D; = 0,186408848,
Dy = 0,0203367881, D5 = 6,09579263 x 10~*.
La correlacién de la viscosidad del gas p, (cp) en la férmula (4.34) estd

definida por:
fe= (1,709 x 107° — 2,062 x 10~°Y) T
48,188 x 1072 — 6,15 x 10 % log (Yz)
+Y, (9,59 x 107° + 8,48 x 10 % log (Yz))
+Yco, (6,24 x 107° 49,08 x 10~ log (Y5))
+Yp,s (3,73 x 107° + 8,49 x 10" log (Y5))
donde Yy, (decimal) es el contenido de Ny, 1, es la viscocidad de la
mezcla a 14.7 psia y a temperatura del yacimiento.

4.2.4. Compresibilidad Total

Para flujo de una sola fase en un medio poroso, la compresibilidad
total ¢; (1/psi) es

ct=cp+ %CR, (4.35)
donde ¢y es la compresibilidad del fluido. Para flujo multifasico (flujo en

tres fases agua, aceite y gas), la compresibilidad total ¢; (1/psi) es:

¢t = SuCw + SoCo + Sycq + %CR. (4.36)
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4.2.5. Ecuaciones de Estado

Hay diversas técnicas matemadticas para detrmiinar el comportamiento
de los hidrocarburos (la distribucién de la cantidad quimica de los com-
ponentes). Lo més comin se basa en: (1) la aprozimacion K-valor, (2)
ecuaciones de estado y (3) una variedad de tablas empiricas de experi-

mentos.

K-valores de Equilibrio

Sean x;, y %ig las fracciones de mole de la i-esima componente en las
fases liquida (aceite) y gaseosa (gas), respectivamente, i = 1,2, ..., N,
(nimero de componentes). El equilibrio del indice réapido de vaporacién

para esta componente estd definido por

Ki = %7 3 Nca (437)
Lio

donde K; es el equilibrio (K-valores) de la componente i. A presién
baja los K-valores estdn dispuestos para la mezcla dada la
presién y temperatura. En realidad, son faciles de estimar con los datos
de la presién del vapor de las componentes puras. A presién alta los
K-valores son funciones de la composiciones globales. La introduccién
de las componentes dentro de la funcién K-valor anade considerables
complejidades para los calculos (ver [16]).

Ecuaciones de Estado

Mientras la aproximacién de los K-valores son faciles de establecer, care-
cen de generalidad y puede resultar inexactos al momento de simular el
yacimiento. En recientes afos, las ecuaciones de estado (EOSs) han sido
extensamente utilizadas porque produce més consistencia a las compo-
nentes, las densidades y el volumen molar, La mds famosa EOS es la
de Van der Walls. Aqui se presentarian exactamente tres EOS: Peng-

Robinson, Redlich-Kwong, y Redlich- Kwong-Soave.

Ecuacién de Estado de Peng-Robinson

La mezcla principal de Peng-Robinson EOS es:
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Ne Ne

Ay = sziaxja (1 — kLL]) A /aiaj,

i=1 j=1
Ne

ba: E xiabb o =04,
=1

donde k;; es el pardmetro de interaccion binaria entre las componentes 1
Y J, ¥ ai, bj son facores empiricos de la componente ¢ pura. La cantidad de
pardmetros para la interaccién molecular entre dos moléculas diferentes,
son las siguientes, k;; es cero cuando 7 y j representan el mismo compo-
nente, pequeno cuando i y j representan componentes que no difieren en
mucho, y largo cuando i y j representan componentes subtancialmente
diferentes. De ser posible k;; depende de la presién y la temperatura y
sobre las identidades de la componente ¢ y j (ver [51] y [52]).

Los facotores a; y b; pueden ser calculados como:

FT, bj = Qap RTic,

ic Dic

a; = Qiq 0y

donde recordemos que R es la constante universal del gas, T" es la tem-
peratura, T;. y p. son la temperatura y presion critica, los pardmetros

de las EOS €, y €, estdn dadas de la siguiente forma:

Qi =0,4724 Qi = 0,077796,

;= (1 Y [1 _ \/T/TiCD2,

A; = 0,37464 + 1,523w; — 0,26992w?,

y w; es el factor de la componente ¢ acéntrico. Los factores acéntricos
aproximados expresan la derivada de la forma de una molécula de la

esfera definida:

Ao Pa bapa
Aa: R2T2 Ba:ﬁu a=o,4g,

donde la presién p,, estd dada por los pardmetros de la ecuacion de estado

de Peng-Robinson:

(4.38)



con V, es el volumen molar de la fase a.. Introducimos la compresibilidad

del factor en Z,:
_ paVa

a T RT )
La ecuacién (4.38) puede ser expresada como una ecuacion cibica en
Lo

a=o0,g4.

Z}—(1—B,) 22+ (Aa — 2B, — 3B2) Z,
— (AaBo — BZ - B})=0, a=o,q4. (4.39)

Esta ecuacion tiene tres raices. Cuando solamente tiene una sola raiz
real, se hace uso de ella. Si hay tres raices reales, la seleccién de la raiz
correcta depende del dominio y de la fase liquida o gaseosa. Ahora para
1=1,2,...., N. y a = o,q, el coeficiente de fugacidad del componente i

en la mezcla puede ser obtenido:

La fugacidad de la componente 7 es:

fia:paxia@im 1=1,2,...,Noya=o,g.

finalmente, la distribucién de cada componente dentro de las fase liquida

y gaseosa estd dada por la relacién de termodindmica de equilibrio:

fio (po,l'lo,.’ﬂgo, ...,$NCO> = fig (pg;xlga x'gg, ...,.TNcg) s 7, = 1, 2, ceey NC.

(4.41)
Ecuacién de Estado de Redlich-Kwong
La Redlich-Kwong dos-pardmetros EOS estd dada por:
RT o
Do = - Qo ... a=o,g. (4.42)

Va - ba Va (Va + ba)’
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con Z, = paVa/(RT), estd puede ser expresada como una ecuacion

ctibica en Z,:
73— 7%+ (Aa - B, — Bi) Zo— AuBy, =0, a=o0,9. (4.43)

La seleccion adecuada de las raices se realiza de la misma forma como
se hizo en Peng-Robinson dos-pardmetros EOS. En el presente caso, los

pardmetros $2;,, (2 v a; son:

Qo =0,42748 Q;, = 0,08664,
Q= T/T'zc
Todas las otras cantidades A, Bq, G, b, v b; estédn definidos de la misma
forma como se hizo en Peng-Robinson EOS, i =1,2,..., N., a = 0,g. El

coficiente de fugacidad de la componente i en la mezcla se puede obtener

de la ecuacion:

Ecuacién de Estado de Redlich-Kwong-Soave

La modificacién de Soave en Redlich-Kwong EOS, es en el parémetro «;

ai:(l—)\i [1-@})2.

donde )\; = 0,48 + 1,574w; — 0,176w? y w; es el factor acéntrico para

CO1mo:

la componente i. La definicién de las otras cantidades y de los coe-
ficientes de fugacidad son los mismos como en Redlich-Kwong EOS,
Peng-Robinson y Redlich-Kwong-Soave EOSs han sido excesivamente

utilizados en el mejoramiento de la prediccién de recuperacién de aceite

(EOR).
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4.3. Las Propiedades que Dependen de la
Temperatura

4.3.1. Propiedades de la Roca

Las propiedades de roca para flujo térmico son similares para los
modelos beta isotérmico y composicional, pero ahora esas propiedades
dependen de la temperatura. En particular la presién capilar que es de

la forma:

Peow (S’LLM T) = Po — Pw, Pego (Sga T) = Pg — Po (445)

Andlogamente las permeabilidades para el agua, aceite y gas son:

krw = krw (Swa T) 5 krow = krow (Swa T)
vy = kg (S,, T, Frog = krog (S5, T) (4.46)
kro = kro (Swa Sg: T)

Los modelos de roca I y II pueden ser adaptados para la permeabilidad
relativa del aceite k,.,.

Por ejemplo, las funciones de permeabilidad relativa k,., y k..., para el
sistema agua-aceite pueden definirse como:

Sw - Swir (T) "
1-—- Sorw (T) - Swir (T> ’

B 1— Sy — Sorw (T)  \"™"
krow = Krocuw (T') (1 ~ 5 (T) — Sun (T)) : (4.47)

krw - krwro (T) (

Y krg ¥ krog Para el sistema gas aceite:

Sy — Sy na
1 - ch (T) - Somit - Sg'r ’

_ 1- Sg — ch (T) - Sorg (T) "o
kro“’ B kmcw (T) ( 11— ch (T) - Sarg (T) > 7 (448>

krg = Krgro (T) <

donde nw, now, ng, son nimeros reales no negativos; Sye, Swirs Sorw,
Sorg ¥ Sgr son saturacion encerradas del agua, saturacion irreducibles,
saturacion residual del agua, saturaciones residual del aceite en el sis-
tema agua aceite, saturacién residual del aceite en el sistema aceite-gas

y saturacién residual del gas; kywro, Frocw Y Frgro son las permeabilidades
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relativas en la saturacién residual para el sistema agua-aceite,
la permeabilidad relativa en la saturacién del agua encerrada y la per-
meabilidad relativa del gas en S, = 1 — Sy, (T') — Spinir, para el sistema
gas-aceite, respectivamente; y Sy;ni €s la saturacion inicial del aceite,
en el sistema aceite-gas. Finalmente, para las propiedades de roca uno
debe considerar la conductividad térmica y la capacidad calorifica del

yacimiento, sobre cargado y bajo cargado.

4.3.2. Propiedades de los Fluidos
Propiedades del Agua

Las propiedades fisicas del agua y del vapor, tal como la densidad, la
energia interna, y la viscosidad, se pueden buscar en la tabla agua-vapor
(ver [31]). En tal tabla se dan los términos de las varibles indepen-
dientes: presién y temperatura. En el estado saturado del yacimiento,
hay gas libre; en este caso, la presién y la temperatura son relacionadas,

y solamente un término se emplea como una variable independiente.

Propiedades del Aceite

Cualquier cantidad de componentes pueden ser tratada en un sis-
tema diferencial, como los descritos en los modelos isotérmicos y el flu-
jo multicomponente, desarrollados en el capitulo anterior. El incremen-
to del nimero de componentes significa més trabajo computacional y
tiempo de proceso. En ocaciones computacionalmente es necesario agru-
par varios componentes quimicos similares dentro de una componente
matemdtica. Esta forma permite bajar las componentes, es decir reduce
el nimero de incégnitas que hace més practico el calciilo computacional.

La fase aceite es la mezcla de los componentes, y la gama de esas
componentes provienen de los componentes més ligeros y los componetes
méds pesados. Una forma para reducir el nimero componentes en cada
pseudocomponente, es deducir estas propidades fisicas, tales como el
peso pseudomolecular, presién y temperatura critica, compresibilidad,
densidad, viscosidad, coeficiente de expancién térmica, y calor especifico.
Estas propiedades fisicas estdn en funcién de la presién y temperatura.

La propiedad mds importante de las fases aceite y gas es la viscosidad

que depende de la temperatura:
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1o = exp (a1T™) + c1, fig = asT",

donde T' es la temperatura medida en grados absolutos, ay, by, c1, as y
by son pardametros empiricos que pueden ser medidos en el laboratorio,
io Y g son las viscosidades en el i-esima componente en la fase aceite

0 gas, repectivamente.

Ecuaciones de Estado

Las ecuaciones de estado (EOS’s) definidas anteriormente pueden
también ser usadas para definir la funciones de fugacidad f;, para flujo
térmico, la cual ahora depende de la temperatura. Porque la complejidad
del flujo de este tipo, por lo tanto, el equilibrio del K-valor se intodujo en
la seccién anterior, en ocaciones es mas usada para describir la relaciones

de equilibrio:

Liw = Kiw (p; T) Lioy Tig = Kig (pa T) Tio, 1= 17 27 sy Nc- (449)

Un ejemplo para evaluar las K-valores K, usando la férmula empirica:

1 kz2a 3 kfa

donde la constante kfa se obtiene en el laboratorio, ¢ = 1,2,..., N., j =
1,2,3,4,5, a=w,g.
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Capitulo 5
Flujo Bifasico

En la simulacién de un yacimiento de petréleo, en ocaciones esta-
mos interesados en simular el flujo de dos o m&s fluidos en un medio
poroso. En este capitulo se Desarrollardn las ecuaciones bdsicas para
flujo bifdsico en un medio poroso y sus ecuaciones alternativas para su
uso en diversos métodos numéricos disponibles. En esta seccién conside-
raremos dos fluidos inmisibles, es decir no hay intercambio de masa entre
las fases. Una fase (el agua) moja el medio poroso, més que la otra fase
(aceite), y es llamada la fase mojante denotada por el subindice w, la
otra fase es llamada no mojante denotada por el subindice o. En general
el agua es el fluido mojate relativo al aceite y al gas, mientras el aceite

es el fluido mojante relativo al gas.
5.1. Ecuaciones Diferenciales Basicas

Describimos las ecuaciones diferenciales bésicas para el flujo bifésico
en un medio poroso €. La fase (agua) que moja al medio poroso més que
la otra fase (aceite) es la fase mojante y se indica con el subindice w. La
otra fase determina la fase no mojante y se indica con el subindice o.

La ecuacién de conservaciéon de masa para cada fluido es:

0PSap,
ot

donde ¢ representa la porosidad del medio, y para cada fase tienen su

+V-(pus) =q¢a «a=w,o0 (5.1)

propia saturacién S, densidad p,,, ley de Darcy para cada fase:

kv

u, (Vpa —pog)ia=wyo (5.2)

«
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donde p, k, Era, Doy 2, ¥ 14, sON la aceleracion gravitacional, el tensor de
permeabilidad intrinseca, la permeabilidad relativa, presién, profundidad
y viscosidad para cada fase a.

La saturacién de un fluido esta definida como la fraccién de volumen
de los poros ocupada por las fases en un medio poroso lleno por la fase.
El factor que relaciona los dos fluidos juntos es que llenan el espacio

vacio de los poros esto implica que:
Sw+ S, =1, (5.3)

donde S,, y S, representan la fraccién del volumen de los poros ocupada
por las fases agua(fase mojante) y aceite(fase no mojante) respectiva-
mente.

Las diferencias de presion, estd dada por la presién capilar dada por
la siguiente expresion:

Pe (Sw) =Po — Pu (5.4)

Empiricamente la presién capilar es funcién de la saturacién 5.

Las funciones p. y k. fueron dadas en el capitulo 3. Las ecuaciones
(5.1)-(5.4) provienen de seis ecuaciones para seis incégnitas py, Wy ¥ Sa,
a = w,o. Estas son las variable principales usadas para formular de

manera alternativa los modelos matemaéticos.
5.1.1. Ecuaciones Diferenciales Alternativas.

En esta seccién, derivaremos varias formulaciones alternativas de la
ecuaciones dieferenciales (5.1) y de las ecuaciones (5.2)-(5.4). Estas ecua-
ciones alternativas son de gran utilidad su forma de plantearse dependen

del método de solucién nimerica.

Ecuacion Presion.

Dividimos la ecuacién (5.1) por pi y tenemos:

1 (0pS.p
— [ Eefa . JD—q. ] =0
(20 9 ()~ )
desarrollando las derivadas tenemos que:
1 0¢ 05, dp,, B
Z |:Z <Socpwa + gbpwﬁ + QSSOCW + pav ‘- Uy + uavpa) qa:| —

«

(5.5)
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Pero por la ecuacién (5.3) tenemos que ZS = 1, por lo tanto

realizando operaciones la ecuacion anterlor se transforma en:

+Zv { <¢S apa+uavpa)]—za:qa:o

Sabemos que la velocidad total u estd definida como:

Dt

«

Aplicando la divergencia:

Viua=V-) u,=» V-u,

8Sa _1

~~

5.6)

(5.7)

(5.8)

Sustituyendo la ecuacién (5.8) en (5.6) se obtienen la ecuacién multifési-

ca de la presion:

O¢ 1 pq B
ot +V-u, + Zpa (ng 5 —|—uana) — ;qa =0

(67

Tenemos que la movilida estd definida como:

Aa
fa_T
)\a:)\fa

(5.9)

(5.10)

donde A = > )\, es la movilidad total. Insertando la ecuacién (5.10) en

(5.2) se obtiene:

u=—-\k [Z favpa - Zfapag]

(5.11)

Con estd formulacién de la velocidad total, la ecuacién de presién (5.9)

puede ser escrita como:

2 vk [Z [Vpa - Zfapag]
+Z [ $Sa ﬁﬂtuawa} — > =0

73

(5.12)



Formulacién en Presiéon Global

Las ecuaciones de la (5.9)-(5.12) son ligeramente acopladas. Para
reducir el acoplamiento, escribiremos una formulacién diferencial basada
en la presién global. Para simplificar vamos a suponer que la densidades
son constantes; la formulacién no se puede extender para la densidad de

las variables (ver [13]). Introducimos la mobilidad de las fases.

kroz
Ao = a=w,o,
Ha
y la movilidad total como:
A=Ay + Ao

También definimos la funcién de flujo fraccional como:
fa=— a=w,o.

Con S = Sy, definimos la presién global:

pe(S) .
p= [ (@) de (5.13)
y la velocidad total como:
u=u, +u, (5.14)

tenemos que de las ecuaciones (5.2), (5.3) y (5.13) la velocidad total

puede ser reescrita de la siguiente forma:

u=—k\ (Z fapag) (5.15)

donde k es la permeabilidad efectiva. Usando esta formulacién para la
velocidad total, es posible deducir una ecuacién para la presiéon glo-
bal. En un sistema bifdsico con una fase mojadora (agua w) y una no

mojadora (aceite 0), se obtiene de la ecuacién (5.12), lo siguiente:
3¢
=~V k Z faVpa ~ Zfa,oag (5.16)

+Z [d)S Opa + uanal - an =0
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Formulacién de la Fase

En estd formulacién se usa la presion de la fase para obtener la
ecuacién de presién. El uso de una presion de fase p, tiene més signifi-
cado fisico que una presién global. Para obtener la ecuacién de presiéon
se sustituye la ecuacién (5.11) y considerando un sistema de dos fases:

(agua w) y (aceite o) se obtiene:

u=—Xk (fuVpu + foVDo = (fupu + fops) &)
u=-Xk (pr (fw + fo) + fovpc - (prw + fopo) g)
u=-Xk (pr + fonc - (prw + fopo) g)

Sustituyendo en la ecuacién (5.9) se obtiene:

0%+ ¥ {Ihu (90 (5) (S + 0, )

+fuw (S)ut=qu (p, 5) . (5.17)
Una vez conocidas las presiones p,, y p,las correspondientes velocidades
de fase se pueden calcular usando la ley de Darcy. También es posible
usar una velocidad de fase modificada u}, definida de la siguiente manera:

u), = =Xk (Vp, — Vp,pg) = (5.18)

fa

Esta velocidad de fase modificada muestra una forma similar a la veloci-
dad total (5.15), y se puede dar ventaja desde el punto de vista numérico.

Ecuacion de Saturacion

La solucién de la ecuacién de presién produce la velocidad que se re-
quiere para resolver la ecuacion de saturacién. En la formulacién de pre-
sién de fase, la saturacion puede calcularse directamente de la ecuacién
de balance de masa (5.1). En el caso en particular en un sistema donde
se tienen dos fases: agua w y aceite o, en donde ambas fases son incom-
presibles y la porosidad es constante, esto reduce la ecuacién de balance

de masa en:
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o alternativamente
0S,
Qbﬁ + V- fwufu — Quw = 0 (520)

Para la formulacién presiéon global produce la velocidad total u pero
no la velocidad de la fase, se debe derivar una ecuacién especial para
la saturacién. Esta ecuacién de balance de masa (5.1). Se considera un
sistema de dos fases agua w y aceite o. Escribiendo la ley de Darcy para

estas dos fases y usando la ecuacién (5.4) se obtiene:

u, =—- k(Vp, — Vp,8) (5.21)
u,=—Xk (Vp, — Vp,8) (5.22)

Se despeja kVp,, de la ecuacién (5.22)

u,
kVp, = =~k (Vpe — pog) (5.23)

Enseguida se inserta esta tltima relaciéon en (5.21) lo que produce la

ecuacion de flujo fraccional para u,:

u, = —A\,kVp, + A\kVp, g
uO
u, =—Ay (—7 —k(Vp. — pog)) + A\kVp,8
Aw

Uy = )\_uo + )\wk (vpc + (pw - po) g) (524)

sabemos de la velocidad total que u, = u — u,, la cual se sustituye en
(5.24) y produce:

>~

Uy = = (ll - uw) + )\wk (vpc + (pw - po) g)
Ao+ Aw  Aw
Uy 3 = /\_u + Ak (Vpe + (py, — 0,) 8)
Aw AwAo
Uy k (Vpc + (pw - po) g) (525)

BBV Wk W
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Ahora sustituimos u,, en la ecuacién de balance de masa para la fase

mojadora w:

a(¢wpwsw) .
5 +V - p,0u — 0,Gw =0
a (gbwpwsw) )\w )‘w>\o .
T+V pw Ao‘i_)\wu—i_ )\O+Awk<vp6+(pw po)g) prw—O
a(¢wpwsw)

T + V- [py (for + Xk (VDo + (00, — Po) 8))] — Puew =0

Formulacién en la Fase Presién y Saturacién.

Usamos a p, y S, como las principales variables aplicando la ecua-
ciones (5.2) a la (5.4) en las ecuaciones (5.1) podemos rescribirlas como:
aqbswp kkrw apc
— 4+ V. Vpo — VS, — = —(uw,(5.26
5+ <pw o ( P~ 55 P Gu»(5-26)

a¢(1 — Sw) Po kkro
ot +V- Po

(Vpo — pog)> =—q, (5.27)

De las ecuaciones (5.1) y (5.2) , dividimos por p,, y p, , respectivamente

y sumamos ambas ecuaciones obtenemos:

1 kkrw apc
o7 (o (v e

1 kkra
+p—V- (po p (Vpo—pog)) (5.28)
_Sw 000y (1= 50) 000, _ 4w _ %
p'w 8t pO at pw po

Notemos que si la saturacién S, en la ecuacién (5.28) es evaluada ex-
plicitamente, podemos usar la ecuacién para resolver la presién p,. Antes
de hacer el calculo para la presién p,, la ecuacién (5.28) puede ser usa-
da para calcular S,,. Este es el método de presidn implicita-saturacion
explicita (IMPES) y ha sido explorado extensamente para flujo en dos
fases en yacimientos petroleros (ver [16]).

En el caso particular cuando las ecuaciones de flujo en dos fases: agua
w y aceite o, en la formulacién presién saturacion, la ecuacién de presion

(5.12), suponiendo flujos incompresibles y porosidad constante, se tiene:

-V - Ak [fvaw + fovPo - (prw - fopo) g] - an =0 (529)
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Dado que el aceite es una fase continua y consecuentemente su presion
se comporta bien, se obtendra una en términos de la presiéon del aceite.

Usando p. = peow = Po — Pw ¥ Tecordando que (f,, + f,) = 1 se obtiene:

=V Xk [fuV (o — Pe) + foVDo = (fwpw — foro) 8] — (qw + ¢o) =0
—V - Xk [fu VDo + foVDo = fuVDe = (fupu — fopo) 8] = (quw + o) =0
—V XK [V, (fu + fo) = fuVPe = (fupuw = foPo) 8] = (Gw + ¢0) =0
=V Xk [V, = fuVDe = (fupw = foro) 8] — (qw + ¢o) =0

-V - AkVp, — V- A\, kVp,.
+V AR (fupy = foro) & — (quw + q0) =0 (5.30)

Si expresamos la presién capilar como:

Ip.
c — Sw 5.31
Ve =3 SwV (5.31)

sustituimos la ecuacién (5.31) en la ecuacién (5.30) obtenemos:

Ope
0S5,

_v')\kv]?o_v‘ (Awk VSw> —|—V)\k (prw - fopa) g_(Qw + QO> =0
(5.32)
Para obtener la ecuacién de la saturacién haremos uso de la ecuacién
(5.1) en su fase agua w la cueal es:
0S5,
(bw +V- (pauoé) =(quw
0S5,

925? -V ()‘k (pr - pwg)) =(quw
oS
t

gba_w -V (/\k (V (po - pc) - pwg)) =(quw

ggc VSw =V - (AkVp,) + V- Ak (p,8) = ¢ (5.33)

En los caso de estudio para efectos de simplificar no se toman los efectos

0Su
ZPw -2k
¢8t +V-A

de fuerzas de gravedad, por lo tanto, la ecuacién de presién (5.32) y la

ecuacion de saturacién de saturacion (5.33) se transforman como sigue:

~V - \kVp, — V- (Awk%v&,> = (quw + @) (5.34)

95, Ope -
¢W + V- <)\kaSw VS, — )\kVpo> = Qu (5.35)
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Formulacién Cargada

Introducimos una presiéon que es mds pequena que la presion de la
fase:
b= Swpw + Sopo‘ (536)

Si la fase desaparece (es decis, S, 0 S, son cero), hay atin una variable
distinta de cero p. Aplicando algo de dlgebra manipulando y derivando

la formulacién de la fase, obtenemos

u=—k{\(S)Vp+ (SA(S) = Ay (3)) Vpe — A (S) Vp.VS (5.37)
— (AwPuw — Aop,) P8} -

5.2. IMPES Cléasico e IMPES Mejorado

Notemos que la ecuaciones diferenciales (5.1)-(5.4) son no lineales y
acopladas. Existen una gran variedad de métodos para resolver ese sis-
tema de ecuaciones, tales como el IMPES, SS (Solucién Simultanea), se-
cuencial y el método adaptativo implicito. Cabe mensionar que el método
IMPES atin es muy usado en la industria petrolera y un método muy
poderoso para resolver flujo en dos fases (particularmente para fluidos
incompresibles y compresibles). En particular daremos un revisién a di-
cho método en la siguiente seccién para el modelo beta se retomara el
método IMPES.

IMPES Clasico

El método IMPES fue originalmente desarrollado por Sheldon et al.
(1959), Stone y Garder (1961). La idea bésica de este método clésico para
resolver (5.1)-(5.4) es separar la presion de la saturacién. Normalmente
el sistema es acoplado, es dividido dentro en una ecuacién de presién
y una ecuacién de saturacién, y las ecuaciones de presién y saturaciéon
son resueltas implicitamente y explicitamente respectivamente en una
aproximacién en el tiempo. Por lo tanto para que sea estable, este método
clasico requiere pasos de tiempos muy pequenos para la saturacion. Este
requerimiento es costoso debido que si, particularmente intervalos largos
de tiempo, tendremos problemas al momento de integrar y una malla

pequena tales como los problemas cénicos. En estd seccién revisaremos
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primero el método IMPES clésico y después introduciremos el método
IMPES mejorado. Nos centraremos en el flujo incompresible.
Usaremos a la presién del aceite y la saturaciéon del agua como

variables principales:

P = Do, S = Sw- (538)
Definimos la velocidad total como:
u = u,+u,. (5.39)

bajo la suposicién de que los fluidos son incompresibles, aplicamos (5.3)

y (5.39) en (5.1) y observamos que:
Veou=q(p,5) = qu(p. )+ (p9), (5.40)
y de la ecuacién (5.4) y (5.39) en (5.2):
u = —k[A(S) Vp— Ay () pe = (Awpy + Aop,) P8I (5.41)

donde Gy = quw/pw ¥ Go = 9o/ p,- Subtituyendo (5.41) en (5.40) produce

la ecuacién de presién:
—V - (kAVp) = ¢ — V- (k(Ay (9) pe + (Awpw + Aopo) p8)),  (5.42)

La velocidad de la fase u,, y u, son relacionadas con la velocidad total

u, entonces:

Uy = fwu + k)\ofvac + k)\of’w (pw - po) rg,
u, = fou - k)\wfovpc + k>\wfo ()00 - pw) rg-

Similarmente, aplicando (5.4), (5.39) y (5.41) en (5.1) y (5.4) para
obtener la ecuacion de saturacion:

0%+ 7 {1k (50 (5) (S + 0, ) s |

+fw (S)u}=qu (p, 5), (5.43)

donde por notacién, suponemos que ¢ = ¢ (x).
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Sea J = (0,7] (T > 0) un intervalo de tiempo , y para un entero
positivo N, tal que 0 =% < t! <2 < ... <tV =T, es una particién de
J. Para calcular la presién, en el método cldsico IMPES, la saturacién
S en (5.42) se supone conocida, y (5.42) se resuelve implicitamente para

p. Que para cadan =0,1,2,...,p" satisfase:
V- (kAVD) = F (5", 8", (5.44)

donde F'(p,S) denota el lado derecho de la ecuacién (5.42), y S™ estd

dada. Tenemos que de la ecuacién (5.43):

a8 _ Gw (. 9) (5.45)

! -V {kfw (S) Ao (S) (ZPSCVSJr (po = pw)pg) + fu (S)u}7

En el método IMPES, (5.45) se resuelve explicitamente la saturacién S;
es decir, para cadan =0,1,2,...,S""! satisfase:

SnAl — gn oS

t=t+1

donde G (p, u, S) representa el lado derecho de (5.43).

El método IMPES en forma resumida se aplica de la siguiente forma:

Antes de de comenzar n = 0,1, 2, ..., usamos (5.44) y S™ para evaluar p"
y entonces (5.41) para evaluar u”; a continuacién utilizaremos p™, u", S
y (5.46) para calcular S™*!. Notamos que los paso de tiempo At" =

t" — t"~! deben ser suficiente pequefios para este método sea estable.
El Método IMPES Mejorado

La mayorfa del cédlculo en el método IMPES clésico se utiliza en
el calculo implicito de la presién. Esto se deriva por los mecanismos
de flujo de fluido en un medio poroso que los cambios de presién son
menos rdapido en tiempo que la saturacién. Ademads, es necesario que los
pasos de tiempo sean usados principalmente en el cédlculo explicito de la
saturacion. Por esas razones, es apropiado tomar los intervalos grandes
de tiempo para la presién que para la saturacion.

Nuevamente para un entero positivo N, sea 0 =t <t! <2 < ... <

tN¥ = T una particién de J en subintervalos J" = (t",t"1] que para el
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paso de tiempo At" = t" — ", Esta particién es usada para la presién.
Para la saturacion cada subintervalo J" es dividido en sub-subintervalos

Jm — (tn—l,m—17 7571—1,771]

gn—Lm :t”_l—i—mAtZ/M", m=1,...,M".

La longitud de J™™ se denota por Atg™ = ¢"=bm — ¢gn=tm=1m =
1., M, n=0,1,..

El nimero de pasos, M", puede depender de n. Simplificando t" 10 =
t"1 y el conjunto v™" = v (-, t™™).

Denotaremos el lado derecho de la ecuacién (5.41) por H (p, S). Ahora el

método IMPES mejorado estd definido: para cada n = 0, 1, ... buscamos

p" tal que:
=V - (kA(S™)Vp") = F (p",S"), (5.47)
y u” tal que:
u"=H(@",5"). (5.48)
param =1,...M" n=0,1,...., buscamos S"*! tal que:
aSn+1,m
p———— =G (p",u", 5" (5.49)
ot
El paso de tiempo A% en (5.49) es elegida como:
aanrl,m G<pn u” Sn+1,m71)
—_— = — 5.50
( at > max < ¢ > max 7 ( )
por la tanto el célculo es:
Athrl’m = W, m = ].,....,Mn, n:(),l,... (551)
ot méx
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Capitulo 6

Modelo Beta o de Petroleo
Negro

6.1. Ecuaciones Diferenciales Basicas

Las ecuaciones diferenciales bésicas para el modelo beta en un medio
poroso €2 fueron desarroladas en el capitulo dos. Sean ¢ y k la porosidad
y la permeabilidad respectivamente de un medio poroso Q C R3; S,,
Les Pas Uay Bay ¥ ko son la saturacion, viscocidad, presién, velocidad
volumétrica, factor de formacién de volumen, y permeabilidad relativa de
la fase a = w, o, y g respectiamente; R,, es la solubildad del gas disuelto
en el aceite y pg, ¥ g es la densidad y el indice de flujo volumétrico (3
componente, 5 = W, O y (G. Las ecuaciones de conservacién de masa en

volumen estandar son:

O (Opws Pws _

8t ( Bw Sw> + AV (Bw Uy, —qW(61)
8@5 Pos Pos _
8t ( BO SO) + \V4 < BO U, | =qo (62)

0 PaGs RSOPGS PaGs Rsost _
- [¢(BOSO+ i) Sy )|+ V- (et By — 46(6.3)

La ley Darcy para el caso de flujo multifdsico se puede expresar como:

Kk q

u, = — (Vpa — pog); x=w,0y g (6.4)

«

donde k es el tensor de permeabilidades absolutas, k., es la permeabili-

dad relativa de la fase «, u, es el coeficiente de viscosidad de la fase «,
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p,, €s el peso especifico de la fase «, mientras que g es la gravedad. La

saturacion obligatoria es:
SwF+ S+ S;=1 (6.5)

Finalmente la presion de las fases estd relacionada con las presion capilar

dada como:

Pcgo (Sg) = Pg — Poy Pcow (Sw) = DPo — Puw (66)
note que no es necesario definir la tercera presién capilar p.g,, estd se

puede definir en términos de las presiones pego ¥ Peow- El gasto volu-

metrico a condiciones estandar es:

IQWSIOWS
By,
qosPos
— 19sFOs 6.7
- (6.7)
:qGSPGS
B

g

qw

qo

qos Rsost
B

g

+

dadas las expresiones anteriores entonces py, ., Pos ¥ Pas SON constantes
se puede eliminar la densidades a condiciones estandar. Introducimos el
potencial como:

D, =p,— Pz A=w,0Y g, (6.8)
y la transmisibilidad la definimos de la siguiente forma:

kra
MaBa

T, = k a=w0yy. (6.9)

Subtituyedo las ecuaciones (6.7)-(6.9) en las ecuaciones (6.1)-(6.3),
despresiando la variaciéon de p, en el espacio, y dividiendo el resultado

POT pPyrs, Pos Y Pas Tespectivamente obtenemos:

% <%> ~V (T, V®,) + g—i’u
2 <¢j§) ~V-(T,V8,) + 1 (6.10)
% (¢ (%Z + RLTS)) —V - (T,V®, + Ry, T,,V®,)
+%G: + R%poos.
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Las ecuaciones bésicas del modelo beta del petréleo negro estdn dadas
por la ecuaciones (6.1)-(6.3). Para escojer las principales incognitas de-
penden del estado del Yacimiento, es decir, En estado saturado o en
estado bajo-saturado, el cual se discutird mas adelante.

El indice de flujo volumétrico en el pozo (a condiciones estandar)
estd dado por (ver [37]):

Ny M’LUj

QWAL(j’m) Ek‘m ) )

qws = : : [pbh — Pw — Pul (th - Zﬂ
jzlmzzlln (ng’m)/n(g)) oy
b (x— x(j’m)) :
SuE 2w ALG™ Fhy [ ) ()
ZZ [pbh Do = PoP <th - 2)]
j=1m= 11ln (Te ) Ho
6 (x — X(]’m)) :

Nw wyj

2rALU™ L,
dor =3 s ol e — oy () - <)
—1m— 11n< g ) Hg

) (X — X(J,m)) ’

donde ¢ (x) es la funcién delta de Dirac, N,, es el mimero total de pozos,
M, ;, es el nimero total de zonas perforadas del j-esimo pozo, ALG™)
y xU™ son la longitud de los segmentos y la locacién central de la m-

esima zona de perforacion del j-esimo pozo, la cantidad k es el promedio

de k en los pozos, ri ) es el radio de la perforacién del pozo del j-esimo

pozo, rgj ’m), es el radio de avatimiento del j-esimo pozo en la malla en la
cual xU™ est4 localizado, y pgl), es la presion inferior del j-esimo pozo,
&)

en el pozo dato. z;;’. Introducimos el indice del pozo:

2wk A LUM)

WIUm —
In (ng’m)/rg)>
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El indice de flujo volumétrico en el pozo puede ser rescrito como:

ZZWI gim) 218 k”” [ — Pw — PulP (Zéi;) - 2)}

j=1m=1
9 (X — X(J,m))

My, J

ZZWI o) oo [ i = Po— Pop (215?3 - Z)] (6.11)

j=1m=1 Fo

%) (X — X(j,m))

ZZWI Gim) km [pbh Py = PP (zé?f - Zﬂ

j=1m=1

) (x _ X(Jﬁm))

Las tipicas expresiones de Peow; Deog Y Fro son funciones de la saturacion
fueron introducidas en el capitulo 3. Las ecuaciones (6.5)-(6.6) y (6.10)
provienen de seis incégnitas P, S,, @ = w,0,g. Si en la presién del
fondo pbh , no esta dada, los terminos de fuentes y sumideros definen esta
presién e introducen una o mds incégnitas (i.e., pbh) Con las apro-
piadas condiciones de frontera y condiciones iniciales, define un sistema
cerrado de ecuaciones diferenciales para esas incégnitas. Las ecuaciones
diferenciales alternativas también se pueden desarrollar como en el flujo
bifasico.
Propiedades de la Roca

La presion del aceite es una de las principales variables para ser

usadas:
P = Do- (612)

Mientras la presién capilar este definida como en la ecuacién (6.6), para

la programacion es conveniente hacer uso de la siguientes definiciones:

Pew = Pw — P, Peg = Pg — Ds (613)

es decir, Pey = —Deow ¥ Peg = —Pego- Ademds por notacion, sea p., = 0. La

presién capilar pe,, ¥ pey se suponen funciones de la saturacién solamente:

Pew = Pew (Sw) s Peg = Peg (Sg) . (614)
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La permeabilidad relativa del agua y gas se asumen de la siguiente forma:

krw = hrw (Sw) 3 krow - krow (Sw) ’ (615)
krg = Frg (Sg) ) Krog = krog (Sw) -

Finalmente la porosidad ¢ tiene la siguiente forma:

¢=9¢"(1+cr(p—p°), (6.16)

donde ¢° en la porosidad en una presiéon de referencia p° y cp es la

compresibilidad de la roca.

Propiedades de los Fluidos

La densidad del agua py, en condiciones estandar se determinada
usando agua salina, mientras la densidad de la fase del agua p,, esta
determinada por:

pu =520 (Lt cu(p =), (6:.17)
donde B,,; es el factor de volumen de agua en la formacién a presion ini-
cial p, en la formacién y ¢, es la compresibilidad del agua. La viscosidad
del agua p,, se toma como constante.

El modelo beta del petréleo negro involucra tres componentes; agua,
aceite y gas. Las relaciones entre las fases y componentes son las si-
guientes; la componente del agua esta en toda la fase del agua con den-
sidad p,,, la componente aceite existe solamente en la fase aceite con
densidad p,,, y la componente del gas estd dividida en dos fases: una es
la fase gaseosa que es llamada gas libre, con densidad p,, y la otra parte
en la fase de aceite liquido, que estd determinada como gas disuelto con

densidad p,. Asf la fase aceite con densidad p_ estd dada como:

Po = Poo + PGo- (618)

La densidad de la componente p,, se evalia de la siguiente forma:

Poo
= 6.19
Poo Bo ( )

donde el factor de volumen de aceite en la foracién B, es:

B, = By (py) (1 —co(p — 1)) (6.20)
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con B, siendo el factor de volumen de la formacién en la presién de
punto de burbuja p, y ¢, la compresibilidad del aceite. La densidad del

gas disuelto p, estd dado de la siguiente forma:

RsopG
= — 6.21
PGo Bo ( )
La densidad de gas libre p, estd definida por:
PaGs

= 6.22
Py =B, (6.22)

donde o7

Ps

= Yap, B, = —=— 6.23
PaGs GPair> g P Tg? ( )

donde Y¢ es la densidad de gas crudo, p,;, es la densidad del aire, Z
es la derivacion del factor del gas, T' es la temperatura, y ps v T es la
presion y temperatura a condiciones estandar.

La viscosidad del aceite i, estd dada:

Lo = Hop (Pb) (1 + ¢ (p — 1)) (6.24)

donde 1, es la viscosidad del aceite en el p, y ¢, es la compresibilidad
de la viscosidad del aceite. La viscosidad del gas j1, estd en funcién de a
presién p:

ftg = tig (P) - (6.25)
Estado de las Fases

En la recuperacién secundaria, si la presién estd por encima de la
presién del punto de burbuja de la fase aceite, es flujo es bifdsico; si la
presion cae debajo de la presién del punto de burbuja, entonces el flujo
es de tipo petréleo negro. Ya que la frecuencia de inyeccién y produccién
en un yacimiento varia la presién de punto de burbuja. Si las tres fases
coexisten, el yacimiento se refiere a un estado saturado. Si todo el gas
estd disuelto en la fase aceite, y no hay gas presente (no hay gas libre);
es decir, S; = 0. En este caso, el yacimiento es llamado en el estado bajo-
saturado. La region critica en la cual el estado saturado se transforma en
estado bajo-saturado o inversamente es la presién en el punto de burbuja.
En el estado saturado, S, # 0y p = pp; la densiad y la viscosidad

dependen solamente de la presién p:
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POs Ry () pes
Poo (P) = Bobo(p)’ Pco (P) = T(p)G’ (6.26)
py (p) = %» 1o =ty (D) 1y =ty ().

En el estado bajo-saturado S, = 0y p < p,. Las densiades y viscosidades

en la fase aceite dependen sobre ambas presiones p y py:

oo (0:1) = 5L (1+ o (0 =)
Poo ) = L0 (1t (0= ). g, () = 315627

Io (D, D6) = tho (06) (1 + o (p = 11)) , 11y = 1y (D) -

Para para encontrar la mejor soluciéon numérica del modelo beta del
petréleo, es conveniente identificar las incégnitas princiales, de tal ma-
nera que estds dependen del estado del yacimiento. En el estado saturado,
P = Po, Suw ¥ S, son las principales incégnitas; en el estado bajo-saturado,
D = Po, b ¥ Sy son las principales incégnitas. Consecuentemente las

condiciones inciales son las siguientes:

p(x,0)=7p"(x), S, (x,0) =25 (x), (6.28)
S, (x,0)=5%(x), x€Q

p(x,0)=p" (%), Su(x,0)=5,(x), (6.29)
P (x,0)=pj (x), x€Q

dependiendo del estado inicial del yacimiento.

6.2. Técnicas de Solucién

La selecciéon de las técnicas de solucién es crucial para acoplar el
sistema de ecuaciones diferenciales. En estd seccién, se discutiran las
técnicas de solucién que son actualmente usadas en la simulacién de

flujo multifasico. Esas técnicas estén incluidas solucién simultanea (SS),
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secuencial, presién implicita-saturacion explicita (IMPES) o IMPES
iterativo, implicito adaptativo y técnicas paralelas. IMPES fue tratado
en la seccién anterior para flujo bifdsico en la presente seccién se hard

para el caso del modelo beta del petréleo negro.
6.2.1. El Método de Newton-Raphson

Considere en general un sistema de ecuaciones diferenciables no

lineales:
LoAFnpX)]}=fn(x), m=1,2,....M, x€Q, (6.30)

donde £,, denota un operador diferencial lineal, F,, (+) es una funcién no
lineal, p = (p1,p2,---,P M)T es un vector de variables dependientes, f =
(f1, fo, .-, far) es un vector dado, y M es el niimero total de ecuaciones.
La iteracién de Newton-Rapson para resolver la ec. (6.30), establece
iterar el sistema de ecuaciones. La expancion de la serie de Taylor para
F,. (p + 0p) es:

Fy, (p+0p) = F,, (p) + VF, (p)-0p+ O (|op*), (6.31)

donde |dp| es la norma euclidiana de dp. Si los términos de alto or-
den son truncados entonces tenemos O (](5p|2) , Fin (p + dp) puede ser

aproximado como:
Fin (p+0p) = Fin () + VE, (P) - 0p. (6.32)
Si se sustituye (6.32) en ec. (6.30), obtenemos las ecuaciones iterativas:

L {Fy (D) +VE, (p) - 6p'} = fn(x), m=1,2,....M, x€Q,
(6.33)
donde p' es la l-esima solucion iterativa de p y VF,, (p') es el VF,, (p)
en p = p', con una solucién inicial p°. En el sistema de ecuacién iterativa
(6.33), el vector de correlacién dp' es desconocido. El sistema puede ser

reescrito como:
Ly [VE, (P) 0P =gn(x), m=1,2,...,M, x€Q, (6.34)

donde g,, (x) = fi (X) — £, [Fm (pl)}, F, (pl) y VFE, (pl) son tratados

como fijos. Ahora tomemos a (6.34) como un sistema lineal para p’, y
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se puede aplicar la variacién de los métodos numéricos. Un nuevo vector
p'*! se obtiene sumando el vector correlacién ép' con el vector solucién

iterativo:
pt! = pl + opl.
Esta iteracién procede hasta que la norma Euclidiana de 6p' es muy

pequena para un valor dado.
6.2.2. Técnica de Solucién Simultanea (SS)

La técnica de solucién mds natural para el sistema (6.10) es re-
solver tres ecuaciones simultanamente, la cual se sugiere por solucién
simultdnea (SS). Esta técnica fue inicialmente introducida por Douglas
en 1959 y es atin es muy usada en la simulacién de yacimientos.

Sea n > 0 un entero que indica un paso de tiempo. Para alguna
funcién v de tiempo, usamos dv para denotar el incremento de tiempo
en el n-esimo paso:

ov = vt + ot

Una aproximacién implicita del tiempo para el sistema (6.10) puede ser

definida como:
n+1

PSw\ n+1 g ntl Qws
Ata( 5 )=V (Tyver, )+Bn+1,
P n+1w gn+1 qgl_l
Ata( B, =V (T7'Vort) + Bt

Sg RsoSo
At5 [gb (Bg - B, )} (6.35)

-V (Tn-i-lvq)n-‘rl RZ;ZTJL-HVCI)ZL—Fl)

n+1 an—H
+ qu + qu

n+1 n+1
ng Bo

donde At = "' — ¢". El sistema (6.35) es no lineal con la incégnitas
o+l y Sl o = w, 0y g, que se puede linealizar via la Newton-Rapson.

Para esto, escribimos:

®n+1 +1 __ ¢ﬂ+1 I+1 + 6@0“ Sn+1’l+1 = SZ+1’Z+1 + 5Sa a=w,0y(d.

«

donde [ denota el nimero de iteraciones de Newton-Rapson donde 6P,

y 0.5, representan el incremento del potencial y la saturacién respecti-
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vamente, en el paso de iteracién. Notemos que para alguna funcién v de
tiempo,
,Un—l-l,l—l—l ~ Un—l—l,l—l—l — ,Un—l—l,l 4 51)’

asi que

Usando esta aproximacion para el sistema (6.35) tenemos:

L [0S\ (68u\", 5 (95w
-V (Tn+1,l+1vq)n+1,l+1) + qglj;’l’l—i_l
- w w Bn+1l+1
(S (05\" 5 (95
At \ B, B, B,
_v. (Tn+1,l+1vq)n+1,l+1) n qg;rl’lﬂ
- o o Bg+1,l+1

1 [ (S, RS\ S,  RwS»\]"
Sl (B ()] e

ol (550
g o

_ n+1,1+1 n+1,14+1 n+lLI+1gn+1,0+1 n+1,14+1
— V- (TR gt L g L L

1,041 1,0+1
N qg': b+ N qg-: e R?:-l,l—i-l
1,41 n+1,i+1
Bgu) BO

En este sistema el incremento 0P, y S, son incégnitas, para o = w, 0
LD gL I+1

y v, respectivamente (es decir el super indice n+1 es omitido).

y g. Cuando no hay ambiguedad, remplazamos v por v

En el estado saturado, las principales incégnitas son:
op, 0SS, 05,,
y para el estado bajo saturado tenemos:

5pa 5S’w 5pb
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En el primer caso, 65, = —dS5,, — 0S,, y en el tdltimo caso, 05, = 0y
0S, = —65,,. De conformidad el lado izquierdo del sistema (6.36) puede

ser desarrollado de la siguiente forma. Para la componente del agua:

S
) (¢B—w) = CypOD + CwSy Sw (6.37)

donde

S\ dB-1\' !
Cuwp = ¢OCR (B_) + (¢Swd—;> 5 CwS, — (Bi) .

Para la componente aceite en el estado saturado:

So
) (quO ) = CopOD + Co8,50, (6.38)

S\! dB—1\' l
o (5) (). e (2.

y en el estado bajo-saturado tenemos:

donde,

So
) (i} ) = CopOD + €05, 50 + Cop, ODb, (6.39)

o

So\! dB; 1\’ :
Cop:¢OCR (g) + <¢Sod—;) ) CoS, = <B£> s

Para la componente gas en el estado saturado:

donde,

S, RsoSo
so( 3+ B —cpint e St ass,  60)
g o

donde,




en el estado bajo-saturado tenemos:

S RsoSo
1) [gb (—Bg + 5 )] = CgpOP + 43, Sw + Cop, 0D, (6.41)
g o

o [ RwS,\' 0 (R
oo (T50) (055 (5))
R\’ 8 [Ro\)
CgSw:_( B ) ) Cap, = ¢Soap B .
o Db o

El desarrollo del lado derecho del sistema (6.36) en términos de las in-

donde,

cognitas principales dependen de la técnica de solucién.

En el método SS, el potencial de las fases es evaluado por:
O = p o pl ol - ol 2 a=wo yg. (642
similarmente la transmisibilidad es calculada de la siguiente forma:

L1 flt1
o=k, a=w,0 yg. (6.43)
pebt Bt

donde pttt = pu,,. El indice de flujo en lo pozos estd determinado por:

Nw ij

im krw 1\
=3 Y WO () i
i=1m=1 Faw
7=1lm
o) s e,
Nw ij k . 1
qos = ZZWI(]’m)f [(pé?) —pltt — plcjl — ploJrl (6.44)
j=1m=1 o

i (4 = 2) | 8 (= x0m).
Nu M, k N\

=3 Y WIS ()t
j=1m=1 9

—pé“p <zl§‘,7l) — z)] ) (x — X(j’m)) .

Ahora desarrollamos los potenciales, la transmisibilidades, y el indice de

flujo de los pozos en términos de las principales incégnitas: dp, S, y 0p,
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en el estado saturado, y dp, S, y dpy en el estado bajo-saturado. Para

la compenente agua:

O = @I 4 d,,,0p + dus, 6w, (6.45)

dp ! dpcw :
Ay =1— [ 22 pz.  dys. = .
iy (dp) pZ Sw (dsw)

Para la compenente aceite en el estado saturado se tiene:

donde,

O, = @, + dopp, (6.46)

donde,

y en el estado bajo-saturado,

O = DL+ d,ypy6p + dop, s, (6.47)

dp,\' dp, '
Ayp =1 — 2 , dop, = | —
P (dp) Pz Db (dpp> Pz

Para la compenente gas en el estado saturado tenemos:

donde

U = @ + dy,0p + dys (65w + 65,) (6.48)

d,O l dp l
A —1—(%s dyg = — (DPea)
o= () == (3)

La transmisibilidad puede ser expresada en forma similar. Para la com-

donde,

ponente agua:
T = TL + Eypop + Eus, 05w, (6.49)

ko dB-1\' dk., 1 \'
B, - (fw®u )y g o (D k
’ (uw dp ) o (dSw uwa)

Para la compenente aceite en el estado saturado:

donde,

T =T + E,,0p + Eos, 05, + Eos,65,, (6.50)
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donde,

d (1 : dkyo 1\
Eop= | kro— k, E,s, = - ka
o ( dp (H’OBO)) % (ng ILLOBO)

g (o _dko) 1\
= \\dS, dS,) u,B,)

y en el estado bajosaturado:

Tf;rl = Tlo =+ Eop(sp + E05w55'w + Eopb(spba (651>
donde,

o [ 1 ! dk,o 1\
E,, = ( k.,— k, E, = k,
Y ( dp (uoBo)) o (dSwuoBo>
0 1 !
Eo - kro_ k7
Ph ( apb <:U’0BO>)

Para la compenente gas en el estado saturado:

T19+1 — T; + E;,0p + Egs (65, +65,) , (6.52)
donde,

d 1 ! dk,.. 1 Y\
E,, = k,— k Eo=[—_— )k
» < gdpb (Nng>> ’ 99 (ng ,ung>

El indice de flujo en los pozos se desarrolla de manera similar. Para la

componente agua:

w wj
Gt = gyt Y WID™ [ )6p + el 58, + V) opl ]5(X_X(j,m))’
j=1m=1

(6.53)
donde,

y_ 1 dp,, ) : kL,
eg[)): E |]€Tw (1 + d_pwp (th - Z) ’ g))bh = E7
l
G _ 1 dkrw( G) _ ( U) ))_k dpeuw
CwS 1 [dsw Py, = P = Pcw = PuwP \ Zpp, — < rw—dsw .

Para la compenente aceite en el estado saturado:

B =dbe+ > WIG™ [ 15p+eD) 55, + e 55, (6.54)

j=1m=1

+e<(?jpbh 5pbh] 0 (X - XU,m)) ’
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donde,

R AR CED)
1 dp, () l
2 (et
e ) )]
el) = [2’;’” (bl == pup (Zé?;)—z»]l,

l
o) — (@)
OPbh :
o

y en el estado bajo-saturado:

G0 =0s Y Y WIU™ [ Dop + el 58, + el 5pb+eop,,5pbh]
j=1m=1
6 (x— x(j’m)) , (6.55)
donde,
- dpy* (
eﬁé)Z{km[ o (i == pop (441~ 2))
1 d :
4 (et
! I
G _ | Ldko () o) I
_{ e (o = v (o _z))] L) = (Z ,
4 du;?t 1 dp ; :
() — 0 ©) () o €)
e = Lo | (o = (A1 = 2)) = o (A0 - 2) |}
Para la compenente gas en el estado saturado,
gl = qGS+ZZWIJm)[ Jop + D) (55, +38S,) (656

j=1m=1

+ el api)] 6 (x = xUm).
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4 8,u_1 4 ,
e = {’% { o (P82 =2 = pop (42— 2))

1 dp, () l
— ,u_ (1 + d—ppgp (th — z) ,

g

l
G _ |1 (kg [ () () Ipe

l
o) (ﬁ) .
9Povh ,ug

Finalmente, desarrollando R,y B, en (6.36), « = w,0y g. En el estado

saturado:

R = Ry, + 150, (6.57)
B(ljl:B(lx (1_bap5p)> a=w,0Yy(g,

donde,

ARy, \' b 1 dB,\'
Tsp = y Oap = — | 5 oa=w,o0 .
»T \Udp »~ \B. dp T
y en el estado bajo-saturado:

Ri—(i)_l = Rio + Tsp(sp + Tspbépln (658)
Bcl)+1:Bcl)(1_bop5p_bop5pb)a a=w,0y (g,

. :<8Rso)l . :<8Rso)l

Sp ap )’ o Opy
() ()
» \B, dp o B, opy )

Estado Saturado

donde,

Subtituyendo (6.37)-(6.58) en (6.36) se transforma en un sistema
lineal en términos de sus principales incégnitas. Por la forma de este

caso las principales incénitas son dp, 65, y 6S,. Para la componente

del agua, sustituimos (6.37), (6.45), (6.49), (6.53), y (6.57) en la primera
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ecuacién de (6.36) e ignorando el término de orden mayor 0p y S,

produce lo siguiente:
L[ (¢S50 _ (95\"
E <B_w) - (B—w> +pr5p+cw5w(55w]
=V ((T., + Eupdp + Eys,65,) VO,
+V - (TLV (dupdp)) + V - (TLV (dus, 5w)) (6.59)

No Mu;
1 T | o -
+B—fu Qs + ZZWI(]’ ) [efﬂ}ﬁp + e%wdSw + egg;bh(spl(jl)} 5(x— xU: ))

j=1m=1

wa q%/Vs

+ Bl op.

Para la componente aceite en el estado saturado, subtituyendo (6.38),
(6.46), (6.50), (6.54) y (6.57) dentro de la segunda ecuacién de (6.36)

queda de la siguiente forma:
¢S,\' (S, \"
At ( B, B, + CopOP + Co5,05
=V (T} + Eoy0p + Eoys, 05, + Eog,5,) VL)
+V  (TLV (dopdp)) (6.60)

1

My

N,
1 w - , , ,
o 3 o+ D O WO [elop + e 68, + e 65,
o j=1m=1

+e9) 5295(53} 5 (x — X(j,m))}

boinqus
‘I'T(Sp.

Para la componente gas en el estado saturado, subtituyendo (6.40),
(6.48), (6.52), (6.56) y (6.57) dentro de la tercera ecuacién de (6.36)
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nos da:

!
L)l (Se) _ (BwSe
VAN B, B,
Sy
— ¢ (B) ( ) +cgp5p+cggw55w+cg50550}

=V - ((T} + Egdp + Egs (08, +0S,)) VO.)
+V - (TLV (dgpop)) + V- (T, V (dys (08, + 05,)))
+V - [(RL, (T} + Eopdp + Eos, 05, + Eos,05, + ry,Thop) VL) |
+V-RLT!V (dopép)

+— qGS+ZZWIJm [ 15p + €U) (55, + 5S,) (6.61)
j=1lm=1
+ e;;,bh(spbh] 6 (x = xUm) |

Réo j,m
TR dost Y WIV >[ Dop+ e) 58, + ) 58,

o j=1m=1

+el) 5pbh] 5 (x— x@‘:m))}

b qu qu
+ QZ,Z op+ i (RLobop + 7sp) Op.

o

En cada nodo de la malla hay tres ecuaciones diferenciales (6.59)-(6.61)
que deben ser resueltas simultaneamente con la técnica SS. Notemos
que 5p,(i) aparece en esas ecuaciones y pueden ser desconocidos. Cuando
la presion inferior del pozo estd dada en el j-esimo pozo, 5191();1) = 0.
Cuando el indice de flujo estd dado, 5p,(j3 es deconocida, se requiere
una ecuacién adicional para compementar (6.59)-(6.61). Asf en este caso
dado en fndice de flujo esas tres ecuaciones y la ecuacion del pozo de

control debe ser resuelta simultateamente, para el pozo tratado.
Estado bajo-saturado

Para el estado bajo saturado, andlogamente como el caso anterior,
las ecuaciones se pueden obtener a partir de las principales incégnitas,

dp, 0S5y v dpp. La ecuacion (6.59) del agua permanece igual como en el

caso saturado. Para la componente aceite en el estado bajo saturado,
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subtituyendo (6.39), (6.47), (6.51), (6.55) y (6.58) dentro de la segunda

ecuacién (6.36) produce los siguiente:

1 S\ S\
N <¢B ) - (¢B ) + CopOD + €08, 05w + Cop,OPb
=V - ((T! + Eopp + Eos, S, + Eop,dpy) VEL)
+V - (TLV (dopdp)) + V - (TLV (dop, p5) ) (6.62)
Nw wj
—l qos + ZZWI” m) [ g)ép + effs)w(SSw + eopbépb
O j=1m=1

+ eojp)bhépbh] 6 (x— x(j’m))}

, 4os
§z (BopOP + bop,ODb) -

Para la componente gas en el estado bajo saturado, subtituyendo (6.41),
(6.47), (6.51), (6.55) y (6.58) dentro de la segunda ecuacién (6.36) pro-

duce:

1 | (6RwS,\' [ PRsS,\"
Kt ( Bo ) - ( BO > + cgpép _I_ CgSw5Sw + Cgpbépb
=V - [(RL, (T} + Eopop + Eos, 650 + Eop, 1) (6.63)

+ T (ro,0p + Tspb5pb)) V@] + V- (RLTLV (dopdp + dop,ps))

R
leo OS+ZZWI”"[ Jop + €Y | 58, + €Y dpy

j=1m=1
+ e¥) opls ] 5 (x— vam))}
q s
gl [(Rl bOP + TSP) op + (RiobOPbépb + TSPb) 5]9()} :
nuevamente, tres ecuaciones difereniales (6.59), (6.62) y (6.63) en
cada nodo de la malla, juntas con las ecuacioes de control, se deben
resolver simultaneamente.

Finalizacién de la Iteracién Newton-Raphson.

Para terminar la iteracién Newton-Raphson, deben ser considerados
los siguientes factores. Primero que el nimero de iteraciones deben ser

menor que un nimero méximo dado. Segundo, en la iteracién el valor
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de las incognitas y el vector del lado derecho del sistema de ecuaciones
lineales para ser resuelto hay que usar una condicién de finalizacion. La
iteracién absoluta los valores del incremento de la presion, la saturacién
del agua, la saturacién del aceite (respectivamente la presién del punto
de burbuja), y la presién més baja en el pozo debe ser menor que sus
respectivos limites médximos. Tercero el radio de la norma al infinito del
vector del lado derecho del sistema de ecuaciones lineales para el méximo
del valor absoluto de la suma de las componentes aceite y gas el indice
de flujo de la zonas perforadas de los pozos, deben ser menores que un
cierto lfimite dado. Los errores en el balance de masa no son usados ¢
omo condicién de finalizacién de la iteraciéon Newton-Raphson pero
debe ser monitoreado durante la simulacién.

Tratamiento de los Problemas de punto de Burbuja.

Es muy importante tratar apropiadamente con el problema de pun-
to de burbuja para controlar la convergencia de la iteracién Newton-
Raphson. El estado del yacimiento puede cambiar del estado saturado al
estado bajo-saturado o viceversa. Determinar el estado adecuado durante
la transicion es el problema del punto de burbuja es muy importante para
la simulacién numérica. Si el problema de punto de burbuja puede ser
puntualmente reconocido, las incégnitas pueden ser seleccionas segtn el
estado en que se encuentre el yacimiento y la convergencia de la iteracion
Newton-Raphson. puede ser monitoreada.

Para tratar apropiadamente el problema de punto de burbuja, debe-
mos figurarnos fuera del "salto"que es la causa de la transicién de los
estados del yacimiento, usando la maquina de estado (ver [9]) podemos
observar el estado de manera adecuada. Una locacién en el yacimiento
puede quedarse cerca del estado saturado o el estado bajo-saturado. Sin
embargo, para la [-esima para (I+1)-esima iteracién en Newton-Raphson
en el (n+1)-esimo paso de tiempo, la localizaciéon puede quedarse en al-
gin estado o en la transferencia de otro estado. La limitacién de las

condiciones y el "salto"son distintos en diferentes estados. En el estado
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bajo-saturado, las limitaciones de las condiciones son:

SZ+U + Sgb—i-l,l — 17
Pl prttl (6.64)

En el otro caso, en el estado saturado las condiciones son:

SZ+1,I + S;l+1,l 4 S;Hrl,l —1,
pr =pp (6.65)

El salto que causa la transicién del estado bajo-saturado al estado sat-
urado es:
pn+17l + 6pb — pg-‘rl,l-i-l’ (666)

y el salto que causa la transicién del estado saturado al bajosaturado es:
n+1,1+1
Sy < 0. (6.67)

Para un trato adecuado con el problema del punto de burbuja, debe-
mos observar la ubicacién de los saltos en el yacimiento, si permanece
en el estado anterior o se transfiere a un nuevo estado. Entonces hay que
tomar las incégnitas que satisfasen las condiciones correspondientes a
cada estado. Cuando la presién del yacimiento en una localizacién en el
yacimiento bajo la presiéon de punto de burbuja, entonces tenemos que
la variable (pb)nﬂ’l + 0py > pthHL el gas disuelto deja de ser parte
de la fase aceite, y la saturacién del aceite decrece. El salto del esta-
do de transferencia del estado bajo-saturado al estado saturado en esta
localizacion. El orden para entrar al nuevo estado, 6.5, es un conjunto
pequeno de valores negativos que la saturacion del gas es més grande
que cero y el gas disuelto estd libre. Cuando el yacimiento en esa lo-
calizacion estd en estado saturado, las incégnitas correspondientes para
los puntos de la malla, de la localizacién se actualizan para satisfaser
las condiciones (6.65). Similarmente, si la presién del yacimiento en una
localizaciéon aumenta en el punto donde todo el gas se disuelve, dentro
de la fase aceite, entoces el estado cambia del estado saturado al estado
bajo-saturado en esta localizacién y Sy < 0, en el cual el estado de

tranferencia del estado saturado al estado bajo-saturado. El orden para
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garantizar que la presion de la fase aceite sea mds grande que la presion
del punto de burbuja en el nuevo estado, dp, es un conjunto pequeno
de valores negativos. Antes de que el yacimiento en la localizacién entre
en el nuevo estado, las incégnitas se deben actualizar, para conocer las

condiciones (6.64) en el estado bajo-saturado.
6.2.3. Técnica Secuencial.

La técnica de solucion secuencial es similar para la de técnica de SS
discutida en la seccién anterior. La diferencia es que las tres ecuaciones
en el sistema (6.36) son resueltas separadamente y de forma secuencial.

En la técnica secuencial, todas las funciones de la saturacién k.,
Eros krg, Dew ¥ Peg Usan previamente los valores de la saturacién en la
iteracién Newton-Raphson; es decir, las fases de los potenciales y las

transmisibilidades son:

l+1

L =p" +pl, — i 2
k;
Tlojl = /ﬁ+1—§lﬂk a=w,0yg (668)

el indice de flujo en los pozos estd dado por:
Nw wj

k'rw I+1
dit =SS Wi [ ()

j=1m=1
A (82 = =)} 3 (x =)
I+1
=3y W e [( R (6.69)

j=1m=1

— PP (zé{b) — z)} ) (X — x(j’m)) ,
141 mFrg [\
=53 s ()
j=1lm=1

— oo () - Zﬂ 0 (x —xm).

Por lo tanto, los potenciales son desarrollados para las tres componentes:

do
@lojrl = éf;g + dap5p7 dap =1- (%) Pz, &=w,0Yyyg, (670)
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y la transmisibilidad se desarrolla de manera anéloga:

d [ 1 :
T = T 4 B, 0p, Eop = <k:l ( >) k a=w,0yg.

" dp \ 1y Ba
(6.71)
El indice de flujo en los pozos se desarrolla. Para la componente agua:
Noy Muw;
gl = gy, + ZZWIOM) [6531)75]? — ewpbh(Spgl)] 4] (X — X(j’m)) , (6.72)
j=lm=1

donde

. 1 d 1 ) l k!
G — __— k» (1 w < (4) )):| W
ew Tw p Z z ) Cw - .

P L [ dp bh Poh [hy

w

Para la componente aceite:

Nw M'Luj
G = dou + DD WIU [e0)op — gy, 0pff)| 0 (x = xU) | (6.73)

j=1m=1

donde,

. d ;1 . .
eS%)Z{krm[ Zp (i == pop (242 - 2))

1 dp, ; :
(=)}

o

kro\'
Copy, = :u_o .

Para la componente gas:

Nw M’LUJ
gil = qh, + ZZWI(]””) [efjp)ép — egpbhépl(jl)} ) (X — X(J’m)> , (6.74)

j=1m=1

donde,

U) _ dug" () ()
Cop = {krg { . (pb — P~ Peg — Pgp <Zb - Z>)
l
(-]}
Capon — (@)l :
Hg
La ecuacién (6.57) ain se mantiene para la técnica secuencial.
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Estado Saturado
Substituyendo (6.37)-(6.41) y (6.70)-(6.74) dentro de (6.36) nos lleva

a un sistema lineal en términos de las principales incégnitas en la técnica
secuencial. Para la componente agua, substituyendo (6.37), (6.70)-(6.72),
y (6.57) dentro de la primera ecuacién de (6.36) e ingnorando el término

de orden mayor en dp produce:

$Suw\' (5. \"
N, ( B, B, + CupOP + s, 05w

=V - (T, + Eupdp) VL) + V - (T, Vd,,0p)
]' Al ij . . . .
g et D WIO [eBdp e o] (675)

j=1m=1

1

§(x— x(j’m))}

wa q%/Vs

+ Bl op.

Para la componente aceite, substituyendo (6.38), (6.70), (6.71), y (6.73)

dentro de la segunda ecuacién de (6.36) produce:

l n
) () s

=V ((T) + Eopp) VO.) + V - (TLV (doy6p))

1

N, Mw'
1 N o
o Qb+ DD WIO |eDap+ e opfl)|  (6.76)

o j=1m=1
) (x — x(j’m))}
!
+—bOqulOS op.

106



Para la componente gas, substituyendo (6.40), (6.70), (6.71), y (6.74)

dentro de la segunda ecuacién de (6.36) produce:

l
L)l (Se) _ (BwSe
At B, B,
SN\ /RSN
—¢ <§9) _< 5 ) —l—cgpép—i-cgswéSw+cggo550}
g o

=V - ((T} + Eg,ép) V) + V- (TLV (dy,6p))
+V - [(RL, (T}, + Eoup) + repop) VO
+V - RL TV (d,p0p)

+— G +Zijwvm [ 6p+egpbh5pbh] (6.77)
it
o x@vmwj}
Blsl" b + ZZWI Gm) [ Jop + eopbﬁpbh]
Tt
5 (x—x0) }J
+bgg-’f85 + ‘jg; (R.ybop + 7p) 9.

Las ecuaciones (6.75)-(6.77) se pueden obtener de (6.59)-(6.61) por 65, =
0y S, =0 en los lados derechos.
Multiplicando (6.75)-(6.77) por At y reescribiendo los resultados

respectivos en las ecuaciones como:

prép + CwSU,(;Sw - Fw (6p7 6pbh> )
CopOP + Co8,05,=F, (0D, Oppy) (6.78)
CgpOD + €45, 05w + €45,05, = Fy (6p, dpon) -

De la primera y segunda ecuacién de (6.78), observamos que:

1
5Sw = (Fw (5]7, 5pbh) - pr6p> )

CwS,,

1
0S, = o~ (E, (0p, 0pph) — Copdp) - (6.79)
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Substituyendo las dos ecuaciones en la tercera  ecuacién de (6.78)

tenemos:
(cgp _ Cchwscwp _ CgCSoSCOP> dp
c c
= Fy (0p, 0per) + ngw (Fuw (0p, dpen)) — gjo (F, (6p, 6pen)) , (6.80)

la cual es la ecuacion de presién y se resuelve implicitamente en la téc-
nica secuencial. En el caso cuando se da el indice de flujo en un pozo,
esta ecuacién y las ecuaciones de control de pozo deben ser resueltas
simultaneamente para op y dppp,.
Para calcular 0.5, y 65,7, usamos las mismas ecuaciones como en el
caso de la técnica de SS (6.59):
1

l n
7 (%) — (Q;ﬁ) +cwp5p+cwgw55w]

=V ((T., + Eupdp + Eys,65,) VO,
+V - (T, Vduyop + V - T,V (dys, 65w)) (6.81)

5 dh + DL (3 + €0k, 05, + €, o5 |

j=1m=1
) (x — x(j’m))}
bw qu
+g—15
y
1 [0S\ [6S,\"
N (Bo) — (Bo> +cop5p+coso(550]

=V (T} + Eoybp + Eys, 05, + Eog,05,) V)
+V - (TLV (dopdp)) (6.82)

w]

+— qoS+ZZWIJm[ op + e 65, + €l 85,

j=1m=1
+ egé)bhépéﬂ)} 0 (x — x(j’m))}
bOPqu
+—— Bl op.
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Ahora las ecuaciones (6.80)-(6.82) en cada nodo de la malla se re-

suelve secuencialmente; cada ecuacién se resuelve implicitamente.

Estado bajo-Saturado
Marcando §S,, = 0y dp, = 0 en el lado derecho de (6.62) y (6.63),

obtenos las ecuaciones de presién y la saturacién para la técnica secuen-

clal:
L[ (¢S, S\ "
E ( Bo ) - <¢Bo ) * Copdp + COSM(SSM + Copbdpb]
V(T + E0p5p) Vo) + V- (TLV (dopip)) (6.83)
—l s +Z ZWI jim) [ D p + eopbhépbh]
O 7=1 m=1
§ (x —xUm)1
bop (. <
+ pBlO 5p.
y
1 [ (6RwS,\' [ $RwS,\"
At ( B, ) - < B, > + Cop0P + CgswdSu + %ﬁm]
=V [(R,, (T! + E,0p) + re, TLop) VO] (6.84)
+V (Rion)v (dopép + dopb 5}%))
R Nu |
leo 405 +Z ZWI 3.m) [ D 5p + eopbhép ] 6 (x— x(j’m))
j=1 m=1

q s
gl (Riobop +75p) 0.

La ecuacién (6.75) para la componente agua permanece igual.
Multiplicando (6.75), (6.83) y (6.84) por At y escribiendo el resul-

tado respectivo de las ecuaciones.como:

pr5p + Cwa(;Sw - Fw ((5]9, 5pbh) )
CopOD + Co8,,0Sw + Cop,0Dp = F, (6P, 6pyn) 5 (6.85)
CapOD + €45, 05w + Cop, 0Py = Fy (6P, Ipon) -
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De las tltimas dos ecuaciones de (6.85) tenemos lo siguiente

CoS,, 5Sw + Copp5pp - FO (5]9, 5pbh> - Copépu
CgS0 05w + Cgp, 0Pp = Fy (0P, 0pbn) — Cgpop. (6.86)

El conjunto

CoS, Cop
D= Y = CoSywCapy, — CoppCySus

p

CgSw Cypy
Dg— F, (0p, 6pon) — CopOp Cop,
Ey (6p, 0pon) — cgpdp Cyp,
= (F5 (0p, 0pen) — Copdp) Copp — (Fg (6p, Opsn) — Cgpép) Copp
D _ | o5 Fo (0P, 0pen) — Cop(sp‘

g5, Fy (6p, dpen) — CapOP
= Co8,, (Fg (5]77 5pbh) - Cgp(;p) — €4S, (Fo (5]?, 5pbh) - Cop(sp) .

De (6.86) tenemos:

_DS Dp

05w = —,

la cual se substituye en la primera ecuacién de (6.85) para obtener la

ecuacién de presién en el estado bajo-saturado:

D
Cupdp + CwaHS (0p, 0pur) = Fu (0p, dppy) - (6.87)

La ecuacién (6.87) se resuelve implicitamente para dp. La ecuacién (6.81)

es usada para obtener 05, y la ecuacién (6.61) para la componente gas
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es empleada para calcular dpyy,:

!
0RwSs\' [ ¢RwS.\"
B, B,
+ Cp0p + €45, 05w + Cgp,ODp

—V - [(R, (T! + Euy0p + Eos, 65, + Eop, 0py)
+ Tf) (Tspép + Tspb(spb)) VCI)Z]

L
At

+V - BTV (dopdp 4 dopy 6p0) (6.88)
R N e | |
T+ gl + 30 S WU [elop + el 55, + e oy

Bl

0 =1 m=1
+ egé)bhépé%)] ) (x — x(j’m))}

I
+% [(RZSObOP + TSP) 5}7 + (Rlsobopb + Tspb) 5pb} .
De nuevo tres ecuaciones (6.87), (6.81) y (6.88) en cada nodo de la malla

que se resuelve implicitamente y secuencialmente.

Seleccién de pasos de tiempo

El problema de punto de burbuja en la técnica secuencial puede ser
tratado en la misma via como en el método SS. Comparado la técnica
de SS, las implicaciones de las técnicas secuenciales son menores.
Seleccionando razonablemente los pasos de tiempo son la clave para con-
trolar la convergencia de la iteracién Newton-Raphson y la velocidad del
proceso de la simulacién. Si los pasos de tiempo son pequenos, el tiempo
de cémputo serd consumido; si son muy largos, la iteracién Newton-
Raphson podria diverger.

Para selecionar adecuadamente los pasos de tiempo, debido a Chen

(ver [14]), se deben tomar en cuenta las siguientes reglas empiricas:

= Dado un méximo paso de tiempo At,ix, €l paso de tiempo /At
debe satisfascer 0 < At < Atpsx.

= En el estado saturado, At estd delimitado por:

(. (dP)s. (dS)e (d4S0). }
At < At"min < 3, ax x| xS 6.89
< { G0 05u)is. 0Sue 689
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(dSw)

y (dS,) 4 son los los valores maximos permitidos del incremento

donde At" es el previo tamafio de paso de tiempo; (dp), .., e
de la presion, de la saturacion del agua y de la saturacion del aceite
en el n-esimo paso de tiempo. En el estado bajo-saturado (6.89)

se transforma en:

S0 D)y (dSw) g (dDb) g }
At < At"min {3, e L S 6.90
(5p)méx (5Sw)mé,x (5pb)méx ( )
donde (dp,) son los los valores méximos permitidos del incremento

de la presién de punto de burbuja.

= Para un periodo de tiempo At debe garantizar que el tiempo de

simulacién alcance el periodo de tiempo.

Con esas reglas, el paso de tiempo At puede ser autoaticamente
selecionado. Esta seleccion se debe tomar en cuenta en la convergencia
de la iteraciéon Newton-Raphson. Si el nimero de iteraciones es mds larga
que el nimero maximo dado cuando At es selecionado adecuadamente
para esas reglas, entonces la seleccion del paso de tiempo podria ser muy
largo y debe de ser reducido. Entonces la fase aceite y la presién del punto
de burbuja y la saturacion del aceite y agua en el n-esimo paso de tiempo
son tomados como la primer valor de la iteraciéon Newton-Raphson en el

(n+1)-esimo paso de tiempo.
6.2.4. Meétodo Iterativo IMPES

El método iterativo IMPES fue presentado en el flujo bifdsico y es
una técnica muy usada, para el flujo de este tipo. Particularmente, la
improvisacién de IMPES es una herramienta muy poderosa para resolver
flujo bifdsico. Ahora se discutird el método IMPES para el modelo beta
del petréleo. Cuando IMPES es usado dentro de la iteracién Newton-
Raphson, esta es llamada IMPES iterativo. En el método iterativo
IMPES, la ecuacién de presién se calculada implicitamente, y las otras
dos (saturacién y presién punto de burbuja) ecuaciones son evaludas
explicitamente.

En IMPES iterativo, todas las funciones de saturacion k., kyo, krg,

Dew Y Peg SON evaluadas en los valores de la saturacién de los previos pasos
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de tiempo en la iteracién Newton-Raphson, los fluidos en la formacién del

factor de volumen y las viscosidades en la trasnmisibilidad, el potencial

de la fase, y los términos de los pozos son calculados usando los valores

previos a la iteracion Newton-Raphson. Asi que el potencial de las fases

son:
I = pt 4 pl, — plpz,
y las transmisibilidades son:
k.
1, Bl

T = k, a=w,0Yy g.

Ademids, el indice de flujo en los pozos es:

s = ZZWIW “’K )>l+1—pl“

j=1m=1

—plp <zéﬁ3 — z)] ) (x — x(j’m)) ,

905 = ZZWI”” {( ”)lﬂ—pl“

j=1lm=1

o (- z)} 5 x07)

I+1
=3y )

j=1m=1

- pgp (ZIS{L) — zﬂ 6 (x— x(j’m)) :

a=w,0Yyyg,

(6.91)
(6.92)
- p?w
(6.93)

— pcg

Asi que los potenciales para las tres componentes se pueden desarrollar:

<I>l+1 <I>l + op, a=w,0Yy g,

y el indice de flujo de la siguiente manera:

Nuw ng

it =+ 30> Wit 5

j=1m=1
Nw wj

quJrsl = qu + ZZWI(] )

j=1m=1
Nw wj

ae = a6, + )Y WIO™ Tg [513((53 - 51?} 0 (x

j=1m=1
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}'L)—(Sp} 5 (x

fro [5p§,§3 — 5p] 5 (x—

(6.94)

’

xm)) - (6.95)

— xUm).



Estado Saturado
Subtituyendo (6.37)-(6.41), (6.94) y (6.95) dentro de (6.36) lleva a un

sistema de ecuaciones lineales en términos de las principales incégnitas en
IMPES iterativo. Para la componente agua, sustituyendo (6.37), (6.94)
y (6.95) dentro de la primera ecuacién (6.36) y despresiando el término

de orden mayor dp, tenemos:

1 l n
L <%) — (%) + Cupdp + cwgwéSw]
=V - (T, V! ) +V - (T,V (5p)) (6.96)
_z s +Z ZWI s Ko [ Prh — 5p} 0 (x — xUm)
w j=1 m=1

Para la componente aceite en el estado saturado, sustituyendo (6.38),
(6.94) y (6.95) dentro de la segunda ecuacién (6.36) y despresiando el

término de orden mayor dp nos da:

1 l n
(5 (52 ot
=V (T} vq>l) + V- (TLV (6p)) (6.97)
+— Gos +Z ZWI”” Fry [5p - (5p} 5 (x — xUm™)

j=1 m=1

Para la componente aceite en el estado saturado, sustituyendo (6.38),

(6.94) y (6.95) dentro de la segunda ecuacién (6.36) y despresiando el
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término de orden mayor dp nos da:

S\ RoSo
B, B,
+ cgpdp + €45, 05w + Cg5,05 }

—V - (TLVal) + V- (T'V (3p))
+V - (RLTLV®L) + V- (R TV (0p))

SO o SO o

l

—¢

n

1
At

¢

S\' (RS,
B, B,

N, Moy

1 w J . k? . .

o ot 30 3 W [ — 7] ) 699
g

Q ~

j=1 m=1

Bl

o

l Nu  Mu, n .
oo [t +y ZWI“’"”% [5p1§§} - 5p} § (x — xUm)

j=1 m=1

Multiplicando (6.96)-(6.98) por At y escribiendo el resultado respectivo

de cada ecuacién como:

pr5p + Cwswdsw = Fw (6p7 6pbh) )
CopOP + Co3,050=F, (0D, Oppn) (6.99)
cgpép + CyS,, 5Sw + 6950550 = Fg ((5]), 5pbh) .

De la primera y segunda ecuacién de (6.99), observamos que:

0S5y = oS (Fw (5]77 5pbh) - prép) )
1
0S, = o~ (F, (6p, 6pen) — CopoD) - (6.100)

Substituyendo las dos ecuaciones en la tercera ecuacién de (6.99) obten-

€110s:

CgS,, C Cys.C
gow ~wp goo - Op
(cgp— — >5p

pr CoS,

& &
= Fy (09, 0pun) + 2 (Fu (3p.pwn)) = -2 (F, (3p. dpi)) (6.101)

WSy 0So

la cual es la ecuacion de presion y se resuelve, junto con la ecuacién de
control, implicitamente. Después se resuelve para dp y dppn, estas son

sustituidas dentro de la ecuacién (6.100) para poder calcular 0.5, y 5,.
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Estado bajo-Saturado

Usando 65, = 0y op, = 0 en el lado derecho de la ecuacién (6.62)

y (6.63), obtenemos las ecuaciones presién y saturaciéon para la técnica

secuencial:
1 CAY S\"
7 (%0> (¢B ) + CopdD + Cu5, 05w +copb5pb]
=V- (Tlvq>l) V- (TLV (6p)) (6.102)
—l db, +Z ZWIW —;[ —5p} 5 (x — xUm)
O j=1 m=1 Ho
y
R TR A R VARG AT
At B, B, B, B,
+ CpOp + €45, 050 + Cg5,05}
=V - (T, V®,) + V- (T,V (dp)) (6.103)
+V - (Rgngvq>l)+v (RL,TLV (0p))
l OsZZWI]m m [5pbh _5pi| 5( ))

j=1m=1

La ecuacién (6.96) para la componente agua permanece igual sin ningin
cambio. Multiplicando (6.96), (6.102) y (6.103) por At y escribiendo el
resultado respectivo de las ecuaciones. De las tltimas dos ecuaciones de

(6.85) tenemos lo siguiente:

pr(sp + Cwa(SSw = Fw (6]?’ 5pbh) 5
CopOP + Co5, 0w + Cop,0Pp = F, (6, Open) (6.104)
CopOP + €48, 05w + Cgp, 0Dp = Fy (0D, Opyp) -

De las ltimas dos ecuaciones de (6.104) tenemos lo siguiente:

CoSy, 5Sw + Coppdpp =1I, (5p7 5pbh) - Copfspa
C800Sw + Cop, 0Pp = Fy (0D, pen) — Cgp0D. (6.105)
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Definimos los determinantes:

D= CoSy Copp

= €08 Cqpp, — CoppCgSuw>
CgSw Capy,

Dg— F, (0p, 6poh) — CopOp Cop,
Ey (6p, 0pon) — cgpdp Cop,
= (F5 (0p, 6pvn) — CopOp) Cop, — (Fy (0P, Opon) — CgpOP) Copys
D | Cosu Fo (6p, dpen) — Copép‘

P egs, Fy (0D, 0pon) — cgpdp
= Cos,, (Fy (0P, 0Pbh) — CgpOD) — Cys,, (Fo (6D, 6pon) — Copdp) -

De (6.86) tenemos:

Dg D,
= — = — 1
la cual sustituimos dentro de la ecuacién (6.104) para obtener la ecuacién

de la presion en el estado bajo-saturado:

D
CupOD + cwswfs (0p, 5ps) = Fo (0p) . (6.107)

La ecuacién (6.107) y la ecuacién de control se resuelve implicitamente
para 0p y dppn. Despues de los calculos, se sustituyen dentro de (6.106)
para obtener 05, y dp, = Opp.

Como en la técnica secuencial, las funciones de saturacion k,.,, k.o,
krg, Pew ¥ Deg pPueden ser usadas previamente a la iteracién Newton-
Raphson para valorar la saturacién, en cambio a los pasos previos de
tiempo para valuar la saturacién. El problema del punto de burbuja en
el método IMPES iterativo puede ser tratado como en SS y los pasos de
tiempo pueden ser controlados en forma similar a la técnica secuencial.
La mejora de IMPES con respecto al modelo bifdsico puede ser extendido
para IMPES iterativo para el modelo de petréleo negro. En particular
los pasos de tiempo pueden ser diferentes para la presién que para la

saturacion.
6.2.5. Pozos Acoplados

Varios pozos delimitados necesitan ser tomados en cuenta. Dos tipos

de pozos delimitados son usados para pozos de inyeccion.
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Cualquier presién inferior de los pozos py, es dada, o el indice de

inyeccion es fijo. En el primer caso:
P, = P, (6.108)

donde j es el nimero de pozos con este tipo de pozo de control y Pb(,z)

estd dada la presién inferior en este pozo. En este caso:
) =0 (6.109)

En el ultimo caso, seguido de (6.11) el indice de control de inyeccién
para los pozos de inyecién del agua y el gas son:

ij

im krwméx
o= Y WO T (), —pop (4 —2)] (6:110)
m=1 w
) (X — x(j’m))

j = im kr max j
=3 wrom e gy (4 -3)] o
0 (X — X(j’m))

donde Qg,) y Q(j ) son los fdices de inyecciéon dados para el agua y el
gas, respectivamente, en el j-esimo pozo y k. , .. es el maximo valor de
la permeabilidad relativa de la a-fase, @ = w, g. El método de iteracién
Newton-Raphson puede ser usado para resolver la ecuacién de pozo de
contol (6.110) y (6.111). Por ejemplo, en la técnica SS, siguiendo de (6.53)

y (6.56) la iteracién aplicada para (6.110) y (6.111) da lo siguiente:

Vo= (qWS) +ZWI]m [eiﬁg,éereﬁjgwéSw (6.112)

+ eu{pbhdpbh} ) (x — x(j’m))

09 =(42) +ZWI<“” [c@op + e (95, +65,)  (6113)

m=1

+ e, onif)| 8 (x = %)
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donde QE,{/)S = (q‘(,f,)s)lﬂ, Q(GS = (q(éz) , v los coeficientes en esas dos
ecuaciones son determinados como en (6.53) y (6.56). Para la técnica
secuencial e IMPES iterativo, el término de indice de flujo puede ser
desarrollado como técnica secuencial.

Para el pozo de produccién, hay tres tipos de pozos delimitados por;
la presién constante en el inferior del pozo, el indice de produccion total
del liquido constante, y el indice de flujo total costante. La presién
constante inferior del pozo delimitado de la forma (6.108) y (6.109).El

indice de produccion total del liquido constante de control toma la forma:

ZWIO " k:m [ ) = by = pup (241 = 2)] 0 (x = xUm)

o i kro j
+> WIUmZe [pz(i) — Do = Pop (Zzgi) - Zﬂ (6.114)
25
m=1
0 (X — x(j’m)) ,

donde Q(L]S) es el indice de produccion total del liquido en el j-esimo pozo.
La taza del agua, definida como el indice de produccién de agua para la
suma del agua y produccién de aceite, en la zona perforada de un pozo
con este tipo de pozo delimitado debe ser menor que un cierto limite;
otra vez este limite, que es la zona perforada debe ser cerrada. Los indices
de control de flujo total delimitados pueden ser definidos similarmente;

en este caso, la produccén de gas se suman:

w]

Q(A (qL> —f-ZWIJ’ [ 5p+ej) 0SSy -I—ewpbh5p }5( x(j’m))

+ZWI<W [ 15p+e) 65, + e 55, (6.115)

e anfl] 5 (- xm),
A A
donde Q(L]S) = (q(L]S)> son fijos y los coeficientes en estd ecuacién
pueden ser determinados en (6.53) y (6.54). En SS en el estado bajo-
saturado, la técnica secuencial e IMPES iterativo, Q(sz puede ser desa-
rrollado como SS e IMPES iterativo.
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Capitulo 7

Conclusiones.

La simulacion de yacimientos es una herramienta que permite al Inge-
niero de petréleos obtener un mayor conocimiento sobre los mecanismos
que se involucran en la recuperacion de éstos. La simulacién de yacimien-
tos, si se utiliza adecuadamente, puede ser una herramienta muy valiosa
para obtener informacién sobre él . Sin embargo, la complejidad varia
con respecto al nimero de variables que se desea considerar, tomar en
cuenta las variables necesarias para su simulacién es esencial para la re-
alizacién de todos los estudios de éste. Ademds, no todos los yacimientos
requieren un modelo de estudio sofisticado y en muchos casos estudios
de yacimientos convencionales o estudios de modelos computacionales
extremadamente simples, éstos pueden responder a las preguntas que se
plantean. Es fécil generar datos numéricos de un modelo computacional;
en la mayoria de los casos la interpretaciéon correcta de los niimeros,
requiere un anélisis cuidadoso, este analisis requiere de alguien quien
entienda el modelo fisico, matemdtico, numérico y computacional.

En el presente trabajo se ha mostrado la importancia que tiene la
formulacion de los sistemas continuos. Esta teorfa permite construir las
ecuaciones diferenciales bédsicas de los modelos bifdsico, trifasico y com-
posicional, de forma sistematica y simple. Esta metodologia permite de-
sarrollar las ecuaciones diferenciales a partir de las propiedades inten-
sivas y extensivas, las cuales son usadas para llegar a la ecuaciéon de
balance global. Una vez desarrolladas las ecuaciones diferenciales, con
las condiciones de frontera e iniciales, es importante entender la mecéni-

ca que tiene el yacimiento, es decir, conocer y entender las propiedades
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de roca y fluido, hacer uso de las correlaciones adecuadas tiene una gran
importancia en la modelacién de yacimientos. Estas correlaciones nos
permiten utilizar las mejores aproximaciones para las variables; perme-
abilidad, porosidad, viscosidad, compresibilidad y las propiedades de
presién, volumen y temperatura de los fluidos.

Cuando se tienen el modelo matemdtico junto con las leyes consti-
tutivas, el siguiente paso es realizar el modelo discreto el cual puede ser
resuelto por medio de los métodos de diferencias finitas, elemento fini-
to o volumen finito. En la industria petrolera los métodos més usados
son el IMPES (presién implicita saturacién explicita) y SS (solucién si-
multdnea). Sin embargo en la mayoria de los modelos nos encontramos
con sistemas de ecuaciones no acopladas y no lineales, lo cual dificulta
su solucién, dada éstas complejidades se debe hacer uso del método de
Newton-Rapson.

En este trabajo sélo se mostraron los métodos de solucién para
los diferentes modelos de yacimientos petroleros, es posible adaptar la
metodologia usada en este trabajo en su estudio computacional donde
cada uno de ellos puede ser adaptado a los diferentes métodos numéri-
cos que se deseen aplicar. Permitiendo de esta manera tener un grupo de
herramientas que pueden ser usadas en miiltiples problemas escogiendo
la que ofrezca mayores ventajas computacionales, pero las ventajas y
desventajas deberdn de ser deducidas al implementarse en un problema

particular.
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Capitulo 8

Nomenclatura

Los sfmbolos y abreviaturas usadas a lo largo del presente trabajo

estdn definidas en la siguiente tabla:

Subindices
f Fase del fluido
g Fase gas
1 Componente o indice de cordenadas
o Fase aceite
s  Fase sélida o condiciones estandar
t cantidad total
w Fase agua

a Indice de la fase

Cantidades Base
Simbolo Cantidad base Unidad

L Longitud m
M Masa kg
T Temperatura °K
t Tiempo seg
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Simbolo Significado Unidad

A Area L2

Apr Gravedad del aceite °API

a Aceleracién L/t?

B Factor de Volumen de la Formacion

B, Factor de Volumen de la Formacion en la fase «

C; Compresibilidad de la componente i L2/(Tt?)
Cva Capacidad calorifica en la fase a en volumen constante L2/(Tt?)
Cha Capacidad calorifica en la fase « en presién constante L2/(Tt?)
c Concentracién de masa

cr Compresibilidad del fluido Lt?/M
Cq Compresibilidad del gas Lt?/M
Co Compresibilidad del aceite Lt?/M
Cuw Compresibilidad del agua Lt?/M
¢ Concentracion de la componente 7

Cia Concentracion de la componente ¢ en la fase «

CR Compresibilidad de la roca Lt?/M
CSE Salinidad efectiva

Ct Compresibilidad toal Lt?/M
D Tensor de dispercién o difusién L2/t
D;. Tensor de dispercién o difusién de la componente i en la fase o L%/t

d;e Flujo difusivo de la componente i en la fase « M/ (L2t)
E Flujo de energia M/t3

E Energfa L2M/t?
fia Funcién de fugacidad e la componente 7 en la fase « M/Lt?
fa Fujo fracional en la fase «

H, Entropia de la fase « L%/t?

I Tensor identidad

J =(0,T] Intervalo de tiempo t

J" Subintervalo en el tiempo (t"~*t"] t
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K-valor de equilibrio de la componente %
Tensor de permeabilidad

Permeabilidad en la direccién i
Permeabilidad efectiva en la fase «
Permeabilidad relativa de la fase «

Permeabilidad relativa en el sistema agua-aceite
Permeabilidad relativa en el sistema aceite-gas

Fraccién de masa del aceite
Nimero de componentes
Numero de pozos

Presion

Presion al punto de burbuja
Presion en la fase o

Presién pseudocritica

Presién capilar

Presion capilar critica

Presién critica de la componente ¢
Presién capilar

Presién capilar p, — p,

Presién capilar p, — p,

Presién capilar =—p,.oq,

Presion capilar =p.,,

Presién inferior

Presién inferior dada

Presién de referencia

Indice de prodccién

Indice de prodccioén en la fase o
Flujo de conduccién de calor
Flujo de cradiacién de calor
Indice de produccién/inyeccién en el pozo i
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SRR
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Qi%

SRR

SEEREEEE
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8
8

NS

Zbh

Fuente/sumidero en la fase «
Término fuente de entropia

Calor perdido

Constante universal del gas

Indice de gas diselto en aceite

Radio equivalente

Radio del pozo perforado

Saturacion de la fase a

Saturacion normalizada de la fase «
Saturacién critica del aceite
Saturacién critica del agua
Saturacion residual

Saturacion residual del aceite
Saturacion residual de la fase «
Saturacién del agua en el avance frontal
Tranmisibilidad de la fase «
Temperatura

Temperatura pseudocritica
Temperatura superior del yacimiento
Temperatura pseudocritica

Energfa interna especifica

Energia interna especifica de la fase a
Velaocidad de Darcy

Velaocidad de Darcy de la fase o
Volumen

Peso molecular

Peso molecular de la componente ¢
Indice del pozo

Variable espacial

Localizacion del pozo

Fracciéon de mole de la componente ¢ en la fase «

Gravedad del gas

Compresibilidad del gas o factor de derivacién

Factor de Compresibilidad de la fase «
proundidad

Fraccion de mole total

Dato de nivel de profundidad

Simbolos Griegos
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Descripcion

Factor de dimencién

Factor de turbulencia o inercia
Dominio

Subdominio i-esimo

Soporte de @,

Frontera del dominio
Derivada parcial en tiempo
Derivada parcial en espacio
Operador gradiente

Operador de divergencia
Operador Laplaciano
Longitud del pozo en la malla

Gradiente de presion através del bloque de la matriz

Potencial

Potencial en la fase o
Potencial de referencia
Pseudopotencial
Porosidad

Potencial de referencia

Coeficiente de fugacidad de la componente i en la fase «

Propiedad intensiva
Viscosidad

Viscosidad en la fase «
Densidad

Densidad en la fase «
Densidad de referencia

Densidad parcial de la componente gas en aceite
Densidad parcial de la componente aceite en aceite
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M/Lt
M/Lt
M/L?
M/L?
M/L?
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Aceleracion gravitacional
Funcién delta de Dirac

Incremento de v en el l-esimo paso de Newton-Raphson

Incremento de tiempo de v en el n-esimo paso
Tensién superficial

Tensién interfacial agua-aire

Tensién interfacial agua-aceite

Movilidad en la fase a

Movilidad total

Densidad molar en la componente ¢ en la fase «
Densidad molar en la fase «

Angulo de contacto

Factor acéntrico

Peso especifico de la fase

Peso especifico de la componente ¢ en la fase o
Peso especifico de referencia de la componente ¢
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L/t?
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M/t3
M/t3
M/t3
L3t/M
L3t/M
Mole/L
Mole/L

M/(L*?)
M/(L2t?)
M/(L%t?)
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