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Introduccion

Sea n un entero positivo. Un torneo T es llamado n-existencialmente
cerrado (brevemente, n-e.c.) si para cada subconjunto S C V(T') de cardi-
nalidad n y para cada subconjunto R de S, existe un vértice z ¢ S tal que x
domina a cada vértice en Ry x es dominado por cada vértice en S\ R.

En este trabajo se estudian los torneos 1 y 2 existencialmente cerra-
dos, basados en el articulo de Anthony Bonato y Kathie Cameron [B-C]
se dard una clasificacion de los torneos 2-existencialmente cerrados. El resul-
tado principal de los autores es el siguiente: para todo entero positivo k& > 7
y k # 8 existe un torneo 2-e.c. con k vértices.

Dado que el Teorema de existencia de Bonato y Cameron no nos dice
nada sobre la estructura de los torneos, nos preguntamos si podiamos decir
algo en los casos en que un torneo sea regular. El nimero de torneos regulares
salvo isomorfismo con k vértices crece de manera exponencial, por ejemplo
el nimero de torneos regulares con 11 vértices es 1223 [Mc|. Por lo tanto, de-
cidimos hacer un estudio de los torneos regulares con 9 vértices. En el trabajo
de tesis de maestria de José Luis Cosme Alvarez [C], él exhibe explicitamente
los quince torneos regulares no isomorfos, lo que nos permitié probar el sigu-
iente Teorema: Salvo isomorfismo existen unicamente dos torneos regulares
con 9 vértices que son 2-existencialmente cerrados.

Este trabajo estda dividido de la siguiente forma: en el primer capitu-
lo damos las definiciones basicas y estudiamos el caso de torneos 1-
existencialmente cerrados. En el segundo capitulo se estudian los torneos
2-existencialmente cerrados y se demuestra su Teorema de existencia. En el
tercer capitulo demostramos nuestro Teorema sobre los torneos regulares con
nueve vértices que son 2-existencialmente cerrados. Finalizamos con algunos
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comentarios y observaciones para el caso de los torneos 3-existencialmente
cerrados.
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Capitulo 1

Definiciones basicas y torneos
l-existencialmente cerrados.

En este capitulo se definiran y se daran algunos ejemplos de los conceptos
bésicos de teoria de las graficas; en particular de torneos, los cuales son
necesarios para abordar el tema principal de la tesis. En esta primera parte
del trabajo también estudiaremos los torneos l-existencialmente cerrados.

Definicién 1.1 Una grdfica G consiste de un conjunto V(G) no vacio de
elementos llamados vértices y un conjunto A(G) de parejas no ordenadas de
vértices llamadas aristas.

Usualmente denotaremos a una arista como {a, b} o simplemente ab o ba
y diremos que a y b son adyacentes.

Ejemplo 1.1 Sea G la grifica con los siguientes conjuntos de vértices y aris-
tas: V(G) = {a,b,c,d, e} y A(G) = {ab, cb,ac,db,ed}. Podemos representar

a la grafica G como el siguiente dibujo:



Definicién 1.2 Una grdfica G se llama completa si para cualesquiera dos
vértices a y b € V(Q), existe la arista ab € A(G).

A la gréafica completa con n vértices la denotamos como K.

Ejemplo 1.2 Observemos K, para n = 2,3,4,5.

A=

Kz Kz Ka Ks

Definicién 1.3 Sea G una grdfica y sea U un subconjunto de los vértices de
G distinto del vacio. Decimos que G|U es la subgrdfica de G inducida
por U siV(GIU) =U yay € A(G|U) siy sdlo si xy € A(G) para z, y € U.

Ejemplo 1.3 Sea G la grdfica con el siguiente conjunto de vértices y aris-
tas: V(G) = {1,2,3,4,5,6} y A(G) = {12,23,36,65,51,14,24, 54}.
Sea U = {1,3,4,5} < V(G); entonces V(GIU) = {1,3,4,5} vy
A(G|U) = {51,14, 54} .



Grdficamente lo podemos ver de la siguiente forma:

O ®
G : G|U

Definicién 1.4 Una digrdfica D es una grdfica en donde las aristas tienen
direccion. Es decir, el conjunto de aristas estd formado por parejas ordenadas.

Observamos que si D es digréfica con a,b € V(D) entonces la arista ab
es diferente a la arista ba y pueden existir ambas en la digrafica. Las aristas
de una digrafica son llamadas arcos.

Si la pareja ordenada (a, b) es un arco de una digrafica D, lo denotaremos

como ao.

Ejemplo 1.4 Todas las digraficas siguientes son diferentes.

1 2 3
1 2 1 2 @ Od: Z I
] ]

Definicién 1.5 Sea G una digrdfica y x € V(G), definimos los siguientes
subconjuntos de vértices asociados a x :
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1. El conjunto de vértices dominados por x o exvecinos de x se
denota como Ny (x) = NT(x) ={y: 77 € A(G)}.

2. El conjunto de vértices que dominan a x o invecinos de x se
escribe como Ny, (x) = N~ (z) ={y : y= € A(G)}.

Decimos que el vértice z es un pozo si N*(z) = ). Similarmente, decimos
que el vértice x es una fuente si N~ (x) = ().

Ejemplo 1.5 Sea G la digrdfica con el siguiente conjunto de vértices y arcos:

V(G) = {1,2,3,4,5,6,7,8) y A(G) = {ﬁﬂ%?ﬁzﬁﬁ@&isﬁ}

Graficamente tenemos,

Observando el vértice 1 tenemos que N (1) = {y 1y e A(G)} = {2,5}

y N—(1) = {y : gﬁ € A(G)} = {6} . Ademds los vértices 2,5,7 son pozos y
los vértices 3 y 6 son fuentes de la grafica.

Definicién 1.6 Dos digrdficas D y H son tsomorfas si existe una biyeccion
0:V(D)— V(H) que conserva la relacion de adyacencia; es decir si x,y €

V(D) entonces Ty € A(D) si y sdlo si 0(x)0(y) € A(H).

Veamos ahora la definicién de una familia muy importante de digraficas
que son las que nos interesan para el resto del trabajo.



Definicién 1.7 Un torneo T es una digrdfica tal que para cualesquiera dos

vértices distintos a y b € V(T) existe exactamente un arco entre ellos; es
ﬁ

decir ab o ba € A(T) pero no ambos.

Ejemplo 1.6 Sea T el torneo definido por V(T') = {1,2,3,4,5,6} y A(T) =
{ﬁ,ﬁ,%,ﬂ,ﬁ,ﬁ,@’,6?,6‘5’,53,57,37,33,?3,ﬁ}.

Podemos ver el torneo T' como en la siguiente figura:

1
2 3
Nz
b

Diremos que un torneo T' es regular si para algin entero r fijo, se tiene
que |[N*(v)| = [N~ (v)| = r para cada v € V(T).

La siguiente definicion de teoria de los niimeros nos servira para definir
una familia muy importante de torneos regulares asociados a ciertos niimeros
primos.

Definicién 1.8 Sea r un entero y p un numero primo, decimos que r es un
residuo cuadrdtico médulo p sir es primo con p y la congruencia s*> = r
mod p tiene solucion.

Definicién 1.9 Sea p un primo de la forma p = 4n 4+ 3 con n en los
naturales. Definimos el torneo de Paley de orden p, denotado por
D,, como el torneo que tiene como conjunto de wvértices a V(D,) =
{0,1,2,3,...,p —=3,p—2,p— 1} y Ty € A(D,) si y sdlo si x —y es un residuo
cuadrdtico modulo p.



Ejemplo 1.7 Sea p = 3 = 4(0) + 3. Construiremos el torneo de Paley
correspondiente.

Por definicion V(D3) = {0,1,2} y Ty € A(Ds) siy sdlo siz —y es un
residuo cuadrdatico modulo 3.

Para obtener el conjunto de residuos cuadrdticos observamos que i
s € {1,2} entonces s> € {1,4}. Como 4 =1 mod 3 tenemos que el conjunto

de residuos cuadrdticos es = {1}.

También por definicion sabemos que T € A(D3) siy sdlo sixz—y es un
restduo cuadrdtico, por lo que:

1. Siz=1yy=0entonces 1l —0=1y1 el porlo tantomeA(Dg).

2. Six=1yy=2 entonces 1 —2=—1y como —1 =2 mod 3, —1 ¢R,
por lo tanto 12 ¢ A(Ds).

3. Six=2yy=0 entonces 2—0=21y2 &I, por lo tanto 20 ¢ A(Ds).
4. Six=2yy=1entonces2—1=1y1 ER, por lo tanto 21 € A(D3).

5 Six=0yy=1 entonces 0 —1=—1y como —1 =2 mod 3, —1 ¢R,
por lo tanto 01 ¢ A(Ds).

6. Stx=0yy=2 entonces 0 —2 = -2y —2 =1 mod 3, por lo tanto
02 € A(D3).

De donde concluimos que V(D3) = {0,1,2} y A(Ds) = {1_(5,0?, ﬁ}

Grdficamente tenemos la siguiente representacion del torneo Ds:



Definicién 1.10 Sea Zay,11 el grupo ciclico de enteros modulo 2m+1 (m >
1) y J un subconjunto no vacio de Zgym1\{0} tal que |{—7,7} N J| =1 para
toda j € J ( y por lo tanto |J| = m ). Un Torneo Circulante 62m+1(J)
esta definido por V(E')QWH(J)) = Zom+1 Y A(6>2m+1(J)> ={i] 14,j € Zom1
yj—ieJ}

Ejemplo 1.8 Sea Zopymi1 = Zg el grupo ciclico de enteros mdodulo 2m + 1
en donde m = 4 y sea J = {1,3,5,7} C Zgy, es facil comprobar que
{—74,7} N J| =1 para toda j € J ya que los inversos de los elementos del
subconjunto J son —J = {8,6,4,2}. Los conjuntos de vértices y arcos del
torneo circulante ﬁg(]) se muestran a continuacion:

_}V(ﬁg(l])) =4{0,1,2,3,4,5,6,7,8}; para calcular el conjunto A(E’)Q(J)) =
{ig 1i,j €Zy yj—i€ J} comenzaremos analizando el vértice 0:

1. Sean 0,1 € Zg y 1 —0=1€ J por lo tanto 01 € A(ﬁg(]))
2. Sean 0,2 € Zg y2—0=2¢ J por lo tanto 02 ¢ A(ﬁg(J))
3. Sean 0,3 € Zy y 3 —0=3 € J por lo tanto 03 € A(E')g(J))
4. Sean 0,4 € Zy y4 —0=4¢ J por lo tanto 04 ¢ A(ﬁg(J))
5. Sean 0,5 € Zy y5—0=>5 € J por lo tanto 05 € A(ﬁg(J))
6. Sean 0,6 € Zg y 6 —0 =06 ¢ J por lo tanto 06 ¢ A(ﬁg(J))
7. Sean 0,7 € Zg yT—0="7€ J por lo tanto 07 € A(Co(J))
8. Sean 0,8 € Zg y 8 —0 =8¢ J por lo tanto 08 ¢ A(ﬁg(J))



De lo anterior tenemos que NT(0) = J y por lo tanto N=(0) = —J;
veamos la siguiente imagen.:

Ahora analicemos el vértice 1:

1. Sean 1,0 € Zgy y 0 — 1 =8 ¢ J por lo tanto 10 ¢ A(ﬁg(J))
2. Sean 1,2 € Zg y2—1=1€ J por lo tanto 12 € A(E’)g(J))
3. Sean 1,3 € Zg y3—1=2¢ J por lo tanto 13 ¢ A(ﬁg(J))
4. Sean 1,4 € Zy y4—1=3 € J por lo tanto 14 € A(ﬁg(J))
5. Sean1,5€ Zg y5—1=4¢ J por lo tanto 1b ¢ A(ﬁg(J))
6. Sean 1,6 € Zg y6—1 =5 € J por lo tanto 16 € A(ﬁg(J))
7. Sean 1,7€ Zg y7T—1=06¢ J por lo tanto 17 ¢ A(ﬁg(J))
8. Sean 1,8 € Zy y8 — 1 =7 € J por lo tanto 18 € A(Cy(J))



El  conjunto de wvértices dominados por 1 es {2,4,6,8} =
{14+1,14+3,14+5,147} al que podemos representar como N*(1) =14 J
y por lo tanto N~ (1) =1 — J; como se muestra a continuacion:

(O~

\@
(® 3

@

Observamos que el comportamiento de los arcos con respecto a cada vértice
o . — .
es similar; por lo que podemos ver el torneo circulante Co(J) como sigue:



Veamos ahora la definicion de torneo n-existencialmente cerrado que son
los objetos de nuestro interés.

Definicién 1.11 Sea n un entero positivo. Un torneo T se llama mn-
existencialmente cerrado (n-e.c.) si para cada subconjunto S de V(T')
con |S| =n y para cada subconjunto R de S, existe un vértice x ¢ S el cudl
domina a cada vértice en R y es dominado por cada vértice en S\R.

En otras palabras, un torneo 7" es n-existencialmente cerrado (n-e.c.)
si y sélo si para todo S C V(T') con |S| =n y para todo R C S existe = ¢ S
tal que:

1. 77 € A(T) para toda r € R.

2. st € A(T) para toda s € S\R.
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Observemos que R puede ser vacio o igual a S, graficamente podemos
verlo asi:

El siguiente Lema nos sera de gran utilidad en el resto del trabajo ya que
nos da informacion sobre la estructura de la invencidad y exvecindad de un
vértice en un torneo n-existencialmente cerrado.

Lema 1.1 Sea G un torneo n-e.c. con n > 1. Para todo vértice v € V(Q)
los torneos inducidos G — v, GIN~(v) y G|N*(v) son (n — 1)-e.c.

Demostracion. Veamos graficamente el torneo G el cual es n-e.c. por
hipétesis:

G

En donde |S|=n.

11



a) Sea v € V(G), por demostrar que el torneo G — v es (n — 1)-e.c.

Sean G =G —vyS C V(G/) tales que ’S/| =n—1yR C&S.

Consideremos S = S' U {v} y R = R U {v}, por hipétesis G es n-e.c.
por lo tanto existe ¢ S = S U{v} tal que para todar € R= R U {v},
It € A(G) y para toda s € S\R = (S"U{v})\ (R U{v}) = S\R, 52 €
A(G).

G G

Xy

\GD

Siempre que S=S U{v} y R=R U{v}.

Puede observarse claramente en la figura anterior que la misma x muestra
que G — v es (n — 1)-existencialmente cerrado.

b) Para un vértice v € V(G), se demostrard que el torneo inducido

GIN~(v) es (n — 1)-e.c.

Sean G = GIN~(v) y S° € V(G') con |Sl‘ =n—-1y R CS. Por
hipétesis G es n-e.c., es decir, para todo S C V(G) con |S| = n y para todo
R C S, existe x ¢ S tal que para todo r € R, T1 € A(G) y para todo
s € S\R, 52 € A(G). En particular la hipétesis se cumple para S = S" U {v}
y para R = R U {v}. Por lo que tenemos el siguiente diagrama:

12



N-(v) N*(v)

Para S:S,U{v} yR:R/U{U}.

Es claro que z nos da la (n — 1)-existencialidad cerrada de G|N~(v).

c¢) Finalmente veremos que para todo v € V(G) el torneo inducido G| N+ (v)
es (n — 1)-e.c.

Sean G' = GIN*(v) y S C V(@) tales que |S'| =n—1y R C 5. Por
hipétesis G es n-e.c., por lo tanto para todo S C V(G) con |S| = n y para

todo R C S, existe x ¢ S tal que para todo r € R, 71 € A(G) y para todo
s € S\R, 5% € A(G). En particular tenemos el siguiente diagrama:
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N*(v) N-(v)

Para S:Slu{v} yR=R con v € S\R.

El cual muestra la (n — 1)-existencialidad cerrada de G|N*(v).

A continuacién, para familiarizarnos con el concepto de n-existencialmente
cerrado, mostraremos algunos resultados para el caso n = 1.

Definicién 1.12 a) Un torneo T es n-e.c. minimo si T tiene el menor
numero de vértices entre todos los torneos n-e.c.

b) Un torneo T es n-e.c. critico si al quitarle cualquier vértice, el torneo
mducido no es n-e.c.

Como podemos ver en la siguiente observacién la caracterizacién de los
torneos 1-e.c. es muy simple.

Observacion 1.1 Un torneo G es l-e.c. si y solo si G no tiene pozos ni
fuentes.

Demostracion. =) Sea G un torneo 1-e.c. supongamos que v es un pozo,
entonces si S = {v}, para R igual al conjunto vacio no podemos encontrar
ningun elemento dominado por v, por lo tanto el torneo no es 1-e.c. Similar-
mente si consideramos a v una fuente con S = R = {v}.

14



<) Sea (G un torneo que no tiene pozos ni fuentes, por lo tanto para
todo vértice v € V(G) tenemos que N (v) y N~ (v) son diferentes del vacio
entonces si S = {v}, para todo subconjunto R de S existe un vértice x ¢ S
el cuél domina a cada vértice en R y es dominado por cada vértice en S\R.
Por lo tanto por definicién G es 1-e.c. m

Observacion 1.2 Si una digrdfica G tiene un ciclo hamiltoniano (es decir,
un ciclo dirigido que pasa por todos los vértices de G) entonces la digrdfica
es 1-e.c. ya que no tiene fuentes ni pozos.

Observacién 1.3 Salvo isomorfismo, existe un unico torneo minimal 1-e.c.
con tres vértices D3, el torneo de Paley de orden 3 o tridngulo dirigido.

Observaciéon 1.4 Salvo isomorfismo, solo hay un torneo 1-e.c. de orden 4.

Demostracion. Existen inicamente cuatro torneos de orden cuatro (salvo
isomorfismo), los cuales mostramos a continuacién:

15



Por la Observacién 1.1 sabemos que torneo es 1-existencialmente cerrado
si y s6lo si no tiene pozos ni fuentes; el tinico torneo de cuatro vértices que
cumple esta propiedad es el torneo del caso d), por lo tanto existe un unico
torneo 1l-e.c. de orden 4.
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Capitulo 2

Torneos 2-existencialmente
cerrados.

En este capitulo se demuestra el Teorema de existencia de los torneos
2-existencialmente cerrados probado por Bonato y Cameron.

Iniciamos con un Teorema que nos da una cota para el nimero minimo
de vértices de un torneo 2-e.c.

Teorema 2.1 FEltorneo de Paley con siete vértices Dy es, salvo isomorfismo,
el unico torneo minimal 2-existencialmente cerrado.

Demostracion.
Sean G un torneo 2-e.c. y v € V(G). Por el Lema 1.1 sabemos que los
torneos inducidos Gy = G|N*(v) y Gy = G|N~(v) son l-e.c. ademds por
la Observacion 1.3 sabemos que cualquier torneo 1-e.c. tiene al menos tres
vértices, siendo D3 el minimal, de donde podemos concluir que |V (Gy)| > 3
y [V(G2)| > 3. Como V(G) = V(Gy) UV (Gy) U {v}, si G es minimo tiene al

menos siete vértices.

Supongamos que |V (G)| = 7, por lo que G es un torneo regular ya que
para todo v € V(G), INT(v)| = [N~ (v)| = 3.

Sea V(G) = {1,2,3,4,5,6,7}, sin pérdida de generalidad supongamos
que N=(7) ={1,2,3} y N*(7) = {4, 5,6}, graficamente tenemos:
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Como (G y G5 son 1l-e.c. y cada una de ellas tiene 3 vértices, tienen que
ser copias isomorfas de Ds, por lo que podemos suponer que tenemos los
= . .

arcos ﬁ, ﬁ, 37, 6%, 54, Zﬁ, como se muestra en la siguiente figura:

18



Hasta este momento el exgrado del vértice 1 es dos, pero. como G es
3-regular, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 14 € A(G).

Nuevamente, por la regularidad de G sabemos que [NT(4)| =[N~ (4)| =
3. Observamos que 171, 74 y 54 son arcos de G, por lo que N=(4) = {1,5,7},
N*t(4) = {2,3,6} y se tienen los arcos 42 y 43.
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Andlogamente, observamos que Nt (1) = {2,4, 7} por lo que tenemos los

arcos iﬁ, 51 y 61.

De lo anterior N~ (1) = {3,5,6} y como G|N~(1) es isomorfa a Djs, el
arco 6o fija los arcos 53 y 36.




Similarmente, N~ (3) = {2,4,5}, por lo que se tiene el arco 25.

Finalmente, N~ (5) = {2,6,7} y por lo tanto se tiene el arco @, con lo
que obtenemos el siguiente torneo minimal 2-existencialmente cerrado:

21



Para terminar la prueba, demostraremos que el torneo obtenido GG es iso-
morfo al torneo de Paley D;. Definamos la siguiente funcioén:

Claramente la funcion f es biyectiva. Para demostrar que tenemos
un isomorfismo de digréficas debemos ver que para todo vi,ve € V(G),

105 € A(G) siy sblo si f(v1)f(ve) € A(Dr).
Recordemos que V(D7) = {0,1,2,3,4,5,6} y ab € A(Dr) siy solo si
a—beR= {1,2,4}, el conjunto de residuos cuadréticos médulo 7; es decir,

si y solo si la congruencia #?> = a — b mod 7 tiene solucién.

A continuacién para todo 0705 € A(G) obtendremos f(v1) — f(vs)
1. TTeAG) y f(1)—f(1)=0-3=—-3=4mod 7.

e AQ)y f(2)— f(T)=5-3=2.

no

3. 3TeAQ)y fB) —f(7)=4-3=1.

4. TeAG)y f(7)—f(4)=3—-6=-3=4mod 7.

5. e AG)y f(T)—f(B)=3—-1=2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

76 AG)y f(7)— f(6) =3—-2=1.
BeAG) y f()—f(2)=0-5=—-5=2mod 7.
2BeAG)y f2)— f(3)=5—-4=1.
e AG) y f3)— f(1)=4—0=4.
6b e AG)y f(6)— fB)=2—1=1.
Sle AG)y f6)— f(4)=1—-6=—-5=2mod 7.
6eAG)y f(4)— f(6)=6—2=4.
e A@) y f1)— f(4)=0—-6=—6=1mod 7.
BeAG) y fA)—f2)=6-5=1.
BecAG) y fA)—f3)=6-4=2.
SleAd@)y f(5)—f(1)=1-0=1.
61 € A(G) y f(6)— f(1)=2—0=2.
53 AG)y fB)— f(3)=1—-4=—-3=4mod 7.

36 AG)y f(3)— f(6) =4—2=2.
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20. 2BeAQ)y f(2)—fB6)=5-1=4.
2. 62c AG)y f(6) — f(2)=2—-5=—-3=4mod 7.

De lo anterior es facil ver que toda congruencia 2 = f(v1) — f(ve) mod 7
tiene solucién; por lo tanto (f(v1) — f(v2)) € R de lo anterior se concluye
— 7
que si 005 € A(G) entonces f(vq)f(ve) € A(D7).

_—

Nos falta demostrar que para todo vy, vy € V(G), si f(v1)f(v2) € A(Dr)
entonces U103 € A(G).

Supongamos que existe f(v1)f(ve) € A(D7) tal que v105 ¢ A(G); es decir
v1 ¥ v no son adyacentes, por lo tanto G no es torneo; lo anterior es una
contradiccion ya que por construccion para cualquier par de vértices de G
existe un arco en A(G).

Con esto queda demostrado que salvo isomorfismo, el torneo de Paley D-
es el Unico torneo minimal 2-existencialmente cerrado de orden siete.

Los torneos G'y D7 se ven graficamente de la siguiente forma:
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A continuacién definiremos una operacién de torneos llamada la réplica
con respecto a un arco, la cual nos sera de gran utilidad en la demostracién
del Teorema de existencia.

Definicién 2.1 Sea G' un torneo y sea abe A(G). Consideremos a' y b dos
nuevos vértices. Definimos R(G, e) la réplica de G con respecto al arco
e = ab como el torneo descrito a continuacion:

a) V(R(G,e)) =V (G)U{d, b}

b) A(R(G,e)) = A(G) U {EZ ve N+(a)\{b}} U {FJ ve N*(a)}
U {b'_)v NS N*(b)} U {E‘ NS N*(b)\{a}}

UAuUB.

En donde A C {(;67,672}, B C {1%’,1713} y|Al =B =1.

Observemos que para cada arco e = %, existen cuatro réplicas diferentes
— — =
R(G,e), las cuales se obtienen al elegir alguno de los arcos aa’ o a’a y bb' o
—

b'b.

En la siguiente grafica se muestra como se relacionan los vértices a,a’, b
y V' en la réplica R(G,e).
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La linea punteada azul marino representa los vértices y arcos de la grafica
G; recordemos que por cada arco que caiga o que salga del vértice a, existe
un arco que cae o sale respectivamente del vértice a; analogamente para los
vértices by b'.

Los arcos punteados de color verde representan las cuatro opciones posi-
P Y AT AV S ab
bles entre los arcos aa’ , a’a , bb" y b’b. Finalmente tenemos el arco ab y los
_— = =
nuevos arcos definidos ba’, a'b’ y 'a de color rojo.

El siguiente Teorema juega un papel fundamental en este capitulo ya
que nos muestra que la réplica con respecto a un arco es una operacion de
digraficas que preserva en un torneo la propiedad de ser 2-existencialmente
cerrado.

Teorema 2.2 Sea G un torneo 2-existencialmente cerrado, entonces para
cada arco e € A(G) toda réplica R(G,e) es nuevamente un torneo 2-
existencialmente cerrado.

Demostracién. Sean e = ab € A(G) y R(G,e) cualquiera de las cuatro
réplicas de G asociadas al arco e con V(R(G,e)) = V(G) U {da’,V'}. De-
mostraremos por casos que para cada par de vértices {u,v} € V(R(G,e)) se
tiene que N%(u) N NP(v) # 0 para toda permutacién de «, 3 € {+, —}.
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Recordemos que por la definicién de réplica a € NT(0') N N~(b),b €
N+(a) N N-(d),d’ € N-()) "N N*(b) y i/ € N*(a') N N~ (a).

Caso I Sean u,v € V(G). Como G es 2-existencialmente cerrado, la

propiedad se conserva para cualesquiera dos vértices de G.

Caso II Sean u,a’ € V(R(G,e)) con u # a,b.

Como G es 2-existencialmente cerrado existe w € N*t(u) N Nt (a).
Si w # b entonces w € Nt(u) N NT(a') y si w = b entonces b’ €
N*t(u) N N*(a).

Para todo w € N*(u) N N~ (a) se tiene que w € N*(u) N N~ (a').

Sea w € N~ (u) N NT(a), si w # b entonces w € N~ (u) N N*(d'), si
w = b entonces b’ € N~ (u) N NT(a').

Finalmente, para todo w € N~ (u) N N~ (a) se tiene que w € N~ (u) N
N~=(d)).

Caso IIT Sean u,b’ € V(R(G,e)) con u # a,b.

Observemos que por definicién de réplica, para todo w € N*(u)NNT(b)
se tiene que w € N*(u)NNT(b'). Similarmente, para todo w € N~ (u)N
N*(b) tenemos que w € N~ (u) N NT (V).

Por otro lado, si w € N*(u) N N~ (b) tenemos dos opciones; si w # a
entonces w € NT(u)NN~(b') y si w = a entonces a’ € Nt (u)N N~ (V).

Para terminar este caso, si w € N~ (u) N N=(b) y w # a entonces
we N (u) NN (V) ysi w=a entonces a’ € N~ (u) N N~ ().

Caso IV Para la pareja de vértices a, a’ tenemos por definicién que los con-
juntos N*(a) N NT(a') y N~ (a) N N~ (a’) son distintos del vacio.

Ademéas, b e NT(a)N N~ (') y b € N~ (a) N NT(d).

Caso V Para la pareja de vértices a, b’ es facil ver que para cualquier w €
N<(a) N NP(b) se tiene que w € N%(a) N NP(¥') con a, B € {+, —}.
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Caso VI Para la pareja de vértices b, b’ tenemos que los conjuntos N*(b) N
Nt() y N=(b) n N~ (¥) son distintos del vacio.

Ademés, a € N~ (b)NNT () y o' € NT(b)n N~ (V).

Caso VII Para la pareja de vértices b,a’ es facil ver que para cualquier
w € N*(b)NNP(a) se tiene que w € N*(b)NNF(a’) con , 8 € {+, —}.

Caso VIII Por tltimo si consideramos la pareja a’,b por definicion de
réplica tenemos que para todo w € N%(a) N NP(b) se tiene que
w € N*(a') N NP (V) con «, 8 € {+,—}.

Con lo que hemos demostrado que R(G,e) es un torneo 2-
existencialmente cerrado.

Encaminados a demostrar el Teorema principal de este capitulo, la sigu-
iente Proposicién nos da informacién importante sobre los torneos de orden
ocho.

Proposicién 2.1 S§i G es un torneo 2-existencialmente cerrado de orden
ocho, entonces tiene exactamente cuatro vértices de ingrado 3 y cuatro vértices
de ingrado 4.

Demostracion. Sea G un torneo 2-existencialmente cerrado de orden ocho
para todo vértice v en V(G), el grado de v es siete.

Siv € V(G), por Lema 1.1, GIN*(v) y G|N~(v) son torneos l-e.c. y como
D3 es el tnico torneo 1-e.c. minimal y tiene tres vértices, podemos afirmar

que |[V(GINT(v))| = 3y [V(GIN™(v))] = 3.

Sea = el nimero de vértices de ingrado 3 y y el niimero de vértices de
ingrado 4 de GG, entonces z 4+ y = 8.

Como G es un torneo, el nimero de arcos de G es 28, con lo que tenemos
una segunda ecuacién en términos de x y y, 3z + 4y = 28.

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones, tenemos que x = y = 4, como
se queria demostrar.
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El siguiente Teorema es fundamental para la caracterizacién de la exis-
tencia de torneos 2-existencialmente cerrados.

Teorema 2.3 No existen torneos 2-existencialmente cerrados de orden 8.

Demostracién. Supongamos que G es un torneo 2-existencialmente cerra-
do de orden 8 y V(G) = {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que |N~(1)| = 4. Sea T el tnico
torneo l-existencialmente cerrado con cuatro vértices (Observacion 1.4), en-
tonces GIN~(1) =T y GIN*(1) = Ds.

Sean N*(1) ={2,3,4} y N~ (1) = {5,6, 7,8} supongamos A(G|N*(1)) =
{ﬁﬁ@} v A(GIN-(1)) = {%67%8‘5%%}
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Graficamente tenemos la siguiente situacion:

La prueba continua con los siguientes dos casos: [N~ (8)| =3 o [N~ (8)] =

4.
Caso I Supongamos que [N~ (8)| =3
De la grafica anterior podemos ver que 7 € N=(8) y 1,5,6 € N*(8);
sin pérdida de generalidad, por la simetria de los vértices 2,3 y 4,
podemos suponer que N~ (8) = {7,2,3} y N*(8) = {1,4,5,6} entonces

28,38,81 € V(G).
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Esto lo mostramos a continuacion:

Por el Lema 1.1 sabemos que G| N~ (8) es 1-e.c. por lo tanto, G|N~(8) =
D5 y como 23 € A(G|IN~(1)), entonces los arcos 37 y 72 estdn en
A(GIN™(8)).

Hasta ahora tenemos la siguiente digrafica:
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Similarmente por el Lema 1.1 sabemos que G| N (8) es 1-existencialmente
cerrado y como |NT(8)| =4 tenemos que G|NT(8) = T.

Como 56,61, T4, 51 € A(G|N*(8)), entonces 45 0 54 € A(G|N*(8)).
Observemos que si 54 € A(G|N*(8)) el vértice 5 serfa una fuente

pero ésto contradice el hecho de que G|N*(8) es l-e.c., entonces
54 ¢ A(G|N*(8)) y por lo tanto 45 € A(G|N*(8)).
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Para el vértice v = 7 hasta el momento tenemos que NT(7) =
{5,8,1,2}, por lo tanto N=(7) = {3,4,6} y asi tenemos que el arco
17 € A(G) y GIN=(7) & Ds, por lo que también tenemos los arcos

16,63 € A(GIN—(7)).
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Para el vértice 6 tenemos que {4,5,8} C N=(6) y {1,3,7} C N*(6).

Supongamos que |[N~(6)] = 3, entonces G|N~(6) & Dj pero 85,45 €
A(G) con lo que el vértice 5 serfa un pozo en G|N~(6), lo cual contradice
el hecho de que G|N~(6) es 1-e.c. Por lo tanto, [N~ (6)| = 4y |[NT(6)| =
3.

Entonces N~ (6) = {2,4,5,8} y G|[N~(6) = T donde T es el unico

torneo l-existencialmente cerrado de cuatro vértices.
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Por construccién Zﬁ, 4_5), 83, @, 28 € A(G), por lo tanto 25052 € A(G).

Si25 e A(G) entonces ﬁ, ﬁ, 15 e A(G) lo que implica que el vértice
5 es un pozo en G|N~(6), lo que contradice que G|N~(6) es l-e.c.

Por lo tanto 52 € A(G) y tenemos la siguiente digréfica:
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Haciendo un pequeno resumen de lo obtenido hasta ahora, tenemos

que:

1. N*(1) = {2,3,4} y N~(1) = {5,6,7,8) ;
2. N*(2) = {3,6,8} porque N=(2) = {1,4,5,7} y 26 € A(G);
3. Para el vértice 3 tenemos que {4,7,8} C NT(3) y

{1,2,3} € N=(3), por lo tanto, 35053 A(G);
N*(4) = {2,5,6,7} y N~(4) = {1,3,8}

5. Para el vértice 5 tenemos: {1,2,6} C N*(5) y {4,7,8} C N~ (5),

por lo tanto, 35 0 53 € A(G);
) = {2747578}7

6. N*(6) = {1,3,7} y N~ (6
7. N*(7)={1,2,5,8} y N=(7) = {3,4,6};
8. N*+(8)={1,4,5,6} y N=(8) = {2,3,7}.

Por lo anterior sélo nos falta analizar cual de los dos arcos 35 o 53
pertenence al conjunto de arcos de G.
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Supongamos que 35 estd en A(G).

Entonces N*(3) = {4,5,7,8} y GIN*(3) = T, como 15,75,85 € A(G)
el vértice 5 es pozo en G|NT(3) lo cual contradice que G|N7*(3) es 1-e.c.

Por lo tanto 35 ¢ A(G). Como G es un torneo, 53 € A(G) y tenemos
la siguiente digréfica:
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Entonces N*(5) = {1,2,3,6} y G|N*(5) & T. Como 13,23,63 € A(G)
el vértice 3 es un pozo en G|N*(5) lo que contradice que G|N*(5) es
l-e.c.

Por lo tanto, si |[N(8)] = 3 entonces G no es un torneo 2-
existencialmente cerrado.

Caso II Supongamos que [N~ (8)| = 4.

Si |[N~(8)] = 4 entonces [NT(8)] = 3 y por lo tanto GIN~(8) = T' y
G|N*(8) = D

Como N=(1) = {5,6,7,8} y 85,86,78 € A(G|N~(1)), entonces
81,85,86,78 € A(G).

Por lo tanto N*(8) = {1,5,6} y N~ (8) = {2,3,4,7}.
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Pero en G|NT(8), el vértice 1 es un pozo y el vértice 5 es una fuente,
como lo mostramos a continuacién:

Lo cual contradice el hecho de que G|N*(8) es 1-e.c.

Por lo tanto, no existen torneos 2-existencialmente cerrados de orden
8.

A continuacién daremos un ejemplo de un torneo de orden diez que es
2-existencialmente cerrado.

Sea R. = R(Dr,e) la réplica del torneo minimal de siete vértices D7 con
— —
respecto al arco e = 65 con 66 € R,y 55 € R..

Renombremos los vértices 6’ y 5’ como 8 y 9 respectivamente.
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Cambiemos el sentido del arco 32 para obtener el arco 23 y agregaremos
el vértice 10 tal que N*(10) = {1,2,5,6,9} y N=(10) = {3,4,7,8}.

Observemos que N1 (8) = {2,4,9,10} y N*(9) = {1, 3,4,6}.

Sea T el torneo que obtenemos con las especificaciones anteriores, en-
tonces omitiendo algunas de los arcos para simplificar la imagen gréafica de
T, tenemos la siguiente subgrafica de T

9

NV 2%,

Proposicion 2.2 El torneo T definido en el pdrrafo anterior es 2-
existencialmente cerrado.
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Demostracion. Con las siguientes tablas demostraremos que para cua-
lesquiera dos vértices u,v € V(T), se tiene que N*(u) N N°(v) # () para
todas las combinaciones posibles de o, 3 € {+, —}; es decir, si S = {u, v} en-
tonces para cada combinacién existe x € V(T') tal que x # u 'y x # v el cuél
domina a cada vértice en R C Sy es dominado por cada vértice en S\ R; por
lo tanto T" es 2-existencialmente cerrado. Primero veremos las invecindades
y exvecindades de cada vértice del torneo T'.

v N*(v) N~ (v)

1| {7.6,48  {2,3,5,10,9}
2| {1,7.5,3,9)  {6,10,4,8)
3| {1,6,8,10}  {2,7,5,4,9}
4| {32,710}  {1.6,8,509}
51 {4,3,1,89)  {2,6,7,10}
6| {5428  {7,1,310,9}
7116,5,8,9,10,3}  {1,2,4}

8| {10,9,2,4}  {6,5,7,1,3}
9| 16,1,3,4) {857,210}
10| {1,2,5,6,9}  {3,4,7,8)

Ahora veremos el comportamiento del vértice 10 con respecto al resto de
los vértices.

v | NF10)N N*(v) N*(10) N N-(v) N-(10)nN*(v) N-(10) N N~ (v)
1 {67 12,5,0] [1,7,8] 37

2 {1,5,9} {6} {7,3} {4,8}

3 (1,6} {2,5,9} (8} (4,7}
4 {2} {1,6,5,9} {3,7} {8}

5 (1,9} (2,6} (3,4,8} (n

6 (5,2} (1,9} (4,8} (7,3}
7 {5,6,9} {1,2} {8,3} {4}

8 (2,9} {6,5,1} 4 (3,7}

9 {1,6) (5,2} (3,4} (8,7}
10| {1,2,5,6,9} @ @ {3,4,7,8}
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También analizaremos el comportamiento de los vértices 2 y 3, ya que es
el arco que cambié de sentido.

v | N*@)NN*(v) NT2)NN-(v) N-(2)nN+(v) N-(2)nN~(v)
1 m (3,5,01 {4,6,8} {10}

2 | {1,7,5,3,9} 2 2 {4,6,8,10}
3 (1} {7,5,9} {6,8,10} (4

4 (3,7} {1,5,9} {10} (6,8}

5 {1,3,9} (7 (4,8} {6,10}

6 {5} {1,3,7,9} {4,8} {10}

7 {3,5,9} (1} (6,8,10} (4}

8 {9} {1,3,5,7} {4,10} {6

9 (1,3} (5,7} (4,6} {8,10}
10| {1,5,9} (3,7} {6} (4,8}

v | N*FB)NN*T(v) NFE)NN-(v) N-(3)nN+(v) N-(3)NN—(v)
1 (6,8} {10} (4,7} {2,5,9}

2 (1} {6,8,10} {7,5,9} {4}

3| {1,6,8,10} 2 2 {2,4,5,7,9}
4 {10} {1,6,8) 2,7} (5,9}

5 (1,8} {6,10} {4,9} (2,7}

6 (8} {1,10} {2,4,5} (7,9}

71 {6,810} (1} (5,9} (2,4}

8 {10} {1,6} {2,4,9} (5,7}

9 {1,6} (8,10} {4} {2,5,7}
10 {1,6} (8} {2,5,9} (4,7}

Recordemos que el torneo T' se construyé a partir de la réplica del torneo
miminal de siete vértices R(Dmﬁ) el cual es 2-existencialmente cerrado;
por lo tanto no es necesario revisar el comportamiento de todos los vértices;
es decir, con las tablas anteriores y por como definimos el torneo queda
demostrado que T es 2-existencialmente cerrado.

Cerramos este capitulo con el siguiente Teorema.
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Teorema 2.4 Sea k un numero entero positivo mayor o iqual que siete y
diferente de ocho, entonces existe un torneo 2-existencialmente cerrado de
orden k.

Demostracion. Si k es igual a siete, tenemos que el Torneo de Paley
de orden siete D; es 2-existencialemnte cerrado. Por el Teorema 2.2 ha-
ciendo una réplica con respecto a cualquier arco obtenemos un torneo 2-
existencialmente cerrado de orden nueve. Repitiendo el proceso tenemos un
torneo 2-existencialmente cerrado para todo entero impar k& mayor o igual
que siete.

Por el Teorema 2.3 sabemos que no hay torneos 2-existencialmente cer-
rados de orden ocho.

Considerando el torneo T' 2-existencialmente cerrado de orden diez de la
Proposicién 2.2 y aplicando repetidamente el Teorema 2.2 queda demostrado
que existe una torneo 2-existencialmente cerrado para todo entero positivo
par mayor o igual que diez.

]
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Capitulo 3

Torneos regulares
J-existencilalmente cerrados de
orden nueve.

En este capitulo demostraremos que, salvo isomorfismo, existen solamente
dos torneos regulares 2-existencialmente cerrados de orden nueve.

Sabemos por el trabajo de clasificacion de torneos con diferentes
propiedades realizado por el matemético australiano Brendan McKay [Mc]
que, salvo isomorfismo, existen quince torneos regulares de orden nueve.

En el trabajo de tesis de maestria del matemético José Luis Cosme
Alvarez [C] encontramos una gréfica de cada uno de los quince torneos reg-
ulares de orden nueve.

A continuacion estudiamos cada uno de los quince torneos de manera
individual y demostramos que para los primeros trece torneos 7' existe un
vértice v tal que T|N*(v) 6 TN~ (v) no son l-existencialmente cerrados y
por lo tanto el torneo T no puede ser 2-existencialmente cerrado; también de-
mostramos explicitamente que los torneos Ty* y Ty si son 2-existencialmente
cerrados.
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Analicemos cada uno de los quince torneos:

1. Observemos en el torneo T, que: NT(0) = {1,3,4,7} y N=(0) =
{2,5,6,8}.

Gréficamente podemos ver a Ty |[NT(0) de la siguiente manera:

Observemos que el torneo Ty es Circulante; por otro lado podemos ver
que el vértice 3 es fuente en Ty |[N*(0) y en consecuencia Ty |[N*(0) no
es 1l-e.c.

Por lo tanto Ty no es 2-e.c.
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2. Si observamos el vértice 3 del torneo T¢ nos damos cuenta que NT(3) =
{4,5,6,7} y N~ (3) = {0,1,2,8} y podemos ver a TZ|NT(3) de la sigu-
iente manera:

En la figura anterior podemos observar que el torneo Tg es Circulante;
ademds en T¢|NT(3) observamos que el vértice 4 es fuente; mientras
que el vértice 7 es pozo.

Por lo tanto T¢|N*(3) mno es l-e.c. y por lo tanto 7§ no es 2-e.c.
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3. En el torneo Ty observamos que Nt(1) = {2,3,4,8} y N~ (1) =
{5,6,7,0}.

Podemos ver graficamente a Ty|N*(1) de la siguiente forma:

Observamos en T3 | N (1) que el vértice 8 es pozo; por lo tanto T | N (1)
no es l-e.c. y por consiguiente Tg no es 2-e.c.
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4. Dado el toneo Ty nos fijamos en el vértice 1 y observamos que N (1) =
{2,3,4,7} y N~(1) = {0, 5,6, 8}.

Gréficamente podemos ver a Ty|N~(1) como sigue:

Veamos que en Ty [N~ (1) el vértice 0 es pozo, mientras que el vértice 8
es fuente; por lo tanto Ty | N~(1) no es 1-e.c. y entonces Ty no es 2-e.c.
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5. En el toneo Ty observamos que N*(1) = {2,3,4,7} y N=(1) =
{0,5,6,8}.

Asf a T§|N~(1) la podemos ver graficamente de la siguiente manera:

Podemos ver que en Tg|N~(1) el vértice 0 es pozo, mientras que el
vértice 8 es fuente. Asi Tg|N~(1) no es l-e.c. y por lo tanto Ty no es
2-e.c.
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6. En Ty observamos que N*(2) = {3,4,7,8} y N~ (2) = {0,1,5,6}.

A T$|N~(2) la podemos ver de la siguiente manera:

Podemos observar que en TS| N~ (2) el vértice 1 es pozo y el vértice 5
es fuente; por lo tanto TS|N~(2) no es 1-e.c. lo que implica que T¢ no
es 2-e.c.

o1



7. En el torneo Ty se tiene que N*(4) = {3,5,6,7} y N~ (4) = {0,1,2,8}.

Podemos ver al torneo Ty [NT(4) como sigue:

De aqui podemos observar que el vértice 5 es pozo en Ty [N (4); lo que
implica que Ty [NT(4) no es 1-e.c.; por lo tanto Ty no es 2-e.c.



8. En el torneo Ty se observa que N*(4) = {5,6,7,8} y N=(4) =
{0,1,2,3}.

Podemos ver graficamente al torneo TS| N~ (4) en la siguiente figura:

Aqui observamos que el vértice 0 es fuente de T§|N~(4); por lo que
TSN~ (4) mno es l-e.c., lo que implica que Ty no es 2-e.c.



9. Observamos en Ty que NT(4) = {5,6,7,8} y N=(4) = {0, 1,2, 3}.

Asi podemos ver graficamente a Ty |[N*(4) de la siguiente forma:

_ i ®
h\ Y e e
AT SKY]

Vemos que el vértice 5 es pozo de T§|NT(4); por lo tanto T3 |NT(4) no
es l-e.c., lo que implica que Ty no es 2-e.c.



10. Observemos en el torneo Ty® al vértice 1; veamos que N*(1) =
{2,3,4,6} y N~(1) = {0,5,7,8}.

Graficando a T,°|N~(1) la podemos ver como en la siguiente figura:

Observamos que en Tg°| N~ (1) el vértice 7 es fuente y el vértice 0 es
pozo; por lo tanto Tg°|N7(1) no es 1-e.c.; esto implica que T," no es
2-e.c.
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11.

Observemos al vértice 3 en el torneo Ty' y veamos que NT(3) =
{1,5,7,8} y N~ (3) = {0,2,4,6}.

Graficando a T,'|N~(3) la podemos ver como sigue:

En esta figura podemos ver que el vértice 4 es pozo de T[N~ (3);
entonces Ty'|N7(3) mno es 1-e.c.; por lo tanto Ty' no es 2-e.c.
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12. Dado el torneo Ty?; observemos que N*(1) = {2,3,4,5} y N=(1) =
{0,6,7,8}.

A TJ2|N~(1) la podemos ver graficamente de la siguiente manera:

Por lo que el vértice 0 en Tyg?|N~(1) es pozo. Entonces Ty*|N~(1) no
es l-e.c. y asi Ty? no es 2-e.c.



13. Finalmente en el torneo Ty* podemos observar que N*(3) = {1,5,7,8}
v N~(3) = {0,2,4,6).

Podemos ver graficamente a Ty®|N~(3) como sigue:

Aqui observamos que el vértice 4 es un pozo en Tg3|N~(3), lo que
implica que Tg®|N~(3) no es l-e.c. y por lo tanto Ty> no es 2-e.c.
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14. Sea Ty* el siguiente torneo de orden nueve:

Veamos la siguiente tabla en la cual se muestran las invecindades y

exvecindades de todos los vértices de Ty*,

N*(v)

N~ (v)

00 1 O Tk WK~ O

{1,2,3,5}
{2,3,4,6}
{3,4,5,7}
{4,5,6,8}
{5,6,7,0}
{6,7,8,1}
{7,8,0,2}
{8,0,1,3}
{0,1,2,4}
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{4,6,7,8}
{5,7,8,0}
{6,8,0,1}
{0,1,2,7}
{1,2,3,8}
{0,2,3,4}
{1,3,4,5}
{2,4,5,6}
{3,5,6,7}



Las siguientes tablas nos muestran que efectivamente el torneo de orden
nueve T,* es 2-existencialmente cerrado.
Sean u y v vértices de Tg?, la primer tabla muestra las intersecciones

del tipo N*(u) N N*(v):

n NT1(0) Nt (1) NT(2) NT(3) Nt(4) Nt(5) Nt(6) NH(T) Nt (8)
NT() | {1,2,3,5} {2,3} {3,5} {5} {5} {1} {2} {1,3} {1,2}
Nt() {2,3} {2,3,4,6} {3,4} {4,6} {6} {6} {2} {3} {2,4}
Nt (2) {3,5} {3,4} {3,4,5,7} {4,5} {5,7} {7} {7} {3} {4}
NT(3) {5} {4, 6} {4,5} {4,5,6,8t {5,6} {6,8} {8} {8} {4}
NT(4) {5} {6} {5,7} {5,6} {5,6,7,0t {6,7} {7,0} {0} {0}
NT(5) {1} {6} {7} {6,8} {6,7} {6,7,8,1} {7,8} {8,1} {1}
NT(6) {2} {2} {7} {8} {7,0} {7, 8} {7,8,0,2} {8,0} {0,2}
NH(T) {1,3} {3} {3} {8} {0} {8,1} {8,0} {8,0,1,3}y {0,1}
NT(8) {1,2} {2,4} {4} {4} {0} {1} {0,2} {0, 1} {0,1,2,4}

Aqui podemos observar lo que sucede con NT(u) N N~ (v):

n N—(0) N—(1) N~—(2) N~—(3) N~ (4) N~ (5) N~ (6) N—(7) N~ (8)
Nt (0) o 5} {1} (1,2} {1,2,3}  {2,3}  {1,3,5}  {2,5} (3,5}
Nt@) | (4,6} o 6} 2} (2,3} {2,3,4}  {3,4)  {2,4,6}  {3,6}
Nt (2) {4,7} {5, 7} @ {7} {3} {3,4} {3,4,5} {4,5} {3,5,7}
Nt@) | {4,6,8)  {5,8} (6,8} 2 (8} {4} (4,5}  {4,5,6}  {5,6}
Nt@ | (6,77 {570}  {6,0} (7.0} 2 {0} {5} (5,6}  {5.6.7}
Nt@G) | {6,7.8)  {7,8}  {6,8,1}  {7,1} (8,1} o {1} {6} (6,7}
Nt@) | (7,81  {7.8,0} {80}  {7.0,2} {82} {0,2} o 2} 7}
N*(T) {8} (8,0}  {8,0,1}  {0,1}  {8,1,3}  {0,3} {1,3} @ 3}
N+(8) {4} {0} {0,1} {0,1,2} {1,2} {0,2,4} {1,4} {2,4} z
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En la siguiente tabla tenemos las intersecciones de N~ (u) y Nt (v):

n NT(0) Nt (1) Nt (2) Nt (3) Nt (4) Nt (5) N7t (6) NT(7) Nt (8)
N~(0) o {4,6} {4,7} {4,6,8} {6,7} {6,7,8} {7,8} {8} {4}
N~(1) {5} 2] {5,7} {5,8%} {5,7,0} {7,8} {7,8,0} {8,0} {0}
N7(2) {1} {6} 2] {6,8} {6,0} {6,8,1} {8,0} {8,0,1} {0,1}
N7~ (3) {1,2} {2} {7} %) {7,0} {7,1} {7,0,2} {0,1} {0,1,2}
N~ (4) {1,2,3} {2,3} {3} {8} z {8,1} {8,2} {8,1,3} {1,2}
N~ (5) {2,3} {2,3,4} {3,4} {4} {0} (2] {0, 2} {0,3} {0,2,4}
N~ (6) {1,3,5} {3,4} {3,4,5} {4,5} {5} {1} 2] {1,3} {1,4}
N—(7) {2,5} {2,4,6} {4,5} {4,5,6} {5,6} {6} {2} 2] {2,4}
N~ (8) {3,5} {3,6} {3,5,7} {5,6} {5,6,7} {6,7} {7} {3} a

Y finalmente mostramos las intersecciones de N~ (u) y N~ (v):

al N~ (0) N~ (1) N~ (2) N~ (3) N~ (4) N~ (5) N~ (6) N~ (7) N~ (8)
NTO) | {4.6.7.8) {78} {68} {7} {8} {43 13 e (67
NT() | {78} {57.80} {80} {10} {8} {0} {5} CI N
NT@) | {68 {30} {6801} {01} {81 {0} {1 {6} {6}
NTE) | {moy {01} {0127 {12} {02} {1} {2 n
NT@ | {8} 8 {81 (L2} {nz38 {23 {13} {2} 3
NTE) |4 {0} (0} {02} {23 {0234 {34 {24 (3
NT@©) | {41} {5} {1) {1y L3 (34} {1,345} {45 (3,5
N | {46} {5} {6} {2} 2} {24 {45 {2456} {56)
NT®) | {67} {57} {6} {7 {3} 8} {35 (5.6} {3,567}

Con lo anterior vemos que para u # v y para todas las combinaciones
posibles de a, 3 € {+,—1}, se tiene que N*(u) N N?(v) # 0; lo que
implica que T,* es 2-existencialmente cerrado. Cabe mencionar que el
torneo Ty* es Circulante.
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15. Sea Ty el siguiente torneo de orden nueve:

Las invecindades y exvecindades de todos los vértices de T,° se mues-

tran a continuacion.

N (v)

N~ (v)

00 1 O Tk W~ O]

{1,2,3,4}
{2,4,5,7}
{3,4,6,8}
{6,7,8,1}
{5,7,8,3}
{6,0,2,3}
{7,0,1,4}
{8,0,2,5}
{0,1,5,6}
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{5,6,7,8}
{3,6,8,0}
{5,7,0,1}
{4,5,0,2}
{6,0,1,2}
{7,8,1,4}
{8,2,3,5}
{1,3,4,6}
{2,3,4,7}



Analogamente al torneo anterior, demostraremos con las siguientes
tablas que el torneo de orden nueve T,5 es 2-existencialmente cer-
rado. Sean u y v vértices de T,°; observemos las intersecciones de
N*t(u) N N*(v):

n NT1(0) Nt (1) NT(2) NT(3) Nt(4) Nt(5) Nt(6) NH(T) Nt (8)
NFO | (1234 24 34 () By 23 e (2 {1}
N | {24y (2457 (4 M T 2 {25 {3
Nt@ | {34} {4} (3468} {68 {83} {63 {4 {8} {6}
NtE) | 1 {e8) {678} (T8} {6} {T.1} {8} {16}
Nt@ | @ B 88 {18} (5783 (3) GO O ) N O
NtE) | (23 2 {63 {6} 8} {6023 {0} {02} {06}
NtE) | (L4} {n4) @ (1 (D (0} {ro1a} {0} (0.1}
NEO | s (8 (8 {85} {02} {0} {8,025 {05}
Nt | {5} {6 ey 5} {06} {01} {05} {0.1,5.6)

Ahora veamos las intersecciones de N (u) N N~ (v):

n N~ (0) N—(1) N~(2) N~ (3) N~ (4) N~ (5) N~ (6) N=(7) N~ (8)
Nt | @ 3} U @2 2 L4 {23 (L (284
Nt | () o 5.7 a5 2 41 {25 {4 (247
Nt(2) {6,8} {3,6,8} 2] {4} {6} {8,4} {8,3} {3,4,6} {3,4}
NT(3) {6,7,8} {6,8} {7,1} z {6,1} {7,1,8} {8} {1,6} {7}
Nt (4) {5,7,8} {8,3} {5,7} {5} oz {7,8} {8,3,5} {3} {3,7}
Nt (5) {6} {6,3,0} {0} {0, 2} {6,0,2} o {2,3} {3,6} {2,3}
Nt (6) {7} {0} {7,0,1} {0,4} {0,1} {7,1,4} 2] {1,4} {4, 7}
Nt (7) {7,5} {8,0} {0,5} {3,2,5} {0,2} {8} {8,2,5} 4 {2}
NT(®) {5,6} {6} {0,1,5} {0,5} {0,1,6} {1} {5} {1,6} 2]
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En la siguiente tabla mostramos las intersecciones de N~ (u) y N (v):

n NT(0) Nt (1) Nt (2) Nt (3) Nt (4) Nt (5) N7t (6) NT(7) Nt (8)
N7(0) @ {5} {6,8} {6,7,8}  {5,7,8} {6} {7} {8,5} {5,6}
NT(1) {3} @ {3,6,8} {6,8} {8,3} {6,3,0} {0} {8,0} {6}
N7(2) {1} {5,7} 2] {7,1} {5, 7} {0} {7,0,1} {0,5} {0,1,5}
N~ (3) {2,4} {2,4,5} {4} 4 {5} {0,2} {0,4} {0,2,5} {0, 5}
N~ (4) {1,2} {2} {6} {6,1} @ {6,0,2} {0,1} {0,2} {0,1,6}
N~ (5) {1,4} {4,7} {8,4} {7,1,8} {7,8} o {7,1,4} {8} {1}
N~ (6) {2,3} {2,5} {8,3} {8} {8,3,5} {2,3} o {8,2,5} {5}
N~(7) {1,4} {4} {3,4,6} {1,6} {3} {3,6} {1,4} o {1,6}
N™=(8) | {2,3,4} {2,4,7} {3,4} {7} {3,7} {2,3} {4,7} {2} o

Y finalmente N~ (u) N N~ (v):

n N~ (0) N~ (1) N~ (2) N7 (3) N~ (4) N~ (5) N~ (6) N~(7) N~ (8)
N7(0) | {5,6,7,8} {6,8} {5,7} {5} {6} {7,8} {8,5} {6} {7}
NT(1) {6, 8} {3,6,8,0} {0} {0} {6,0} {8} {8,3} {3,6} {3}
N7(2) {5, 7} {0} {5,7,0,1} {5,0} {0,1} {7,1} {5} {1} {7}
N7 (3) {5} {0} {5,0} {4,5,0,2} {0,2} {4} {5,2} {4} {4,2}
NT(4) {6} {6,0} {0,1} {0,2} {6,0,1,2} {1} {2} {1} {2}
N7 (5) {7,8} {8} {7,1} {4} {1} {7,8,1,4} {8} {1,4} {7,4}
N7(6) {8,5} {8,3} {5} {5,2} {2} {8} {8,2,3,5} {3} {2,3}
NT(T) {6} {3,6} {1} {4} {1} {1,4} {3} {1,3,4,6} {3,4}
N7(8) {7} {3} {7} {4,2} {2} {7,4} {2,3} {3,4} {2,3,4,7}

Por lo tanto si u # v se tiene que N®(u)NN?(v) # () para todas las com-
binaciones posibles de «, 8 € {+, —}; es decir T, es 2-existencialmente

cerrado.
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Como vimos en las tablas de los puntos 14 y 15, para cualquier combi-
nacién de «, 3 € {+, —} no existen intersecciones N®(u) N N?(v) = 0); por lo
que queda demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 3.1 Los torneos Ty* y Ty5 son salvo isomorfismo los inicos tor-
neos requlares de orden nueve 2-existencialmente cerrados.

El trabajo mas reciente que conocemos sobre torneos n-existencialmente
cerrados con n mayor o igual que tres es de [B-G-P] en donde se demuestra
computacionalmente que existe un tinico torneo de orden diecinueve que es
3-existencialmente cerrado y que no hay de orden 20, 21 y 22. También

demuestran que no hay torneos 4-existencialmente cerrados de orden 47 y
48.

Por otro lado, Llano y Zuazua [LL-Z] estudian las condiciones para que
una familia especial de torneos; a decir la familia de torneos circulantes, sea
2-existencialmente cerrado.
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