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mayor disfrute.

Carl Friedrich Gauss

Agradezco al Dr. Carlos Prieto de Castro por el tiempo y paciencia
que me tuvo durante el desarrollo de la presente tesis.
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Prefacio

Responder la pregunta de cuando un espacio topológico se pue-
de deformar mediante una aplicación continua en otro ha sido es el
estudio de la Topoloǵıa. Y es a partir de este problema que surge la
Topoloǵıa Algebraica y las teoŕıas de homoloǵıa y homotoṕıa son una
parte fundamental de ésta. Dichas teoŕıas transforman un problema
topoloǵıco en uno algebraico.

La idea de estas teoŕıas es que a cada espacio X se le asignan
grupos Hn(X)[πn(X)] de tal modo que si un espacio topologico Y es
homeomorfo a X, entonces los grupos Hn(Y )[πn(Y )] son isomorfos
a Hn(X)[πn(X)], respectivamente. Y viceversa, si los grupos no son
isomorfos, entonces los espacios no son homeomorfos. Resolviendo
aśı el problema.

A los Hn y πn se les llama invariantes topológicos los cuales es-
tablecen una relación entre la clase de los espacios topológicos y la
clase de los grupos, a dicha relación se le llama funtor. El objetivo
de esta tesis es, a partir de las ideas topológicas, generalizar en lo
posible dichos conceptos a otros campos de las matemáticas a través
de la Teoŕıa de Categoŕıas.

Espero que este trabajo, en algún momento dado, sea de utilidad
para alguien más y que encuentre interesante los escrito en estas
páginas y le enseñe algo nuevo. Ya que yo disfrute mucho realizando
este trabajo y aprend́ı mucho más de lo que esperaba.

México D.F.
Invierno 2013

Samayoa Donado
Victor Augusto
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Índice general

Agradecimientos III

Prefacio V

Introducción IX

1 Transformaciones naturales 1
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Introducción

La presente tesis considera que el lector esta familiarizado con
las nociones de: teoŕıa de conjuntos, teoŕıa de grupos y variedades
diferenciales. De todas formas, si el lector no esta familiarizado con
dichos temas, en la bibliograf́ıa hay libros que pueden ayudarle.

En el caṕıtulo 1 se introducen los conceptos de categoŕıa, funtores
y transformaciones naturales, los cuales serán utilizados durante el
resto de los caṕıtulos. Se introducen también conceptos como son lo de
cuadrados cartesianos y cocartesianos, categoŕıas cocientes y funtores
adjuntos, aśı como algunos ejemplos para observar que muchas de
estas definiciones vienen de una forma “natural” de otros conceptos
ya conocidos de las matemáticas. También se introduce un la idea
de funtores adjuntos, cuyo concepto nació del Álgebra Homológica
y ahora se ha vuelto un concepto muy importante en la Topoloǵıa
Algebraica. Para este caṕıtulo se uso principalmente el libro de Mac
Lane [15] el cual profundiza más en los conceptos aqúı presentados.

En el caṕıtulo 2 se continua trabajando con categoŕıas pero se
introduce el concepto de representabilidad, dicho concepto ayudara a
saber si cierta categoŕıa tiene más estructuras como son el producto
(el cual viene siendo el producto cartesiano en conjuntos o el producto
topológico en los espacios topológicos), coproducto (seŕıa la suma
directa en los grupos o la suma topológica en los espacios topológicos),
entre otros. Y al final de dicho caṕıtulo se hablara de los grupos
en una categoŕıa, lo que seŕıa la abstracción del espacio de lazos
o la suspención de un espacio topológico, y como dicha estructura
se hereda de un objeto de una categoŕıa en un conjunto. En este
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caṕıtulo el libro de Mac Lane [15] sigue siendo una buena fuente de
información, además el libro de Dold [5] viene a complementar muy
bien varios de los conceptos.

En el caṕıtulo 3 se introducen una estructura de cilindro y otra
de cocilindro, y como a partir de estas estructuras se generaliza el
concepto de homotoṕıa en una categoŕıa, aśı como los conceptos de
fibraciones y cofibraciones para cada una de las estructuras anterio-
res. En la ultima sección de este caṕıtulo, se demuestra que cuando
el cilindro y cocilindro son adjuntos, entonces los conceptos de homo-
toṕıa, fibración y cofibración coinciden y esto facilita en gran medida
la resolución de varios problemas. La bibliograf́ıa principal para este
caṕıtulo viene siendo el libro de Kamps y Porter [13], en el cual el
lector interesado puede referirse para profundizar más en estos temas.

En el caṕıtulo 4 se estudian los complejos de cadena, ya que son
una parte importante en lo que respecta a la teoŕıa de homoloǵıa. Se
introduce el n-ésimo grupo de homoloǵıa, que resulta ser un funtor,
y el morfiso de conexión, lo cual ayuda a definir tanto teoŕıa ordina-
ria como no ordinaria de homoloǵıa. Se construye un ejemplo de una
teoŕıa ordinaria de homoloǵıa, la cual se base en los complejos simpli-
ciales, y es la que normalmente se ve en un curso de licenciatura de
topoloǵıa algebraica en la Facultad de Ciencias.Para este caṕıtulo se
uso un mosaico de todos los libros de topoloǵıa algebraica citados al
final de la tesis, aunque en esencia dicen lo mismo, cada uno aborda
cada tema de formas distintas. En particular recomiendo el Hatcher
[10] y el Greenberg [8] para el que quiere profundizar más en estos
temas.

El caṕıtulo 5 y último es dedicado a desarrolla con el mayor detalle
posible un ejemplo de una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa, el cual
no es tán conocido por los estudiantes de licenciatura. Dicha teoŕıa
se construye a partir funciones de variedades diferenciales hacia un
espacio topológico y a estos morfismos se les aplica la relación de
bordismo. En la primera sección se hace para variedades sin frontera,
con el objetivo de empezar a trabajar la intuición y acostumbrarse
a dichos conceptos. En la segunda sección se hace para variedades
con frontera y se generaliza lo trabajado en la sección anterior y se
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termina de construir dicho ejemplo.





Caṕıtulo 1

Transformaciones
naturales

En este caṕıtulo se hará una revisión sobre los conceptos básicos
sobre teoŕıa de categoŕıas que se utilizarán durante la presente tesis,
con el propósito de fijar notación y además para poder usarlo como
referencia para los próximos caṕıtulos.

La teoŕıa de categoŕıas se basa en la observación de que muchas
de las propiedades matemáticas puede ser unificadas y simplificadas
por una representación de diagramas conmutativos. En la teoŕıa de
conjuntos los objetos, i.e., los conjuntos se representan por letras
X,Y y una función f se representa usualmente por f : X −→ Y
junto con una regla de asignación x 7−→ f(x). Un diagrama común
es:

Y
g

��
X

f
>>

h
// Z

y es conmutativo cuando h = g ◦ f donde ◦ denota la composición
usual en conjuntos. El mismo diagrama puede usarse en otros con-
textos matemáticos, por ejemplo, en la “categoŕıa” de espacios to-
pologicos las letras X,Y, Z representan espacios topológicos mientras
que las letras f, g, h representan funciones continuas. Por otro lado,
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2 1. Transformaciones naturales

en la “categoŕıa” de grupos las letras X,Y, Z representan grupos y
las letras f, g, h representan homomorfismos.

1.1. Categoŕıas

Definición 1.1.1. Decimos que C es una categoŕıa si tiene lo
siguiente:

1) Una clase de objetos deC llamado objC .

2) Para todo X,Y en objC un conjunto de morfismos de

X en Y llamadoC (X,Y ) y sus elementos f ∈C (X,Y ) los
denotamos como f : X −→ Y .

3) Para todo X,Y, Z en objC y para todo f ∈C (X,Y ) y g ∈
C (Y,Z) una ley de composición tal que:

a) Existe h ∈C (X,Z) tal que:

◦ :C (X,Y )×C (Y,Z) //C (X,Z)

(f, g) � // g ◦ f = h

(1.1)

b) Sean k : W −→ X, f : X −→ Y y g : Y −→ Z entonces la
composición es asociativa, esto es,

(g ◦ f) ◦ k = g ◦ (f ◦ k) (1.2)

c) Existen el morfismo identidad, i.e., para todo X en objC

existe 1X ∈C (X,X) tal que, para cualesquiera f : W −→
X y g : X −→ Y , los siguientes diagramas conmutan:

W
f //

f   

X

1X
��

X
g

  
1X
��

X X g
// Y

(1.3)
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Notación. Al conjunto de morfismos entre X y Y se le puede encon-
trar en otros textos como:

C (X,Y ), Hom(X,Y ), ó HomC (X,Y )

que son las notaciones más comunes, pero en el presente texto usare-
mos siempreC (X,Y ).

Notación. Cada vez que hablemos de un morfismo de X a Y , usare-
mos cualquiera de las siguientes notaciones según se requiera:

f ∈C (X,Y ) f : X −→ Y X
f−→ Y

Las dos últimas las usaremos siempre que no exista confusión en
qué categoŕıa se está trabajando.

Nota. Solo se pide que C (X,Y ) sea un conjunto, por lo que es
posible que el conjuntoC (X,Y ) = ∅, para algunas X,Y en objC .

Nota. La motivación es queC (X,Y ) se asemeje a las funciones de X
a Y , es por eso que usamos la notación de f : X −→ Y cada vez que
tengamos f ∈C (X,Y ). Sin embargo esto es solamente una motiva-
ción y los elementos enC (X,Y ) no necesariamente son funciones
por el hecho de que tanto X como Y pueden no ser conjuntos.

Definición 1.1.2. Sea C una categoŕıa, decimos que ésta es pe-
queña si la clase de objetos, objC , es un conjunto.

Definición 1.1.3. Decimos que una categoŕıaC es concreta si sus
objetos son conjuntos y los morfismos respetan la estructura.

Ejemplo 1.1.4.

Ahora veremos algunos ejemplos de categoŕıas:

1) La categoŕıa Set definida de la siguiente forma:

a) Los objSet son los conjuntos.

b) Dados X y Y en objSet el conjunto Set (X,Y ) es sim-
plemente el conjunto de las funciones entre X y Y .



4 1. Transformaciones naturales

c) La ley de composición es la composición usual de funciones
de conjuntos.

2) La categoŕıa Set∗ definida de la siguiente forma:

a) Los objSet∗ son los conjuntos cada uno con un punto distin-

guido llamado punto base, es decir, un elemento de objSet∗
lo vemos como un par (X, ∗X) donde ∗X es punto base de
X.

b) Dados (X, ∗X) y (Y, ∗Y ) en objSet∗ el conjunto Set∗(X,Y )
es el conjunto de las funciones entre X y Y que mandan
el punto base ∗X en el puntos base ∗Y , esto es, f(∗X) =
∗Y ∀f ∈Set∗.

c) La ley de composición es la composición usual de funciones
de conjuntos.

3) La categoŕıa Top definida de la siguiente forma:

a) Los objTop son los espacios topológicos.

b) Dados X,Y en objTop , el conjunto Top (X,Y ) es sim-
plemente el conjunto de las funciones continuas entre los
espacios topológicos X y Y .

c) La ley de composición es la composición usual de funciones
de conjuntos.

4) La categoŕıa Top∗ definida de la siguiente forma:

a) Los objTop∗ son los espacios topológicos cada uno con un
punto distinguido llamado punto base, en otras palabras,
un elemento de objTop∗ lo vemos como un par (X, ∗X),
donde ∗X es punto base de X.

b) Dados (X, ∗X) y (Y, ∗Y ) en objTop∗, el conjuntoTop∗(X,Y )
es el conjunto de las funciones continuas entre X y Y que
mandan el punto base ∗X en el punto base ∗Y .

c) La ley de composición es la composición usual de funciones
de conjuntos.
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5) La categoŕıaToph definida de la siguiente forma:

a) Los objToph son los espacios topológicos

b) Dados X y Y en objToph , el conjuntoToph (X,Y ) es el
conjunto de las clases de homotopia entre X y Y .

c) La ley de composición es la heredada por la composición en
espacios topológicos, esto es, dados [f ], [g] ∈Toph (X,Y )
entonces [f ] ◦Toph [g] = [f ◦Top g].

6) La categoŕıaGrp definida de la siguiente forma:

a) Los objGrp son los grupos.

b) Dados X y Y en objGrp m el conjuntoGrp (X,Y ) es el
conjunto de los homomorfismos de grupos entre X y Y .

c) La ley de composición es la composición usual de funcio-
nes.

7) La categoŕıaAb definida de la siguiente forma:

a) Los objAb son los grupos abelianos.

b) Dados X y Y en objAb , el conjuntoAb (X,Y ) es el con-
junto de los homomorfismos de grupos abelianos entre X
y Y .

c) La ley de composición es la composición usual de funcio-
nes.

8) La categoŕıaRng definida de la siguiente forma:

a) Los objRng son los anillos con unitario.

b) Dados X y Y en objRng , el conjuntoRng (X,Y ) es el
conjunto de los morfismos de anillos que conservan la uni-
dad entre X y Y .

c) La ley de composición es la composición usual de funcio-
nes.
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9) La categoŕıaCRng definida de la siguiente forma:

a) Los objCRng son los anillos conmutativos con unitario.

b) Dados X y Y en objCRng , el conjuntoCRng (X,Y ) es
el conjunto de los morfismos de anillos conmutativos que
conservan la unidad entre X y Y .

c) La ley de composición es la composición usual de morfis-
mos de anillos conmutativos.

10) Dado un conjunto parcialmente ordenado (X,6), se define ca-
tegoŕıaPoset X de la siguiente forma:

a) Los objPoset
X

son los elementos de X.

b) Dados x y x′ en objPoset
X

, el conjuntoPoset X(x, x′) con-
siste del par ordenado (x, x′) o del conjunto vaćıo, según
sea el caso. Esto es,

Poset X(x, x′) =

{
{(x, x′)} si x 6 x′,
∅ si x 
 x′.

c) La ley de composición es la única posible. Dados x, y
y z en objPoset

X
tales que Poset X(x, y) = {(x, y)}

y Poset X(y, z) = {(y, z)} , entonces Poset X(x, z) =
{(x, z)}.

Definición 1.1.5. SeanC yD categoŕıas, decimos queC es una
subcategoŕıa deD si:

1) objC es subclase de objD .

2) Para todo X y Y en objC se tiene queC (X,Y ) ⊆D (X,Y ).

3) Para todo X,Y y Z en objC y para todo f ∈C (X,Y ) y

g ∈C (Y,Z) se cumple g ◦C f = g ◦D f , i.e., la composición

enC debe corresponder con la composición enD .
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4) Para toda X en objC , 1X ∈C (X,X) debe ser el mismo que

1X ∈D (X,X).

Definición 1.1.6. SeaC subcategoŕıa deD decimos queC es
plena siC (X,Y ) =D (X,Y ) para todo X,Y en objC .

Ejemplo 1.1.7.

Se enlistan algunos ejemplo de subcategoŕıas indicando si son ple-
nas o no:

1) Top es subcategoŕıa deSet , pero no es plena.

2) Grp es subcategoŕıa deSet , pero no es plena.

3) Ab es subcategoŕıa deGrp y es plena.

4) CRng es subcategoŕıa deRng y es plena.

Definición 1.1.8. SeaC una categoŕıa y sea f : X −→ Y decimos
que f es:

1) monomorfismo si para toda W en objC y para todos g, h :
W −→ X, se tiene que f ◦ g = f ◦ h implica que g = h.

2) epimorfismo si para toda Z enobjC y para todos g, h : Y −→
Z, se tiene que g ◦ f = h ◦ f implica que g = h.

3) isomorfismo si existe g ∈C (Y,X) tal que f ◦ g = 1Y y
g ◦ f = 1X .

4) endomorfismo si X = Y .

5) automorfismo si f es un endomorfismo e isomorfismo.

Teorema 1.1.9. Considere una categoŕıaC , objetos W,X, Y, Z en
objC y un morfismo f : X −→ Y . Entonces se cumple lo siguiente:

1) Para toda g : Y −→ Z si g ◦ f es un monomorfismo, entonces
f es un monomorfismo.
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2) Para toda h : W −→ X si f ◦ h es un epimorfismo, entonces f
es un epimorfismo.

3) Si f es un isomorfismo, entonces f es monomorfismo y epi-
morfismo.

Demostración.

Se tiene que:

1) Sean h1, h2 : W −→ X tales que f ◦ h1 = f ◦ h2 entonces
g ◦ (f ◦ h1) = g ◦ (f ◦ h2) pero g ◦ f es un monomorfismo por lo
cual h1 = h2

2) Sean g1, g2 : Y −→ Z tales que g1 ◦ f = g2 ◦ f de esto se sigue
(g1◦f)◦h = (g2◦f)◦h pero f ◦h es un epimorfismo de aqúı que
g1 = g2

3) Sea g : Y −→ X tal que g◦f = 1X y f◦g = 1Y por consiguiente:

a) Sean h1, h2 : W −→ X tales que f ◦ h1 = f ◦ h2 por ende
g ◦ (f ◦ h1) = g ◦ (f ◦ h2) pero g ◦ f = 1X de esto se sigue
que h1 = h2.

b) Sean g1, g2 : Y −→ Z tales que g1 ◦ f = g2 ◦ f en conse-
cuencia (g1 ◦ f) ◦ g = (g2 ◦ f) ◦ g pero f ◦ g = 1Y entonces
se tiene que g1 = g2.

Existen morfismos que son monomorfismos y epimorfismos pero
NO son isomorfismos. Como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1.10. Consideremos i : Z ↪→ Q el morfismo inclusión
enRng se ve que i es monomorfismo y epimorfismo de la siguiente
forma.

Sean g1, g2 ∈Rng (X,Z) tales que i ◦ g1 = i ◦ g2, por lo cual
∀x ∈ X se tiene que i(g1(x)) = i(g2(x)), pero i es inyectiva por lo que
g1(x) = g2(x) ∀x ∈ X, de esto se sigue que i es un monomorfismo.
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Ahora, sean h1, h2 ∈Rng (Q, Y ) tales que h1 ◦ i = h2 ◦ i, de esto se
sigue que ∀pq ∈ Q se tiene:

h1(
p

q
) = h1(p)h1(q)−1 = h1(i(p))h1(i(q))−1 = h2(i(p))h2(i(q))−1

= h2(p)h2(q)−1 = h2(
p

q
)

por ende i es un epimorfismo.

Ahora, supongamos que i es un isomorfismo, entonces existe f ∈
Rng (Q,Z) tal que i◦f = 1Q y f ◦i = 1Z. Consideramos f(1

2) = m ∈
Z, de aqui que 1

2 = i(f(1
2)) = f(1

2) = m, lo cual es una contradicción

Definición 1.1.11. SeaC una categoŕıa:

1) Sea I en objC , decimos que I es un objeto inicial si para

todo X en objC existe un único f : I −→ X.

2) Sea T en objC , decimos que T es un objeto terminal si para

todo X en objC existe un único g : X −→ T .

3) Decimos que un objeto es cero si es un objeto inicial y terminal.

Definición 1.1.12. En una categoŕıaC , dados X y Y en objC y

dos morfismos f, g : X −→ Y , decimos queC tiene igualador de
f y g si existen W en objC y un morfismo e : W −→ X tal que el
siguiente diagrama:

W
e // X

f //
g
// Y

conmuta, i.e., f ◦ e = g ◦ e.

Ademas el igualador tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Igualador).
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Para cualquier h : V −→ X tal que f ◦h = g ◦h, existe una única
h′ : V −→W tal que el siguiente diagrama

W
e // X

f //
g
// Y

V

∃!h′
OO

h

>>
(1.4)

conmuta.

Definición 1.1.13. En una categoŕıaC , dados X y Y en objC y

dos morfismos f, g : X −→ Y decimos que C tiene coigualador
de f y g si existen Z en objC y u : Y −→ Z tal que el siguiente
diagrama:

X
f //
g
// Y

u // Z

conmuta, i.e., u ◦ f = u ◦ g.

Ademas el coigualador tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Coigualador).

Para cualquier h : Y −→ Z ′ tal que h◦f = h◦ g, existe una única
h′ : Z −→ Z ′ tal que el siguiente diagrama:

X
f //
g
// Y

u //

h   

Z

∃!h′
��
Z ′

(1.5)

conmuta.

1.2. Funtores

Definición 1.2.1. SeanC yD categoŕıas decimos que F :C −→
D es un funtor covariante si satisface lo siguiente:
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1) Si X está en objC entonces FX esta en objD .

2) Si f : X −→ Y enC entonces Ff : FX −→ FY enD .

3) f : X −→ Y y g : Y −→ Z en C entonces F (g ◦C f) =
Fg ◦D Ff .

4) F1X = 1FX .

Definición 1.2.2. SeanC yD categoŕıas decimos que F :C −→
D es un funtor contravariante1 si satisface lo siguiente:

1) Si X está en objC entonces FX esta en objD .

2) Si f : X −→ Y enC entonces Ff : FY −→ FX enD .

3) f : X −→ Y y g : Y −→ Z en C entonces F (g ◦C f) =
Ff ◦D Fg.

4) F1X = 1FX .

Ejemplo 1.2.3.

Se enlistan a continuación algunos ejemplos de funtores:

1) Sea U :Grp −→Set el funtor que olvida es un funtor cova-
riante definido como sigue:

a) Si X está enGrp entonces UX = X,es decir, le quita al
grupo X su estructura y solo deja el conjunto X.

b) Si f : X −→ Y entonces Uf = f , esto es, simplemente nos
quedamos con la función entre los conjuntos X y Y .

2) SeaC una categoŕıa y sea X enobjC fijo. Definimos un funtor

covariante F :C −→Set como sigue:

a) Si Y está enC entonces FY =C (X,Y ).

1Algunos autores le llama cofuntor
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b) Si g : Y −→ Z entonces:

Fg :C (X,Y ) //C (X,Z)

f � // g ◦ f

3) SeaC una categoŕıa y sea Y enobjC fijo. Definimos un funtor

cotravariante G :C −→Set como sigue:

a) Si X esta enC entonces GX =C (X,Y ).

b) Si h : W −→ X entonces:

Gh :C (X,Y ) //C (W,Y )

f � // f ◦ h

4) SeaC una categoŕıa. Definimos al funtor identidad 1 :C −→
C como sigue:

a) Si X esta en objC entonces 1X = X.

b) Si f : X −→ Y entonces 1f = f .

Definición 1.2.4. Dados dos funtores T :B −→C y S :C −→
D , definimos la composición de funtores S ◦ T como sigue:

1) Si X está en objB entonces (S ◦ T )X = S(TX).

2) Sea f : X −→ Y entonces (S ◦ T )f = S(Tf).

Notación. A la composición entre funtores usualmente la denotare-
mos como S ◦ T = ST .

De esta forma podemos ver que la composición de funtores es
asociativa y además para toda categoŕıa tenemos que existe el funtor
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identidad2, el cual se comporta como la identidad en esta composi-
ción.

Por como se definió un funtor cuando se verifica la igualdad de
funtores hay que observar lo siguiente:

1) Que ambos funtores sean covariantes (contravariantes).

2) Que ambos funtores manden objetos iguales en objetos iguales.

3) Que ambos funtores manden morfismos iguales en morfismos
iguales.

por lo que muchas veces es más práctico resumir todo eso en un dia-
grama, por lo que se dirá que un diagrama de funtores es conmutativo
si cumple los incisos anteriores, esto es, dadas categoŕıasC ,D yE
y funtores F :C −→E , G :C −→D y H :D −→E , el
diagrama siguiente conmuta

C F //

G
��

E

D

H

==

si los dos diagramas siguientes conmutan.

X � //
_

��

F (X) = HG(X)

G(X),
*

44

X
f−→ Y � //

_

��

F (X)
F (f)=HG(f)−→ F (Y )

G(X)
G(f)−→ G(Y ).

+

55

2Ejemplo 4.
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1.3. Transformaciónes naturales

Definición 1.3.1. Dados dos funtores covariantes S, T :C −→D ,
definimos una transformación natural τ : S −→ T como sigue:

1) Para cada X en objC existe un morfismo τX : SX −→ TX.

2) Para cualesquiera X,Y en objC y para toda ϕ : X −→ Y se
tiene que el siguiente diagrama conmuta

X

ϕ

��

SX

Sϕ
��

τX // TX

Tϕ
��

Y SY τY
// TY.

(1.6)

Definición 1.3.2. Dados dos funtores contravariantes S, T :C −→
D , definimos una transformación natural σ : S −→ T como
sigue:

1) Para cada X en objC existe un morfismo σX : SX −→ TX.

2) Para cualesquiera X,Y en objC y para toda ψ : X −→ Y se
tiene que el siguiente diagrama conmuta

X

ψ
��

SX
σX // TX

Y SY

Sψ

OO

σY
// TY.

Tψ

OO

(1.7)

Nota. A τX , τY , σX , σY se le llaman las componentes de la transfor-
mación natural τ ó σ segun el caso y esto es para toda X,Y en objC .

Definición 1.3.3. Dada una transformacion natural τ , decimos que
ésta es un isomorfismo natural si cada una de sus componentes
τX es un isomorfismo.
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Dadas dos categoŕıasC yD , podemos considerar tres funtores
entre ellas R,S, T :C −→D . Ahora, consideremos dos transfor-
maciones naturales, σ : R −→ S y τ : S −→ T . Nos podemos pregun-
tar si podemos de alguna forma componer dichas transformaciones
naturales.

Definición 1.3.4. Sean σ : R −→ S y τ : S −→ T transforma-
ciones naturales. Definimos la composición de σ con τ como la
transformación natural τ ◦ σ : R −→ T siguiente:

1) Para cada X en objC existe una componente (τ ◦ σ)X :=
(τX◦σX), esto es, componemos las componentes de ambas trans-
formaciones naturales.

2) Para cualesquiera X,Y en objC y para todo morfismo ϕ :
X −→ Y se tiene que el diagrama

X

ϕ

��

RX

Rϕ
��

σX //

(τ◦σ)X

��
SX

Tϕ
��

τX // TX

Tϕ
��

Y RY σY
//

(τ◦σ)Y

JJSY τY
// TY

(1.8)

conmuta.

Nota. Que el diagrama conmute se debe a la naturalidad de σ y τ .

Por como se definió la composición entre transformaciones natu-
rales, tenemos también que dicha composición es asociativa. Más aun
para cada funtor T existe la transformación natural 1T : T −→ T
cuyos componentes son (1T )X = 1TX para toda X.

Definición 1.3.5. Dadas dos categoŕıas pequeñasC yD , defini-

mos una nueva categoŕıaC
D

, llamada la categoŕıa de funtores,
de la siguiente forma:
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1) Los objC
D

son todos los funtores covariantes (contravarian-

tes) F :C −→D .

2) Dados F,G en objC
D

los morfismos entre los funtores

C
D

(F,G) son las transformaciones naturales entre F y G.

3) La ley de composición es la definida en 1.3.4.

Notación. A los morfismos de esta categoŕıa usualmente se les deno-
tan como Nat(F,G).

1.4. Conjuntos de morfismos

Recordemos dos funtores dados en el ejemplo 1.2.3, los cuales
serán usados frecuentemente durante todo este texto.

Definición 1.4.1. SeaC una categoŕıa y sea X en objC fijo, de-

finimos al funtor covarianteC (X, ) :C −→Set como sigue:

1) Si Y está enC entoncesC (X, )Y =C (X,Y ).

2) Si g : Y −→ Z entoncesC (X, )g =C (X, g) dado por

C (X, g) :C (X,Y ) //C (X,Z)

f � // g ◦ f

Nota. Si el contexto es claro, se puede omitir el objeto X y enton-
ces simplemente escribimos g∗ en vez de C (X, g), esto es, g∗f :=
C (X, g)(f) = g ◦ f .

Definición 1.4.2. SeaC una categoŕıa y sea Y en objC fijo, defi-

nimos al funtor contravarianteC ( , Y ) :C −→Set como sigue:

1) Si X está enC entoncesC ( , Y )X =C (X,Y ).
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2) Si h : W −→ X entoncesC ( , Y )h =C (h, Y ) está dado por:

C (h, Y ) :C (X,Y ) //C (W,Y )

f � // f ◦ h

Nota. Si el contexto es claro, se puede omitir el objeto Y y en-
tonces simplemente escribimos h∗ en vez de C (h, Y ), i.e., h∗f :=
C (h, Y ) = f ◦ h.

Los conjuntos de morfismos son un importante ejemplo de funto-
res covariantes y contravariantes.

Además, dadas g : X −→ X ′ y k : Y −→ Y ′ se tiene que el
siguiente diagrama

C (X ′, Y )
g∗ //

k∗
��

C (X,Y )

k∗
��

C (X ′, Y ′)
g∗
//C (X,Y ′)

(1.9)

es conmutativo.
Estos funtores juegan un papel importante en la teoŕıa de cate-

goŕıas, como lo veremos más adelante en el caṕıtulo 2.

1.5. Producto de categoŕıas

Definición 1.5.1. Dadas dos categoŕıasC yD podemos construir
una nueva categoŕıaC ×D llamada el producto deC yD como
sigue:

1) Los obj (C ×D ) los denotamos como un par < X,Y > donde

X está en objC y Y esta en objD .

2) Los morfismos deC ×D los denotamos como un par:

< f, g > : < X,Y > // < X ′, Y ′ >,
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donde f : X −→ X ′ y g : Y −→ Y ′.

3) La regla de composición entre dos morfismos:

< X,Y >
<f,g>// < X ′, Y ′ >

<f ′,g′>// < X
′′
, Y
′′
>,

está dada en términos de la composición en C y D como
sigue:

< f ′, g′ > ◦ < f, g >=< f ′ ◦ f, g′ ◦ g >,

donde la composición del lado izquierdo es la deC ×D , mien-
tras que las composiciones del lado derecho son deC yD
respectivamente.

4) EL morifsmo identidad está dado por 1<X,Y > =< 1X , 1Y >.

Dadas dos categoŕıas siempre podemos obtener su producto. A
continuación definimos dos funtores que conciernen al producto de
categoŕıas.

Definición 1.5.2. Dado el producto de dos categoŕıasC ×D de-
finimos dos funtores covariantes P y Q llamados la proyección en
C yD respectivamente, de la siguiente forma:

1) Dado < X,Y > en obj (C ×D ) definimos

C C ×DPoo Q //D

con la regla de correspondencia

X < X,Y >�oo � // Y (1.10)

2) Dado < f, g >:< X,Y >−→< X ′, Y ′ > definimos

P < f, g >= f, Q < f, g >= g

Los funtores proyección tiene la siguiente



1.5. Producto de categoŕıas 19

Propiedad Universal (Proyección).

Dada una categoŕıaB y dos funtores:

C BRoo T //D

existe un único funtor F : B −→C ×D que hace conmutar al
siguiente diagrama:

B
R

zz

T

$$
∃!F
��

C C ×D
P
oo

Q
//D .

(1.11)

Definición 1.5.3. Dados dos funtores U :C−→C ′
y V :D−→D ′

podemos definir un funtor producto U × V :C ×D−→C ′×D ′
de

la siguiente forma:

1) Dados C,D en obj (C ×D ) se define

U × V :C ×D //C
′ ×D ′

como

< C,D > � // < UC, V D >

(1.12)

2) Dadas f ∈C (W,X) y g ∈D (Y,Z) se tiene que:

(U × V ) < f, g >=< Uf, V g >

El funtor producto tiene la siguiente

Propiedad Universal (Funtor Producto).
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Dados dos funtores U :C−→C ′
y V :D−→D ′

, existe un único
funtor U × V tal que hace al siguiente diagrama:

C

U
��

C ×DPoo Q //

∃!U×V
��

D

V
��

C
′

C
′×D ′

P ′
oo

Q′
//D

′
(1.13)

conmutar, donde P,Q, P ′, Q′ son las proyecciones respectivas.

Nota. Funtores de un producto de categoŕıas a otra categoŕıa cual-
quiera, i.e., S :C ×D −→B se lé llaman bifuntores (enC y
D ). Además, si se fija uno de los objetos, entonces el bifuntor se
vuelve un funtor y el bifuntor queda definido completamente por esos
dos funtores.

Nota. Para construir el producto de dos funtores no es necesario que
ambos sean covariantes (o contravariantes), como lo muestra el ejem-
plo siguiente.

Para eso, necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.5.4. SeanB ,C yD categoŕıas y para cualesquiera B y
C, objetos enB yC respectivamente, sean

FC :B −→D y GB :C −→D

funtores tales que FC(B) = GB(C). Entonces existe un bifuntor S :
B ×C −→D tal que S( , C) = FC , para toda C enC , S(B, ) =
GB, para toda B en B , y para cualesquiera par de morfismos f :
B1 −→ B2 y g : C1 −→ C2 se tiene que

GB2g ◦ FC1f = FC2f ◦GB1g

además la igualdad dada anteriormente es el morfismo S(f, g) en
D .

Demostración.
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Sabemos que S( , C) = FC para toda C enC y S(B, ) = GB
para toda B enB , de aqúı que al aplicar el funtor S a la siguiente
igualdad

< 1B2 , g > ◦ < f, 1C1 > =< 1B2 ◦ f, g ◦ 1C1 >=< f, g >

=< f ◦ 1B1 , 1C2 ◦ g >
=< f, 1C2 > ◦ < 1B1 , g >

se tiene que S(1B2 , g)S(f, 1C1) = S(f, 1C2)S(1B1 , g), en un diagrama
conmutativo se ve de la siguiente forma

S(B1, C1)
S(1B1

,g)
//

S(f,1C1
)

��

S(B1, C2)

S(f,1C2
)

��
S(B2, C1)

S(1B2
,g)
// S(B2, C2)

en otras palabras se tiene que S(B2, g)S(f, C1) = S(f, C2)S(B1, g) ,
por ende GB2g ◦ FC1f = FC2f ◦GB1g.

Ejemplo 1.5.5.

Un ejemplo común de un bifuntor es el funtor Hom, esto es, dada
una categoŕıaC tenemos un bifuntor definido de la siguiente forma:

C ( , ) :C ×C //Set

< X,Y > � //C (X,Y )

< f, g > � //C (f, g)

por la conmutatividad del diagrama (1.9) y el lema 1.5.4 se tie-
ne que C (f, g) queda definido por el valor de la igualdad de
C (X2, g)C (f, Y1) =C (f, Y2)C (X1, g).
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Pero si se fija la primer entrada, es decir, X fijo, obtenemos un
funtor covariante:

C (X, ) :C ×C //Set

Y � //C (X,Y )

g � //C (X, g)

Y ahora si se fija la segunda entrada, esto es, dado Y fijo, obtenemos
un funtor contravariante:

C ( , Y ) :C ×C //Set

X � //C (X,Y )

f � //C (f, Y )

Dado que el producto de dos categoŕıas es otra categoŕıa, esto
significa que podemos formar el producto no sólo de dos, sino de
tres o más categoŕıas para formar una nueva, procedemos de manera
análoga al producto de dos.

1.6. Cuadrados cartesianos y cocartesianos

1.6.1. Cuadrados cartesianos

Definición 1.6.1. En una categoŕıaC , dado el siguiente diagrama:

Y

g

��
X

f
// Z,
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decimos que la categoŕıaC tiene cuadrado cartesiano, si pode-
mos completar el diagrama de forma que se vuelva un diagrama

W

α
��

β // Y

g

��
X

f
// Z

conmutativo. A los morfismos α y β con el objeto W se les llama so-
lución . La solución del diagrama debe cumplir la siguiente propiedad
universal:

Propiedad Universal (cuadrado cartesiano).

Dado un diagrama de cuadrado cartesiano y otra solución al dia-
grama

W

α

��

β // Y

g

��

W ′

α′
��

β′ // Y

g

��
X

f
// Z, X

f
// Z

donde el diagrama del lado izquierdo es el cuadrado cartesiano y el
diagrama del lado derecho es otra solución, entonces existe un único
morfismo h : W ′ −→W tal que el siguiente diagrama

W ′

∃!h

!!

α′

��

β′

##
W

α
��

β // Y

g

��
X

f
// Z

(1.14)

conmuta.

Notación. Debido a la propiedad universal del cuadrado cartesiano,
tenemos que cuando exista, éste sera único salvo isomorfismos. Por
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ello cuando un diagrama

Y

g

��
X

f
// Z

tenga cuadrado cartesiano, al objeto lo denotaremos como X ×Z Y 3.
A los cuadrados cartesianos también se les conoce como pulback.

Definición 1.6.2. Dada una categoŕıaC , decimos que tiene cua-
drado débilmente cartesiano si la solución al diagrama de cua-
drado cartesiano no es única.

Nota. Dado que la solución de un cuadrado cartesiano débil no es
única, dos soluciones al mismo diagrama no necesariamente serán
isomorfas y por ende no se podrá usar la misma notación del cuadrado
cartesiano en un cuadrado cartesiano débil.

Ejemplo 1.6.3.
Consideremos la categoŕıaSet . Entonces dado un diagrama

Y

g

��
X

f
// Z

tenemos que en esta categoŕıa el cuadrado cartesiano siempre existe
y está dado por X ×Z Y = {(x, y) ∈ X × Y |f(x) = g(y)}, junto con
las proyecciones πX : X ×Z Y −→ X y πY : X ×Z Y −→ Y .

X ×Z Y
πX
��

πY // Y

g

��
X

f
// Z.

3Esta notación quedará más clara en la sección 2.5.
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Se verifica que X×ZY cumple la propiedad universal del cuadrado
cartesiano. En efecto, dado un conjuntoW y dos morfismos α : W −→
X y β : W −→ Y tales que

W

α

  

β

&&
X ×Z Y
πX
��

πY // Y

g

��
X

f
// Z,

el diagrama conmuta. Luego, se define la función h : W −→ X ×Z Y
como h(w) = (α(w), β(w)) y se verifica inmediatamente que h es tal
que πX ◦ h = α y πY ◦ h = β. Además, se sigue que si existe otra
h′ : W −→ X×Z Y tal que πX ◦h′ = α y πY ◦h′ = β entonces h′ = h.
Por lo que tal h es única. Con lo que se verifica el ejemplo.

Definición 1.6.4. Dado un funtor F :C −→D , ya sea covariante
o contravariante, decimos que F conserva los cuadrados carte-
sianos si cada vez que se tenga un diagrama de cuadrado cartesiano
enC :

W

α
��

β // Y

g

��
X

f
// Z

se tiene otro diagrama de cuadrado cartesiano enD :

FW

Fα
��

Fβ // FY

Fg
��

FZ

Fg
��

Ff // FX

Fα
��

FX
Ff
// FZ FY

Fβ
// FW

El diagrama de la izquierda corresponde a un funtor F covariante y
el diagrama de la derecha a un funtor F contravariante.
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1.6.2. Cuadrado cocartesiano

Definición 1.6.5. En una categoŕıaC , dado el siguiente diagrama:

W

f
��

g // Y

X,

decimos que la categoŕıaC tiene cuadrado cocartesiano si po-
demos completar el diagrama de forma que se obtenga un diagrama
conmutativo

W

f
��

g // Y

β
��

X α
// Z,

a los morfismos α y β con el objeto Z se le llama solución . El
cuadrado cocartesiano de una categoŕıa debe cumplir la siguiente
propiedad universal:

Propiedad Universal (cuadrado cocartesiano).

Dado un diagrama de cuadrado cocartesiano y otra solución al
diagrama

W

f
��

g // Y

β
��

W

f
��

g // Y

β′
��

X α
// Z, X

α′
// Z ′

donde el diagrama del lado izquierdo es el cuadrado cocartesiano y el
del lado derecho es la otra solución, entonces existe un único morfismo
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h : Z −→ Z ′ tal que el siguiente diagrama

W

f
��

g // Y

β

�� β′

��

X α
//

α′ ++

Z

∃!h   
Z ′

(1.15)

conmuta.

Notación. Debido a la propiedad universal del cuadrado cocartesiano,
tenemos que cuando exista éste, será único salvo isomorfismos.Por ello
cuando un diagrama

W

f
��

g // Y

X

tenga cuadrado cocartesiano, único salvo isomorfismo, al objeto lo
denotaremos como X qW Y 4. A los cuadrados cocartesianos también
se les llama cuadrado de pushout.

Definición 1.6.6. Dada una categoŕıaC , decimos que tiene cua-
drado débilmente cocartesiano si la solución al diagrama de cua-
drado cocartesiano no es única.

Nota. Dado que la solución de un cuadrado cocartesiano débil no
es única dos soluciones al mismo diagrama no necesariamente serán
isomorfas . Por lo anterior, no se podrá usar la misma notación del
cuadrado cocartesiano en un cuadrado cocartesiano débil.

Ejemplo 1.6.7.
Consideremos la categoŕıaSet . Entonces dado un diagrama

W
g //

f
��

Y

X,

4Esta notación quedara más claro en la sección 2.5.
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se propone como solución al diagrama el siguiente conjunto XqW Y =
(X q Y )/{f(w) ∼ g(w)}, donde X q Y es la unión ajena de los
conjuntos X y Y . Esto es, se define una relación de equivalencia en
X q Y como sigue, dados z1, z2 ∈ X q Y se dice que

z1 ∼ z2 si y sólo si z1 = z2 con z1, z2 ∈ X ó z1, z2 ∈ Y,
z1 ∼ z2 si y sólo si ∃w ∈W tal que f(w) = zi y g(w) = zj

con zi ∈ X y zj ∈ Y, tales que i, j = 1, 2 e i 6= j,

junto con los morfismos α : X −→ X qW Y dado por α(x) = [x] y
β : Y −→ X qW Y dado por β(y) = [y],

W
g //

f

��

Y

β

��
X α

// X qW Y.

Se verifica que el conjunto XqW Y satisface la propiedad universal
del cuadrado cocartesiano. En efecto, dada otra solución al diagrama,
se tiene el diagrama conmutativo

W
g //

f

��

Y

β

�� β′

��

X

α′ ,,

α
// X qW Y

W ′.

Se define la función h : X qW Y −→W ′ como

h([z]) =

{
α′(z) si z ∈ X,
β′(z) si z ∈ Y,

y dicha función no depende del representante. En efecto, dados
z1, z2 ∈ X q Y tales que [z1] = [z2] en X qW Y . Pero por como
se definió la relación de equivalencia se tiene que si z1, z2 ∈ X o
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z1, z2 ∈ Y , se sigue que h([z1]) = h([z2]). Ahora, sin pérdida de
generalidad se considera que z1 ∈ X y z2 ∈ Y , por lo que existe
w ∈ W tal que f(w) = z1 y g(w) = z2, pero por la conmutativi-
dad del diagrama anterior se tiene que α′ ◦ f = β′ ◦ g por lo que
h([z1]) = α′(f(w)) = β′(g(w)) = h([z2]). Por lo que la función h no
depende del representante.

Se verifica inmediatamente que h ◦ α = α′ y h ◦ β = β′. Por
último, suponiendo que existe otra función h′ : X qW Y −→ W ′ tal
que h′ ◦ α = α′ y h′ ◦ β = β′, por como está definido h se tiene que
h = h′. Con lo que se prueba la afirmación.

Definición 1.6.8. Dado un funtor F :C −→D , ya sea covariante
o contravariante, decimos que F conserva cuadrados cocartesia-
nos si cada vez que se tenga un diagrama de cuadrado cocartesiano
enC :

W

f
��

g // Y

β
��

X α
// Z

se tiene otro diagrama de cuadrado cocartesiano enD :

FW

Ff
��

Fg // FY

Fβ
��

FZ
Fα //

Fβ
��

FX

Ff
��

FX
Fα
// FZ, FY

Fg
// FW

en donde el diagrama de la izquierda corresponde a F covariante y el
de la derecha a F contravariante.

1.7. Categoŕıas cocientes

Recordemos que en la definición de categoŕıa se pidió que los
morfismos de X en Y en una categoŕıa C fuera un conjunto, es
decir,C (X,Y ) es un conjunto, y en los conjuntos es posible definir
relaciones de equivalencia, las cuales nos inducen una partición del
mismo. Con esta idea procedemos a definir lo siguiente.
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Definición 1.7.1. Dados X,Y en objC decimos que una relación de

equivalencia 'X,Y enC (X,Y ) es compatible con la composición
si dados f, f ′ : X −→ Y , para todo morfismo g : W −→ X y todo
morfismo h : Y −→ Z tales que f 'X,Y f ′ entonces se debe dar que
f ◦ g 'W,Y f ′ ◦ g y h ◦ f 'X,Z h ◦ f ′.

Definición 1.7.2. Decimos que una categoŕıa C tiene una rela-
ción de equivalencia ' si para cada X,Y en objC existe una

relación de equivalencia 'X,Y enC (X,Y ) que es compatible con la
composición.

Notación. Dado que pedimos que cada relación de equivalencia sea
compatible con la composición, entonces escribiremos f ' f ′ en vez
de f 'X,Y f ′.

Definición 1.7.3. Dada una categoŕıaC con relación de equiva-
lencia ', definimos a la categoŕıa cociente πC como sigue:

1) Los obj πC ! son los mismos de objC .

2) πC (X,Y ) =C (X,Y )/ '.

3) La composición en πC esta heredada por la composición en
C , i.e., dadas dos clases de equivalencias [f ], [g] : X −→ Y , se
define su composición como:

[f ] ◦′ [g] = [f ◦ g],

donde la composición ◦′ es la de πC y la composición ◦ es la
deC .

Nota. La composición definida anteriormente está bien definida ya
que se pide que la relación de equivalencia sea compatible con la
composición enC .

Definición 1.7.4. Dada una categoŕıaC con relación de equiva-
lencia ', definimos al funtor proyección como sigue:

π :C //πC
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1) Si X esta en objC entonces π(X) = X.

2) Si f : X −→ Y enC entonces π(f) = [f ]', esto es, la clase de
equivalencia de f .

Por como se definió el funtor proyección, se tiene que es un funtor
covariante.

Además el funtor proyección tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Funtor proyección).
Dadas dos categoŕıasC yD , un funtor covariante ρ :C −→

D y una relación de equivalencia ' enC , se tiene que existe una
única ρ :πC −→D tal que hace conmutar al siguiente diagrama:

C
ρ //

π

��

D

πC .

∃!ρ

<<

(1.16)

1.8. Funtores adjuntos

El concepto de adjunción fue presentado por Daniel Marinus Kan5

y en un principio surgió como una necesidad del álgebra homológica.

Definición 1.8.1. SeanC yD dos categoŕıas. Una adjunción
de C a D es un tercia, < F,G, φ >:C −→D , donde F y G
son funtores tales que:

C
F //D
G
oo

y φ :D (F , ) −→C ( , G ) es un isomorfismo natural, en otras pa-
labras, φ cumple con que φX :D (FX, ) −→C (X,G ) es un iso-
morfismo natural para todo de X enobjC y que φY :D (F , Y ) −→
C ( , GY ) es un isomorfismo natural para todo Y en objD . Decimos
que F es adjunto izquierdo de G y que G es adjunto derecho
de F y a φ se le llama la adjunción de F a G.

5Matemático especializado en el área de la teoŕıa de homotoṕıa, recibió su
Ph.D. en la universidad de Hebrea bajo la dirección de Samuel Eilenberg.
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Observación. El que φ sea un isomorfismo natural para X y Y , sim-
plemente significa que para cualesquiera h : X −→ X ′ y k : Y −→ Y ′,
se tiene que los siguientes diagramas:

X

h

��

D (FX, Y )
φX,Y //C (X,GY )

X ′ D (FX ′, Y )

(Fh)∗
OO

φX′,Y
//C (X ′, GY )

h∗

OO

(1.17a)

Y

k

��

D (FX, Y )
φX,Y //

k∗
��

C (X,GY )

(Gk)∗
��

Y ′ D (FX, Y ′)
φX,Y ′

//C (X,GY ′)

(1.17b)

conmutan.

Notación. Si F es adjunto izquierdo deG (o bienG es adjunto derecho
de F ), lo denotaremos por φ : F a G, donde φ es la adjunción de F
a G.

Ejemplo 1.8.2.
Consideremos las categoŕıasTop ySet , y los siguientes funtores:

1) F :Set −→Top a cada conjunto le asigna la topoloǵıa discre-
ta6 y los morfismos los deja igual.

2) G :Top −→Set a cada espacio topológico le asigna su propio
conjunto7 y los morfismos los deja igual.

3) H :Set −→Top a cada conjunto le asigna la topoloǵıa indis-
creta8 y los morfismos los deja igual.

Entonces se definen los siguientes isomorfismos naturales:

6Todo subconjunto del espacio topológico es abierto.
7Deja el conjunto tal cual, simplemente olvida la estructura topológica.
8Los únicos conjuntos abiertos son el total y el ∅.
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a) Sea ϕ como sigue:

ϕX,Y :Top (FX, Y ) //Set (X,GY )

FX = X
fTop−→ Y � // X

fSet−→ GY = Y

donde fTop es una función continua entre dos espacios to-

pológicos y X tiene la topoloǵıa discreta y fSet es la misma
asignación entre los conjuntos X y Y , pero sin considerar
la continuidad. Aqúı ϕ es biyectiva, ya que toda función
que sale de un espacio discreto es continua.

b) Sea ψ como sigue:

ψY,Z :Set (GY,Z) //Top (Y,HZ)

GY = Y
gSet−→ Z � // Y

gTop−→ HZ = Z

donde gSet es simplemente una función entre conjuntos
donde Y no tiene topoloǵıa y gTop es la misma asignación

entre los conjuntos Y y Z, pero al considerar su topoloǵıa
se ve que es continua, ya que Z tiene la topoloǵıa indis-
creta. Aqúı ψ es biyectiva, ya que toda función que llega
a un espacio indiscreto es continua.

Ahora falta verificar que tanto ϕ como ψ cumplen la condición de
naturalidad dada por los diagramas (1.17a) y (1.17b).

Para φ, se tiene que dado un morfismo h : X −→ X ′ enSet .

f ′
Top
◦ (Fh) = f ′

Top
◦ hTop

� φX,Y // f ′
Set
◦ h

f ′
Top

_
(Fh)∗

OO

�
φX′,Y

// f ′
Set

_
h∗

OO
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Dado k : Y −→ Y ′ morfismo enTop .

fTop
� φX,Y //

_

k∗
��

fSet_

(Gk)∗
��

k ◦ fTop
�
φX,Y ′

// kSet ◦ fSet = (Gk) ◦ fSet

Ahora, para ψ, se tiene que dado k : Y −→ Y ′ morfismo enTop .

g′
Set
◦ (Gk) = g′

Set
◦ kSet

� ψY,Z // g′
Top
◦ k

g′
Set

_
(Gk)∗

OO

�
ψY ′,Z

// g′
Top

_
k∗

OO

Dado l : Z −→ Z ′ morfismo enSet .

gSet
� ψY,Z //

_

l∗
��

gTop
_

(Hl)∗
��

l ◦ gSet
�
ψY,Z′

// lTop ◦ gTop = (Hl) ◦ gTop

Entonces como los diagramas anteriores conmutan, se tiene que ϕ :
F a G y ψ : G a H, esto es, G es adjunto derecho de F y G es
adjunto izquierdo de H.

En el caso de que un funtor tenga varios adjuntos izquierdos (resp.
derechos) estos serán naturalmente isomorfos. Para demostrar este
resultado, primero necesitamos hacer algunas consideraciones previas.

Consideremos los diagramas (1.17a) y (1.17b), en el caso parti-
cular donde FX = Y , entonces existe el morfismo identidad 1FX :
FX −→ FX por lo que podemos aplicarle el isomorfismo natural
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φX,FX(1FX) : X −→ GFX. Ahora consideramos el siguiente diagra-
ma:

X

h
��

X

h
��

φX,FX(1FX)
// GFX

GFh
��

X ′ X ′
φX′,FX′ (1FX′ )

// GFX ′

el cual es conmutativo, ya que:

GFh ◦ φX,FX(1FX)
(i)
=φX,FX′(Fh ◦ 1FX)

=φX,FX′(1FX′ ◦ Fh)
(ii)
= φX′,FX′(1FX′) ◦ h

donde (i) y (ii) están dadas por la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

D (FX,FX)
(Fh)∗ //

φX,FX
��

D (FX,FX ′)

φX,FX′
��

D (FX ′, FX ′)
(Fh)∗oo

φX′,FX′
��

C (X,GFX)
(GFh)∗

//C (X,GFX ′) C (X ′, GFX ′)
h∗
oo

donde el diagrama de la izquierda está dado por el diagrama (1.17b)
y el diagrama de la derecha está dado por el diagrama (1.17a).

Análogamente si se considera el caso donde X = GY , entonces
existe el morfismo identidad 1GY : GY −→ GY por lo que podemos
aplicarle el isomorfismo natural φ−1

GY,Y (1GY ) : FGY −→ Y , ahora
consideramos el siguiente diagrama:

Y

k
��

FGY

FGk
��

φ−1
GY,Y (1GY )

// Y

k
��

Y ′ FGY ′
φ−1
GY ′,Y ′ (1GY ′ )

// Y ′
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el cual es conmutativo, ya que:

φ−1
GY ′,Y ′(1GY ′) ◦ FGk

(i)
=φ−1

GY,Y ′(1GY ′ ◦Gk)

=φ−1
GY,Y ′(Gk ◦ 1GY )

(ii)
= k ◦ φ−1

GY,Y (1GY )

donde (i) y (ii) están dadas por la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

C (GY,GY )
(Gk)∗ //

φ−1
GY,Y

��

C (GY,GY ′)

φ−1
GY,Y ′
��

C (GY ′, GY ′)
(Gk)∗oo

φ−1
GY ′,Y ′
��

D (FGY, Y )
k∗
//D (FGY, Y ′) D (FGY ′, Y ′)

(FGk)∗
oo

donde el diagrama de la izquierda esta dado por el diagrama (1.17b)
y el diagrama de la derecha esta dado por el diagrama (1.17a).

Definición 1.8.3. Dados φ : F a G, definimos:

1) La unidad como la transformación natural ηX = φX,FX(1FX),

para toda X en objC .

2) La counidad como la transformación natural εY = φ−1
GY,Y (1GY ),

para toda Y en objD .

Teorema 1.8.4. Dados dos funtores adjuntos φ : F a G, se tiene
que:

1) Dada f : X −→ Y morfismo, se tiene que φX,Y (f) = Gf ◦ ηX .

2) Dada g : Y −→ Z morfismo, se tiene que φ−1
Z,Y (g) = εY ◦ Fg.

Demostración.

1) Para demostrar el primer inciso, consideramos el siguiente dia-
grama conmutativo:

X

f

��

D (FX,FX)
φX,FX //

f∗
��

C (X,GFX)

(Gf)∗
��

Y D (FX, Y )
φX,Y

//C (X,GY )
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ya que φ es una equivalencia natural. Por lo que se tiene que:

φX,Y (f) = φX,Y (f ◦ 1FX) = Gf ◦ φX,FX(1FX) = Gf ◦ ηX

2) Para demostrar el segundo inciso, consideramos el siguiente dia-
grama conmutativo:

Y

g

��

C (GY,GY )
φ−1
GY,Y //

g∗
��

D (FGY, Y )

(Fg)∗

��
Z C (Z,GY )

φ−1
Z,Y

//D (FZ, Y )

ya que φ−1 es equivalencia natural. Por lo que se tiene que:

φ−1
Z,Y (g) = φ−1

Z,Y (1GY ◦ g) = φ−1
GY,Y (1GY ) ◦ Fg = εY ◦ Fg

Corolario 1.8.5. Dados dos funtores adjuntos φ : F a G, se tiene
que las siguientes composiciones:

G
ηG // GFG

Gε // G F
Fη // FGF

εF // F

son las identidades en G y F respectivamente.

Demostración.
Simplemente se observa que si X=GY y Y=FX, entonces se tiene

que:

1GY =φ ◦ φ−1(1GY ) = φ(εY )
(i)
= GεY ◦ ηGY

1FX =φ−1 ◦ φ(1FX) = φ−1(ηX)
(ii)
= εFX ◦ FηX

donde la igualdad en (i) esta dada por la igualdad en el inciso (1) del
teorema anterior y la igualdad en (ii) esta dada por la igualdad en
(2) del teorema anterior.
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Ahora, ya estamos en condiciones del demostrar los siguientes teo-
remas que aseguran la unicidad (salvo isomorfismos) de los funtores
adjuntos.

Teorema 1.8.6. Dados funtores F, F ′ :C −→D y G :D −→
C tales que φ : F a G y φ′ : F ′ a G entonces se tiene que existe un
isomorfismo natural ϕ : F −→ F ′.

Demostración.
Se tiene que existen ηX : X −→ GFX y η′X : X −→ GF ′X trans-

formaciones naturales, las cuales son las unidades de los isomorfismos
naturales φ y φ′ respectivamente. Ademas se definen los morfismos
ϕX y ψX de la siguiente manera:

FX

∃!ϕX
��

X
ηX //

η′X ""

GFX

GϕX
��

F ′X GF ′X

(1.18a)

Existe una única ϕX tal que hace conmutar el diagrama, para toda
X. Y esta bien definida ya que φ es isomorfismo natural, por lo que
se tiene que φX,F ′X(ϕX) = η′X

F ′X

∃!ψX
��

X
η′X //

ηX ##

GF ′X

GψX
��

FX GFX

(1.18b)

Existe una única ψX tal que hace conmutar el diagrama, para toda
X. Y esta bien definida ya que φ′ es isomorfismo natural, por lo que
se tiene que φ′X,FX(ψX) = ηX . Ahora se verifica que ϕX y ψX son
isomorfismos para toda X.

φX,FX(ψX ◦ ϕX)
(i)
= G(ψX ◦ ϕX) ◦ ηX = GψX ◦GϕX ◦ ηX
(ii)
= GψX ◦ η′X

(iii)
= ηX

φ′X,F ′X(ϕX ◦ ψX)
(i)
= G(ϕX ◦ ψX) ◦ η′X = GϕX ◦GψX ◦ η′X
(iii)
= GϕX ◦ ηX

(ii)
= η′X
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Donde las igualdades indicadas con (i) están dadas por el teorema
1.8.4, las igualdades indicadas con (ii) están dadas por el diagrama
(1.18a) y las igualdades indicadas con (iii) están dadas por el diagra-
ma (1.18b). Pero por la definición 1.8.3, se sabe que:

φX,FX(1FX) = ηX φ′X,F ′X(1F ′X) = η′X

Y nuevamente por ser φ y φ′ isomorfismos, se tiene que:

ψX ◦ ϕX = 1FX ϕX ◦ ψX = 1F ′X

Ahora, solo falta verificar que ϕ : F −→ F ′ es transformación natural
i.e. hay que verificar que el siguiente diagrama:

X

f

��

FX
ϕX //

Ff

��

F ′

F ′f
��

Y FY ϕY
// F ′Y

conmuta, para cualesquiera X,Y enobjC y todo morfismo f : X −→
Y . Para eso, dada la naturalidad de φ−1 se consideran los siguiente
diagramas conmutativos.

X

f

��

C (X,GF ′X)
φ−1
X,F ′X //

(GF ′f)∗
��

D (FX,F ′X)

(Ff)∗
��

Y C (X,GF ′Y )
φ−1
X,F ′Y

//D (FX,F ′Y )

(1.19a)

X

f

��

C (X,GF ′Y )
φ−1
X,F ′Y //D (FX,F ′Y )

Y C (Y,GF ′Y )

f∗

OO

φ−1
Y,F ′Y

//D (FY, F ′Y )

(Ff)∗
OO

(1.19b)
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Entonces de ambos diagramas se obtienen las siguientes igualdades:

F ′f ◦ ϕX
(i)
= φ−1

X,F ′Y (GF ′f ◦ η′X) ϕY ◦ Ff
(ii)
= φ−1

X,F ′Y (η′Y ◦ f)

donde la igualdad indicada con (i) esta dada por el diagrama (1.19a) y
la igualdad indicada con (ii) esta dada por el diagrama (1.19b) .Pero
η′ es una transformación natural, entonces se tiene que el siguiente
diagrama:

X

f

��

X

f

��

η′X // GF ′X

GF ′f
��

Y Y
η′Y

// GF ′Y

es conmutativo. Por lo que se tiene que GF ′f ◦η′X = η′Y ◦f . Entonces
esto implica que F ′f ◦ ϕX = ϕY ◦ Ff , para cualesquiera X,Y en
objC y todo morfismo f : X −→ Y .

Análogo si los funtores son contravariantes.

Análogo al teorema anterior esta el siguiente teorema, cuya de-
mostración no se da, por ser análoga a la anterior, la diferencia es
que se usan las transformaciones naturales εY y ε′Y la cuales son las
counidades de los isomorfismos naturales φ y φ′ respectivamente.

Teorema 1.8.7. Dados funtores F :C −→D y G,G′ :D −→
C tales que φ : F a G y φ′ : F a G′ entonces se tiene que existe un
isomorfismo natural ϕ : G −→ G′.

�



Caṕıtulo 2

Objetos universales

Si consideramos la categoŕıaGrp , sus objetos son grupos, mien-

tras que si consideramos una categoŕıa cualquiera C no podemos
decir si sus objetos son grupos, por el simple hecho de que sus ob-
jetos podŕıan no ser conjuntos. El objetivo de este caṕıtulo es poder
decir cuándo a un objeto X en objC le podemos asignar una estruc-
tura de grupo.

Por ejemplo, si G esta en objGrp , se tiene definida una operación
llamada “producto”, tal que si a, b ∈ G entonces a ∗ b ∈ G. Nuestro
problema con el objeto X en objC es que como no necesariamente
es un conjunto, no podemos hablar de elementos en X y por tanto
tal definición de “producto” no es factible en nuestro caso. Para eso
observamos que el producto ∗ lo podemos ver como morfismo

∗ : G×G // G

En la sección 2.4 resolveremos el problema de saber cuándo una
categoŕıa tiene algo semejante a un producto de conjuntos (G ×G),
con lo cual ya podremos dar un paso más hacia nuestro objetivo.

La asociatividad del producto ∗, descrita en términos de nuestros
elementos la podemos ver como a∗ (b∗c) = (a∗b)∗c, pero no es claro
cómo extender esta definición a cualquier categoŕıa. Sin embargo,
podemos observar el siguiente diagrama:

41
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G×G×G ∗×1G //

1G×∗
��

G×G
∗
��

G×G ∗
// G.

Entonces la asociatividad de ∗ es simplemente pedir que el dia-
grama anterior conmute. Lo cual en una categoŕıa cualquiera es más
factible pedir.

Estos y otros problemas por el estilo los solventaremos en este
caṕıtulo y al final, en la sección 2.6, usaremos todo lo desarrollado
hasta el momento para hablar de unC−grupo cuya estructura se la
heredará al conjuntoC (X,Y ) el cual será de grupo.

2.1. Representabilidad

Definición 2.1.1. SeaC una categoŕıa y sea F :C −→Set un
funtor covariante, decimos que F es representable si existe K en
objC tal que para toda X en objC , existe un isomorfismo natural:

C (K,X)
τX // FX. (2.1)

A K lo llamamos objeto universal de F

Definición 2.1.2. Sea C una categoŕıa y sea F : C −→ Set
un funtor contravariante, decimos que F es representable si existe
K en objC tal que para toda X en objC , existe un isomorfismo
natural:

C (X,K)
τX // FX (2.2)

A K lo llamamos objeto universal de F

Teorema 2.1.3. Sea C una categoria y sea F : C −→ Set
un funtor covariante (o contravariante) representable y sean K1,K2

objetos universales de F . Entonces K1 es isomorfo a K2.
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Demostración.
Caso 1) Si F es covariante y representable con objetos univer-

sales K1 y K2, se tiene que para toda X en objC existen τX y σX
isomorfismos naturales:

C (K1, X)
τX // FX C (K2, X)

σX // FX

En particular se tiene que existen los siguientes morfismos.

C (K1,K1)
τK1 // FK1, C (K2,K2)

σK2 // FK2,

C (K1,K2)
τK2 // FK2 y C (K2,K1)

σK1 // FK1.

Sean ψ : K1 −→ K2 y ϕ : K2 −→ K1 definidas de la siguiente
forma:

ψ := τ−1
K2
◦ σK2(1K2) ϕ := σ−1

K1
◦ τK1(1K1)

Ahora falta verificar que ψ ◦ϕ = 1K1 y ϕ ◦ψ = 1K2 . Dada la natura-
lidad de τ y σ, se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

K1

ψ

��

C (K1,K1)
τK1 //

ψ∗
��

FK1

Fψ

��

C (K2,K1)

ψ∗
��

σK1 // FK1

Fψ

��
K2 C (K1,K2) τK2

// FK2, C (K2,K2) σK2

// FK2,

K2

ϕ

��

C (K2,K2)
σK2 //

ϕ∗
��

FK2

Fϕ

��

C (K1,K2)
τK2 //

ϕ∗
��

FK2

Fϕ

��
K1 C (K2,K1) σK1

// K1, C (K1,K1) τK1

// FK1.

De estos cuatro diagramas se obtienen las siguientes igualdades:

τK2(ψ) = Fψ(τK1(1K1)), σK1(ϕ) = Fϕ(σK2(1K2)),

σK2(ψ ◦ ϕ) = Fψ(σK1(ϕ)), τ(ϕ ◦ ψ) = Fϕ(τK2(ψ)).
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Ahora, juntando la cuatro igualdades, aśı como las definiciones de
ϕ y ψ, se obtiene que:

τK1(ϕ ◦ ψ) = Fϕ(τK2 ◦ ψ) = Fϕ(σK2(1K2)) = σK1 ◦ ϕ = τK1(1K1)

Pero τ es un isomorfismo natural, por lo que τX es una función
biyectiva para toda X en objC . Y en particular, se tiene que τK1

es una función biyectiva, por lo que se obtiene que ϕ ◦ ψ = 1K1 .
Análogamente, se tiene que:

σK2(ψ ◦ ϕ) = Fψ(σK1 ◦ ϕ) = Fψ(τK1(idK1)) = τK2 ◦ ψ = σK2(idK2)

lo cual implica que ψ ◦ ϕ = 1K2 . Por lo tanto K1 es isomorfo a K2.
Caso 2) Si F es contravariante un argumento enteramente análogo
al anterior nos da que K1 es isomorfo a K2.

2.2. Lema de Yoneda

A continuación se verá un resultado que nos caracteriza las trans-
formaciones naturales.

Lema 2.2.1 (Yoneda). Sea F :C −→Set un funtor covariante y
sea Z en objC fijo. Entonces existe una biyección:

Y : Nat(C (Z, ), F ) // FZ

dada por

τ � // τZ(1Z). (2.3)

Demostración.

La demostración la dividiremos en 2 partes:

1) Primero se verificará que Y es inyectiva. Para esto, sean τ y σ
dos transformaciones naturales:

τ, σ :C (Z, ) // F
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tales que Y(τ) = Y(σ). Entonces se tienen los siguientes dia-
gramas conmutativos:

Z

ϕ

��

C (Z,Z)
τZ //

ϕ∗
��

FZ

Fϕ

��

C (Z,Z)
σZ //

ϕ∗
��

FZ

Fϕ

��
X C (Z,X) τX

// FX, C (Z,X) σX
// FX,

para todo morfismo ϕ : Z −→ X.

De los cuales se obtienen las siguientes igualdades:

τX(ϕ) = Fϕ(τZ(1Z))y σX(ϕ) = Fϕ(σZ(1Z)

para cualquier X en objC . Pero τZ(1Z) = Y(τ) = Y(σ) =
σZ(1Z), por lo que se tiene que:

τX(ϕ) = Fϕ(τZ(1Z)) = Fϕ(σZ(1Z) = σX(ϕ)

Y como esto sucede para toda X en objC , se concluye que
τ = σ y que Y es inyectiva.

2) Ahora se verificará que Y es suprayectiva.

Dado u ∈ FZ, se define la siguiente transformación natural,
para todo X en objC ,

τuX :C (Z,X) // FX

dada por
ϕ � // Fϕ(u)

Hay que verificar que en efecto es una transformación natural,
i.e, hay que verificar que el siguiente diagrama conmuta:

X

f

��

C (Z,X)

f∗
��

τuX // FX

Ff

��
Y C (Z, Y )

τuY

// FY,
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para cualesquiera X,Y en objC y cualquier morfismo F :
X −→ Y . Sea ϕ : Z −→ X entonces se tiene que:

τuY (f ◦ ϕ) = F (f ◦ ϕ)(u) = (Ff ◦ Fϕ)(u) = Ff(Fϕ(u)),

ya que F es un funtor covariante. Por lo tanto τu es transfor-
mación natural. Y además

Y(τ) = τuZ(1Z) = F1Z(u) = 1FZ(u) = u,

nuevamente por ser F un funtor. Por lo tanto Y es una biyección
entre Nat(C (Z, ), F ) y FZ.

El lema de Yoneda sugiere que en vez de investigar la categoŕıa
(pequeña)C , podemos estudiar la categoŕıa de todos los funtores
desdeC a la categoŕıa Set .

También hay una versión para funtores contravariantes, se enuncia
a continuación, pero se omite su demostración al ser análoga a la
anterior.

Lema 2.2.2 (Yoneda). Sea F :C −→ Set un funtor contrava-
riante y sea Z en objC fijo. Entonces existe una biyeccion:

Y : Nat(C ( , Z), F ) // FZ

dada por
τ � // τZ(1Z). (2.4)

�

2.3. Objeto inicial y objeto final

Definición 2.3.1. Sea {∗} un conjunto cuyo único elemento es ∗
definimos al funtor constante 1 : C −→ Set de la siguiente
mantera:
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1) Sea X en objC entonces 1X = {∗}

2) Sea f : X −→ Y donde X,Y están en objC entonces 1f = 1{∗}

Observemos que, dados cualesquiera X,Y en objC se tiene que
1X = {∗} = 1Y entonces si f : X −→ Y , al aplicar el funtor se tiene
que 1f : 1X −→ 1Y (aqúı seria el funtor 1 covariante). Pero también
1f : 1Y −→ 1X (aqúı el funtor 1 seria contravariante). Por lo que
el funtor constante 1 lo podemos ver como funtor covariante o como
funtor contravariante según sea el caso.

Definición 2.3.2.

1) Si el funtor covariante constante 1 es representable denotamos
como I a su objeto universal asociado.

2) Si el funtor contravariante constante 1 es representable denota-
mos como T a su objeto universal asociado.

En virtud del teorema 2.1.3 si 1 es representable entonces cual-
quier otro objeto universal de 1 va a ser isomorfo a I (ó a T , según sea
el caso), por lo que, tanto I como T son únicos, salvo isomorfismo. A
continuación, damos un teorema que caracteriza la representabilidad
del funtor constante.

Teorema 2.3.3.

1) El funtor covariante constante 1 es representable si y sólo si I
es un objeto inicial.

2) El funtor contravariante constante 1 es representable si y sólo
si T es un objeto terminal.

Demostración.
Caso 1) Cuando el funtor 1 es covariante.
Suponemos que el funtor 1 es representable. Entonces existe su

objeto universal I y un isomorfismo natural τX para todo X enobjC :

τX :C (I,X) // 1X
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Pero τX es biyectiva, entonces los conjuntos 1X yC (I,X) tienen
la misma cardinalidad. Ademas se sabe que 1X = {∗}, i.e, 1X tiene
un único elemento. Por lo que se tiene que existe una única fX : I −→
X para cualquier X en objC .

Ahora, se supone que la categoŕıaC tiene objeto inicial I. Sea
ϕX : I −→ X la única función para cualquier X en objC . Se define
la siguiente función entre conjuntos:

τX :C (I,X) // 1X

ϕX
� // ∗

Ahora, hay que verificar que τX es un isomorfismo natural pa-
ra toda X en objC . La biyectividad es inmediata, dado que tan-

to C (I,X) y 1X tienen un solo elemento. Para ver que τ es una
transformación natural, hay que verificar que el siguiente diagrama
es conmutativo:

X

ϕ

��

C (I,X)
τX //

ϕ∗
��

1X

1ϕ

��
Y C (I, Y ) τY

// 1Y,

para cualesquiera X,Y en objC y ϕ : X −→ Y . Se verifica que el
diagrama

ϕX
� //

_

��

∗_

��
ϕ ◦ ϕX = ϕY

� // ∗

conmuta, por lo que τX es una transformación natural para todo X
en objC .

Caso 2) Si el funtor 1 contravariante. Se demuestra análogo al
Caso 1.
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2.4. Productos y coproductos

2.4.1. Producto

Definición 2.4.1. Dados L,M en objC , definimos un producto

finito, de L y M , como un objeto L × M en objC , junto con
morfismos

L L×MπLoo πM //M

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Producto).
Para cualquier X en objC y dados morfismos fL : X −→ L y

fM : X −→M , existe un único morfismo f : X −→ L×M tal que el
siguiente diagrama:

X
fL

{{

fM

##
∃!f
��

L L×MπL
oo

πM
//M

(2.5)

conmuta.

Notación. Al morfismo f lo denotaremos por (fL, fM ).

Definición 2.4.2. Decimos que una categoŕıa C tiene productos
finitos si cualesquiera par de objetos en ésta tienen producto finito.

Definición 2.4.3. SeaC una categoŕıa y sean L,M en objC fijos.
Definimos al funtor contravariante:

C ( , L)×C ( ,M) :C //Set

como sigue:

1) Sea X en objC entonces:(
C ( , L)×C ( ,M)

)
X =C (X,L)×C (X,M)
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2) Sea f : X −→ Y donde X,Y están en objC , luego:

f∗ × f∗ :=
(
C ( , L)×C ( ,M)

)
f =C (f, L)×C (f,M)

donde:

f∗ × f∗ :C (Y,L)×C (Y,M) //C (X,L)×C (X,M)

está dado por

(ϕ,ψ) � // (ϕ ◦ f, ψ ◦ f)

Nota. Observe que el producto C (X,L) ×C (X,M) es el pro-
ducto usual de conjuntos cuyos elementos son de la forma (ϕ,ψ) ∈
C (X,L)×C (X,M).

A continuación se verá una caracterización para el producto finito
en una categoŕıaC .

Teorema 2.4.4. En una categoŕıaC los objetos L,M en objC tie-

nen producto finito si y sólo si el funtorC ( , L) ×C ( ,M) es re-
presentable.

Demostración.

Supongamos que la categoŕıaC tiene producto finito. Sean L,M
en objC . Entonces existe L×M en objC junto con morfismos πL :
L×M −→ L y πM : L×M −→M . Se propone a L×M como objeto
universal de C ( , L) ×C ( ,M). Es suficiente verificar que existe
un isomorfismo natural entre los funtoresC ( , L×M) yC ( , L)×
C ( ,M). Se define a τ como sigue:

τX :C (X,L×M) //C (X,L)×C (X,M)

f � // (πL ◦ f, πM ◦ f)
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Primero, para verificar que τX es biyectiva, se dará su función
inversa. Se define la función σX como:

σX :C (X,L)×C (X,M) //C (X,L×M)

(gL, gM ) � // g

Donde la g viene dada por la propiedad universal del producto
finito, por lo que σX está bien definida. Ahora hay que verificar que:

1) τX ◦ σX = 1C (X,L)×C (X,M).

2) σX ◦ τX = 1C (X,L×M).

Para (1) se tiene que:

τX ◦ σX(fL, fM ) = τX(f) = (πL ◦ f, πM ◦ f)
(i)
= (fL, fM )

La igualdad indicada con (i) viene dada por la conmutatividad del
diagrama del producto finito. Por lo tanto se tiene que τX ◦ σX =
idC (X,L)×C (X,M).

Para (2) se tiene que:

σX ◦ τX(f) = σX(πL ◦ f, πM ◦ f)
(ii)
= f

La igualdad marcada con (ii) viene dada por la propiedad universal
del producto finito y por la unicidad de una f tal. Por lo que se tiene
que σX ◦ τX = idC (X,L×M).

Juntando ambos resultados se obtiene que τX es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de τX , eso se hará verificando que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X

ϕ

��

C (Y,L×M)
τY //

ϕ∗

��

C (Y,L)×C (Y,M)

ϕ∗×ϕ∗
��

Y C (X,L×M) τX
//C (X,L)×C (X,M),
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para cualesquiera X,Y en objC y cualquier morfismo ϕ : X −→ Y .

En efecto, sea f ∈C (Y,L×M), entonces

τX(f ◦ ϕ) = (πL ◦ (f ◦ ϕ), πM ◦ (f ◦ ϕ))
(iii)
= ((πL ◦ f) ◦ ϕ, (πM ◦ f) ◦ ϕ)

donde la igualdad marcada con (iii) viene dada por la asociatividad
de funciones entre conjuntos. Entonces se tiene que el diagrama con-
muta, por lo que τX es una transformación natural para todo X en
objC y τX es un isomorfismo natural para todo X en objC .

Ahora se supone queC ( , L)×C ( ,M) es representable. Enton-
ces se tiene que existe KL,M en objC tal que es su objeto universal.

Sea X en objC y sea τX :C (X,KL,M ) −→C (X,L)×C (X,M)
isomorfismo natural asociado a X.

En particular, existe τKL,M :C (KL,M ,KL,M ) −→C (KL,M , L)×
C (KL,M ,M). Se definen πL y πM con la propiedad universal del

producto enSet , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

C (KL,M ,KL,M )
π1◦τKL,M

tt
τKL,M
��

π2◦τKL,M

**

C (KL,M , L) C (KL,M , L)×C (KL,M ,M)π1

oo
π2

//C (KL,M ,M)

por lo que, para el morfismo identidad 1KL,M : KL,M −→ KL,M se
tiene

1KL,M �

))

_

��

,

uu
π1 ◦ τKL,M (1KL,M ) τKL,M (1KL,M )�oo � // π2 ◦ τKL,M (1KL,M )

Se definen los morfismos proyecciones πL y πM como

πL := π1 ◦ τKL,M (1KL,M ) y πM := π2 ◦ τKL,M (1KL,M ) (2.6)

Veamos que la categoŕıaC tiene la propiedad universal del pro-
ducto finito, i.e, sea X enobjC y sean fL : X −→ L y fM : X −→M ,
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probaremos que existe f : X −→ KL,M único tal que hace conmutar
el siguiente diagrama:

X
fL

||

fM

""
∃!f
��

L KL,MπL
oo

πM
//M

Para demostrar la existencia de f , se procede como sigue:

Dada (fL, fM ) ∈C (X,L)×C (X,M), al ser τX un isomorfismo
natural, sabemos que τ−1

X es equivalencia natural. Definimos a f :=
τ−1
X (fL, fM ), la cual es única dada la biyectividad de τ−1

X . Sólo falta
verificar la conmutatividad del diagrama. Dada la naturalidad de τX
se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

X

f

��

C (KL,M ,KL,M )
τKL,M //

f∗

��

C (KL,M , L)×C (KL,M ,M)

f∗×f∗
��

KL,M C (X,KL,M ) τX
//C (X,L)×C (X,M)

de donde se obtiene la igualdad

τX(f) = (fL, fM ) = (πL ◦ f, πM ◦ f)

la cual está dada por la definición de πL y πM en la ecuación (2.6) y
por como se definió f .

Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

πL ◦ f = fL y πM ◦ f = fM

Notación. En virtud de los teoremas 2.1.3 y 2.4.4, tenemos que cada
vez que el funtor C ( , L) ×C ( ,M) sea representable, su objeto
universal sera L×M y viceversa.
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Ejemplo 2.4.5.

Sea una categoŕıaC tal que tiene objeto final T . Entonces T ×
X ∼= X × T ∼= X para cualquier X en objC . Basta considerar los
siguientes dos diagramas.

Y

∃!f
��

fT

  

f

~~

Y

∃!f
��

f

  

fT

~~
X X

idX
oo

gT
// T T XgT

oo
idX
// X

donde fT : Y −→ T y gT : X −→ T son los únicos morfismos, debido
a que T es un objeto terminal.

Por lo que X cumple la propiedad universal del producto para
(X × T, (idx, GT )) y (T ×X, (gT , idx)).

Generalicemos ahora el producto para cualquier cantidad de ob-
jetos.

Definición 2.4.6. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia indexada, donde Xλ esta
en objC para toda λ ∈ Λ. Se define un producto como un objeto∏
λ∈ΛXλ en objC , junto con morfismos

πXλ :
∏
λ∈ΛXλ

// Xλ

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Producto).

Para cualquier Y en objC y dadas fλ : Y −→ Xλ para toda λ ∈ Λ
entonces existe una única f : Y −→

∏
λ∈ΛXλ tal que el siguiente

diagrama:

Y
fλ

zz
∃!f
��

Xλ
∏
λ∈ΛXλπXλ

oo

(2.7)

conmuta.



2.4. Productos y coproductos 55

Definición 2.4.7. Decimos que una categoŕıaC tiene producto si
cualesquiera objetos en ésta tienen producto.

Definición 2.4.8. Dada una familia indexada, {Xλ}λ∈Λ, de objetos
deC , se define al funtor contravariante:∏

λ∈ΛC ( , Xλ) :C //Set

como sigue:

1) Sea Y en objC entonces:(∏
λ∈Λ

C ( , Xλ)

)
Y :=

∏
λ∈Λ

C (Y,Xλ)

2) Sea g : Y −→ Z donde Y,Z están en objC , entonces:∏
g∗ :=

(∏
λ∈Λ

C ( , Xλ)

)
g =

∏
λ∈Λ

C (g,Xλ)

Donde: ∏
g∗ :

∏
λ∈ΛC (Z,Xλ) //

∏
λ∈ΛC (Y,Xλ)

está dada por ∏
λ∈Λ fλ

� //
∏
λ∈Λ(fλ ◦ g)

Análogamente se tiene un teorema que caracteriza el producto
generalizado en una categoriaC .

Teorema 2.4.9. Dada {Xλ}λ∈Λ, una familia indexada de objetos,
en C . Entonces {Xλ}λ∈Λ tiene producto si y sólo si el funtor∏
λ∈ΛC ( , Xλ) es representable.

Demostración.
La demostración de este teorema es análoga a la del teorema 2.4.4

y basta verificar que existe un isomorfismo natural entre:

C (Y,
∏
λ∈ΛXλ) ∼=

∏
λ∈ΛC (Y,Xλ)
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2.4.2. Coproducto

Definición 2.4.10. Dados L,M en objC , definimos un coproducto

finito, de L y M , como un objeto L q M en objC , junto con
morfismos

L
ιL // LqM M

ιMoo

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Coproducto).
Para cualquier X en objC y dados fL : L −→ X y fM : M −→ X,

existe un único f : LqM −→ X tal que el siguiente diagrama:

L
ιL //

fL ##

LqM
∃!f
��

M
ιMoo

fM{{
X

(2.8)

conmuta.

Definición 2.4.11. Decimos que una categoŕıaC tiene coproducto
finito si cualesquiera par de objetos en ésta tienen coproducto finito.

Definición 2.4.12. SeaC una categoŕıa y sean L,M enobjC fijos.
Definimos al funtor covariante:

C (L, )×C (M, )

como sigue:

1) Sea X en objC entonces:(
C (L, )×C (M, )

)
X =C (L,X)×C (M,X)

2) Sea f : X −→ Y donde X,Y están en objC entonces:

f∗ × f∗ :=
(
C (L, )×C (M, )

)
f =C (L, f)×C (M,f)
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Donde:

f∗ × f∗ :C (L,X)×C (M,X) //C (L, Y )×C (M,Y )

está dado por

(ϕ,ψ) � // (f ◦ ϕ, f ◦ ψ).

A continuación se verá una caracterización para el coproducto
finito en una categoŕıaC .

Teorema 2.4.13. En una categoŕıa C los objetos L,M en objC

tienen coproducto finito si y sólo si el funtorC (L, )×C (M, ) es
representable.

Demostración.
Suponemos que la categoŕıaC tiene coproducto finito.Entonces

se tiene que (L qM, (ιL, ιM )) está en objC . Se propone a L qM
como objeto universal deC (L, )×C (M, ). Es suficiente verificar
que existe un isomorfismo natural entre los funtoresC (L qM, ) y
C (L, )×C (M, ). Se define a τ componente a componente como

τX :C (LqM,X) //C (L,X)×C (M,X),

f � // (f ◦ ιL, f ◦ ιM ).

Primero, para verificar que τX es biyectiva, se dará su función
inversa. Se define la función σX como:

σX :C (L,X)×C (M,X) //C (LqM,X)

(gL, gM ) � // g,

donde la g viene dada por la propiedad universal del coproducto
finito, por lo que σX esta bien definida. Ahora hay que verificar que:
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1) τX ◦ σX = idC (X,L)×C (X,M)

2) σX ◦ τX = idC (LqM,X)

Para (1) se tiene:

τX ◦ σX(fL, fM ) = τX(f) = (f ◦ ιL, f ◦ ιM )
(i)
= (fL, fM )

La igualdad marcada con (i) viene dada por la existencia del
coproducto finito y se tiene que τX ◦ σX = idC (X,L)×C (X,M).

Para (2) se tiene:

σX ◦ τX(f) = σX(f ◦ ιL, f ◦ ιM )
(ii)
= f

La igualdad marcada con (ii) viene dada por la propiedad uni-
versal del coproducto finito y se sigue que σX ◦ τX = idC (LqM,X).
Juntando ambas igualdades se obtiene que τX es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de τX , eso se hará verificando que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X

ϕ

��

C (LqM,X)
τX //

ϕ∗
��

C (L,X)×C (M,X)

ϕ∗×ϕ∗
��

Y C (LqM,Y ) τY
//C (L, Y )×C (M,Y )

para cualesquiera X,Y en objC y ϕ : X −→ Y . En efecto, sea

f ∈C (LqM,X)

τY (ϕ ◦ f) = ((ϕ ◦ f) ◦ ιL, (ϕ ◦ f) ◦ ιM )
(iii)
= (ϕ ◦ (f ◦ ιL), ϕ ◦ (f ◦ ιM ))

donde la igualdad indicada con (iii) viene dada por la asociatividad
de funciones en conjuntos. Entonces el diagrama conmuta y τX es
una transformación natural para todo X en objC . Por lo tanto τX
es un isomorfismo natural para todo X en objC .

Ahora, se supone queC (L, )×C (M, ) es representable. Enton-
ces se tiene que existe KL,M en objC tal que es su objeto universal.
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Sea X en objC y sea τX :C (KL,M , X) −→C (L,X)×C (M,X)
la equivalencia natural asociada a X.

En particular, existe τKL,M :C (KL,M ,KL,M ) −→C (L,KL,M )×
C (M,KL,M ). Se definen ιL e ιM con la propiedad universal del pro-
ducto enSet , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

C (KL,M ,KL,M )
π1◦τKL,M

tt
τ
KL,M

��

π2◦τKL,M

**

C (L,KL,M ) C (L,KL,M )×C (M,KL,M )π1

oo
π2

//C (M,KL,M )

por lo que, para el morfismo identidad 1KL,M : KL,M −→ KL,M se
tiene

1KL,M
�

))

_

��

+

uu
π1 ◦ τKL,M (1KL,M ) τKL,M (1KL,M )�oo � // π2 ◦ τKL,M (1KL,M )

Se definen los morfismos proyecciones ιL y ιM como

ιL := π1 ◦ τKL,M (1KL,M ) y ιM := π2 ◦ τKL,M (1KL,M ) (2.9)

Ahora se vera que la categoŕıaC tiene la propiedad universal
del coproducto finito, i.e sea X en objC y sean fL : L −→ X y fM :
M −→ X entonces existe f : KL,M −→ X tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

L
ιL //

fL ""

KL,M

∃!f
��

M
ιMoo

fM{{
X

Para demostrar la existencia de f , se procede como sigue:
Dada (fL, fM ) ∈C (L,X) ×C (M,X) y al ser τX un isomor-

fismo natural, sabemos que τ−1
X es isomorfismo natural. Definimos

a f := τ−1
X (fL, fM ), la cual es única dada la biyectividad de τ−1

X .
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Ahora, solo falta verificar la conmutatividad del diagrama, dada la
naturalidad de τX se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

KL,M

f

��

C (KL,M ,KL,M )
τ
KL,M //

f∗
��

C (KL,M , L)×C (KL,M ,M)

f∗×f∗
��

X C (X,KL,M ) τX
//C (X,L)×C (X,M)

de donde se obtiene la igualdad

τX(f) = (fL, fM ) = (f ◦ ιL, f ◦ ιM )

la cual está dada por la definición de ιL e ιM en la ecuación (2.9) y
por como se definió f .

Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

f ◦ ιL = fL y f ◦ ιM = fM

Notación. En virtud de los teoremas 2.1.3 y 2.4.13, tenemos que cada
vez que el funtor C (L, ) ×C (M, ) sea representable, su objeto
universal sera LqM y viceversa.

Ejemplo 2.4.14.
SeaC una categoŕıa con objeto inicial I. Entonces para cualquier

X en objC , I qX ∼= X q I ∼= X. Para ver esto, basta considerar los
siguientes dos diagramas:

X
idX //

f   

X

∃!f
��

I
gIoo

fI��

I
gI //

fI ��

X

∃!f
��

X
idXoo

f~~
Y Y

donde fI : I −→ Y y gI : I −→ X son los únicos morfismos debido a
que I es objeto inicial.

Por lo que X cumple la propiedad universal del coproducto para
(X q I, (idx, gI)) y (I qX, (gI , idX)).



2.4. Productos y coproductos 61

Ahora, se generalizara el coproducto para cualquier cantidad de
objetos.

Definición 2.4.15. SeaC una categoŕıa y sea {Xλ}λ∈Λ una familia
indexada, donde Xλ esta en objC para toda λ ∈ Λ. Se define un
coproducto como un objeto

∐
λ∈ΛXλ, junto con morfismos

ιXλ : Xλ
//
∐
λ∈ΛXλ

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Coproducto).
Para cualquier Y en objC y dadas fλ : Xλ −→ Y para toda λ ∈ Λ

entonces existe una única f :
∐
λ∈ΛXλ −→ Y tal que el siguiente

diagrama:

Xλ

fλ $$

ιλ //
∐
λ∈ΛXλ

∃!f
��
Y

(2.10)

conmuta.

Definición 2.4.16. Decimos que una categoŕıaC tiene coproducto
si cualesquiera objetos en ésta tienen coproducto.

Definición 2.4.17. SeaC una categoŕıa y sea {Xλ}λ∈Λ una familia
indexada, donde Xλ esta en objC para toda λ ∈ Λ. Definimos al
funtor covariante: ∏

λ∈ΛC (Xλ, ) :C //Set

como sigue:

1) Sea Y en objC entonces:(∏
λ∈Λ

C (Xλ, )

)
Y =

∏
λ∈Λ

C (Xλ, Y )
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2) Sea g : Y −→ Z donde Y,Z están en objC , entonces:∏
λ∈λ

g∗ :=

(∏
λ∈Λ

C (Xλ, )

)
g =

∏
λ∈Λ

C (Xλ, g)

Donde∏
λ∈Λ g∗ :

∏
λ∈ΛC (Xλ, Y ) //

∏
λ∈ΛC (Xλ, Z)

está dado como sigue∏
λ∈Λ fλ

� //
∏
λ∈Λ(g ◦ fλ)

Análogamente se tiene un teorema que caracteriza el coproducto
generalizado en una categoriaC .

Teorema 2.4.18. Dada {Xλ}λ∈Λ, una familia indexada de objetos,
en C . Entonces {Xλ}λ∈Λ tiene coproducto si y sólo si el funtor∏
λ∈ΛC (Xλ, ) es representable.

Demostración.
La demostración de este teorema es análoga a la del teorema 2.4.13

y basta verificar que existe un isomorfismo natural entre:

C (
∐
λ∈ΛXλ, Y ) ∼=

∏
λ∈ΛC (Xλ, Y ).

2.5. Producto fibrado y coproducto fibrado

2.5.1. Producto fibrado

Definición 2.5.1. Dados X,Y,A en objC y morfismos f : X −→ A
y g : Y −→ A, decimos que el quinteto(X,Y,A, f, g) tiene producto
fibrado si existe la solución al diagrama

Y

g

��
X

f
// A



2.5. Producto fibrado y coproducto fibrado 63

en otras palabras, los objetos X,Y,A en objC , junto con los morfis-
mos f y g, tienen producto fibrado si se puede construir su cuadrado
cartesiano.

Notación. Como vimos en la sección 1.6, al ser el producto fibrado la
solución del cuadrado cartesiano, lo denotaremos como X ×A Y .

Definición 2.5.2. Decimos que una categoŕıa tiene producto fibra-
do si para cualquier quinteto dado, se puede construir su cuadrado
cartesiano.

El siguiente teorema nos dará una forma de saber si existe el
producto fibrado en una categoŕıa.

Teorema 2.5.3. Dada una categoŕıaC , si ésta tiene igualadores y
producto entonces tiene producto fibrado.

Demostración.

SeaC una categoŕıa con igualadores y producto. Sean X,Y,A
en objC y morfismos f : X −→ A, g : Y −→ A, tales que se tiene el
siguiente diagrama:

Y

g

��
X

f
// A

Al tener la categoŕıa producto, entonces se tiene que X × Y esta
en objC , y ademas existen morfismos πX : X × Y −→ X y πY :
X × Y −→ Y , entonces se puede componer

X × Y πX // X
f // A X × Y πY // Y

g // A

por lo cual obtenemos el diagrama:

X × Y
f◦πX //
g◦πY

// A
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Pero la categoŕıa tiene igualadores, entonces existen W en objC
y un morfismo e : W −→ X × Y tales que el siguiente diagrama
conmuta

W
e // X × Y

f◦πX //
g◦πY

// A.

Por lo anterior, se tiene que el cuadrado exterior conmuta.

W
e

##

πX◦e

  

πY ◦e

%%
X × Y
πX
��

πY // Y

g

��
X

f
// Z

Entonces se propone a X ×A Y := W para completar el cuadra-
do cartesiano. Falta ver que el siguiente diagrama es de cuadrado
cartesiano:

X ×A Y
πX◦e

��

πY ◦e // Y

g

��
X

f
// A

Para eso, sean Z en objC y α : Z −→ X y β : Z −→ Y tales que
hacen conmutar el siguiente diagrama:

Z

α

��

β // Y

g

��
X

f
// A

Por consiguiente f ◦ α = g ◦ β, lo cual implica que el siguiente
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diagrama

Z

α

  

β

&&
X ×A Y

πX◦e
��

πY ◦e
// Y

g

��
X

f
// A

es conmutativo. Verifiquemos que existe una única h : Z −→ X×A Y
que haga conmutar todo el diagrama. Para esto, se considera que
existe un único morfismo ϕ : Z −→ X × Y tal que hace conmutar al
diagrama:

Z
α

{{

β

##
∃!ϕ
��

X X × YπX
oo

πY
// Y

ya que la categoŕıa tiene producto. Entonces se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

X ×A Y e // X × Y
f◦πX //
g◦πY

// A

Z

ϕ

88

Pero X ×A Y , junto con e : X ×A Y −→ X × Y , es el igualador
de f ◦ πX y g ◦ πY , entonces por la propiedad universal de los
igualadores, se tiene que existe una única h : Z −→ X ×A Y tal que
el siguiente diagrama:

X ×A Y e // X × Y
f◦πX //
g◦πY

// A

Z

ϕ

88

∃!h

OO
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conmuta. Dicha h es la que sirve para que el diagrama:

Z

α

  

β

&&

∃!h

$$
X ×A Y

πX◦e
��

πY ◦e
// Y

g

��
X

f
// A

conmute, dado que usando el diagrama del producto se tiene

(πX ◦ e) ◦ h = πX ◦ ϕ = α

(πY ◦ e) ◦ h = πY ◦ ϕ = β

Hay un teorema que nos dará una caracterización sobre la exis-
tencia del producto fibrado en una categoŕıa, pero antes, recordando
el ejemplo 1.6.3, enSet el producto fibrado X ×A Y siempre existe,
esto es, dado el diagrama

Y

g

��
X

f
// Z

(2.11)

el cuadrado cartesiano siempre existe y esta dado por X ×Z Y =
{(x, y) ∈ X × Y |f(x) = g(y)}, junto con las proyecciones πX : X ×Z
Y −→ X y πY : X ×Z Y −→ Y .

X ×Z Y
πX
��

πY // Y

g

��
X

f
// Z

Se hace énfasis en que el producto fibrado depende tanto de los
objetos como de los morfismos, en este caso (X ×Z Y, f, g) denota
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el producto fibrado para el diagrama (2.11). Por lo que si un objeto
y/o morfismo cambian, entonces también lo hará el producto fibrado.
Con esto en mente, se procede a definir el siguiente funtor.

Definición 2.5.4. Sea C una categoŕıa y sean L,M,A en objC
fijos, sean λ : L −→ A y µ : M −→ A, definimos al funtor contrava-
riante:

C ( , L)×C ( ,A)C ( ,M) :C //Set

como sigue:

1) Sea X en objC entonces:(
C ( , L)×C ( ,A)C ( ,M)

)
X =C (X,L)×C (X,A)C (X,M)

con los morfismos λ∗ : C (X,L) −→ C (X,A) y µ∗ :
C (X,M) −→C (X,A).

2) Sea f : X −→ Y donde X,Y están en objC , entonces

f∗ ×A f∗ : =
(
C ( , L)×C ( ,A)C ( ,M)

)
f

=C (f, L)×C (f,A)C (f,M)

donde

C (Y,L)×C (Y,A)C (Y,M)
f∗×Af∗//C (X,L)×C (X,A)C (X,M)

(ϕL, ϕM ) � // (ϕL ◦ f, ϕM ◦ f)

Lema 2.5.5. El funtor

C ( , L)×C ( ,A)C ( ,M) :C //Set

está bien definido.
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Demostración.
Dado X en objC , por el ejemplo 1.6.3, se tiene que

C (X,L) ×C (X,A) C (X,M) está en objSet debido a que

C (X,L),C (X,A) yC (X,M) están en objSet .
Sabemos que el diagrama

C (Y, L)×C (Y,A)C (Y,M)
π2 //

πL
��

C (Y,M)

µ∗
��

C (Y,L)
λ∗

//C (Y,A)

conmuta. Por lo que, si consideramos (ϕL, ϕM ) ∈C (Y,L)×C (Y,A)

C (Y,M), se tiene que

λ ◦ ϕL = λ∗(ϕL) = µ∗(ϕM ) = µ ◦ ϕM

entonces, dado el morfismo f : X −→ Y enC , al aplicar el funtor
f∗ ×A f∗ se obtiene

(f∗ ×A f∗) (ϕL, ϕM ) = (f∗(ϕL), f∗(ϕM )) = (ϕL ◦ f, ϕM ◦ f)

ahora, del diagrama

C (X,L)×C (X,A)C (X,M)
π2 //

πL
��

C (X,M)

µ∗
��

C (X,L)
λ∗

//C (X,A)

se observa que,

λ∗(ϕL ◦ f) = λ ◦ (ϕL ◦ f) = (λ ◦ ϕL) ◦ f
= (µ ◦ ϕM ) ◦ f = µ ◦ (ϕM ◦ f) = µ∗(ϕM ◦ f)

es decir, (ϕL ◦ f, ϕM ◦ f) ∈C (X,L)×C (X,A)C (X,M).



2.5. Producto fibrado y coproducto fibrado 69

Teorema 2.5.6. Los objetos L,M,A en objC tienen producto fibra-

do si y sólo si el funtorC ( , L)×C ( ,A)C ( ,M) es representable.

Demostración.
Supongamos que los objetos L,M,A en objC tienen producto

fibrado. Entonces se tiene que L ×A M está en objC . Se propone

a L ×A M como objeto universal deC ( , L) ×C ( ,A)C ( ,M). Es
suficiente verificar que existe un isomorfismo natural entre los funto-
resC ( , L×AM) yC ( , L)×C ( ,A)C ( ,M). Se define a τ como
sigue:

τX :C (X,L×AM) //C (X,L)×C (X,A)C (X,M)

f � // (πL ◦ f, πM ◦ f)

donde se cumple que λ∗(πL ◦ f) = µ∗(πM ◦ f).
Primero, para verificar que τX es biyectiva, se dará su función

inversa. Se define la función σX como:

σX :C (X,L)×C (X,A)C (X,M) //C (X,L×AM)

(gL, gM ) � // g

donde g está dada por la propiedad universal del cuadrado cartesiano,
por lo que σX está bien definida.

Ahora hay que verificar que:

1) τX ◦ σX = 1C (X,L)×C (X,A)
C (X,M).

2) σX ◦ τX = 1C (X,L×AM).

Para (1) se tiene que:

τX ◦ σX(gL, gM ) = τX(g) = (πL ◦ g, πM ◦ g)
(i)
= (gL, gM )
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la igualdad indicada con (i) viene dada por la conmutatividad del
cuadrado cartesiano. Por lo tanto se tiene que

τX ◦ σX = idC (X,L)×C (X,A)
C (X,M).

Para (2) se tiene que:

σX ◦ τX(f) = σX(πL ◦ f, πM ◦ f)
(ii)
= f

La igualdad marcada con (ii) viene dada por la propiedad universal
del cuadrado cartesiano y por la unicidad de una f tal. Por lo que se
tiene que σX ◦ τX = idC (X,L×AM).

Juntando ambos resultados se obtiene que τX es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de τX , eso se hará verificando que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X

ϕ

��

C (Y, L×AM)
τY //

ϕ∗

��

C (Y, L)×C (Y,A)C (Y,M)

ϕ∗×Aϕ∗
��

Y C (X,L×AM) τX
//C (X,L)×C (X,A)C (X,M),

para cualesquiera X,Y en objC y cualquier morfismo ϕ : X −→ Y .

En efecto, sea f ∈C (Y,L×AM), entonces

τX(f ◦ ϕ) = (πL ◦ (f ◦ ϕ), πM ◦ (f ◦ ϕ))
(iii)
= ((πL ◦ f) ◦ ϕ, (πM ◦ f) ◦ ϕ)

donde la igualdad marcada con (iii) viene dada por la asociatividad
de funciones entre conjuntos. Entonces se tiene que el diagrama con-
muta, por lo que τX es una transformación natural para todo X en
objC y τX es un isomorfismo natural para todo X en objC .

Ahora se supone que C ( , L) ×C ( ,A) C ( ,M) es represen-

table. Entonces se tiene que existe KA
L,M en objC tal que es su

objeto universal. Sea X en objC y sea τX : C (X,KA
L,M ) −→
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C (X,L) ×C (X,A)C (X,M) la equivalencia natural asociada a X.
En particular, existe

C (KA
L,M ,K

A
L,M )

τ
KA
L,M //C (KA

L,M , L)×C (KA
L,M ,A)C (KA

L,M ,M)

Se definen πL y πM con la propiedad universal del cuadrado car-
tesiano enSet , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

C (KA
L,M ,K

A
L,M )

τ
KA
L,M

��

C (KA
L,M , L)×C (KA

L,M ,A)C (KA
L,M ,M)

π1

��

π2 //C (KA
L,M ,M)

µ∗
��

C (KA
L,M , L)

λ∗
//C (KA

L,M , A)

por lo que, para el morfismo identidad 1KA
L,M

: KA
L,M −→ KA

L,M se

tiene

1KA
L,M_

��
τKA

L,M
(1KA

L,M
)

_

��

� // π2 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

)
_

��

π1 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

) � // λ∗(π1 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

)) =

= µ∗(π2 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

))

Se definen los morfismos proyecciones πL y πM como

πL := π1 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

) y πM := π2 ◦ τKA
L,M

(1KA
L,M

) (2.12)

Veamos que el objeto KA
L,M tiene la propiedad universal del

producto fibrado, i.e, sea X en objC y sean fL : X −→ L y
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fM : X −→ M tales que λ ◦ fL = µ ◦ fM , probaremos que existe
f : X −→ KA

L,M tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

X
∃!f

""

fL

��

fM

%%
KA
L,M

πL
��

πM //M

µ

��
L

λ
// A

Para demostrar la existencia de f , se procede como sigue:
Dada (fL, fM ) ∈C (X,L)×C (X,A)C (X,M), al ser τX un iso-

morfismo natural, sabemos que τ−1
X es equivalencia natural. Defini-

mos a f := τ−1
X (fL, fM ), la cual es única dada la biyectividad de τ−1

X .
Sólo falta verificar la conmutatividad del diagrama. Dada la natura-
lidad de τX se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

X

f

��

C (KA
L,M ,K

A
L,M )

τ
KA
L,M //

f∗

��

C (KA
L,M , L)×C (X,A)C (KA

L,M ,M)

f∗×Af∗
��

KA
L,M C (X,KA

L,M ) τX
//C (X,L)×C (X,A)C (X,M)

de donde se obtiene la igualdad

τX(f) = (fL, fM ) = (πL ◦ f, πM ◦ f)

la cual está dada por la definición de πL y πM en la ecuación (2.12)
y por como se definió f .

Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

πL ◦ f = fL y πM ◦ f = fM

y por ende

λ ◦ fL = λ ◦ (πL ◦ f) y µ ◦ fM = µ ◦ (πM ◦ f)
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2.5.2. Coproducto fibrado

Definición 2.5.7. Dados X,Y,A en objC y morfismos f : A −→ X
y g : A −→ Y , decimos que el quinteto (X,Y,A, f, g) tiene copro-
ducto fibrado si existe la solución al diagrama

A
g //

f
��

Y

X

en otros términos, los objetos X,Y,A en objC , junto con los
morfismos f y g, tienen coproducto fibrado si se puede construir su
cuadrado cocartesiano.

Notación. Como vimos en la sección 1.6, al ser el coproducto fibrado
solución del cuadrado cocartesiano, lo denotaremos como X qA Y .

Definición 2.5.8. Decimos que una categoŕıa tiene coproducto fi-
brado si para cualquier quinteto dado, se puede construir su cuadra-
do cocartesiano.

El siguiente teorema nos dará una forma de saber si existe el
coproducto fibrado en una categoŕıa.

Teorema 2.5.9. Dada una categoŕıaC , si ésta tiene coigualadores
y coproducto entonces tiene coproducto fibrado.

Demostración.

Sea C una categoŕıa con coigualadores y coproducto. Sean
X,Y,A en objC y morfismos f : A −→ X, g : A −→ Y , tales
que se tiene el siguiente diagrama:

A
g //

f
��

Y

X
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Al tener la categoŕıa coproducto, entonces se tiene que X q Y esta
en objC , y ademas existen los morfismos ιX : X −→ X q Y y
ιY : Y −→ X q Y . Luego, podemos hacer las composiciones

A
f // X

ιX // X q Y Y
g // Y

ιY // X q Y

esto es, ιX ◦ f , ιY ◦ g y obtener el diagrama

A
ιX◦f //
ιY ◦g

// X q Y

Dado que la categoŕıa tiene coigualadores, existen Z en objC y
un morfismo u : XqY −→ Z, tales que el cuadrado exterior conmuta

A
ιX◦f //
ιY ◦g

// X q Y u // Z

Por lo anterior, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

A
g //

f
��

Y

u◦ιY

��

ιY
��

X

u◦ιX ,,

ιX
// X q Y

u

##
Z

Entonces se propone a X qA Y := Z, para completar el cuadra-
do cocartesiano. Falta ver que el siguiente diagrama es de cuadrado
cocartesiano:

A
g //

f
��

Y

u◦ιY
��

X u◦ιX
// X qA Y

Para eso, sean W en objC y α : X −→ W y β : Y −→ W , tales
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que hacen conmutar el siguiente diagrama:

A
g //

f
��

Y

β

��
X α

//W

entonces se tiene que α ◦ f = β ◦ g, i.e., se tiene que el cuadrado
exterior del siguiente diagrama

A
g //

f
��

Y

u◦ιY
�� β

��

X
u◦ιX //

α
,,

X qA Y

W

es conmutativo. Verificamos que existe una única h : X qA Y −→W
que haga conmutar todo el diagrama. Para esto, se considera que
existe un único morfismo ψ : X q Y −→W tal que hace conmutar al
diagrama:

X
ιX //

α
##

X q Y
∃!ψ
��

Y
ιYoo

β{{
W

ya que la categoŕıa tiene coproducto. Entonces se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

A
ιX◦f //
ιY ◦g

// X q Y u //

ψ &&

X qA Y

W

Pero X qA Y , junto con u : X q Y −→ X qA Y , es el coigualador
de ιX ◦f y ιY ◦ g, entonces por la propiedad universal de los coigua-
ladores, se tiene que existe una única h : X qA Y −→ W tal que el
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siguiente diagrama:

A
ιX◦f //
ιY ◦g

// X q Y u //

ψ &&

X qA Y

∃!h
��
W

conmuta. Dicha h es la que sirve para que el diagrama:

A
g //

f
��

Y

u◦ιY
�� β

��

X
u◦ιX //

α
,,

X qA Y
∃!h

$$
W

conmute. Dado que, usando el diagrama del coproducto se tiene que

h ◦ (u ◦ ιX) = ψ ◦ ιX = α

h ◦ (u ◦ ιY ) = ψ ◦ ιY = β

De la misma manera que en producto fibrado, existe un resultado
que nos dará una caracterización sobre la existencia del coproducto
fibrado en una categoŕıa. Se procede a definir el siguiente funtor.

Definición 2.5.10. SeaC una categoŕıa y sean L,M,A en objC
fijos, sean λ : A −→ L y µ : A −→M , definimos al funtor covariante:

C (L, )×C (A, )C (M, ) :C //Set

como sigue:

1) Sea X en objC entonces:(
C (L, )×C (A, )C (M, )

)
X =C (L,X)×C (A,X)C (M,X)

con los morfismos λ∗ : C (L,X) −→ C (A,X) y µ∗ :
C (M,X) −→C (A,X).
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2) Sea f : X −→ Y donde X,Y están en objC , entonces:

f∗ ×A f∗ :=
(
C (L, )×C (A, )C (M, )

)
f

=C (L, f)×C (A,f)C (M,f)

Donde

C (L,X)×C (A,X)C (M,X)
f∗×Af∗//C (L, Y )×C (A,Y )C (M,Y )

(ψL, ψM ) � // (f ◦ ψL, f ◦ ψM )

Lema 2.5.11. El funtor

C (L, )×C (A, )C (M, ) :C //Set

está bien definido.

Demostración.

La demostración es análoga a la del lema 2.5.5.

Teorema 2.5.12. Los objetos L,M,A en objC tienen coproducto

fibrado si y sólo si el funtorC (L, ) ×C (A, )C (M, ) es represen-
table.

Demostración.

Es enteramente análoga a las demostraciones de los teorema 2.4.13
y 2.5.6.

2.6. Grupo en una categoŕıa

Definición 2.6.1. Dada una categoŕıaC y un objeto G en objC ,

decimos que G tiene una multiplicación , si C tiene producto y
existe un morfismo µ : G×G −→ G.
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En la definición anterior, al pedir que exista G × G, es equiva-
lente a pedir que el funtor C ( , G) ×C ( , G) sea representable1

y por el lema de Yoneda2 se tiene que existe µ en Nat(C ( , G) ×
C ( , G),C ( , G)) tal que Y(µ) = µ, ademas, para cada X en objC
se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

C (X,G)×C (X,G)
µX //

τ−1
X
��

C (X,G)

C (X,G×G)

C (X,µ)

55
(2.13)

donde τX es el isomorfismo natural obtenido de la representabilidad
deC ( , G)×C ( , G).

Definición 2.6.2. Dada una multiplicación µ : G×G −→ G, decimos
que es asociativa , si el siguiente diagrama:

G×G×G
1G×µ

��

µ×1G // G×G
µ

��
G×G µ

// G

(2.14)

es conmutativo.

Definición 2.6.3. Dada una multiplicación µ : G×G −→ G, decimos
que G tiene neutro, siC tiene un objeto terminal T y un morfismo
η : T −→ G tal que, el siguiente diagrama:

G
(ηG,1G)//

1G ##

G×G
µ

��

G
(1G,ηG)oo

1G{{
G

(2.15)

1Ver el teorema 2.4.4
2Ver lema 2.2.2



2.6. Grupo en una categoŕıa 79

conmuta. El morfismo ηG : G −→ G, viene dado por la composición

G
ω //

ηG ��

T

η

��
G

donde ω es el único morfismo ya que T es objeto terminal. Entonces
ηG es el morfismo que hace conmutar el diagrama.

Definición 2.6.4. Dada una multiplicación µ : G×G −→ G, decimos
que G tiene inverso, si G tiene neutro y existe ι : G −→ G tal que
el siguiente diagrama:

G
(ι,1G) //

ηG
##

G×G
µ

��

G
(1G,ι)oo

ηG
{{

G

(2.16)

conmuta.

Definición 2.6.5. Dada una multiplicación µ : G×G −→ G, decimos
que es abeliana , si el siguiente diagrama:

G×G

µ
##

T // G×G

µ
{{

G

(2.17)

conmuta. Donde el morfismo T viene dado por la propiedad universal
del producto:

G×G

∃!T
��

π2

||

π1

##
G G×Gπ1

oo
π2

// G,

esto es, T intercambia el orden.

Definición 2.6.6. Dada una categoŕıaC y un objeto G en objC ,

decimos que G es unC -grupo si:



80 2. Objetos universales

1) Tiene multiplicación asociativa.

2) Tiene neutro.

3) Tiene inverso.

Definición 2.6.7. Dada una categoŕıaC y un objeto G en objC ,

decimos que G es unC -grupo abeliano, si G es unC -grupo y
ademas la multiplicación es abeliana.

Teniendo ya las definiciones necesarias, se enuncia a continuación
el teorema principal de este caṕıtulo.

Teorema 2.6.8. Sea una categoŕıa,C , con producto y objeto ter-
minal T . Entonces un objeto G es unC -grupo si y sólo siC (X,G)
tiene una estructura natural de grupo3, para cualquier X en objC .

Ahora se verán tres lemas que ayudaran con la demostración del
teorema anterior.

Lema 2.6.9. SeaC una categoŕıa. Entonces un objeto G tiene una
multiplicación µ : G×G −→ G asociativa si y sólo si se puede definir
una transformación natural µ : C ( , G) ×C ( , G) −→C ( , G),
tal que µ es una operación asociativa.

Demostración.

Suponemos queC tiene un objeto G con una multiplicación µ
tal que es asociativa Dado X en objC , se define

µX :C (X,G)×C (X,G) //C (X,G)

dado por

(f, g) � // µX(f, g) = µ ◦ (f, g)

3Note queC (X,G) es un conjunto, por lo que tiene sentido darle una estruc-
tura de grupo
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Se ve que µX es asociativa. En efecto, sean f, g, h : X −→ G, entonces
se tiene que:

µX(µX(f, g), h) = µ ◦ (µX(f, g), h) = µ ◦ (µ ◦ (f, g), h)

= µ ◦ (µ× 1G) ◦ (f, g, h)
(i)
= µ ◦ (1G × µ) ◦ (f, g, h)

= µ ◦ (f, µ ◦ (g, h)) = µ ◦ (f, µX(g, h)) =

= µX(f, µX(g, h))

donde la igualdad en (i) viene dada por la conmutatividad del dia-
grama (2.14). Más aun, por el lema de Yoneda, y la observación echa
al inicio de la sección, se tiene que µ es una transformación natural.

Suponemos que existe una transformación natural µX :
C (X,G) ×C (X,G) −→C (X,G) tal que µX es asociativa, pa-
ra toda X en objC . Se define a µ : G × G −→ G como µ :=
µG×G(π1, π2), donde π1 y π2 son las proyecciones. Considerando la
naturalidad de µ y el morfismo 1G × µ : G × G × G −→ G × G, se
tiene que el siguiente diagrama conmuta:

C (G×G×G,G)×C (G×G×G,G)
µG×G×G//C (G×G×G,G)

C (G×G,G)×C (G×G,G)

(1G×µ)∗×(1G×µ)∗
OO

µG×G
//C (G×G,G)

(1G×µ)∗
OO

Entonces se tiene la siguiente igualdad.

µ ◦ (1G × µ) = µG×G×G(π1 ◦ (1G × µ), π2 ◦ (1G × µ)) (2.18)

En lo que sigue, consideraremos los sub́ındices en las Gi′s única-
mente de forma indicativa, en el sentido de que nos dicen la posición
de la G a la que se le considera su proyección, ya que sin eso se
volveŕıa algo confuso la demostración.

Ahora, usando la propiedad universal del producto, se tiene que

µG×G×G(π1 ◦ (1G × µ), π2 ◦ (1G × µ)) = µG×G×G(πG1 , µ ◦ (πG2 , πG3))
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Pero por como esta definido µ se tiene que:

µ ◦ (πG2 , πG3) = µG×G(π1, π2) ◦ (πG2 , πG3)

(i)
= µG×G×G(π1 ◦ (πG2 , πG3), π2 ◦ (πG2 , πG3))

= µG×G×G(πG2 , πG3)

donde la igualdad indicada con (i) esta dada por la naturalidad de
µ. Entonces se sustituye esta igualdad en la ecuación anterior y se
obtiene:

µG×G×G(πG1 , µ ◦ (πG2 , πG3)) = µG×G×G(πG1 , µG×G×G(πG2 , πG3))
(2.19)

Por otro lado, considerando nuevamente la naturalidad de µ y
ahora el morfismo µ × 1G : G × G × G −→ G × G, se tiene que el
siguiente diagrama conmuta:

C (G×G×G,G)×C (G×G×G,G)
µG×G×G//C (G×G×G,G)

C (G×G,G)×C (G×G,G)

(µ×1G)∗×(µ×1G)∗
OO

µG×G
//C (G×G,G)

(µ×1G)∗
OO

Entonces se tiene la siguiente igualdad.

µ ◦ (µ× 1G) = µG×G×G(π1 ◦ (µ× 1G), π2 ◦ (µ× 1G)) (2.20)

Ahora, usando la propiedad universal del producto, se tiene que:

µG×G×G(π1 ◦ (µ× 1G), π2 ◦ (µ× 1G)) = µG×G×G(µ ◦ (πG1 , πG2), πG3)

Pero por como esta definido µ se tiene que:

µ ◦ (πG1 , πG2) = µG×G(π1, π2) ◦ (πG1 , πG2)

(ii)
= µG×G×G(π1 ◦ (πG1 , πG2), π2 ◦ (πG1 , πG2))

= µG×G×G(πG1 , πG2)
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donde la igualdad indicada con (ii) esta dada por la naturalidad de µ.
Entonces sustituyendo esta igualdad en la ecuación anterior se tiene:

µG×G×G(µ ◦ (πG1 , πG2), πG3) = µG×G×G(µG×G×G(πG1 , πG2), πG3)
(2.21)

Pero µG×G×G es asociativa, entonces se obtiene que las ecuaciones
(2.19) y (2.21) son iguales, eso implica que las ecuaciones en (2.18)
y (2.20) son iguales, entonces se obtiene que µ ◦ (1G × µ) = µ ◦ (µ×
1G).

Lema 2.6.10. SeaC una categoŕıa con objeto terminal T . Entonces
un objeto G con una multiplicación µ tiene neutro si y sólo si µX tiene
neutro en para cualquier X en objC .

Demostración.

Suponemos queC tiene un objeto G con una multiplicación µ
con neutro ηG. Sea X en objC , entonces se define al neutro de µX
como el morfismo ηX := f ◦ ηG, donde f : X −→ G es un morfismo
cualquiera y ω es el único morfismo dado por el objeto terminal T .
Entonces ηX es el morfismo que hace conmutar el diagrama.

X
ω //

f   

ηX

""
T

η // G

G

ω

OO

ηG

?? (2.22)

Se verifica que ηX se comporta como el neutro de µX :

µX(f, ηX) = µ ◦ (f, ηX)
(i)
= µ ◦ (1G, ηG) ◦ f (ii)

= 1G ◦ f = f

µX(ηX , f) = µ ◦ (ηX , f)
(i)
= µ ◦ (ηG, 1G) ◦ f (ii)

= 1G ◦ f = f

donde las igualdades indicadas con (i) están dadas por la definición
de ηX , mientras que las igualdades indicadas con (ii) están dadas por
la conmutatividad del diagrama (2.15). Por lo tanto ηX es neutro.
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Suponemos que µX tiene neutro para toda X en objC . En par-
ticular se tiene que existe ηG : G −→ G tal que µG(f, ηG) = f =
µG(ηG, f). Se propone a ηG como el neutro de µ. Falta verificar que
ηG hace conmutar el diagrama (2.15). Efectivamente, recordamos la
definición de µ a través de µG×G.

µ ◦ (ηG, 1G) = µG×G(π1, π2) ◦ (ηG, 1G)

=
(iii)
= µG(π1 ◦ (ηG, 1G), π2 ◦ (ηG, 1G))

= µG(ηG, 1G) = 1G

µ ◦ (1G, ηG) = µG×G(π1, π2) ◦ (1G, ηG)

=
(iii)
= µG(π1 ◦ (1G, ηG), π2 ◦ (1G, ηG))

= µG(1G, ηG) = 1G

donde las igualdades indicadas con (iii) están dadas por la conmuta-
tividad del siguiente diagrama, debido a la naturalidad de µ.

G

(ηG,1G)

��

C (G,G)×C (G,G)
µG //C (G,G)

G×G C (G×G,G)×C (G×G,G)

(ηG,1G)∗×(ηG,1G)∗
OO

µG×G
//C (G×G,G)

(ηG,1G)∗
OO

Por lo que µ tiene neutro.

Lema 2.6.11. SeaC una categoŕıa. Entonces un objeto G con una
multiplicación µ tiene inverso si y sólo si todo morfismo tiene inverso
respecto a µX , para cualquier X en objC .

Demostración.

Suponemos queC tiene un objeto G que cuenta con una multi-
plicación µ con inverso. Dado que µ tiene inverso, entonces también
tiene neutro, y por el lema 2.6.10 se tiene que µX tiene neutro, para
cualquier X en objC . Aśı que solo falta verificar que también tiene
inverso.
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Sea X en objC y sea f : X −→ G un morfismo cualquiera enton-
ces se define al inverso4 de f respecto a µX como f−1 := ι∗(f) = ι◦f .
Se verifica que se comporta como el inverso de f respecto a µX :

µX(f, f−1) = µ ◦ (f, f−1) = µ ◦ (f, ι(f)) = µ ◦ (1G, ι) ◦ f
(i)
= ηG ◦ f

(ii)
= ηX

µX(f−1, f) = µ ◦ (f−1, f) = µ ◦ (ι(f), f) = µ ◦ (ι, 1G) ◦ f
(i)
= ηG ◦ f

(ii)
= ηX

donde las igualdades indicadas con (i) están dadas por la conmuta-
tividad del diagrama (2.16) y las indicadas con (ii) están dadas por
la definición de ηX en el diagrama (2.22).

Suponemos que f : X −→ G tiene inverso f−1 respecto a µX ,
para cualquier morfismo y cualquier X en objC . Se considera 1G :
G −→ G entonces existe 1−1

G : G −→ G tal que µG(1G, 1
−1
G ) = ηG =

µG(1−1
G , 1G), se define ι := 1−1

G . Falta verificar que ι hace conmutar
el diagrama (2.16).

µ ◦ (ι, 1G) = µG×G(π1, π2) ◦ (ι, 1G)
(iii)
= µG(π1 ◦ (ι, 1G), π2 ◦ (ι, 1G))

= µG(ι, 1G) = ηG

µ ◦ (1G, ι) = µG×G(π1, π2) ◦ (1G, ι)
(iii)
= µG(π1 ◦ (1G, ι), π2 ◦ (1G, ι))

= µG(1G, ι) = ηG

donde las igualdades indicadas con (iii) están dadas por la conmuta-
tividad del siguiente diagrama, debido a la naturalidad de µ.

G

(ι,1G)

��

C (G,G)×C (G,G)
µG //C (G,G)

G×G C (G×G,G)×C (G×G,G)

(ι,1G)∗×(ι,1G)∗
OO

µG×G
//C (G×G,G)

(ι,1G)∗
OO

Por lo que µ tiene inverso.

4Observe que f−1 no es el morfismo cuya composición con f da la identidad,
es más bien el inverso en el sentido de la operación µX .
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Demostración del teorema 2.6.8.

Juntando los lemas 2.6.9, 2.6.10 y 2.6.11 se obtiene la demostra-
ción.

Corolario 2.6.12. SeaC una una categoŕıa con producto finito y
objeto terminal T . Entonces un objeto G es unC -grupo abeliano si
y sólo si C (X,G) tiene una estructura natural de grupo abeliano,
para cualquier X en objC .

Demostración.

Por el teorema anterior se tiene que G es unC -grupo si y sólo si
C (X,G) tiene una estructura natural de grupo. Sólo falta verificar
que µ es conmutativa si y sólo siC (X,G) es abeliano, para toda X
en objC .

Suponemos que µ es conmutativa, entonces el diagrama (2.17)
conmuta, esto es, µ ◦ T = µ. Esto implica que:

µG×G(π2, π1)
(i)
= µG×G(π1 ◦ T , π2 ◦ T )

(ii)
= µG×G(π1, π2) ◦ T

= µ ◦ T = µ = µG×G(π1, π2)
(2.23)

donde la igualdad indicada con (i) está dada por la definición de
T por el diagrama (2.6.5) y la indicada con (ii) está dada por la
naturalidad de µ.

Hay que verificar que µX(f, g) = µX(g, f) para cualesquier par
de morfismos f, g : X −→ G y para toda X en objC .

µX(f, g) = µ ◦ (f, g) = µG×G(π1, π2) ◦ (f, g)
(iii)
= µG×G(π2, π1) ◦ (f, g)

(iv)
= µX(π2 ◦ (f, g), π1 ◦ (f, g)) = µX(g, f)

donde la igualdad indicada con (iii) esta dada por la ecuación (2.23)
y la indicada con (iv) está dada por la naturalidad de µ.

2.7. Cogrupo en una categoŕıa

Básicamente esta sección dualiza todo lo hecho en la sección 2.6.
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Definición 2.7.1. Dada una categoŕıaC y un objeto Q en objC ,

decimos que Q tiene una comultiplicación siC tiene coproducto
y existe un morfismo ν : Q −→ QqQ.

Definición 2.7.2. Dada una comultiplicación ν : Q −→ Q q Q,
decimos que es coasociativa , si el siguiente diagrama

Q
ν //

ν

��

QqQ
νq1Q
��

QqQ
1Qqν

// QqQqQ
(2.24)

es conmutativo.

Definición 2.7.3. Dada una comultiplicación ν : Q −→ QqQ, deci-
mos que Q tiene coneutro siC tiene objeto inicial I, con morfismo
correspondiente ω : I −→ Q, y un morfismo ζ : Q −→ I tal que el
siguiente diagrama:

Q QqQ
(1Q,ζQ)

//
(ζQ,1Q)
oo Q

Q

1Q

bb

1Q

<<

ν

OO
(2.25)

conmuta. Donde el morfismo ζQ : Q −→ Q es aquel que hace conmu-
tar el diagrama

Q
ζ //

ζQ ��

I

ω

��
Q

es decir, ζQ = ω ◦ ζ.

Definición 2.7.4. Dada una comultiplicación ν : Q −→ Q q Q,
decimos que Q tiene coinverso si Q tiene coneutro y existe κ :



88 2. Objetos universales

Q −→ Q tal que el siguiente diagrama

Q QqQ
(1Q,κ)

//
(κ,1Q)
oo Q

Q

ζQ

bb

ζQ

<<

ν

OO
(2.26)

conmuta.

Definición 2.7.5. Dada una comultiplicación ν : Q −→ Q q Q,
decimos que es coabeliana si el siguiente diagrama:

QqQ T // QqQ

Q

ν
bb

ν
<<

(2.27)

conmuta. Donde el morfismo T viene dado por la propiedad universal
del coproducto:

Q
ι1 //

ι2 ""

QqQ

∃!T
��

Q
ι2oo

ι1||
QqQ

es decir, T intercambia el orden.

Definición 2.7.6. Dada una categoŕıaC con un objeto Q, decimos
que Q es unC -cogrupo si:

1) Tiene comultiplicación coasociativa.

2) Tiene neutro.

3) Tiene inverso.

Definición 2.7.7. Dada una categoŕıaC con un objeto Q, decimos
que Q es unC -cogrupo abeliano, si Q es unC -cogrupo y ademas
la comultiplicación es coabeliana.



2.7. Cogrupo en una categoŕıa 89

A continuación se dara un teorema enteramente análogo al teore-
ma 2.6.8. Observe que aunque en la categoŕıaC se habla de unC -
cogrupo, el conjuntoC (Q,Y ) es un grupo, para toda Y en objC .
Por lo que con esto, se tienen dos formas de darle estructura de grupo
a un mismo conjunto.

Teorema 2.7.8. Sea C una categoŕıa con coproducto finito y ob-
jeto inicial I. Entonces un objeto Q es un C -cogrupo si y sólo si
C (Q,Y ) tiene una estructura natural de grupo para cualquier Y en
objC .

�

Corolario 2.7.9. SeaC una categoŕıa con coproducto finito y ob-
jeto inicial I. Entonces un objeto Q es unC -cogrupo abeliano si y
sólo siC (Q,Y ) tiene una estructura natural de grupo abeliano para
cualquier Y en objC .

�





Caṕıtulo 3

Homotoṕıa

En este caṕitulo introduciremos el concepto de homotoṕıa en una
categoŕıaC . En la sección 3.1 veremos el concepto de cilindro de tal
forma que podamos darle una estructura a la categoŕıa para poder
hacer una categoŕıa cociente. En la sección 3.2 definiremos algunos
morfismos importantes en la teoŕıa de homotoṕıa que son las cofibra-
ciones y las fibraciones. En la sección 3.3 introduciremos el concepto
dual del cilindro, a saber el cocilindro y le daremos otra estructura
a la categoŕıa para poder hacer una categoŕıa cociente. En la sec-
ción 3.4 definiremos los morfismos cofibración y fibración, pero ahora
respecto al cocilindro y veremos que:

1) Una fibración respecto a un cilindro es el dual de una cofibración
respecto a un cocilindro.

2) Una cofibración respecto a un cilindro es el dual de una fibración
respecto a un cocilindro.

Mientras que en la sección 3.5 nos centraremos en categoŕıas don-
de los cilindros y cocilindros son adjuntos y se verá que:

1) Una fibración respecto a un cilindro coincidirá con una fibración
respecto a un cocilindro por medio de una adjunción.

2) Una cofibración respecto a un cilindro coincidirá con una cofi-
bración respecto a un cocilindro por medio de una adjunción.

91
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3) Morfismos homotopicos respecto a un cilindro serán homotopi-
cos también respecto al cocilindro adjunto.

3.1. Cilindro

Cilindro

Definición 3.1.1. SeaC una categoŕıa, definimos el cilindro I en
C como I= {( )× I, e0, e1, σ}, donde:

1) ( )× I :C −→C es un funtor covariante;

2) e0, e1 : IdC −→ ( )× I son transformaciones naturales;

3) σ : ( )× I −→ IdC es transformación natural,

y son tales que σ ◦ e0 = idC = σ ◦ e1.

Notación. Si tenemos X,Y en objC y un morfismo f : X −→ Y
entonces denotaremos X × I := (( ) × I)X y f × I := (( ) × I)f .
Observe que X × I es puramente notación y en ningún momento
indica que se esté efectuando el producto en la categoŕıa.

Ejemplo 3.1.2.
Consideremos la categoŕıaTop , entonces definimos un cilindro de

la siguiente manera:

1) El funtor cilindro está dado por:

( )× I :Top //Top

X � // X × [0, 1]

y dados X,Y en objTop y un morfismo f : X −→ Y se tiene
que

f × I : X × [0, 1] // Y × [0, 1]

(x, t) � // (f(x), t)
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2) Las transformaciones naturales e0 y e1 están dadas por:

e0X : X // X × [0, 1] e1X : X // X × [0, 1]

e0X (x) � // (x, 0) e1X (x) � // (x, 1)

para toda X en objTop , respectivamente.

3) La transformación natural σ está dada por:

σX : X × [0, 1] // X

σX(x, t) � // x

para toda X en objTop .

Esto nos determina el cilindro canónico enTop y lo denotaremos por
T.

Ejemplo 3.1.3.
SeaC una categoŕıa cualquiera, entonces podemos definir el ci-

lindro trivial Id, como sigue:

1) El funtor cilindro sera el funtor identidad enC .

2) Las transformaciones naturales e0 y e1 serán la identidad.

3) La transformación natural σ sera también la identidad.

Definición 3.1.4. Sean C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, X,Y en objC y morfismos f, g : X −→ Y . Decimos que
f es homotópica a g si existe un morfismo φ : X× I −→ Y tal que
φ ◦ e0X = f y φ ◦ e1X = g.

A φ le llamamos homotoṕıa entre f y g.

Notación. Si f es homotópica a g lo denotamos como f ' g y si φ es
su homotoṕıa lo denotamos como φ : f ' g.
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Lema 3.1.5. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, se tiene que:

1) Si f : X −→ Y , entonces f ' f .

2) Sean h : W −→ X, f, g : X −→ Y y k : Y −→ Z. Si f ' g,
entonces f ◦ h ' g ◦ h y k ◦ f ' k ◦ g.

Demostración.

1) Definimos φ como sigue:

φ := f ◦ σX : X × I σX // X
f // Y

entonces tenemos que:

φ ◦ e0X = (f ◦ σX) ◦ e0X = f ◦ (σX ◦ eOX ) = f ◦ idX = f,

φ ◦ e1X = (f ◦ σX) ◦ e1X = f ◦ (σX ◦ e1X ) = f ◦ idX = f.

por lo tanto f ' f .

2) Como f ' g, entonces existe un morfismo φ : X × I −→ Y tal
que φ ◦ e0X = f y φ ◦ e1X = g.

Definimos ψ1 como sigue:

ψ1 := φ ◦ (h× I) : W × I h×I // X × I φ // Y

consideremos los siguientes diagramas:

W

h
��

W
e0W //

h
��

W × I
h×I
��

W

h
��

W
e1W //

h
��

W × I
h×I
��

X X e0X
// X × I, X X e1X

// X × I

los cuales conmutan ya que e0 y e1 son transformaciones natu-
rales. Se tiene entonces que

ψ1 ◦ e0W = (φ ◦ (h× I)) ◦ e0W = φ ◦ ((h× I) ◦ e0W )

= φ ◦ (e0X ◦ h) = (φ ◦ e0X ) ◦ h = f ◦ h,
ψ1 ◦ e1W = (φ ◦ (h× I)) ◦ e1W = φ ◦ ((h× I) ◦ e1W )

= φ ◦ (e1X ◦ h) = (φ ◦ e1X ) ◦ h = g ◦ h.
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Ahora definimos ψ2 como sigue:

ψ2 := k ◦ φ : X × I φ // Y
k // Z

y análogamente se obtiene

ψ2 ◦ e0X = (k ◦ φ) ◦ e0X = k ◦ (φ ◦ e0X ) = k ◦ f,
ψ2 ◦ e1X = (k ◦ φ) ◦ e1X = k ◦ (φ ◦ e1X ) = k ◦ g.

Definición 3.1.6. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y morfismos f : X −→ Y y g : Y −→ X.

1) Si f ◦ g ' idY decimos que g es un inverso homotópico
derecho de f .

2) Si g ◦ f ' idX decimos que g es un inverso homotópico
izquierdo de f .

Definición 3.1.7. Sean C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y morfismo f : X −→ Y . Decimos que f es una equiva-
lencia homotópica si existe g : Y −→ X tal que:

g ◦ f ' idX y f ◦ g ' idY .

En este caso, decimos que g es un inverso homotópico de f .

Aunque el lemma 3.1.5 nos asegura que la relación “ser homotópi-
co a” es reflexiva y es compatible con la composición, aun no podemos
asegurar que sea simétrica y transitiva por ende no podemos definir
una categoŕıa cociente1 con dicha relación.

Para eso se necesita que el cilindro cumpla algunas propiedades
que se enuncian a continuación.

1Ver sección 1.7
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Definición 3.1.8. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, definimos una involución natural en I como una
transformación natural

ι : ( )× I // ( )× I

tal que:

ι ◦ ι = 1, ι ◦ e0 = e1, ι ◦ e1 = e0, y σ ◦ ι = σ.

Ejemplo 3.1.9.
Considerando el cilindro T definido en el ejemplo 3.1.2, definimos

una involución natural en T, dada por:

ιX : X × [0, 1] // X × [0, 1]

ιX(x, t) � // (x, 1− t),

para toda X en objTop .

Se comprueba directamente que la transformación natural defini-
da en el ejemplo anterior cumple las propiedades de una involución
natural.

Lema 3.1.10. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, tal que ι es una involución natural en I, entonces, la
relación de homotoṕıa es simétrica.

Demostración.
Sea ι : ( ) × I −→ ( ) × I la involución natural en I y sean

f, g : X −→ Y y φ : X × I −→ Y tales que φ : f ' g.
Definimos

φ := φ ◦ ιX : X × I ιX // X × I φ // Y

entonces se tiene que:

φ ◦ e0X = (φ ◦ ι) ◦ e0X = φ ◦ (ι ◦ e0X ) = φ ◦ e1X = g,

φ ◦ e1X = (φ ◦ ι) ◦ e1X = φ ◦ (ι ◦ e1X ) = φ ◦ e0X = f.

Por lo tanto g ' f .
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Definición 3.1.11. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, definimos al funtor pushout como sigue:

1) Un funtor covariante S :C −→C .

2) Dos transformaciones naturales ρ, τ : ( )× I −→ S.

tales que si X está en objC entonces el siguiente diagrama

X
e0X //

e1X
��

X × I
ρX
��

X × I τX
// SX

(3.1)

es un diagrama de pushout.

Ejemplo 3.1.12.
Consideremos la categoŕıaTop y el cilindro T definido en el ejem-

plo 3.1.2. Definimos un funtor pushout como sigue:

1) Un funtor covariante dado por:

S :Top //Top

X � // X × [0, 1]

2) Dos transformaciones naturales ρ y τ , dadas por:

ρX : X × [0, 1] // X × [0, 1]

(x, t) � // (x,
t+ 1

2
)

y
τX : X × [0, 1] // X × [0, 1]

(x, t) � // (x,
t

2
)
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para toda X en objTop .

Se verifica que el objeto SX = X × [0, 1] junto con los morfismos
ρX , τX : X × [0, 1] −→ X × [0, 1] son una solución al diagrama

X
e0X //

e1X

��

X × [0, 1]

X × [0, 1].

Efectivamente, dado x ∈ X se tiene que

(ρX ◦ e0X ) (x) = ρX(x, 0) =

(
x,

1 + 0

2

)
=

(
x,

1

2

)
(τX ◦ e1X ) (x) = τX(x, 1) =

(
x,

1

2

)

por lo que se obtiene el diagrama conmutativo

X
e0X //

e1X

��

X × [0, 1]

ρX
��

X × [0, 1] τX
// SX = X × [0, 1].

Para verificar que la solución al diagrama tiene la propiedad uni-
versal de un cuadrado cocartesiano, se considera otra solución al
diagrama inicial, esto es, dados Y en objTop y morfismos α, β :
X × [0, 1] −→ Y , se tiene que el cuadrado exterior

X
e0X //

e1X

��

X × [0, 1]

ρX
�� β

��

X × [0, 1] τX
//

α --

X × [0, 1]

Y
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conmuta. Basta con demostrar que existe un único morfismo ϕ : X×
[0, 1] −→ Y tal que hace conmutar todo el diagrama. Se define ϕ
como

ϕ(x, t) =

{
α(x, t) si 0 6 t 6 1

2 ,
β(x, t) si 1

2 6 t 6 1

de manera que

(ϕ ◦ τX) (x, t) = ϕ

(
x,
t

2

)
= α(x, t),

(ϕ ◦ ρX) (x, t) = ϕ

(
x,
t+ 1

2

)
= β(x, t).

Además, el morfismo ϕ es único, lo cual se verifica fácilmente debido
a como está definido. Con lo que se prueba la afirmación.

Definición 3.1.13. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y funtor pushout S, definimos una subdivisión natural
en I como una transformación natural

ς : ( )× I // S

tal que ς ◦ e0 = τ ◦ e0 y ς ◦ e1 = ρ ◦ e1.

Intuitivamente, la involución natural es aquella que nos permite
componer dos homotoṕıas, como se muestra en la siguiente figura.

//

�� ��

//
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Ejemplo 3.1.14.
Consideremos la categoŕıaTop y el cilindro T definido en el ejem-

plo 3.1.2. Definimos una subdivisión natural como sigue:

ςX : X × [0, 1] // X × [0, 1]

ςX(x) � // x

Se prueba directamente que la transformación natural definida
anteriormente cumple las condiciones de una subdivisión natural en
la categoŕıa deTop . En efecto,

(ςX ◦ e0X ) (x) = ς(x, 0) = (x, 0)

(τX ◦ e0X ) (x) = τX(x, 0) =

(
x,

0

2

)
= (x, 0)

y también

(ςX ◦ e1X ) (x) = ς(x, 1) = (x, 1)

(ρX ◦ e1X ) (x) = ρX(x, 1) =

(
x,

1 + 1

2

)
= (x, 1)

que era lo que se queŕıa demostrar.

Lema 3.1.15. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y una subdivisión natural ς, entonces, la relación de ho-
motoṕıa es transitiva.

Demostración.
Sea ς : ( ) × I −→ S la subdivisión natural en I= {( ) ×

I, e0, e1, σ}.
Sean f, g, h : X −→ Y y φ, ψ : X × I −→ Y tales que:

φ : f ' g ψ : g ' h

Consideremos el siguiente diagrama de pushout:
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X
e0X //

e1X
��

X × I
ρX
�� ψ

��

X × I τX
//

φ ,,

SX
∃!Φ

##
Y

el cual es conmutativo, ya que la categorá tiene un funtor de pushout.
Definimos (ψ+φ) := Φ◦ ςX : X×I −→ Y . Entonces tenemos que

(ψ + φ) ◦ e0X = (Φ ◦ ςX) ◦ e0X

(i)
= (Φ ◦ τX) ◦ e0X = φ ◦ e0X

(ii)
= f

(ψ + φ) ◦ e1X = (Φ ◦ ςX) ◦ e1X

(i)
= (Φ ◦ ρX) ◦ e1X = ψ ◦ e1X

(iii)
= g

donde (i) es por la definición 3.1.13, (ii) es porque f es homotópica
a g y (iii) puesto que g es homotópica a h.

Ahora ya estamos en condición de enunciar un teorema que nos
sera de gran utilidad más adelante.

Teorema 3.1.16. Dada una categoŕıaC y un cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} con una involución natural y una subdivisión natural en
I, la relación de homotoṕıa es una relación de equivalencia y ademas
es compatible con la composición.

Demostración.
Por los lemas 3.1.5, 3.1.10 y 3.1.15 se obtiene dicho resultado.

Un ejemplo de una teoŕıa de homotoṕıa para una categoria dis-
tinta a la deTop está dado en la referencia [16], donde se define lo
que se entiende por morfismos homotopicos en la categoŕıa de grupos
abelianosAb .

3.2. Cofibración y fibración

En esta sección definiremos lo correspondiente a cofibración y
fibración en una categoŕıaC con cilindro.
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3.2.1. Cofibración.

Definición 3.2.1. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, sean A,X, Y en objC y sea i : A −→ X. Decimos que i
tiene la propiedad de extensión de homotoṕıa (HEP)2 respecto
a Y si para cualquier par de morfismos φ : A×I −→ Y y f : X −→ Y
tales que φ◦e0A = f ◦ i, existe Φ : X×I −→ Y tal que Φ◦ (i×I) = φ
y Φ ◦ e0X = f , esto es, el siguiente diagrama

A× I
i×I

$$

φ

((
A

e0A

<<

i ""

X × I Φ // Y

X

e0X

99

f

66 (3.2)

conmuta. Nótese que el cuadrado de la izquierda conmuta porque e0

es natural.

Definición 3.2.2. Sean una categoŕıa C con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, A,X en objC y sea i : A −→ X. Decimos que i es una

cofibración si tiene HEP respecto a Y , para todo Y en objC .

Otra forma es decir esto es que i : A −→ X es cofibración si y
sólo si el siguiente diagrama

A
e0A //

i
��

A× I
i×I
��

X e0X
// X × I

es un cuadrado cocartesiano debil3.

Teorema 3.2.3. Dada una categoŕıa C con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, se tiene que:

2La abreviatura HEP se debe al termino en inglés Homotopy Extension Pro-
perty

3Ver sección 1.6
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1) Todo isomorfismo es cofibración.

2) Composición de cofibraciónes es cofibración.

Demostración.

1) Sea i : A −→ X un isomorfismo, sean f : X −→ Y y φ :
A × I −→ Y morfismos tales que φ ◦ e0A = f ◦ i. Entonces se
tiene que el siguiente diagrama

A× I
i×I

$$

φ

((
A

e0A

<<

i ""

X × I Y

X

e0X

99

f

66

conmuta. El cuadrado interior es por ser e0 una transformación
natural.

Como i : A −→ X es isomorfismo entonces se tiene que existe
un morfismo i−1 : X −→ A tal que i−1 ◦ i = 1A y i ◦ i−1 = 1X .

Definimos:

Φ := φ ◦ (i−1 × I) : X × I i−1×I // A× I φ // Y

Nótese además que el siguiente diagrama

X

i−1

��

X

i−1

��

e0X // X × I

i−1×I
��

A A e0A
// A× I

conmuta, ya que e0 es una transformación natural. Entonces se
tiene que:

Φ ◦ e0X = (φ ◦ (i−1 × I)) ◦ e0X = φ ◦ ((i−1 × I) ◦ e0X )

= φ ◦ (e0A ◦ i
−1) = (φ ◦ e0A) ◦ i−1 = (f ◦ i) ◦ i−1 = f

Φ ◦ (i× I) = (φ ◦ (i−1 × I)) ◦ (i× I) = φ ◦ ((i−1 ◦ i)× I)

= φ ◦ (1A × I) = φ
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Por lo tanto el diagrama conmuta y el isomorfismo i es cofibra-
ción.

2) Sean i : A −→ X e i′ : X −→ X ′ cofibraciones y sean φ :
A× I −→ Y y f ′ : X ′ −→ Y tales que el siguiente diagrama

A× I

(i′◦i)×I %%

φ

((
A

e0A

<<

i′◦i ""

X ′ × I Y

X ′
e0X′

99

f ′

66

conmuta. Ahora se considera el siguiente diagrama:

A× I

φ

''

i×I $$
A

e0A

<<

i ""

X × I

φ′
++

i′×I %%
X

e0X

::

i′ $$

X ′ × I
Φ′

// Y

X ′
e0X′

99

f ′

66

el cual es conmutativo y φ′ : X × I −→ Y existe ya que i es
cofibración.

Ahora, como i′ es cofibración entonces existe Φ′ : X ′× I −→ Y
tal que Φ′ ◦ (i′ × I) = φ′ y Φ′ ◦ e0X′ = f ′.

Entonces se tiene que:

Φ′ ◦ ((i′ ◦ i)× I) = Φ′ ◦ ((i′ × I) ◦ (i× I))

= (Φ′ ◦ (i′ × I)) ◦ (i× I) = φ′ ◦ (i× I) = φ

Φ′ ◦ e0X′ = f ′

Por consiguiente, i′ ◦ i es cofibración.
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Teorema 3.2.4. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} tal que el funtor ( )×I conserva cuadrado cocartesianos4.
Consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano:

A
u //

i
��

C

j
��

X ν
// Z

(3.3)

Entonces, si i es cofibración se tiene que j es cofibración.

Demostración.

Como el diagrama es de cuadrado cocartesiano, entonces dados
dos morfismos f ′ : X −→ Y y g′ : C −→ Y tales que f ′ ◦ i = g′ ◦ u,
entonces existe una única Φ′ : Z −→ Y tal que el siguiente diagrama

A
u //

i
��

C

j
�� g′

��

X ν
//

f ′ ++

Z

∃!Φ′

  
Y

conmuta. Por otro lado consideremos el diagrama:

C
e0C //

j

��

C × I
j×I
��

Z e0Z
// Z × I.

4Ver sección 1.6
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Sean φ : C × I −→ Y y f : Z −→ Y tales que φ ◦ e0C = f ◦ j

C
e0C //

j

��

C × I

φ

��

j×I
��

Z e0Z
//

f ,,

Z × I

Y

(3.4)

Ahora, considerando la naturalidad de e0 se tiene que el diagrama

A

u
��

A

u
��

e0A // A× I

u×I
��

C C e0C
// C × I

(3.5)

es conmutativo. Entonces juntando los diagramas (3.3),(3.4) y (3.5),
se tiene que el siguiente diagrama:

A

1A
��

1A // A

u
��

e0A // A× I

u×I
��

A
u //

i
��

C
e0C //

j

��

C × I
φ
��

X ν
// Z

f
// Y

conmuta, ya que todos los cuadrados lo hacen. Luego, haciendo la
composición de morfismos correspondientes se tiene el siguiente cua-
drado exterior

A
e0A //

i
��

A× I
φ◦(u×I)
��

X
f◦ν

// Y

conmuta.
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Pero i : A −→ X es cofibración, de manera que hay un morfismo
Φ : X × I −→ Y tal que el siguiente diagrama

A× I
φ◦(u×I)

((

i×I

$$
A

e0A

<<

i ""

X × I Φ // Y

X
f◦ν

66

e0X

99

(3.6)

conmuta. Por otro lado como el diagrama original

A
u //

i
��

C

j
��

X ν
// Z

es de cuadrado cocartesiano y por hipótesis el funtor ( )×I conserva
cuadrado cocartesianos, se tiene que el diagrama

A× I u×I //

i×I
��

C × I
j×I
��

X × I
ν×I
// Z × I

también es de cuadrado cocartesiano.

Pero por el diagrama (3.6) se tiene que Φ◦ (i×I) = φ◦ (u×I), de
modo existe una única Ψ : Z × I −→ Y tal que el siguiente diagrama

A× I u×I //

i×I
��

C × I
j×I
�� φ

��

X × I
ν×I
//

Φ ..

Z × I
∃!Ψ

""
Y

(3.7)
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conmuta. Con todo esto, tenemos lo siguiente:

Ψ ◦ (j × I)
(i)
= φ,

Ψ ◦ (e0Z ◦ j)
(i)
= Ψ ◦ ((j × I) ◦ e0C )

(ii)
= φ ◦ e0C

(ii)
= f ◦ j,

Ψ ◦ (e0Z ◦ ν)
(iii)
= Ψ ◦ ((ν × I) ◦ e0X ) = Φ ◦ e0X

(iv)
= f ◦ ν

donde la igualdades en (i) está dada por el diagrama (3.7), en (ii)
está dada por el diagrama (3.4), en (iii) viene de la naturalidad de
e0 y la igualdad en (iv) está dada por el diagrama (3.6).

Y dado que f es el morfismo de cuadrado cocartesiano del dia-
grama (3.3) se tiene que es única, por lo que Ψ ◦ e0Z = f .

Entonces se tiene que existe Ψ : Z × I −→ Y tal que el siguiente
diagrama

C
e0C //

j

��

C × I

φ

��

j×I
��

Z e0Z
//

f ,,

Z × I
∃Ψ

""
Y

conmuta.

Definición 3.2.5. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y sea f : X −→ Y , si existe un cuadrado cocartesiano
para

X
e0X //

f

��

X × I

Y,

decimos que f tiene cilindro de aplicación y al cuadrado co-
cartesiano lo denotaremos por Mf . Nótese que éste cumple que el
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diagrama

X
e0X //

f

��

X × I
πf

��
Y

jf
//Mf

es de cuadrado cocartesiano y decimos que Mf es el cilindro de
aplicación de f .

Consideremos un morfismo f con cilindro de aplicación Mf y
consideremos el diagrama

X

f

��

e0X // X × I
σX
��
X

f

��
Y

1Y
// Y

que es conmutativo debido a que f ◦(σX ◦e0X ) = f ◦1X = f = 1Y ◦f .

Ahora, como f tiene cilindro de aplicación, se tiene que existe un
único morfismo pf : Mf −→ Y

X
e0X //

f

��

X × I

f◦σX

��

πf

��
Y

1Y ,,

jf
//Mf ∃!pf

""
Y

(3.8)

tal que el diagrama es conmutativo.

Ahora considerando la naturalidad de e0, se tiene que el cuadrado
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exterior del siguiente diagrama

X
e0X //

f

��

X × I

f×I

��

πf

��
Y

e0Y ,,

jf
//Mf ∃!sf

$$
Y × I

(3.9)

es conmutativo y ademas existe un único sf : Mf −→ Y × I, por ser
Mf cilindro de aplicación.

El morfismo sf nos servirá para relacionar el cilindro de aplicación
con las cofibraciones. Como lo indica el teorema siguiente.

Teorema 3.2.6. Sea f : X −→ Y morfismo con cilindro de aplica-
ción Mf . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es cofibración.

2) f tiene HEP respecto a Mf .

3) existe un morfismo r : Y × I −→Mf tal que r ◦ sf = 1Mf
.

Demostración.

1)⇒ 2) ] Por definición de cofibración.

2) ⇒ 3) ] Suponemos que f tiene HEP respecto a Mf . Se consi-
deran los siguientes diagramas

X

f

��

X

f

��

e0X // X × I
f×I
��

X

f

��

e0X // X × I
πf

��
Y Y e0Y

// Y × I, Y
jf
//Mf

donde el diagrama superior izquierdo conmuta por la naturalidad de
e0 y el diagrama superior derecho por ser Mf el cilindro de aplicación
de f .
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Ahora, por hipótesis se tiene que f tiene HEP respecto a Mf de
manera que el diagrama

X × I
f×I

$$

πf

((
X

e0X

<<

f ""

Y × I ∃r //Mf

Y

e0Y

::

jf

66 (3.10)

es conmutativo y existe r : Y × I −→ Mf . Ahora, consideremos el
siguiente diagrama

X
e0X //

f

��

X × I

πf

��

πf

��
Y

jf ,,

jf
//Mf

∃!1Mf
##
Mf

(3.11)

que al ser cuadrado cocartesiano, se tiene que 1Mf
: Mf −→Mf es el

único morfismo que lo puede completar. Ahora juntando los diagra-
mas (3.9) y (3.10) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

X
e0X //

f

��

X × I

f×I

��

πf

��

πf

��

Y
e0Y

,,

jf //

jf

++

Mf ∃!sf

$$
Y × I

∃r

##
Mf

(3.12)



112 3. Homotoṕıa

entonces se tiene que el morfismo r ◦ sf : Mf −→ Mf completa
asimismo el diagrama (3.11) y la unicidad del morfismo que completa
al diagrama implica que r ◦ sf = 1Mf

, como se queŕıa.

3) ⇒ 1) ] Suponemos que existe un morfismo r : Y × I −→ Mf

tal que r ◦sf = 1Mf
. Se considera el siguiente diagrama conmutativo:

X × I φ

##

f×I

$$
X

e0X
;;

f ##

Y × I W

Y
g

<<

e0Y

99

Basta verificar que existe Φ : Y × I −→ W que hace conmutar el
diagrama.

Consideramos el siguiente cuadrado cocartesiano:

X
e0X //

f

��

X × I

φ

��

πf

��
Y

g
,,

jf
//Mf

∃!φ′
##
W.

Entonces existe un único morfismo φ : Mf −→ W que hace con-
mutar el diagrama. Definimos Φ := φ′ ◦ r : Y × I −→W , entonces se
tiene que:

Φ ◦ (f × I) = (φ′ ◦ r) ◦ (f × I)
(i)
= φ′ ◦ πf = φ

Φ ◦ e0Y = (φ′ ◦ r) ◦ e0Y

(i)
= φ′ ◦ jf = g

donde la igualdad en (i) está dada por el diagrama (3.12). Aśı, existe
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Φ : Y × I −→W tal que el siguiente diagrama:

X × I φ

##

f×I

$$
X

e0X
;;

f ##

Y × I Φ //W

Y
g

<<

e0Y

99

conmuta. Y como W fue arbitraria se concluye que f es cofibración.

Definición 3.2.7. En una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, dados A,X, Y en objC y morfismos i : A −→ X,
j : A −→ Y y f : X −→ Y , decimos que el diagrama:

A
i

~~

j

��
X

f
// Y

(3.13)

conmuta homotópicamente si (f ◦ i) ' j.

Teorema 3.2.8. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y consideremos el siguiente diagrama que conmuta ho-
motopicamente

A
i

~~

j

��
X

f
// Y

donde i es cofibración. Entonces existe g : X −→ Y tal que f ' g y
(g ◦ i) = j.

Demostración.
Sea φ : A× I −→ Y tal que φ : (f ◦ i) ' j, esto es,

φ ◦ e0A = f ◦ i, φ ◦ e1A = j.
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Como i : A −→ X es cofibración, entonces i tiene la HEP para
toda W en objC , en particular para Y , de modo que existe Φ :
X × I −→ Y tal que el siguiente diagrama:

A× I φ

""

i×I

$$
A

e0A

<<

i ""

X × I Φ // Y

X f

<<

e0X

99

es conmutativo. Definimos el siguiente morfismo:

g := Φ ◦ e1X : X
e1X // X × I Φ // Y

Luego,

Φ ◦ e0X = f y Φ ◦ e1X = g,

por lo que

Φ : f ' g.

Por otro lado, dada la naturalidad de e1 se tiene que el siguiente
diagrama:

A

i
��

A

i
��

e1A // A× I

i×I
��

X X e1X
// X × I

conmuta. Por consiguiente

g ◦ i = (Φ ◦ e1X ) ◦ i = Φ ◦ (e1X ◦ i) = Φ ◦ ((i× I) ◦ e1A)

= (Φ ◦ (i× I)) ◦ e1A = φ ◦ e1A = j

como se queŕıa.
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3.2.2. Fibración

Definición 3.2.9. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, sean B y E en objC y sea p : E −→ B, decimos que
p tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıa (HLP)5

respecto a X si para cualquier par de morfismos φ : X × I −→ B y
f : X −→ E tales que φ ◦ e0Y = p ◦ f , existe Φ : X × I −→ E tal que
Φ ◦ e0Y = f y p ◦ Φ = φ, i.e., el siguiente diagrama

X

e0X
��

f // E

p

��
X × I

Φ
;;

φ
// B

(3.14)

es conmutativo.

Definición 3.2.10. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, sean E,B en objC y sea p : E −→ B, decimos que p es

una fibración si tiene la HLP para todo X en objC .

Teorema 3.2.11. Dada una categoŕıa C con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es fibración.

2) Composición de fibraciónes es fibración.

Demostración.

1) Sea p : E −→ B un isomorfismo y sean f : X −→ E y φ :
X × I −→ B morfismos tales que p ◦ f = φ ◦ e0X . Entonces se
tiene que el siguiente diagrama

X

e0X
��

f // E

p

��
X × I

φ
// B

5La abreviatura HLP se debe al termino en inglés Homotopy Lifting Property
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conmuta. Como p es isomorfismo se tiene que existe un mor-
fismo p−1 : B −→ E tal que p ◦ p−1 = idB y p−1 ◦ p = idE .
Definimos:

Φ := p−1 ◦ φ : X × I φ // B
p−1
// E

Entonces se tiene que:

p ◦ Φ = p ◦ (p−1 ◦ φ) = (p ◦ p−1) ◦ φ = φ

Φ ◦ e0X = (p−1 ◦ φ) ◦ e0X = p−1 ◦ (φ ◦ e0X )

= p−1 ◦ (p ◦ f) = (p−1 ◦ p) ◦ f = f

Por lo tanto, todo morfismo es fibración.

2) Sean p : E −→ B y p′ : B −→ B′ fibraciónes.

Sean f : X −→ E y φ′ : X × I −→ B′ morfismos tales que el
siguiente diagrama:

X
f //

e0X
��

E

p′◦p
��

X × I
φ′
// B′

conmuta. Entonces se tiene que p ◦ f : X −→ B y esto hace
conmutar el diagrama:

X
p◦f //

e0X
��

B

p′

��
X × I

φ′
// B′.

Pero p′ es fibración, de modo que existe Φ′ : X × I −→ B tal
que hace el siguiente diagrama

X
p◦f //

e0X
��

B

p′

��
X × I

φ′
//

Φ′
;;

B′
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conmutativo. De esta forma, se obtiene la conmutatividad del
diagrama

X
f //

e0X
��

E

p

��
X × I

Φ′
// B′

y al ser p es fibración, se sigue que existe Φ : X × I −→ E tal
que hace al siguiente diagrama:

X
f //

e0X
��

E

p

��
X × I

Φ′
//

Φ
;;

B′

conmutar. Entonces se tiene que existe Φ : X× I −→ E tal que
hace al siguiente diagrama:

X
f //

e0X
��

E

p′◦p
��

X × I
φ′
//

Φ
;;

B′

conmutativo, por lo que p′ ◦ p es fibración.

Teorema 3.2.12. Sea C una categoŕıa con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y consideremos el siguiente diagrama de pullback

E′
v //

q

��

E

p

��
B′ u

// B.

Si p es fibración entonces q es fibración.
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Demostración.
Sean f : X −→ E′ y φ : X × I −→ B′ morfismos tales que hacen

conmutar el siguiente diagrama.

X
f //

e0X
��

E′
v //

q

��

E

p

��
X × I

φ
// B′ u

// B

Pero como p es fibración, se tiene que existe Φ : X × I −→ E tal que
el siguiente diagrama

X
f //

e0X
��

E′
v // E

p

��
X × I

φ
//

Φ

66

B′ u
// B

conmuta. Ahora consideremos el siguiente diagrama

X × I
Φ

$$
φ

��

E′
v //

q

��

E

p

��
B′ u

// B,

que por ser de pullback, se tiene que existe un único Φ′ : X×I −→ E′

tal que hace al siguiente diagrama

X × I
Φ

$$
φ

��

Φ′

##
E′

v //

q

��

E

p

��
B′ u

// B
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conmutativo. Aśı, se tiene que existe Φ′ : X × I −→ E′ tal que el
siguiente diagrama

X
f //

e0X
��

E′
v //

q

��

E

p

��
X × I

φ
//

Φ′
;;

B′ u
// B

conmuta y q es fbración.

3.3. Cocilindro

El concepto dual al cilindro presentado en la sección 3.1 es el
referente al cocilindro que en esta sección daremos las definiciones
y algunos resultados omitiendo las demostraciones, al se estas sus
duales a las presentadas en la sección 3.1.

Definición 3.3.1. SeaC una categoŕıa, definimos el cocilindro P
enC como P = {( )I , ε0, ε1, s}, donde:

1) ( )I :C −→C es un funtor covariante;

2) ε0, ε1 : ( )I −→ IdC son transformaciones naturales;

3) s : IdC −→ ( )I es transformación natural,

sean tales que ε0 ◦ s = idC = ε1 ◦ s.

Notación. Si tenemos X,Y en objC y f : X −→ Y entonces deno-
tamos XI := ( )IX y f I := ( )If .

Ejemplo 3.3.2.

Consideremos la categoŕıaTop , entonces definimos un cocilindro
de la siguiente manera:
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1) El funtor cocilindro esta dado por:

( )I :Top //Top

X � // X [0,1]

y dados X,Y en objTop y un morfismo f : X −→ Y se define
f [0,1] : X [0,1] −→ Y [0,1] como

f [0,1](ω)(t) = (f ◦ ω)(t)

Recordemos que X [0,1] = {ω : [0, 1] −→ X|es continua} do-
tado de la topoloǵıa compactamente generada asociada a la
compacto-abierta.

2) Las transformaciones naturales ε0 y ε1 están dadas por:

ε0X : X [0,1] // X ε1X : X [0,1] // X

ε0X (w) � // w(0) ε1X (w) � // w(1)

para toda X en objTop , respectivamente.

3) La transformación natural s esta dada por:

sX : X // X [0,1]

sX(x) � // w(t) = x

para toda X en objTop .

Esto nos determina el cocilindro canónico enTop y lo denotaremos
por W.
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Ejemplo 3.3.3.
SeaC una categoŕıa cualquiera, entonces podemos definir el co-

cilindro trivial Id, como sigue:

1) El funtor cilindro sera el funtor identidad enC .

2) Las transformaciones naturales e0 y e1 serán la identidad.

3) La transformación natural σ sera también la identidad.

Definición 3.3.4. Sea C una categoŕıa con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s} y sean X,Y en objC y sean f, g : X −→ Y . De-
cimos que f es homotópica a g si existe φ : X −→ Y I tal que
ε0Y ◦ φ = f y ε1Y ◦ φ = g.

A φ le llamamos homotoṕıa entre f y g.

Notación. Si f es homotópica a g lo denotamos como f ' g y si φ es
su homotoṕıa lo denotamos como φ : f ' g.

Observación. Una categoŕıa puede tener tanto cilindros como coci-
lindros, si este es el caso se especificará cuando dos morfismos son
homotopicos respecto a que cilindro o que cocilindro.

Lema 3.3.5. SeaC una categoŕıa con cocilindro P = {( )I , ε0, ε1, s},
se tiene que:

1) Si f : X −→ Y , entonces f ' f .

2) Sean k : W −→ X, f, g : X −→ Y y h : Y −→ Z, si f ' g,
entonces f ◦ k ' g ◦ k y h ◦ f ' h ◦ g.

�

Definición 3.3.6. Sea C una categoŕıa con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s}, sean f : X −→ Y y g : Y −→ X entonces:

1) Si f ◦ g ' idY decimos que g es un inverso homotópico
derecho de f .

2) Si g ◦ f ' idX decimos que g es un inverso homotópico
izquierdo de f .
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Definición 3.3.7. Sea C una categoŕıa con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s} y sea f : X −→ Y , decimos que f es una equi-
valencia homotópica si existe g : Y −→ X tal que:

g ◦ f ' idX y f ◦ g ' idY .

En tal caso, decimos que g es un inverso homotópico de f .

Aunque el lemma 3.3.5 nos asegura que la relación “ser homotópi-
co a” es reflexiva y es compatible con la composición, aun no podemos
asegurar que sea simétrica y transitiva por ende no podemos definir
una categoŕıa cociente6 con dicha relación.

Para eso se necesita que el cocilindro, al igual que el cilindro en la
sección 3.1, cumpla algunas propiedades que veremos a continuación.

Definición 3.3.8. Dada una categoŕıa C con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s}, definimos una involución natural en P como una
transformación natural

ι : ( )I // ( )I

tal que :

ι ◦ ι = 1 ε0ι = ε1 ε1ι = ε0 ι ◦ s = s

Lema 3.3.9. SeaC una categoŕıa con cocilindro P = {( )I , ε0, ε1, s},
tal que ι es una involución natural en P. Entonces, la relación de ho-
motoṕıa es simétrica.

�

Definición 3.3.10. Dada una categoŕıa C con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s}, definimos al funtor pullback como sigue:

1) Un funtor covariante C :C −→C .

2) Dos transformaciones naturales ρ, τ : C −→ ( )I .

6Ver la sección 1.7
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tales que si X esta en objC entonces el siguiente diagrama

CX ρX //

τX
��

XI

ε0X
��

XI
ε0X

// X

(3.15)

es un diagrama de pullback.

Definición 3.3.11. Dada una categoŕıa C con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s} y funtor pullback C, definimos una composición na-
tural en P como una transformación natural

ς : C // ( )I

tal que ε0 ◦ ς = ε0 ◦ τ y ε1 ◦ ς = ε1 ◦ ρ.

Lema 3.3.12. Sea C una categoŕıa con cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s} y una composición natural ς, entonces, la relación
de homotoṕıa es transitiva.

�

Teorema 3.3.13. Dada una categoŕıa C y un cocilindro P =
{( )I , ε0, ε1, s} con una involución natural y una composición na-
tural en P, la relación de homotoṕıa es una relación de equivalencia
y ademas es compatible con la composición.

�

3.4. Fibración y cofibración

En esta sección definiremos lo correspondiente a fibración y cofi-
bración en una categoŕıaC con cocilindro. Al igual que en la sección
pasada, omitiremos las demostraciones, al ser las duales a las presen-
tadas en la sección 3.2.
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3.4.1. Fibración.

Definición 3.4.1. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, sean E,B, Y en objC y sea p : E −→ B, deci-
mos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıa
(HLP) respecto a Y si para cualquier par de morfismos φ : Y −→ BI

y f : Y −→ E tales que ε0B ◦ φ = p ◦ f , existe Φ : Y −→ EI tal que
pI ◦ Φ = φ y ε0E ◦ Φ = f , i.e., el siguiente diagrama

BI

ε0B

  
Y

φ
22

f --

Φ // EI

pI
==

ε0E !!

B

E

p

>>
(3.16)

conmuta.

Definición 3.4.2. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, sean E,B en objC y sea p : E −→ B. Decimos

que p es una fibración si tiene la HLP para todo Y en objC .

Equivalentemente, p : E −→ B es fibración si y sólo si el siguiente
diagrama

EI
pI //

ε0E
��

BI

ε0B
��

E p
// B

es un cuadrado cartesiano debil7.

Teorema 3.4.3. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es fibración.

7Ver la sección 1.6
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2) Composición de fibraciónes es fibración.

�

Teorema 3.4.4. Sea C una categoŕıa con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s} tal que el funtor ( )I conserva cuadrados cartesianos8.
Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano:

Z
ν //

q

��

E

p

��
C u

// B

tenemos que si p es fibración entonces q es fibración.

�

Definición 3.4.5. Sea C una categoŕıa con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s} y sea f : X −→ Y . Si se puede completar el dia-
grama como un cuadrado cartesiano

X

f

��
Y I

ε0Y
// Y

decimos que f tiene cocilindro de aplicación y la solución al
cuadrado cartesiano la denotaremos por Cf , junto con los morfismos
qf y qf . Nótese que éste cumple que

Cf
qf //

qf
��

X

f

��
Y I

ε0Y
// Y

es un cuadrado cartesiano, o bien, decimos que Cf , junto con los
morfismos qf y qf , es el cocilindro de aplicación de f .

8Ver la sección 1.6
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Consideremos un morfismo f con cocilindro de aplicación Cf , en-
tonces el siguiente diagrama:

X

f
��

idX // X

f

��

Y

sY
��
Y I

ε0Y
// Y

es conmutativo ya que ε0Y ◦ (sY ◦ f) = idY ◦ f = f = f ◦ idX .

Ahora, como f tiene cocilindro de aplicación tenemos la conmu-
tatividad del diagrama

X
idX

##
sY ◦f

��

∃!ιf
  
Cf

qf //

qf
��

X

f

��
Y I

ε0Y
// Y

(3.17)

y ademas existe un único ιf : X −→ Cf . Ahora considerando la
naturalidad de ε0, tenemos que el siguiente diagrama

X

f

��

XI
ε0X //

fI

��

X

f

��
Y Y I

ε0Y
// Y
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conmuta, de donde se obtiene la conmutatividad del diagrama

XI
ε0X

##
fI

��

rf

  
Cf

qf //

qf
��

X

f

��
Y I

ε0Y
// Y

(3.18)

y la existencia de un único morfismo rf : XI −→ Cf .

Teorema 3.4.6. Sea f : X −→ Y morfismo con cocilindro de apli-
cación Cf . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es fibración.

2) f tiene HLP respecto a Cf .

3) existe un morfismo t : Cf −→ XI tal que rf ◦ t = idCf .

�

Definición 3.4.7. En una categoŕıa con cocilindro P= {( )I , ε0, ε1, s},
dados E,B, Y en objC y morfismos p : E −→ B, q : Y −→ B y
f : Y −→ E, decimos que el siguiente diagrama:

Y
f //

q   

E

p~~
B

(3.19)

conmuta homotópicamente si (p ◦ f) ' q.
Teorema 3.4.8. Sea C una categoŕıa con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s} y consideremos el siguiente diagrama que conmuta
homotópicamente

Y
f //

q   

E

p~~
B,
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donde p es fibración. Entonces existe g : Y −→ E tal que f ' g y
(p ◦ g) = q.

�

3.4.2. Cofibración.

Definición 3.4.9. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, sean A,X en objC y sea i : A −→ X. Decimos que i
tiene la propiedad de extension de homotoṕıa (HEP) respecto
a Y si para cualquier par de morfismos φ : A −→ Y I y f : X −→ Y
tales que ε0Y ◦ φ = f ◦ i, existe un morfismo Φ : X −→ Y I tal que
Φ ◦ i = φ y ε0Y ◦ Φ = f , esto es, el siguiente diagrama

A
φ //

i
��

Y I

ε0Y
��

X
f
//

Φ

>>

Y

(3.20)

conmuta.

Definición 3.4.10. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, sean A,X en objC y sea i : A −→ X. Decimos

que i es una cofibración si tiene la HEP para todo Y en objC .

Teorema 3.4.11. Dada una categoŕıa C con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es cofibración.

2) Composición de cofibraciónes es cofibración

�

Teorema 3.4.12. Sea C una categoŕıa con cocilindro P=
{( )I , ε0, ε1, s} y consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano

A
u //

i
��

C

j
��

X ν
// Z.
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Entonces, si i es cofibración entonces j es cofibración.

�

3.5. Cilindros y cocilindros adjuntos

En la sección 1.8 se introdujo el concepto de funtores adjuntos,
ahora en esta sección abordaremos nuevamente el tema, pero en ter-
mino de los funtores cilindro y cocilindro.

Definición 3.5.1. Dada una categoŕıaC con cilindro I= {( ) ×
I, e0, e1, σ} y cocilindro P= {( )I , ε0, ε1, s}. Decimos que (I,P) es
un par cilindro/cocilindro adjunto enC si:

1) Se tiene que α : ( )× I a ( )I i.e. los funtores son adjuntos9.

2) Para cualquier homotoṕıa φ : X × I −→ Y respecto a I y
cualquier morfismo f : X −→ Y se tiene que:

εiY ◦ αX,Y (φ) =φ ◦ eiX , con i = 0, 1 (3.21a)

αX,Y (f ◦ σX) =sY ◦ f (3.21b)

Lema 3.5.2. Dadas una categoŕıaC con un par cilindro/cocilindro
adjunto (I,P) y una homotoṕıa ψ : X −→ Y I respecto a P,aśı como
un morfismo f : X −→ Y . Entonces, se cumple que

α−1
X,Y (ψ) ◦ eiX =εiY ◦ ψ, con i = 0, 1 (3.22a)

α−1
X,Y (sY ◦ f) =f ◦ σX (3.22b)

Demostración.
Este lema es una implicación directa de las ecuaciones (3.21a) y

(3.21b) de la definición 3.5.1. Se considera α−1
X,Y (ψ) : X × I −→ Y ,

entonces se tiene:

εiY ◦ ψ = εiY ◦ αX,Y (α−1
X,Y (ψ)) =α−1

X,Y (ψ) ◦ eiX , con i = 0, 1

α−1
X,Y (sY ◦ f) = α−1

X,Y (αX,Y (f ◦ σX)) =f ◦ σX
9Para mayor referencia ver la sección 1.8
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Teorema 3.5.3. Dada una categoŕıa C con un par cilin-
dro/cocilindro adjunto (I,P) y dados morfismos f, g : X −→ Y ,
entonces se cumple que

1) f es homotopico a g respecto a I si y sólo si f es homotopico a
g respecto a P.

2) Dado A en objC , se tiene que f es homotopico a g bajo A
respecto a I si y sólo si f es homotopico a g bajo A respecto a
P.

3) Si B está en objC , entonces f es homotopico a g sobre B
respecto a I si y sólo si f es homotopico a g sobre B respecto a
P.

Demostración.
Sea α : ( )× I a ( )I una adjunción, entonces

1) Si φ : f ' g respecto a I, se tiene que:

αX,Y (φ) : X −→ Y I ,

ahora se procede al siguiente calculo :

ε0Y ◦ αX,Y φ)
(i)
= φ ◦ e0X = f

ε1Y ◦ αX,Y (φ)
(i)
= φ ◦ e1X = g

donde la igualdad (i) está dada por la ecuación (3.21a). Por lo
que αX,Y (φ) : f ' g respecto a P.

Ahora, sea ψ : f ' g respecto a P, se tiene que:

α−1
X,Y (ψ) : X × I −→ Y

ahora se procede al siguiente calculo:

α−1
X,Y (ψ) ◦ e0X

(ii)
= ε0X ◦ ψ = f

α−1
X,Y (ψ) ◦ e1X

(ii)
= ε1X ◦ ψ = g
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donde la igualdad (ii) está dada por la ecuación (3.22a). Por lo
que α−1

X,Y (ψ) : f ' g respecto a I.

2) Sean f, g : i′ −→ i morfismos bajo A tales que φ : f
A' g

respecto a I. Luego, se tiene que φ : f ' g enC respecto a I
y además el diagrama

A× I σA //

i′×I
��

A

i

��
X ′ × I

φ
// X

conmuta. Por el inciso anterior, sabemos que αX′,X(φ) : f '
g en C respecto a P. Ahora sólo falta ver que el siguiente
diagrama conmute.

A
i //

i′
��

X

sX
��

X ′ αX′,X
// XI

Para eso, considerando la naturalidad de α, se tiene que el si-
guiente diagrama conmuta.

A

i′

��

C (A× I,X)
αA,X //C (A,XI)

X ′ C (X ′ × I,X)

(i′×I)∗
OO

αX′,X
//C (X ′, XI)

i′∗

OO

Y esto implica que

αX′,X(φ) ◦ i′ = αA,X(φ ◦ (i′ × I)) = αA,X(i ◦ σA) = sX ◦ i

Procediendo análogo se demuestra que si f es homotópico a g
bajo A respecto a P, entonces son homotópicos bajo A respecto
a I.
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3) Sean f, g : p′ −→ p morfismos sobre B tales que ψ : f '
B
g

respecto a I. Entonces, se tiene que ψ : f ' g enC respecto a
I y además el siguiente diagrama:

E′ × I ψ //

σE′
��

E

p

��
E′

p′
// B

es conmutativo. Por el inciso (1) se tiene que αE′,E(ψ) : f ' g

enC respecto a P. Para verificar que el diagrama

E′
αE′,E(ψ)

//

p′

��

EI

pI

��
B sB

// BI

conmute, se considera la naturalidad de α, la cual hace conmu-
tar el diagrama

E

p

��

C (E′ × I, E)
αE′,E //

p∗
��

C (E′, EI)

pI∗
��

B C (E′ × I,B) αE′,B
//C (E′, BI).

Luego, se tiene que:

pI ◦ αE′,E(ψ) = αE′,B(p ◦ ψ) = αE′,B(p′ ◦ σE′) = sB ◦ p′

De una manera enteramente análoga, se demuestra que si f es
homotopico a g sobre B respecto a P, entonces son homotópicos
sobre B respecto a I.
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Teorema 3.5.4. SeaC una categoŕıa con un par cilindro/cocilindro
adjunto (I,P). Entonces, se cumple que

1) i : A −→ X es cofibracion respecto a I si y sólo si es cofibracion
respecto a P.

2) p : E −→ B es fibracion respecto a I si y sólo si es fibracion
respecto a P.

Demostración.

1) Sean i : A −→ X cofibracion respecto a I, ψ : A −→ Y I

homotoṕıa en P y f : X −→ Y un morfismo, tales que hacen
conmutar el diagrama

A
ψ //

i
��

Y I

ε0Y
��

X
f
// Y

Considerando α−1
A,Y (ψ) : A× I −→ Y , se tiene que

α−1
A,Y (ψ) ◦ e0A

(i)
= ε0Y ◦ ψ = f ◦ i,

donde la igualdad en (i) está dada por el lema 3.5.2. Por lo
tanto el siguiente diagrama

A× I
i×I

$$

α−1
A,Y (ψ)

((
A

e0A

<<

i ""

X × I ∃Φ // Y

X

e0X

99

f

66

es conmutativo, por ser i : A −→ X cofibracion respecto a I.
Ahora, considerando la naturalidad de α se tiene que el diagra-
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ma

A

i

��

C (A× I, Y )
αA,Y //C (A, Y I)

X C (X × I, Y )

(i×I)∗
OO

αX,Y
//C (X,Y I)

i∗

OO

conmuta. Luego, junto con αX,Y (Φ) : X −→ Y I se tiene que

αX,Y (Φ) ◦ i (i)
= αA,Y (Φ ◦ (i× I)) =αA,X(α−1

A,Y (ψ)) = ψ

ε0Y ◦ αX,Y (Φ) = Φ ◦ e0X =f,

donde la igualdad (i) está dada por la naturalidad de α.

Por otro lado, si i : A −→ X es cofibracion respecto a P, se
procede análogo para verificar que i : A −→ X es cofibracion
respecto a I.

2) Sea p : E −→ B fibracion respecto a I.

Sean ψ : Y −→ BI homotoṕıa en I y f : Y −→ E morfismo,
tales que el diagrama

BI

ε0B

  
Y

ψ
22

f --

EI

pI
==

ε0E !!

B

E

p

>>

conmuta. Considerando α−1
Y,B(ψ) : Y × I −→ B, se tiene

α−1
Y,B(ψ) ◦ e0Y

(i)
= ε0B ◦ ψ = p ◦ f,

donde la igualdad en (i) está dada por la definición 3.5.1. Luego,



3.5. Cilindros y cocilindros adjuntos 135

el diagrama conmuta

Y
f //

e0Y
��

E

p

��
Y × I

α−1
Y,B(ψ)

//

∃Φ
;;

B,

por ser p : E −→ B fibracion respecto a I. Ahora, dad la
naturalidad de α, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

E

p

��

C (Y × I, E)
αY,E //

p∗
��

C (Y,EI)

pI∗
��

B C (Y × I,B) αY,B
//C (Y,BI).

Y, junto con αY,E(Φ) : Y −→ EI , se verifica que

pI ◦ αY,E(Φ)
(i)
= αY,B(p ◦ Φ) =αY,B(α−1

Y,B(ψ)) = ψ

ε0E ◦ αY,E(Φ) = Φ ◦ e0Y =f,

donde la igualdad (i) está dada por la naturalidad de α.

Ahora, dada una fibración p : E −→ B respecto a P, se procede
de manera análoga para demostrar que p : E −→ B es fibracion
respecto a I.

Otra forma demostrar los regresos del teorema anterior es hacer la
dualización de lo demostrado en el inciso (1) y se obtiene el regreso
del inciso (2). Luego, hacer la dualización de lo demostrado en el
inciso (2) y se obtiene el regreso del inciso (1).





Caṕıtulo 4

Homoloǵıa

En este capitulo se darán algunas definiciones aśı como algunos
resultados sobre álgebra homológica. En la sección 4.1 se definirá la
categoŕıa de los complejos de cadena (sobre grupos abelianos) y se
verá que muchas de las construcciones que se pueden hacer en la cate-
goŕıaAb también existen en está nueva categoŕıa. En la sección 4.2
se definirá el n-ésimo grupo de homoloǵıa el cual es un grupo abeliano
y se demostrará que es un funtor, además se definirá la homotoṕıa
entre morfismos de cadena y se demostrarán algunas propiedades que
relacionan a la homoloǵıa con la homotoṕıa. En la sección 4.3 se de-
mostrarán varios resultados sobre secuencias exactas de cadena y al
final se definirá un morfismo conector el cual nos dará una relación
entre grupos de homoloǵıa. En la sección 4.4 se demostraran dos re-
sultados importantes acerca del morfismo conector dn. Por último en
la sección 4.5 se verá como se puede construir el n-ésimo grupo de
homoloǵıa en cualquier categoŕıa C y cuándo dicha construcción
será una teoŕıa ordinaria de homoloǵıa y se construirá un ejemplo
para la categoŕıaTop

2
.

137



138 4. Homoloǵıa

4.1. Complejos de cadena

Definición 4.1.1. Se define un complejo de cadena K =
(Kn, ∂n)n∈Z la sucesión:

· · · // Kn+1
∂n+1 // Kn

∂n // Kn−1
// · · · (4.1)

donde Kn es un grupo abeliano, ∂n es un morfismo de grupos y cum-
plen que ∂n ◦ ∂n+1 = 0, para toda n ∈ Z. Al homomorfismo ∂n lo
llamamos diferenciación de grado n y al grupo abeliano Kn lo
llamamos el término de grado n .

Cuando no haya confusión sobre los grupos y homomorfismos co-
rrespondientes a cada complejo de cadena, simplemente se denotarán
por K. Además observemos que dos complejos de cadena (Kn, ∂n)n∈Z
y (K ′n, ∂

′
n)n∈Z son iguales si y sólo si Kn = K ′n y ∂n = ∂′n para toda

n ∈ Z.

La condición ∂n ◦ ∂n+1 = 0 implica que im(∂n+1) ⊆ ker(∂n) para
toda n ∈ Z y no necesariamente se da la igualdad. Para complejos de
cadena que cumplen la igualdad se tiene la siguiente definición.

Definición 4.1.2. Dado un complejo de cadena K se dice que es
exacto si se tiene que im(∂n+1) = ker(∂n) para toda n ∈ Z.

Definición 4.1.3. Dado dos complejos de cadena K y K′ se define
un morfismo entre complejos de cadena como una colección
f = {fn : K ′n −→ Kn}n∈Z, donde cada fn es un morfismo de grupos
de modo que el siguiente diagrama es conmutativo.

K ′

f

��

· · · // K ′n+1

∂′n+1 //

fn+1

��

K ′n
∂′n //

fn
��

K ′n−1
//

fn−1

��

· · ·

K · · · // Kn+1
∂n+1

// Kn
∂n
// Kn−1

// · · ·

(4.2)

Esto es, ∂n+1 ◦ fn+1 = fn ◦ ∂′n+1 para toda n ∈ Z.
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Definición 4.1.4. Dados dos morfismos de complejos de cadena
f ′ : K ′′ −→ K ′ y f : K ′ −→ K, se define la composición entre
morfismos de complejos de cadena f ′ ◦ f como el morfismo tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

K ′′

f ′

��

· · · // K ′′n+1

∂′′n+1 //

f ′n+1

��

K ′′n
∂′′n //

f ′n
��

K ′′n−1
//

f ′n−1

��

· · ·

K ′

f

��

· · · // K ′n+1

∂′n+1 //

fn+1

��

K ′n
∂′n //

fn
��

K ′n−1
//

fn−1

��

· · ·

K · · · // Kn+1
∂n+1

// Kn
∂n
// Kn−1

// · · ·

(4.3)

es decir que f ′′ = f ◦ f ′ = {f ′′n = fn ◦ f ′n : K ′′n −→ Kn}n∈Z.

Con esto se puede observar que los complejos de cadena cumplen
las propiedades para ser una categoŕıa, lo que nos lleva la siguiente
definición.

Definición 4.1.5. Se define la categoŕıa de los complejos de
cadena CAb cuyos objetos son los complejos de cadena K y los
morfismos están dado por el conjuntoCAb (K ′,K) dado en la de-
finición 4.1.3 y la regla de composición está dada por la definición
4.1.4.

La categoŕıaCAb es muy parecida a la categoŕıaAb dado que
hay análogos a subgrupos, kernel, imagen, grupo cociente, los teorema
de isomorfismos, suma directa, entre otros enCAb . A continuación
se darán algunas definiciones para los complejos de cadena.

Definición 4.1.6. Dados dos complejos de cadena K = (Kn, ∂n)n∈Z
y K ′ = (K ′n, ∂

′
n)n∈Z se dice que K ′ es un subcomplejo de cadena

de K si el siguiente diagrama conmuta:

K ′

i

��

· · · // K ′n+1

∂′n+1 //

in+1

��

K ′n
∂′n //

in
��

K ′n−1
//

in−1

��

· · ·

K · · · // Kn+1
∂n+1

// Kn
∂n
// Kn−1

// · · ·

(4.4)
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donde i = {in : K ′n ↪→ Kn} es el homomorfismo inclusión. Es decir,
si cada K ′n es subgrupo de Kn y además se tiene que ∂′n = ∂n|K′n .

Definición 4.1.7. Si K ′ es un subcomplejo de cadena de K entonces
se define el complejo cociente K/K ′ como el siguiente complejo de
cadena:

· · · // Kn+1/K
′
n+1

∂̄n+1 // Kn/K
′
n

∂̄n // Kn−1/K
′
n−1

// · · ·
(4.5)

donde ∂̄n : kn +K ′n 7→ ∂n(kn) +K ′n−1 y esto es para toda n ∈ Z.

El homomorfismo ∂̄n esta bien definido dado que ∂′n = ∂n|K′n y
por ende ∂n(K ′n) ⊆ K ′n−1.

Definición 4.1.8. Dado un morfismo de complejos f : K ′′ −→ K se
define el kernel de f como el subcomplejo de K ′′ dado por:

· · · // ker(fn+1)
∂′n+1 // ker(fn)

∂′n // ker(fn−1) // · · · (4.6)

donde ∂′n = ∂′′n|ker(fn). A dicho subcomplejo lo denotaremos por
ker(f).

Definición 4.1.9. Dado un morfismo de complejos f : K ′′ −→ K se
define la imagen de f como el subcomplejo de K dado por:

· · · // im(fn+1)
∆′n+1 // im(fn)

∆′n // im(fn−1) // · · · (4.7)

donde ∆′n = ∂n|im(fn). A dicho subcomplejo lo denotaremos por
im(f).

Definición 4.1.10. Dada una familia indexada de complejos de ca-
dena {Kλ}λ∈Λ en CAb , se define el producto directo como el
complejo de cadenas

∏
λ∈ΛK

λ dado como la siguiente sucesión:

· · · //
∏
λ∈ΛK

λ
n+1

∂n+1 //
∏
λ∈ΛK

λ
n

∂n //
∏
λ∈ΛK

λ
n−1

// · · ·
(4.8)

es decir, que (
∏
λ∈ΛK

λ)n :=
∏
λ∈ΛK

λ
n es el producto directo usual

de grupos abelianos y donde ∂n :=
∏
λ∈Λ ∂

λ
n es el producto directo de

homomorfismos, para toda n ∈ Z.
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Teorema 4.1.11. En la categoŕıaCAb el producto directo de com-
plejos cumple la propiedad universal del producto de categoŕıas.

Demostración.
Dada una familia indexada de complejos de cadena {Kλ}λ∈Λ, hay

que demostrar que para cualquier Y en objCAb y dadas fλ : Y −→
Kλ para toda λ ∈ Λ, existe una única f : Y −→

∏
λ∈ΛK

λ tal que el
siguiente diagrama:

Y
fλ

zz
∃!f
��

Kλ
∏
λ∈ΛK

λ
π
Kλ

oo

conmuta. Donde los morfismos πKλ :
∏
λ∈ΛK

λ −→ Kλ son las
proyecciones de complejos de cadena, esto es, πKλ := {πKλ

n
:∏

λ∈ΛK
λ
n −→ Kλ

n}.
Pero para la existencia de f : Y −→

∏
λ∈ΛK

λ hay que verificar la
existencia de fn : Yn −→

∏
λ∈ΛK

λ
n para toda n ∈ Z y eso se reduce

a que el siguiente diagrama conmuta para toda n ∈ Z

Yn
fλn

zz
∃!fn
��

Kλ
n

∏
λ∈ΛK

λ
n .π

Kλn

oo

Pero sabemos que dicho fn existe que hace conmutar el diagrama
porque en Ab el producto directo cumple la propiedad universal
del producto, por lo que f := {fn} es el morfismo de cadena que
buscamos y además en único debido a la unicidad de cada uno de los
fn.

Definición 4.1.12. Dada una familia indexada de complejos de cade-
na {Kλ}λ∈Λ enCAb , se define la suma directa como el complejo
de cadenas

⊕
λ∈ΛK

λ dado como la siguiente sucesión:

· · · //
⊕

λ∈ΛK
λ
n+1

∂n+1 //
⊕

λ∈ΛK
λ
n

∂n //
⊕

λ∈ΛK
λ
n−1

// · · ·
(4.9)
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es decir, que (
⊕

λ∈ΛK
λ)n :=

⊕
λ∈ΛK

λ
n es la suma directa usual de

grupos abelianos y donde ∂n :=
⊕

λ∈Λ ∂
λ
n es la suma directa de los

morfismos, para toda n ∈ Z.

Teorema 4.1.13. En la categoŕıaCAb la suma directa de comple-
jos cumple la propiedad universal del coproducto de categorás.

Demostración.
Dada una familia indexada de complejos de cadena {Kλ}λ∈Λ, hay

que demostrar que para cualquier Y en objCAb y dadas fλ : Kλ −→
Y para toda λ ∈ Λ, existe una única f :

⊕
λ∈ΛK

λ −→ Y tal que el
siguiente diagrama:

Kλ

fλ $$

ιλ //
⊕

λ∈ΛK
λ

∃!f
��
Y

conmuta. Donde los morfismos ιλ : Kλ −→
⊕

λ∈ΛK
λ son las inclu-

siones de complejos de cadenas, en otras palabras, ιλ := {ιλn : Kλ
n −→⊕

λ∈ΛK
λ
n}

Pero para la existencia de f :
⊕

λ∈ΛK
λ −→ Y hay que verificar la

existencia de fn :
⊕

λ∈ΛK
λ
n −→ Yn para toda n ∈ Z y eso se reduce

a que el siguiente diagrama conmuta para toda n ∈ Z:

Kλ
n

fλn $$

ιλn //
⊕

λ∈ΛK
λ
n

∃!fn
��

Yn.

Sabemos que existe fn que hace conmutar dicho diagrama porque en
Ab la suma directa cumple la propiedad universal del coproducto,
por lo que f := {fn} es el morfismo de cadena que buscamos y además
es único debido a la unicidad de cada uno de los fn.

Con esto ya tenemos que en la categoŕıa deCAb existe el pro-
ducto y el coproducto, además por los teoremas 2.4.9 y 2.4.18 se tiene
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que los funtores
∏
CAb ( ,Kλ) y

∏
CAb (Kλ, ) son representa-

bles y además se tiene que
∏
CAb (Y,Kλ) ∼=CAb (Y,

∏
λ∈ΛK

λ
n)

y
∏
CAb (Kλ, Y ) ∼=CAb (

⊕
λ∈ΛK

λ, Y )

Teorema 4.1.14. Dada una familia de complejos {Kλ}λ∈Λ tal que
Λ es finita entonces se tiene que

∏
λ∈ΛK

λ =
⊕

λ∈ΛK
λ.

Demostración.
Sabemos que (

∏
λ∈ΛK

λ)n =
∏
λ∈ΛK

λ
n y (

⊕
λ∈ΛK

λ)n =⊕
λ∈ΛK

λ
n . Pero en la categoŕıa Ab se cumple que

∏
λ∈ΛK

λ
n =⊕

λ∈ΛK
λ
n cuando Λ es finita, entonces se tiene que (

∏
λ∈ΛK

λ)n =
(
⊕

λ∈ΛK
λ)n, para toda n ∈ Z.

Por otro lado, por definición se tiene que ∂n =
∏
λ∈Λ ∂

λ
n y

∂′n =
⊕

λ∈Λ ∂
λ
n. Pero nuevamente en la categoŕıa Ab se tiene que∏

λ∈Λ ∂
λ
n =

⊕
λ∈Λ ∂

λ
n, para toda n ∈ Z cuando Λ es finita.

Las ultimas dos definiciones dan pie a la siguiente propiedad sobre
los complejos de cadena, la cual es muy interesante. Básicamente
asegura que todo complejo de cadena es tanto unCAb -grupo como
unCAb -cogrupo y además ambos son abelianos.

Teorema 4.1.15. Dados complejos de cadena K y K ′ se tiene que
el conjuntoCAb (K ′,K) tiene estructura de grupo abeliano.

Demostración.
Se define la operación + como sigue:

+ :CAb (K ′,K)×CAb (K ′,K) //CAb (K ′,K)

(f, g) � // (f + g) := {fn +Kn gn}n∈Z

donde (fn +Kn gn) (kn) es la función tal que para toda kn ∈ Kn la
operación fn(kn) +Kn gn(kn) es en el grupo abeliano Kn.

Primero se demostrara que + es asociativa, para eso sean f, g, h :
K ′ −→ K por lo que:

(f + g) + h = {(fn +Kn gn) +Kn hn}
(i)
= {(fn +Kn (gn +Kn hn)}

= f + (g + h)
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donde (i) está dada por la asociatividad de +Kn .

Para demostrar la existencia del neutro se propone al morfismo
cero 0 : K ′ −→ K como el neutro.

f + 0 = {fn +Kn 0n}
(ii)
= {fn} = f

0 + f = {0n +Kn fn}
(ii)
= {fn} = f

donde (ii) se cumple porque 0n(k′n) = 0n manda todos los elementos
de K ′n al neutro de Kn.

Dada f : K ′ −→ K se propone −f : K ′ −→ K como −f =
{−fn}1 entonces se tiene que:

f + (−f) = {fn +Kn (−fn)} (iii)
= {0n} = 0

(−f) + f = {−fn +Kn fn}
(iii)
= {0n} = 0

donde (iii) se cumple porque −fn(k′n) es el inverso de fn(k′n) respecto
a +Kn en Kn.

Por último se verifica que + es conmutativo:

f + g = {fn +Kn gn}
(iv)
= {gn +Kn fn} = g + f

donde (iv) está dada por la conmutatividad de +Kn .

Lema 4.1.16. La categoŕıaCAb tiene objetos inicial, terminal y
cero.

Demostración.

Se propone al complejo 0 donde todos sus términos son el grupo
trivial Kn = 0 y su diferenciación son los morfismos de grupos que
mandan el neutro en el neutro ∂n = 0 por lo que se tiene que:

1) Es objeto inicial ya que el único morfismo de cadena 0 −→ K
es el que manda el cero de 0n en el neutro de Kn, para toda
n ∈ Z.

1La notación se refiere a que se considera el inverso de fn(k′n) respecto a +Kn .
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2) Es objeto terminal ya que el único morfismo de cadena K −→ 0
es el que manda a todos los elementos de Kn en el cero de 0n,
para toda n ∈ Z.

3) Es objeto cero ya que es objeto inicial y objeto terminal.

Corolario 4.1.17. Todo complejo de cadena es tanto un CAb -
grupo abeliano como unCAb -cogrupo abeliano.

Demostración.
Del teorema anterior se tiene queCAb (K ′,K) es un grupo abe-

liano y por los teoremas 2.6.8, 2.7.8 junto con sus corolarios se tiene
que K es unCAb -grupo abeliano y K ′ es unCAb -cogrupo abe-
liano. Pero esto es para cualquier complejo de cadena.

4.2. Homoloǵıa y homotoṕıa

Definición 4.2.1. Dado un complejo de cadena K se definen:

1) El n-ésimo grupo de ciclos como Zn(K) = ker(∂n), para
toda n ∈ Z.

2) El n-ésimo grupo de fronteras como Bn(K) = im(∂n+1),
para toda n ∈ Z.

3) El n-ésimo grupo de homoloǵıa como

Hn(K) =
Zn(K)

Bn(K)
∀n ∈ Z (4.10)

Cuando no haya confusión respecto a qué complejo de cadena
se refiera, simplemente se denotaran como; Zn, Bn y Hn. Además
observe que el n-ésimo grupo de homoloǵıa mide la falta de exactitud
del término de grado n, ya que si el grupo de homoloǵıa es trivial
para toda n ∈ Z entonces el complejo de cadena seria exacto. Esto
último es la afirmación del siguiente lema.
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Lema 4.2.2. Un complejo de cadena K es exacto si y sólo si Hn = 0
para toda n ∈ Z.

Demostración.

K es exacto si y sólo si Zn = ker(∂n) = im(∂n+1) = Bn si y sólo
si Hn = Zn/Bn = 0.

Lema 4.2.3. Dado un morfismo de complejos de cadenas f : K ′ −→
K, se tiene que fn(Zn(K ′)) ⊆ Zn(K) y fn(Bn(K ′)) ⊆ Bn(K)

Demostración.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

K ′

f

��

· · · // K ′n+1

∂′n+1 //

fn+1

��

K ′n
∂′n //

fn
��

K ′n−1
//

fn−1

��

· · ·

K · · · // Kn+1
∂n+1

// Kn
∂n
// Kn−1

// · · ·

Del diagrama de la derecha se obtiene que para toda z′n ∈ Zn(K ′) se
tiene que (∂n ◦ fn)(z′n) = fn−1(0) = 0 para toda n ∈ Z, con lo que se
obtiene que fn(Zn(K ′)) ⊆ Zn(K).

Del diagrama de la izquierda se tiene que para toda b′n ∈
Bn(K ′) existe k′n+1 ∈ K ′n+1 tal que ∂′n+1(k′n+1) = b′n y además
fn(b′n) = (∂n+1 ◦ fn+1)(k′n+1) para toda n ∈ Z y con esto se obtiene
fn(Bn(K ′)) ⊆ Bn(K).

Definición 4.2.4. Dado zn ∈ Zn se define la clase de homoloǵıa
de zn como [zn] = zn +Bn ∈ Hn.

Teorema 4.2.5. El n-ésimo grupo de homoloǵıa es un funtor.

Demostración.

Hn : CAb −→ Ab ya que si K es un complejo de cadena
entonces Hn(K) = Zn(K)/Bn(K) es un grupo abeliano, ya que Kn

es abeliano y por ende Zn(K) y Bn(K) son grupos abelianos, más
aun, son subgrupos normales.
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Dado f : K ′ −→ K, luego, Hn(f) está dada por:

Hn(f) : Hn(K ′) // Hn(K)

[z′n] � // [fn(z′n)],

la cual está bien definida ya que por el lema 4.2.3 se tiene que si z′n ∈
Z ′n entonces fn(z′n) ∈ Zn y [fn(z′n)] ∈ Hn(K). Ahora, falta verificar
que no depende del representante: sean z′1n , z

′
2n ∈ Zn(K) tales que

[z′1n ] = [z′2n ]. Entonces sabemos que [0] = [z′1n ] − [z′2n ] = [z′1n − z
′
2n ]

por lo que:

[0]
(i)
= Hn(f)[0] = Hn(f)[z′1n − z

′
2n ] = [fn(z′1n − z

′
2n)]

(i)
= [fn(z′1n)− fn(z′2n)] = [fn(z′1n)]− [fn(z′2n)]

= Hn(f)[z′1n ]−Hn(f)[z′2n ]

donde la igualdad (i) está dada por ser fn un morfismo de grupos.
Con esto se tiene que Hn(f)[z′1n ] = Hn(f)[z′2n ], por lo que Hn(f) no
depende del representante.

Ahora hay que demostrar que Hn(f) es un morfismo de grupos,
pero la demostración es análoga a la anterior, sean [x], [y] ∈ Hn(K)
entonces se tiene que:

Hn(f)([x] + [y]) = [fn(x+ y)] = [fn(x) + fn(y)] = [fn(x)] + [fn(y)]

= Hn(f)[x] +Hn(f)[y].

Con esto se obtiene que para todo f ∈CAb (K ′,K), se tiene que
Hn(f) ∈Ab (Hn(K ′), Hn(K)).

Ahora, sean f ′ : K ′′ −→ K ′ y f : K ′ −→ K dos morfismos de
complejos de cadenas. Hay que demostrar que Hn(f ◦ f ′) = Hn(f) ◦
Hn(f ′). Sea [z′′n] ∈ Hn(K ′′) por lo que se tiene:

Hn(f ◦ f ′)([z′′n]) = [(f ◦ f ′)n(z′′n)]
(ii)
= [(fn ◦ f ′n)(z′′n)] = [fn(f ′n(z′′n))]

(iii)
= Hn(f)([f ′n(z′′n)]) = Hn(f) ◦Hn(f ′)[(z′′n)]



148 4. Homoloǵıa

donde la igualdad indicada por (ii) es debido a la definición de com-
posición entre morfismos de complejos de cadenas y la indicada por
(iii) está dada por el lema 4.2.3.

Por último falta verificar que Hn(1K) = 1Hn(K). Sea [zn] ∈ Hn(K)
entonces se tiene que:

Hn(1K)
(iv)
= [1Kn(zn)] = [zn] = 1Hn(K)[zn]

la igualdad en (iv) está dada por el morfismo 1K = {1Kn : Kn −→
Kn}.

Definición 4.2.6. Dados dos morfismos de complejos de cadenas
f, g : K ′ −→ K, se dice que f y g son homotópicos (de cadena)
si existe una colección de morfismos ϕ = {ϕn : K ′n −→ Kn+1}n∈Z tal
que se da la igualdad ∂n+1ϕn + ϕn−1∂

′
n = fn − gn, para toda n ∈ Z.

En un diagrama

K ′

f−g
��

· · · // K ′n+1

∂′n+1 //

fn+1−gn+1

��

K ′n
∂′n //

fn−gn
��

ϕn

ww

K ′n−1
//

fn−1−gn−1

��
ϕn−1

||

· · ·

K · · · // Kn+1
∂n+1

// Kn
∂n
// Kn−1

// · · ·

(4.11)

A la sucesión ϕ = {ϕn} se le llama homotoṕıa de cadena y se
denota como ϕ : f ' g.

Definición 4.2.7. Dado un morfismo de complejos de cadenas f :
K ′ −→ K, se dice que f es una equivalencia homotópica de ca-
dena si existe g : K −→ K ′ tal que g ◦ f ' 1K′ y f ◦ g ' 1K . En este
caso se dice que K ′ y K son complejos de cadena equivalentes.

Teorema 4.2.8. La relación de homotoṕıa de cadena2 es una rela-
ción de equivalencia.

2La relación es sobre el conjunto de morfismos de complejos de cadenas.
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Demostración.
El morfismo de cadena 0 = {0n : K ′n −→ Kn+1}n∈Z es tal que

∂n+10n + 0n−1∂
′
n = 0 = fn − fn, por lo que es reflexiva.

Dado ϕ : f ' g, se propone que −ϕ : g ' f . Para verificarlo se
tiene que

∂n+1(−ϕn) + (−ϕn−1)∂′n = −∂n+1ϕn − ϕn−1∂
′
n = −(fn − gn)

= gn − fn,

por lo que es simétrica.
Dados ϕ : f ' g y ψ : g ' h entonces se propone que ϕ+ψ : f ' h.

En efecto:

∂n+1(ϕ+ ψ) + (ϕ+ ψ)∂′n = ∂n+1ϕ+ ∂n+1ψ + ϕ∂′n + ψ∂′n

= fn − gn + gn − hn = fn − hn,

por lo que la relación es transitiva.

Teorema 4.2.9. La relación de homotoṕıa de cadena es compatible
con la composición de complejos de cadena, i.e., dados morfismos de
cadena f ′, g′ : K ′′ −→ K ′ y f, g : K ′ −→ K tales que ϕ : f ' g y
ψ : f ′ ' g′ se cumple que ff ′ ' gg′.

Demostración.
Consideremos morfismos de cadena f ′, g′ : K ′′ −→ K ′ y f, g :

K ′ −→ K tales que ϕ : f ' g y ψ : f ′ ' g′, entonces

∂n+1(fn+1ψn) + (fnψn−1)∂′′n
(i)
= fn∂

′
n+1ψn + fnψn−1∂

′′
n

= fn(∂′n+1ψn + ψn−1∂
′′
n)

= fn(f ′n − g′n) = fnf
′
n − fng′n

donde la igualdad en (i) está dada por la propiedad de los morfismos
de cadena ∂n+1fn+1 = fn∂

′
n+1. Mientras que ϕg′ : fg′ ' gg′ ya que:

∂n+1(ϕng
′
n) + (ϕn−1g

′
n−1)∂′′n

(ii)
= ∂n+1ϕng

′
n + ϕn−1∂

′
ng
′
n

= (∂n+1ϕn + ϕn−1∂
′
n)g′n

= (fn − gn)g′n = fng
′
n − gng′n
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donde la igualdad en (ii), análogo a la anterior, está dada por la
propiedad de los morfismos de cadena ∂′ng

′
n = g′n−1∂

′′
n.

Finalmente, por la propiedad transitiva, se tiene que fψ + ϕg′ :
ff ′ ' gg′.

Con esto se puede definir una nueva categoŕıa, la categoŕıa co-
ciente, como se definió en la sección 1.7.

Definición 4.2.10. Se define la categoŕıaHAb como la categoŕıa
cociente deCAb por medio de la relación de homotoṕıa.

Con esta nueva categoŕıa se pueden demostrar algunas propieda-
des sobre homoloǵıa, las cuales se ven a continuación.

Teorema 4.2.11. Dados dos morfismos de cadena f, g : K ′ −→ K,
tales que ϕ : f ' g, entonces se tiene que Hn(f) = Hn(g) :
Hn(K ′) −→ Hn(K), es decir, morfismos de cadena homotópicos in-
ducen los mismos morfismos en homoloǵıa.

Demostración.

Dado [z′n] ∈ Hn(K ′) se tiene que:

Hn(f)[z′n]−Hn(g)[z′n] = [fn(z′n)− gn(z′n)]

= [∂n+1ϕn(z′n) + ϕn−1∂
′
n(z′n)]

(i)
= [∂n+1ϕn(z′n)]

(ii)
= [0]

Donde la igualdad en (i) es porque [z′n] ∈ Hn(K ′) implica que z′n ∈
Zn(K ′) y ∂′n(z′n) = 0, mientras que la igualdad en (ii) se da ya que
∂n+1ϕn(z′n) ∈ Bn(K) implica que [∂n+1ϕn(z′n)] = [0].

Corolario 4.2.12. Dado un morfismo de cadena f : K ′ −→ K tal
que es una equivalencia homotópica, se tiene que Hn(f) : Hn(K ′) −→
Hn(K) es un isomorfismo.

Demostración.

Como f es una equivalencia homotoṕıca entonces existe g : K −→
K ′ tal que gf ' 1K′ y fg ' 1K y en virtud del teorema anterior se
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tiene que:

Hn(g)Hn(f) = Hn(gf) = Hn(1K′) = 1K

Hn(f)Hn(g) = Hn(fg) = Hn(1K) = 1K′

El teorema 4.2.11 se puede escribir como el siguiente diagrama
conmutativo:

CAb
Hn //

π
%%

Ab

HAb ,

H′n

:: (4.12)

donde π es el funtor proyección y H ′n es el funtor dado por la propie-
dad universal del funtor proyección3.

4.3. Sucesiones exactas de homoloǵıa

Una propiedad fundamental de los funtores de homoloǵıa Hn′s es
que están conectados entre ellos. Para esto se necesita ver primero la
relación entre el funtor de homoloǵıa y las sucesiones exactas.

Definición 4.3.1. Dada una familia indexada de complejos de cade-
na (Kλ, fλ)λ∈Z, se define una sucesión exacta de complejos como
una sucesión de la forma

· · · // Kλ+1 fλ+1
// Kλ fλ // Kλ−1 // · · · , (4.13)

donde im(fλ+1) = ker(fλ), para toda λ ∈ Z.

Definición 4.3.2. Se define una sucesión exacta corta de com-
plejos como la sucesión exacta de complejos:

0 // K ′
i // K

p // K ′′ // 0 (4.14)

donde 0 es el complejo de cadena cuyo termino de grado n es el grupo
trivial 0, y esto es para toda n ∈ Z.

3Ver sección 1.7.
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Lema 4.3.3. Una sucesión de complejos de cadena K ′
f−→ K

g−→
K ′′ es exacta enCAb si y sólo si K ′n

fn−→ Kn
gn−→ K ′′n es exacta en

Ab para toda n ∈ Z.

Demostración.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

...

��

...

��

...

��
K ′n+1

∂′n+1

��

fn+1 // Kn+1

∂n+1

��

gn+1 // K ′′n+1

∂′′n+1

��
K ′n

∂′n
��

fn // Kn

∂n
��

gn // K ′′n

∂′′n
��

K ′n−1

��

fn−1 // Kn−1

��

gn−1 // K ′′n−1

��
...

...
...

(4.15)

donde las columnas son las sucesiones que definen a los complejos de
cadena.

Ahora, recordemos que dado un morfismo de complejos f :
K ′′ −→ K el kernel de f es un subcomplejo de cadena de K ′′ dado por
ker(f) =

(
ker(fn), ∂′′n|ker(fn)

)
. Y, la imagen de f es un subcomplejo de

cadena de K definido como im(f) =
(
im(fn), ∂n|im(fn)

)
.

Se tiene que K ′
f−→ K

g−→ K ′′ es exacta enCAb si y sólo si(
im(fn), ∂n|im(fn)

)
n∈Z = im(f) = ker(g) =

(
ker(gn), ∂′′n|ker(gn)

)
n∈Z si

y sólo si im(fn) = ker(gn) y ∂n|im(fn) = ∂′′n|ker(gn) para toda n ∈ Z si

y sólo si K ′n
fn−→ Kn

gn−→ K ′′n es exacta enAb para toda n ∈ Z.

Teorema 4.3.4. Si 0 −→ K ′
i−→ K

p−→ K ′′ −→ 0 es una su-
cesión exacta corta de complejos de cadena, entonces la sucesión

Hn(K ′)
Hn(i)−→ Hn(K)

Hn(p)−→ Hn(K ′) es una sucesión exacta.
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Demostración.

Por el lema 4.3.3 tenemos que 0 −→ K ′
in−→ K

pn−→ K ′′ −→ 0
es exacta para toda n ∈ Z, por lo que que im(in) = ker(pn). Aśı, se
tiene que pnin = 0 y por consiguiente

Hn(p)Hn(i) = Hn(pi) = [pnin] = [0].

Esto implica que im(Hn(i)) ⊆ ker(Hn(p)).

Ahora, sea [zn] ∈ ker(Hn(p)) ⊆ Hn(K) entonces se tiene que
[0] = Hn(p)[zn] = [pn(zn)] por lo que pn(zn) ∈ Bn(K ′′). Luego existe
k′′n+1 ∈ K ′′n+1 tal que pn(zn) = ∂′′n+1(k′′n+1), pero aplicando el lema

4.3.3 a la sucesión K
p−→ K ′′ −→ 0 se tiene que Kn+1

pn+1−→ K ′′n+1 −→
0 es exacta, por lo que im(pn+1) = ker(0n+1) = K ′′n+1. De esta forma
existe kn+1 ∈ Kn+1 tal que pn+1(kn+1) = k′′n+1 y se tiene que:

pn(zn − ∂n+1(kn+1)) = pn(zn)− pn∂n+1(kn+1)

(i)
= pn(zn)− ∂′′n+1pn+1(kn+1)

= ∂′′n+1(k′′n+1)− ∂′′n+1pn+1(kn+1) = 0,

donde la igualdad en (i) está dada por ser p un morfismo de cadenas.
Por lo que se tiene que zn − ∂n+1(kn+1) ∈ ker(pn) = im(in) ya que
por el lema 4.3.3 la sucesión es exacta. Por ende, existe z′n ∈ K ′n tal
que in(z′n) = zn − ∂n+1(kn+1), por lo que se obtiene que:

in−1∂
′
n(z′n)

(ii)
= ∂nin(z′n) = ∂n(zn − ∂n+1(kn+1))

= ∂n(zn)− ∂n∂n+1(kn+1) = 0

donde la igualdad en (ii) está dada por ser i un morfismo de cadenas.

Ahora aplicando el lema 4.3.3 en la sucesión 0 −→ K ′
i−→ K se

tiene que 0 −→ K ′n
in−→ Kn es exacta, por lo que im(0n) = ker(in).

Esto último implica que in(k′n) = 0 si y sólo si k′n = 0 por lo que
∂′n(z′n) = 0. Por ultimo se tiene que:

Hn(i)[z′n] = [in(z′n)] = [zn − ∂n+1(kn+1)] = [zn]− [∂n+1(kn+1)]
(iii)
= [zn]
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donde la igualdad en (iii) se da ya que [∂n+1(kn+1)] = [0] al estar
∂n+1(kn+1) ∈ Bn(K). Esto implica que ker(Hn(p)) ⊆ im(Hn(i)) y
que la sucesión es exacta.

Teorema 4.3.5. Si 0 −→ K ′
i−→ K

p−→ K ′′ −→ 0 es una sucesión
exacta corta de complejos de cadena, entonces existe un homomorfis-
mo

∂∗ : Hn(K ′′) // Hn−1(K ′)

dado por

[z′′n] � // [i−1
n−1∂np

−1
n (z′′n)] (4.16)

Demostración.

Primeramente veamos que está bien definido. Sea [z′′n] ∈ Hn(K ′′),
entonces z′′n ∈ Zn(K ′′), sabemos que ∂′′n(z′′n) = 0 y además, usando
el lema 4.3.3, se tiene que im(pn) = ker(0n) = K ′′n, por lo que existe
zn ∈ Kn tal que pn(zn) = z′′n. Ahora, por ser p morfismo de cadenas,
se obtiene que:

0 = ∂′′npn(zn) = pn−1∂n(zn),

esto implica que ∂n(zn) ∈ ker(pn−1) = im(in−1), debido al lema 4.3.3.
Luego existe z′n−1 ∈ K ′n−1 tal que in−1(z′n−1) = ∂n(zn) por lo que
∂∗([z

′′
n]) = [z′n−1] = [i−1

n−1∂np
−1
n (z′′n)].

Ahora, supongamos que dado [z′′n] ∈ Hn(K ′′) existe otro xn ∈
Kn tal que pn(xn) = z′′n, esto puede ser posible ya que pn no es
necesariamente inyectiva.

Entonces, realizando una construcción análoga a la anterior, se
obtiene que in−1(x′n−1) = ∂n(xn). Pero por otro lado, sabemos que:

0 = z′′n − z′′n = pn(zn)− pn(xn) = pn(zn − xn)

por lo que zn − xn ∈ ker(pn) = im(in), por el lema 4.3.3. Entonces
existe k′n ∈ K ′n tal que in(k′n) = zn− xn y, usando la conmutatividad
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del diagrama (4.15), se obtiene que:

in−1∂
′
n(k′n) = ∂nin(k′n) = ∂n(zn − xn) = ∂n(zn)− ∂n(xn)

= in−1(z′n−1)− in−1(x′n−1) = in−1(z′n−1 − x′n−1)

esto implica que:

0 = in−1∂
′
n(k′n)− in−1(z′n−1 − x′n−1)

= in−1(∂′n(k′n)− (z′n−1 − x′n−1))

pero nuevamente, por el lema 4.3.3, se tiene que im(0n−1) = ker(in−1)
por lo que in−1(k′n−1) = 0 si y sólo si k′n−1 = 0, entonces ∂′n(k′n) −
(z′n−1 − x′n−1) = 0, es decir, ∂′n(k′n) = z′n−1 − x′n−1. Por lo tanto
z′n−1 − x′n−1 ∈ Bn−1(K ′) y esto implica que [z′n−1] = [x′n−1], con esto
se ve que sólo una parte de que está bien definido.

Para ver que no depende del representante se consideran clases
[z′′1n ], [z′′2n ] ∈ Hn(K ′′) tales que [0] = [z′′1n ] − [z′′2n ] y se demuestra
de una manera enteramente análoga a lo hecho anteriormente que
∂∗[z

′′
1n ] = ∂∗[z

′′
2n ].

Por ultimo, para demostrar que es un homomorfismo de grupos
se hace uso del lema de la Serpiente4, como se puede revisar en [15].

Finalmente, con todos estos resultados juntos, se tiene que ∂∗
está bien definido.

Definición 4.3.6. El morfismo ∂∗ dado en el teorema 4.3.5 se llama
homomorfismo de conexión .

4.4. Algunas propiedades de ∂∗

A continuación veremos algunas propiedades del homomorfismo
de conexión.

Teorema 4.4.1 (Triángulo exacto). Si 0 −→ K ′
i−→ K

p−→ K ′′ −→
0 es un sucesión exacta corta, entonces existe una sucesión exacta

4Mejor conocido como “Snake lemma”.
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larga dada por:

· · · // Hn(K ′)
Hn(i) // Hn(K)

Hn(p) // Hn(K ′′)
∂∗ //

Hn−1(K ′)
Hn−1(i)// Hn−1(K)

Hn−1(p)// Hn−1(K ′′) // · · ·
(4.17)

Demostración.

Por el teorema 4.3.4 sabemos que si 0 −→ K ′
i−→ K

p−→ K ′′ −→
0 es una sucesión exacta corta, luego Hn(K)′

Hn(i)−→ Hn(K)
Hn(p)−→

Hn(K)′ es una sucesión exacta, para toda n ∈ Z. Ahora sólo falta
verificar que im(Hn(p)) = ker(∂∗) y que im(∂∗) = ker(Hn−1(i)). Para
el primero, se procede como sigue.

Sea [zn] ∈ Hn(K), entonces se tiene que:

∂∗Hn(p)[zn] = ∂∗[pn(zn)] = [i−1
n−1∂np

−1
n (pn(zn))]

pero en la demostración del teorema 4.3.5 se vio que ∂∗ no depende
del elemento que se tome para p−1

n (pn(zn)) por lo que elegimos zn ∈
p−1
n (pnzn).Se tiene entonces que:

i−1
n−1∂np

−1
n (pn(zn)) = i−1

n−1∂n(zn)
(i)
= 0

donde la igualdad en (i) se da al estar zn ∈ Zn(K). Luego se tiene
que ∂∗Hn(p)[zn] = [0], esto es, im(Hn(p)) ⊆ ker(∂∗).

Ahora, sea [z′′n] ∈ ker(∂∗). Se tiene que

∂∗[z
′′
n] = [i−1

n−1∂np
−1
n (z′′n)] = [0].

Esto implica que z′n−1 = i−1
n−1∂np

−1
n (z′′n) ∈ Bn−1(K ′), por lo que

z′n−1 = ∂′n(k′n), para algún k′n ∈ K ′n. Por la conmutatividad de los
diagramas se tiene que:

∂np
−1
n (z′′n) = in−1(z′n−1) = in−1∂

′
n(k′n) = ∂nin(k′n),
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y esto implica que ∂n(p−1
n (z′′n)− in(k′n)) = 0, es decir, que p−1

n (z′′n)−
in(k′n) ∈ Zn(K). De este modo:

Hn(p)[p−1
n (z′′n)− in(k′n)] = [pn(p−1

n (z′′n)− in(k′n))]

= [pnp
−1
n (z′′n)− pnin(k′n)]

(ii)
= [z′′n]

donde la igualdad en (ii) está dada por ser im(in) = ker(pn). Aśı, se
tiene que [z′′n] ∈ im(Hn(p)) y se da la primera igualdad de conjuntos.

Por ultimo, para verificar que im(∂∗) = ker(Hn−1(i)), se hace de
la siguiente forma:

Sea [z′′n] ∈ Hn(K ′′) entonces se tiene que:

Hn−1(i)∂∗[z
′′
n] = Hn−1(i)[i−1

n−1∂np
−1
n (z′′n)] = [in−1(i−1

n−1∂np
−1
n (z′′n))]

(iii)
= [∂np

−1
n (z′′n)]

(iv)
= [0],

donde la igualdad en (iii) está dada porque im(0n−1) = ker(in−1). Y
la igualdad en (iv) se da debido a que ∂np

−1
n (z′′n) ∈ Bn−1(K). Esto

implica que Hn−1(i)∂∗[z
′′
n] = [0] y que im(∂∗) ⊆ ker(Hn−1(i)).

Ahora, sea [z′n−1] ∈ ker(Hn−1(i)). Entonces se tiene que

Hn−1(i)[z′n−1] = [in−1(z′n−1)] = [0];

esto implica que [in−1(z′n−1)] ∈ Bn−1(K), es decir, que in−1(z′n−1) =
∂n(kn), para algún kn ∈ Kn. Luego por la conmutatividad de los
diagramas se tiene que:

∂′′npn(kn) = pn−1∂n(kn) = pn−1in−1(z′n−1) = 0,

ya que im(in−1) = ker(pn−1), por lo que pn(kn) ∈ Zn(K ′′). Pero se
tiene que:

∂∗[pn(kn)] = [i−1
n−1∂np

−1
n pn(kn)]

(v)
= [i−1

n−1∂n(kn)] = [i−1
n−1in−1(z′n−1)]

(vi)
= [(z′n−1)]

donde la igualdad en (v) está dada porque ∂∗ no depende de la elec-
ción de kn = p−1

n pn(kn) y la igualdad en (vi) está dada por ser
im(0n−1) = ker(in−1). Por lo tanto, se tiene que [z′n−1] ∈ im(∂∗)
y por ende im(∂∗) = ker(Hn−1(i)).
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El teorema 4.4.1 se llama del triángulo exacto ya que se puede
recordar mediante el siguiente diagrama nemotecnico:

H(K ′)
H(i) // H(K)

H(p)zz
H(K ′′)

∂∗

dd
(4.18)

Simplemente hay que recordar que de d baja una “dimensión”.

Teorema 4.4.2. El homomorfismo de conexión ∂∗ : Hn(K ′′) −→
Hn−1(K ′) es “natural”5, es decir, dado el siguiente diagrama conmu-
tativo de complejos de cadenas, donde cada sucesión es exacta.

0 // K ′
i //

f ′

��

K
p //

f

��

K ′′ //

f ′′

��

0

0 // L′
j
// L q

// L′′ // 0

(4.19)

Entonces se tiene que el siguiente diagrama

· · · // Hn(K ′)
Hn(i) //

Hn(f ′)
��

Hn(K)
Hn(p) //

Hn(f)

��

Hn(K ′′)
∂∗ //

Hn(f ′′)
��

Hn−1(K ′) //

Hn−1(f ′)
��

· · ·

· · · // Hn(L′)
Hn(j)

// Hn(L)
Hn(q)

// Hn(L′′)
d′n
// Hn−1(L′) // · · ·

(4.20)
es conmutativo para toda n ∈ Z.

Demostración.

Los primeros dos cuadrados conmutan por ser Hn un funtor. Para
el ultimo cuadrado se procede como sigue.

5No es precisamente una transformación natural entre funtores Hn y Hn−1 ya
que ambos funtores se aplican a objetos distintos, pero aun aśı hace conmutar los
diagramas.
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Denotamos a K = (Kn, ∂n)n∈Z y L = (Ln,∆n)n∈Z. Sea [z′′n] ∈
Hn(K ′′), entonces como im(pn) = ker(0n) = K ′′ se tiene que existe
kn ∈ Kn tal que pn(kn) = z′′n. Se obtiene que:

Hn−1(f ′)∂∗[z
′′
n] = Hn−1(f ′)∂∗[pn(kn)] = Hn−1(f ′)[i−1

n−1∂np
−1
n pn(kn)]

= Hn−1(f ′)[i−1
n−1∂n(kn)] = [f ′n−1i

−1
n−1∂n(kn)]

(∗)
= [j−1

n−1fn−1∂n(kn)]
(∗∗)
= [j−1

n−1∆nfn(kn)]

= [j−1
n−1∆nq

−1
n 1nfn(kn)] = d′n[qnfn(kn)]

(∗)
= d′n[f ′′npn(kn)] = d′nHn(f ′′)[pn(kn)] = d′nHn(f ′′)[z′′n]

donde la igualdad indicada con (∗) se da por la conmutatividad del
diagrama (4.19) y la igualdad indicada con (∗∗) se da por ser f un
morfismo de cadenas. Por lo tanto el diagrama (4.20) es conmutativo.

4.5. Teoŕıa de homoloǵıa

Ya teniendo algunos resultados sobre complejos de cadenas se
procede a generalizar la teoŕıa de homoloǵıa para cualquier categoŕıa
C .

Definición 4.5.1. Se dice que una categoŕıa C tiene un funtor
de cadena S si existe un funtor S :C −→CAb tal que es una
sucesión de funtores y transformaciones naturales S = (Sn, ∂n)n∈Z
con las siguientes propiedades:

1) Sn :C −→Ab es un funtor, para toda n ∈ Z.

2) Las transformaciones naturales son tales que ∂n : Sn −→ Sn−1

y para cualquier X en objC se tiene que ∂n+1X ◦ ∂nX = 0X , es
decir, obtenemos la transformación natural 0 para toda X en
objC .

Entonces, en virtud de la definición 4.5.1 se tiene que para cada
X en objC el funtor S construye la siguiente sucesión

· · · // Sn+1X
∂n+1X // SnX

∂nX // Sn−1X // · · ·
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la cual es un complejo de cadenas. Aśı, por la naturalidad de ∂n se
cumplen todos los resultados obtenidos en las secciones anteriores de
este caṕıtulo.

Dada una categoŕıaC con un funtor de cadena S se puede cons-
truir un complejo de cadena para cada X, por lo que se puede re-
construir toda la teoŕıa hecha en este capitulo y asignarle un n-ésimo
grupo de homoloǵıa a la sucesión, esto se hace componiendo ambos
funtores

HSn = Hn ◦ S :C //Ab

X � // Hn(S(X)),

(4.21)

es decir, con el funtor de cadena S se obtiene un complejo de cadena
para cada objeto X deC y luego se le aplica el funtor del n-ésimo
grupo de homoloǵıa.

De esta manera se pueden asociar grupos de homoloǵıa a un ob-
jeto X de una categoŕıa arbitrariaC , pero para poder obtener más
información se necesita que el funtorHSn cumpla algunas propiedades.

Recordemos que la categoŕıaTop
2

tiene como objeto a los pares
(X,A) donde X es un espacio topológico y A es un subespacio to-
pológico de X, los morfismos están dados por f : (X,A) −→ (Y,B)
tal que f : X −→ Y es una función continua tal que f(A) ⊆ B.
Además las categoŕıasTop yTop∗ son subcategoŕıas deTop

2
, ya que

(X, ∅) se identifica con X y (X, {x0}) es un caso particular de los
pares (X,A).

Definición 4.5.2. Dada una subcategoŕıaC deTop
2

se dice que
tiene una teoŕıa ordinaria (no reducida) de homolǵıa H∗ con
coeficientes en un grupo abeliano L si existe una familia de funtores
covariantes Hn :C −→Ab y un homomorfismo de conexión ∂∗ :
Hn(X,A) −→ Hn−1(A) que cumplen las siguientes propiedades:

1) Axioma de homotoṕıa: Dados dos morfismos f, g :
(X,A) −→ (Y,B) homotópicos, se tiene que:

Hn(f) = Hn(g) : Hn(X,A) −→ Hn(Y,B), ∀n ∈ Z. (4.22)
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2) Axioma de exactitud: Si i : A ↪→ X y j : X ↪→ (X,A) son las
inclusiones respectivas, entonces la siguiente sucesión es exacta:

· · · // Hn+1(X,A)
dn+1 // Hn(A)

Hn(i) // Hn(X)

Hn(X)
Hn(j) // Hn(X,A)

∂∗ // Hn−1(A) // · · ·
(4.23)

3) Axioma de escisión: Si (X,A) es un objeto deTop
2

y Ū ⊂ A◦
entonces la inclusión i : (X − U,A − U) ↪→ (X,A) induce un
isomorfismo

Hn(i) : Hn(X − U,A− U) −→ Hn(X,A), ∀n ∈ Z. (4.24)

4) Axioma de dimensión: Si ∗ denota un espacio de un sólo
punto entonces:

Hn(∗) =

{
L si n = 0
0 si n 6= 0

(4.25)

A continuación se da un ejemplo de cómo se construye una teoŕıa
ordinaria de homoloǵıa.

Ejemplo 4.5.3. En este ejemplo se dara únicamente un bosquejo
de las construcciones mas no se adentrará totalmente en las cuentas
debido a que para eso se necesitaŕıa definir nuevos conceptos y esto
nos desviaŕıa del objetivo principal. Para un desarrolo completo ver
[8].

Sea ∆n = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1|
∑n

i=0 xi = 1 y xi >
0, para toda i}, el n-simplejo estandar. Sea X un espacio topológico
enTop . Definimos el funtor Sn :Top −→Set como:

Sn(X) = {α : ∆n −→ X|α es continua}
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para cada n ∈ N. Y dada una función continua f : X −→ Y , el funtor
se aplica de la siguiente forma:

Sn(f) : Sn(X) // Sn(Y ),

α � // f ◦ α

Ahora, dado un grupo abeliano fijo L con la topoloǵıa discreta,
se define el siguiente funtor:

F ( , L) :Set∗ //Ab

X � // F (X,L),

donde F (X,L) = {u : X → L|u(x0) = 0 y sop(u) es finito} y
sop(u) = {x ∈ X|u(x) 6= 0}. Además, dado f : (X,x0) −→ (Y, y0), se
define

F (f, L) : F (X,L) // F (Y,L)

u � // F (f, L)(u)(y) =
∑
{x∈X|f(x)=y} u(x)

la cual está bien definida ya que al ser el sop(u) finito entonces la
suma es finita.

Hay que demostrar que efectivamente F ( , L) es un funtor. Pri-
mero, verificamos que F (X,L) tiene estructura de grupo abeliano:

1) Dados u, v ∈ F (X,L) se define la suma como (u + v)(x) =
u(x) +L v(x).

2) El neutro en F (X,L) está dado por el morfismo constante cero,
es decir, 0(x) = 0L.

3) Dado u ∈ F (X,L) se define su inverso (−u)(x) = −Lu(x).
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por lo que en efecto se tiene que el conjunto F (X,L) tiene estructura
de grupo abeliano.

Segundo, se tiene que el sop(F (f, L)(u)) es finito y además, dados
u, v ∈ F (X,L) se tiene que:

F (f, L)(u+ v)(y) =
∑

{x∈X|f(x)=y}

(u+ v)(x) =
∑

{x∈X|f(x)=y}

(u(x) + v(x))

=
∑

{x∈X|f(x)=y}

u(x) +
∑

{x∈X|f(x)=y}

v(x)

= F (f, L)(u)(y) + F (f, L)(v)(y)

por lo que se tiene que F (f, L) es un homomorfismo de grupos. Con
esto se verifica que F ( , L) :Set∗ −→Ab es un funtor.

Luego, tomando la composición de los dos funtores anteriores se
tiene un nuevo funtor Sn( , L) :Top −→Ab tal que Sn( , L)X =
Sn(X,L) = F (Sn(X), L) y dada f : X −→ Y continua se tiene
que S(f, L) : Sn(X,L) −→ Sn(Y, L) está dada por Sn(f, L)(α) =
F (Sn(f)(α), L) . Con esto se define el siguiente funtor:

Sn( , L) :Top
2

//Ab

(X,A) � // Sn(X,L)/Sn(A,L)

para toda n ∈ N y dada f : (X,A) −→ (Y,B) continua, se define

Sn(f, L) : Sn((X,A), L) // Sn((Y,B), L)

[α] � // [F (Sn(f)(α), L)].

Observe que en el caso particular de (X, ∅) se tiene que S((X, ∅), L) =
S(X,L).

Recordemos también que ei = (0, . . . ,

i-ésima
entrada︷︸︸︷

1 , . . . , 0) ∈ Rn, es el
i-ésimo vector canonico. Aśı, un elemento en υ ∈ ∆n, υ =

∑n
i=0 λiei
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y entonces cualquier morfismo se aplica linealmente, es decir, f(υ) =∑n
i=0 λif(ei).
Procedemos a definir los siguientes morfismos particulares de ∆:
Primero, la función δin : ∆n−1 −→ ∆n dada por

δin(ej) =

{
ej si j < i
ej+1 si j > i

extendiéndola af́ınmente. A δin se llama la i-ésima cara del simplejo
∆n.

La función anterior cumple que δin ◦ δ
j
n−1 = δjn ◦ δi−1

n−1 si j < i. En
efecto, se tiene que

δin ◦ δ
j
n−1(ek) =


ek si k < j,
ek+1 si j 6 k, k + 1 < i,
ek+2 si j 6 k, k + 1 > i,

=


ek si k < j,
ek+1 si j 6 k < i− 1,
ek+2 si k > i− 1,

y también,

δjn ◦ δi−1
n−1(ek) =


ek si k < i− 1, k < j,
ek+1 si k < i− 1, k > j,
ek+2 si k > i− 1, k + 1 > j,

=


ek si k < j,
ek+1 si j 6 k < i− 1,
ek+2 si k > i− 1,

comprobándose la igualdad.
El segundo, di(α) = α ◦ δin : ∆n−1 −→ X llamado la i-ésima cara

de X.
Se definen las siguientes transformaciones naturales:

∂n(X,A)
: Sn((X,A), L) // Sn−1((X,A), L)

[α] � // [
∑n

i=0(−1)idi(α)].
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Entonces hay que verificar que ∂n∂n+1 = 0. Para eso se considera lo
siguiente:

n∑
i=0

(−1)idi

n+1∑
j=0

(−1)jdj(α)

 =

n,n+1∑
i=0,j=0

(−1)i+jdidj(α)

=
∑
i<j

(−1)i+jdidj(α) +
n∑
i>j

(−1)i+jdidj(α)

=
∑
i<j

(−1)i+jdj−1di(α) +
n∑
i>j

(−1)i+jdidj(α)

=
∑
j−1>i

(−1)j−1+i+1dj−1di(α) +
n∑
i>j

(−1)i+jdidj(α)

= 0

donde las igualdades se dan por la propiedad δin ◦ δ
j
n−1 = δjn ◦ δi−1

n−1 si
j < i y por como se define di. Entonces, se tiene que ∂n∂n+1([α]) = [0].

Pero S(X,A) = (Sn(X,A), ∂n(X,A))n∈N es sólo la “mitad” de la
estructura de un complejo de cadena. Podemos extenderlo a todo
n ∈ Z simplemente agregando S−n(X,A) = 0 se obtiene ya el com-
plejo de cadena. Entonces es posible construir el funtor HSn dado en
la ecuación (4.21). Y esta es la teoŕıa ordinaria de homoloǵıa para
Top

2
. Para verificar que cumple los axiomas de la definición 4.5.2 se

necesita construir un poco más de herramientas, lo que nuevamente
nos desviaŕıa del objetivo principal. Se refiere al lector a [8] para los
detalles.

Definición 4.5.4. Dada una subcategoŕıaC deTop
2

se dice que
tiene una teoŕıa no ordinaria (no reducida) de homolǵıa H∗
con coeficientes en un grupo abeliano L si existe una familia de fun-
tores covariantes Hn :C −→Ab y un homomorfismo de conexión
∂∗ : Hn(X,A) −→ Hn−1(A) tal que:

1) Cumple el axioma de homotoṕıa.

2) Cumple el axioma de exactitud.
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3) Cumple el axioma de escisión

4) No cumple el axioma de dimensión, es decir, si ∗ denota un
espacio de un solo punto entonces:

Hn(∗) = L p.a. n 6= 0 ó Hn(∗) = 0 si n = 0

Un ejemplo de una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa se dara en el
siguiente capitulo.



Caṕıtulo 5

Bordismo

En el caṕıtulo anterior se dieron los axiomas que debe de cum-
plir una teoŕıa ordinaria de homoloǵıa y haciendo uso de los com-
plejos de cadena se construyó un ejemplo de dicha teoŕıa. También
se mencionó lo que es una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa la cual
únicamente difiere de la anterior en el axioma de dimensión.

En este caṕıtulo se darán las herramientas necesarias para cons-
truir una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa y además dicha construc-
ción no dependerá de los complejos de cadena, en el sentido que no
se construirá un complejo de cadena para después calcular el n-ésimo
grupo de homoloǵıa, sino que se construirá un grupo abeliano a partir
de una relación a la cual llamaremos bordismo.

En la sección 5.1 se recordarán algunos conceptos sobre variedades
topológicas aśı como variedades diferenciables; después se definirá lo
que es una variedad singular en un espacio topológico arbitrario X
y se trabajará para construir los grupos de bordismo de X. En la
sección 5.2 se generalizará lo hecho en la sección anterior pero para
una pareja de espacios (X,A) enTop

2
y se construirán los grupos de

bordismo para la pareja (X,A), observando que cuando A = ∅ dicha
construcción coincidirá con la anterior. Al final de la sección 5.2 se
demostrará que los grupos de bordismo cumplen los primeros tres
axiomas de una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa. Por último se men-
cionará un resultado debido a René Thom, el cual clasificará dichos

167
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grupos con lo que obtendremos que estos no cumplirán el axioma de
dimensión, teniendo aśı una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa.

5.1. Bordismo no orientado

En esta sección se recordaran algunos conceptos básicos sobre
variedades topológicas y variedades diferenciables.

Recordemos que Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn > 0} por lo que
∂Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn = 0} e intHn = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn|xn > 0}, con esto en mente se dan las siguientes definiciones.

Definición 5.1.1. Dado un espacio topológico M , decimos que es
una variedad topológica n-dimensional sin frontera , denotado
por Mn si:

1) Todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa a un abierto
en Rn, esto es, dado p ∈ M existe una vecindad V de p y un
abierto U de Rn tal que existe un homeomorfismo ϕ : V −→ U .

2) Es un espacio segundo numerable.

3) Es un espacio Hausdorff.

Definición 5.1.2. Dado un espacio topológico M , decimos que es
una variedad topológica m-dimensional con frontera Mn si:

1) Todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa a un abierto
en Hn, es decir, dado p ∈ M existe una vecindad V de p y un
abierto U de Hn tal que existe un homeomorfismo ϕ : V −→ U .

2) Es un espacio segundo numerable.

3) Es un espacio Hausdorff.

Observación. La dimensión de una variedad topológica está bien defi-
nida debido al teorema de invariancia del dominio. Una prueba com-
pleta de este resultado puede verse en [14].
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Definición 5.1.3. Dada una variedad topológica con frontera Mn se
define:

1) La frontera de Mn como ∂Mn = {p ∈M |ϕ(p) ∈ ∂Hn p.a. ϕ :
V → U ⊆ Hn}, y si p ∈ ∂Mn, se dice que es un punto fronte-
ra .

2) El interior de Mn como intMn = {p ∈ M |ϕ(p) ∈
intHn p.a. ϕ : V → U ⊆ Hn}, y si p ∈ intMn, se dice que
es un punto interior .

Observación. La frontera de Mn está bien definida en virtud del teo-
rema de invariancia de la frontera. Se refiere al lector a [14] para una
prueba completa de este resultado.

Ahora nos interesa brindarle un poco más de estructura a una
variedad topológica y ah́ı es donde entran en juego las variedades
diferenciables.

Definición 5.1.4. Dada una variedad topológica Mn se dice que
tiene un atlas A = {(Vλ, ϕλ)}λ∈Λ de clase r > 0, donde Vλ es un
abierto en Mn y ϕλ : Vλ −→ U ⊆ Rn es diferenciable de clase Cr, si
cumple que:

1)
⋃
λ∈Λ Vλ = M .

2) Dados α, β ∈ Λ tales que Vα ∩ Vβ 6= ∅, entonces ϕα ◦ ϕ−1
β y

ϕβ ◦ ϕ−1
α son diferenciables.

Definición 5.1.5. Dada una variedad topológica Mn y un atlas A
para Mn de clase r, se dice que el par (Mn,A) es una variedad
diferenciable de dimensión n y orden r siA es un atlas maximal.

Observación. La variedad diferenciable (Mn,A) puede ser sin fron-
tera o con frontera según sea el caso.

Notación. Por lo general a una variedad diferenciable (Mn,A) sim-
plemente se le denotara por Mn, siempre que no haya confusión sobre
la variedad con estructura diferenciable de la que se habla y no solo
de la variedad topológica.
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Definición 5.1.6. Dado X en Top , se define una variedad sin-
gular de dimensión n sobre X como un morfismo continuo
f : Mn −→ X, donde Mn es una variedad diferenciable, sin fron-
tera, de clase C∞ y compacta.

Observación. El conjunto vaćıo ∅ cumple la definición de variedad
diferenciable de dimensión n (para toda n ∈ N), sin frontera, de clase
C∞. Por lo que ∅ : ∅ −→ X es una variedad singular de dimensión n
sobre X, para toda n ∈ N.

Definición 5.1.7. Dado X enTop y dos variedades singulares de
dimensión n sobre X, f : Mn −→ X y g : Nn −→ X, se dice que
h : Mn −→ Nn es un morfismo entre variedades singulares
sobre X si el siguiente diagrama

Mn h //

f !!

Nn

g
}}

X

(5.1)

es conmutativo. También se dice que h : Mn −→ Nn es un morfismo
diferenciable sobre X.

Con esto es posible definir un funtor deTop aSet . A los con-
juntos aśı obtenidos podemos darle una estructura de grupo de la
siguiente manera.

Definición 5.1.8. Dado n > 0 se define el siguiente funtor:

V arn :Top //Set

X � // V arn(X),

(5.2)

donde V arn(X) = {f |f es una variedad singular de dimensión n
sobre X}. Y dado un morfismo ϕ : X −→ Y enTop , se define

V arn(ϕ) : V arn(X) // V arn(Y )
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como

Mn f→ X � //Mn ϕ◦f→ Y. (5.3)

Observación. Es inmediato de la definición que V arn cumple las pro-
piedades de un funtor covariante.

Recordemos que en la categoŕıaTop existe el coproducto, el cual
es la suma topológica, de manera que al conjunto V arn(X) se le puede
definir una operación por medio del coproducto: dados f : Mn −→ X
y g : Nn −→ X en V arn(X), se define f+g := fqg : MnqNn −→ X.

En general V arn(X) no será un grupo con dicha estructura. Lo
que se hace es generar una relación de equivalencia y el conjunto de
las clases con la suma heredada sera siempre un grupo abeliano. A
continuación se desarrolla dicha idea.

Definición 5.1.9. Dadas dos variedades singulares en V arn(X), f :
Mn −→ X y g : Nn −→ X, se dice que f y g son bordantes si existe
una variedad diferenciable Ln+1, compacta, con frontera ∂Ln+1 y un
morfismo continuo F : Ln+1 −→ X tal que F |∂Ln+1 = f + g. En
otras palabras, se pide que la existencia de una variedad Ln+1 tal
que ∂Ln+1 ∼= Mn qNn y F |Mn = f y F |Nn = g.

Definición 5.1.10. En V arn(X) se dice que dos variedades singula-
res sobre X están relacionadas, f ∼ g, si y sólo si f y g son bordantes.
A dicha relación se le llama bordismo.

Teorema 5.1.11. La relación de bordismo es una relación de equi-
valencia.

Demostración.

1) Reflexiva: Sea f : Mn −→ X una variedad singular de dimen-
sión n sobre X. Sabemos que en particular Mn está enTop y en
dicha categoŕıa existe tanto el producto como el coproducto, por
lo que Mn×I está enTop y además es una variedad diferencia-
ble cuya frontera es ∂(Mn × I) = (Mn × {0})q (Mn × {1}) ∼=
Mn q Mn. Se define F : Mn × I −→ X como F := f ◦ π
donde π : Mn × I −→ Mn es la proyección. Aśı se tiene que
F |Mn×{0} = f y F |Mn×{1} = f y con esto se prueba que f ∼ f .
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2) Simétrica: Sean f : Mn −→ X y g : Nn −→ X variedades
singulares sobre X tales que f ∼ g; esto significa que existe
una variedad diferenciable Ln+1 compacta, con frontera ∂Ln+1

y un morfismo continuo F : Ln+1 −→ X tal que ∂Ln+1 ∼=
Mn q Nn y F |Mn = f y F |Nn = g. Por otro lado definimos
un difeomorfismo ϕ : Mn q Nn −→ Nn q Mn, dado por la
propiedad universal del coproducto, es decir, es el morfismo en
Top que hace conmutar el diagrama

Mn ι1 //

ι2 &&

Mn qNn

∃!ϕ
��

Nnι2oo

ι1yy
Nn qMn.

Obtenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

Mn qNn ϕ //

f+g %%

Nn qMn

g+fyy
X.

Con esto se tiene que ∂Ln+1 ∼= Mn q Nn ∼= Nn qMn y ya
sab́ıamos que F |Nn = g y F |Mn = f , lo que prueba que si
f ∼ g entonces g ∼ f .

3) Transitiva: Sean fi : Mn
i −→ X, i = 1, 2, 3, variedades singu-

lares sobre X tales que f1 ∼ f2 y f2 ∼ f3. Entonces se tiene que
existen variedades diferenciables compactas con frontera Ln+1

12

y Ln+1
23 tales que ∂Ln+1

12
∼= Mn

1 qMn
2 y ∂Ln+1

23
∼= Mn

2 qMn
3 ,

y morfismos continuos F12 : Ln+1
12 −→ X y F23 : Ln+1

23 −→ X
tales que F12|M1 = f1, F12|M2 = f2, F23|M2 = f2 y F23|M3 = f3.
Luego Ln+1

12 y Ln+1
23 tienen una parte de sus fronteras en común

y podemos definir una nueva variedad diferenciable compacta
con frontera Ln+1 = Ln+1

12 ∪idM2
Ln+1

23 .

Recordemos que dadas dos variedades de dimensión n con fron-
tera tales que ∂X ∼= ∂Y y si ϕ : ∂X −→ ∂Y es algún ho-
meomorfismo, podemos contruir X ∪ϕ Y como el resultado de
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identificar en la suma topológica XqY cada punto x ∈ ∂X con
el punto ϕ(x) ∈ ∂Y .

De esta manera se tiene que ∂(Ln+1) = M1 q M3. Ahora se
define F : Ln+1 −→ X como

F (x) =

{
F12(x) si x ∈M1,
F23(x) si x ∈M3,

para simplificar la notación, hacemos (F12, F23)(x) := F (x)
aśı definida. Con lo cual se sigue que se tiene que:

F |M1 = (F12, F23)|M1 = F12|M1 = f1,

F |M3 = (F12, F23)|M3 = F23|M3 = f3

Esto se prueba que si f1 ∼ f2 y f2 ∼ f3 entonces f1 ∼ f3.

Definición 5.1.12. Al conjunto de clases de equivalencia de las va-
riedades singulares bajo la relación de equivalencia de bordismo se
le denota por ηn(X) = V arn(X)/ ∼, y [Mn, f ] denota a la clase de
equivalencia de f : Mn −→ X.

Lema 5.1.13. La operación en ηn(X) dada por [Mn, f ] + [Nn, g] =
[Mn qNn, f q g] está bien definida.

Demostración.

Consideremos dos representantes de la misma clase de equivalen-
cia, [Mn

1 , f1] = [Mn
2 , f2] y [Nn

1 , g1] = [Nn
2 , g2]. Se tiene que

[Mn
1 , f1] + [Nn

1 , g1] = [Mn
1 qNn

1 , f1 q g1] y

[Mn
2 , f2] + [Nn

2 , g2] = [Mn
2 qNn

2 , f2 q g2]

Al ser [Mn
1 , f1] = [Mn

2 , f2] y [Nn
1 , g1] = [Nn

2 , g2], existen Ln+1
M y Ln+1

N ,
aśı como morfismos FM : Ln+1

M −→ X y FN : Ln+1
N −→ X tales que

∂Ln+1
M
∼= Mn

1 qMn
2 , ∂Ln+1

N
∼= Nn

1 qNn
2 , FM |Mn

1
= f1, FM |Mn

2
= f2,

FN |Nn
1

= g1 y FN |Nn
2

= g2.
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Se define Ln+1 = Ln+1
M q Ln+1

N , por lo que se tiene que ∂Ln+1 ∼=
(Mn

1 qNn
1 )q (Mn

2 qNn
2 ) y se define F : Ln+1 −→ X como F = FM q

FN . Entonces se tiene que F |Mn
1 qNn

1
= f1q g1 y F |Mn

2 qNn
2

= f2q g2,
lo que demuestra que la operación está bien definida.

Lema 5.1.14. Dados X enTop y n > 0 se tiene que ηn(X), con la
operación dada en el lema 5.1.13, es un grupo abeliano.

Demostración.

1) Cerradura Dadas [Mn, f ], [Nn, g] ∈ ηn(X) entonces se tiene
que f : Mn −→ X y g : Nn −→ X son variedades singulares,
por lo que f q g : Mn q Nn −→ X también es una variedad
singular, ya que Mn q Nn es una variedad diferenciable sin
frontera y f q g es un morfismo continuo (con la topoloǵıa
inducida por el coproducto). Por ende se tiene que [Mn, f ] +
[Nn, g] = [Mn qNn, f q g] ∈ ηn(X).

2) Asociatividad Dadas [Mn
i , fi] ∈ ηn(X) con i = 1, 2, 3 se tiene

que:

([Mn
1 , f1] + [Mn

2 , f2])

+[Mn
3 , f3] = [Mn

1 qMn
2 , f1 q f2] + [M3, f3]

= [(Mn
1 qMn

2 )qM3, (f1 q f2)q f3]

(i)
= [Mn

1 q (Mn
2 qM3), f1 q (f2 q f3)]

= [Mn
1 , f1] + [Mn

2 qM3, f2 q f3]

= [Mn
1 , f1] + ([Mn

2 , f2] + [Mn
3 , f3]).

donde la igualdad en (i) se debe a que (Mn
1 q Mn

2 ) q M3
∼=

Mn
1 q (Mn

2 qM3) y lo análogo para los morfismos.

3) Neutro Sabemos que ∅ : ∅ −→ X es una variedad singular de
dimensión n sobre X, para toda n ∈ N, entonces se tiene que
[∅, ∅] ∈ ηn(X). Considérese [Mn, f ] ∈ ηn(X) entonces se tiene
que:

[Mn, f ] + [∅, ∅] = [Mn q ∅, f q ∅] = [Mn, f ] y

[∅, ∅] + [Mn, f ] = [∅ qMn, ∅ q f ] = [Mn, f ].
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4) Inverso Sea [Mn, f ] ∈ ηn(X) entonces, usando el mismo ar-
gumento para la demostración de la reflexividad en el teorema
5.1.11, se tiene que:

[Mn, f ] + [Mn, f ] = [Mn qMn, f q f ] = [∅, ∅]

5) Conmutatividad Sean [Mn, f ], [Nn, g] ∈ ηn(X) entonces se
tiene que:

[Mn, f ] + [Nn, g] = [Mn qNn, f q g] = [Nn qMn, g q g]

= [Nn, g] + [Mn, f ]

por lo visto en la demostración de simetŕıa del teorema 5.1.11.

Definición 5.1.15. Dados X en Top y n > 0, al grupo abeliano
ηn(X) se le llama el grupo de bordismo no orientado de X de
dimensión n.

Definición 5.1.16. Dado n > 0 se define el siguiente funtor

ηn :Top //Ab

X � // ηn(X),

(5.4)

y para un morfismo ϕ : X −→ Y enTop se define

ηn(ϕ) : ηn(X) // ηn(Y )

[Mn, f ] � // [Mn, ϕ ◦ f ]

(5.5)

Lema 5.1.17. ηn(ϕ) : ηn(X) −→ ηn(Y ) está bien definido y es un
homomorfismo de grupos.
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Demostración.

Sean [Mn, f ] = [Nn, g] ∈ ηn(X). Entonces existe F : Ln+1 −→ X
tal que F |Mn = f y F |Nn = g, de esto se sigue que ϕ◦F : Ln+1 −→ Y
es tal que (ϕF )|Mn = ϕ ◦ f y (ϕF )|Nn = ϕ ◦ g. Aśı,

ηn(ϕ)[Mn, f ] = [Mn, ϕ ◦ f ] = [Nn, ϕ ◦ g] = ηn(ϕ)[Nn, g],

lo que prueba que está bien definido.

Ahora, para ver que es un homomorfismo de grupos, considérense
[Mn, f ], [Nn, g] ∈ ηn(X) entonces se tiene que:

ηn(ϕ)([Mn, f ] + [Nn, g]) = ηn(ϕ)[Mn qNn, f q g]

= [Mn qNn, ϕ ◦ (f q g)]

(i)
= [Mn qNn, (ϕ ◦ f)q (ϕ ◦ g)]

= [Mn, ϕ ◦ f ] + [Nn, ϕ ◦ g]

= ηn(ϕ)[Mn, f ] + ηn(ϕ)[Nn, g]

donde la igualdad en (i) está dada porque ϕ ◦ (f q g) = (ϕ ◦ f)q (ϕ ◦
g).

Con esto, las otras dos propiedades para ser funtor son inmediatas
de la definición.

Entonces, tenemos una familia de funtores η∗ := {ηn}n∈N tal que
ηn :Top −→Ab , por lo que ya se tiene un candidato para una teoŕıa
no ordinaria de homoloǵıa. Para esto, nos hace falta desarrollar un
poco más de herramienta, lo que se hará a lo largo de este caṕıtulo.
Sin embrago, śı podemos demostrar fácilmente que η∗ cumple con el
axioma de homotoṕıa.

Teorema 5.1.18. η∗ cumple el axioma de homotoṕıa, es decir, dados
dos morfismos ϕ, φ : X −→ Y en Top homotópicos, H : ϕ ' φ, se
tiene que:

ηn(ϕ) = ηn(φ) : ηn(X) −→ ηn(Y )

Demostración.
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Sea [Mn, f ] ∈ ηn(X) y considérese el siguiente diagrama:

Mn × I H′ //

f×id
��

Y

X × I,
H

77

donde H es la homotoṕıa entre ϕ y φ. haciendo H ′ = H ◦ (f × id)
se vuelve conmutativo, esto es, se cumple que H ′|Mn×{0} = ϕ ◦ f y
H ′|Mn×{1} = φ ◦ f . Dado p ∈Mn se tiene que:

H ′|Mn×{0}(p) = H ′(p, 0) = H ◦ (f × id)(p, 0) = H(f(p), 0)

= (ϕ ◦ f)(p)

H ′|Mn×{1}(p) = H ′(p, 1) = H ◦ (f × id)(p, 1) = H(f(p), 0)

= (φ ◦ f)(p)

luego, se tiene ηn(ϕ)[Mn, f ] = ηn(φ)[Mn, f ] y se cumple para cual-
quier [Mn, f ] ∈ ηn(X), por lo que ηn(ϕ) = ηn(φ)

5.2. Bordismo de parejas no orientado

En esta sección se darán definiciones análogas a las dadas en la
sección 5.1 pero para parejas de espacios topológicos, por lo que solo
se enunciaran los resultados ya que las demostraciones son análogas.

Definición 5.2.1. Sean n > 0 y (X,A) enTop
2
, se define una varie-

dad singular con frontera de dimensión n sobre (X,A) como
un morfismo continuo f : (Mn, ∂Mn) −→ (X,A), donde Mn es una
variedad diferenciable, con frontera, de clase C∞ y compacta.

Definición 5.2.2. Sean n > 0, (X,A) enTop
2

y dos variedades sin-
gulares de dimensión n con frontera sobre (X,A), f : (Mn, ∂Mn) −→
(X,A) y g : (Nn, ∂Nn) −→ (X,A), se dice que h : (Mn, ∂Mn) −→
(Nn, ∂Nn) es un morfismo entre variedades singulares de di-
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mensión n con frontera sobre (X,A) si el siguiente diagrama

(Mn, ∂Mn)
h //

f &&

(Nn, ∂Nn)

g
xx

(X,A)

(5.6)

es conmutativo. También se dice que h : (Mn, ∂Mn) −→ (Nn, ∂Nn)
es un morfismo diferenciable sobre (X,A).

Definición 5.2.3. Dado n > 0 se define el siguiente funtor:

V arn :Top
2

//Set

(X,A) � // V arn(X,A)

(5.7)

donde V arn(X,A) = {f |f es una variedad singular con frontera de
dimensión n sobre (X,A)}, y dado un morfismo ϕ : (X,A) −→ (Y,B)
enTop

2
, se define

V arn(ϕ) : V arn(X,A) // V arn(Y,B)

como

(Mn, ∂Mn)
f→ (X,A) � // (Mn, ∂Mn)

ϕ◦f→ (Y,B) (5.8)

Definición 5.2.4. Dadas dos variedades singulares de dimensión
n con frontera sobre (X,A), f : (Mn, ∂Mn) −→ (X,A) y g :
(Nn, ∂Nn) −→ (X,A), se dice que f y g son bordantes si existe una
variedad diferenciable Ln+1, compacta, con frontera ∂Ln+1 y un mor-
fismo continuo F : (Ln+1, ∂Ln+1 − (Mn

∐
Nn)) −→ (X,A) tal que

Mn, Nn ⊂ ∂Ln+1, F |Mn = f , F |Nn = g y F (∂Ln+1− (Mn
∐
Nn)) ⊂

A.

Definición 5.2.5. En V arn(X,A) se dice que dos variedades singu-
lares de dimensión n con frontera sobre (X,A) están relacionadas,
f ∼ g, si y sólo si f y g son bordantes. A dicha relación se le llama
bordismo de parejas.
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Aunque dicha definición a primera vista se ve muy diferente a su
equivalente de la sección anterior, las demostraciones terminan siendo
análogas.

Teorema 5.2.6. La relación de bordismo de parejas es una relación
de equivalencia.�

Definición 5.2.7. Al conjunto de clases de equivalencia de las varie-
dades singulares con frontera bajo la relación de equivalencia de bor-
dismo de parejas se denota por ηn(X,A) = V arn(X,A)/ ∼ y [Mn, f ]
denota a la clase de equivalencia de f : (Mn, ∂Mn) −→ (X,A).

Lema 5.2.8. La operación en ηn(X,A) dada por [Mn, f ] + [Nn, g] =
[Mn qNn, f q g] está bien definida.�

Lema 5.2.9. Dados (X,A) enTop
2

y n > 0 se tiene que ηn(X,A),
con la operación dada en el lema anterior, es un grupo abeliano.�

Definición 5.2.10. Dados (X,A) en Top
2

y n > 0, al grupo abe-
liano ηn(X,A) se le llama el grupo de bordismo de parejas no
orientado de (X,A) de dimensión n.

Definición 5.2.11. Dado n > 0 se define el siguiente funtor

ηn :Top
2

//Ab

(X,A) � // ηn(X,A),

(5.9)

y a un morfismo ϕ : (X,A) −→ (Y,B) enTop
2

se define

ηn(ϕ) : ηn(X,A) // ηn(Y,B),

como
[Mn, f ] � // [Mn, ϕ ◦ f ] (5.10)

Lema 5.2.12. ηn(ϕ) : ηn(X,A) −→ ηn(Y,B) está bien definido y es
un homomorfismo de grupos.�
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Teorema 5.2.13. η∗ cumple el axioma de homotoṕıa, es decir, dados
dos morfismos ϕ, φ : (X,A) −→ (Y,B) enTop

2
homotópicos,H : ϕ '

φ. Entonces se tiene que:

ηn(ϕ) = ηn(φ) : ηn(X,A) −→ ηn(Y,B)�

A continuación se probará que los grupos de bordismo de parejas
cumplen otro de los axiomas de una teoŕıa de homoloǵıa, a saber, el
axioma de exactitud.

Definición 5.2.14. Se define el homomorfismo de conexión de
los grupos de bordismo como:

∂∗ : ηn(X,A) // ηn−1(A)

[Mn, f ] � // [∂Mn, f |∂Mn ]

(5.11)

Observación. Para una variedad de dimensión n con frontera se tiene
que su frontera es una variedad de dimensión n − 1 sin frontera, en
otras palabras, se cumple que ∂ (∂Mn) = ∅, para toda variedad Mn.

Teorema 5.2.15. El homomorfismo de conexión no depende del re-
presentante.

Demostración.

Sean [Mn, f ] = [Nn, g] ∈ ηn(X,A) entonces se tiene que exis-
te Ln+1 compacta con frontera ∂Ln+1 y un morfismo continuo F :
Ln+1 −→ X tales que Mn, Nn ⊂ ∂Ln+1, F |Mn = f , F |Nn = g y
F (∂Ln+1 − (Mn qNn)) ⊂ A.

Algunas observaciones importantes son las siguientes:

1) ∂Ln+1 es una variedad diferenciable, compacta, sin frontera y
de dimensión n.

2) ∂Ln+1 − (Mn q Nn) es una variedad diferenciable, compacta,
con frontera y de dimensión n.
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Se propone
∼
Ln = ∂Ln+1−(MnqNn) y se define el morfismo continuo

∼
F :

∼
Ln −→ A como

∼
F = F |∂Ln+1−(MnqNn), el cual está bien definido

ya que F (∂Ln+1 − (Mn qNn)) ⊂ A.

Aśı, ∂
∼
Ln ∼= ∂Mn q ∂Nn,

∼
F |∂Mn = f |∂Mn y

∼
F |∂Nn = g|∂Nn , lo

cual implica que [∂Mn, f |∂Mn ] = [∂Nn, g|∂Nn ] ∈ ηn−1(A). Entonces
se tiene que:

∂∗[M
n, f ] = [∂Mn, f |∂Mn ] = [∂Nn, g|∂Nn ] = ∂∗[N

n, g]

Para probar que los grupos de bordismo cumplen tanto el axioma
de exactitud como el axioma de escisión, necesitamos del siguiente
lema.

Lema 5.2.16. Dado [Mn, f ] ∈ ηn(X,A) y una variedad compacta
y con fronteraNn ⊂ Mn tal que f(Mn − intNn) ⊂ A, se tiene que
[Mn, f ] = [Nn, f |Nn ] ∈ ηn(X,A).

Demostración.

Sea Ln+1 = Mn × I, se define F : Ln+1 −→ X como F = f ◦ π,
donde π : Mn × I −→ Mn es la proyección en la variedad Mn. Ya
sabemos que ∂Ln+1 ∼= MnqMn por lo que MmqNn ⊂ ∂Ln+1 y esto
implica que Nn,Mn ⊂ ∂Ln+1. Además se tiene que F (∂Ln+1−(Mnq
Nn)) ⊂ A, ya que ∂Ln+1 − (Mn qNn) = Mn −Nn ⊂Mn − intNn.
Por hipótesis se tiene que f(Mn − intNn) ⊂ A y también se tiene
que:

F |Mn = (f ◦ π)|Mn = f

F |Nn = (f ◦ π)|Nn = f |Nn

de lo cual se concluye que [Nn, f |Nn ] = [Mn, f ].

Teorema 5.2.17. η∗ cumple el axioma de exactitud, es decir, si i :
A ↪→ X y j : X ↪→ (X,A) son las inclusiones respectivas entonces la
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siguiente secuencia es exacta:

· · · // ηn+1(X,A)
∂∗ // ηn(A)

ηn(i) // ηn(X)

ηn(X)
ηn(j) // ηn(X,A)

∂∗ // ηn−1(A) // · · ·

Demostración.
Para la exactitud de la secuencia hay que probar tres partes:

1) P.D.
im(∂∗) = ker(ηn(i)).

Para ver que ηn(i) ◦ ∂∗ = 0 se considera [Mn, f ] ∈ ηn+1(X,A).
Entonces se tiene que ηn(i)◦∂∗[Mn, f ] = [∂Mn, i◦f |∂Mn ], por lo
que es suficiente verificar que [∂Mn, i◦f |∂Mn ] = [∅, ∅] ∈ ηn(X).
Pero sabemos que ∂Mn ∼= ∂Mn q ∅, f |Mn = f |Mn y f |∅ = ∅.
Con lo que Ln = Mn y F = f : Mn −→ X sirven para verificar
que [∂Mn, i ◦ f |∂Mn ] = [∅, ∅].
Ahora, sea [Mn, f ] ∈ ker(ηn(i)) ⊂ ηn(A). Se tiene que

ηn(i)[Mn, f ] = [Mn, i ◦ f ] = [∅, ∅] ∈ ηn(X),

de manera que existe Nn+1 y g : Nn+1 −→ X tales que
∂Nn+1 ∼= Mn q ∅ ∼= Mn y g|Mn = i ◦ f , de donde se obtie-
ne que [Nn+1, g] ∈ ηn+1(X,A). Por consiguiente se tiene que:

∂∗[N
n+1, g] = [∂Nn+1, g|∂Nn+1 ] = [Mn, f ]

ya que existe ∂Nn+1 × I tal que ∂(∂Nn+1 × I) ∼= ∂Nn+1 q
Mn pues ∂Nn+1 ∼= Mn q ∅ ∼= Mn y además un morfismo F :
∂Nn+1 × I −→ A definido como F = g ◦ π, donde π : ∂Nn+1 ×
I −→ Nn+1 es la proyección en la variedad Mn, el cual cumple
que:

F |∂Nn+1×{0} = (g ◦ π)|∂Nn+1×{0} = g|∂Nn+1

F |Mn×{1} = (g ◦ π)|Mn×{1} = g|Mn = f

Por lo tanto [Mn, f ] ∈ im(∂∗).
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2) P.D. im(ηn(j)) = ker(∂∗).

Para ver que ∂∗◦ηn(j) = 0 se considera [Mn, f ] ∈ ηn(X). Luego
se tiene que ∂∗ ◦ηn(j)[Mn, f ] = [∂Mn, (i◦f)|∂Mn ], nuevamente
basta demostrar que [∂Mn, (i◦f)|∂Mn ] = [∅, ∅] ∈ ηn−1(A). Pero
como [Mn, f ] ∈ ηn(X), esto quiere decir que ∂Mn = ∅] y se
sigue que (i ◦ f)|∂Mn = (i ◦ f)|∅ = ∅.
Ahora, sea [Nn, g] ∈ ηn(X,A) tal que [Nn, g] ∈ ker(∂∗). Esto
quiere decir que ∂∗[N

n, g] = [∂Nn, g|∂Nn ] = [∅, ∅], por lo que
existe Ln y un morfismo continuo F : Ln −→ A tal que ∂Ln ∼=
∂Nnq∅ y F |∂Nn = g|∂Nn . Pero como ϕ : ∂Ln ∼= ∂Nn, entonces
se tiene que F |∂Ln = g|∂Nn . Ahora se define Mn = Nn ∪ϕ Ln,
entonces Mn es una variedad compacta y sin frontera. También
se define f : Mn −→ X como:

f(p) =

{
g(p) si p ∈ Nn

F (p) si p ∈ Ln.

que es claramente continua. Aśı, se tiene que [Mn, f ] ∈ ηn(X).
Aplicando ηn(j) se obtiene que:

ηn(j)[Mn, f ] = [Mn, j ◦ f ]
(i)
= [Nn, g],

donde la igualdad en (i) está dada por el lema 5.2.16. Por lo
tanto im(ηn(j)) = ker(∂∗)

3) P.D. im(ηn(i)) = ker(ηn(j)).

Primero se demostrara que ηn(j) ◦ ηn(i) = 0. Por ser ηn un
funtor tenemos que ηn(j ◦ i) = ηn(j) ◦ ηn(i) entonces se tiene
que:

ηn(j ◦ i) : ηn(A) // ηn(X,A)

está dado por

[Mn, f ] � // [Mn, (j ◦ i) ◦ f ]. (5.12)

Pero por el lema 5.2.16 y usando que Nn = ∅, se tiene que
ηn(j ◦ i)[Mn, f ] = [∅, ∅].
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Ahora, sea [Mn, f ] ∈ ker(ηn(j)) ⊂ ηn(X) entonces

ηn(j)[Mn, f ] = [Mn, j ◦ f ] = [∅, ∅]

esto significa que existe variedad Ln+1 y morfismo F : Ln+1 −→
X tales que Mn ⊂ ∂Ln+1, F |Mn = f y F (∂Ln+1 −Mn) ⊂ A.
En este caso, como Mn es una variedad sin frontera, se cumple
que [ ∂Ln+1 −Mn, F |∂Ln+1−Mn ] ∈ ηn(A), ya que ∂Ln+1 −Mn

es una variedad de dimensión n sin frontera y el morfismo
F |∂Ln+1−Mn :

(
∂Ln+1 −Mn

)
−→ A está bien definido.

Se verifica que ηn(i)[∂Ln+1 −Mn, F |∂Ln+1−Mn ] = [Mn, f ] en
ηn(X), en efecto, existen una variedad Ln+1 y un morfismo F :
Ln+1 −→ X tales que ∂Ln+1 ∼=

(
∂Ln+1 −Mn

)
qMn, F |Mn =

f y F |∂Ln+1−Mn = i ◦ F |∂Ln+1−Mn . Por lo tanto im(ηn(i)) =
ker(ηn(j)).

Para verificar el axioma de escisión echaremos mano del siguiente
lema.

Lema 5.2.18. Dada una variedad diferenciable y compacta Mn y
dos conjuntos cerrados P,Q ⊂ Mn tales que P ∩ Q = ∅, existe una
subvariedad Mn

1 ⊂Mn tal que P ⊂Mn
1 ,M

n
1 ∩Q = ∅ y Mn

1 es cerrado
en Mn.

Teorema 5.2.19. η∗ cumple el axioma de escisión, es decir, si (X,A)
estáTop

2
y Ū ⊂ intA, entonces la inclusión i : (X − U,A − U) ↪→

(X,A) induce un isomorfismo

ηn(i) : ηn(X − U,A− U) −→ ηn(X,A) (5.13)

Demostración.
Primero verificaremos que ηn(i) es un epimorfismo. Sea [Mn, f ] ∈

ηn(X,A). Se definen P = f−1(X − intA) y Q = f−1(Ū) que clara-
mente cumplen P ∩Q = ∅. Usando el lema 5.2.18 se tiene que existe
una subvariedad Mn

1 de Mn tal que P ⊂ Mn
1 y Mn

1 ∩ Q = ∅. Con
esto se ve que f |Mn

1
: Mn

1 −→ X − U es una variedad singular con
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frontera de dimensión n sobre (X − U,A − U). Ahora, por el lema
5.2.16 tenemos que ηn(i)[Mn

1 , f |Mn
1

] = [Mn, f ] en ηn(X,A).
Falta verificar que ηn(i) es un monomorfismo. Sea [Mn

1 , f1] ∈
ker(ηn(i)) ⊂ ηn(X−U,A−U) por lo que se tiene que ηn(i)[Mn

1 , f1] =
[∅, ∅] y entonces existen una variedad Ln+1 y un morfismo F :
Ln+1 −→ X tales que Mn

1 ⊂ ∂Ln+1, F |Mn
1

= f1 y F (∂Ln+1 −Mn
1 ) ⊂

(A−U). Se definen los cerrados P1 = F−1(X−intA) y Q1 = F−1(Ū).
Nuevamente sucede que P1∩Q1 = ∅, por lo que usando el lema 5.2.18
se tiene que existe una subvariedad Ln+1

1 de Ln+1 tal que P1 ⊂ Ln+1
1

y Ln+1
1 ∩Q1 = ∅. Aśı [M1, f1] = [∅, ∅] en ηn(X,A), con lo cual se ve

que ker(ηn(i)) = {[∅, ∅]}.

El último axioma que falta verificar es el axioma de dimensión. En
su art́ıculo Quelques propriétés globales des variétés differentiables.
Commentarii Mathematici Helvettici, (28): 17-86, 1954, René Thom
logró una descripción bastante completa de η∗, el cual le valió la
medalla Fields en 1958.

Teorema 5.2.20 (René Thom). El anillo η∗ es isomorfo a un anillo
de polinomios sobre Z2 en un número infinito de variables de dimen-
sión q para cada q 6= 2r − 1, r > 1, i.e., η∗ ∼= Z2[x2, x4, x5, . . .].

Demostración.
Ver [23].

Sea ∗ un espacio topológico que conste de un solo punto, entonces
por el teorema 5.2.20 se tiene que:

1) η0(∗) ∼= Z2

2) η1(∗) ∼= 0

3) η2(∗) ∼= Z2

4) η3(∗) ∼= Z2

5) η4(∗) ∼= Z2 ⊕ Z2

6) η5(∗) ∼= Z2

7) η6(∗) ∼= Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2

8) η7(∗) ∼= Z2

9) etc.

Con esto observamos que η∗ no cumple el axioma de dimensión,
por lo que η∗ es una teoŕıa no ordinaria de homoloǵıa.
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