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Prefacio

Responder la pregunta de cuando un espacio topolégico se pue-
de deformar mediante una aplicacién continua en otro ha sido es el
estudio de la Topologia. Y es a partir de este problema que surge la
Topologia Algebraica y las teorias de homologia y homotopia son una
parte fundamental de ésta. Dichas teorfas transforman un problema
topologico en uno algebraico.

La idea de estas teorias es que a cada espacio X se le asignan
grupos H,,(X)[m,(X)] de tal modo que si un espacio topologico Y es
homeomorfo a X, entonces los grupos H,(Y)[r,(Y)] son isomorfos
a H,(X)[r,(X)], respectivamente. Y viceversa, si los grupos no son
isomorfos, entonces los espacios no son homeomorfos. Resolviendo
asi el problema.

A los H, y m, se les llama invariantes topoldgicos los cuales es-
tablecen una relacion entre la clase de los espacios topoldgicos y la
clase de los grupos, a dicha relacién se le llama funtor. El objetivo
de esta tesis es, a partir de las ideas topoldgicas, generalizar en lo
posible dichos conceptos a otros campos de las matemaéticas a través
de la Teoria de Categorias.

Espero que este trabajo, en algiin momento dado, sea de utilidad
para alguien méas y que encuentre interesante los escrito en estas
paginas y le ensene algo nuevo. Ya que yo disfrute mucho realizando
este trabajo y aprendi mucho més de lo que esperaba.

México D.F. Samayoa Donado
Invierno 2013 Victor Augusto
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Introduccion

La presente tesis considera que el lector esta familiarizado con
las nociones de: teoria de conjuntos, teoria de grupos y variedades
diferenciales. De todas formas, si el lector no esta familiarizado con
dichos temas, en la bibliografia hay libros que pueden ayudarle.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos de categoria, funtores
y transformaciones naturales, los cuales seran utilizados durante el
resto de los capitulos. Se introducen también conceptos como son lo de
cuadrados cartesianos y cocartesianos, categorias cocientes y funtores
adjuntos, asi como algunos ejemplos para observar que muchas de
estas definiciones vienen de una forma “natural” de otros conceptos
ya conocidos de las matematicas. También se introduce un la idea
de funtores adjuntos, cuyo concepto nacié del Algebra Homolégica
y ahora se ha vuelto un concepto muy importante en la Topologia
Algebraica. Para este capitulo se uso principalmente el libro de Mac
Lane [15] el cual profundiza més en los conceptos aqui presentados.

En el capitulo 2 se continua trabajando con categorias pero se
introduce el concepto de representabilidad, dicho concepto ayudara a
saber si cierta categoria tiene més estructuras como son el producto
(el cual viene siendo el producto cartesiano en conjuntos o el producto
topoldgico en los espacios topoldgicos), coproducto (seria la suma
directa en los grupos o la suma topoldgica en los espacios topoldgicos),
entre otros. Y al final de dicho capitulo se hablara de los grupos
en una categoria, lo que seria la abstraccion del espacio de lazos
o la suspencién de un espacio topoldgico, y como dicha estructura
se hereda de un objeto de una categoria en un conjunto. En este

IX
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capitulo el libro de Mac Lane [15] sigue siendo una buena fuente de
informacién, ademés el libro de Dold [5] viene a complementar muy
bien varios de los conceptos.

En el capitulo 3 se introducen una estructura de cilindro y otra
de cocilindro, y como a partir de estas estructuras se generaliza el
concepto de homotopia en una categoria, asi como los conceptos de
fibraciones y cofibraciones para cada una de las estructuras anterio-
res. En la ultima seccién de este capitulo, se demuestra que cuando
el cilindro y cocilindro son adjuntos, entonces los conceptos de homo-
topia, fibracién y cofibracion coinciden y esto facilita en gran medida
la resolucién de varios problemas. La bibliografia principal para este
capitulo viene siendo el libro de Kamps y Porter [13], en el cual el
lector interesado puede referirse para profundizar méas en estos temas.

En el capitulo 4 se estudian los complejos de cadena, ya que son
una parte importante en lo que respecta a la teoria de homologia. Se
introduce el n-ésimo grupo de homologia, que resulta ser un funtor,
y el morfiso de conexién, lo cual ayuda a definir tanto teoria ordina-
ria como no ordinaria de homologia. Se construye un ejemplo de una
teoria ordinaria de homologia, la cual se base en los complejos simpli-
ciales, y es la que normalmente se ve en un curso de licenciatura de
topologia algebraica en la Facultad de Ciencias.Para este capitulo se
uso un mosaico de todos los libros de topologia algebraica citados al
final de la tesis, aunque en esencia dicen lo mismo, cada uno aborda
cada tema de formas distintas. En particular recomiendo el Hatcher
[10] v el Greenberg [8] para el que quiere profundizar mas en estos
temas.

El capitulo 5 y dltimo es dedicado a desarrolla con el mayor detalle
posible un ejemplo de una teoria no ordinaria de homologia, el cual
no es tan conocido por los estudiantes de licenciatura. Dicha teoria
se construye a partir funciones de variedades diferenciales hacia un
espacio topolégico y a estos morfismos se les aplica la relacién de
bordismo. En la primera seccién se hace para variedades sin frontera,
con el objetivo de empezar a trabajar la intuicién y acostumbrarse
a dichos conceptos. En la segunda seccion se hace para variedades
con frontera y se generaliza lo trabajado en la seccién anterior y se
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termina de construir dicho ejemplo.






Capitulo 1

Transformaciones
naturales

En este capitulo se hara una revision sobre los conceptos béasicos
sobre teoria de categorias que se utilizaran durante la presente tesis,
con el proposito de fijar notacién y ademas para poder usarlo como
referencia para los préximos capitulos.

La teoria de categorias se basa en la observacién de que muchas
de las propiedades matemadticas puede ser unificadas y simplificadas
por una representacién de diagramas conmutativos. En la teoria de
conjuntos los objetos, i.e., los conjuntos se representan por letras
X,Y y una funcién f se representa usualmente por f : X — Y
junto con una regla de asignacién z — f(z). Un diagrama comin

’ P

h

X A

y es conmutativo cuando h = g o f donde o denota la composicién
usual en conjuntos. El mismo diagrama puede usarse en otros con-
textos matematicos, por ejemplo, en la “categoria” de espacios to-
pologicos las letras X, Y, Z representan espacios topolégicos mientras
que las letras f, g, h representan funciones continuas. Por otro lado,
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en la “categoria” de grupos las letras X,Y, Z representan grupos y
las letras f, g, h representan homomorfismos.

1.1. Categorias

Definiciéon 1.1.1. Decimos que Z es una categoria si tiene lo
siguiente:

1) Una clase de objetos de iz llamado - Z8

2) Para todo X,Y en .4 Z un conjunto de morfismos de

X en Y llamado 7Z7(X,Y) y sus elementos f € Z(X,Y) los
denotamos como f: X — Y.

3) Para todo X,Y,Z en ﬂ%%// y para todo f € Z(X,Y)y g €
g(Y, Z) una ley de composicion tal que:

a) Existe h € Z7(X, Z) tal que:
o: C(X,)Y)x C(Y,2)— € (X,Z)
(1.1)

(f.9) gof=h

b) Seank W — X, f: X — Y yg:Y — Z entonces la
composicién es asociativa, esto es,

(gof)ok=go(fok) (1.2)

¢) Existen el morfismo identidad, i.e., para todo X en .4 Z8
existe 1x € %(X , X) tal que, para cualesquiera f : W —
Xyg:X —Y, los siguientes diagramas conmutan:

W x X

S e

X X—Y
g
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Notacion. Al conjunto de morfismos entre X y Y se le puede encon-
trar en otros textos como:

Z(X,Y), Hom(X,Y), 6 Hom (X,Y)
que son las notaciones mas comunes, pero en el presente texto usare-
mos siempre 7 (X,Y).

Notacion. Cada vez que hablemos de un morfismo de X a Y, usare-
mos cualquiera de las siguientes notaciones segin se requiera:

fe Z(X,Y) fiX—Y x Ly

Las dos ultimas las usaremos siempre que no exista confusion en
qué categoria se estd trabajando.

Nota. Solo se pide que %(X, Y) sea un conjunto, por lo que es
posible que el conjunto %(X7 Y) =0, para algunas X,Y en .4 iz

Nota. La motivacién es que g(X ,Y') se asemeje a las funciones de X
a 'Y, es por eso que usamos la notacién de f : X — Y cada vez que
tengamos f € Coﬂ(X ,Y'). Sin embargo esto es solamente una motiva-
cién y los elementos en % (X,Y) no necesariamente son funciones
por el hecho de que tanto X como Y pueden no ser conjuntos.

Definicién 1.1.2. Sea 7 una categoria, decimos que ésta es pe-
quena sila clase de objetos, -4’ %, es un conjunto.

Definicion 1.1.3. Decimos que una categoria 7 es concreta si sus
objetos son conjuntos y los morfismos respetan la estructura.

Ejemplo 1.1.4.
Ahora veremos algunos ejemplos de categorias:

1) La categoria T definida de la siguiente forma:

a) Los % son los conjuntos.

b) Dados X y Y en z///%/ el conjunto .7 (X,Y) es sim-
plemente el conjunto de las funciones entre X y Y.
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c)

La ley de composicién es la composicién usual de funciones
de conjuntos.

2) La categoria 7% definida de la siguiente forma:

a)

c)

Los %%{k son los conjuntos cada uno con un punto distin-

guido llamado punto base, es decir, un elemento de ﬂ%/i%;
lo vemos como un par (X, xx) donde xx es punto base de

X.

Dados (X, *x) y (Y, *y) en (/%%A; el conjunto .74 (X,Y)
es el conjunto de las funciones entre X y Y que mandan
el punto base xx en el puntos base *y, esto es, f(xx) =

*y Vf S %@.

La ley de composicién es la composicién usual de funciones
de conjuntos.

3) La categoria L%/'z definida de la siguiente forma:

a)
b)

)

Los Q%Z son los espacios topoldgicos.

Dados X,Y en a//i%/‘ , el conjunto @ (X,Y) es sim-
plemente el conjunto de las funciones continuas entre los
espacios topoldgicos X y Y.

La ley de composicién es la composicion usual de funciones
de conjuntos.

4) La categoria %* definida de la siguiente forma:

a)

Los %* son los espacios topolégicos cada uno con un
punto distinguido llamado punto base, en otras palabras,
un elemento de aﬂ* lo vemos como un par (X, *x),
donde *x es punto base de X.

Dados (X, *x) vy (Y, *y) en a%*, el conjunto %*(X, Y)
es el conjunto de las funciones continuas entre X y Y que
mandan el punto base xx en el punto base *y.

La ley de composicién es la composicién usual de funciones
de conjuntos.
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5) La categoria %/ definida de la siguiente forma:

a) Los ﬂ%% son los espacios topolégicos
b) Dados X y Y en Q%L%/‘/, el conjunto %/(X,Y) es el
conjunto de las clases de homotopia entre X y Y.

¢) Laley de composicién es la heredada por la composicién en
espacios topoldgicos, esto es, dados [f], [g] € ﬁy/(X, Y)
entonces [f] ° s lg] = [f °7 ql.

6) La categoria % definida de la siguiente forma:

a) Los .4 % son los grupos.

b) Dados X y Y en.4 (K/L//@/ m el conjunto % (X,Y) es el
conjunto de los homomorfismos de grupos entre X y Y.
¢) La ley de composicién es la composicién usual de funcio-

nes.

7) La categoria O definida de la siguiente forma:

a) Los a%% son los grupos abelianos.

b) Dados X y Y en (7/&//, el conjunto .7 (X,Y) es el con-
junto de los homomorfismos de grupos abelianos entre X
yY.

¢) La ley de composicién es la composicién usual de funcio-

nes.

8) La categoria %y definida de la siguiente forma:

a) Los 6»//?9?;% son los anillos con unitario.
b) Dados X y Y en %@7 , €l conjunto @y (X,Y) es el

conjunto de los morfismos de anillos que conservan la uni-
dad entre X y Y.

¢) La ley de composicién es la composicién usual de funcio-
nes.
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9) La categoria %@y definida de la siguiente forma:

a) Los .4 %@?/7 son los anillos conmutativos con unitario.

b) Dados X y Y en.s' %@77 , el conjunto g@y (X,Y)es
el conjunto de los morfismos de anillos conmutativos que
conservan la unidad entre X y Y.

¢) La ley de composicion es la composicién usual de morfis-
mos de anillos conmutativos.

10) Dado un conjunto parcialmente ordenado (X, <), se define ca-
tegoria Diwe x de la siguiente forma:

a) Los ﬂ%%&z + son los elementos de X.

b) Dados x y 2’ en a%t%&zx, el conjunto Fws x (x,2') con-
siste del par ordenado (z,2") o del conjunto vacio, segin
sea el caso. Esto es,

Gt x.0") = {é(x’x/)} oW

¢) La ley de composicién es la tnica posible. Dados x,y
y z en ”%%%X tales que Fiwr x(z,y) = {(z,y)}
y Gr x(y,2) = {(y,2)} , entonces Fwr x(x,2) =
{(z,2)}.
Definicion 1.1.5. Sean (é;ﬂy o categorias, decimos que 7 es una
subcategoria de i

1) o4 7 es subclase de {}%n@
2) Paratodo X y Y en«g' 7 setiene que Z(X,Y) C &/ (X,Y).

3) Para todo X,Y y Z en%% y para todo f € Z(X,Y) y
g e %(Y, Z) se cumple go- f = gocy, f, i.e., la composicién
en 7 debe corresponder con la composicion en .
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4) Para toda X en .4’ “ . 1x € %(X, X) debe ser el mismo que
lx e 7 (X, X).

Definicién 1.1.6. Sea 7~ subcategoria de 2/ decimos que “ es
plena si 7 (X,Y) = 2/ (X,Y) para todo X,V en o4 iz

Ejemplo 1.1.7.
Se enlistan algunos ejemplo de subcategorias indicando si son ple-
nas o no:

1) @— es subcategoria de Ty , pero no es plena.
2) ;/6/ es subcategoria de S , pero no es plena.
3) . es subcategoria de {/@ y es plena.

4) %@y es subcategoria de L@/Zy y es plena.

Definicién 1.1.8. Sea 7 una categoria y sea f : X — Y decimos
que f es:

1) monomorfismo si para toda W en .4’ 1z y para todos g, h :
W — X, se tiene que f o g = f o h implica que g = h.

2) epimorfismo siparatoda Z en.s' %y paratodos g,h: Y —
Z, se tiene que go f = h o f implica que g = h.

3) isomorfismo si existe g € %(Y,X) tal que fog = 1y y
gof=1x.

4) endomorfismosi X =Y.
5) automorfismo si f es un endomorfismo e isomorfismo.

Teorema 1.1.9. Considere una categoria (c/, objetos W, X, Y, Z en
ot 2 y un morfismo f : X — Y. Entonces se cumple lo siguiente:

1) Para toda g : Y — Z si go f es un monomorfismo, entonces
f es un monomorfismo.
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2) Para toda h: W — X si f oh es un epimorfismo, entonces f
es un epimorfismo.

3) Si f es un isomorfismo, entonces f es monomorfismo y epi-
morfismo.

Demostracion.
Se tiene que:

1) Sean hi,he : W — X tales que f o hy = f o hy entonces
go(fohy)=go(fohgy) perogo f es un monomorfismo por lo
cual h1 = hg

2) Sean g1,g2 : Y — Z tales que g1 o f = g2 o f de esto se sigue
(grof)oh = (g20f)oh pero foh es un epimorfismo de aqui que

g1 = 92
3) Seag:Y — X talque gof = 1x y fog = 1y por consiguiente:

a) Sean hi,hy : W — X tales que f o h; = f o hy por ende
go(fohy)=go(fohsy) perogo f = 1x de esto se sigue
que hi = ho.

b) Sean g1,g2 : Y — Z tales que g1 o f = g2 o f en conse-
cuencia (g1 0 f)og = (g20 f)og pero fog =1y entonces
se tiene que g1 = go.

O

Existen morfismos que son monomorfismos y epimorfismos pero
NO son isomorfismos. Como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1.10. Consideremos i : Z — Q el morfismo inclusion
en y, se ve que i es monomorfismo y epimorfismo de la siguiente
forma.

Sean ¢1,g92 € @y (X,Z) tales que i 0 g1 = i o0 ga, por lo cual
Vz € X se tiene que i(g1(x)) = i(g2(z)), pero ¢ es inyectiva por lo que
g1(x) = go(x) Va € X, de esto se sigue que i es un monomorfismo.



1.1. CATEGORIAS 9

Ahora, sean hq, ho € %y (Q,Y) tales que hy oi = hy o1, de esto se
sigue que V% € Q se tiene:

hl(g) = h(p)hi(q) ™" = m(i(p)ha(i(g)) ™" = ha(i(p))ha(i(q) ™"
= ha(p)ha(q)~' = h2(§)

por ende ¢ es un epimorfismo.
Ahora, supongamos que 7 es un isomorfismo, entonces existe f €

@?@ (Q,Z) tal que io f = 1gy foi = 1z. Consideramos f(3) =m €

Z, de aqui que 3 =i(f(3)) = f(3) = m, lo cual es una contradiccién

Definicién 1.1.11. Sea 7 una categoria:

1) Sea I en -4 %, decimos que I es un objeto inicial si para
todo X en .4 7 existe un tnico f: I — X.

2) Sea T en.y' %ﬂ, decimos que T es un objeto terminal si para
todo X en -4’ % existe un tnico g : X —» T.

3) Decimos que un objeto es cero si es un objeto inicial y terminal.

Definicion 1.1.12. En una categoria (g, dados X y Y en .4’ Z4 y

dos morfismos f,g : X — Y, decimos que 7 tiene igualador de
[ y g siexisten W en .z 1z y un morfismo e : W — X tal que el
siguiente diagramas:

e
W—X—=xY
conmuta, i.e., foe=goe.

Ademas el igualador tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Igualador).
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Para cualquier h : V — X tal que foh = goh, existe una unica
B :V — W tal que el siguiente diagrama

WS X—=VY
A

! / ’ (1.4)

v

conmuta.

Definicién 1.1.13. En una categorfa 7, dados X y Y en o 2
dos morfismos f,g : X — Y decimos que 7 tiene cotgualador
de f y g si existen Z en 4’ iz v u:Y — Z tal que el siguiente
diagrama:

f

u
X—=Y—7
conmuta, i.e., uo f =wog.

Ademas el coigualador tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Coigualador).
Para cualquier h : Y — Z’ tal que ho f = ho g, existe una tinica
W :Z — 7' tal que el siguiente diagrama:

g \
X F!h

conmuta.

1.2. Funtores

R
l

Definicién 1.2.1. Sean %y 2 categorias decimos que F' :
I es un funtor covariante si satisface lo siguiente:
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1) Si X estd en.g 7 entonces FX esta en a%@
2) Sif: X — Y en 7 entonces Ff : FX — FY en &/ .

3)f: X —-Yyg:Y — Zen %entoncesF(go%/f):
Fgoc Ff.

4) Flx =1px.

Definicién 1.2.2. Sean %~ y 2 categorias decimos que F' : ¢ —
ZJ es un funtor contravariante' si satisface lo siguiente:

1) Si X estd en.s 7 entonces FX esta en a%@
2) Sif: X — Y en 7 entonces Ff : FY — FX en &/ .

3)f: X —Yyg:Y — Zen gentoncesF(go%yf):
Ffog Fg.

4) Flx =1px.

Ejemplo 1.2.3.
Se enlistan a continuacién algunos ejemplos de funtores:

1) Sea U : % — Y% el funtor que olvida es un funtor cova-
riante definido como sigue:

a) Si X estd en % entonces UX = X ,es decir, le quita al
grupo X su estructura y solo deja el conjunto X.

b) Si f:X — Y entonces Uf = f, esto es, simplemente nos
quedamos con la funcién entre los conjuntos X y Y.

2) Sea 7 una categorfa y sea X enc4' 1z fijo. Definimos un funtor
covariante F : Z —s . %z como sigue:

a) SiY estd en % entonces FY = Z(X,Y).

! Algunos autores le llama, cofuntor
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b) Sig:Y — Z entonces:

Fg: Z(X,Y)— C(X,2)

f

golf
3) Sea 7 una categorfa y sea Y en.4’ i fijo. Definimos un funtor
cotravariante G : 2 — .Y como sigue:
a) Si X esta en 7 entonces GX = Z(X,Y).

b) Si h: W — X entonces:

Gh: Z(X,)Y)—= T (W,Y)

fr———=1foh

4) Sea 7 una categorfa. Definimos al funtor identidad 1: %~ —
“ como sigue:

a) Si X esta en .4 7 entonces 1X = X.
b) Si f: X — Y entonces 1f = f.

Definicién 1.2.4. Dados dos funtores T : % —s Z yS: © —
27, definimos la composicion de funtores S o1 como sigue:

1) Si X estd en 0%@ entonces (SoT)X = S(TX).
2) Sea f: X — Y entonces (SoT)f =S(Tf).

Notacion. A la composicién entre funtores usualmente la denotare-
mos como SoT = ST.

De esta forma podemos ver que la composicién de funtores es
asociativa y ademads para toda categoria tenemos que existe el funtor
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identidad?, el cual se comporta como la identidad en esta composi-
cion.

Por como se definié un funtor cuando se verifica la igualdad de
funtores hay que observar lo siguiente:

1) Que ambos funtores sean covariantes (contravariantes).
2) Que ambos funtores manden objetos iguales en objetos iguales.

3) Que ambos funtores manden morfismos iguales en morfismos
iguales.

por lo que muchas veces es més practico resumir todo eso en un dia-
grama, por lo que se dird que un diagrama de funtores es conmutativo

i . - , 5 G

si cumple los incisos anteriores, esto es, dadas categorias %, o y &
G > ce

y funtores F' : [ — @Q,G: %—)@yH@ — ©, el

diagrama siguiente conmuta

I

si los dos diagramas siguientes conmutan.

©

)fa F(X) = HG(X)
x Ly px) TYZEY poyy

i,
I
a(x) Y qy).

2Ejemplo 4.
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1.3. Transformaciones naturales

Definicion 1.3.1. Dados dos funtores covariantes .S, T : o ,
definimos una transformacion natural T : S — T como sigue:

1) Para cada X en .4 ¢ existe un morfismo 7y : SX — TX.

2) Para cualesquiera X,Y en .4 iz y para toda ¢ : X — Y se
tiene que el siguiente diagrama conmuta

X SX -2X-TX
Wl Scpl chp (16)

Definicion 1.3.2. Dados dos funtores contravariantes S, T :  —
2 , definimos una transformacion natural o : S — T como
sigue:

1) Para cada X en .4 7 existe un morfismo ox : SX — TX.

2) Para cualesquiera X,Y en .4 iz y para toda ¥ : X — Y se
tiene que el siguiente diagrama conmuta

X SX X Tx
wl sz T:w (1.7)

Nota. A 7x,7y,0x,0y se le llaman las componentes de la transfor-
macién natural 7 6 o segun el caso y esto es para toda X,Y en.z’ iz

Definicién 1.3.3. Dada una transformacion natural 7, decimos que
ésta es un isomorfismo natural si cada una de sus componentes
Tx es un isomorfismo.
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Dadas dos categorias 2 y o , podemos considerar tres funtores
entre ellas R, S, T : v - . Ahora, consideremos dos transfor-
maciones naturales, c : R — Sy 7: S — T. Nos podemos pregun-
tar si podemos de alguna forma componer dichas transformaciones
naturales.

Definiciéon 1.3.4. Sean 0 : R — S y 7 : § — T transforma-
ciones naturales. Definimos la composiciéon de o con 7 como la
transformacion natural 7 o o : R — T siguiente:

1) Para cada X en -4 7 existe una componente (7 o o)y =
(Txoox), esto es, componemos las componentes de ambas trans-
formaciones naturales.

2) Para cualesquiera X,Y en .4 iz y para todo morfismo ¢ :
X — Y se tiene que el diagrama

(To0) x
X RX 2> 6x . TX
wl R@i lTap lTnp (18)
Y RY SY TY
U
(ro0)y

conmuta.

Nota. Que el diagrama conmute se debe a la naturalidad de o y 7.

Por como se definié la composicién entre transformaciones natu-
rales, tenemos también que dicha composicién es asociativa. Mas aun
para cada funtor T existe la transformacién natural 1p : T — T
cuyos componentes son (17)y = 1lpx para toda X.

Definicién 1.3.5. Dadas dos categorias pequenas 1z y 7 , defini-

>
N ,

mos una nueva categoria 2, llamada la categoria de funtores,
de la siguiente forma:
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1) Los -4 Z son todos los funtores covariantes (contravarian-
tes) F: ¢ — .

2) Dados F,G en .4 Z"~ los morfismos entre los funtores
7 (F, G) son las transformaciones naturales entre F'y G.
3) La ley de composicién es la definida en 1.3.4.

Notacion. A los morfismos de esta categoria usualmente se les deno-
tan como Nat(F,G).

1.4. Conjuntos de morfismos

Recordemos dos funtores dados en el ejemplo 1.2.3, los cuales
seran usados frecuentemente durante todo este texto.

Definicién 1.4.1. Sea 7 una categoria y sea X en .4’ Z8 fijo, de-
finimos al funtor covariante % (X, ): & — . % como sigue:

1) SiY estden 7 entonces Z (X, )Y = Z(X,Y).

2) Sig:Y — Z entonces Z (X, )g = Z (X, g) dado por

Z(X.9): C(X,)Y)— C(X,2)

fr——yg0o/f

Nota. Si el contexto es claro, se puede omitir el objeto X y enton-
ces simplemente escribimos g, en vez de %(X ,g), esto es, g.f =

(X, 9)(f)=gof.

Definicién 1.4.2. Sea 7 una categorfa y sea Y en .4’ iz fijo, defi-
nimos al funtor contravariante Z (_,Y): & — .%~ como sigue:

1) Si X estd en Z entonces Z (L, Y)X = Z(X,Y).
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2) Sih:W — X entonces Z (_,,Y)h = Z (h,Y) estd dado por:

C(hY): C(X,Y)—= C(W,Y)

f——>foh

Nota. Si el contexto es claro, se puede omitir el objeto Y y en-
tonces simplemente escribimos h* en vez de (g(h,Y), i.e., h*f =
Z(h,Y)=foh.

Los conjuntos de morfismos son un importante ejemplo de funto-
res covariantes y contravariantes.

Ademss, dadas g : X — X'y k:Y — Y’ se tiene que el
siguiente diagrama

*

(X)L~ Z(X,Y) (1.9)

.| }

(X' Y)— C(X,Y)

g

es conmutativo.
Estos funtores juegan un papel importante en la teoria de cate-
gorias, como lo veremos més adelante en el capitulo 2.

1.5. Producto de categorias

Definicion 1.5.1. Dadas dos categorias 2 y o podemos construir
una nueva categoria “x & llamada el producto de 1z Y 2 como
sigue:

1) Los -4 ( % ) los denotamos como un par < X,Y > donde
X estd en o4 Z v Y estaen f%/gj

2) Los morfismos de % 2/ los denotamos como un par:

<f,g>: <X Y>—<X\Y >,
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donde f: X — X' yg: Y — Y.

3) La regla de composicién entre dos morfismos:

<X,V > oxr oy sTIZox vy s
estd dada en términos de la composicién en 72y &7 como
sigue:
<fhgd>o0<fg>=<flofgog>,

donde la composicién del lado izquierdo es la de “x D , mien-
tras que las composiciones del lado derecho son de Z8 y 7
respectivamente.

4) EL morifsmo identidad estd dado por l«xy> =< 1x,1y >.

Dadas dos categorias siempre podemos obtener su producto. A
continuacién definimos dos funtores que conciernen al producto de
categorias.

Definicion 1.5.2. Dado el producto de dos categorias CXx D de-
finimos dos funtores covariantes P y @ llamados la proyeccion en
Z8 Y 2 respectivamente, de la siguiente forma:

1)

2)

Dado < X,Y > en .4 ( % 2/ definimos

L oo Lo
con la regla de correspondencia

X=—< X, Y >——Y (1.10)

Dado < f,g >:< X, Y >—< X', Y’ > definimos

P<f,g>=f, Q<fg>=yg

Los funtores proyeccién tiene la siguiente
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Propiedad Universal (Proyeccién).
Dada una categoria = y dos funtores:

TR g T, o

existe un tnico funtor F : &% — Ex & que hace conmutar al

siguiente diagramas:
/ HN (1.11)

/) /X@H

Definicién 1.5.3. Dados dos funtores U 27" yV g’
podemos definir un funtor producto U x V L5 D7D de

la siguiente forma:

1) Dados C, D en .4 ( 4 (Cx ) se define

UxV: %X@H%,X@/

como (1.12)

<C,D>—><UC,VD >

2) Dadas f € 2 (W, X))y g €&/ (Y, Z) se tiene que:

UxV)< f,g>=<Uf,Vg>

El funtor producto tiene la siguiente

Propiedad Universal (Funtor Producto).
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Dados dos funtores U #7—%" yV O /, existe un tnico
funtor U x V' tal que hace al siguiente diagrama:

L oo %o
|
UJ/ F!va J{V (1.13)
' o T
Pl QI

conmutar, donde P, @, P’, Q' son las proyecciones respectivas.

Nota. Funtores de un producto de categorias a otra categoria cual-
quiera, i.e., S : Cx T — 2 se 16 llaman bifuntores (en 1z y
(2 ). Ademds, si se fija uno de los objetos, entonces el bifuntor se
vuelve un funtor y el bifuntor queda definido completamente por esos
dos funtores.

Nota. Para construir el producto de dos funtores no es necesario que
ambos sean covariantes (o contravariantes), como lo muestra el ejem-
plo siguiente.

Para eso, necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.5.4. Sean @, iz Y 2 categorias y para cualesquiera B y
C, objetos en = Y iz respectivamente, sean

FC‘:L@—)@ Y GBZgH@

funtores tales que Fo(B) = Gp(C). Entonces existe un bifuntor S :
B xC — I tal que S(-,C) = F¢, para toda C' en 1z S(B,.) =
Gp, para toda B en @, y para cualesquiera par de morfismos f :
By — By y g: C1 — Cy se tiene que

GB2gO FC1f = FCQf OGBlg

ademds la igualdad dada anteriormente es el morfismo S(f,g) en

.

Demostracion.
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Sabemos que S(_,C) = F¢ para toda C en “ vy S(B,)) =Gp
para toda B en =z , de aqui que al aplicar el funtor S a la siguiente
igualdad

<1B27.g>o<f7101>:< 1Bgofvgolc1 >:<f>g>
=< folp,lc,0g>
=< f,lc2>0<131,g>

se tiene que S(1p,,9)S(f,1c,) = S(f,1¢,)S(1B,,9), en un diagrama
conmutativo se ve de la siguiente forma

S(1p,,
(81,0 2By, )

S(lecl)l \Ls(fvlc'g)
S(B2,C1) S(Bz,Cs)

o ——
S(1p,.9)

en otras palabras se tiene que S(Bs, ¢)S(f,C1) = S(f,C2)S(Bi1,9) ,
por ende Gp,g0 Fc,f = Fo,f o Gp,g. O

Ejemplo 1.5.5.
Un ejemplo comun de un bifuntor es el funtor Hom, esto es, dada
una categoria 7 tenemos un bifuntor definido de la siguiente forma:

) EXxEC — T
<X,)Y >— Z(X,Y)

<fvg>|%' %(fvg)

por la conmutatividad del diagrama (1.9) y el lema 1.5.4 se tie-
ne que (g( fyg) queda definido por el valor de la igualdad de
C(X2,9) C(f,11) = C(f,Y2) C (X1, 9).
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Pero si se fija la primer entrada, es decir, X fijo, obtenemos un
funtor covariante:

X, ) CxEC — T
Y — Z(X,Y)

g—— Z(X,g)

Y ahora si se fija la segunda entrada, esto es, dado Y fijo, obtenemos
un funtor contravariante:

CLY): CxEC — T
X— = Z(X,Y)

fr———7(}Y)

Dado que el producto de dos categorias es otra categoria, esto
significa que podemos formar el producto no sélo de dos, sino de
tres o mas categorias para formar una nueva, procedemos de manera
analoga al producto de dos.

1.6. Cuadrados cartesianos y cocartesianos

1.6.1. Cuadrados cartesianos

Definicion 1.6.1. En una categoria g, dado el siguiente diagrama:

Y

I

X —7Z,
f
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. , 2 |- . .
decimos que la categoria 7 tiene cuadrado cartesiano, si pode-
mos completar el diagrama de forma que se vuelva un diagrama

B

—=Y

w
al g
X

- .7

f

conmutativo. A los morfismos « y 5 con el objeto W se les llama so-
lucion. La solucién del diagrama debe cumplir la siguiente propiedad
universal:

Propiedad Universal (cuadrado cartesiano).
Dado un diagrama de cuadrado cartesiano y otra solucién al dia-

grama
w—L oy w2y
S S R B
X7>Z, XT>Z

donde el diagrama del lado izquierdo es el cuadrado cartesiano y el
diagrama del lado derecho es otra solucién, entonces existe un tinico
morfismo h : W/ — W tal que el siguiente diagrama

(1.14)

conmuta.

Notacion. Debido a la propiedad universal del cuadrado cartesiano,
tenemos que cuando exista, éste sera tunico salvo isomorfismos. Por
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ello cuando un diagrama

Y
g

X—7
f

tenga cuadrado cartesiano, al objeto lo denotaremos como X Xz Y3.
A los cuadrados cartesianos también se les conoce como pulback.

Definicion 1.6.2. Dada una categoria %, decimos que tiene cua-
drado débilmente cartesiano si la soluciéon al diagrama de cua-
drado cartesiano no es tnica.

Nota. Dado que la solucién de un cuadrado cartesiano débil no es
Unica, dos soluciones al mismo diagrama no necesariamente seran
isomorfas y por ende no se podra usar la misma notacién del cuadrado
cartesiano en un cuadrado cartesiano débil.

Ejemplo 1.6.3.
Consideremos la categoria .“ . Entonces dado un diagrama

Y

ls
X—7
f
tenemos que en esta categoria el cuadrado cartesiano siempre existe
y esta dado por X xzY = {(z,y) € X xY|f(x) = g(y)}, junto con

las proyecciones 7x : X Xz YV — X yny : X xz Y — Y.

Xx,V 2oy

Wxi lg

X Z.

3Esta notacién quedars més clara en la seccién 2.5.
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Se verifica que X X zY cumple la propiedad universal del cuadrado
cartesiano. En efecto, dado un conjunto W y dos morfismos oo : W —
Xy pB:W —Y tales que

el diagrama conmuta. Luego, se define la funcién h : W — X xz Y
como h(w) = (a(w), B(w)) y se verifica inmediatamente que h es tal
que 7x oh = ay my o h = 3. Ademds, se sigue que si existe otra
B :W — XxzY talque rxyoh/ = ay myoh’ = 3 entonces h/ = h.
Por lo que tal h es unica. Con lo que se verifica el ejemplo.

s C > .
Definicién 1.6.4. Dado un funtor F : &~ — @, ya sea covariante
o contravariante, decimos que F' conserva los cuadrados carte-
stanos si cada vez que se tenga un diagrama de cuadrado cartesiano
en o

WLY

S

X—7
f

se tiene otro diagrama de cuadrado cartesiano en .

w22 ry rz - px
Fal ng Fgl lFa
FX —F7 FY — FW
Ff Fp

El diagrama de la izquierda corresponde a un funtor F' covariante y
el diagrama de la derecha a un funtor F' contravariante.
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1.6.2. Cuadrado cocartesiano

Definicion 1.6.5. En una categoria %, dado el siguiente diagrama:

w2y

~

X,

decimos que la categoria 7 tiene cuadrado cocartesiano si po-
demos completar el diagrama de forma que se obtenga un diagrama
conmutativo

|7 v

|s
X —Z7

le% Y

~

a los morfismos « y B con el objeto Z se le llama solucion. El
cuadrado cocartesiano de una categoria debe cumplir la siguiente
propiedad universal:

Propiedad Universal (cuadrado cocartesiano).
Dado un diagrama de cuadrado cocartesiano y otra solucién al
diagrama

w-—2-y w2y

E
X4>Z, X —
a o

<
<

ﬁ/

!

donde el diagrama del lado izquierdo es el cuadrado cocartesiano y el
del lado derecho es la otra solucién, entonces existe un tinico morfismo
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h:Z — Z' tal que el siguiente diagrama

w2y

(1.15)

conmuta.

Notacion. Debido a la propiedad universal del cuadrado cocartesiano,
tenemos que cuando exista éste, sera tinico salvo isomorfismos.Por ello
cuando un diagrama

w-2.y

{

tenga cuadrado cocartesiano, tinico salvo isomorfismo, al objeto lo
denotaremos como X Iy Y4. A los cuadrados cocartesianos también
se les llama cuadrado de pushout.

Definicion 1.6.6. Dada una categoria %ﬂ, decimos que tiene cua-
drado débilmente cocartesiano si la solucién al diagrama de cua-
drado cocartesiano no es unica.

Nota. Dado que la solucién de un cuadrado cocartesiano débil no
es Unica dos soluciones al mismo diagrama no necesariamente seran
isomorfas . Por lo anterior, no se podra usar la misma notaciéon del
cuadrado cocartesiano en un cuadrado cocartesiano débil.

Ejemplo 1.6.7.

Consideremos la categoria “ . Entonces dado un diagrama

w2y

/

X

)

“Esta notacién quedara més claro en la seccién 2.5.
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se propone como solucion al diagrama el siguiente conjunto Xy Y =
(X1TOY)/{f(w) ~ g(w)}, donde X IT'Y es la unién ajena de los
conjuntos X y Y. Esto es, se define una relacién de equivalencia en
X II'Y como sigue, dados 21,22 € X II'Y se dice que

z1 ~ 23 8l y sélosizg =29 con 21,29 € X 6 21,20 €Y
z1 ~ 2z siy s6lo si Jw € W tal que f(w) = 2z y g(w) = z;
conz;€ Xyz €V, talesquei,j=1,2ei# j,

junto con los morfismos a : X — X Iy Y dado por a(x) = [z] y
B:Y — X Iy Y dado por 8(y) = [y],

W Y
fi lﬁ
X —— X1y Y.

Se verifica que el conjunto X1y, Y satisface la propiedad universal
del cuadrado cocartesiano. En efecto, dada otra solucién al diagrama,
se tiene el diagrama conmutativo

w—2 oy

1N,

X —>XIyY

w'.

Se define la funcién h : X Iy Y — W’ como

) = o (z) sizeX,
h([z]) {5,(2) S-cy

y dicha funcién no depende del representante. En efecto, dados
21,70 € X II'Y tales que [z1] = [22] en X Il Y. Pero por como
se definié la relaciéon de equivalencia se tiene que si z1,20 € X o
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21,22 € Y, se sigue que h([z1]) = h([z2]). Ahora, sin pérdida de
generalidad se considera que z3 € X y 29 € Y, por lo que existe
w € W tal que f(w) = z1 y g(w) = z2, pero por la conmutativi-
dad del diagrama anterior se tiene que o/ o f = 3 o g por lo que
h([z1]) = o/ (f(w)) = B'(g(w)) = h([22]). Por lo que la funcién h no
depende del representante.

Se verifica inmediatamente que hoa = o’ y ho 3 = /. Por
ultimo, suponiendo que existe otra funcién A’ : X Iy Y — W/ tal
que W oa =a' y h' o8 = [, por como estd definido h se tiene que
h = 1. Con lo que se prueba la afirmacién.

o os @ .
Definicién 1.6.8. Dado un funtor F': & — @, ya sea covariante
o contravariante, decimos que F' conserva cuadrados cocartesia-
nos si cada vez que se tenga un diagrama de cuadrado cocartesiano

en /JQ:
w-—2-v
fi lﬁ

se tiene otro diagrama de cuadrado cocartesiano en .

rw -y rz-fo px
Ffl lm ml lFf

en donde el diagrama de la izquierda corresponde a F' covariante y el
de la derecha a F' contravariante.

1.7. Categorias cocientes

Recordemos que en la definiciéon de categoria se pidié que los
morfismos de X en Y en una categoria “ fuera un conjunto, es
decir, g(X ,Y) es un conjunto, y en los conjuntos es posible definir
relaciones de equivalencia, las cuales nos inducen una particion del
mismo. Con esta idea procedemos a definir lo siguiente.
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Definicién 1.7.1. Dados X,Y en.4’ 7 decimos que una relacién de
equivalencia ~x y en g)(X ,Y) es compatible con la composicion
si dados f, f' : X — Y, para todo morfismo g : W — X y todo
morfismo h : Y — Z tales que f ~xy f’ entonces se debe dar que

fog=wy flogyhofx~xzhof
Definicion 1.7.2. Decimos que una categoria 7 tiene una rela-
cion de equivalencia ~ si para cada X,Y en .4 ¢ existe una

., . . ( .
relacién de equivalencia ~x y en z (X,Y) que es compatible con la
composicién.

Notacion. Dado que pedimos que cada relacién de equivalencia sea
compatible con la composicién, entonces escribiremos f ~ f’ en vez

de f :X,Y f/.

Definicion 1.7.3. Dada una categoria % con relacién de equiva-
. . - . @ .
lencia ~, definimos a la categoria cociente 77 como sigue:

1) Los @%ﬁ%/son los mismos de -4’ z .
N1 (X,Y)= C(X,Y)] ~.

3) La composicién en 77 esta heredada por la composicién en
7 i.e., dadas dos clases de equivalencias [f],[g] : X — Y, se
define su composicién como:

[f1o" [g] = [f o g],

donde la composicién o es la de i y la composicién o es la

de .

Nota. La composicién definida anteriormente estd bien definida ya
que se pide que la relacién de equivalencia sea compatible con la
composicién en iz

Definicién 1.7.4. Dada una categoria Z con relacién de equiva-
lencia ~, definimos al funtor proyeccion como sigue:

[ %4)71'%
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1) Si X esta en.s 7 entonces w(X) = X.

2) Sif: X — Y en 7 entonces m(f) = [f]~, esto es, la clase de
equivalencia de f.

Por como se definié el funtor proyeccién, se tiene que es un funtor
covariante.
Ademss el funtor proyeccién tiene la siguiente:

Propiedad Universal (Funtor proyeccién).

Dadas dos categorias iz y 2 , un funtor covariante p : © —
2 y una relacién de equivalencia ~ en g, se tiene que existe una
Unica p 7C — I tal que hace conmutar al siguiente diagrama:

z .

7
Wl L (1.16)
P i)

€.

1.8. Funtores adjuntos

El concepto de adjuncién fue presentado por Daniel Marinus Kan®
y en un principio surgié como una necesidad del algebra homolégica.

Definicién 1.8.1. Sean 7~ y 2 dos categorias. Una adjuncion
de © a & es un tercia, < F G, ¢ >: z — @, donde F'y G

son funtores tales que:

vt
G

vo: (F,) — %(,, GG_) es un isomorfismo natural, en otras pa-
labras, ¢ cumple con que ¢x : @(FX, ) — %(X7 G_.) es un iso-
morfismo natural para todo de X en .z’ C v quedy : & (FLY) —
g/(,, GY') es un isomorfismo natural para todo Y en 4’ 27 . Decimos
que F' es adjunto izquierdo de G y que G es adjunto derecho
de F'y a ¢ se le llama la adjuncion de F a G.

5Matematico especializado en el 4rea de la teorfa de homotopia, recibié su
Ph.D. en la universidad de Hebrea bajo la direccién de Samuel Eilenberg.
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Observacion. El que ¢ sea un isomorfismo natural para X y Y, sim-
plemente significa que para cualesquierah : X — X'y k:Y — Y/,
se tiene que los siguientes diagramas:

dx,y

X D (FX,Y)—2> Z(X,GY)
| ] he (am
X' D (FX'Y)— Z(X',GY)

¢X’,Y
Y D (FX,Y) 2% Z(x,GY)
kt kl l(Gk)* (1.17b)
Y’ D(FX,Y')— C(X,GY")

Px v

conmutan.

Notacion. Si F es adjunto izquierdo de G (o bien G es adjunto derecho
de F), lo denotaremos por ¢ : F' 4 G, donde ¢ es la adjuncién de F
aG.

Ejemplo 1.8.2.
Consideremos las categorias 3; y v y los siguientes funtores:

1) F: S — % a cada conjunto le asigna la topologia discre-
ta® y los morfismos los deja igual.

2) G :(5/)% — . % acada espacio topolodgico le asigna su propio
conjunto’ y los morfismos los deja igual.

3) H: T — Z a cada conjunto le asigna la topologia indis-
creta® y los morfismos los deja igual.

Entonces se definen los siguientes isomorfismos naturales:

5Todo subconjunto del espacio topolégico es abierto.
"Deja el conjunto tal cual, simplemente olvida la estructura topoldgica.
8Los tinicos conjuntos abiertos son el total y el §.
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a) Sea ¢ como sigue:

oxy T (FX,Y) —— Y2 (X,GY)

FX:X%Y+—>XQ>GY:Y
donde f 7, s una funcién continua entre dos espacios to-
polégicos y X tiene la topologia discretay fo esla misma
asignacion entre los conjuntos X y Y, pero sin considerar
la continuidad. Aqui ¢ es biyectiva, ya que toda funcién
que sale de un espacio discreto es continua.

b) Sea v como sigue:

@ZJY,Z : Q(/Z/ (GY, Z) H% (Y7HZ)

- 97,
oY =Y A 7 .y A Hz=7

donde g, es simplemente una funcion entre conjuntos
donde Y no tiene topologia y 97, ©s la misma asignacion
entre los conjuntos Y y Z, pero al considerar su topologia
se ve que es continua, ya que Z tiene la topologia indis-
creta. Aqui ¢ es biyectiva, ya que toda funcién que llega
a un espacio indiscreto es continua.

Ahora falta verificar que tanto ¢ como ¥ cumplen la condicién de
naturalidad dada por los diagramas (1.17a) y (1.17b).
Para ¢, se tiene que dado un morfismo i : X — X’ en .

¢xy

f!]/' O(Fh):f!@]y: ohy; — ;%Oh

(Fh)*I Ih*

/! | fl
T bxiy 7
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Dado k& : Y — Y/ morfismo en 3; .

dx,y

Iz fo

k*l I(Gk)*

kot borko ofa =(Gh)ofe,

- Ox v

Ahora, para 1, se tiene que dado k : Y — Y’/ morfismo en LZ .

Vy,z

9, ©(Gk) =g, okg, —>g'7 ok

(Gk)*I Ikz

/ !
9% Yyl z gﬂ

Dado [ : Z — Z' morfismo en .%o .

Vy,z

g%l gg

I*I I(Hl)*

L9 g o9 = HDeazy

Entonces como los diagramas anteriores conmutan, se tiene que ¢ :
FAGy v :GAHH, esto es, G es adjunto derecho de F' 'y G es
adjunto izquierdo de H.

En el caso de que un funtor tenga varios adjuntos izquierdos (resp.
derechos) estos seran naturalmente isomorfos. Para demostrar este
resultado, primero necesitamos hacer algunas consideraciones previas.

Consideremos los diagramas (1.17a) y (1.17b), en el caso parti-
cular donde FF.X = Y, entonces existe el morfismo identidad 1px :
FX — FX por lo que podemos aplicarle el isomorfismo natural



1.8. FUNTORES ADJUNTOS 35

dxrx(1px) : X — GFX. Ahora consideramos el siguiente diagra-
ma:

éx,rx(1rx)

X X——— > GFX
hl hl \LGFh
X' X' GFX'

dxr pxt(Lpxr)

el cual es conmutativo, ya que:

GFho¢x rpx(1rx) @¢X,FX’(Fh olpx)

=¢x.rpx'(1px o Fh) w ¢xr.px(1pxr)oh

donde (7) y (4i) estdn dadas por la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

o Fx,rx) Y o rx, rx) Y 9 rx, PX)

d)X,FXi lqu,FX’ l‘z)X’,FX’

7Z(X,GFX) ——> Z(X,GFX')~— Z(X',GFX')
(GFh). h*

donde el diagrama de la izquierda estd dado por el diagrama (1.17b)
y el diagrama de la derecha estd dado por el diagrama (1.17a).

Andlogamente si se considera el caso donde X = GY, entonces
existe el morfismo identidad 1gy : GY — GY por lo que podemos
aplicarle el isomorfismo natural @5%/73,(1@)/) : FGY — Y, ahora
consideramos el siguiente diagrama:

Y FGY ¢E;§/,y(1GY)
kzl FGki \Lk
Y’ FGY' Y’

-1
Gyl’Y/(IGY’)
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el cual es conmutativo, ya que:
_ (1)
by y (lay) © FGE =iy (1ays o Gk)
(42)

:¢5’%/,Y’(Gk olgy) = ko ‘ba%/,y(lGY)

donde (i) y (i) estan dadas por la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

Z(ay,av) P Zav,av) L ey oy

b 1 -1 -1
GY,Y GY) Y/ GY',Y!

D (FGY,Y)— T/ (FGY,Y') ~— 2/ (FGY',Y")
K (FGk)*

donde el diagrama de la izquierda esta dado por el diagrama (1.17b)
y el diagrama de la derecha esta dado por el diagrama (1.17a).
Definicion 1.8.3. Dados ¢ : F' 4 G, definimos:
1) La unidad como la transformacién natural nx = ¢x rx(1px),
para toda X en .z’ z.
2) La counidad como la transformacién natural ey = ¢y (1gy),

para toda Y en ﬂ%@

Teorema 1.8.4. Dados dos funtores adjuntos ¢ : F - G, se tiene
que:

1) Dada f: X — Y morfismo, se tiene que ¢xy(f) = Gfonx.
2) Dada g : Y — Z morfismo, se tiene que qb}ly(g) =gy o Fg.
Demostracion.

1) Para demostrar el primer inciso, consideramos el siguiente dia-
grama conmutativo:

X T (FX, FX) 2 Z(X, GFX)
fl f*l l(Gf)*
Y 2 (FX,Y) Z(X,GY)

X,Y
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yva que ¢ es una equivalencia natural. Por lo que se tiene que:
oxy(f) =oxy(folrx)=Gfoodxrx(lrx)=Gfonx

2) Para demostrar el segundo inciso, consideramos el siguiente dia-
grama conmutativo:

¢71

Y C(GQY,GY) 22 TV (FGY,Y)

gt g*i l(Fg)*

Z C(2,GY)——= T (FZ,Y)
ZY

ya que ¢! es equivalencia natural. Por lo que se tiene que:
b5 (9) = b7y (lay 09) = bgyy(lay) o Fg = ey o Fyg
O

Corolario 1.8.5. Dados dos funtores adjuntos ¢ : F' 4 G, se tiene
que las siguientes composiciones:

nG

G GFG % . G r— " pgrf o F

son las identidades en G y F respectivamente.

Demostracion.
Simplemente se observa que si X=GY y Y=FX, entonces se tiene
que:

lay =po ¢ (lgy) = d(ey) © Gey ongy
lrx =¢ o p(lrx) = ¢ (nx) @ erpx o Fnx

donde la igualdad en (i) esta dada por la igualdad en el inciso (1) del
teorema anterior y la igualdad en (ii) esta dada por la igualdad en
(2) del teorema anterior. O
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Ahora, ya estamos en condiciones del demostrar los siguientes teo-
remas que aseguran la unicidad (salvo isomorfismos) de los funtores
adjuntos.

Teorema 1.8.6. Dados funtores F\F' : ¢ — & yG: & —
Z tales que ¢ : F 4G y ¢ : F' 4G entonces se tiene que existe un
isomorfismo natural ¢ : F — F”.

Demostracion.

Se tiene que existen ny : X — GFX y 1y : X — GF'X trans-
formaciones naturales, las cuales son las unidades de los isomorfismos
naturales ¢ y ¢’ respectivamente. Ademas se definen los morfismos
px ¥ ¥x de la siguiente manera:

FX XX Grx
|
oy | \f\\\ iawx (1.18a)
Y Nx
F'X GF}

Existe una tnica px tal que hace conmutar el diagrama, para toda
X. Y esta bien definida ya que ¢ es isomorfismo natural, por lo que

se tiene que ¢x rrx(px) =1y

F'X XX GF'x
|
1.18b
. T Jo (1.18)
FX GFX

Existe una tnica ©¥x tal que hace conmutar el diagrama, para toda
X. Y esta bien definida ya que ¢’ es isomorfismo natural, por lo que
se tiene que qbg(,FX(@ZJX) = nx. Ahora se verifica que px y ¥x son
isomorfismos para toda X.
(@)
dx,rx (¥x 0 px) = G(ihx 0 px) o nx = Gipx o Gpx o nx
@ Gipx onx @ nx
(@)
Py px(px oPx) = Glpx opx) oy = Gox o Gibx o

(i)

= Gyx onx @ n'x
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Donde las igualdades indicadas con (i) estdn dadas por el teorema
1.8.4, las igualdades indicadas con (i) estan dadas por el diagrama
(1.18a) y las igualdades indicadas con (7ii) estdn dadas por el diagra-
ma (1.18b). Pero por la definicién 1.8.3, se sabe que:

ox rx(1rx) = nx Oy px (Lrrx) = ny
Y nuevamente por ser ¢ y ¢ isomorfismos, se tiene que:
Yxopx =1rx pxox =1lpx

Ahora, solo falta verificar que ¢ : F' — F’ es transformacién natural
i.e. hay que verificar que el siguiente diagrama:

X FX 2.
fJ/ Ffl iF’f
Y FY — > F'Y

Yy

conmuta, para cualesquiera X,Y en.4' 1z y todo morfismo f : X —
Y. Para eso, dada la naturalidad de ¢! se consideran los siguiente
diagramas conmutativos.

-1

63 e
X C(X,GF'X)—"% L O/ (FX,F'X)
fJ( (GF/f)*i i(Ff)* (1.19a)
Y Z(X,GFY)—— D (FX,F'Y)

X,F'Y

—1 ,
X C(X,GFY)—"Y s O (FX,F'Y)

T(Ff)* (1.19D)
) (FY,F'Y)

~
-
~
*
—_—
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Entonces de ambos diagramas se obtienen las siguientes igualdades:

() — (#1)
F'fopx = dxpy (GF fony) oy o Ff = éxpy(ny o f)

donde la igualdad indicada con (i) esta dada por el diagrama (1.19a) y
la igualdad indicada con (ii) esta dada por el diagrama (1.19b) .Pero
7’ es una transformacién natural, entonces se tiene que el siguiente
diagrama:

X XX, GF'X

1 e

Y Y — = GF'Y
Ny

es conmutativo. Por lo que se tiene que GF’ f on’y = 1}, o f. Entonces
esto implica que F'f o px = @y o Ff, para cualesquiera X,Y en
o %"y todo morfismo f: X — Y.

Analogo si los funtores son contravariantes. O

Anédlogo al teorema anterior esta el siguiente teorema, cuya de-
mostracién no se da, por ser andloga a la anterior, la diferencia es
que se usan las transformaciones naturales ey y €} la cuales son las
counidades de los isomorfismos naturales ¢ y ¢’ respectivamente.

Teorema 1.8.7. Dados funtores F : © — & y G, G+ & —
C tales que ¢: F 4G y ¢ : F 4G entonces se tiene que existe un
isomorfismo natural ¢ : G — G'.

O



Capitulo 2

Objetos universales

Si consideramos la categoria % , sus objetos son grupos, mien-
tras que si consideramos una categoria cualquiera % no podemos
decir si sus objetos son grupos, por el simple hecho de que sus ob-
jetos podrian no ser conjuntos. El objetivo de este capitulo es poder
decir cudndo a un objeto X en .4’ “ le podemos asignar una estruc-
tura de grupo.

Por ejemplo, si G esta en .4’ % , se tiene definida una operacién
llamada “producto”, tal que si a,b € G entonces a x b € G. Nuestro
problema con el objeto X en »4' “ es que como no necesariamente
es un conjunto, no podemos hablar de elementos en X y por tanto
tal definicién de “producto” no es factible en nuestro caso. Para eso
observamos que el producto * lo podemos ver como morfismo

*x:GxGG——(G

En la seccion 2.4 resolveremos el problema de saber cuando una
categoria tiene algo semejante a un producto de conjuntos (G x G),
con lo cual ya podremos dar un paso mas hacia nuestro objetivo.

La asociatividad del producto %, descrita en términos de nuestros
elementos la podemos ver como ax (bxc) = (a*b) * ¢, pero no es claro
cémo extender esta definicién a cualquier categoria. Sin embargo,
podemos observar el siguiente diagrama:

41
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GxGxG 1o GxG
lgx*l \L*
GxG ” G.

Entonces la asociatividad de * es simplemente pedir que el dia-
grama anterior conmute. Lo cual en una categoria cualquiera es mas
factible pedir.

Estos y otros problemas por el estilo los solventaremos en este
capitulo y al final, en la seccién 2.6, usaremos todo lo desarrollado
hasta el momento para hablar de un %—grupo cuya estructura se la
heredard al conjunto 7 (X,Y) el cual serd de grupo.

2.1. Representabilidad

Definicién 2.1.1. Sea Z una categoria y sea F': ¢ — Y% wn
funtor covariante, decimos que F' es representable si existe K en
ot Z tal que para toda X en .4’ %, existe un isomorfismo natural:

(K, X)X~ FX. (2.1)
A K lo llamamos objeto universal de F

Definicién 2.1.2. Sea 7 una categoria y sea F' : © — S
un funtor contravariante, decimos que F' es representable si existe
K en .4 Z tal que para toda X en .4’ %, existe un isomorfismo
natural:

Z(X,K) - FX (2.2)
A K lo llamamos objeto universal de F

Teorema 2.1.3. Sea 7 una categoria y sea F' : ¢ — S
un funtor covariante (o contravariante) representable y sean K1, Ko
objetos universales de F'. Entonces Ky es isomorfo a Ks.
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Demostracion.

Caso 1) Si F' es covariante y representable con objetos univer-

sales K1 y Ko, se tiene que para toda X en .4 7 existen Tx y ox
isomorfismos naturales:

(K, X)2~FX (K X)X~ FX
En particular se tiene que existen los siguientes morfismos.
C(K), K)) —> FK,, (K2, Kz) —2 FIG,
C (K1, Ks) —2 FK, y C (Ko, K1) % PK.

Sean ¢ : K1 — Koy ¢ : Ky — K definidas de la siguiente
forma:

)= 1) 00k, (1K,) @ =05 o7, (1K)

Ahora falta verificar que Yo p = 1k, y 9oy = 1g,. Dada la natura-
lidad de 7 y o, se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

K, C (K1, K1) —2 FK, C (Ko, K1) 2 FEK
wl w*l lmp w*l iF@b
Ky (K1, Ks) e FEo, C (K, Ko) e P,
Ko C (K, Ko) 2 FK, C(K1, Ko) —2 FEK,
lpl ‘P*l ing ‘P*l lF@
K, C(Ky, K1) e K, C (K1, K1) e FEK.

De estos cuatro diagramas se obtienen las siguientes igualdades:

TKz(w) - Fw(TK1(1K1))7 0K, (()0) = FSD(O'Kz(lKQ))ﬂ
oKy (Y0 @) = Fip(ok, (), T(pov) = Fo(i, (¥)).
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Ahora, juntando la cuatro igualdades, asi como las definiciones de
@ v 1, se obtiene que:

Ti (P o) = Fo(Tr, o) = Fo(ok,(1k,)) = 0k, 0 ¢ = T, (1K)

Pero 7 es un isomorfismo natural, por lo que 7x es una funcién
biyectiva para toda X en .4’ Z .Y en particular, se tiene que 7x,
es una funcién biyectiva, por lo que se obtiene que ¢ o ¢ = 1k, .
Andlogamente, se tiene que:

OK> (1/} ° 90) = Fq/)(o'fﬁ o QD) = F¢(7K1 (idK1)) =TK, © Y= O-Kz(idfﬁ)

lo cual implica que ¢ o ¢ = 1g,. Por lo tanto K; es isomorfo a K».
Caso 2) Si F' es contravariante un argumento enteramente analogo
al anterior nos da que K7 es isomorfo a Ks. O

2.2. Lema de Yoneda

A continuacion se verd un resultado que nos caracteriza las trans-
formaciones naturales.

Lema 2.2.1 (Yoneda). Sea F : © — .Yz un funtor covariante y
sea Z enc4 Z8 fijo. Emtonces existe una biyeccion:

Y:Nat(Z(Z,),F)—=FZ

dada por
T%Tz(lz). (2.3)

Demostracion.
La demostracién la dividiremos en 2 partes:

1) Primero se verificard que ) es inyectiva. Para esto, sean 7y o
dos transformaciones naturales:

T,0: 6 (Z, -)——=F
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tales que Y(7) = Y(o). Entonces se tienen los siguientes dia-
gramas conmutativos:

Z “(z,2)-"2~FZz (z,2)-2~FZz
gol QO*\L lF(p 90*\L lFs@
X (2,X) —~FX, (2,X) > FX,

para todo morfismo ¢ : Z — X.

De los cuales se obtienen las siguientes igualdades:
x(p) = Fo(rz(12))y ox(p) = Foloz(lz)

para cualquier X en .4’ & Pero m2(17) = V(1) = V(o) =
oz(1z), por lo que se tiene que:

7x(p) = Fo(rz(12)) = Fp(oz(1z) = ox(p)

Y como esto sucede para toda X en .4 %7 se concluye que
T =0y que Y es inyectiva.

Ahora se verificard que ) es suprayectiva.

Dado u € FZ, se define la siguiente transformacién natural,
para todo X en .4’ iz

e (2, X) —=FX

dada por
pr—=Fo(u)

Hay que verificar que en efecto es una transformacién natural,
i.e, hay que verificar que el siguiente diagrama conmuta:

X A7, X) 2 FX
| e
Y “(2,Y) —FY,
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para cualesquiera X,Y en ~4 Z8 y cualquier morfismo F' :
X — Y. Sea ¢: Z — X entonces se tiene que:

v (fow)=F(fop)(u) = (FfoFp)(u)=Ff(Fp(u)),

ya que F' es un funtor covariante. Por lo tanto 7% es transfor-
macién natural. Y ademaés

V(r)=715(12) = Flz(u) = 1rz(u) = u,

nuevamente por ser F' un funtor. Por lo tanto ) es una biyeccién
entre Nat( 2 (Z,),F) y FZ.

O]

El lema de Yoneda sugiere que en vez de investigar la categoria
(pequena) %, podemos estudiar la categoria de todos los funtores
desde Z ala categoria .

También hay una version para funtores contravariantes, se enuncia
a continuacion, pero se omite su demostracién al ser analoga a la
anterior.

Lema 2.2.2 (Yoneda). Sea F : © — .5 un funtor contrava-
riante y sea Z en o4 2 fijo. Entonces existe una biyeccion:

Y:Nat(Z(_,2),F)—=FZ

dada por
TI—>Tz(12). (2.4)

2.3. Objeto inicial y objeto final

Definicién 2.3.1. Sea {*} un conjunto cuyo tunico elemento es x*
definimos al funtor constante 1 : C — Y de la siguiente
mantera:
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1) Sea X en.4 7 entonces 1X = {x}
2) Sea f: X — Y donde X,Y estdn en.z' % entonces 1f =1

Observemos que, dados cualesquiera X,Y en 4 “ se tiene que
1X = {x} = 1Y entonces si f: X — Y, al aplicar el funtor se tiene
que 1f : 1X — 1Y (aqui seria el funtor 1 covariante). Pero también
1f : 1Y — 1X (aqui el funtor 1 seria contravariante). Por lo que
el funtor constante 1 lo podemos ver como funtor covariante o como
funtor contravariante segiin sea el caso.

Definicion 2.3.2.

1) Si el funtor covariante constante 1 es representable denotamos
como I a su objeto universal asociado.

2) Si el funtor contravariante constante 1 es representable denota-
mos como T a su objeto universal asociado.

En virtud del teorema 2.1.3 si 1 es representable entonces cual-
quier otro objeto universal de 1 va a ser isomorfo a I (6 a T, segin sea
el caso), por lo que, tanto I como T son unicos, salvo isomorfismo. A
continuacién, damos un teorema que caracteriza la representabilidad
del funtor constante.

Teorema 2.3.3.

1) El funtor covariante constante 1 es representable si y solo si I
es un objeto inicial.

2) El funtor contravariante constante 1 es representable si y sdlo
st T es un objeto terminal.

Demostracion.

Caso 1) Cuando el funtor 1 es covariante.

Suponemos que el funtor 1 es representable. Entonces existe su
objeto universal I y un isomorfismo natural 7x para todo X en.z' i

x: C(I,X)—=1X
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Pero 7x es biyectiva, entonces los conjuntos 1.X y %(I , X)) tienen
la misma cardinalidad. Ademas se sabe que 1X = {x}, i.e, 1X tiene
un tnico elemento. Por lo que se tiene que existe una tnica fx : I —
X para cualquier X en 4’ 1z

Ahora, se supone que la categoria 7 tiene objeto inicial I. Sea
¢x : I — X la tnica funcién para cualquier X en .4 Z . Se define
la siguiente funcién entre conjuntos:

x: G, X)—=1X

SOX'—>*

Ahora, hay que verificar que 7x es un isomorfismo natural pa-
ra toda X en .4 Z . La biyectividad es inmediata, dado que tan-
to %(I ,X) y 1X tienen un solo elemento. Para ver que 7 es una
transformacion natural, hay que verificar que el siguiente diagrama
es conmutativo:

X C(1,X) - 1X
@l @*l llg&
Y (1Y) 1Y,

para cualesquiera X,Y en -4’ Z8 vy ¢ : X — Y. Se verifica que el
diagrama
(;OX ————> %

[

pPOopYx =Py ——>*
conmuta, por lo que 7x es una transformacién natural para todo X
en o4 z .
Caso 2) Si el funtor 1 contravariante. Se demuestra andlogo al

Caso 1. n
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2.4. Productos y coproductos

2.4.1. Producto

Definicion 2.4.1. Dados L, M en @%(@//, definimos un producto

ﬁnito, de L Yy M, como un objeto L x M en 0/%, junto con
morfismos

Lt L xM- ™M

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Producto).

Para cualquier X en .4’ ¢’y dados morfismos fr : X — Ly
fyv : X — M, existe un tnico morfismo f : X — L x M tal que el
siguiente diagrama:

X

% HN (2.5)

Y
L<——LxM—M
L ™M
conmuta.

Notacion. Al morfismo f lo denotaremos por (fr, far).

Definicion 2.4.2. Decimos que una categoria 7 tiene productos
finitos si cualesquiera par de objetos en ésta tienen producto finito.

Definicién 2.4.3. Sea 7 una categorfa y sean L, M en .4’ 2 fijos.
Definimos al funtor contravariante:

(L L)x (M) C—=
como sigue:

1) Sea X en«g' 7 entonces:

(%ﬂ(,, Lyx Z(, M))X: Z(X,L) x Z(X, M)
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2) Sea f: X — Y donde X,Y estdn en -4 iz luego:
fx o= (ZG0 x ECM) f= Z(fL) x E(fM)
donde:
fEx f* . CY, L) x C(Y,M)— Z(X,L)x & (X,M)
estd dado por

() —=(po f,pof)

Nota. Observe que el producto %(X, L) x %(X, M) es el pro-
ducto usual de conjuntos cuyos elementos son de la forma (p, ) €

Z(X,L)x (X, M).

A continuacién se vera una caracterizacion para el producto finito
en una categoria iz

Teorema 2.4.4. En una categoria “los objetos L, M en -4 C tie-
nen producto finito si y sélo si el funtor (g(,, L) x %(,, M) es re-
presentable.

Demostracion.

Supongamos que la categoria 7 tiene producto finito. Sean L, M
en 4 7. Entonces existe L x M en o4 Z junto con morfismos 7, :
LxM — Lymy : LXxM — M. Se propone a L X M como objeto
universal de 7 (_, L) x % (_,M). Es suficiente verificar que existe
un isomorfismo natural entre los funtores %(,, LxM)y (@/(,, L) x
Z(_,M). Se define a 7 como sigue:

x: C(X,Lx M)— Z(X,L)x (X, M)

fl (’ﬂ'LOf,'ﬂ_Mof)
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Primero, para verificar que 7x es biyectiva, se darda su funcién
inversa. Se define la funcién ox como:

ox: C(X,L)x C(X,M)—> Z(X,L x M)

(9L, 9Mm) g

Donde la g viene dada por la propiedad universal del producto
finito, por lo que ox estd bien definida. Ahora hay que verificar que:

1) mxoox =1 x 1y @ (x0)

2) oxoTx = Loz x pxany:

Para (1) se tiene que:

x 0 ox(fr. far) = 7x(f) = (mp o fomaro £) L (fr. far)

La igualdad indicada con (i) viene dada por la conmutatividad del
diagrama del producto finito. Por lo tanto se tiene que 7x o ox =

id Z(X,L)x € (X,M)
Para (2) se tiene que:

ox orx(f) =ox(no fympof) L f

La igualdad marcada con (7) viene dada por la propiedad universal
del producto finito y por la unicidad de una f tal. Por lo que se tiene
que ox 0 Tx = idg(X,LxM)'

Juntando ambos resultados se obtiene que 7x es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de 7x, eso se hara verificando que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X Y, L x M) Z(Y,L) x C(Y,M)

Y C(X,Lx M)—> Z(X,L)x (X, M),
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para cualesquiera X,Y en -4 Z4 y cualquier morfismo ¢ : X — Y.
En efecto, sea f € %(Y, L x M), entonces

(ii4)

x(fop)=(rro(fop),mmo(fop)) = ((rrof)ow,(mamof)oyp)

donde la igualdad marcada con (iii) viene dada por la asociatividad
de funciones entre conjuntos. Entonces se tiene que el diagrama con-
muta, por lo que 7x es una transformacién natural para todo X en
ot “ v Tx es un isomorfismo natural para todo X en ot 1z

Ahora se supone que Co”(,, L)x %(,, M) es representable. Enton-
ces se tiene que existe K,y en -4 Z tal que es su objeto universal.
Sea X en.yf 7 yseary: ©(X,Kpn) — Z(X,L)x Z(X,M)
isomorfismo natural asociado a X.

En particular, existe 7, ,, %(KLM, Krm) — %(KL,M, L)x
%(K .M, M). Se definen 77, y mp con la propiedad universal del
producto en S , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

%(KL,My K m)

7I'10‘I‘KLM 7TQOTKLM
> TKLM s

g(KLyM,L)ﬁ %(KLM,L) X %(KLM,M)? %(KLJ\/[,M)

por lo que, para el morfismo identidad 1KL,M Ky — Kp v se

tiene
/ 1KL7M \

T 0 TKL,M(lKL,I\/I) : TKL,M(IKL,M) > T2 0 TKL,]V[(lKL,IM)
Se definen los morfismos proyecciones 7y, y mps como
L = T1 0 7-KL,M(lKL,M) y TM =720 TKL,M(]‘KL,]M) (2.6)

Veamos que la categoria 7 tiene la propiedad universal del pro-
ducto finito, i.e, sea X en.4' %y sean fr, : X — Ly fyr: X — M,
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probaremos que existe f : X — K, ps tnico tal que hace conmutar

el siguiente diagrama:
X
\
I \ HM
¥

1;<iﬂf7}(LJ4‘7ﬂQ>'AJ

Para demostrar la existencia de f, se procede como sigue:

Dada (f1, far) € Z (X, L) x % (X, M), al ser 7x un isomorfismo
natural, sabemos que 7');1 es equivalencia natural. Definimos a f :=
7');1( fr, far), la cual es dnica dada la biyectividad de T)}l. Sélo falta
verificar la conmutatividad del diagrama. Dada la naturalidad de 7x
se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

.
X %(KL,M,KL,M)M Z(Kpm, L) x € (K, M)
lf f*i lf*xf*

Krm (X, Kpm) = Z(X,L)x F(X,M)

de donde se obtiene la igualdad

7x(f) = (fr, fm) = (7L o fymam o f)

la cual estd dada por la definicién de 77, y 7wy en la ecuacion (2.6) y
por como se definié f.
Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

mrof=fL y muof=fu

O]

Notacion. En virtud de los teoremas 2.1.3 y 2.4.4, tenemos que cada
vez que el funtor %(,, L) x %(,, M) sea representable, su objeto
universal sera L x M y viceversa.
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Ejemplo 2.4.5.

Sea una categoria Z tal que tiene objeto final T'. Entonces T x
X = X x T = X para cualquier X en .4’ 7. Basta considerar los
siguientes dos diagramas.

4:& 2N

idx idx

Y
!
!

donde fr:Y — Ty gr : X — T son los tnicos morfismos, debido
a que T es un objeto terminal.

Por lo que X cumple la propiedad universal del producto para
(X x T, (idy,G7)) y (T x X, (g7, 1dy)).

Generalicemos ahora el producto para cualquier cantidad de ob-
jetos.

Definicién 2.4.6. Sea { X} ea una familia indexada, donde X, esta
en 4 i para toda A € A. Se define un producto como un objeto
[Lher Xx encg 7, junto con morfismos

Tx, t [Lea Xo — X0\

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Producto).

Para cualquier Y en -4’ Coﬂy dadas fy : Y — X, paratoda A € A
entonces existe una tnica f : Y — [[ cp X tal que el siguiente
diagrama:

Y

|
/ f’f (2.7)

s Thea X0

conmuta.
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Definicion 2.4.7. Decimos que una categoria 7 tiene producto si
cualesquiera objetos en ésta tienen producto.

Definicién 2.4.8. Dada una familia indexada, { X} ca, de objetos
de %, se define al funtor contravariante:

hen © X0 : C — T

como sigue:

1) Sea Y en.4 Z entonces:

(I r =TT 7oy

AEA AEA

2) Sea g:Y — Z donde Y, Z estén en .4 %, entonces:

IIg = (H @ XA)) g=1] Z (9. %»)

AEA AEA
Donde:

[Ig": H,\eA g(Z X)) — HAGA %(Y, X»)
esta dada por
[Lea in—=TLea(fro9)
Andlogamente se tiene un teorema que caracteriza el producto

generalizado en una categoria Z8

Teorema 2.4.9. Dada {X)}xen, una familia indexada de objetos,
en 7 . Entonces {Xx}rea tiene producto si y sdlo si el funtor
ILea 7 (L, X)) es representable.

Demostracion.
La demostracion de este teorema es andloga a la del teorema 2.4.4
y basta verificar que existe un isomorfismo natural entre:

%(Y, H)\GA X)\) = HAGA %(Yv XA)
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2.4.2. Coproducto

Definicién 2.4.10. Dados L, M en .4 Coﬂ, definimos un coproducto

finito, de L y M, como un objeto L I M en %%7 junto con
morfismos

L LI M <2 M

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Coproducto).
Para cualquier X en .4’ %y dados fr, : L — Xy fyy: M — X,
existe un unico f: L II M — X tal que el siguiente diagrama:

k 3% (2.8)

conmuta.

Definicion 2.4.11. Decimos que una categoria 7 tiene coproducto
finito si cualesquiera par de objetos en ésta tienen coproducto finito.

Definicién 2.4.12. Sea 7 una categorfa y sean L, M en 4’ 2 fijos.
Definimos al funtor covariante:

(L, ) x C(M,)
como sigue:

1) Sea X en .4 7 entonces:

(%”(L,,) x F(M, ,))X: (L, X) x (M, X)

2) Sea f: X — Y donde X,Y estdn en .4 7 entonces:

foxf = (FL) x CO0) f= T(L ) x T 1)
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Donde:
fox fo: C(L,X)x C(M,X)—> Z(L,Y)x C(M,Y)
esta dado por

(o, ) ——=(fowp, forh).

A continuacién se verd una caracterizacion para el coproducto
. .
finito en una categoria z

Teorema 2.4.13. En una categoria “ los objetos L, M en -4 Z8
tienen coproducto finito si y sélo si el funtor Z (L,) x & (M,_) es
representable.

Demostracion.

Suponemos que la categoria 7 tiene coproducto finito.Entonces
se tiene que (L II M, (ir,tnr)) estd en of . Se propone a L 11 M
como objeto universal de % (L,_) x & (M, _). Es suficiente verificar
que existe un isomorfismo natural entre los funtores %(L M, )y
Z(L,) x Z(M,_). Se define a T componente a componente como

x: C(LUIM,X)—> Z(L,X)x ©(M,X),

fi (fotr, foun).

Primero, para verificar que 7x es biyectiva, se darda su funcién
inversa. Se define la funcién ox como:

ox: C(L,X)x (M, X)— Z (LM, X)

(9L79M)’ g,

donde la g viene dada por la propiedad universal del coproducto
finito, por lo que ox esta bien definida. Ahora hay que verificar que:
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1) 7x cox = idg>(X7L)X F(X,M)

2) oxoTx = id?"(LHM,X)

Para (1) se tiene:

x 0 ox(foo far) = 7x(F) = (fop, foun) 2 (fr. far)

La igualdad marcada con (i) viene dada por la existencia del
coproducto finito y se tiene que 7x o ox = id FX.L)x T (X M)
Para (2) se tiene:

oxotx(f)=ox(four, foun) @ f

La igualdad marcada con (i) viene dada por la propiedad uni-
versal del coproducto finito y se sigue que ox o 7x = id Z(LIUM, X)*
Juntando ambas igualdades se obtiene que 7x es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de 7x, eso se hard verificando que el
siguiente diagrama es conmutativo:

X (LM, X)X (LX) x C(M,X)
@L @*\L iw*xw*
Y C(LUMY)— Z(LY)x Z(M,Y)

para cualesquiera X,Y en ~4 Z4 v ¢ : X — Y. En efecto, sea
fe Z(LUM,X)

(iid)
Tv(pof)=((pof)ow,(pof)owm) = (po(four)po(foun)
donde la igualdad indicada con (4ii) viene dada por la asociatividad

de funciones en conjuntos. Entonces el diagrama conmuta y 7x es
una transformacién natural para todo X en .z’ 7. Por lo tanto Tx

es un isomorfismo natural para todo X en .4’ iz

Ahora, se supone que (g(L, )X Z (M, _) es representable. Enton-

ces se tiene que existe KM en 4 “ tal que es su objeto universal.
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Sea X enoy @ yseatx: € (KM X) — Z(L,X) x (M, X)
la equivalencia natural asociada a X.

En particular, existe 7pcror 1 & (KPM KLMY — Z7(L, KEM)x
g(M , KM ). Se definen ¢y, e tps con la propiedad universal del pro-
ducto en .Z~ , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

%(KL,M’ KL’M)

T10T e L, M 20T L, M
T L,M

(L, KMy <—— (L, KMM) x (M, KMM) — (M, K-M)

por lo que, para el morfismo identidad 1z : KPM — KM

tiene

se

1KL,M

i

m o T (L) <— Tpermr (Lgerm ) —— 9 0 Tgerm (1 gen,ar)
Se definen los morfismos proyecciones ¢y, y tpy como
i =moTgrm(lgra) y  upri=meoTnm(lgrm)  (2.9)

Ahora se vera que la categoria 7 tiene la propiedad universal
del coproducto finito, i.e sea X en .4’ Z8 ysean fr: L — Xy fur:
M — X entonces existe f : KM — X tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

KLM
\ 3/

Para demostrar la existencia de f, se procede como sigue:
Dada (fr, far) € Z(L,X) x Z(M,X) y al ser 7x un isomor-

fismo natural, sabemos que 7')21 es isomorfismo natural. Definimos

a f = 75" (fr, fm), la cual es tinica dada la biyectividad de 7y
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Ahora, solo falta verificar la conmutatividad del diagrama, dada la
naturalidad de 7x se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

LM G (KM LMY KL (LM L) F(KEM M)
Lf f*i lf*Xf*
X (X, KLM) Z(X,L)x (X, M)

de donde se obtiene la igualdad

x(f) = (fr, fm) = (four, foum)

la cual estd dada por la definicién de ¢f, e ¢y en la ecuacién (2.9) y
por como se definié f.
Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

fowuw=fr y fow=fu
O

Notacion. En virtud de los teoremas 2.1.3 y 2.4.13, tenemos que cada
vez que el funtor g(L,,) X %ﬂ(M ,-) sea representable, su objeto
universal sera L II M y viceversa.

Ejemplo 2.4.14.

Sea 7 una categoria con objeto inicial I. Entonces para cualquier
X enog %, ITIIX = XIIIZ X. Para ver esto, basta considerar los
siguientes dos diagramas:

Xﬂ))((g;_r ILXJGZ*XX
| |
El El
NV A
Y Y

donde fry: I — Y y g; : I — X son los tnicos morfismos debido a
que I es objeto inicial.
Por lo que X cumple la propiedad universal del coproducto para

(X1, (ids, g1)) y (T 11X, (g1, idx)).
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Ahora, se generalizara el coproducto para cualquier cantidad de
objetos.

Definicién 2.4.15. Sea 7 una categoria y sea {X)}rea una familia
indexada, donde X esta en -4 7 para toda A € A. Se define un
coproducto como un objeto [[,., X, junto con morfismos

xy X —[Ihea X

tales que cumplen la siguiente

Propiedad Universal (Coproducto).

Para cualquier Y en .4’ %y dadas fy : X, — Y paratoda A € A
entonces existe una tnica f : [Jycy Xa — Y tal que el siguiente
diagrama:

)(A‘42%>IIA6A¥XA
:a!f (2.10)

a Y
Y

conmuta.

Definicion 2.4.16. Decimos que una categoria 7 tiene coproducto
si cualesquiera objetos en ésta tienen coproducto.

Definicién 2.4.17. Sea Z una categoria y sea {X)}rea una familia
indexada, donde X esta en -4 28 para toda A € A. Definimos al
funtor covariante:

[her € (X0, : C—= 2

como sigue:

1) Sea Y en .4 7 entonces:

<H %(XA,)> Y =]] (X\Y)

AEA AEA
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2) Sea g:Y — Z donde Y, Z estén en .4 %, entonces:

Mo - (H %m,)) o= T 7 ns)

AEA AEA AEA
Donde

H)\EA Gx - H)\GA %(X/\, Y)— H)\EA %(X/M Z)

estd dado como sigue
[Tea Sx——1Irealgo f3)
Andlogamente se tiene un teorema que caracteriza el coproducto
generalizado en una categoria 7 .

Teorema 2.4.18. Dada {X)}rca, una familia indezada de objetos,
en 7 . Entonces {X)}rea tiene coproducto si y sdlo si el funtor
[Lea “ (X, ) es representable.

Demostracion.
La demostracion de este teorema es andloga a la del teorema 2.4.13
y basta verificar que existe un isomorfismo natural entre:

7 (aer X0, Y) 2 [Lhea Z (X0, Y).

2.5. Producto fibrado y coproducto fibrado

2.5.1. Producto fibrado

Definicién 2.5.1. Dados X, Y, A en .4’ Z vy morfismos f: X — A
y g:Y — A, decimos que el quinteto(X,Y, A, f, g) tiene producto
fibrado si existe la solucién al diagrama

Y

ls

X—=A
!
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en otras palabras, los objetos X,Y, A en .4’ %, junto con los morfis-
mos f y g, tienen producto fibrado si se puede construir su cuadrado
cartesiano.

Notacion. Como vimos en la seccién 1.6, al ser el producto fibrado la
solucién del cuadrado cartesiano, lo denotaremos como X x4 Y.

Definicion 2.5.2. Decimos que una categoria tiene producto fibra-
do si para cualquier quinteto dado, se puede construir su cuadrado
cartesiano.

El siguiente teorema nos dard una forma de saber si existe el
producto fibrado en una categoria.

Teorema 2.5.3. Dada una categoria %, st ésta tiene igualadores y
producto entonces tiene producto fibrado.

Demostracion.

Sea 7 una categoria con igualadores y producto. Sean X,Y, A
en 4 1z y morfismos f: X — A, g: Y — A, tales que se tiene el
siguiente diagrama:

Y
g

X—A
f

Al tener la categoria producto, entonces se tiene que X X Y esta
en o4 %, y ademas existen morfismos 7x : X XY — X y 7wy :
X xY — Y, entonces se puede componer

Xxy o x-t.a XxY -y 9.4
por lo cual obtenemos el diagrama:

forx
XXxY—=A

gormy
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Pero la categoria tiene igualadores, entonces existen W en »4' 2
y un morfismo e : W — X X Y tales que el siguiente diagrama
conmuta

forx

W—5%XxY A.

gomy

Por lo anterior, se tiene que el cuadrado exterior conmuta.

W
\K
[
XxY - 22y
TXx0€e
nxi g
X—fr»z

Entonces se propone a X x4 Y := W para completar el cuadra-
do cartesiano. Falta ver que el siguiente diagrama es de cuadrado
cartesiano:

Xx, Vv X%y

WXoe\L lg
A

X

Para eso, seanZen%%ya :Z — Xy pB:7Z—Y tales que
hacen conmutar el siguiente diagrama:

7Py

al ;

X—A
7

Por consiguiente f oo = g o g, lo cual implica que el siguiente
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Z\
N X

xaY ——=Y
Ty O€

diagrama

Tx0€e g

B
X A

f

es conmutativo. Verifiquemos que existe una dnica h: Z — X x4Y
que haga conmutar todo el diagrama. Para esto, se considera que
existe un tinico morfismo ¢ : Z — X x Y tal que hace conmutar al
diagrama:

X Y

yva que la categoria tiene producto. Entonces se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

fomx

XxV S XxY—/———=A

gomy
/

Pero X x4 Y, juntocone: X x4 Y — X XY, es el igualador
de fomx y gomy, entonces por la propiedad universal de los
igualadores, se tiene que existe una Unica h : Z — X x4 Y tal que
el siguiente diagrama:

Z

forx

Xx4 Y —S£>XxY

A gomy
Ikl
| P

Z

A
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conmuta. Dicha A es la que sirve para que el diagrama:

VA

N
~ Jh A
N
N
A

X XY —7Y

« Ty oe

Tx0e g

X A

f
conmute, dado que usando el diagrama del producto se tiene
(txoe)oh=mxop=a
(tyoe)oh=myop =3
O

Hay un teorema que nos dard una caracterizacién sobre la exis-
tencia del producto fibrado en una categoria, pero antes, recordando
el ejemplo 1.6.3, en Ter el producto fibrado X x 4 Y siempre existe,
esto es, dado el diagrama

Y (2.11)

el cuadrado cartesiano siempre existe y esta dado por X xz Y =
{(z,y) € X xY|f(z) = g(y)}, junto con las proyecciones wx : X Xz
Y —-Xyny : X xzY —Y.

XxyV 2oy

wxi lg

X VA

Se hace énfasis en que el producto fibrado depende tanto de los
objetos como de los morfismos, en este caso (X xzY, f,g) denota
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el producto fibrado para el diagrama (2.11). Por lo que si un objeto
y/o morfismo cambian, entonces también lo hara el producto fibrado.
Con esto en mente, se procede a definir el siguiente funtor.

Definicién 2.5.4. Sea 7 una categorfa y sean L, M, A en -4 Z8
fijos, sean A : L — Ay pu: M — A, definimos al funtor contrava-
riante:

C L)Xy T M): € —=

)

como sigue:

1) Sea X en .4 7 entonces:
( CL) % gy CL M)) X = CX, L)% gy 0 C (X, M)

con los morfismos A, : Z(X,L) — Z(X,A) vy
(X, M) — Z(X,A).

2) Sea f: X — Y donde X,Y estdn en .4 %7 entonces

Frxaf o= (CGL) gy T M) f

= %(f? L) X Z(f,A) %(‘f’ M)

donde

P xat*
Z(Y,L) X 2 ) CY,M)— C(X,L) x o (x4 € (X, M)

(oL, om) ! (profipmof)
Lema 2.5.5. Fl funtor
T x g a CM): € — Tz

estd bien definido.
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Demostracion.
Dado X en ﬂ//%, por el ejemplo 1.6.3, se tiene que

Z(X,L) X 2(x.4) Z(X,M) estsd en ﬂ%% debido a que
Z(X,L), Z(X,A) y Z(X,M) estén en 4.5 .

Sabemos que el diagrama

Y, L) X iy ay € (Y, M) = (Y, M)

Z(Y,L) Z(v, A)

Ax

conmuta. Por lo que, si consideramos (@7, par) € Z (Y, L) x Zv.a)
%(Y, M), se tiene que
Aopr = Mlpr) = pxlpm) = poou

entonces, dado el morfismo f: X — Y en %7 al aplicar el funtor
f* x4 f* se obtiene

(f* xa f) (oL, om) = (f*(er), [ (em)) = (br o f,omo f)
ahora, del diagrama

2

7 (X,L) x Zx.) (X, M) > Z(X, M)

7 (X, L) (X, A)

A

se observa que,

Alppof)=Xo(prof)=(Aopr)of
= (nopnm)o f=po(pomof)=penmof)

es decir, (or 0 fyppo f) e (X, L) x & (X, M). O

(X,4)
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Teorema 2.5.6. Los objetos L, M, A en 4 & tienen producto fibra-
do si y sdlo si el funtor %(,, L) x ZA) %(,, M) es representable.

Demostracion.

Supongamos que los objetos L, M, A en -4 7 tienen producto
fibrado. Entonces se tiene que L x4 M estd en 4’ “ . Se propone
a L x4 M como objeto universal de 7 (_, L) x ZA) Z(_,M). Es
suficiente verificar que existe un isomorfismo natural entre los funto-
res (LLxaM)y Z (L) x ZA) Z (L, M). Se define a 7 como
sigue:

Tx : CAX,Lxa M) —— C(X,L) % o Z (X, M)

(X,4)

I (mpo f,mmo f)

donde se cumple que A (7 o f) = px(mar o f).
Primero, para verificar que 7x es biyectiva, se dara su funcién
inversa. Se define la funcién ox como:

ox: C(X,L) % (X, M) —— C(X,L x4 M)

(X,A)

(gLagM)I g

donde g esta dada por la propiedad universal del cuadrado cartesiano,
por lo que ox estd bien definida.
Ahora hay que verificar que:

1) rxoox = 1%(X7L)XVF(X,A) ZxM)
2) oxoTx = 1%(X,LXAM)‘

Para (1) se tiene que:

TX OUX(QLng) = TX(Q) = (WL ©g,Tp©g) (Z:) (gLng)
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la igualdad indicada con (i) viene dada por la conmutatividad del
cuadrado cartesiano. Por lo tanto se tiene que
TX O0x = Zd(/g(X,L)

Xz x,a) € (X,M)

Para (2) se tiene que:

ox orx(f) =ox(mpo fimuof) L f

La igualdad marcada con (i) viene dada por la propiedad universal
del cuadrado cartesiano y por la unicidad de una f tal. Por lo que se
tiene que ox o Tx = id%f/f(X,LxAM)'

Juntando ambos resultados se obtiene que 7x es biyectiva. Ahora
falta verificar la naturalidad de 7x, eso se hard verificando que el

siguiente diagrama es conmutativo:

X CY,LxaM)—"— C(Y,L) X gy o) € (Y, M)
® w*l i@*mw*
Y (X, LxaM)——> C(X,L) x Zx.4) Z(X, M),

para cualesquiera X,Y en .4’ iz y cualquier morfismo ¢ : X — Y.
En efecto, sea f € %(Y, L x 4 M), entonces

(i)

x(fop)=(rro(fop),mmo(fop)) = ((rrof)ow,(maof)oyp)

donde la igualdad marcada con (ii7) viene dada por la asociatividad
de funciones entre conjuntos. Entonces se tiene que el diagrama con-
muta, por lo que 7x es una transformacién natural para todo X en
o Z” v 7x es un isomorfismo natural para todo X en o z.

Ahora se supone que 7 (., L) Xz a) Z (L, M) es represen-
table. Entonces se tiene que existe K ‘L‘l, M en y%% tal que es su
objeto universal. Sea X en a%% y sea Tx : %(X, Kf,M) —
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7 (X, L) x Z(X,A) 7 (X, M) la equivalencia natural asociada a X.
En particular, existe

T A
KoM

CKP Ky —> C(KP )y, L) XK ) (KL M)

Se definen 77, y wps con la propiedad universal del cuadrado car-
tesiano en .7 , el cual sabemos que siempre existe. Esto es,

KL v Kg)

T A
KoM

s
C(K{ L) XKD o) CKP M) 2= C(Kf M)

T lﬂ*

%(KS,M’ L) %(Kf,M7A)

Ax

por lo que, para el morfismo identidad 1K£‘M : K’L4M — KfM se

tiene

1,4
K7 mr

—~

1pa
Ki v

)\*(ﬂ—l ¢} TKfM<1KA

L,]VI)) -

= plmotep (Igep )

) =m0 TKf‘ﬂM(lKA )

TrcA
K7 m LM

moTip, (ip )

Se definen los morfismos proyecciones 7y, y mys como

L =M OTK,L4’M(1K£;7M) y WA =T 0 TKf,M(le,M) (2.12)

Veamos que el objeto KﬁM tiene la propiedad universal del
producto fibrado, i.e, sea X en %% y sean fr, : X — Ly
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far 0 X — M tales que Ao fr, = po far, probaremos que existe
f X —K f’ a tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

MM
lu
A
A

Para demostrar la existencia de f, se procede como sigue:

Dada (fr, far) € € (X, L) x Z XA 7 (X, M), al ser Tx un iso-
morfismo natural, sabemos que T)El es equivalencia natural. Defini-
mos a [ := T)El(fL, far), la cual es inica dada la biyectividad de T)}l.
Sélo falta verificar la conmutatividad del diagrama. Dada la natura-
lidad de 7x se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

TA

Kim
X %(KﬁMaKf,M) — %(Kf‘,M7L) X Z(x,A) %(Kf,M’M)
lf f*l J{f*fo*
Ky, CX K ) —— Z(X,L) X Zx.a) (X, M)

de donde se obtiene la igualdad

7x(f) = (fr, f;) = (w0 fymar o f)

la cual estd dada por la definicién de 7y, y mps en la ecuacién (2.12)
y por como se definié f.
Por lo que se obtienen las siguientes igualdades:

mLof=Jfr y mmof=/fu
y por ende

Aofp=Ao(mpof) vy pofu=po(mof)
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2.5.2. Coproducto fibrado

Definicién 2.5.7. Dados X,Y, A en.4' Z” y morfismos f: A — X
y g: A — Y, decimos que el quinteto (X,Y, A, f,g) tiene copro-
ducto fibrado si existe la solucién al diagrama

Aoy

f
X

en otros términos, los objetos X,Y, A en .4 %, junto con los
morfismos f y g, tienen coproducto fibrado si se puede construir su
cuadrado cocartesiano.

Notacion. Como vimos en la seccién 1.6, al ser el coproducto fibrado
solucién del cuadrado cocartesiano, lo denotaremos como X 114 Y.

Definicion 2.5.8. Decimos que una categoria tiene coproducto fi-
brado si para cualquier quinteto dado, se puede construir su cuadra-
do cocartesiano.

El siguiente teorema nos dard una forma de saber si existe el
coproducto fibrado en una categoria.

Teorema 2.5.9. Dada una categoria %, st ésta tiene coigualadores
y coproducto entonces tiene coproducto fibrado.

Demostracion.

Sea 7 una categoria con coigualadores y coproducto. Sean
X, Y A enﬂ%% y morfismos f : A — X, g : A — Y, tales
que se tiene el siguiente diagrama:

A2y

f
X
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Al tener la categoria coproducto, entonces se tiene que X I1'Y esta
en ﬂ%%, y ademas existen los morfismos tx : X — X IIY y
ty :Y — X ITI'Y. Luego, podemos hacer las composiciones

AL x> xuy y Loy Yo xuy
esto es, tx o f, Lty o g y obtener el diagrama

txof

X1y

Ly og

Dado que la categorfa tiene coigualadores, existen Z en ~4' iz y
un morfismo u : XIIY — Z, tales que el cuadrado exterior conmuta

onf

XY —2Z

Ly og

Por lo anterior, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

A—2 -y
s |
X——x1y \ "
X
\
uUoLY

A

Entonces se propone a X 114 Y := Z, para completar el cuadra-
do cocartesiano. Falta ver que el siguiente diagrama es de cuadrado
cocartesiano:

A—2 >y
fl J(UOLY
olLx

Para eso, seanWenﬂ%%ya:XHWyﬁ:YHW,tales
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que hacen conmutar el siguiente diagrama:

Aoy

T

entonces se tiene que ao f = [ o g, i.e., se tiene que el cuadrado
exterior del siguiente diagrama

es conmutativo. Verificamos que existe una tnica h : X 11, Y — W
que haga conmutar todo el diagrama. Para esto, se considera que
existe un dnico morfismo ¢ : X II'Y — W tal que hace conmutar al
diagrama:

X Yo xny<2vy
|
| 3!
X y Y %
w

yva que la categoria tiene coproducto. Entonces se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

txof

XY 2= X1, Y

Ly °g
Y
w

Pero XII4 Y, juntocon u: XIIY — X147, es el coigualador
detxof y tyog, entonces por la propiedad universal de los coigua-
ladores, se tiene que existe una tnica h : X II, Y — W tal que el
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siguiente diagrama:

onf ”
XY — X1, Y
Ly 0g |
=1
x Y
w

conmuta. Dicha h es la que sirve para que el diagrama:

conmute. Dado que, usando el diagrama del coproducto se tiene que
ho(uotx)=voix =«
ho(uowy)=1dowy =0

O

De la misma manera que en producto fibrado, existe un resultado
que nos dard una caracterizacion sobre la existencia del coproducto
fibrado en una categoria. Se procede a definir el siguiente funtor.

Definicién 2.5.10. Sea 7 una categorfa y sean L, M, A en .4 iz
fijos,sean A: A — Ly u: A — M, definimos al funtor covariante:

CL ) X pay € (M, ) ¢ —= %

)
como sigue:

1) Sea X en. 7 entonces:

(%‘(L,,) Xy C (M, ,)) X = CL X)X 43y & (M, X)

)

con los morfismos \* : Z(L,X) — Z(AX) y p*
(M, X) — Z(AX).

(A,X)
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2) Sea f: X — Y donde X,Y estdn en .4 %, entonces:

foxa o= (CUL ) x gy M)
= 2 (L, f) XA %(Maf)

Donde

faxafs
C(L,X)x (M, X)) CALY) X i uyy ©(M,Y)

(4,X)

(YL, Yar) (fovr, fon)

Lema 2.5.11. El funtor

L)X ppy CM,): C— T2
estd bien definido.
Demostracion.
La demostracién es anédloga a la del lema 2.5.5. 0

Teorema 2.5.12. Los objetos L, M, A en a%g tienen coproducto

fibrado si y sélo si el funtor Z (L,_) x & & (M, ) es represen-

(4,0
table.

Demostracion.
Es enteramente analoga a las demostraciones de los teorema 2.4.13
y 2.5.6. O

2.6. Grupo en una categoria

Definicién 2.6.1. Dada una categoria i y un objeto G en 4’ %,

decimos que G tiene una multiplicacion, si ¢ tiene producto y
existe un morfismo 4 : G X G — G.
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En la definicién anterior, al pedir que exista G x G, es equiva-
lente a pedir que el funtor %(,, G) x %(,, G) sea representable!
y por el lema de Yoneda? se tiene que existe 7 en Nat( Z (_, Q) x
Z(,G), €(,G)) tal que Y(1) = p, ademas, para cada X ensy iz

se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

Z(X,G) x C(X,0) X~ Z(X,0)

Lol 2.13
S (219

Z(X,Gx Q)

donde Tx es el isomorfismo natural obtenido de la representabilidad

de Z(LG)x Z(,Q).

Definicion 2.6.2. Dada una multiplicacién p : GXG — G, decimos
que es asoctativa, si el siguiente diagrama:

GxGxG—"% _axa
1GX”l lu (2.14)
GxG G

es conmutativo.

Definicion 2.6.3. Dada una multiplicacién p : GXG — G, decimos
que G tiene neutro, si 7 tiene un objeto terminal 7" y un morfismo
n: T — G tal que, el siguiente diagrama:

G(nc’lc)G « G(lG777G)G

E\\‘>4j (2.15)

G
G

Wer el teorema 2.4.4
2Ver lema 2.2.2
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conmuta. El morfismo g : G — G, viene dado por la composicion
G—=T
AN
AN
ng N lﬁ
G

donde w es el tnico morfismo ya que T es objeto terminal. Entonces
Ng es el morfismo que hace conmutar el diagrama.

Definicion 2.6.4. Dada una multiplicacién u : GxG — G, decimos
que G tiene inverso, si G tiene neutro y existe ¢ : G — G tal que

el siguiente diagrama:
X
NP
na ue
G

Definicion 2.6.5. Dada una multiplicacién u : GxG — G, decimos
que es abeliana, si el siguiente diagrama:

conmuta.

G xG T GxG

X / (2.17)

G

conmuta. Donde el morfismo 7 viene dado por la propiedad universal
del producto:
GxG

i HN
¥
G ? G X G T2> G,
esto es, T intercambia el orden.

Definicion 2.6.6. Dada una categoria Z8 y un objeto G en 4’ Coﬁ,
decimos que G es un Coﬂ-grupo si:
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1) Tiene multiplicacién asociativa.
2) Tiene neutro.
3) Tiene inverso.

Definicion 2.6.7. Dada una categoria 2 y un objeto G en 4’ %,

decimos que G es un g-grupo abeliano, si G es un %—grupo y
ademas la multiplicacién es abeliana.

Teniendo ya las definiciones necesarias, se enuncia a continuacién
el teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.6.8. Sea una categoria, %, con producto y objeto ter-
minal T'. Entonces un objeto G es un (g-grupo sty solo si %(X, G)
tiene una estructura natural de grupo®, para cualquier X en o4 iz

Ahora se veran tres lemas que ayudaran con la demostracién del
teorema anterior.

Lema 2.6.9. Sea 7 una categoria. Entonces un objeto G tiene una
multiplicacion p : G X G — G asociativa si y solo si se puede definir
una transformacion natural @ - 2 (L, G) x € (L,G) — Z(LQ),
tal que [t es una operacion asociativa.

Demostracion.
Suponemos que 7 tiene un objeto G con una multiplicacién p
tal que es asociativa Dado X en .4’ Z, se define

Iy : Z(X,G)x €(X,G)— Z(X,G)

dado por
(f,9)—=Tix(f,9) =po(f 9)

3Note que g/)(X, G) es un conjunto, por lo que tiene sentido darle una estruc-
tura de grupo
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Se ve que iy es asociativa. En efecto, sean f,g,h : X — G, entonces
se tiene que:

Bx(Bx(fi9),h) =po (ux(f,9),h) =po(uo(f g)h)
— o (ux1g)o (f.9.h) Lo (16 x u) o (f.9,h)
=po(fipo(g,h))=po(f,ux(g,h)=

=nx(f,fx(g,h))

donde la igualdad en (i) viene dada por la conmutatividad del dia-
grama (2.14). Mas aun, por el lema de Yoneda, y la observacién echa
al inicio de la seccién, se tiene que [ es una transformacién natural.
Suponemos que existe una transformacién natural y
7(X,0) x (X,G) — Z(X,G) tal que Tiy es asociativa, pa-
ra toda X eng%%. Se define a p : G x G — G como p :=
Haxa(m,m), donde m y 72 son las proyecciones. Considerando la
naturalidad de & y el morfismo 1g x p: G x G x G — G x G, se
tiene que el siguiente diagrama conmuta:

TG x G x GG P (ax G x G, Q)

Z(GxGxG,G) x
(1cxu)*X(1ch)*T T(lcw)*
(G xG,0)x TG xaGG) — (G xa,Q)

Haxa

Entonces se tiene la siguiente igualdad.

po(lag x p) =figxaxa(m o (1g x ), m2 0 (1g X 1)) (2.18)

En lo que sigue, consideraremos los subindices en las G, Unica-
mente de forma indicativa, en el sentido de que nos dicen la posicién
de la G a la que se le considera su proyeccion, ya que sin eso se
volveria algo confuso la demostracion.

Ahora, usando la propiedad universal del producto, se tiene que

ﬁGxGxG(Wl © (1G X :u)aTQ © (1G X F‘)) = ﬁGXGXG(ﬂ-Glﬂu © (7TG277TG3))
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Pero por como esta definido p se tiene que:

e (7TG237TG3) = HGXG(WIJT?) © (7TGza 7TG3)
(@) _
= laxaxa (T 0 (Tay, mas), T2 0 (Tay, Tas))

= Haxaxc(TGy, TGsy)
donde la igualdad indicada con (i) esta dada por la naturalidad de

. Entonces se sustituye esta igualdad en la ecuacién anterior y se
obtiene:

EGXGXG(WGUM o (TFsz TFG3)) = EGXGXG(T(Gl’ﬁGXGXG(ﬂ-G27ﬂ-GS))
(2.19)

Por otro lado, considerando nuevamente la naturalidad de @ y
ahora el morfismo p x 1g : G X G x G — G x @, se tiene que el
siguiente diagrama conmuta:

Bexaxa

C(GxGxGG)x T(GxGxG,G)ZEF(GxGxG,QG)
(Hch)*X(Hﬂc)*T T(Mch)*
Z(GxG,0)x F(GxGG) - (G xG,0)

GxG

Entonces se tiene la siguiente igualdad.
po (px1g) =Hgxaxa(m o (kX 1g),m o (u x 1g)) (2:20)
Ahora, usando la propiedad universal del producto, se tiene que:

ﬁGXGXG(Trl o (:U* X 1G)77r2 © (N X 10)) = EGXGXG(IU’ o (WG1’7TG2)77rG'3)

Pero por como esta definido u se tiene que:

po (7TG177TGQ) = EGXG(WMW?) o (TrG177rG2)

(i) _
= lgxaxa(m o (TG, TG, ), T2 0 (TG, TG,))

= EGXGXG(WG177TG2)
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donde la igualdad indicada con (ii) esta dada por la naturalidad de 7.
Entonces sustituyendo esta igualdad en la ecuacién anterior se tiene:

ﬁGXGXG(M © (71'@1,71'@2), TFGs) = ﬁGXGXG(ﬁGXGXG(T{-GI’WGZ)’ 7TG3)
(2.21)

Pero i axc €s asociativa, entonces se obtiene que las ecuaciones
(2.19) y (2.21) son iguales, eso implica que las ecuaciones en (2.18)
y (2.20) son iguales, entonces se obtiene que po (1g X u) = po (u X
lg). O

Lema 2.6.10. Sea Z una categoria con objeto terminal T'. Entonces
un objeto G con una multiplicacion p tiene neutro si y sélo sifix tiene
neutro en para cualquier X en .4’ .

Demostracion.

Suponemos que % tiene un objeto G con una multiplicacién p
con neutro 7g. Sea X en 4 %ﬂ, entonces se define al neutro de iy
como el morfismo 7y := f ong, donde f: X — G es un morfismo
cualquiera y w es el tinico morfismo dado por el objeto terminal T
Entonces nx es el morfismo que hace conmutar el diagrama.

XL“’/WZ (2.22)

Se verifica que nx se comporta como el neutro de fiy:

_ (4) (42)

Ax(fonx) = po (finx) = wo (la,ne) o f = 1o f=f

_ (@) (44)

Ax(nx. f) = po (nx,f) = po (e 16) o f = lgof = f
donde las igualdades indicadas con (i) estan dadas por la definicién
de nx, mientras que las igualdades indicadas con (i) estdn dadas por
la conmutatividad del diagrama (2.15). Por lo tanto nx es neutro.
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Suponemos que fiy tiene neutro para toda X en % “ . En par-
ticular se tiene que existe ng : G — G tal que ug(f,ng) = f =
fic(na, f). Se propone a ng como el neutro de p. Falta verificar que
na hace conmutar el diagrama (2.15). Efectivamente, recordamos la
definicién de p a través de figy -

po (na,lg) = fgxa(m,m) o (ne, 1)
(1) _

== fig(m o (na,1a), m2 o (na, 1a))

== Tg(m o (1g,nc), m2 o (lg,ng))
=ng(la,ne) = 1¢

donde las igualdades indicadas con (7ii) estan dadas por la conmuta-
tividad del siguiente diagrama, debido a la naturalidad de f.

G F(G,6) x F(G.q)— "~ F(6,6)
Glente) (ncﬂlc)*x(nc,lc)*T T(WGJG)*
GxG %(GXG,G)X%(GXG,G)? (G xG,Q)
GxG
Por lo que u tiene neutro. O

Lema 2.6.11. Sea 7 una categoria. Entonces un objeto G con una
multiplicacion u tiene inverso si y solo si todo morfismo tiene inverso
respecto a fix, para cualquier X en o4 iz

Demostracion.

Suponemos que 7 tiene un objeto GG que cuenta con una multi-
plicacién p con inverso. Dado que p tiene inverso, entonces también
tiene neutro, y por el lema 2.6.10 se tiene que 7ty tiene neutro, para
cualquier X en -4’ “ . Asi que solo falta verificar que también tiene
inverso.
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Sea X en.4' 1z y sea f: X — G un morfismo cualquiera enton-
ces se define al inverso* de f respecto a Jiy como f~! := 1, (f) = 1o f.
Se verifica que se comporta como el inverso de f respecto a fiy:

ﬁX(fmf_l) ::uo(fvf_l) :,uO(f,L(f)) :,U,O(lg,/,)Of
Digof P ax

Ix () =po(f ) =no(lf), f)=pneo(nlg) o f

< ngof @ nx

donde las igualdades indicadas con (i) estdn dadas por la conmuta-

tividad del diagrama (2.16) y las indicadas con (i) estan dadas por

la definicién de nx en el diagrama (2.22).

Suponemos que f : X — G tiene inverso f~! respecto a fiy,
para cualquier morfismo y cualquier X en »4' . Se considera 1¢ :
G — G entonces existe 151 : G — G tal que fg(1g, 151) =ng =
ﬁG(lél, 1g), se define ¢ := 161. Falta verificar que ¢ hace conmutar
el diagrama (2.16).

10 (1,16) = Faxa(m,m) 0 (1,16) = fg(m o (1,1a), 720 (1,10)
= HG(% 1G) = NG

1o (16,0) = Faxa(m,m) o (1,0) = fig(m o (16,1), 72 0 (16,1))
=Ttg(le,t) =ne

donde las igualdades indicadas con (i) estan dadas por la conmuta-
tividad del siguiente diagrama, debido a la naturalidad de .

G 7(G,6G)x 7 (G,q) —L< 7Z(G,G)
(LrlG) (L71G)*X(L71G)*T T(Lle)*
GxG (G xaG,Q6) x %(GXG,G)? Z(G % G,G)
GxXG
Por lo que u tiene inverso. O

4Observe que f~! no es el morfismo cuya composicién con f da la identidad,
es més bien el inverso en el sentido de la operacién fiy.
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Demostracion del teorema 2.6.8.
Juntando los lemas 2.6.9, 2.6.10 y 2.6.11 se obtiene la demostra-
cion. O

Corolario 2.6.12. Sea 7 una una categoria con producto finito y
objeto terminal T'. Entonces un objeto G es un %—grupo abeliano si
y solo si g(X, G) tiene una estructura natural de grupo abeliano,
para cualquier X en 4 iz

Demostracion.

Por el teorema anterior se tiene que G es un %—grupo si y solo si
7Z'(X,G) tiene una estructura natural de grupo. Sélo falta verificar
que p es conmutativa si y sélo si %(X ,G) es abeliano, para toda X
en 4 z.

Suponemos que p es conmutativa, entonces el diagrama (2.17)
conmuta, esto es, p o7 = u. Esto implica que:

_ (i) (i)
fiaxG (T2 ™) = Aaxg(m o Tom o T) = Haxg(m,m2) o T (9 93
=poT =p= ﬁGxG(Trlv 7T2)

donde la igualdad indicada con (i) estd dada por la definicién de
T por el diagrama (2.6.5) y la indicada con (i) esta dada por la
naturalidad de .

Hay que verificar que Tix(f,g9) = Tix(g, f) para cualesquier par
de morfismos f,g: X — G y para toda X en .4’ z.
_ _ (id) _
fix(f,9) = wo (f,9) =Haxa(m,m) o (f,9) = Haxa(m,m) o (f,9)

(v) _ _

= hx(m2o(f,9),mo(f,9)) =hx(9,f)
donde la igualdad indicada con (i) esta dada por la ecuacién (2.23)
y la indicada con (iv) estd dada por la naturalidad de f. O

2.7. Cogrupo en una categoria

Basicamente esta seccion dualiza todo lo hecho en la seccion 2.6.
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Definicion 2.7.1. Dada una categoria 7 yun objeto Q en .4’ Z8

decimos que @ tiene una comultiplicacion si 7 tiene coproducto
y existe un morfismo v :  — Q II Q.

Definicion 2.7.2. Dada una comultiplicacién v : Q@ — Q11 Q,
decimos que es coasociativa, si el siguiente diagrama

Q : RUQ
ul lyLHQ (2_24)
QIQ QUQIIQ

lov
es conmutativo.

Definicién 2.7.3. Dada una comultiplicacion v : Q — QI1Q), deci-
mos que () tiene coneutro si 7 tiene objeto inicial I, con morfismo
correspondiente w : I — @, y un morfismo ¢ : Q — I tal que el
siguiente diagrama:

0 (CQ:lQbHélQ,CQ) 0
T , (2.25)
Q

conmuta. Donde el morfismo (g : @ — @ es aquel que hace conmu-
tar el diagrama
¢

Q—=1

AN

N w

@ \\l
Q

es decir, (g = w o (.

Definicion 2.7.4. Dada una comultiplicacién v : @ — Q LI Q,
decimos que () tiene cotnverso si () tiene coneutro y existe k :
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Q — @ tal que el siguiente diagrama

(r,1Q) (1g,k)
Q<—2QuQI=>Q
TV (2.26)
¢o ¢Q

Q

conmuta.

Definicion 2.7.5. Dada una comultiplicacién v : @ — Q 11 Q,
decimos que es coabeliana si el siguiente diagrama:

QI Q T QU Q

X / (2.27)

Q

conmuta. Donde el morfismo T viene dado por la propiedad universal
del coproducto:

Q—JQQFQéLfQ
| 3T "
Y

QUQ

es decir, 7 intercambia el orden.

L2

Definicion 2.7.6. Dada una categoria % con un objeto @), decimos
que ) es un (g-cogrupo si:

1) Tiene comultiplicacién coasociativa.
2) Tiene neutro.
3) Tiene inverso.

Definicion 2.7.7. Dada una categoria % con un objeto ), decimos
que ) es un (g-cogrupo abeliano, si () es un %—cogrupo y ademas
la comultiplicacién es coabeliana.
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A continuacion se dara un teorema enteramente analogo al teore-
ma 2.6.8. Observe que aunque en la categoria % se habla de un Z -
cogrupo, el conjunto %(Q, Y') es un grupo, para toda Y en .4’ iz
Por lo que con esto, se tienen dos formas de darle estructura de grupo
a un mismo conjunto.

Teorema 2.7.8. Sea 7 una categoria con coproducto finito y ob-
jeto inicial I. Entonces un objeto Q) es un %—cogrupo sty solo si
g(Q,Y) tiene una estructura natural de grupo para cualquier'Y en

a/' %

O

Corolario 2.7.9. Sea 7~ una categoria con coproducto finito y ob-
jeto inicial I. Entonces un objeto @ es un %—cogrupo abeliano si y
solo si %ﬂ(Q, Y') tiene una estructura natural de grupo abeliano para
cualquier Y en .4 iz

g






Capitulo 3

Homotopia

En este capitulo introduciremos el concepto de homotopia en una
categorfa 7. En la seccién 3.1 veremos el concepto de cilindro de tal
forma que podamos darle una estructura a la categoria para poder
hacer una categoria cociente. En la seccién 3.2 definiremos algunos
morfismos importantes en la teoria de homotopia que son las cofibra-
ciones y las fibraciones. En la seccién 3.3 introduciremos el concepto
dual del cilindro, a saber el cocilindro y le daremos otra estructura
a la categoria para poder hacer una categoria cociente. En la sec-
cion 3.4 definiremos los morfismos cofibracion y fibracién, pero ahora
respecto al cocilindro y veremos que:

1) Una fibracién respecto a un cilindro es el dual de una cofibracién
respecto a un cocilindro.

2) Una cofibracién respecto a un cilindro es el dual de una fibracién
respecto a un cocilindro.

Mientras que en la seccién 3.5 nos centraremos en categorias don-
de los cilindros y cocilindros son adjuntos y se vera que:

1) Una fibracién respecto a un cilindro coincidira con una fibracién
respecto a un cocilindro por medio de una adjuncion.

2) Una cofibracién respecto a un cilindro coincidira con una cofi-
bracién respecto a un cocilindro por medio de una adjuncién.

91



92 3. HoMmoTOPIA

3) Morfismos homotopicos respecto a un cilindro seran homotopi-
cos también respecto al cocilindro adjunto.

3.1. Cilindro

Cilindro
Definicién 3.1.1. Sea 7 una categorfa, definimos el cilindro I en
“ como I= {( ) x I, ey, e1,0}, donde:
1) ( )xI: % — 7 esun funtor covariante;
2) eg,e1: Idy — () x I son transformaciones naturales;
3) 0:( )xI—Idg es transformacién natural,
y son tales que o0 oeg =id =0 o0ey.

Notacion. Si tenemos X,Y en «4' Z vy un morfismo f : X — Y
entonces denotaremos X x I := (( ) x DXy fxIT:=(( )xI)f.
Observe que X x I es puramente notacién y en ningin momento
indica que se esté efectuando el producto en la categoria.

Ejemplo 3.1.2.
Consideremos la categorl'a% , entonces definimos un cilindro de
la siguiente manera:

1) El funtor cilindro estd dado por:

5125 ——T,

X=X x[0,1]

y dados X,Y en %ﬂ; y un morfismo f : X — Y se tiene
que
fxI:Xx][0,1] —=Y x[0,1]

($,t) — (f(x)vt)
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2) Las transformaciones naturales e y e1 estdn dadas por:

€0y : X —= X x [0, 1] et X —= X x [0,1]

eoy () —— (z,0) ely(r) —(z,1)

para toda X en a%ﬂ; , respectivamente.

3) La transformacién natural o estd dada por:

ox : X x[0,1] —= X

ox(z,t)——2x

para toda X en @%Z .

Esto nos determina el cilindro canénico en </¢ y lo denotaremos por
T.

Ejemplo 3.1.3.
Sea 7 una categoria cualquiera, entonces podemos definir el ci-
lindro trivial Id, como sigue:

1) El funtor cilindro sera el funtor identidad en 7.
2) Las transformaciones naturales ep y e; seran la identidad.
3) La transformacién natural o sera también la identidad.

Definicién 3.1.4. Sean 7 una categorfa con cilindro I= {( ) x
I eg,er,0}, X,Y encg 2 y morfismos f,g: X — Y. Decimos que
f es homotopica a g si existe un morfismo ¢ : X x I — Y tal que
poeoy =[fygpoeiy =g

A ¢ le llamamos homotopia entre f y g.

Notacion. Si f es homotépica a g lo denotamos como f ~ g y si ¢ es
su homotopia lo denotamos como ¢ : f ~ g.
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Lema 3.1.5. Sea 7 wna categoria con cilindro I= {( ) x
I, eg,e1,0}, se tiene que:

1) Sif: X —Y, entonces f ~ f.
2) Sean h W — X, fg: X —w Y yk:Y — Z. Si f~yg,
entonces foh~goh ykof~kog.
Demostracion.

1) Definimos ¢ como sigue:

¢::fOUX:XXI£>X*f>Y

entonces tenemos que:
¢060X :(foax)oeox :fo(UXoeox):fOidX:f,
poeiy =(foox)oer, =fo(oxoen,)=foidx = .
por lo tanto f ~ f.

2) Como f ~ g, entonces existe un morfismo ¢ : X x I — Y tal
que poegy = fypoery =g.
Definimos 11 como sigue:

bri=do(hxI): WxI L x s 2oy

consideremos los siguientes diagramas:

W WWo W x T W WY T

hl hl ihx[ hl hi lhx[

X X— X x1I, X XX x1I
€0x €lyx

los cuales conmutan ya que eg y e son transformaciones natu-
rales. Se tiene entonces que

Yroegy = (po(hxI))oey, =¢o((hxI)oeqy,)
=¢o(eg,oh)= ((j)OBOX)oh foh,

Yroer, = (po(hxI))oer, =do((hxI)oer,)
=¢o(eryoh)= (¢061x)0h_90h
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Ahora definimos 9 como sigue:

Yo imkod: X x -2~y Foz
y analogamente se obtiene

Yroep, = (kop)oepy =ko(poeny)=kof,
¢2061X:(k0¢)O€1X:ko((ﬁoelx):kog.

O

Definicién 3.1.6. Sea 7 una categorfa con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} y morfismos f: X — Y yg:Y — X.

1) Si fog ~ idy decimos que g es un inverso homotdpico
derecho de f.

2) Si go f ~ idx decimos que g es un inverso homotdpico
tzquierdo de f.

Definicién 3.1.7. Sean 7 una categoria con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} y morfismo f: X — Y. Decimos que f es una equiva-
lencia homotopica si existe g : Y — X tal que:

gof=~idx 'y  fogx~idy.
En este caso, decimos que g es un inverso homotdpico de f.

Aunque el lemma 3.1.5 nos asegura que la relacién “ser homotdpi-
co a” es reflexiva y es compatible con la composicién, aun no podemos
asegurar que sea simétrica y transitiva por ende no podemos definir
una categorfa cociente! con dicha relacién.

Para eso se necesita que el cilindro cumpla algunas propiedades
que se enuncian a continuacion.

Ver seccién 1.7
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Definicién 3.1.8. Dada una categorfa 7 con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0}, definimos una involucion natural en I como una
transformacion natural

vi( ) xIT——( )xI
tal que:
tor=1, Loey = ey, Loey = ep, y goL=oao.

Ejemplo 3.1.9.
Considerando el cilindro T definido en el ejemplo 3.1.2, definimos
una involucién natural en T, dada por:

tx X x[0,1] —= X x [0, 1]

tx(x,t) ——— (z,1 — 1),

para toda X en ﬂ%Z .

Se comprueba directamente que la transformacion natural defini-
da en el ejemplo anterior cumple las propiedades de una involucién
natural.

Lema 3.1.10. Sea 7 una categoria con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0}, tal que v es una involucion natural en I, entonces, la
relacion de homotopia es simétrica.

Demostracion.
Sea v : ( )xI — ( ) x I lainvolucién natural en I y sean
f,g: X —Yyo: XxI—Ytalesqueop: f~g.
Definimos
bimdoix: X x [ X x>y
entonces se tiene que:
aoeox:(¢OL)O€0X:¢O(LO€0X):¢061X295
doery =(pot)oery =do(Loery) =doeny = f.

Por lo tanto g ~ f. O
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Definicién 3.1.11. Dada una categoria 7 con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0}, definimos al funtor pushout como sigue:

1) Un funtor covariante S : 2~ — 7% .

2) Dos transformaciones naturales p,7: ( ) x I — S.

tales que si X estd en »4'  entonces el siguiente diagrama

XX X x]
elxi ipx (3.1)

es un diagrama de pushout.

Ejemplo 3.1.12.
Consideremos la categorfayj/, y el cilindro T definido en el ejem-
plo 3.1.2. Definimos un funtor pushout como sigue:

1) Un funtor covariante dado por:

ST T

X+—= X x[0,1]

2) Dos transformaciones naturales p y 7, dadas por:

px : X x[0,1] —= X x [0,1]

(2, (@, )

x : X x[0,1] —= X x [0, 1]

t

(.f(},t) — (.%', 5)
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para toda X en g%ﬁ; .

Se verifica que el objeto SX = X x [0, 1] junto con los morfismos
px,Tx : X x [0,1] — X x [0, 1] son una solucién al diagrama

X X x[0,1]

iy l

X x [0,1].

Efectivamente, dado z € X se tiene que

(px © coy) (2) = px (2,0) = (x 1;0) _ ( ;)

(Tx cery) () = 7x(z,1) = (% ;>

por lo que se obtiene el diagrama conmutativo

GOX

X X % [0,1]

elxl ipx

Para verificar que la solucion al diagrama tiene la propiedad uni-
versal de un cuadrado cocartesiano, se considera otra solucién al
diagrama inicial, esto es, dados Y en @/K% y morfismos «,f :
X % [0,1] — Y, se tiene que el cuadrado exterior

GOX

X x [0,1]
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conmuta. Basta con demostrar que existe un tinico morfismo ¢ : X X
[0,1] — Y tal que hace conmutar todo el diagrama. Se define ¢
como

afz,t) si0<t< 3,

pla,t) = {ﬂ(a},t) si % <t«<1

de manera que

(pom) (at) =0 (.5 ) = ale.t)

t+1
(o) .0 = (0. 5) = slart)
Ademas, el morfismo ¢ es unico, lo cual se verifica facilmente debido

a como estd definido. Con lo que se prueba la afirmacién.

Definicién 3.1.13. Dada una categoria 7~ con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} y funtor pushout S, definimos una subdivisién natural
en I como una transformacién natural

s:( )xI——S
tal que oeg =Toeygycoe; =poey.

Intuitivamente, la involucién natural es aquella que nos permite
componer dos homotopias, como se muestra en la siguiente figura.
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Ejemplo 3.1.14.
Consideremos la categoria. §0¢/ y el cilindro T definido en el ejem-
plo 3.1.2. Definimos una subdivision natural como sigue:

¢x : X x[0,1] —= X x [0, 1]

x(@)b———=x

Se prueba directamente que la transformaciéon natural definida
anteriormente cumple las condiciones de una subdivisién natural en
, &
la categoria de .7, . En efecto,

(sx oeoy) (z) =<(z,0) = (z,0)
(x 0 eoy) (z) = 7x(2,0) = <a: g) ~ (z,0)
v también
(sx oeiy) (z) =<(z,1) = (z,1)

(rxoer) @) = pxla) = (5151 ) = (@)

que era lo que se queria demostrar.

Lema 3.1.15. Sea 7 wuna categoria con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0} y una subdivision natural g, entonces, la relacion de ho-
motopia es transitiva.

Demostracion.
Sea ¢ : () x I — S la subdivisién natural en I= {( ) X
I7 6076170—}'
Sean f,g,h: X — Y y ¢, : X x I — Y tales que:
p:f~g Yig~h

Consideremos el siguiente diagrama de pushout:
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el cual es conmutativo, ya que la categora tiene un funtor de pushout.
Definimos (¢ + ¢) := ®ocx : X x I — Y. Entonces tenemos que

—

(b+d)oey, =(Pocx)oepy = (PoTx)oep, = ¢oepy (i)f
(W +@)oeiy =(Pocx)oery @(q’opx)oelx =toery (ﬂ)g

~

donde () es por la definicién 3.1.13, (iz) es porque f es homotépica
a gy (iii) puesto que g es homotépica a h. O

Ahora ya estamos en condicién de enunciar un teorema que nos
sera de gran utilidad mas adelante.

Teorema 3.1.16. Dada una categoria & y un cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} con una involucion natural y una subdivision natural en
I, la relacion de homotopia es una relacion de equivalencia y ademas
es compatible con la composicion.

Demostracion.
Por los lemas 3.1.5, 3.1.10 y 3.1.15 se obtiene dicho resultado. [

Un ejemplo de una teoria de homotopia para una categoria dis-
tinta a la de j; estd dado en la referencia [16], donde se define lo
que se entiende por morfismos homotopicos en la categoria de grupos

abelianos - 7.

3.2. Cofibracion y fibracion

En esta seccién definiremos lo correspondiente a cofibraciéon y
fibracién en una categoria % con cilindro.
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3.2.1. Cofibracién.

Definicién 3.2.1. Dada una categorfa 7 con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0}, sean A, XY en .y “ yseai: A— X.Decimos que i
tiene la propiedad de extensién de homotopia (HEP)? respecto
a Y si para cualquier par de morfismos ¢ : AxI — Yy f: X —Y
tales que ¢poeg, = foi, existe ®: X x I — Y tal que Po(ix ) = ¢
y ®oeg, = f, esto es, el siguiente diagrama

XxI---"— Sy (3.2)

e
\%

conmuta. Notese que el cuadrado de la izquierda conmuta porque eg
es natural.

Definicién 3.2.2. Sean una categorfa 7 con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0}, A, X ena%g/ y sea i : A — X. Decimos que i es una
cofibracion si tiene HEP respecto a Y, para todo Y en 4’ z.

Otra forma es decir esto es que 7 : A — X es cofibracion si y
sélo si el siguiente diagrama

AN AxT

X?XXI
0x

es un cuadrado cocartesiano debil3.

Teorema 3.2.3. Dada una categoria % con cilindro I= {( ) x
I, eg,e1,0}, se tiene que:

2La abreviatura HEP se debe al termino en inglés Homotopy Extension Pro-

perty
3Ver seccién 1.6
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1) Todo isomorfismo es cofibracion.

2) Composicion de cofibraciones es cofibracion.
Demostracion.

1) Sea i : A — X un isomorfismo, sean f : X — Y y ¢ :
A x I — Y morfismos tales que ¢ o ey, = f o 7. Entonces se
tiene que el siguiente diagrama

14 x I

X//

conmuta. El cuadrado interior es por ser eg una transformacion
natural.

Como i : A — X es isomorfismo entonces se tiene que existe
un morfismo i 7! : X — Atalquei loi=14yioi ! =1y.

Definimos:
1
o=go(ixI): XxI—Laxr- 2oy

Notese ademés que el siguiente diagrama

€0y
X X——Xx1I
i_ll i_ll ii_IXI
A A——Ax1T
€04

conmuta, ya que ey es una transformacién natural. Entonces se
tiene que:

(po(i™t xT))oegy =do((i™' xI)oepy)
po(eg,0i V)= (poeg,)oi t=(foi)oi t=Ff
Po(ixI)=(po(i ' xI))o(ixI)=d¢o((i"toi)xI)
=¢o(laxI)=¢

@OGQX
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Por lo tanto el diagrama conmuta y el isomorfismo ¢ es cofibra-
cién.

2) Sean i : A — X e i : X — X’ cofibraciones y sean ¢ :
AxIT—Yyf:X —Y tales que el siguiente diagrama

Ax]T
o, &
/ (i’m
A X'x1I Y

conmuta. Ahora se considera el siguiente diagrama:

Ax]T

el cual es conmutativo y ¢/ : X x I — Y existe ya que i es
cofibracion.

Ahora, como 7 es cofibracién entonces existe @ : X/ x I — Y
tal que ® o (i’ x I) = ¢' y ® oeq,, = f'.
Entonces se tiene que:
D o((i'0i)xI)=d o((i’" xI)o(ixI))
=@ o' xI)o(ixI)=¢ o(ixI)=¢
D' oeg,, = [

Por consiguiente, 7' o7 es cofibracién.
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O]

Teorema 3.2.4. Sea 7 wuna categoria con cilindro I= {( ) x

I,eq,e1,0} tal que el funtor () x I conserva cuadrado cocartesianos*.

Consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano:
A
X

Entonces, si i es cofibracion se tiene que j es cofibracion.

EECENYg

l ; (3.3)

- .7
14

<

Demostracion.

Como el diagrama es de cuadrado cocartesiano, entonces dados
dos morfismos f/: X — Y y ¢ : C — Y tales que f'oi = ¢ ou,
entonces existe una tnica ® : Z — Y tal que el siguiente diagrama

A
X

.

<.

—— 7

conmuta. Por otro lado consideremos el diagrama:

C’ngI

| Jiwt

Z ——=7Z x 1.
GOZ

4Ver seccién 1.6
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Sean ¢p:C xI —Yyf:Z—Y talesque poeg, = foj

C- 2 0T

ji | ¢

Ahora, considerando la naturalidad de eq se tiene que el diagrama

A A4 awr

ui ul lux[ (3.5)

C C——=OCx1
eos

es conmutativo. Entonces juntando los diagramas (3.3),(3.4) y (3.5),
se tiene que el siguiente diagrama:

——= A—=AxI
lux[
x I
|o

Y

conmuta, ya que todos los cuadrados lo hacen. Luego, haciendo la
composicién de morfismos correspondientes se tiene el siguiente cua-
drado exterior

A&Ax[
ii l¢o(ux[)
X Y

fov

conmuta.
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Pero i : A — X es cofibracién, de manera que hay un morfismo
®: X x I — Y tal que el siguiente diagrama

(3.6)

1
X
\ / fov
conmuta. Por otro lado como el diagrama original

A—=C

es de cuadrado cocartesiano y por hipétesis el funtor () x I conserva
cuadrado cocartesianos, se tiene que el diagrama

uxTl

Ax I —CxI1

ixli ljx[

XxI——Zx1
vxI

también es de cuadrado cocartesiano.
Pero por el diagrama (3.6) se tiene que ®o (i xI) = ¢o(uxI), de
modo existe una tnica ¥ : Z x I — Y tal que el siguiente diagrama

uxl

Ax I ——CxI

ixll ijx[

(3.7)
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conmuta. Con todo esto, tenemos lo siguiente:
D,
Qo ((jxDoe) oo, @ foj

Vo (e, ov) (ii)\Ilo((z/ xI)oep,)=Poep, @) fov

Vo (jxI)

Vo (e, 0 )

donde la igualdades en (i) estd dada por el diagrama (3.7), en (i7)
estd dada por el diagrama (3.4), en (éiz) viene de la naturalidad de
eo v la igualdad en (iv) estd dada por el diagrama (3.6).

Y dado que f es el morfismo de cuadrado cocartesiano del dia-
grama (3.3) se tiene que es unica, por lo que Y oey, = f.

Entonces se tiene que existe ¥ : Z x I — Y tal que el siguiente
diagrama

conmuta. ]

Definicién 3.2.5. Sea 7 una categorfa con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} ysea f: X — Y, si existe un cuadrado cocartesiano
para

X X x «T
|
Y,

decimos que f tiene cilindro de aplicaciéon y al cuadrado co-
cartesiano lo denotaremos por My. Nétese que éste cumple que el
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diagrama
XX X xT
f l lﬂf
Y M
es de cuadrado cocartesiano y decimos que My es el cilindro de

aplicacion de f.

Consideremos un morfismo f con cilindro de aplicacién My y
consideremos el diagrama

X X x w7
-

! X
s

Y Y

que es conmutativo debido a que fo(oxoeg,) = folx = f = 1yof.
Ahora, como f tiene cilindro de aplicacién, se tiene que existe un
tnico morfismo py : My — Y

tal que el diagrama es conmutativo.
Ahora considerando la naturalidad de eq, se tiene que el cuadrado
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exterior del siguiente diagrama

(3.9)

es conmutativo y ademas existe un tnico sy : My — Y X I, por ser
M cilindro de aplicacién.

El morfismo s nos servird para relacionar el cilindro de aplicacién
con las cofibraciones. Como lo indica el teorema siguiente.

Teorema 3.2.6. Sea f : X — Y morfismo con cilindro de aplica-
cion My. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es cofibracion.
2) f tiene HEP respecto a M.
3) existe un morfismo r:Y x I — My tal que ro sy = Ly,

Demostracion.

1) = 2) | Por definicién de cofibracién.

2) = 3) | Suponemos que f tiene HEP respecto a M. Se consi-
deran los siguientes diagramas

X X X T XX X«
fl fl lfxl f lﬂf
Oy Jf

donde el diagrama superior izquierdo conmuta por la naturalidad de
e y el diagrama superior derecho por ser M} el cilindro de aplicacién

de f.



3.2. COFIBRACION Y FIBRACION 111

Ahora, por hipétesis se tiene que f tiene HEP respecto a My de
manera que el diagrama

1

X x
y w\
X Y xI[-- % -5 M (3.10)
\
Y

Jr

es conmutativo y existe r : Y x I — M. Ahora, consideremos el
siguiente diagrama

X % x «T

fl iﬂ'f
Y — > M; & (3.11)
Jf N
%
Jr A
My

que al ser cuadrado cocartesiano, se tiene que 1y7, : My — My es el
unico morfismo que lo puede completar. Ahora juntando los diagra-
mas (3.9) y (3.10) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

X % x T

(3.12)
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entonces se tiene que el morfismo r o sy : My — M; completa
asimismo el diagrama (3.11) y la unicidad del morfismo que completa
al diagrama implica que 7o sy = 1p7,, como se queria.

3) = 1) | Suponemos que existe un morfismo r : Y x I — My
tal que rosy = 1p,. Se considera el siguiente diagrama conmutativo:

X x T

/\\
N

Basta verificar que existe ® : Y x I — W que hace conmutar el
diagrama.

Consideramos el siguiente cuadrado cocartesiano:

X % x T

|

Entonces existe un tnico morfismo ¢ : My — W que hace con-
mutar el diagrama. Definimos ® := ¢’ or : Y x I — W, entonces se
tiene que:

Bo(fxI)=(@or)o(fxD) L¢om=¢
Boeg, = (¢ or)oes, L¢lojs=g

donde la igualdad en (i) estd dada por el diagrama (3.12). Asi, existe
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®:Y x I — W tal que el siguiente diagrama:

X x 1

NI T

YxI-2-w

N,

conmuta. Y como W fue arbitraria se concluye que f es cofibracién.
O

Definicién 3.2.7. En una categoria con cilindro I= {(
I,ep,e1,0}, dados A, X,Y en a%% y morfismos i : A —»
jiA— Yy f: X —Y, decimos que el diagrama:

A
N .
X 7 Y

conmuta homotdpicamente si (foi) ~ j.

)

X
X,

Teorema 3.2.8. Sea 7 wuna categoria con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0} y consideremos el siguiente diagrama que conmuta ho-
motopicamente

N

donde i es cofibracion. Entonces existe g : X — Y tal que f ~ g y
(goi)=j.

X Y

Demostracion.
Sea ¢p: Ax I —Y tal que ¢: (foi) =~ j, esto es,

¢O€0A:foi7 ¢061A:j'
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Como ¢ : A — X es cofibracién, entonces i tiene la HEP para
toda W en -4 %, en particular para Y, de modo que existe ® :
X x I — Y tal que el siguiente diagrama:

27
\/

es conmutativo. Definimos el siguiente morfismo:

A x

~

/

gi=doe X X X xI-2oy

Luego,
Poey, =f y boe, =y,

por lo que
D f~g.

Por otro lado, dada la naturalidad de e; se tiene que el siguiente
diagrama:

A A4 AwT

zi ll lix[

X XT>X><I
1x

conmuta. Por consiguiente

=(Po(ixI))oe, =¢oer, =]

como se queria. ]
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3.2.2. Fibracién

Definicién 3.2.9. Dada una categoria 7 con cilindro I= {( ) x
I,ep,e1,0}, sean By E eny%% y sea p : E — B, decimos que
p tiene la propiedad de levantamiento de homotopia (HLP)>
respecto a X si para cualquier par de morfismos ¢ : X x I — By
f:X — E tales que ¢poey, =po f, existe & : X x I — E tal que
Poey, =fypo® =g, ie., elsiguiente diagrama

o b (3.14)

es conmutativo.

Definicién 3.2.10. Dada una categorfa % con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0}, sean E, B en 4 Z8 y sea p: F — B, decimos que p es
una fibracidn si tiene la HLP para todo X en .4 [z

Teorema 3.2.11. Dada una categoria 7 con cilindro I= {( ) x
I, ep,e1,0}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es fibracion.
2) Composicion de fibracidnes es fibracion.
Demostracion.

1) Sea p : E — B un isomorfismo y sean f : X — Ey ¢ :
X x I — B morfismos tales que po f = ¢ o eg,,. Entonces se
tiene que el siguiente diagrama

x—! . g

1)

XxI——>B
p

®La abreviatura HLP se debe al termino en inglés Homotopy Lifting Property
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conmuta. Como p es isomorfismo se tiene que existe un mor-
fismo p~' : B — Etal que pop ! =idgy p~ ' op = idg.
Definimos:
-1 @ p!
P:=prop: X XI—B——F
Entonces se tiene que:
po®=po(ptog)=(pop op=0¢
o €ox = (pil ° ¢) O €ox :pil o ((j)o eOX)
=p lopof)=( op)of=1
Por lo tanto, todo morfismo es fibracion.
Sean p: E — By p' : B— B’ fibraciénes.

Sean f: X — Ey ¢ : X x I — B’ morfismos tales que el
siguiente diagrama:

x—1 g
erl lp’oza
X X I?B’

conmuta. Entonces se tiene que po f : X — B y esto hace
conmutar el diagrama:

x> . p
eoxl ip'
XxI——B.

é

Pero p’ es fibracién, de modo que existe &' : X x I — B tal
que hace el siguiente diagrama

XLB

7
’

eoxi q>// ip’
//

XxI—>B
6
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conmutativo. De esta forma, se obtiene la conmutatividad del

diagrama
x—1.p
eoxl ip
XxI—-=PB
q)l

y al ser p es fibracién, se sigue que existe ® : X x I — F tal
que hace al siguiente diagrama:

x—1 g

7
EOXi @// ip
//

XxI—=B
@l

conmutar. Entonces se tiene que existe ® : X x I — FE tal que
hace al siguiente diagrama:

x—! . p
7
eoxl /(I)// lplop
Xx]——>B
p

conmutativo, por lo que p’ o p es fibracién.

O]

Teorema 3.2.12. Sea 7 una categoria con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0} y consideremos el siguiente diagrama de pullback

E —“sF
Qi lp
B/TB

Sip es fibracion entonces q es fibracion.
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Demostracion.
Sean f: X — E'y ¢ : X x I — B’ morfismos tales que hacen
conmutar el siguiente diagrama.

f

X E—~YsFE

o ]

XxI—B —-B
¢ u

Pero como p es fibracion, se tiene que existe ® : X x I — F tal que
el siguiente diagrama

f

v
X E—-E
EOX\L /:b// ip
XxI—>B—>B

conmuta. Ahora consideremos el siguiente diagrama

X xI
\
/$_
p E E
‘Il lp
B/?B,

que por ser de pullback, se tiene que existe un tinico ® : X x I — F’
tal que hace al siguiente diagrama

X x I
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conmutativo. Asi, se tiene que existe ® : X x I — E’ tal que el
siguiente diagrama

f

X E' s FE
, 7
L
Ve
7
XxI—=B —=B
d) u
conmuta y q es fbracién. O

3.3. Cocilindro

El concepto dual al cilindro presentado en la seccién 3.1 es el
referente al cocilindro que en esta seccién daremos las definiciones
y algunos resultados omitiendo las demostraciones, al se estas sus
duales a las presentadas en la seccién 3.1.

Definicién 3.3.1. Sea 7 una categoria, definimos el cocilindro P
en 7 como P = {( )!,&g,e1,5}, donde:

1) () : Z — Z es un funtor covariante;
2) eg,er: () —1T d o~ son transformaciones naturales;

3) s:ldgy — ( ) es transformacién natural,
sean tales que g0 s =id =¢10s.

Notacion. Si tenemos X,Y en -4 v f: X — Y entonces deno-
tamos X1 := ( )Xy fl:=()f.

Ejemplo 3.3.2.
Consideremos la categoria L%; , entonces definimos un cocilindro
de la siguiente manera:
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1)

3)

El funtor cocilindro esta dado por:

T —— T

X———x0ou

y dados X,Y en a%% y un morfismo f : X — Y se define
o1l x01 vyl como

FONW)(H) = (f o w)(t)
Recordemos que XU = {w : [0,1] — X|es continua} do-

tado de la topologia compactamente generada asociada a la
compacto-abierta.

Las transformaciones naturales €9 y €1 estdan dadas por:

oyt X0 — X e1y s X0 — X

€0y (W) —— w(0) £1y (W) ——w(1)

para toda X en ﬂ//z , respectivamente.

La transformacién natural s esta dada por:

sx 1 X —— X101

sx(x)——w(t) ==z

para toda X en %@ .

. o1 s . a7
Esto nos determina el cocilindro canénico en {7¢ y lo denotaremos
por W.
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Ejemplo 3.3.3.
Sea 7 una categoria cualquiera, entonces podemos definir el co-
cilindro trivial Id, como sigue:

1) El funtor cilindro sera el funtor identidad en 7.
2) Las transformaciones naturales eg y e; serén la identidad.
3) La transformacién natural o sera también la identidad.

Definicién 3.3.4. Sea 7 una categoria con cocilindro P =
{( ) ,e0,e1,8} y sean X,Y en a%% y sean f,g : X — Y. De-
cimos que f es homotdpica a g si existe ¢ : X — Y tal que
€0Yo¢:fy61},0¢:g.

A ¢ le llamamos homotopia entre f y g.

Notacion. Si f es homotopica a g lo denotamos como f ~ gy si ¢ es
su homotopia lo denotamos como ¢ : f ~ g.

Observacion. Una categoria puede tener tanto cilindros como coci-
lindros, si este es el caso se especificard cuando dos morfismos son
homotopicos respecto a que cilindro o que cocilindro.

Lema 3.3.5. Sea 7 una categoria con cocilindro P = {( )!, e, e1, s},
se tiene que:

1) Si f: X —Y, entonces f ~ f.

2) Seank - W — X, f,g: X — Y yh:Y — Z, si f~yg,
entonces fok~gok yhof~hog.

O

Definicién 3.3.6. Sea 7 una categoria con cocilindro P =
{( ),e0,e1,8},sean f: X — Y y g:Y — X entonces:

1) Si fog =~ idy decimos que g es un inverso homotdépico
derecho de f.

2) Si go f ~ idx decimos que g es un inverso homotdpico
izquierdo de f.
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Definicién 3.3.7. Sea 7 una categoria con cocilindro P =
{( ), ep,e1,8} ysea f: X — Y, decimos que f es una equi-
valencia homotopica si existe g : Y — X tal que:

go f ~idx y fog~idy.
En tal caso, decimos que g es un inverso homotdépico de f.

Aunque el lemma 3.3.5 nos asegura que la relacion “ser homotdpi-
co a” es reflexiva y es compatible con la composicion, aun no podemos
asegurar que sea simétrica y transitiva por ende no podemos definir
una categorfa cociente® con dicha relacién.

Para eso se necesita que el cocilindro, al igual que el cilindro en la
seccién 3.1, cumpla algunas propiedades que veremos a continuacion.

Definicion 3.3.8. Dada una categoria Z con cocilindro P =
{( ), e0,¢1,5}, definimos una involucién natural en P como una
transformacién natural

vi () —— ()
tal que :

tor=1 EoL = €1 E1L = £ LoS =35

Lema 3.3.9. Sea % una categoria con cocilindro P={( )!,eg, €1, s},
tal que v es una tnvolucion natural en P. Entonces, la relacion de ho-
motopia es simétrica.

]

Definicién 3.3.10. Dada una categorfa 7 con cocilindro P =
{( ), e0,€1, 5}, definimos al funtor pullback como sigue:
1) Un funtor covariante C : & — % .

2) Dos transformaciones naturales p,7:C — ( ).

5Ver la seccién 1.7
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tales que si X esta en «4' 7 entonces el siguiente diagrama

cx X xI

| e 515
X — s X
€0y

es un diagrama de pullback.

Definiciéon 3.3.11. Dada una categoria “ con cocilindro P =
{( ), e0,e1, s} y funtor pullback C, definimos una composicién na-
tural en P como una transformacion natural

¢:C— ()
tal que ggogc=¢ggoTyer0¢=¢100p.

Lema 3.3.12. Sea 7 una categoria con cocilindro P =
{( )1,50,51,3} y una composicion natural , entonces, la relacion
de homotopia es transitiva.

g

Teorema 3.3.13. Dada una categoria 1z y un cocilindro P =
{( ) e0,e1,8} con una involucion natural y una composicién na-
tural en P, la relacion de homotopia es una relacion de equivalencia
y ademas es compatible con la composicion.

3.4. Fibracion y cofibracion

En esta seccién definiremos lo correspondiente a fibracion y cofi-
bracién en una categoria % con cocilindro. Al igual que en la seccién
pasada, omitiremos las demostraciones, al ser las duales a las presen-
tadas en la seccion 3.2.
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3.4.1. Fibracién.

Definicion 3.4.1. Dada una categoria “ con cocilindro P=
{( ), e0,e1,8}, sean E,B,Y en ﬁ%g y sea p : E — B, deci-
mos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopia
(HLP) respecto a Y si para cualquier par de morfismos ¢ : ¥ — B!
y f:Y — E tales que g9, 0 = po f, existe & : Y — ET tal que
plod =09y cop © @ = f, i.e., el siguiente diagrama

B[
7N
yZ- % . pl B (3.16)
/ E

conmuta.

Definicion 3.4.2. Dada una categoria “ con cocilindro P=
{( ), e0,e1,5}, sean E,B en%% y sea p : E — B. Decimos
que p es una fibracion si tiene la HLP para todo Y en .4’ 1z

Equivalentemente, p : E — B es fibracion si y solo si el siguiente
diagrama

EILBI

EoEi i&OB

FE — B
es un cuadrado cartesiano debil”.

Teorema 3.4.3. Dada una categoria % con cocilindro P=
{( ), e0,e1,5}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es fibracion.

"Ver la seccién 1.6
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2) Composicion de fibraciones es fibracion.
O

Teorema 3.4.4. Sea 7 una categoria con cocilindro P=
{( ), e0,e1, s} tal que el funtor ( )! conserva cuadrados cartesianos®.

Consideremos el siguiente cuadrado cartesiano:

Ay )

ql ip

C——B
tenemos que si p es fibracion entonces q es fibracion.
O

Definicién 3.4.5. Sea 7 una categoria con cocilindro P=
{( ), e0,e1,8} ysea f: X — Y. Si se puede completar el dia-
grama como un cuadrado cartesiano

X

f
I

B v
€0y

decimos que f tiene cocilindro de aplicacion y la solucién al

cuadrado cartesiano la denotaremos por Cy, junto con los morfismos

II; y qf. Nétese que éste cumple que

CfLX

u| lf

Yyl — v

EOY

es un cuadrado cartesiano, o bien, decimos que Cy, junto con los
morfismos It y g¢, es el cocilindro de aplicacion de f.

8Ver la seccién 1.6
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Consideremos un morfismo f con cocilindro de aplicacién C, en-
tonces el siguiente diagramas:

XX x

f

Y f
sy

y! o

es conmutativo ya que g, o (sy o f) =idy o f = f = foidx.

Ahora, como f tiene cocilindro de aplicacién tenemos la conmu-
tatividad del diagrama

N\ a5
Cf——=X (3.17)

Y ——=Y

E'()Y

y ademas existe un tnico ¢y : X — Cy. Ahora considerando la
naturalidad de g, tenemos que el siguiente diagrama

X X! 2x x
if ffl if
Y Yyl — vy

8()Y
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conmuta, de donde se obtiene la conmutatividad del diagrama

Cr =X (3.18)

| lf

Yyl — Y

EOY

y la existencia de un tinico morfismo ry : X L Cy.

Teorema 3.4.6. Sea f : X — Y morfismo con cocilindro de apli-
cacion Cy. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) f es fibracion.
2) f tiene HLP respecto a Cy.
3) eziste un morfismo t: Cy —» X' tal que ryot=idc,.
O

Definicién 3.4.7. En una categoria con cocilindro P= {( )!, ¢, e1, s},
dados F,B,Y ena%% y morfismos p: E — B, q:Y — By
f:Y — E, decimos que el siguiente diagrama:

! E
(3.19)
N

conmuta homotdépicamente si (po f) ~ q.

Y

Teorema 3.4.8. Sea Z wuna categoria con cocilindro P=
{( ), e0,e1,8} y consideremos el siguiente diagrama que conmuta
homotdépicamente
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donde p es fibracion. Entonces existe g : Y — FE tal que f ~ g y
(pog)=gq.
O

3.4.2. Cofibracién.

Definicion 3.4.9. Dada una categoria “ con cocilindro P=
{( ), e0,e1,5}, sean A, X en sy gy sea t: A — X. Decimos que 7
tiene la propiedad de extension de homotopia (HEP) respecto
a Y si para cualquier par de morfismos ¢ : A — Yy f: X — Y
tales que €o, o ¢ = f 01, existe un morfismo ® : X — Y/ tal que
Poi=¢yep, oP = f, esto es, el siguiente diagrama
¢ _ I
A——Y
7
i ® leoy (3.20)
Ve
X——Y
f
conmuta.

Definicion 3.4.10. Dada una categoria “ con cocilindro P=
I eo,e1,8Y, sean A, X en .4/ % vseai: A — X. Decimos

{( ) <0y <1y }7 ) 4 y

que i es una cofibracion si tiene la HEP para todo Y en «4' z.

Teorema 3.4.11. Dada una categoria % con cocilindro P=
{( ), e0,e1,5}, se tiene que:

1) Todo isomorfismo es cofibracion.
2) Composicion de cofibracidnes es cofibracion

0

Teorema 3.4.12. Sea 7 wuna categoria con cocilindro P=
{( ), e0,e1,5} y consideremos el siguiente cuadrado cocartesiano

A—"=C
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Entonces, si i es cofibracion entonces j es cofibracion.

3.5. Cilindros y cocilindros adjuntos

En la seccién 1.8 se introdujo el concepto de funtores adjuntos,
ahora en esta seccién abordaremos nuevamente el tema, pero en ter-
mino de los funtores cilindro y cocilindro.

Definicién 3.5.1. Dada una categoria 7 con cilindro I= {( ) x
I,eg,e1,0} y cocilindro P= {( ), eq,¢1,5}. Decimos que (I,P) es
un par cilindro/cocilindro adjunto en Z si:

1) Se tiene que av: ( ) x I 4 ( )T i.e. los funtores son adjuntos®.

2) Para cualquier homotopia ¢ : X x I — Y respecto a I y
cualquier morfismo f: X — Y se tiene que:

iy 0axy(p) =poei,, coni=0,1 (3.21a)
axy(foox)=syof (3.21b)
Lema 3.5.2. Dadas una categoria “ con un par cilindro/cocilindro

adjunto (I,P) y una homotopia 1) : X —» Y respecto a P,asi como
un morfismo f: X — Y. Entonces, se cumple que

a},ly(w) o €ix =€y 01, coni=0,1 (3.22a)
ayly(syof)=foox (3.22b)

Demostracion.

Este lema es una implicacién directa de las ecuaciones (3.21a) y
(3.21b) de la definicién 3.5.1. Se considera a;(}y(d)) X xI —Y,
entonces se tiene:

Eiy o ”¢ - Eiy o aX,Y(a;(',lY(w)) :O‘)_(,ly(w) o eix7 con ¢ = 07 1

axly(sy o f) = axly(axy(foox)) =foox

9Para mayor referencia ver la seccién 1.8
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O]

Teorema 3.5.3. Dada wuna categoria " con un par cilin-
dro/cocilindro adjunto (I,P) y dados morfismos f,g : X — Y,
entonces se cumple que

1) f es homotopico a g respecto a I siy sdlo si f es homotopico a
g respecto a P.

2) Dado A en .4 (o/, se tiene que f es homotopico a g bajo A

respecto a I si y sélo si f es homotopico a g bajo A respecto a
P.

3) Si B estd en ﬂ%%, entonces [ es homotopico a g sobre B
respecto a I si y solo si f es homotopico a g sobre B respecto a

P.

Demostracion.
Sea a: () x I ( ) una adjuncién, entonces

1) Si¢: f ~ g respecto a I, se tiene que:
axy(¢): X — Y7,

ahora se procede al siguiente calculo :
@ _
€0y 0 axyp) = poeox = f

€1y o axy(¢) @ poeiy =g

donde la igualdad (7) estd dada por la ecuacién (3.21a). Por lo
que axy(¢): f ~ g respecto a P.

Ahora, sea v : f ~ g respecto a P, se tiene que:
axy®): X xI —Y
ahora se procede al siguiente calculo:
_ (id)
OZX}Y(¢) o€y = €0x © ¢ = f

O‘)_(}Y(w) O €1y (2) €1x © Y=y
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donde la igualdad (i7) estd dada por la ecuacién (3.22a). Por lo
que a)_(ly(l/}) : f ~ g respecto a 1.

' 2

Sean f,g : i — ¢ morfismos bajo A tales que ¢ : f
respecto a I. Luego, se tiene que ¢ : f ~ g en Z8 respecto a
y ademas el diagrama

9
I

Ax T2 A

X'xI—X
¢

conmuta. Por el inciso anterior, sabemos que axr x(¢) : f ~
g en iz respecto a P. Ahora sélo falta ver que el siguiente
diagrama conmute.

A—t o X

X/HXI

axr x

Para eso, considerando la naturalidad de «, se tiene que el si-
guiente diagrama conmuta.

A F(AxI,X) 2% Z(A, X7
Lo
X’ (X' x1,X) o Z(x', x1

Y esto implica que
ax,x(¢)oi =aax(po (i x 1)) =aax(ioon) =sxoi
Procediendo andlogo se demuestra que si f es homotdépico a g

bajo A respecto a P, entonces son homotépicos bajo A respecto
al
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3) Sean f,g : p — p morfismos sobre B tales que ¢ : f =9

respecto a I. Entonces, se tiene que ¢ : f ~ g en iz respecto a
I y ademas el siguiente diagrama:

P

E'xI—+E

O’Ell lp

E——B
p

es conmutativo. Por el inciso (1) se tiene que apr g(v) : f ~ g
en & respecto a P. Para verificar que el diagrama

E,O‘E’,EW)EI

1k

B—— B!
sB

conmute, se considera la naturalidad de «, la cual hace conmu-
tar el diagrama

E CE x 1,E) 25 Z(B, BN
pi p*l lpi
B Z(E' x I,B) = “(E', BY).

Luego, se tiene que:
ploap p() = applpo) =app(p oop)=spop

De una manera enteramente analoga, se demuestra que si f es
homotopico a g sobre B respecto a P, entonces son homotépicos
sobre B respecto a I.

O]
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Teorema 3.5.4. Sea 7 una categoria con un par cilindro/cocilindro
adjunto (I,P). Entonces, se cumple que

1) i: A— X es cofibracion respecto a I si y sdlo si es cofibracion
respecto a P.

2) p: E — B es fibracion respecto a I si y sdlo si es fibracion
respecto a P.

Demostracion.

1) Sean i : A — X cofibracion respecto a I, ¢ : A — Y/
homotopia en P y f : X — Y un morfismo, tales que hacen
conmutar el diagrama

Y I

Y

-
Y

Considerando a;ly(w) :Ax I —Y, se tiene que

N

.
-

S

—_—

f

aAly(w) C €0y (é) €0y 0¢ = f Oiv

donde la igualdad en (i) estd dada por el lema 3.5.2. Por lo
tanto el siguiente diagrama

e
\

es conmutativo, por ser i : A — X cofibracion respecto a I.
Ahora, considerando la naturalidad de « se tiene que el diagra-
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A F(Ax 1Y) 2% 24,77
ZL (ixI)*T Tz
X (X x 1Y) rad Z(x, v

conmuta. Luego, junto con axy(®): X — Y7 se tiene que
ax,y(®)oi Y aay(®o (i x 1)) =aax(ayy () =
oy o axy(®) = Poegy =f,

donde la igualdad (i) estd dada por la naturalidad de «.

Por otro lado, si i : A — X es cofibracion respecto a P, se
procede andlogo para verificar que 7 : A — X es cofibracion
respecto a 1.

Sea p : E — B fibracion respecto a I.

Sean 1 : Y — B! homotopifa en Iy f : Y — E morfismo,
tales que el diagrama

BI
Y E! B
\E

conmuta. Considerando ay (1)) : Y x I — B, se tiene

ayp(¥) o eoy (2503 otp=pof,

donde la igualdad en (%) estd dada por la definicién 3.5.1. Luego,
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el diagrama conmuta

y—! g
7

eoyl 3.i)// V4

Y x [ ——> B,

ay p()

por ser p : E — B fibracion respecto a I. Ahora, dad la
naturalidad de «, se tiene que el siguiente diagrama conmuta

E F(Y x I,E) 25 Z(v,ED)
pt p*i lpi
B Z(Y x I,B) e Z(v,B).

Y, junto con ay g(®) : Y — ET, se verifica que

p' o ayp(®) & ay,p(po ®) =ay,p(ay 5(¥)) = ¢

€0y © ay p(P) = Poey, =f,

donde la igualdad (i) estd dada por la naturalidad de a.

Ahora, dada una fibracion p : E — B respecto a P, se procede
de manera andloga para demostrar que p : E — B es fibracion
respecto a I.

O

Otra forma demostrar los regresos del teorema anterior es hacer la
dualizacién de lo demostrado en el inciso (1) y se obtiene el regreso
del inciso (2). Luego, hacer la dualizacién de lo demostrado en el
inciso (2) y se obtiene el regreso del inciso (1).






Capitulo 4

Homologia

En este capitulo se daran algunas definiciones asi como algunos
resultados sobre dlgebra homoldgica. En la seccién 4.1 se definird la
categoria de los complejos de cadena (sobre grupos abelianos) y se
verd que muchas de las construcciones que se pueden hacer en la cate-
goria O también existen en estd nueva categoria. En la seccion 4.2
se definird el n-ésimo grupo de homologia el cual es un grupo abeliano
y se demostrard que es un funtor, ademés se definird la homotopia
entre morfismos de cadena y se demostraran algunas propiedades que
relacionan a la homologia con la homotopia. En la seccion 4.3 se de-
mostraran varios resultados sobre secuencias exactas de cadena y al
final se definird un morfismo conector el cual nos dara una relacién
entre grupos de homologia. En la seccién 4.4 se demostraran dos re-
sultados importantes acerca del morfismo conector d,,. Por ultimo en
la seccién 4.5 se verd como se puede construir el n-ésimo grupo de
homologia en cualquier categoria iz y cuando dicha construccion
serd una teoria ordinaria de homologia y se construird un ejemplo
para la categoria ﬁ/}

137
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4.1. Complejos de cadena

Definicion 4.1.1. Se define un complejo de cadena K =
(K, On)nez la sucesion:

87L+1 8n
R A €N R | K,

Kn_1 - (4.1)

donde K, es un grupo abeliano, 9,, es un morfismo de grupos y cum-
plen que 0, o 0,41 = 0, para toda n € Z. Al homomorfismo 9, lo
llamamos diferenciacion de grado n y al grupo abeliano K, lo
llamamos el término de grado n.

Cuando no haya confusién sobre los grupos y homomorfismos co-
rrespondientes a cada complejo de cadena, simplemente se denotardn
por K. Adema&s observemos que dos complejos de cadena (K, Op)nez
y (K, 0 )nez son iguales si y sélo si K,, = K], y 0, = 0], para toda
n € Z.

La condicién 0y, o Op41 = 0 implica que im(9,+1) C ker(0,) para
toda n € Z y no necesariamente se da la igualdad. Para complejos de
cadena que cumplen la igualdad se tiene la siguiente definicién.

Definiciéon 4.1.2. Dado un complejo de cadena K se dice que es
exacto si se tiene que im(9y,4+1) = ker(0,,) para toda n € Z.

Definicién 4.1.3. Dado dos complejos de cadena K y K’ se define
un morfismo entre complejos de cadena como una colecciéon
f=Afn: K], — Ku}nez, donde cada f,, es un morfismo de grupos
de modo que el siguiente diagrama es conmutativo.

a;H»l 841
K e Ky S K G e
f fn+li f'nl lfn—l (42)
K K”“aﬂ K, 5 K, 1—>---

Esto es, Opy1 0 fag1 = fn 0 0), 1 para toda n € Z.
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Definicion 4.1.4. Dados dos morfismos de complejos de cadena
f' K" — K'y f: K' — K, se define la composiciéon entre
morfismos de complejos de cadena f’ o f como el morfismo tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

K" " On+1 K i K/ | ——---
f’l £+1i l if
K g g (43)
ft fmi fnl lfn |
K K1 -~ K, - Ky | — -
es decir que [’ = fo f/ ={fV of) Kl — Kplnez.

Con esto se puede observar que los complejos de cadena cumplen
las propiedades para ser una categoria, lo que nos lleva la siguiente
definicién.

Definicion 4.1.5. Se define la categoria de los complejos de
cadena Z.H cuyos objetos son los complejos de cadena K y los
morfismos estdn dado por el conjunto .07 (K', K) dado en la de-
finicién 4.1.3 y la regla de composicion estd dada por la definicién
4.1.4.

La categoria CA es muy parecida a la categoria O dado que
hay analogos a subgrupos, kernel, imagen, grupo cociente, los teorema
de isomorfismos, suma directa, entre otros en CXH . A continuacién
se daran algunas definiciones para los complejos de cadena.

Definicién 4.1.6. Dados dos complejos de cadena K = (K, Op)nez
y K' = (K], )nez se dice que K’ es un subcomplejo de cadena

n»=n
de K si el siguiente diagrama conmuta:

o, o,
K’ i —= K}, net "
i mll znl lz‘nl (4.4)
K Kpi1 K, Ky {—>---
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donde i = {i,, : K], = K, } es el homomorfismo inclusién. Es decir,
si cada K, es subgrupo de K, y ademds se tiene que 0, = Op|k .

Definicién 4.1.7. Si K’ es un subcomplejo de cadena de K entonces
se define el complejo cociente K/K' como el siguiente complejo de
cadena:

5n+1 én
e 5 n+1/K7/1+1H n/K;L*) n—l/K;Lflﬂ"'
) (4.5)
donde 0, : ky, + K|, — 0y (ky) + K],_; y esto es para toda n € Z.

El homomorfismo 0, esta bien definido dado que 9/, = 3, Ky
por ende 0, (K],) C K/ ;.

Definicién 4.1.8. Dado un morfismo de complejos f : K" — K se
define el kernel de f como el subcomplejo de K" dado por:

O i1 o,
o ker(fg1) — Ker(f) — e ker(fao1) —= - (46)
donde 9], = 87/1/‘ker(fn)' A dicho subcomplejo lo denotaremos por
ker(f).

Definicién 4.1.9. Dado un morfismo de complejos f : K" — K se
define la #magen de f como el subcomplejo de K dado por:

: Ay, AL
s im(fr1) == im(f) — = im(fp) — - (47)
donde A/ = Onlim(f,)- A dicho subcomplejo lo denotaremos por

im(f).

Definicion 4.1.10. Dada una familia indexada de complejos de ca-

dena {K*},cp en CA , se define el producto directo como el

complejo de cadenas [[,p K A dado como la siguiente sucesion:

A O A _On by
= hea Koy —— Ihea Ko —= Ihea Kooy —

(4.8)

es decir, que ([T cp K*)n = [Liea K, es el producto directo usual

de grupos abelianos y donde 0y, := [[cp 9 es el producto directo de

homomorfismos, para toda n € Z.
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Teorema 4.1.11. En la categoria CA el producto directo de com-
plejos cumple la propiedad universal del producto de categorias.

Demostracion.

Dada una familia indexada de complejos de cadena { K )‘} AeA, hay
que demostrar que para cualquier Y en -4’ o y dadas f*: Y —
K* para toda X\ € A, existe una tnica f:Y — [Lea K* tal que el

siguiente diagrama:
A |
f |3f
y

A A
K <—Ihe K

conmuta. Donde los morfismos mpx @ [y K» — K son las
proyecciones de complejos de cadena, esto es, mpx = {WKQ
H)\EA Ké — Ké} :

Pero para la existencia de f : Y — [ cp K A hay que verificar la
existencia de fy, : Y, — [[ ea K para toda n € Z y eso se reduce
a que el siguiente diagrama conmuta para toda n € Z

A~ A
Kn TR H)\GA KTL :
n

Pero sabemos que dicho f, existe que hace conmutar el diagrama
porque en A el producto directo cumple la propiedad universal

del producto, por lo que f := {f,} es el morfismo de cadena que
buscamos y ademads en tnico debido a la unicidad de cada uno de los
[ O

Definicion 4.1.12. Dada una familia indexada de complejos de cade-
na {K*},ca en C.H | se define la suma directa como el complejo
de cadenas @, K A dado como la siguiente sucesién:

P P
A Onn A On A
= Brer K1 —— Dnen K — = Dpen Koy ——

(4.9)
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es decir, que (Pycp K)n = @,ep K es la suma directa usual de
grupos abelianos y donde 9, := @y, O} es la suma directa de los
morfismos, para toda n € Z.

Teorema 4.1.13. En la categoria CXA la suma directa de comple-
jos cumple la propiedad universal del coproducto de categords.

Demostracion.

Dada una familia indexada de complejos de cadena {K*}ea, hay
que demostrar que para cualquier Y en .4’ o y dadas f* : K» —
Y para toda A € A, existe una tnica f : @, K*» — Y tal que el
siguiente diagrama:

A
KA —— Dren K*
|
P
Y

A K* — @, K7 son las inclu-

siones de complejos de cadenas, en otras palabras, (* := {1} : K} —
Dien K2}

Pero para la existencia de f : @, K A — Y hay que verificar la
existencia de f, : @,cp K) — Y, para toda n € Z y eso se reduce
a que el siguiente diagrama conmuta para toda n € Z:

conmuta. Donde los morfismos ¢

A
A_‘n A
Kn ®A6A Kn
[

N |3 fn
n Y
Y,.

Sabemos que existe f,, que hace conmutar dicho diagrama porque en
O la suma directa cumple la propiedad universal del coproducto,
por lo que f := {f,} es el morfismo de cadena que buscamos y ademas
es unico debido a la unicidad de cada uno de los f,. O

Con esto ya tenemos que en la categoria de CH existe el pro-
ducto y el coproducto, ademas por los teoremas 2.4.9 y 2.4.18 se tiene
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que los funtores [] o (LK v ]I (Zae74 (K*,_) son representa-
bles y ademés se tiene que [[ ZZ0Z (Y, K*) = CO# (Y, [Tea K7)
I CoA (KN Y) = oA @y K1)

Teorema 4.1.14. Dada una familia de complejos {K*}xca tal que
A es finita entonces se tiene que [[cp K* = @P,cp K.

Demostracion.

Sabemos que ([[yca KM, = HAeAKn)‘ ¥ (Direa K*),
Drea K). Pero en la categoria A se cumple que J],.5 K)
@ ca K, cuando A es finita, entonces se tiene que ([Jycp KMn =
(Bren K™, para toda n € Z.

Por otro lado, por definicién se tiene que 0, = [],ca o)y

9}, = @,cp ;. Pero nuevamente en la categoria O se tiene que
[Licp 00 = @ycn 0, para toda n € Z cuando A es finita. O

Las ultimas dos definiciones dan pie a la siguiente propiedad sobre
los complejos de cadena, la cual es muy interesante. Basicamente
asegura que todo complejo de cadena es tanto un Z8e7/4 -grupo como
un A -cogrupo y ademas ambos son abelianos.

Teorema 4.1.15. Dados complejos de cadena K y K’ se tiene que
el conjunto C. (K', K) tiene estructura de grupo abeliano.

Demostracion.
Se define la operacion + como sigue:

+: CAH (K K)x C.H(K' K)

CH (K K)

(fa g) I (f + g) = {fn +K, gn}nEZ

donde (f, +x, gn) (kn) es la funcién tal que para toda k, € K, la
operacién fy,(kn) +x, gn(kn) es en el grupo abeliano K,,.

Primero se demostrara que + es asociativa, para eso sean f, g, h :
K' — K por lo que:

(f +9)+h={(fn+K, 9n) +K, hn} (;) {(fn +x, (gn +K, hn)}
=f+(g+h)
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donde (7) estd dada por la asociatividad de +,, .
Para demostrar la existencia del neutro se propone al morfismo
cero 0 : K’ — K como el neutro.

FA0={fotr 0.} D {f} =f
04 f = {00 +x, fu} 2 {fu} = f

donde (i7) se cumple porque 0, (k},) = 0,, manda todos los elementos
de K], al neutro de K.
Dada f : K’ — K se propone —f : K/ — K como —f =
{—fn}! entonces se tiene que:
@)
f+ (=) ={fa+r, (=fa)} = {0a} =0
(ii)
(_f) +f= {_fn +K, fn} = {On} =0
donde (7ii) se cumple porque — f,, (k) es el inverso de f,(k!,) respecto
a +g, en K.
Por tltimo se verifica que + es conmutativo:

(iv)
fHg={fo+K, g} = {gn“‘Kn fny=g+f
donde (iv) estd dada por la conmutatividad de +f,, . O

Lema 4.1.16. La categoria CIA tiene objetos inicial, terminal y
cero.

Demostracion.

Se propone al complejo 0 donde todos sus términos son el grupo
trivial K, = 0 y su diferenciacién son los morfismos de grupos que
mandan el neutro en el neutro 9, = 0 por lo que se tiene que:

1) Es objeto inicial ya que el tinico morfismo de cadena 0 — K
es el que manda el cero de 0, en el neutro de K,, para toda
n € 2.

'La notacién se refiere a que se considera el inverso de f,, (k) respecto a +,, .
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2) Es objeto terminal ya que el inico morfismo de cadena K — 0
es el que manda a todos los elementos de K, en el cero de 0,,
para toda n € Z.

3) Es objeto cero ya que es objeto inicial y objeto terminal.
O

Corolario 4.1.17. Todo complejo de cadena es tanto un CCA -
grupo abeliano como un Zae7/4 -cogrupo abeliano.

Demostracion.
Del teorema anterior se tiene que (Ze 74 (K', K) es un grupo abe-
liano y por los teoremas 2.6.8, 2.7.8 junto con sus corolarios se tiene

que K es un %J&//—grupo abeliano y K’ es un @/M—cogrupo abe-
liano. Pero esto es para cualquier complejo de cadena. ]

4.2. Homologia y homotopia

Definicién 4.2.1. Dado un complejo de cadena K se definen:

1) El n-ésimo grupo de ciclos como Z,(K) = ker(9,), para
toda n € Z.

2) El n-ésimo grupo de fronteras como B, (K) = im(Op+1),
para toda n € Z.

3) El n-ésimo grupo de homologia como

Vn € Z (4.10)

Cuando no haya confusién respecto a qué complejo de cadena
se refiera, simplemente se denotaran como; Z,, B, y H,. Ademés
observe que el n-ésimo grupo de homologia mide la falta de exactitud
del término de grado n, ya que si el grupo de homologia es trivial
para toda n € Z entonces el complejo de cadena seria exacto. Esto
ultimo es la afirmacién del siguiente lema.
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Lema 4.2.2. Un complejo de cadena K es exacto si y solo st H, =0
para toda n € 7.

Demostracion.
K es exacto si y solo si Z,, = ker(9,,) = im(9p41) = By, si y sélo
si Hy = Zy/Bn = 0. O

Lema 4.2.3. Dado un morfismo de complejos de cadenas f : K' —
K, se tiene que fu(Zu(K")) C Zu(K) y fu(Bu(K")) C Bu(K)

Demostracion.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

a/
/ / ntl / n /
K > K K K]

| ek

e n+1*>KnHKn—1*>"'
6n+1 an

Del diagrama de la derecha se obtiene que para toda z, € Z,(K') se
tiene que (9 o fn)(z),) = fn—1(0) = 0 para toda n € Z, con lo que se
obtiene que f,(Z,(K")) C Z,(K).

Del diagrama de la izquierda se tiene que para toda b, €
By (K') existe k., € K], tal que 9, (k) = b}, vy ademds
Jn(¥),) = (Ons1 0 fuy1)(ky,4 1) Para toda n € Z y con esto se obtiene
Fa(Ba(K")) € Bu(K). O

Definicién 4.2.4. Dado z, € Z, se define la clase de homologia
de z, como [z,| = z, + By, € H,.

Teorema 4.2.5. El n-ésimo grupo de homologia es un funtor.

Demostracion.

H, : A4 — ya que si K es un complejo de cadena
entonces Hy,(K) = Z,(K)/B,(K) es un grupo abeliano, ya que K,
es abeliano y por ende Z,(K) y B,(K) son grupos abelianos, més
aun, son subgrupos normales.
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Dado f : K/ — K, luego, H,(f) estd dada por:

!/
n

[zn] ——— [fn(20)],
la cual estd bien definida ya que por el lema 4.2.3 se tiene que si z], €
Z) entonces fn(z]) € Zn y [fu(2])] € Hp(K). Ahora, falta verificar
que no depende del representante: sean zin,zén € Zn(K) tales que
[21,] = [25,]. Entonces sabemos que [0] = [2] | —[25 ] = [2] — 23 ]
por lo que:

(@)

0] = Hy(£)[0) = H(f)[21, — 23,] = [fu(21, — 23,)]

@)

= [fal21,) = fa(22,)] = [ful21,)] = [fu(22,)]

= Hy(f)[21,] — Ha(f)[23,]

donde la igualdad (i) estd dada por ser f,, un morfismo de grupos.
Con esto se tiene que Hy,(f)[2], | = Hn(f)[2), ], por lo que Hy,(f) no
depende del representante.

Ahora hay que demostrar que H,(f) es un morfismo de grupos,
pero la demostracién es andloga a la anterior, sean [z], [y] € H,(K)
entonces se tiene que:

Hu(F)([2] + w]) = [fn(z + )] = [fa(@) + fu(y)] = [fu(2)] + [fa(y)]
= Hn(f)]x] + Ha(f)y]-

Con esto se obtiene que para todo [ € gM(K’, K), se tiene que
Ho(f) €5 (Hy(K"), Hy(K)).

Ahora, sean f' : K — K'y f: K’ — K dos morfismos de
complejos de cadenas. Hay que demostrar que H,(f o f') = H,(f) o
H,(f"). Sea [2]'] € H,(K") por lo que se tiene:

Ha(f o £)([Z0) = [(f o F)n(z0] D (a0 £ (D] = [l £a ()]

= (NF() = HalF) o Ha(f)](20)]
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donde la igualdad indicada por (i7) es debido a la definicién de com-
posicién entre morfismos de complejos de cadenas y la indicada por
(7i7) estéa dada por el lema 4.2.3.

Por tltimo falta verificar que H,,(1x) = 1g, (k). Sea [2,] € Hy(K)
entonces se tiene que:

Ha(1x) 2 (1, (20)] = [20] = Lo, 1) [20]

la igualdad en (iv) estd dada por el morfismo 1x = {1k, : K, —
K,}. O

Definicion 4.2.6. Dados dos morfismos de complejos de cadenas
fyg: K' — K, se dice que f y g son homotdpicos (de cadena)
si existe una coleccién de morfismos ¢ = {p,, : K], — K11 }nez tal
que se da la igualdad 0,410 + ©n-10), = fn — gn, para toda n € Z.
En un diagrama

a! ol
/ / n+tl / n /
K =K > I, n-1""""
-~ e
f-9 fn+lgn+ll pn fn_gni SD/n—/l ifn—l!]n—l
g ~
T A4 P K, P Kypqg——---
n+1 n
(4.11)

A la sucesién ¢ = {p,} se le llama homotopia de cadena y se
denota como ¢ : f ~ g.

Definicion 4.2.7. Dado un morfismo de complejos de cadenas f :
K' — K, se dice que f es una equivalencia homotdpica de ca-
dena siexiste g: K — K'tal que gof ~ 11y fog ~ 1x. En este
caso se dice que K’ y K son complejos de cadena equivalentes.

Teorema 4.2.8. La relacion de homotopia de cadena® es una rela-
cion de equivalencia.

2La relacién es sobre el conjunto de morfismos de complejos de cadenas.
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Demostracion.

El morfismo de cadena 0 = {0,, : K/, — K,11}nez es tal que
On+10n, + 0,—10), = 0 = f,, — fn, por lo que es reflexiva.

Dado ¢ : f ~ g, se propone que —y : g >~ f. Para verificarlo se
tiene que

an—&—l(_(Pn) + (_(Pn—l)ajl = —On+1¥n — 9071_18; = _(fn - gn)
= 9n — fn,
por lo que es simétrica.

Dados ¢ : f ~ gy : g ~ h entonces se propone que g+ : f >~ h.
En efecto:

Ont1(p + ) + (¢ + )0, = Ont1p + On1¥) + 0, + 90,
= fon—9n+gn—hn=fn— hn,

por lo que la relacién es transitiva. O

Teorema 4.2.9. La relacion de homotopia de cadena es compatible
con la composicion de complejos de cadena, i.e., dados morfismos de
cadena f',g : K" — K' y f,g : K' — K tales que p : f ~ g y
v fl~ g se cumple que ff ~ gq'.
Demostracion.

Consideremos morfismos de cadena f',¢' : K" — K''y f,g :
K' — K talesque o : f~gy: f ~ g, entonces

8nJrl (fn+1wn) + (fnwnfl)ag (Z:) fn3:z+17/)n + fnwnflaz
= fn(a;z—&-l'(bn + djnfla;{)
= fn(fr/L - .91,1) = fnfrlz - fng;L

donde la igualdad en (i) estd dada por la propiedad de los morfismos
de cadena On11fny1 = fn0), 1. Mientras que g’ : fg' ~ gg’ ya que:

(@)
an-l-l(‘»@ng;z) + (Son—lgizfl)ax = n+190n9;L + SOn—18;LQ;L
= (Opt19n + ©n—-10,,)9,

/ —_—

= (fn - gn)gn fng; - gng;z
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donde la igualdad en (i7), andlogo a la anterior, estd dada por la
propiedad de los morfismos de cadena 9.,g,, = g,,_10..
Finalmente, por la propiedad transitiva, se tiene que fi + g’ :

ff~gq. O

Con esto se puede definir una nueva categoria, la categoria co-
ciente, como se definié en la seccién 1.7.

Definicion 4.2.10. Se define la categoria A como la categoria
cociente de Z-# por medio de la relacién de homotopia.

Con esta nueva categoria se pueden demostrar algunas propieda-
des sobre homologia, las cuales se ven a continuacién.

Teorema 4.2.11. Dados dos morfismos de cadena f,g: K' — K,
tales que ¢ : f =~ g, entonces se tiene que H,(f) = Hp(g)
H,(K') — H,(K), es decir, morfismos de cadena homotdpicos in-
ducen los mismos morfismos en homologia.

Demostracion.
Dado [z]] € H,(K') se tiene que:

Hy(f)[23) = Hn(9)[2n] = [fn(20) — gn(2)]

= [On+19n(27) + n-10,,(2,)]

(i) (i4)
= [Ont19n(23)] = [0]
Donde la igualdad en (i) es porque [z]] € Hy(K') implica que z], €
Zn(K') y 0/(2]) = 0, mientras que la igualdad en (ii) se da ya que
On+19n(2),) € Bp(K) implica que [Op11¢n(2)] = [0]. O

Corolario 4.2.12. Dado un morfismo de cadena f : K' — K tal
que es una equivalencia homotdpica, se tiene que H,(f) : Hy(K') —
H,(K) es un isomorfismo.

Demostracion.
Como f es una equivalencia homotopica entonces existe g : K —
K’ tal que gf ~ 1x/ vy fg ~ 1k y en virtud del teorema anterior se
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tiene que:
Ho(9)Ha(f) = Ha(gf) = Ha(1xr) = 1
Hn(f)Hn(9) = Hn(f9) = Hn(1k) = 15
O

El teorema 4.2.11 se puede escribir como el siguiente diagrama
conmutativo:

o fn 7 (4.12)
\ Hy,
A,
donde 7 es el funtor proyeccién y H] es el funtor dado por la propie-
dad universal del funtor proyeccién®.

4.3. Sucesiones exactas de homologia

Una propiedad fundamental de los funtores de homologia H,,, es
que estan conectados entre ellos. Para esto se necesita ver primero la
relacién entre el funtor de homologia y las sucesiones exactas.

Definicion 4.3.1. Dada una familia indexada de complejos de cade-
na (K*, fM) ez, se define una sucesion exacta de complejos como
una sucesiéon de la forma

O+ o KX 7 KA1

- (4.13)

donde im(f*1) = ker(f*), para toda A € Z.

Definicion 4.3.2. Se define una sucesiéon exacta corta de com-
plejos como la sucesiéon exacta de complejos:

0 Kt ?

K" 0 (4.14)

donde 0 es el complejo de cadena cuyo termino de grado n es el grupo
trivial 0, y esto es para toda n € Z.

3Ver seccién 1.7.
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Lema 4.3.3. Una sucesién de complejos de cadena K’ i> K -2

K" es exacta en C.A siy slo si K/, ELN K, 2% K" es exacta en
S para toda n € 7.

Demostracion.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

K/

/ /!
a'rL«&»l 8n+1 8n«l»l

K/ In Kn 9n K!/ (415)

donde las columnas son las sucesiones que definen a los complejos de
cadena.

Ahora, recordemos que dado un morfismo de complejos f
K" — K el kernel de f es un subcomplejo de cadena de K” dado por
ker(f) = (ker(fn), (%lker(fn)). Y, la imagen de f es un subcomplejo de
cadena de K definido como im(f) = (im(fn), Iplim(£,))-

Se tiene que K’ Ty K 95 K" es exacta en EA i y solo si
(im(fn)78n‘im(fn))nez = lm(f) = ker(g) = (ker(gn)aag’ker(gn))nez si
y s6lo si im(fn) = ker(gn) ¥ Onlim(f,) = Oplker(g,) Para toda n € Z si
y s6lo si K/, Iy K, O K/ es exacta en . %% para todan € Z. [

%

Teorema 4.3.4. $i 0 — K —» K 25 K" — 0 es una su-
cesion exacta corta de complejos de cadena, entonces la sucesion

H,(K") Hn) H,(K) @) H, (K') es una sucesion ezxacta.
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Demostracion. 4

Por el lema 4.3.3 tenemos que 0 — K’ = K 2% K" —5 0
es exacta para toda n € Z, por lo que que im(i,) = ker(p,). Asi, se
tiene que ppi, = 0 y por consiguiente

Hy(p)Hn (i) = Hn(pi) = [pnin] = [0].

Esto implica que im(H, (7)) C ker(Hy(p)).

Ahora, sea [z,] € ker(H,(p)) C H,(K) entonces se tiene que
[0] = Hy(p)[2n] = [pn(zn)] por lo que p,(2,) € Br(K"). Luego existe
ki€ K tal que pu(z,) = 0, 1(k),,), pero aplicando el lema

.« . Pn+1
4.3.3 a la sucesién K -2 K" — 0 se tiene que K41 iy K., —

0 es exacta, por lo que im(p,41) = ker(0,41) = K/ ;. De esta forma

existe kpy1 € K1 tal que pryi(kny1) = ko y se tiene que:

pn(zn - an+l(kn+1)) - pn(zn) - pn8n+1(kn+1)

(Z:) pn(zn) - 8Z+1pn+1(kn+1)
i1 (Fni1) = Onp1pns1(knia) =0,

donde la igualdad en (7) estd dada por ser p un morfismo de cadenas.
Por lo que se tiene que z, — Opt1(knt1) € ker(p,) = im(ip,) ya que
por el lema 4.3.3 la sucesién es exacta. Por ende, existe z/, € K], tal
que in(2],) = zn — Op+1(kn+1), por lo que se obtiene que:
. i) .
anla;z('z;z) = anln(ziz) = 8n(zn - n+1(kn+1))
= an(zn) - 8nanJrl (knJrl) =0

donde la igualdad en (i7) estd dada por ser ¢ un morfismo de cadenas.
Ahora aplicando el lema 4.3.3 en la sucesién 0 — K’ 5 K se
tiene que 0 — K7, Iny K, es exacta, por lo que im(0,) = ker(iy).
Esto tltimo implica que i, (k},) = 0 si y sélo si k], = 0 por lo que
0/,(z)) = 0. Por ultimo se tiene que:

Ho(0)[24] = [in(2)) = [2n = Bt (bns1)] = [2n] = Brss (kn)] 2 (2]
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donde la igualdad en (iii) se da ya que [Ont1(knt1)] = [0] al estar
On+1(kn+1) € Bp(K). Esto implica que ker(Hy,(p)) C im(Hy (7)) y
que la sucesion es exacta. ]

Teorema 4.3.5. Si 0 — K' -5 K 25 K" — 0 es una sucesion

exacta corta de complejos de cadena, entonces existe un homomorfis-
mo

0, : Hy(K") — Hy_1(K')

dado por
[z i 21 0np7 " (21)] (4.16)

n
Demostracion.

Primeramente veamos que estd bien definido. Sea [2]/] € H,(K"),
entonces 2, € Z,(K"), sabemos que 9//(z') = 0 y ademds, usando
el lema 4.3.3, se tiene que im(p,) = ker(0,) = K]/, por lo que existe
zn € Ky, tal que py(2,) = 2]/, Ahora, por ser p morfismo de cadenas,
se obtiene que:

0= 0"pn(2n) = Pn—10n(2n),

esto implica que 0, (z,) € ker(p,—1) = im(iy—1), debido al lema 4.3.3.
Luego existe z],_; € K,,_; tal que i,—1(2),_;) = On(2) por lo que
0:([2n]) = [zn—1] = [in 21 0np " (21))].

Ahora, supongamos que dado [z'] € H,(K") existe otro z, €
K, tal que py,(z,) = 2!/, esto puede ser posible ya que p, no es
necesariamente inyectiva.

Entonces, realizando una construccién andloga a la anterior, se
obtiene que in_1(x!,_;) = Op(xy). Pero por otro lado, sabemos que:

0= ZZ - ZZ = pn(zn) _pn(xn) = pn(zn - xn)

por lo que z, — x, € ker(p,) = im(i,), por el lema 4.3.3. Entonces
existe k, € K], tal que i, (k) = 2z, — x, y, usando la conmutatividad
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del diagrama (4.15), se obtiene que:

in—100(K.) = Onin(kL) = On(2n — ) = On(2n) — Onlxn)
= in_l(z’l/l—].) - in—l(x;z—l) = in—l(z;—l - 95;1—1)

esto implica que:
0 =ip—10;,(kp) — in-1(2—1 — 25_1)
= in-1(0p(kp) — (21 — 23-1))

pero nuevamente, por el lema 4.3.3, se tiene que im(0,,—1) = ker(i,—1)
por lo que i,_1(k],_;) = 0 siy sélo si k/,_; = 0, entonces 0, (kl,) —
(2),_1 —x,_1) = 0, es decir, 9),(kl,) = z,_, — «},_,. Por lo tanto
2, 1 —ah_1 € Bp_1(K') y esto implica que [2], ;| = [z],_;], con esto
se ve que solo una parte de que esta bien definido.

Para ver que no depende del representante se consideran clases
(2] 1,[z5. ] € Hp(K") tales que [0] = [2] ] — [25 ] v se demuestra
de una manera enteramente analoga a lo hecho anteriormente que
Oil21,] = Oul23, |-

Por ultimo, para demostrar que es un homomorfismo de grupos
se hace uso del lema de la Serpiente?, como se puede revisar en [15].

Finalmente, con todos estos resultados juntos, se tiene que 0

estd bien definido. O

Definicion 4.3.6. El morfismo 9, dado en el teorema 4.3.5 se llama
homomorfismo de conexion.

4.4. Algunas propiedades de 0,

A continuaciéon veremos algunas propiedades del homomorfismo
de conexidn.

Teorema 4.4.1 (Tridngulo exacto). i 0 — K’ — K 25 K" —

0 es un sucesion exacta corta, entonces existe una sucesion exacta

“Mejor conocido como “Snake lemma”.
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larga dada por:

8*

Hp (7) Hn(K")

Hx(p)

Hn—l(K,)M) n_l(K)HLl(f) et (K1) — -

(4.17)

Demostracion.

Por el teorema 4.3.4 sabemos que si 0 — K’ —5 K 25 K" —
0 es una sucesién exacta corta, luego H,(K) Hn) H,(K) %)
H, (K)' es una sucesién exacta, para toda n € Z. Ahora sélo falta
verificar que im(H,(p)) = ker(0,) y que im(0,) = ker(H,,—1(7)). Para
el primero, se procede como sigue.

Sea [z,] € Hy(K), entonces se tiene que:

OxHp(p)[2n] = Ox[pn(2n)] = [i;ilanpgl(pN(zn))]

pero en la demostracién del teorema 4.3.5 se vio que 0, no depende
del elemento que se tome para p,, ' (pn(2,)) por lo que elegimos z, €
Py, (Pnzn)-Se tiene entonces que:

i 0up (Pu(2n)) = i1 Bu20) 2 0

donde la igualdad en (i) se da al estar z, € Z,(K). Luego se tiene
que 0. H,(p)[zn] = [0], esto es, im(H,(p)) C ker(0x).
Ahora, sea [2]]] € ker(0y). Se tiene que

Oslzn] = [in10np;, " (2)] = [0].

Esto implica que 2/, ; = i ' 0,p;'(z!) € B,_1(K'), por lo que
zl = O (k}), para algin k], € K. Por la conmutatividad de los

diagramas se tiene que:

3np£1(2§§) = Z.n—l(Z;L—l) = in—laiz(k;) = anin(k;L)v
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y esto implica que 0y, (p,, 1 (22) — in (kL)) = 0, es decir, que p,, (") —
in(kl,) € Zn(K). De este modo:

Hy(p)lpn (21) = in(kp)] = [pn(pr ' (1) — in (k7))

= papi (21) — pain()] 2 2

o)
donde la igualdad en (i7) estd dada por ser im(i,) = ker(p,,). Asi, se
tiene que [z!'] € im(H,(p)) y se da la primera igualdad de conjuntos.
Por ultimo, para verificar que im(9,) = ker(H,_1(7)), se hace de
la siguiente forma:
Sea [2]]] € H,(K") entonces se tiene que:

Hp1(i)0u[2) = Hn—l(i)[iﬁﬁnpﬁl(%)] = [in—1(i,,~ 871 Yzm)
ii _ (iv
= 0w () < 0],
donde la igualdad en (ii7) estd dada porque im(0,,—1) = ker(i,—1). Y
la igualdad en (iv) se da debido a que 9,p, ' (z") € B,_1(K). Esto
implica que H,,—1(i)04[z])] = [0] y que im(d) C ker(H,—1(4)).

n
Ahora, sea [z],_,] € ker(H,—1(7)). Entonces se tiene que

Hy, (i) [z 1] = [in—1(2,1)] = [0;

esto implica que [in,—1(2],_1)] € Bn-1(K), es decir, que in_1(z),_{) =
On(kn), para algin k, € K,. Luego por la conmutatividad de los
diagramas se tiene que:

81/1/pn(kn) = pn—lan(kn) = pn—lin—l(z;zfl) = 07

ya que im(i,—1) = ker(p,—1), por lo que py(k,) € Z,(K"). Pero se
tiene que:

— _ (v) . 1 .
Oulpn (k)] = 167 210np7 P (k)] = (172100 (k)] = [i L yin—1(2), 1))
(vi)
[(z7-1)]
donde la igualdad en (v
cion de k, = p;, pn(
im(0p,—1) = ker(in—1).
y por ende im(9,) = ker

) estd dada porque J, no depende de la elec-
k) y la igualdad en (vi) estd dada por ser
Por lo tanto, se tiene que [z/,_;] € im(0ds)
r(Hnp

~1(2))- 0
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El teorema 4.4.1 se llama del tridangulo exacto ya que se puede
recordar mediante el siguiente diagrama nemotecnico:

H(K') Ul H(K) (4.18)

X H(p)

H(K!/)

Simplemente hay que recordar que de d baja una “dimensién”.

Teorema 4.4.2. El homomorfismo de conexion 0y : H,(K") —
H,_1(K') es “natural™, es decir, dado el siguiente diagrama conmu-
tativo de complejos de cadenas, donde cada sucesion es exacta.

p

0 K —'>K K" 0 (4.19)

11

0 L'——1L L 0
J q

Entonces se tiene que el siguiente diagrama

Hn(f’)l Hn(f)l Hn(f”)l Hn—l(f’)l

Hn(L”) d > n—l(Ll) —

MHn(K”)&an(K’) .

Hy(q)
(4.20)

es conmutativo para toda n € 7.

Demostracion.
Los primeros dos cuadrados conmutan por ser H,, un funtor. Para
el ultimo cuadrado se procede como sigue.

5No es precisamente una transformacién natural entre funtores H, y Hy,—1 ya
que ambos funtores se aplican a objetos distintos, pero aun asi hace conmutar los
diagramas.
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Denotamos a K = (K, 0n)nez ¥y L = (L, Ap)nez. Sea [2]]] €
H,(K"), entonces como im(pn) = ker(0,) = K" se tiene que existe

k, € K, tal que p,(ky,) = z].. Se obtiene que:
Hn—l(f/)a*[zg] = Hn—l(f )0s[pn(kn)] = Hyp— 1(f/)[‘_1 0 p;lpn(kn)]

= Hyy 1 (f")in 2100 (k)] = [1r-187, 2100 (Rn)]
(*

*k)

unlﬁmla< k)] [ty A k)
= [jn 1 nqn nfn( n)} :dln[ann(knﬂ

O 2 pa )] = dly Ho (") (k)] = dly Ho (1) 2]

donde la igualdad indicada con (x) se da por la conmutatividad del
diagrama (4.19) y la igualdad indicada con (xx) se da por ser f un

morfismo de cadenas. Por lo tanto el diagrama (4.20) es conmutativo.
O]

4.5. Teoria de homologia

Ya teniendo algunos resultados sobre complejos de cadenas se
procede a generalizar la teoria de homologia para cualquier categoria

(> .

Definicion 4.5.1. Se dice que una categoria  tiene un funtor
de cadena S si existe un funtor S : & — ZLOZ tal que es una
sucesion de funtores y transformaciones naturales S = (Sy, On)nez
con las siguientes propiedades:

1) S, : € — 9% es un funtor, para toda n € Z.

2) Las transformaciones naturales son tales que 0y, : S, — Sp—1
y para cualquier X en .z’ 7 se tiene que Opt1y ©0ny = 0x, es
decir, obtenemos la transformacién natural 0 para toda X en
4 C .
Entonces, en virtud de la definicién 4.5.1 se tiene que para cada
X en.y el funtor S construye la siguiente sucesion

8'n+1X

On x
SnX S X ——---

= S X
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la cual es un complejo de cadenas. Asi, por la naturalidad de 9, se
cumplen todos los resultados obtenidos en las secciones anteriores de
este capitulo.

Dada una categoria % con un funtor de cadena S se puede cons-
truir un complejo de cadena para cada X, por lo que se puede re-
construir toda la teoria hecha en este capitulo y asignarle un n-ésimo
grupo de homologia a la sucesién, esto se hace componiendo ambos
funtores

HS =H,0S8: ¢ A (4.21)

X+— H,(S(X)),

es decir, con el funtor de cadena S se obtiene un complejo de cadena
para cada objeto X de 1z v luego se le aplica el funtor del n-ésimo
grupo de homologia.

De esta manera se pueden asociar grupos de homologia a un ob-
jeto X de una categoria arbitraria %, pero para poder obtener més
informacién se necesita que el funtor Hﬁ cumpla algunas propiedades.

Recordemos que la categoria %2 tiene como objeto a los pares
(X, A) donde X es un espacio topolégico y A es un subespacio to-
polégico de X, los morfismos estén dados por f : (X, A) — (Y, B)
tal que f : X — Y es una funcién continua tal que f(A) C B.
Adems3s las categorias % y %* son subcategorias de %2, ya que
(X,0) se identifica con X y (X, {xo}) es un caso particular de los
pares (X, A).

Definicién 4.5.2. Dada una subcategoria “ de @2 se dice que
tiene una teoria ordinaria (no reducida) de homolgia H. con
coeficientes en un grupo abeliano L si existe una familia de funtores
covariantes H, : & —s A y un homomorfismo de conexién 0O :
Hn (X, A) — Hp—1(A) que cumplen las siguientes propiedades:

1) Axioma de homotopia: Dados dos morfismos f,g
(X, A) — (Y, B) homotdépicos, se tiene que:

Ho(f) = Hn(g) : Ho(X, A) — H,o (Y, B), Vn € Z. (4.22)
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2) Axioma de exactitud: Sii: A— X yj: X < (X, A)son las
inclusiones respectivas, entonces la siguiente sucesién es exacta:

Hn (4)

dn 1
o M1 (X, A) 7, (A) Ho(X)

MHn(X,A) L%n_lm) .

(4.23)

3) Axioma de escisién: Si (X, A) es un objeto de 3;2 yU C A°
entonces la inclusién ¢ : (X — U, A —U) — (X, A) induce un
isomorfismo

Ho (i) : Hn(X —U,A—U) — Ho(X,A), VneZ (4.24)

4) Axioma de dimensién: Si % denota un espacio de un sélo
punto entonces:

M (%) = {g : " D 8 (4.25)

A continuacion se da un ejemplo de cémo se construye una teoria
ordinaria de homologia.

Ejemplo 4.5.3. En este ejemplo se dara tnicamente un bosquejo
de las construcciones mas no se adentrard totalmente en las cuentas
debido a que para eso se necesitaria definir nuevos conceptos y esto
nos desviaria del objetivo principal. Para un desarrolo completo ver
(8]

Sea A" = {(x0,...,m,) € R"IYT 2, = lyaz >
0, para toda i}, el n-simplejo estandar. Sea X un espacio topoldgico
en 17% . Definimos el funtor .S, :% — . % como:

Sp(X) ={a: A" — X|« es continua}
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para cada n € N. Y dada una funcién continua f : X — Y, el funtor
se aplica de la siguiente forma:

Sp(f) 2 Sp(X) ——= Sn(Y),

aF——— fou

Ahora, dado un grupo abeliano fijo L con la topologia discreta,
se define el siguiente funtor:

F(,L): %% —. %

X—~ F(X, L),
donde F(X,L) = {u : X — Llu(xg) = 0y sop(u) es finito} y
sop(u) = {z € X|u(z) # 0}. Ademds, dado f: (X, z9) — (Y, y0), se
define

F(f,L): F(X,L) F(Y,L)

la cual estd bien definida ya que al ser el sop(u) finito entonces la
suma es finita.

Hay que demostrar que efectivamente F'(_, L) es un funtor. Pri-
mero, verificamos que F(X, L) tiene estructura de grupo abeliano:

1) Dados u,v € F(X,L) se define la suma como (u + v)(z) =
u(x) +r1 v(x).

2) El neutro en F(X, L) estd dado por el morfismo constante cero,
es decir, 0(x) = 0.

3) Dado u € F(X, L) se define su inverso (—u)(z) = —pu(z).
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por lo que en efecto se tiene que el conjunto F'(X, L) tiene estructura
de grupo abeliano.

Segundo, se tiene que el sop(F(f, L)(u)) es finito y ademads, dados
u,v € FI(X, L) se tiene que:

F(f,L)ut+o)y)= Y  (w+o)@)= > (ulx)+o(@)

{zeX|f(z)=y} {zeX|f(z)=y}
= Z u(z) + Z v(x)
{zeX|f(z)=y} {zeX|f(x)=y}

= F(f,L)(w)(y) + F(f,L)(v)(y)

por lo que se tiene que F(f, L) es un homomorfismo de grupos. Con
esto se verifica que F(_, L) : Y4 —s .O# es un funtor.

Luego, tomando la composiciéon de los dos funtores anteriores se
tiene un nuevo funtor S, (-, L) : f/; — O tal que S,(L, L)X =
Sp(X,L) = F(Sp(X),L) y dada f : X — Y continua se tiene
que S(f,L) : Sp(X,L) — S,p(Y, L) estd dada por S,(f,L)(a) =

F(Sn(f)(a), L) . Con esto se define el siguiente funtor:

Sn(—, L) : %2 M

para todan € Ny dada f: (X, A) — (Y, B) continua, se define

Sn(f,L) : Sp((X,A),L)

Sn((Y; B), L)

[a] [F(Sn(f) (@), L)].

Observe que en el caso particular de (X, 0) se tiene que S((X,0), L) =
S(X, L).

i-ésima
entrada
. -
Recordemos también que ¢; = (0,..., 1 ,...,0) € R", es el

i-ésimo vector canonico. Asi, un elemento en v € A", v =3"" ; Aie;
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y entonces cualquier morfismo se aplica linealmente, es decir, f(v) =
>imo Mif(ed).
Procedemos a definir los siguientes morfismos particulares de A:
Primero, la funcién 6 : A"~! — A" dada por

shten = {

€j sij<i
€j+1 sij =i
extendiéndola afinmente. A % se llama la i-ésima cara del simplejo
A™,
La funcién anterior cumple que 52 o 52_1 = 5% o 5;__11 sij <1t En
efecto, se tiene que

_ ' ek sik < g,
6r o8 (ep) =R ert1 sij<kk+1<i,
€k+2 Slj<k7k+1>'l,
ek sik <7,
=qepr1 sij<k<i—1,
€k12 sik>1—1,
y también,
‘ €k sik<i—1,k <y,
oo (er) =R ery1 sik<i—1,k>j,
erya SikZi—1k+1>,
€k sik <7,
=qepr1 sij<k<i—1,
€k+2 Slk22—17

comprobandose la igualdad.

El segundo, d;(a) = a o8} : A" ' — X llamado la i-ésima cara

de X.

Se definen las siguientes transformaciones naturales:

On

(x,4)

Sn((X7 A)? L) - n—l((X7A)7 L)

o] —————— Lo (- 1)'di(@)].
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Entonces hay que verificar que 9,0,+1 = 0. Para eso se considera lo
siguiente:

n n+1 n,n+1
DN Y (i) | = Y (- didj()
=0 j=0 i=0,j=0
= (1) dsd;(a Z 1)Hd;d; ()
1<j 7«2]
= (=1)"Md;_ydi(e Z 1) d;dj(a)
i<j Z>J
= Y (1) di(o +Z 1) d;d; ()
=121 =]

=0

donde las igualdades se dan por la propiedad &’ o 65;71 =80 6;111 si
j < iy por como se define d;. Entonces, se tiene que 9,0p,+1([c]) = [0].

Pero (X, A) = (Sn(X, A),0n x,4))nen es sélo la “mitad” de la
estructura de un complejo de cadena. Podemos extenderlo a todo
n € Z simplemente agregando S_, (X, A) = 0 se obtiene ya el com-
plejo de cadena. Entonces es posible construir el funtor ”Hf dado en
la ecuacién (4.21). Y esta es la teorfa ordinaria de homologia para
ZQ. Para verificar que cumple los axiomas de la definicién 4.5.2 se
necesita construir un poco mas de herramientas, lo que nuevamente
nos desviaria del objetivo principal. Se refiere al lector a [8] para los
detalles.

Definicion 4.5.4. Dada una subcategoria Z de %2 se dice que
tiene una teoria mo ordinaria (no reducida) de homolgia H.
con coeficientes en un grupo abeliano L si existe una familia de fun-
tores covariantes Hy, : & — O# y un homomorfismo de conexién
Oy : Hn(X, A) — Hp—1(A) tal que:

1) Cumple el axioma de homotopia.

2) Cumple el axioma de exactitud.
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3) Cumple el axioma de escisién

4) No cumple el axioma de dimensién, es decir, si * denota un
espacio de un solo punto entonces:

Hn(¥) =L pa n#0 6 Hn(¥) =0sin=0

Un ejemplo de una teoria no ordinaria de homologia se dara en el
siguiente capitulo.



Capitulo 5

Bordismo

En el capitulo anterior se dieron los axiomas que debe de cum-
plir una teorfa ordinaria de homologia y haciendo uso de los com-
plejos de cadena se construyé un ejemplo de dicha teoria. También
se menciond lo que es una teoria no ordinaria de homologia la cual
unicamente difiere de la anterior en el axioma de dimensién.

En este capitulo se daran las herramientas necesarias para cons-
truir una teoria no ordinaria de homologia y ademads dicha construc-
ciéon no dependera de los complejos de cadena, en el sentido que no
se construird un complejo de cadena para después calcular el n-ésimo
grupo de homologia, sino que se construird un grupo abeliano a partir
de una relacién a la cual llamaremos bordismo.

En la seccion 5.1 se recordaran algunos conceptos sobre variedades
topolégicas asi como variedades diferenciables; después se definira lo
que es una variedad singular en un espacio topolégico arbitrario X
y se trabajarda para construir los grupos de bordismo de X. En la
seccién 5.2 se generalizard lo hecho en la seccién anterior pero para
una pareja de espacios (X, A) en @2 y se construiran los grupos de
bordismo para la pareja (X, A), observando que cuando A = () dicha
construccién coincidird con la anterior. Al final de la seccién 5.2 se
demostrard que los grupos de bordismo cumplen los primeros tres
axiomas de una teoria no ordinaria de homologia. Por tltimo se men-
cionard un resultado debido a René Thom, el cual clasificara dichos

167
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grupos con lo que obtendremos que estos no cumplirdn el axioma de
dimensién, teniendo asi una teoria no ordinaria de homologia.

5.1. Bordismo no orientado

En esta seccidon se recordaran algunos conceptos basicos sobre
variedades topoldgicas y variedades diferenciables.

Recordemos que H" = {(x1,...,2,) € R"|z, > 0} por lo que
OH" = {(z1,...,2n) € Rz, = 0} e intH" = {(z1,...,2y,) €
R™|z,, > 0}, con esto en mente se dan las siguientes definiciones.

Definicion 5.1.1. Dado un espacio topoldgico M, decimos que es
una variedad topologica n-dimensional sin frontera, denotado
por M™ si:

1) Todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa a un abierto
en R", esto es, dado p € M existe una vecindad V de p y un
abierto U de R™ tal que existe un homeomorfismo ¢ : V. — U.

2) Es un espacio segundo numerable.
3) Es un espacio Hausdorff.

Definiciéon 5.1.2. Dado un espacio topoldgico M, decimos que es
una wvariedad topolégica m-dimensional con frontera M™" si:

1) Todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa a un abierto
en H", es decir, dado p € M existe una vecindad V de p y un
abierto U de H" tal que existe un homeomorfismo ¢ : V. — U.

2) Es un espacio segundo numerable.
3) Es un espacio Hausdorff.

Observacion. La dimensién de una variedad topolédgica esta bien defi-
nida debido al teorema de invariancia del dominio. Una prueba com-
pleta de este resultado puede verse en [14].
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Definicion 5.1.3. Dada una variedad topoldgica con frontera M™ se
define:

1) La frontera de M™ como OM"™ = {p € M|p(p) € OH" p.a. ¢ :
V —UCH"}, ysipedM™, sedice que es un punto fronte-
ra.

2) El interior de M"™ como int M" = {p € M]p(p) €
intH" p.a. ¢ : V. — U C H"}, y si p € int M", se dice que
es un punto interior.

Observacion. La frontera de M™ estd bien definida en virtud del teo-
rema de invariancia de la frontera. Se refiere al lector a [14] para una
prueba completa de este resultado.

Ahora nos interesa brindarle un poco mas de estructura a una
variedad topolégica y ahi es donde entran en juego las variedades
diferenciables.

Definicion 5.1.4. Dada una variedad topologica M™ se dice que
tiene un atlas A = {(V),¥a)}rea de clase r > 0, donde V) es un
abierto en M" y ¢y : Vi — U C R" es diferenciable de clase C", si
cumple que:

) Uyea A =M.

2) Dados a, 3 € A tales que V,, N V3 # 0, entonces ¢q © ngl y
¢p o 5! son diferenciables.

Definicién 5.1.5. Dada una variedad topolégica M"™ y un atlas A
para M™ de clase r, se dice que el par (M", A) es una variedad
diferenciable de dimension n y orden r si A es un atlas maximal.

Observacion. La variedad diferenciable (M™, A) puede ser sin fron-
tera o con frontera segiin sea el caso.

Notacidon. Por lo general a una variedad diferenciable (M", A) sim-
plemente se le denotara por M"™, siempre que no haya confusién sobre
la variedad con estructura diferenciable de la que se habla y no solo
de la variedad topoldgica.
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Definiciéon 5.1.6. Dado X en 3; , se define una wariedad sin-
gular de dimension n sobre X como un morfismo continuo
f: M" — X, donde M™ es una variedad diferenciable, sin fron-
tera, de clase C'° y compacta.

Observacién. El conjunto vacio () cumple la definicién de variedad
diferenciable de dimensién n (para toda n € N), sin frontera, de clase
C®. Por lo que ) : ) — X es una variedad singular de dimensién n
sobre X, para toda n € N.

Definicion 5.1.7. Dado X en % y dos variedades singulares de
dimensién n sobre X, f : M — X y g : N® — X, se dice que
h : M"™ — N" es un morfismo entre variedades singulares
sobre X si el siguiente diagrama

M h N™ (5.1)
A

es conmutativo. También se dice que h : M™ — N" es un morfismo
diferenciable sobre X.

Con esto es posible definir un funtor de joy/ a .. A los con-
juntos asi obtenidos podemos darle una estructura de grupo de la
siguiente manera.

Definicion 5.1.8. Dado n > 0 se define el siguiente funtor:

Var® L%/‘ v (5.2)

X——Var™(X),

donde Var™(X) = {f|f es una variedad singular de dimensién n
sobre X}.Y dado un morfismo ¢ : X — Y en ﬁ; , se define

Var™(¢) : Var™(X) —= Var™(Y)
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Ccomo
Mr L x e Yy, (5.3)

Observacion. Es inmediato de la definicién que Var™ cumple las pro-
piedades de un funtor covariante.

Recordemos que en la categoria L@/; existe el coproducto, el cual
es la suma topoldgica, de manera que al conjunto Var™(X) se le puede
definir una operacién por medio del coproducto: dados f : M"™ — X
yg:N" — XenVar"(X), sedefine f+g := fIlg : M"IIN" — X.

En general Var™(X) no serd un grupo con dicha estructura. Lo
que se hace es generar una relacién de equivalencia y el conjunto de
las clases con la suma heredada sera siempre un grupo abeliano. A
continuacién se desarrolla dicha idea.

Definicién 5.1.9. Dadas dos variedades singulares en Var™(X), f :
M" — Xyg: N" — X, sedice que f y g son bordantes si existe
una variedad diferenciable L™*!, compacta, con frontera L' y un
morfismo continuo F : L™ — X tal que Flyns1 = f 4+ g. En
otras palabras, se pide que la existencia de una variedad L™*! tal
que OL"H1 =2 M"IIN™ y Flym = f vy Flyn = g.

Definicién 5.1.10. En Var™(X) se dice que dos variedades singula-
res sobre X estan relacionadas, f ~ g, siy sélosi f y g son bordantes.
A dicha relacién se le llama bordismo.

Teorema 5.1.11. La relacion de bordismo es una relacion de equi-
valencia.

Demostracion.

1) Reflexiva: Sea f : M™ — X una variedad singular de dimen-
sién n sobre X. Sabemos que en particular M" esta en% y en
dicha categoria existe tanto el producto como el coproducto, por
lo que M"™ x I esté en Z y ademaés es una variedad diferencia-
ble cuya frontera es O(M"™ x I) = (M"™ x {0}) IT (M™ x {1}) =
M™ I M™. Se define F' : M" x I — X como F := fomr
donde 7w : M™ x I — M™ es la proyeccién. Asi se tiene que

Flymxqoy = [y Flynxqy = fy con esto se prueba que f ~ f.
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2)

Simétrica: Sean f: M" — X y g : N — X variedades
singulares sobre X tales que f ~ g; esto significa que existe
una variedad diferenciable L™*! compacta, con frontera L"+!
y un morfismo continuo F : L"" — X tal que L™ =
M™I N"™y Flyn = fy F|yn = g. Por otro lado definimos
un difeomorfismo ¢ : M™ II N* — N"™ II M", dado por la
propiedad universal del coproducto, es decir, es el morfismo en
% que hace conmutar el diagrama

*>M”HN"<7N”

N

N™IT M™.
Obtenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

M™II N™ L N™ I M™

f+g g+f
X.

Con esto se tiene que L™t = MM II N™® = N*II M" y ya
sabiamos que F|y»n = gy F|y~» = f, lo que prueba que si
f ~ g entonces g ~ f.

Transitiva: Sean f; : M — X, i = 1,2, 3, variedades singu-
lares sobre X tales que f1 ~ fo v fo ~ f3. Entonces se tiene que
existen variedades diferenciables compactas con frontera er; !
y L tales que 9L}y ' = M 1T MY y oLy = MJ 1T MY,
y morﬁsmos continuos Fis : L’f;l — Xy F23 : L"H'l — X
tales que Fia|as, = f1, Fialm, = fo, Fasla, = fo y F23\M3 = fs.
Luego LnJrl y L;L; ! tienen una parte de sus fronteras en comun
y podemos definir una nueva variedad diferenciable compacta

n+l _ yn+l . n+1
con frontera L = L idar, Lo,

Recordemos que dadas dos variedades de dimensién n con fron-
tera tales que 0X = Y y si p : X — JY es algin ho-
meomorfismo, podemos contruir X U, Y como el resultado de
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identificar en la suma topolégica X I1Y cada punto x € 0.X con
el punto ¢(x) € 9Y'.

De esta manera se tiene que 9(L"*!) = M IT M3. Ahora se
define F : L' — X como

. Flg(ﬂf) Siﬂ?EMl,
F($) - {Fgg(l‘) si x € Ms,

para simplificar la notacién, hacemos (Fig, Fas)(x) = F(x)
asi definida. Con lo cual se sigue que se tiene que:

Fly, = (Fi2, Fa3)|a, = Fi2la, = f1,
Fla = (Fia, Fos) v = Foslng = f3

Esto se prueba que si fi ~ foy fo ~ f3 entonces fi ~ f3.
O

Definicién 5.1.12. Al conjunto de clases de equivalencia de las va-
riedades singulares bajo la relacién de equivalencia de bordismo se
le denota por n,(X) = Var™(X)/ ~, y [M", f] denota a la clase de
equivalencia de f: M™ — X.

Lema 5.1.13. La operacion en n,(X) dada por [M™, f] + [N™, g] =
[M™TIN™, f 11 g] estd bien definida.

Demostracion.
Consideremos dos representantes de la misma clase de equivalen-
cia, [M7, f1] = [M3, fa] v [NT', 91] = [NJ, g2]. Se tiene que

(M7, f1] + [NT', 1] = [MT' TLNY, f1 T ga] y
(M3, f2] + [N3', g2] = [M3' TL N3, fa 11 go]

Alser [MF, fi] = [My, fo] y [NF', 1] = [N}, ga], existen LiF" y L,
asi como morfismos Fyy : L’X}Ll — Xy Fn: LR{H — X tales que
LY = MPIIME, OLN = NP ILNY, Fylur = f1, Fulug = fo
Fn|np =91y FnIng = go.
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Se define L"*! = LI T L%, por lo que se tiene que OL"+! =
(MPUNP) I (MPIINE) v se define F : L™ — X como F = Fy 11
Fn. Entonces se tiene que F|M{LHN1n =fillgry F|M§IL[N§ = foll go,
lo que demuestra que la operacién estd bien definida. ]

Lema 5.1.14. Dados X en% yn =0 se tiene que N (X), con la
operacion dada en el lema 5.1.13, es un grupo abeliano.

Demostracion.

1)

Cerradura Dadas [M", f],[N",g] € n,(X) entonces se tiene
que f: M" — X y g: N® — X son variedades singulares,
por lo que fIllg: M™II N — X también es una variedad
singular, ya que M™ II N™ es una variedad diferenciable sin
frontera y f Il g es un morfismo continuo (con la topologia
inducida por el coproducto). Por ende se tiene que [M™, f] +
[N",g] = [M"ILN", f Il g] € nn(X).
Asociatividad Dadas [M, f;] € 7,(X) con i = 1,2, 3 se tiene
que:
([Milv fl] + [M2n7 f2])
+[M', f3] = [M7 LMy, fi I fo] + [Ms, f3]

= [(M7' I My') IT M3, (f1 1T f2) 1T fs]
O My (Mg M), £ T (fo 11 f)]

= [M7, fi] + [M3' T M3, fo 11 f3]

- [M{lvfl] + ([M?,fg] + [M?:L?f?)])
donde la igualdad en (i) se debe a que (M II MJ) II M3 =
M7P 1T (MY 1T Ms3) y lo anédlogo para los morfismos.

Neutro Sabemos que @) : ) — X es una variedad singular de
dimensiéon n sobre X, para toda n € N, entonces se tiene que
[0,0] € n,(X). Considérese [M™, f] € n,(X) entonces se tiene
que:

[M" f]+[0,0] = [M" 110, fIL0] = [M", f] y

[0,0] + [M", f] =[0I M™, Q1L f] = [M", f].
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4) Inverso Sea [M", f] € n,(X) entonces, usando el mismo ar-
gumento para la demostracion de la reflexividad en el teorema
5.1.11, se tiene que:

[M™, f] 4+ [M", f] = [M" TLM", f 11 f] = [0, 0]

5) Conmutatividad Sean [M", f],[N",g] € n,(X) entonces se
tiene que:

[M", f]+[N",g] = [M"TIN", fIl g] = [N" T M", g1l g]
=[N",g] + [M", f]

por lo visto en la demostracién de simetria del teorema 5.1.11.
O

Definicion 5.1.15. Dados X en {7% y n = 0, al grupo abeliano
nn(X) se le llama el grupo de bordismo no orientado de X de
dimension n.

Definicién 5.1.16. Dado n > 0 se define el siguiente funtor

Mn :L% — (5.4)

X ——— (X)),

y para un morfismo ¢ : X — Y en L%; se define

M () 7 (X) M (Y') (5.5)

[anf]'—>[Mn790of]

Lema 5.1.17. n,(¢) : 7u(X) — nu(Y) estd bien definido y es un
homomorfismo de grupos.
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Demostracion.

Sean [M™, f] = [N™, g] € n,(X). Entonces existe F : L"*1 — X
tal que F|yn = fy F|nn = g, de esto se sigue que o F : L™t — Y
es tal que (pF)|ym = po fy (pF)|nn = pog. Asi,

(@) [M™, f] = [M",po fl = [N", ¢ og] = nu(p)[N", 4],

lo que prueba que esta bien definido.
Ahora, para ver que es un homomorfismo de grupos, considérense
[M™, f],[N", g] € n,(X) entonces se tiene que:

M (@) ([M", f1 4+ [N", g]) = nn(p)[M" ILN™, f 11 g]
=[M"IIN", po(fIlg)]
YN, (oo )T (9o g)]

=[M",po fl]+[N", pog]

= (@) [M", [T+ m () [N", 9]

donde la igualdad en (i) estd dada porque o (f11g) = (po f)II(po
9)- O

Con esto, las otras dos propiedades para ser funtor son inmediatas
de la definicién.

Entonces, tenemos una familia de funtores 7, := {n, }nen tal que
Nn * ﬂ; — , por lo que ya se tiene un candidato para una teoria
no ordinaria de homologia. Para esto, nos hace falta desarrollar un
poco mas de herramienta, lo que se hara a lo largo de este capitulo.
Sin embrago, si podemos demostrar facilmente que 7, cumple con el
axioma de homotopia.

Teorema 5.1.18. 7, cumple el axioma de homotopia, es decir, dados
dos morfismos 0,9 : X — Y en Z homotopicos, H : ¢ ~ ¢, se
tiene que:

M () = N (@) = M (X) — (V)

Demostracion.
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Sea [M", f] € 1, (X) y considérese el siguiente diagrama:

donde H es la homotopia entre ¢ y ¢. haciendo H' = H o (f X id)
se vuelve conmutativo, esto es, se cumple que H'| Mrxfoy = o fy
H'|ymyxq1y = ¢ o f. Dado p € M™ se tiene que:

luego, se tiene n,(¢)[M™, f] = nn(¢)[M™, f] y se cumple para cual-
quier [M", f] € nn(X), por lo que 0, () = 7a(¢) O

5.2. Bordismo de parejas no orientado

En esta seccién se daran definiciones analogas a las dadas en la
seccién 5.1 pero para parejas de espacios topoldgicos, por lo que solo
se enunciaran los resultados ya que las demostraciones son anédlogas.

Definicién 5.2.1. Seann > 0y (X, A) en.7,, se define una varie-
dad singular con frontera de dimensién n sobre (X, A) como
un morfismo continuo f : (M™,0M") — (X, A), donde M™ es una
variedad diferenciable, con frontera, de clase C*° y compacta.

Definicién 5.2.2. Sean n > 0, (X, A) en %2 y dos variedades sin-
gulares de dimensién n con frontera sobre (X, A), f : (M™,0M"™) —
(X,A)yg: (N"ON") — (X, A), se dice que h : (M"™,0M") —
(N™,ON™) es un morfismo entre variedades singulares de di-
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mension n con frontera sobre (X, A) si el siguiente diagrama

(M™, 0M™) h (N™, ON™) (5.6)
\ /

(X, A)
es conmutativo. También se dice que h : (M™,0M") — (N",0N™)
es un morfismo diferenciable sobre (X, A).

Definicion 5.2.3. Dado n > 0 se define el siguiente funtor:

Var™ : @.

2

e (5.7)

(X, A)—Var"(X, A)

donde Var™(X,A) = {f|f es una variedad singular con frontera de
dimensién n sobre (X, A)}, y dado un morfismo ¢ : (X, 4) — (Y, B)
en %2, se define

Var™(p) : Var™(X,A) — Var™(Y, B)

Ccomo
(M",0M™) 5 (X, A) —= (M™, 0M™) “ (v, B) (5.8)

Definicion 5.2.4. Dadas dos variedades singulares de dimension
n con frontera sobre (X,A), f : (M™,0M") — (X,A) y g :
(N™, ON™) — (X, A), se dice que f y g son bordantes si existe una
variedad diferenciable L"*!, compacta, con frontera L' y un mor-
fismo continuo F : (L"*1 9L — (M™ ][ N")) — (X, A) tal que
M, N™ © QL™ Flym = f, Flyn = g y F(OL™! — (MP[[N™)) C
A.

Definicién 5.2.5. En Var™(X, A) se dice que dos variedades singu-
lares de dimensién n con frontera sobre (X, A) estan relacionadas,
f ~g,siysolosi fy gson bordantes. A dicha relacién se le llama
bordismo de parejas.
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Aunque dicha definicién a primera vista se ve muy diferente a su
equivalente de la seccion anterior, las demostraciones terminan siendo
andlogas.

Teorema 5.2.6. La relacion de bordismo de parejas es una relacion
de equivalencia.[]

Definicién 5.2.7. Al conjunto de clases de equivalencia de las varie-
dades singulares con frontera bajo la relacion de equivalencia de bor-
dismo de parejas se denota por 7, (X, A) = Var™(X,A)/ ~y [M", f]
denota a la clase de equivalencia de f: (M™,dM"™) — (X, A).

Lema 5.2.8. La operacion en n,(X, A) dada por [M™, f]+ [N™,g] =
[M™TIN™, f 11 g] estd bien definida.r

Lema 5.2.9. Dados (X, A) en @2 yn >0 se tiene que n, (X, A),
con la operacion dada en el lema anterior, es un grupo abeliano.]

Definicién 5.2.10. Dados (X, A) en %2 y n = 0, al grupo abe-
liano 7, (X, A) se le llama el grupo de bordismo de parejas no
orientado de (X, A) de dimensidn n.

Definicion 5.2.11. Dado n > 0 se define el siguiente funtor

No74 (5.9)

o~
T

(X, A) —— (X, A),
y a un morfismo ¢ : (X, A) — (Y, B) en %}2 se define

como

[M™, f]——=[M", ¢ o f] (5.10)

Lema 5.2.12. n,(¢) : n(X, A) — 0, (Y, B) estd bien definido y es
un homomorfismo de grupos.[]
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Teorema 5.2.13. 7, cumple el arioma de homotopia, es decir, dados
dos morfismos ¢, ¢ : (X,A) — (Y, B) en %ﬁomoto/picos,lf P
¢. Entonces se tiene que:

nn(@) = 77n(¢) : nn(Xa A) — nn(Y7 B)D

A continuacién se probard que los grupos de bordismo de parejas
cumplen otro de los axiomas de una teoria de homologia, a saber, el
axioma de exactitud.

Definicion 5.2.14. Se define el homomorfismo de conexion de
los grupos de bordismo como:

a* : nn(Xa A)

Mn—1(A) (5.11)

[M™, fl———[0M", flonn]

Observacion. Para una variedad de dimension n con frontera se tiene
que su frontera es una variedad de dimensién n — 1 sin frontera, en
otras palabras, se cumple que 9 (OM™) = (), para toda variedad M™.

Teorema 5.2.15. El homomorfismo de conexion no depende del re-
presentante.

Demostracion.

Sean [M", f] = [N",g] € nn(X,A) entonces se tiene que exis-
te L™t compacta con frontera L™ y un morfismo continuo F :
L™t — X tales que M™,N® C L™, Flyn = f, Flyn = gy
FOL"f — (M™IIN™)) C A.

Algunas observaciones importantes son las siguientes:

1) OL™*! es una variedad diferenciable, compacta, sin frontera y
de dimensién n.

2) OL™1 — (M™ 11 N™) es una variedad diferenciable, compacta,
con frontera y de dimensién n.
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Se propone L= 9Lt - (M™IIN™) y se define el morfismo continuo

F:L"— A como ;’ = F\aLnH_(MnHNn), el cual estd bien definido
ya que F(OL" — (M™II N"™)) C A.

ASi, oL™ = oM™ HE?N”, F’BM" = f|8Mn y F’aN" = g|8N"7 lo
cual implica que [OM™, florpn] = [ON", glonn] € Mn—1(A). Entonces
se tiene que:

O[M™, f] =[0M", flomn] = [ON™, glonn] = O,[N", g]
O

Para probar que los grupos de bordismo cumplen tanto el axioma
de exactitud como el axioma de escision, necesitamos del siguiente
lema.

Lema 5.2.16. Dado [M", f] € n,(X,A) y una variedad compacta
y con fronteraN™ C M"™ tal que f(M™ —int N") C A, se tiene que

Demostracion.

Sea L™t = M™ x I, se define F : L' — X como F = fom,
donde 7 : M™ x I — M™ es la proyeccion en la variedad M"™. Ya
sabemos que L™ = M™IIM™ por lo que M™IIN™ C OL™t! y esto
implica que N, M™ C OL""!. Adems4s se tiene que F(OL" ™ —(M™11
N"™)) C A, ya que L' — (M IIN"™) = M" — N" C M™ — int N™.
Por hipdtesis se tiene que f(M"™ —int N*) C A y también se tiene
que:

Flyn = (fom)|ym = f
Flnn = (fom)|nn = flnn

de lo cual se concluye que [N, f|nn] = [M", f]. O

Teorema 5.2.17. n, cumple el axioma de exactitud, es decir, si i :
A= X yj: X < (X,A) son las inclusiones respectivas entonces la
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stguiente secuencia es exacta:

Ox

n (1)
1 (X, A) 1 (A) —2 s 1, (X)

77”1(]) 6*
(X)) ——— (X, A) —= 1 1(A) — -
Demostracion.
Para la exactitud de la secuencia hay que probar tres partes:
1) P.D.

im(0y) = ker(ny(1)).

Para ver que 7,(7) o 9, = 0 se considera [M", f] € np+1(X, A).
Entonces se tiene que 1, ()00, [M™, f] = [0M™,io f|apm], por lo
que es suficiente verificar que [OM™,i0 flonm] = [0, 0] € nn(X).
Pero sabemos que OM™ = IM"™ 110, flym = flun y flog = 0.
Conloque L =M"y F = f: M"™ — X sirven para verificar
que [OM™,io flonm] = [0, 0].

Ahora, sea [M", f] € ker(n,(i)) C n,(A). Se tiene que

m(D)[M", f] = [M",io f] = [0,0] € nn(X),

de manera que existe N"t! y g : N"t1 — X tales que
ON™H = M 1T = M™ y g|lyn = io f, de donde se obtie-
ne que [N"*1 g] € n,11(X, A). Por consiguiente se tiene que:

OuINTL, gl = [ON"FL, glgnnia] = [M", f]

ya que existe IN™T1 x I tal que 9(ON™F! x I) = gN"FL 11
M" pues ON™t1 = M 11 () =2 M™ y ademas un morfismo F :
ON"t1 x I — A definido como F = g o, donde 7 : N1 x
I — N1 es la proyeccién en la variedad M™, el cual cumple
que:

F|8N”+1><{O} =(go 7T)’azvnﬂx{o} = glonn+1
Flynxgy = (9o m)|mnxqy = 9lum = f
Por lo tanto [M™, f] € im(d,).
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2)

P.D. im(n,(j)) = ker(0).

Para ver que 0,0n,(j) = 0 se considera [M", f] € n,(X). Luego
se tiene que Oy oy, (§)[M™, f] = [OM™, (io f)|srm], nuevamente
basta demostrar que [0M™, (io f)|apm] = [0, 0] € np—1(A). Pero
como [M", f] € n,(X), esto quiere decir que IM™ = (] y se
sigue que (i o f)[ann = (i0 f)lp =0

Ahora, sea [N", g] € n,(X, A) tal que [N, g] € ker(0s). Esto
quiere decir que 0.[N™, g] = [ON", glon=] = [0,0], por lo que
existe L™ y un morfismo continuo F : L™ — A tal que L™ =
ON"I1Dy Flognn = glgnn. Pero como ¢ : L™ = ON™, entonces
se tiene que Flppn = glonn». Ahora se define M"™ = N™ U, L",
entonces M™ es una variedad compacta y sin frontera. También
se define f: M™ — X como:

_( glp)sipe N™
f(p)_{ g(i) siZEL".

que es claramente continua. Asi, se tiene que [M", f] € n,(X).
Aplicando 7,(j) se obtiene que:

m()M™, ] = [M", o f] 2 N7 g,

donde la igualdad en (i) estd dada por el lema 5.2.16. Por lo
tanto im(n, (7)) = ker(0y)

P.D. im(nn(4)) = ker(nn ().
Primero se demostrara que 7,(j) o n,(i) = 0. Por ser n, un
funtor tenemos que 7, (j 0 i) = ny(j) o Np(i) entonces se tiene
que:

77n(,7 o Z) : nn(A) - 77n(X, A)

esta dado por
[M™, fl ——[M", (j i) o f]. (5.12)

Pero por el lema 5.2.16 y usando que N™ = (), se tiene que

nn(j Oi)[Mn7f] - [@7@}
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Ahora, sea [M", f] € ker(n,(j)) C nn(X) entonces
m()IM", f] = [M",jo f] = [0,0]

esto significa que existe variedad L"*! y morfismo F : L" Tt —
X tales que M™ C L™ F|yn = fy F(OL™ — M™) C A.
En este caso, como M™ es una variedad sin frontera, se cumple
que [ QL™ — M™ F|gpni1i_pm] € mn(A), ya que LT — M™
es una variedad de dimensién n sin frontera y el morfismo
Flopn+1_pm : (OL™ — M™) — A estd bien definido.

Se verifica que 7, (i)[0L" T — M™, F|gpnt1_pm] = [M™, f] en
nn(X), en efecto, existen una variedad L™ y un morfismo F :
L™ — X tales que 9L = (L™ — M™) I M", F|yn =
fy Flopn+i_pm = i 0 Flgpn+1_pm. Por lo tanto im(n,(i)) =
ker(1a ().

O]

Para verificar el axioma de escision echaremos mano del siguiente
lema.

Lema 5.2.18. Dada una variedad diferenciable y compacta M™ vy
dos conjuntos cerrados P,QQ C M™ tales que PN Q = 0, existe una
subvariedad M7 C M™ tal que P C M}, M'NQ =0 y M] es cerrado
en M™".

Teorema 5.2.19. 7, cumple el axioma de escision, es decir, si (X, A)
estd %2 y U C int A, entonces la inclusion i : (X —U,A—U) —
(X, A) induce un isomorfismo

(i) 2 (X = U, A= U) — (X, A) (5.13)

Demostracion.

Primero verificaremos que 7,,(¢) es un epimorfismo. Sea [M", f] €
(X, A). Se definen P = f~4(X —intA) y Q = f~Y(U) que clara-
mente cumplen P N Q = ). Usando el lema 5.2.18 se tiene que existe
una subvariedad M{* de M™ tal que P C My M7*NQ = 0. Con
esto se ve que f|yp @ M{" — X — U es una variedad singular con
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frontera de dimensién n sobre (X — U, A — U). Ahora, por el lema
5.2.16 tenemos que 7, (i)[M7, f|yp] = [M™, f] en 1, (X, A).

Falta verificar que 7,(i) es un monomorfismo. Sea [M7, fi] €
ker(n,(i)) C np(X —U, A—U) por lo que se tiene que 7, (7)[M7", fi] =
[0,0] y entonces existen una variedad L"*! y un morfismo F :
L — X tales que M{* C L™ Flym = fi y F(OL™! — M) C
(A—U). Se definen los cerrados Py = F~ (X —int A) y Q1 = F~1(U).
Nuevamente sucede que Py NQ1 = 0, por lo que usando el lema 5.2.18
se tiene que existe una subvariedad L?H de L™ tal que Py C L?H
y LY 0 Qy = 0. Ast [My, f1] = [0,0] en 1,(X, A), con lo cual se ve
que ker(n,(2)) = {[0,0]}. O

El ultimo axioma que falta verificar es el axioma de dimensién. En
su articulo Quelques propriétés globales des variétés differentiables.
Commentarii Mathematici Helvettici, (28): 17-86, 1954, René Thom
logré una descripcién bastante completa de 7y, el cual le valié la
medalla Fields en 1958.

Teorema 5.2.20 (René Thom). El anillo n, es isomorfo a un anillo
de polinomios sobre Zo en un numero infinito de variables de dimen-
sion q para cada q # 2" — 1,1 > 1, i.e., ne = Zo[xa, x4, T5,. . .].
Demostracion.

Ver [23]. 0

Sea * un espacio topolégico que conste de un solo punto, entonces
por el teorema 5.2.20 se tiene que:

1) mo(*) = Zo 6) n5(x) = Zo

2 mle) =0 7) ne(*) = Ly ® Zo ® Loy
3) ma(x) = Zg

4) my(x) 2 Zy 8) m(x) =L

5) ma(*) = Zo ® Zy 9) etc.

Con esto observamos que 7, no cumple el axioma de dimension,
por lo que 7, es una teoria no ordinaria de homologia.
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