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Introduccion

Si X y Y son espacios topoldgicos, entonces con C(X,Y’) denotamos al conjun-
to de todas las funciones continuas de X a Y; esto es (X, Y)={f: X =Y : f es
una funcién continua}. En lo que aqui concierne, nos concentraremos en C(X,Y)
en el caso en el que X es un espacio de Tychonoff y Y es el conjunto de los
ntmeros reales dotados de su topologfa usual. En este caso C(X,Y) serd denotado
por C(X). Estudiaremos tres tipos de topologia para €(X), la topologia de la nor-
ma del supremo , la topologia compacto-abierta y la topologia de la convergencia
puntual.

En el capitulo 1 empezaremos dando algunas definiciones y algunos conceptos
importantes que, o bien son muy conocidos o son fundamentales.

En el capitulo 2 se expondran los Teoremas de Jameson que a grandes ras-
gos nos dan condiciones para que C*(X) (€*(X) es el subconjunto de C(X) que
consiste de todas las funciones acotadas), dotado de la topologia de la norma, sea
un espacio separable, el Teorema de Stone-Weierstrass que garantiza cudndo un
subconjunto de C*(X) es denso y, por ultimo, el Teorema de Ascoli, el cual nos da
condiciones para que un subconjunto de €*(X) sea compacto.

En el capitulo 3 se expondran condiciones necesarias y suficientes a un espacio
topolégico X, para que C(X), dotado de la topologia compacto-abierta, sea un
espacio metrizable o completamente metrizable, ademas incluimos el Teorema de
Arzeld-Ascoli que garantiza bajo que condiciones la cerradura de un subconjunto
de €(X) es compacta.

Y por ultimo, en el capitulo 4, estudiaremos las funciones cardinales topolégi-
cas (funciones que a cada espacio topoldgico X le asocian un cardinal infinito &)
de €(X) dotado de la topologia de la convergencia puntual.
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CAPITULO

Notacion

Desde ahora en adelante (a menos que se especifique) todos los espacios topoldgi-
cos X son espacios topoldgicos completamente regu-lares o de Tychonoff, entonces
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) X es un espacio T1; y

(2) para cualquier subconjunto cerrado F de X y cualquier punto = ¢ F, existe
una funcién continua f: X — [0,1] tal que f[F] C {1} ¥ f(z) =0.

Para un espacio X, con C(X) se denotard el conjunto de todas las funciones
continuas de valores reales definidas en X; esto es C(X)={f: X — R : f es una
funcién continua} y con C*(X) al subconjunto de C(X) el cual consiste de todas
las funciones acotadas; es decir €*(X)={f: X — R: f es una funcién continua y
acotada}.

Para un espacio X, sea P(X)={A4: A C X} el conjunto potencia de X y con
K(X) el subconjunto de P(X) que consiste de todos los subconjuntos compactos
de X. Para un subconjunto Z de los niimeros reales acotado tanto inferiormente
como superiormente, con sup Z e inf Z denotaremos el supremo y el infimo de Z
respectivamente.

En un espacio métrico (X, d), para un subconjunto A de X y € un ntmero
positivo, con B(A, ¢) denotamos el siguiente conjunto

B(A,e)={x € X : d(z,A) < ¢},

3
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4 CAPITULO 1. NOTACION

donde d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Definicién 1.0.1. Para un espacio topoldgico X, sea f € C(X) y A € P(X).
Definimos el siguiente conjunto (en el caso que el conjunto este acotado)

[flla = sup{lf(2)] : =€ A},

y para € > 0 definimos

W(f, A e)={g € €(X) : If —glla <&}

Lema 1.0.2. Sea A un subconjunto no vacio de P(X) tal que AUB € A para todo
A, B € A. Entonces la familia

B={W(f,Ae): feC(X),AecAe>0}
forma una base para una topologia en C(X).

Demostracion. Sean W(f, A, ), W(g,B,d) € B tales que W(f,A,e)NW(g,B,d) #
(). Tomemos un elemento h € W(f,A,e) N W(g,B,d) y definamos el siguiente
conjunto W(h, A UB,r), donde r=min(e — || f — h|la,d — ||g — h||B). Ahora, como
A, B € A, por hipétesis tenemos que AUB € A y claramente W(h, AUB, ) es un
elemento de B, solamente nos queda por justificar que W(h, AUB, r) C W(f, A, )N
W(g,B,d). En efecto, tomemos un elemento j de W(h, A U B,r), entonces ||h —
Jllaus <1 <e+|f—h|,, de donde

1f = hlla+ 1k = jllave <. (1)

Necesitamos hacer una pequena observacién, tomemos un elemento z € A arbi-
trario, entonces se tiene que x € A UB, de donde |f(z) — j(z)| < |f(z) — h(z)] +
[h(x) = (@) < |If = hlla +[|h = jllaus, por lo tanto

If =dlla <IIf = hlla+ Ik = jllaus. (1.2)

De (1.1) y (1.2) se tiene lo siguiente || f — j||la < . De donde j € W(f, A, ¢). De
manera andloga se tiene que j € W(g, B, d). Por lo tanto j € W(f, A,e)N'W(g, B, d)
y entonces W(h, AUB,r) C W(f,A,e) N W(g,B,d). Es decir, B forma una base
para una topologfa en C(X). O

Usando este lema, podemos definir topologfas en €(X) o en C*(X) de acuerdo
de la eleccién de A.

Definicion 1.0.3.

(a) Para A={X}, sea T, la topologia de C*(X) inducida por A. Llamamos
a T, la topologia de la norma, del supremo o de la convergencia uniforme y
denotamos al espacio (C*(X),T,) por Ck(X).

(b) Para A = K(X), sea Ty, la topologia de C(X) inducida por A. Llamamos
a Ti la topologia compacto-abierta y denotamos al espacio (C(X),Ty) por
Cr(X).
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(¢) Para A={A € P(X): A es un conjunto finito}, sea T, la topologia de C(X),
generada por A. Llamamos a T, la topologia de la convergencia puntual y
denotamos al espacio (C(X),T,) por Cp(X).

De las definiciones anteriores podemos facilmente observar las siguientes rela-
ciones entre las topologias anteriores.

Lema 1.0.4. En C*(X) se tiene que T, C T, y en C(X) tenemos que T, C Ty.

Demostracion. Sea W(f, A, &) un abierto bésico no vacio de Tj en C€*(X). Sea
g € W(f, A, ). Entonces se tiene lo siguiente || f — g||, < €. Definimos el siguiente
conjunto W(g, X, ), donde 6 = e—||f — g|| ,. Claramente W(g, X, 0) es un abierto
bésico no vacio de la topologia T,, en C*(X) y g € W(g, X,d). Sélo nos queda
justificar que W(g, X,0) C W(f,A,¢). Sea j € W(g,X,d), entonces [|j — g||yx <9
de donde

lg —dllx +Ilf —glla <e (1.3)

Como se tiene que || f —jlla < |lg—jllx +1|f —glla de (1.3) podemos concluir que
If —7lla < e. Por lo tanto j € W(f, A, ¢); es decir W(g, X, ) C W(f, A,¢).

Sea W(g, B, d) un abierto bésico no vacio de T, en C(X). Por la definicién de la
topologfa en T, se tiene que B={x1, 22, ..., 2, }; es decir B = [J;_, {z;}. Como cada
{z;} es un subconjunto compacto de X y la unién finita de conjuntos compactos es
compacta tenemos que B es un subconjunto compacto de X por lo que W(g, B, d) €
Tk. Por lo tanto T, C T en C(X). O

Los siguientes ejemplos muestran las diferencias que hay entre las topologias
definidas en 1.0.3.

Ejemplo 1.0.5. Sea I el intervalo unitario [0,1] y fn, la funcidn en I definida por

oty si 0<a<<1/2nt!
fo(@)y=< —2nflz 42 & 1/2"Fl <o <1/2
0, si 1/2" <z <1

Entonces la sucesion {f, : n € N} converge a 0 en Ty, pero no converge a 0 en
T = To; esto es, T, es en realidad mds debil que Ty, en C(I). (Observe la Figura

1)
1 fo(x) 1 fi(z)
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1y fa(2) Ly f3(x)

0 1 0 1

Figura 1. Esbozo del comportamiento de la sucesién { fy, }nen-
En efecto, sea ¢ > 0y W(0, A, ) un abierto basico de 0 en T,.

Caso 1. Si A={0}, tomamos n = 1 y sucede que para toda m = n, || fm| ,=
sup{[fm(z)| : © € A}=sup{[fm(0)[}=0 < e.

Caso 2. Supongamos que A={x1,...,2;} con 0 < 1 <,...,< ;. Sea n € N tal que

< x1. Sea m > n se tiene que de donde

o om S g
flls = sup{|fm(z)| : 2 € A}

= sup{|fin(z;)| : j = 1,0}
sup{[0[}
0

< e

En cuaquier caso se tiene que existe n € N tal que para toda m > n f,, €
W(0, A, ). Por lo tanto la sucesién {f, : n € N} converge a 0 en T),.

Falta justificar que la sucesién {f, : n € N} no converge a 0 en T, = T,. Consi-
deremos una vecindad bésica W(0, [0, 1],1/2) del 0 y sea n € N. Como

[fa(1/20H] = [=2"(1/27 ) +- 2|
| —1+2
1]
< sup{|fu(2)] sz €[0,1]}
1 fnlljo,1)>

se tiene que 1 < || full[0,1], de donde f,, ¢ W(0,[0,1],1/2); es decir {f, : n € N}
no converge a 0 en T = J,,. Dicho en términos topolégicos no tienen los mismos
puntos de acumulacién. Por lo tanto T,([0,1]) € T ([0, 1]).

Ejemplo 1.0.6. Sea X el intervalo [0,1) y f, la funcién en X definida por

0, st 0<z<1—-1/2"

fn(z) =
M 4+1-2" s 1-1/2"<z<]1.
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Entonces la sucesion {f, : n € N} converge a 0 en Ty, pero no converge a 0 en
Tn; esto es, Ty, es en realidad mds debil que T, en C([0,1)). (Observe la Figura 2.)

1 fi(x) 1 fa()
0 1 0 1
1 fa(x) 1 fa(z)
0 1 0 1

Figura 2. Esbozo del comportamiento de la sucesién { fy, }nen-

En efecto, tomemos un subconjunto compacto K de [0,1), € > 0 y una vecindad
bésica W(0, K, ¢) de la funcién 0. Sucede que existe n € N tal que

K C[0,1—1/2"].

En efecto, se tiene que la familia U = {U,, = [0,1—1/2") : n € N} es una cubierta
abierta del [0,1) y por lo tanto una cubierta abierta de K, de la compacidad de K
podemos encontrar un nimero finito de elementos de U que cubren a K y de ese
ndmero finito podemos encontra un n € N tal que K C [0,1 —1/2"].

Sea j > n, entonces

KC0,1—1/2"] C[0,1—1/27].

De donde
Ifillk = sup{[fi(2)| -z € K}
= sup{|0|} pues z € [0,1 — 1/27]
-0
< e

Esto muestra que f; € W(0,K,¢) para cada j > n y por lo tanto la sucesién
{fn : n € N} converge a 0 en Ty.

Consideremos W(0,[0,1),1/4) y n € N. Se tiene que el punto 1 — 1/2"*! cumple
que 1 —1/2" <1—1/2""1 <1 por lo cual
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fa(l=1/2"t) = f,(1 —1/2"2) =27(1 —1/2"2) +1 - 2" = 1/2.
De donde
1/4 <1/2 = [fo(1 = 17271 < sup{| fu(@)] : @ € [0,1)} = || fulljp 1)

Por lo tanto f,, ¢ W(0,[0,1),1/4). Esto itimo muestra que la sucesién { f,, : n € N}
no converge a 0 en J,. Dicho en términos topolégicos no tienen los mismos puntos
de acumulacién. Por lo tanto Ty ([0,1) € Tx([0,1)).

Los siguientes lemas nos muestran bases canénicas para T3 y Tp, respectivamente,
pero antes de demostrarlos empezaremos con una pequenia definicion.

Definicién 1.0.7. Sea (Y, d) un espacio métricoy A CY. Si A es un subconjunto
no vacio y acotado, el didmetro de A, denotado por diam(A) es el siguiente nimero

diam(A) = sup{d(a1,az) : a1,as € A}.
Si A no es acotado ¢ es el conjunto vacio, entonces
diam(A) = oo y diam(0) = 0.

Lema 1.0.8. Para cualesquiera puntos x1, ..., x, en X y conjuntos abiertos Vy,...,Vy,
en R, definimos

WXy ooy Ty Vi, o, Vi) ={f € C(X) : f(x;) €V} parai=1,...,n}.
Entonces la familia
Br={U(z1, s Tn; V1, ooy Vi) s X1y ey € X3 VA, .0, Vi, SO abiertos en R, n € N}
forma una base para una topologia Ts, en C(X) y ademds Ty, coincide con Tp.

Demostracion. Sean W(x1, ..., Tn; Vi, oo, Vi), Wy, ooy Y Wiy ooy Wiy,) dos elemen-
tos de B, tales que

U(:cl, ey Ty Vl, ceey Vn) N U(yl, ey Ymys Wl, ceey Wm) # @,

donde n,m € N, x1,...,xpn, Y1, -, Yn € X ¥y V1, ..., Vo, W1, ..., Wy, son subconjuntos
abiertos de los nimeros reales. Sea f € U(x1, ..., Tn; V1, oo, Vo )OU (Y1, ooy Y Wiy ooy
Win). Se tiene que el siguiente conjunto W(z1, ..., Tn, Y1y ooy Y V1y ooy Viy Wi,y ey
W) es un elemento de B; tal que

f S u(xh"wx'naylv""aym;vla"'7Vn7W17~"7Wm) g
u($17"'7xn7y1a""7ym;‘/17"'aV’I’L7W17"'7Wm)~

Esto muestra que B; es base para una topologia T, .

Tomemos U(z1, ..., Tn; V4, ..., V) un abierto basico no vacio de T3, , donde n € N,
T1, .0,y € X y V1,...,V, son subconjuntos abiertos de los ntimeros reales. Sea
fe Wz, ....zn; V1,...,V,,). Entonces f(z;) € V; parai = 1,...,n. Como V; es un
subconjunto abierto de los nimeros reales, existe ¢; > 0 tal que B.,(f(z;)) C V;
para i =1,..,n. Sea A = {z1,...,2,} y € = min{e; : parai = 1,...,n}. Se tiene
que W(f, A,¢) es un abierto bésico de T}, tal que

FeW(f,Aje) CU(x1y ooy Tn; Viy ooy Vi).



“tesisfinall” — 2012/3/8 — 21:34 — page 9 — #13

Esto muestra que T3, C T),.

Tomemos W(f,{x1,...,2n},€}) un abierto basico de T, donde n € N, f € C(X),
Z1,...,Tp son elementos de X y € > 0. Para cada ¢ € {1,...,n} existe un abierto
Vz, de x; tal que f(clx(Vy,)) estd contenida en un abierto U,, cuyo didmetro es

menor que €. Entonces U(z1, ..., Zn; Uy, ..., Uz, ) €s un elemento bésico de Tg, tal
que

f E u(‘rl7 "'7:1777.; UIl?"‘7U$T,,) g W(f7 {1"13 "'5mn}7€}>'

Esto muestra que T, € Tg,. Por lo tanto T, = T, .
O

Lema 1.0.9. Para Ky, ..., K,, € X(X) y conjuntos abiertos V1,...,V,, en R, defi-
nimos

WKy, oo, Ky Vi, o, Vi) ={f € C(X) : f(K;) CViparai=1,...,n}.
Entonces la familia

Bo={U(K1, .0, Kn; V1,0, Vi) : K1, o, Ky, € K(X); VA, ..., Vi sOn abiertos en R,
n € N}

forma una base para una topologia Tg, en C(X) y ademds Tz, coincide con Ty.

Demostracion. Tomemos (K7, ..., Kn; Vi, ooy Vi), W1,y ooy Jin; W, oo, W) dos ele-
mentos cualesquiera de Bg tales que

UKy, ooy Ky Vi, ooy Vi) OU( T oy T Wi, oo, Wi) 2 0,

donde n,m € N, K3, ..., Ky, Ji, ..., J;, son subconjuntos compactos de X y V1, ...,
Vi, W1, ..., W, son subconjuntos abiertos de los ntimeros reales.

Sea f € WKy, ..., Kn; Vi, ooy Vi) N U1,y weey Jin; Wiy oo, Wi, ). Se tiene que el si-
guiente conjunto W(K71, ..., Kp, J1, s S Viy ooy Vi, Wi, .., Wi,) s un elemento de
By tal que

f S U(Kl, ceey Kn, Jl, ey Jm, V17 ey Vn, W1, ey Wm) -
UK 1, ooy Ko Vi s Vo) VU1 ey Tos Wiy ooy W)

Esto muestra que By es una base para una topologia T5, en C(X).

Antes de seguir con la demostracién haremos una pequena observacién. Si tene-
mos un espacio métrico (Y,d), A CY compacto y V un subconjunto abierto de Y’
con A C V| entonces existe € > 0 tal que B(A,¢) C V. En efecto, el m{nimo valor
de la funcién d(a, X \ V) con a € A es el € requerido.

Tomemos U(K7, ..., Kp; Vi,...,V,,) un elemento bésico no vacio de Tg,, donde
Ky, ..., K, son subconjuntos compactos de X, Vi, ..., V,, son subconjuntos abiertos
de los nimeros reales y n € N. Sea f € U(Ky,..., Kn; Vi, ..., V). Como f es con-

tinua se tiene que f(K;) es compacto para i = 1,...,n. Por la observacion, existe
n

g; > 0 tal que B(f(K;),e;) C V; para ¢ = 1,...,n. Consideremos K = UKi y
i=1

e =min{e; : parai = 1,...,n}. Se tiene que

feEW(f, K, e) CU(Kq, ..., Kn; V1, ..., Va).
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Pues tomemos g € W(f,K,¢), i € {1,...,n} y ¢ € K;. Como g € W(f, K,¢),
entonces

lg = fllx <e (1.4)

De (1.4) tenemos que

d(g(z), f(K:)) = mf{|g(z) = f(y)| -y € Ki} < |g(x) = f(z)] <e <&,

por lo cual g(z) € B(f(K;),e;) C V;. Esto muestra que W(f, K,e) C U(K7, ..., K,;
Vi, ..., Vo) v por lo tanto Tg, C Tp.

Tomemos W(f, K, ) un abierto bésico de Ty, donde K es un subconjunto compacto
de X y ¢ > 0. Para cada punto x de X existe un abierto V,, de z tal que f(clx (V%))
esta contenido en un abierto U, de los ntimeros reales cuyo didmetro es menor que
€. Como K es compacto, existe n € Ny z,..x, € X talesque K C V,, U---UV,, .
Los siguientes conjuntos K,, = clx(Vy,) N K son subconjuntos compactos de X
para i =1,...,n tales que

feWkKy,. ... Kn;Upyy oo, Ug, ) STW(f, K €).
Esto muestra que T, C Tg, y por lo tanto T, = Tg,. ]

Los siguientes teoremas dan a conocer un poco mas de informacién sobre las
diferentes topologias en C(X). Pero antes de enunciarlos necesitamos de la ayuda
de un lema.

Lema 1.0.10. Sea X es un espacio de Tychonoff. Si C es un subconjunto cerrado
y K es un subconjunto compacto en X, son tales que CN K = (), entonces existe
una funcidn continua f: X — [0,1] tal que f(C) = {1} y f(K) = {0}.

Demostracion. Para cada x € K existe una funcién continua f, : X — [0, 1] tal
que f.(C) = {1}y fo(z) = {0}. Sea V,, = £ ([0,1/2)). Se tiene que V, N C = ().
Como K es compacto, existen 1, ...,z, € K tales que K C [J;_; V,,. Definimos

g:X —[0,1] como

9(x) = min{fs, (z), .., fa, (x)}
La funcién g es continua, g(C) = {1} y para todo z € K g(z) < % Sea h : [0,1] —
[0,1] continua tal que ([0, 3]) = {0} y (1) = 1. Si f = ho g, entonces se tiene
que f es continua f(C) = {1} y f(K) = {0}. O

Teorema 1.0.11. Sea X un espacio Tychonoff. Se tiene lo siguiente:

a) Cp(X) es un subespacio denso del espacio producto RX vy, ademds, C,(X) es
P P
un espacio Tychonoff.

(b) Cr(X) es un espacio Tychonoff.
(c) C:(X) es un espacio métrico completo.

Demostracion.
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Recordemos que R¥={f : X — R : f es funcién} y que para cada z € X
podemos definir la funcién 7, : R* — R cuya regla es 7,(f) = f(x), para
cada f € RX. Entonces se tiene que RX est4d dotado de la topologia debil
97T inducida por P={r, : x € X} (7 es la menor topologia que transforma
a cada 7, en una funcién continua). Hay que justificar que T), coincide con
la topologia »T restringida a €(X). Se tiene que

8={r,1[B] : z € X y B es un abierto de los reales con su topologia usual}
es una subbase para (RX, 7). De donde
Sex)={€(X)Nn, '[B]: z € X y B es un abierto de R}
es una subbase de (C(X),»T [e(x)) por lo que
Bex)y={NA: AC8ex)y 0<[A] <Ro}

es una base de (C(X), »T [¢(x)) Si tomamos un elemento A € Be(x) es de
la forma

en donde n € N, x1,...,z, € X y V; es un subconjunto abierto de ntimeros
reales para cada i = 1,...,n. Por el lema 1.0.8 se deduce que T, = 97 [e(x)
y se concluye que C(X) es un subespacio del espacio producto R¥.
Consideremos un abierto basico no vacio 7 '[Vi]N-- N7 [V,] de R¥, con
1,y Tn € X v Vq,...,V, abiertos no vacios de R.

Sea g € m [Vi] N Na [V,], entonces se tiene que g(z;) € V; para
t =1,...,n. Como X es un espacio Tychonoff existe una funcién continua
fi tal que fi({x1, ..., w1, i1, s 2n}) € {0} y fi(wi) = g(=;) para gada

¢t = 1,...,n. Consideremos la funcién continua con valores reales f = Z fi.
i=1
Sucede que f(x;) = g(z;) € V; y por lo cual

fen Vi]n- - na HV,] NeX).

Por lo tanto C,(X) es un subespacio denso del espacio producto RX. Como
R es un espacio Tychonoff se tiene que RX es un espacio Tychonoff de donde
Cp(X) es un espacio Tychonoff pues la propiedad de ser un espacio Tychonoff
es hereditaria.

Sea F un subconjunto cerrado de Ci(X), f € Cr(X) tal que f ¢ F. Por lo
tanto existe n € N, subconjuntos compactos Ki,...,K, de X,y Vy,...,V,
abiertos de R tales que f € U(K7, ..., Kp; V1, ..., Vi) C Cr(X) \ F. Para cada
i €{l,...,n}, f(X;) es un subconjunto compacto de los ntimeros reales tal
que f(K;) N (R\V;) = 0. Por el lema 1.0.10, tenemos que para cada i €
{1, ...,n} existe una funcién continua ¢; : R — [0, 1] tal que ¢;(f(K;)) = {0}
y pi(R\ V;) = {1}.

Para cada i € {1,...,n} se define
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¥ Cr(X) — [0,1]

como ¢;(g) = méx{p;(y) : y € g(Ki)}.
Se tiene que
(1) ¥i(f) = méx{epi(y) : y € f(K;)}=0 para todo i € {1,...,n}.
(2) Para todo g € Cr(X) \ {h: h(K;) C V;} y todo i € {1,...,n} se tiene

3)

que ¥;(g) = 1.

1; es continua para todo i € {1,...,n}. En efecto sea i € {1,...,n}
¥y go € Cr(X). Como go(K;) es compacto existe yg € go(K;) tal que
Yi(90) = ¢i(yo)-

Sea ¢ > 0. Por la continuidad de ¢; en yg, existe una vecindad abierta
V que contiene a yq tal que |p;(y) — wi(yo)| < € para toda y € V. Sea
zo € K; tal que go(zo) = yo. Consideremos el siguiente abierto de los
reales:

W={y € R pily) < i(bo) + ¢}
=¢; ([0, 0i(yo) +€) N[0, 1]).
Para todo z € K, go(x) € go(K;) y por lo tanto ¢;(go(x)) < ¢i(yo) <
©i(yo) + €. Es decir go(K;) C W.
De esta forma U(zq, K;; V, W) es un abierto en Cr(X) que contiene a
go-
Para todo g € U(zo, K3V, W), g(xg) € V. Por lo tanto
Yi(g)=max{p;i(y) : y € g(Ki)}> @i(yo) — e

Ademas, se tiene las siguiente relaciones

Yi(g)=max{pi(y) 1y € g(Ki)}< vi(yo) + 5 < @i(yo) + ¢,

y entonces para todo g € U(zg, K;; V, W), se tiene que
[i(g) — ¥i(go)| < e. Por lo tanto ; es continua en go. De esta forma
la funcién

P Cr(X) — [0,1]

definida como ¥ = max{t1, ...,¥,} es continua.

De (1) se deduce que 9(f) = 0. Por otra parte, para todo g ¢ F existe
i€{l,..,n} tal que g ¢ {h: h(K;) C V,}; por (2), ¥(9) =1 de donde
¥(F) = {1} y por lo tanto C,(X) es un espacio Tychonoff.

(¢) En efecto, consideremos la funcién d : €*(X) x C*(X) — R como d(f,g) =
IIf — gllx. Hay que justificar los siguiente:

(

a

(b

(
(

C

a

)
)
)
)

Para todo f,g € €*(X), entonces d(f,g) =0siysdlosi f =g.

Para todo f,g € C*(X) se tiene que d(f,g) = d(g, f).

Para todo f,g,h € C*(X) tenemos que d(f,g) < d(f,h) + d(h,g).
Sean f,g € C*(X), entonces d(f,g) =0siysélosi||f —g|lx =0siy

sélo si sup{|f(z) — g(x)| : * € X}=0si y sblo si | f(x) — g(x)| = 0 para
todoxz € X siysdlosi f=g.



“tesisfinall” — 2012/3/8 — 21:34 — page 13 — #17

13

(b) Sean f,g € C*(X). Se tiene que d(f,g) =sup{|f(z) — g(x)] : = €
X}=sup{lg(z) - f(2)| : x € X}=d(g, f), por lo tanto d(f, g) = d(g, f)-
(¢) Sean f,g,h € C*(X) y x € X, entonces
|f (@) —g(@)| < |f(@)=h(z)|+[h(x)—g(z)| <[|f—hlx+[h-gllx, porlo
tanto || f—gl|x < |[f—hllx+[[h—gllx; es decir d(f, g) < d(f, h)+d(h, g).

Por la definicién de la métrica en C*(X) se tiene que la topologia generada
por la métrica T, coincide con la topologia de la norma 7,. Ocupando el
Colorario A.3.3 de la parte de andlisis matemético en la seccién de espacios
completos de funciones podemos concluir que (€*(X), Ty) es completo.

Por lo tanto €} (X) es un espacio métrico completo. O
Teorema 1.0.12. Cualquier espacio X estd encajado en Cp(Cp(X)).

Demostracion. Para cualquier punto € X, sea ¢(z) la funcién en C,(X) definida
por ¢(z)(f) = f(x) para cada f € C,(X). Ahora hay que justificar que p(x) :
Cp(X) — R es una funcién continua, para cada z € X. Sean x € X, f € Cp(X) y
e > 0. Se tiene que W(f,{z},¢) es una abierto de C,(X) que tiene a f tal que

p(@)W(f,{z},e)) € B(f(),¢).

Esto muestra que ¢(z) : C,(X) — R es continua y por lo tanto ¢ esta bien definida,
ademads se tiene que @ es un encaje. En efecto sean z,y € X con x # y. Como X
es un espacio Tychonoff y = ¢ {y} existe f : X — R continua tal que f(x) =0y
f(y) = 1. Por lo tanto f € €(X) y ¢(z)(f) = f(z) =0# 1 = f(y) = ¢(y)(f), de
donde () # ¢(y), es decir ¢ es inyectiva.

Sean x € X, una vecindad abierta bédsica W(p(z),{f1,..., fn},€) de (z) con
1,.,,n € Nye>0. Como cada f; : X — R es una funcién continua, se tiene que
existe una vecindad abierta U; de z tal que f;(U;) C B(f;(x),e) para cada i =
1,..,n. Sea U=, U;, tenemos que f;(U) C B(f;(z),e) para cada i = 1, ...,n.
Hay que justificar que o(U) C W(p(z),{f1,..., fn},€). Sean y € U, i € {1,...,n},
entonces () (f:) — o(x) (f)] = |fi(5) - fi(x)] < & pues f:(U) € B(fu(z), ). Por
lo tanto [|o(y) — ¢(@)ll¢, .3 < € para toda i € {1,...,n}, de donde ¢ es una
funcién continua.

Sea G C X un conjunto abierto no vacio de X y sea p(x) € ¢(G), con z € G. Como
X es un espacio Tychonoff, existe f € C(X) tal que f(x) =1y f(X \G) C {0}.
Consideremos en conjunto W(g(z), {f}, 3) N (X).

Aseguramos que W(i(z), {f}, 1) 1 9(X) C ¢(G). Sea w(y) € W(p(x), {f}, 1) N
©(X), para algiin y € X. Si y € X \ G entonces

L=[1]=f(y) = f@)| = le@)(f) = e@) (N = le(y) — (@)l 5y < %

pues ¢(y) € W(p(z),{f},3), con lo cual tendriamos una contradiccién. Por lo
tanto y € G de donde

W(e(2), {f},3) Ne(X) C @(G),

es decir ¢ es abierta sobre su imagen.
Por lo tanto ¢ es un encaje. O
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Para diversos subconjuntos de C(X), el siguiente concepto es de uso frecuente.

Definicién 1.0.13. Para un subconjunto F de C(X) y un punto x de X, decimos
que F' es equicontinuo en x, si para toda € > 0 existe una vecindad U de x tal que
|f(z)— f(y)| < e para caday € U y para toda f € F. Si F es equicontinuo en cada
punto de X, decimos que F' es equicontinuo.

Lema 1.0.14. Sea F un subconjunto de C(X). Si F es equicontinuo, entonces
clp(F) es también equicontinuo, donde clp(F) denota la cerradura de F en Cp(X).

Demostracion. Sea x un elemento de X y € > 0. Por hipdtesis existe una vecindad
U de z en X tal que |f(x) — f(y)| < g para caday € Uy cada f € F.

La vencidad de x que estamos buscando es U. En efecto, sea y € Uy g €
clp(F). Como g € cl,(F) se tiene que W (g,{m,y},%) NF # (. Tomemos h €

9 9 9
W (g, {w,y} 5 ) NF, por 1o que |g(x) — h(@)] < £ ¥ lg(y) = h(y)| < <.
Ahora

l9(x) —9(y)| < lg(z) — h(@)| + [h(z) — h(y)| + |h(y) — 9(y)| <e.

Por lo tanto, para caday € Uy g € cl,(F) tenemos que |g(z) — g(y)| < €, es decir
cl,(F) es equicontinuo. O

Observacién 1.0.15. Sea F C C*(X). Con cl(F) y cl,(F) denotamos la cerradu-
ra de F en Cr(X) y C:(X), respectivamente. Como se tienen las siguientes con-
tenciones cl, (F) C clg(F) y cli(F) C cl,(F), y subconjuntos de conjuntos equicon-
tinuos son a su vez conjuntos equicontinuos, por el lema 1.0.14, podemos observar
que, si F es equicontinuo, entonces cli(F) y cl,(F) son también equicontinuos.

Teorema 1.0.16. Si F es un subconjunto equicontinuo de C(X), entonces la
topologia relativa Ty, [r de T, en F coincide con la topologia relativa T, |¢ de
Jp en F.

Demostracion. Como T, C Ty, es suficiente mostrar que Ty [¢C T, [r. Para esto,
mostraremos que, si {fy : A € A} es una red que converge a f en (F,T, [r),
entonces {f) : A € A} también converge a f en (F, Ty [r) (Observe el apéndice B
en la seccién Algo de redes).

Sea W(f, K,e) una vecindad bésica de f en (F,Tj [r), con K C X compacto
y € > 0. Por hipotesis para cada punto x € K existe un abierto U, de = con la
propiedad de que |g(z) — g(y)| < %, para caday € U, y g € F.
Como K es compacto, existe una subcoleccién finita {U,,|i = 1,...,n} de {U,|z €
X} que cubre a K. Por hipdtesis, tenemos que { fy|A € A} converge a f en (F, T, [r
), por lo cual existe A; € A tal que f\ € W(f, {xi},%) para toda A > A,

i =1,...,n. Tomamos p € A con la propiedad de que u > \; para i = 1,...,n.
Sean A > py x € K CJ;_, U,,. Existe j € {1,...,n} tal que z € U,,, de donde

(@) = F@)] < Ifa@) = fal@)] + I falay) = Fla))] + 1)) = f@)] < 5
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Por lo tanto, sup{|fx(z) — f(z)|z € K}< % < g, de donde para cada A > p se tiene
que fx € W(f, K,¢). Esto muestra que {f) : A € A} converge a fen (F, Ty [r). O

Definicién 1.0.17. Para un subconjunto F de C(X), decimos que F separa pun-
tos de X si, para cualesquiera puntos x,y € X con x # y, existe f € F tal que

f(@) # f(y).

Una caracterizacién de que un subconjunto F de C(X) separa puntos de X
estd enunciada en el siguiente Teorema.

Proposicién 1.0.18. Sea F un subconjunto de C(X) y ¢ la funcion de X en C(F)
cuya regla es o(x)(f) = f(x) para cada x € X y para cada f € F. Entonces F
separa puntos de X si y solo si la funcion ¢ es inyectiva.

Demostracion.

= ] Supongamos que F separa puntos de X. Sean z,y € X con x # y como
F separa punto de X entonces existe f € F tal que f(z) # f(y), de donde
Y(x)(f) = f(x) # f(y) = ¥(y)(f). Esto dltimo muestra que ¢ es inyectiva.

< | Supongamos que 1 en inyectiva. Sean z,y € X con x # y. De la inyectividad
de ¥ tenemos que ¥(x) # ¥(y), de donde existe f € F tal que ¢(z)(f) #
Y(y)(f), es decir f(z) # f(y). Por lo tanto F separa puntos de X.

O
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CAPITULO

Algunas propiedades de C}(X)

2.1. Los Teoremas de Jameson

Teorema 2.1.1. (Jameson [1974]) Si C;(X) es separable entonces X es un es-
pacio seqgundo numerable.

Demostracion. Sea {f, : n € N} un subconjunto denso numerable de €} (X).

2
Para cada n € N, definimos el siguiente conjunto U, = x € X : |fn(2)] < 3}.
Mostraremos que la coleccién {U,, : n € N} forma una base para X.
Sea z un punto arbitrario de X y U una vecindad abierta de x. Como X es un
espacio Tychonoff existe f : X — [0, 1] continua tal que f(z) =0y f(X\U) C {1}.
Como {f, : n € N} es denso en C} (X), existe ng € N tal que ||f — fo,llx < 3 de

1 2
donde |fn, ()] =10 — fu, (@) = | f(x) — fu,(z)] < 3 <gzypor lo cual x € Uy,.
Sélo nos falta justificar que U,,, C U. Sea y € U,,.

1 1
Por otra parte como || f — fo,llx < 3 tenemos que |f(y) — fno(y)] < 3y puesto

2
que y € Uy, entonces |fn, (y)| < 3 de donde

1 2
Fo) =W <1f@) = fa @+ [ fn W) < 5+ 5 =1.
Por la definicién de f tenemos que y ¢ X \ U y entonces y € U. Por lo tanto X es
un espacio segundo numerable. O

17
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Proposicién 2.1.2. (Jameson [1974]) Sea E un subespacio lineal de C(X) tal
que para cualesquiera subconjuntos disjuntos cerrados A, B de X existe un ele-
mento f de E tal que f: X — [0,1] y toma el valor 0 en A y 1 en B. Entonces E
es denso en C(X).

Demostracion. Aplicando la hipétesis al par de conjuntos ) y X, se observa que E
contiene la funcién constante 1. Sean € > 0 y g elemento arbitrario de €} (X). Hay
que justificar que existe un elemento f de E con la propiedad de que ||g — f|| x <e.
Sea a = inf g(X). Por la propiedad arquimediana de los reales existe un entero
positivo n tal que g(x) < o + ne para todo z € X. Para 1 < r < n, definimos

A, = {zeX g <
B, = {zeX:g(z)>

Entonces A,., B, son cerrados disjuntos de X. En efecto, notemos que

A, = {ze€X:g(@)<a+(r—1e} =g (~o0,a+ (r—1)]],

B, = {z€X:g(x)>a+re} =g a+reo00).

De donde se puede concluir que A, y B, son cerrados disjuntos de X . Por hipétesis,
existe un elemento f. de F tal que

fr: X —[0,1] y toma el valor 0, 1 en A,., B, respectivamente.

Definimos la siguiente funcién

f=a-1+e(fi+...+ fn)

Como FE es un subespacio lineal de €% (X)) entonces f en un elemento de E. Sea x
un punto arbitrario de X. Existe p € {1,...,n} tal que

a+(p—1)e<g(x) < a+pe

Ahora sir < p—1, entonces a+re < a+ (p—1)e, de donde z estd en B,., entonces
fr(x) =1.8ip+1 < r, se tiene que a + pe < a+ (r — 1)e, de donde z estd en A,
y, ademds f,(x) = 0. Dado que 0 < fp(2) < 1 entonces

0 < efplw),
at+(p—1e < a+((p-1le+efy(x),
at(p—1e < a+e(lp—1)+ fp(@)),
at+(p—1e < a+e(l+..+1+f(x)+0+...4+0),
(p—1)veces (n—p)veces
at+(p-1e < a-1+e(fi(@)+ .+ fo—1() + fp(@) + fpr1(2) + .. + ful@)),
at+(p-1e < f(2)
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Por otro lado, como f,(z) < 1, tenemos

—14 fp(z) < 0,
p—1+fp(z) < bp,
e(lp—1)+ fp(z)) < e-p,
at+e((p—1)+ fp(z)) < a+e-p,
at+e(l+..+1+fp(2)+0+...+0) < a+e-p,
(p—1)veces (n—p)veces

a-1(@) +e(fi(x) + . + fp-1(2) + fpo(@) + fpr1(z) + .. + fu(2)) < ate-p,
flz) < a+p-e

De las desigualdades anteriores podemos concluir lo siguiente
at(p-le<f(@)<a+p-c
De donde

a+(p—1e<glx) <a+tpey
—(a+p-e) < —f(z) < —(a+ (p—1)e).

Sumando las dos desigualdades tenemos que —e < g(x) — f(z) < €, y entonces
lg(x) — f(z)| < e. Tomando el supremo sobre todas las z en X, se tiene que
|lf —gllx <e. Porlo tanto E es un subespacio denso de X. O

Daremos un criterio muy 1til para saber cuando €} (X) es un espacio separable.

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio compacto. Entonces CF(X) es separable si y
solo si X es un espacio seqgundo numerable.

Demostracion.
= | Lo tenemos ya justificado debido al Teorema 2.1.1.

< ] Recordemos que como X es un espacio de Tychonoff compacto entonces X
es un espacio normal, es decir, para cualesquiera subconjuntos cerrados Ay B
de X tales que ANB = 0, existe f : X — [0, 1] continua tal que f(A4) C {0}y
f(B) C {1}. Sea B una base numerable de X la cual es cerrada bajo uniones
finitas. Esto dltimo lo podemos hacer pues como X es un espacio segundo
numerable existe By una base numerable para X y consideremos el siguiente
conjunto B ={U; U---UU, :n € NyU, € Byparacadai=1,,,,n}. No
es muy dificil justificar que B es la base numerable de X la cual es cerrada
bajo uniones finitas. Para cada pareja (U, V') cuyas entradas son elementos
de B con clx(U) C V, sea fy,y) una funcién continua de X en [0, 1] tal que
toma el valor 0 en U y 1 en X \ V. Ponemos E el subespacio lineal de €} (X)
generado por {1} U {fw,v): U,V € B,clx(U) C V}. Entonces se tiene que
FE satisface la suposicién de la Proposicion 2.1.2.

Antes de justificar que satisface las hipdtesis de la Proposicién 2.1.2, haremos
una pequena observacion. Sucede que para cualquier elemento U de B y para
todo abierto M de X tal que cl(U) C M entonces existe U’ un elemento de
B tal que cl(U) C U’ C M. Tomemos U un elemento de B y M un abierto
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tal que cl(U) € M. Como el espacio X es compacto se tiene que cl(U) es
un subconjunto compacto, de donde para cada b € cl(U), existe un abierto
bésico U, de B tal que

beU, C M.
De la compacidad de cl(U) existe by, ..., b, elementos de cl(U) tal que
CZ(U) CU,U---Ul,, CM.

Como B es cerrada bajo uniones finitas se tiene que U’ = Up, U---U Uy, es
el elemento de B que estamos buscando.

Tomemos A y B subconjuntos cerrados ajenos de X. Como X es un espacio
normal, para cada a € A existe U, € B tal que a € U, C clx(U,) C X \ B.
Para cada a € A elegimos f, : X — [0, 1] continua tal que f,(clx(U,)) C {0}
y fa(B) C {1}. Como A es cerrado y X es un espacio compacto, entonces A
es un subconjunto compacto de X, de donde existe aq, ..., a, tales que

AC U, U UU,, Cex(Ua,)U-Ucx(Ua,) = cl(Ua, U-+-UU,, ) € X\ B.

n

Como B es cerrada bajo uniones finitas, entonces U = Uy, U---UU,, es un
elemento de B tal que

ACUCdU)CX\B.
De la observacidn, elegimos V un elemento de B tal que
ACUCdU)CV CX\B.
Se tiene que la siguiente funcién

for + vt fuy
fov)y=——"7—""",
n

es un elemento de F tal que toma el valor 0 en A y el valor 1 en B. Por la
Proposicién 2.1.2 E es denso en €} (X). Ahora si consideramos el generado
del siguiente conjunto E' = {rif1 + ... + rofun : "1,y € Q, f1,.., fn €
E,n € N}, se tiene que es un subconjunto numerable de tal que E C FE’.
Como E es denso en Cf(X) tenemos que E’ denso en C*(X) Por lo tanto
C*(X) es separable.

O

2.2. El Teorema de Stone-Welierstrass

A continuacion enunciaremos uno de los méas importantes Teoremas de este
capitulo.
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Teorema 2.2.1. (Teorema de Stone-Weierstrass) Sea X un espacio compacto y
P un subconjunto de C(X) que cumple lo siguiente:

(a) o+ wp € P, para toda @, € P y para todo \, u € R.
(b) oy € P, para toda p, € P.
(c) 1€ P.
Si P separa puntos de X. Entonces P es denso en Cf(X) = C,(X).

Las tres condiciones equivalen a decir que P es una R-subdlgebra con unidad
de la R-dlgebra de funciones continuas C(X).

Para demostrar el Teorema de Stone-Weierstrass usaremos los siguientes cuatro
lemas.

Lema 2.2.2. Consideremos las mismas hipdtesis del Teorema 2.2.1. Dados x1,x9 €
X conxzy # x2 yc1,c0 € R, entonces existe un elemento ¢ en P tal que p(x1) = ¢;
y p(x2) = co.

Demostracion. Como P separa puntos de X existe ¢ € P tal que p(x1) # p(x2).
Entonces se cumple que

p(z1) 1
det 0
‘ ( p(z2) 1 #
Por tanto, existen A, u € R tales que

Ap(z1) +p=c1
Ap(z2) + p = co.

De las propiedades (a) y (c) se sigue que la funcién ¢ = Ap 4+ p -1 € P. De las
anteriores igualdades podemos concluir que ¥ (x1) = ¢1 v ¥(x2) = co. O

Lema 2.2.3. Consideremos las mismas hipdtesis del Teorema 2.2.1. La cerradura
cl(P) de P en C,(X) también tiene las propiedades (a), (b) y (c).

Demostracion.

(a) Sean ¢, € cl(P), por lo tanto existen (@), (1x) sucesiones de P tales que
(¢r), (¢1) convergen a ¢, 9 respectivemente en CF (X). Definamos para cada
k € Nla funcién (¢ +9)k, cuya regla es (p+1) = @i + 1. Por la propiedad
(a) de P tenemos que (¢ + 9); € P para toda k € N. y Mostraremos que la
sucesion ((¢ + 1)x) converge a ¢ + 1 en Ck(X). Sea € > 0 entonces existen
ko, k1 € N tales que

£
lox — ¢llx < §7Vk = ko

S .
I3 = ¥l < 5,% > k.
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Definimos k = méx{ko, k1} y tomamos n > k, entonces

e+ ) —(@+ ) x lon +vn —@ — ¥l x

< len —ellx +llvn — ¢l
< £.¢

2 2
= ¢&.

Entonces la sucesion ((¢+1)x) converge a ¢+ en € (X) y de donde cl(P)
cumple (a).

(b) Sean ¢, ¥ € cl(P) funciones no cero (Si alguna de ellas es cero, la afirmacién
es inmediata). Entonces existen (pg), () sucesiones de P tales que (o),
(vx) convergen a ¢, ¥ respectivemente en C (X). Definimos para cada k € N
la funcién (¢ - ¥)g, cuya regla es (¢ - ¥)r = @k - Y. Por la propiedad (b)
de P se tiene que (¢ - ¢); € P para toda k € N y consideremos la sucesién
((¢-9)k). Mostraremos que la sucecién ((¢- 1)) converge a ¢ -9 en CX (X).
En efecto, sea ¢ > 0. Como toda sucesiéon convergente estd acotada, existe
C > 0 tal que ||¢x||y < C para toda k € N. Ademds existen ko, k1 € N tales

que
5
o= el < 557, VE > ko
I3 = ¥llx < g ¥ = b
Antes de continuar no es muy dificil justificar que ||f-g|lx = [|flxlgll x

para toda f,g € C*(X).
Definimos k = méax{ko, k1} y sea n > k. En consecuencia,

lp-v=(p-Yhnllx = llo-¥—en-vallx

||§0"‘/}_<P'wn+90'¢n_@n'wn“X
lo( = ¥n) + (0 — en)¥nll x

< @ = vn)llx + 1l = en)tnllx

< ollx M = dnllx + e = enllx ¥l x
€ e

< 5 + 5

= E£.

Entonces la sucesién ((¢ - 1)) converge a ¢ - ¢ en € (X) y de donde cl(P)
cumple (b).

(c) Esto se tiene obtiene fécilmente debido a que P C ¢l(P).

O

Lema 2.2.4. Consideremos las mismas hipdtesis del Teorema 2.2.1. St ¢ € cl(P),
entonces |¢| € cl(P).
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Demostracion. Como ¢ es continua y X es compacto, se tiene que ¢(X) es com-
pacto en R. Por tanto, ¢(X) estd contenido en algin intervalo [a, b]. Por el Colo-
rario A.5.3 existe una sucesién de polinomios p; que converge uniformemente a la
funcién valor absoluto | - | en el intervalo [a, b], es decir, dada € > 0 existe kg € N
tal que

lpi(t) — |t]] <e VEk=ko Vi€ ]la,b].
Esta desigualdad se cumple, en particular, para ¢ = ¢(x) con = € X. Por tanto,
Ik 0 ¢ = llllo = méx|pi(p()) - le(@)l] <e Yk > ko,

es decir, pp o p — |p| en C(X).
Finalmente, el Lema 2.2.3 implica que, para cualquier polinomio p(t) = ap+ayt+

-+ a,, t™, se cumple que
pop=ag+aip+---+ane™ e c(P).
Por tanto, |¢| € cl(P). O

Lema 2.2.5. Consideremos las mismas hipotesis del Teorema 2.2.1. Si v, €
cl(P), entonces méx{¢, v}, min{p, v} € cl(P).

Demostracion. Basta observar que

1

méx{p, v} = §(<P+¢+|<P_1/J|)
1

min{p, ¥} = Slp+v—lp -9

Como cl(P) satisface la propiedad (a) y debido al lema anterior tenemos que
méx{y, ¥}, min{ep, ¢} € cl(P). O

Ahora si, ya tenemos todo lo necesario para demostrar el Teorema de Stone-
Weierstrass.

Demostracion. (Teorema de Stone-Weierstrass) Sea f : X — R una funcién con-
tinua y sea € > 0. Por el lema 2.2.2 para cada par de puntos z,y € X, podemos

escoger ¢, € P tal que @m,y(x) =f(z)y Sozy(y) = f(y)-
Fijemos & € X. Como ¢, , — f es una funcién continua y ¢, ,(y) — f(y) = 0, existe
un subconjunto abierto U, en X tal que y € Uy y

Py (2) = f(2)| <&,Vz €Uy (2.1)

y, como X es compacto, existen yi, ys..., ym € X tales que
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Sea vy =MAX{ Pz y,, Poyss - Paym +- Bl lema 2.2.5 asegura que ¢, € cl(P). Puesto
que cada z € X pertenece a alguna U,,, la desigualdad (2.1) implica que

pa(2) = f(z) > —e VzeX. (2.2)

Por otra parte, dado que ¢, ,(z) = f(z) para todo y € X, se tiene que ¢, (x) =
f(x) y, como ¢, — f es una funcién continua, existe un subconjunto abierto V, de
X talquex eV, y

lox(2) — f(2)| <e VzeV,. (2.3)

De la compacidad de X se sigue que existen x1, xs, ..., , € X tales que

Sea ¢ = min{@y,, Pus, -, Pz, }- El lema 2.2.5 asegura que ¢ € cl(P). Puesto que
cada z € X pertenece a alguna V,,, usando la desigualdad (2.3) obtenemos que

p(z) = f(z) <e VzeX. (2.4)
Y, como la desigualdad (2.2) vale para toda z € X, se tiene ademds que

w(z) — f(z) > - VzeX. (2.5)
Las desigualdades (2.4) y (2.5) implican que ||¢ — f|| y < e. Por consiguiente, dado

que ¢ € cl(P), concluimos que f € cl(P).
O

2.3. El Teorema de Ascoli

Teorema 2.3.1. (Teorema de Ascoli) Sea X un espacio compacto y sea F un
subcongunto de C,(X) tal que cl(F(z)) es compacto para cada v € X, donde F(x)
denota el subconjunto {f(x) : f € F} de R. Entonces F es compacto si y sdlo si
F es equicontinuo y cerrado en CX(X).

Demostracion.

= ] Sea z un elemento de X. Supongamos que F es compacto en C}(X). En
consecuencia, dada € > 0, existe m € Ny g1, 92, ....,gm € F tales que

5(5)

En consecuencia, como cada g; es una funcién continua existe una vecindad
abierta U; de x en X tal que

-

FC

i=1

l9:(0) —as(@) < 5 Wy €U (2.6)
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m

Definimos U = ﬂUi el cual es diferente del vacio pues = es un elemento de
i=1

U. Dada f € F existe i €{1,2,...,m} tal que || f — g x < % Usando (2.6)

obtenemos que

lf(y) = f@)] < [fw) =gl +9:.(y) — g:(@)] + |gi(x) — f(2)]
< e st yel.

Esto prueba que F' es equicontinuo en X.

Recordemos que si tenemos un espacio topolégico Hausdorff Z y un subespa-
cio compacto K de Z, entonces K es cerrado en Z. Debido a este recordatorio
y a que CX(X) es un espacio topolégico Hausdorff tenemos que F es cerrado
en Cf(X).

< | Supongamos que F' es equicontinuo y cerrado en C* (X). Vamos a probar que
F es totalmente acotado y completo, y por el Teorema A.4.4, tendriamos que
F' es compacto. En efecto, sea ¢ > 0. Para cada z € X existe U, subconjunto
abierto de X tal que

1f(y) = f(2)] <

3

1 vy e U,, VfeF (2.7)

Como X es compacto, existe m € Ny z1, 29, ..., 2, € X tales que
X =Ju... (2.8)

Por hipétesis, cl(F[z]) son compactos para cada i €{1,2,...,m}. Entonces
cl(F[z]) son relativamente compactos para cada i € {1,2,...,m} (observe la
definicién A.4.5 y el Colorario A.4.6 y la Proposicion A.4.3 en el Apéndice
A), de donde F[z;] son subconjuntos relativamente compactos de R para
cada ¢ €{1,2,...,m}. Por lo tanto, existen z1, s, ..., zx € R tales que

G Flz] C O B (xz Z) . (2.9)

=1

Consideremos el conjunto (finito) S de todas las funciones o : {1,...,m} —
{1,...,k}. Para cada o € S consideremos el conjunto

F, = {f eF:f(z)eB (xa(i), Z) ,para toda i € {1,...,m}}.

Se sigue de (2.9) que, existe o € S tal que f € F,, para cada f € F. En
consecuencia,

Fc|JF.. (2.10)

oc€eS
Ahora, para cada o € S elegimos g, € F,, fija. Sean f,g € F, y sea z € X.
Se sigue de (2.8) que existe i € {1,...,m} tal que z € U,, y, en consecuencia,
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(2.7) implica que |h(z) — h(z;)| < % para toda h € F. Por tanto, dado que
f,g € F, entonces
1f(z) —g(2)| < [f(2) = fz)] + |f(2i) = 2o | +
|Zo(i) — 9(2i)] + |9(zi) — g(2)]
< E&.

Tomando el méximo sobre toda z € X concluimos que || f — g||y < ¢ para
todas f, g € F,. En consecuencia, para cualquier eleccién g, € F,, se cumple

que
F, C B(gs,¢). (2.11)
De (2.10) y (2.11) se sigue que
FC U B(go, ).
o€S

Por lo tanto, F es totalmente acotado. Como F' es cerrado en € (X) el cual es
completo, se tiene que F' es completo. Por lo tanto F' es totalmente acotado
y completo, por el Teorema A.4.4 tenemos que F' es compacto.

O
Otra forma de presentar el Teorema de Arzeld-Ascoli es:

Teorema 2.3.2. (Arzeld-Ascoli) Sea X un espacio topoldgico compacto. Un sub-
conjunto F de C,(X) es relativamente compacto si y solo si F' es equicontinuo y
los conjuntos

F(z) ={f(z): fe F}
son relativamente compactos en R para todo x € X.
Veamos que en efecto los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 son equivalentes.

Proposicion 2.3.3. Sea X un espacio topolégico compacto y F' un subconjunto
de Cp(X). Son equivalentes:

(1) F es relativamente compacto si y sdlo si F' es equicontinuo y los conjuntos

F(z)={f(z): f e F}
son relativamente compactos en R para todo x € X.

(2) F es compacto si y sdlo si F es equicontinuo y cerrado en C,(X) y los
conjuntos

F(z) ={f(z): fe F}
son relativamente compactos en R para todo x € X.

Demostracion.
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(1) =(2)

=)

Supongamos que F' es un subconjunto compacto de €, (X). Por la com-
pacidad de F' tenemos que es cerrado y totalmente acotado en €, (X).
Por el Colorario A.4.6 (pues C,(X) es un espacio métrico completo
), F es relativamente compacto, por hipdtesis F' es equicontinuo y los
conjuntos

F(z) ={f(z): f € F}
son relativamente compactos en R para todo z € X.

Supongamos que F es equicontinuo y cerrado en €, (X) y los conjuntos
Fz) ={f(z): f € F}

son relativamente compactos en R para todo z € X. Por hipdtesis F' es
relativamente compacto, de donde F es totalmente acotado. Como F'
es cerrado en €, (X) el cual es completo, se tiene que F es completo y
por el Teorema A.4.4, F' es compacto.

Supongamos que F' es relativamente compacto. Entonces ¢l(F) es un
subconjunto compacto de G, (X) y por hipétesis cl(F) es equicontinuo
y los conjuntos

d(F)(x) = {f(z) : f € cl(F)}

son relativamente compactos en R para todo z € X.

Como F C cl(F), podemos concluir que F' es un subconjunto equicon-
tinuo de G, (X). Para cada € X se tiene que cl(F)(z) es totalmente
acotado y como F(z) C cl(F)(x), entonces F(z) es un subconjunto
totalmente acotado de R, de donde F'(x) es relativamente compacto.

Supongamos que F' es equicontinuo y los conjuntos
F(x) ={f(z): f e F}

son relativamente compactos en R para todo =z € X.

De manera analoga a como se demostro el regreso del Teorema 2.3.1,
tenemos que F' es totalmente acotado. Por lo tanto F' es relativamente
compacto.

O
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CAPITULO

Algunas propiedades de C;(X)

3.1. Un criterio para saber cuando C;(X) es métri-
co

Para analizar las propiedades topoldgicas de Cx(X), utilizaremos los siguientes
conceptos de X, que de alguna manera nos dan informacién de como se relaciona
Cr(X) con el espacio X.

Definicién 3.1.1. Sea X es un espacio topolégico y A C X. B C X es vecindad de
A si para todo x en A se tiene que B es vecindad de x (esto dltimo quiere decir
que existe C un abierto de X tal que x € C C B).

Definicién 3.1.2. Una familia B(A) de vecindades en X es llamada base de
vecindades para el espacio X en el conjunto A C X si para todo S en B(A) se tie-
ne que A C S y para toda vecindad V de A existe B en B(A) tal que ACBCV.

Definicién 3.1.3. Un espacio X es un espacio de tipo punto-numerable si cada
punto de X estd contenido en algun subconjunto compacto de X el cual tiene una
base numerable de vecindades.

Definicién 3.1.4. Sea X un espacio y {Tn tnen una sucesion de X. Un elemento
x de X es un punto de acumulacion de {x,}nen si para cada vecindad U de x y
para cada n € N existe j > n tal que x; € U.

Definicién 3.1.5. Un espacio X es llamado un g-espacio si, para todo punto x de
X, existe una sucesion {U,, : n € N} de vecindades de {z} tal que cada sucesion
{zn : n € N} con x,, € U,, para toda n € N tiene un punto de acumulacion en X.

29
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Definiciéon 3.1.6. Un espacio X es hemi-compacto si existe una subcoleccion
numerable {K,, : n € N} de K(X) tal que para cualquier K € X(X) existe m € N
tal que K C K,,.

Definicién 3.1.7. Sean X, Y espacios topolégicos y sea h : X —'Y una funcion
continua. Decimos que h es un encaje topologico y que X estd encajado en'Y si
h: X — h[X] es un homeomorfismo (es decir, X es esencialmente un subespacio
deY).

Lema 3.1.8. Todo espacio primero numerable es un espacio de tipo punto-numera-
ble.

Demostracion. Sea X un espacio primero numerable y tomemos x en X. Entonces
existe una base de vencindades B(z) = {U,, : n € N} de z. Claramente la familia
B(z) = {U, : n € N} es base de vecindades para el espacio X del conjunto {z}, el
cual es compacto. O

Lema 3.1.9. Todo espacio de tipo punto-numerable es un g-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio de tipo punto-numerable. Sea xg un elemento de
X. Entonces existen un subconjunto compacto K de X y una base de vecindades
Bo(K) = {V, :n € N} en X para el conjunto K. Afirmacién: existe una base de
vecindades B(K) = {U,, : n € N} de X en el conjunto K tal que si n,m € N con
n < m entonces U,, C U,. En efecto, definamos U; =V; y U, =V;Nn---NV,
sin > 2y consideremos B(K) = {U,, : n € N}. Por construccién satisface que si
n,m € N son tales que n < m entonces U,, C U, solamente hay que justificar
que B(K) es base de vecindades de K. Tomemos A una vecindad de K, entonces
existe m € N tal que K C V,,, C A, de donde

Kcvin.---nv,,=0,, CV,, CA.

Esto muestra que B(K) = {U,, : n € N} es una base de vecindades para el conjunto
K. Sea {x,}nen una sucesién con z, € U, para cada n € N. Entonces {x, }nen
tiene un punto de acumulacién en X, ademas dicho punto de acumulacién es un
elemento de K. Argumentando por contradiccidn, supogamos que para un punto
k € K existe un abierto Wy con k € Wy, y existe n € N tal que si j > n entonces
xj ¢ Wi. Como K es compacto existe n € N y existen k1, ..., k, € K tales que

KCWg U---UWg .

Existe n; € N tal que para cada j > n, se tiene que x; ¢ Wy, paracadai=1,...,n.
Sea m = méx{n; : para ¢« = 1,...,n} entonces para cada j > m se tiene que
xzj ¢ Wy, para i =1,...,n, es decir z; ¢ Wy, U---UWj, sij > m. Como B(K)
es una base de vecindades para K existe s € N tal que

KQUSQW;@1U~~UW;€”.
Sea j = méx{s, m}, entonces

KnggUngleJ'--UWk .

n
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Pero como z; € U; entonces x; € Wy, U---UWj,_ lo cual no puede suceder pues
j = m. Esto muestra que la sucesién {z, }nen tiene un punto de acumulacién en
X. Por lo tanto X es un g-espacio. O

Lema 3.1.10. Sean X, Y espacios topoldgicos de Tychonoff, ¥ : X — Y una
funcion continua. Definimos la funcidn ¥* : Cr(Y) — Cix(X), cuya regla es
¥*(g) = go ¥ para cada g € Cr(Y'). Entonces ¥* es una funcidn continua.

Demostracion. Debido al lema 1.0.9, tomemos un abierto basico U(Ky, ..., Ky; Vq,
wory Vi) de Cx(X), donde Ky, ...,K,, son subconjuntos compactos de X, Vq,...,V,,
son subconjuntos abiertos de R y n € N. Sea g € w*_l[U(Kl, o Ky Vi, o, Vi)l
Entonces g o ¢ € U(Kq,...,K;;V1,..., V,,), de donde g((K;)) C V; para cada
1=1,...,n. Como la funcién ¢ : X — Y es continua y cada K; es un subconjunto
compacto de X, entonces ¥(K;) es un subconjunto compacto de Y para cada
i = 1,...,n. Por lo cual U(p(Ky),...,»(K;); Vy,...,V,) es un abierto bésico de
Cr(Y) tal que

9 € W (K1), ooy 0(K); Vi, oo Vi) 0% T HUK D o, Ky Vi, Vi)
Por lo tanto ©* es una funcién continua. O

Lema 3.1.11. Sea X un espacio hemi-compacto. Sea {K,, : n € N} una sucesion
que satisface la condicion de hemi-compacidad de X. Definamos S = @, oy Kn

(la suma topoldgica libre). Entonces los espacios topoldgicos Cr(S) y I ],,cn Cr(Kn)
son homeomorfos.

Demostracion. En efecto, definamos ¢ : Cx(S) — [],,cn Cr(Ky) tal que a cada f
en Cr(S) (f : Upen(Kn x {n}) — R es continua), le asociamos la funcién ¢(f) :
N = U,en Cr(Ky) tal que a cada i € N le corresponde la funcién ¢(f)(i) : Ki — R
cuya regla es ¢(f)(i)(k) = f(k, i) para cada k € K;.

Hay que ver que la funcién ¢(f)(i) : K; — R es continua para cada i € N. Sean
i €N, keK;ye>0. Como la funcién f : [J,cn(Kn x {n}) — R es continua,
existe un abierto | J, cn(An x {n}) de S tal que (k,i) € U,en(An x {n}) vy

f[UneN(An X {n})] g B(f(k7i)’5)’

donde A; son abiertos de K, para toda j € N. Entonces (k,7) € A; x {i}, de donde
A, es un abierto de K; tal que k € A; y

BN S B0, 2)

Por lo tanto ¢(f)(i) : K; — R es continua para cada ¢ € N. Tomamos f, g € Cx(S)
tales que f # g, entonces existe (k, i) € |J, cn(Kn x{n}) tal que f(k,i) # g(k,1), es
decir ¢(f)(i)(k) = f(k, i) # g(k,i) = ¢(g)(i)(k), de donde ¢(f)(i)(k) # ¢(9) (i) (k),
entonces ¢(f)(i) # ¢(g)(i) y por lo tanto ¢(f) # ¢(g), es decir ¢ es inyectiva.
Sea g : N = |J,cn Cr(Ky). Definimos 2 : S — R cuya regla es h(k,i) = g(i)(k).
Se tiene que h es una funcién continua. En efecto, sean (k,4) € U, cn(Kn % {n})
y € > 0. Como la funcién g(i) : K; — R es continua, entonces existe un abierto A;
de K; tal que k € A; y

g9())[As] € B(g(i)(k), €),
de donde, A; x {i} es un abierto de S tal que (k,i) € A; x {i} y
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h[A; x {i}] C B(h(k,1),¢).

Por lo tanto h : S — R es una funcién continua. Adema&s no es muy dificil justificar
que ¢(h) = g. Por lo tanto ¢ es una funcién sobreyectiva.

Sea i € N, se tiene que la funcién m; o ¢ : Cr(S) — Cx(K;) es continua. Sea
B = U(Ky,...,K,; Vy,...,V,) un abierto canénico de Cr(K;), donde Ky, ...,K,
son subconjuntos compactos de K; y Vi,...,V,, son subconjuntos abiertos de R.
Tomemos g € (m; o ¢)~*[B], entonces ¢(g)(i)[K;] C V; para cada j = 1,...,n.
Definamos C = U(Ky x {1}, ..., K, x {n}; V1,..., V,,) el cual es un abierto canénico
de Cx(S) tal que

g€ CC(mog) B

Entonces la funcién m; o ¢ : Cx(S) — Cx(K;) es continua para cada i € N, por lo
tanto ¢ : Cx(S) — ], cn Cr(Ky) es continua.

Sea B = U(K;y x {1}, ..., K, x {m};V1,...,V,,) un abierto candnico Cx(S) donde
Ky x {1}, ...,K,, x {m} son subconjuntos compactos de S y Vy,...,V,, son sub-
conjuntos abiertos de los ndmeros reales. Sea ¢(g) € ¢[B]. Se tiene que g € B
de donde g[K; x {j}] € V; para cada j = 1,...,m. Por definicién de la suma
topoldgica se tiene que existe un unico j; € N tal que K; x {i} C K;, x {j;} para
cada i = 1,...,m. Definamos B; = U(K;;V;) para cada j = 1,...,m. Entonces

Cx(K,,) tal que

m

-1 . -
ﬂwj [B;] es un abierto canénico de ], oy
J=1

En efecto, sea j € {1,...,m} entonces m;[¢(g)] € B; si y sélo si ¢(g)(j) € B,
si y sélo si ¢(g)(7)[K;] € V; lo cual se cumple pues g[K; x {j}] € V;. Por lo

tanto @(g) € ﬂﬂ’;l[Bj]. Sea h € ﬂﬂ';l[Bj], sucede que 7;(h) € B; para cada
j=1 j=1
Jj € {1,...,m}, si y s6lo si h(j)[K;] € V; para cada j € {1,...,m}. Dado que
¢ es una funcién biyectiva existe una tnica g € Cx(S) tal que ¢(g9) = h y por
ende ¢(g)(7)[K;] € V; para cada j € {1,...,m}. De la ultima contencién podemos
concluir que g € B y por lo tanto h € ¢[B].

Tenemos que ¢ es una funcién abierta. Entonces ¢! : [], o Cr(Ky) — Ci(S) es
una funcién continua. Por lo tanto los espacios topoldgicos Cr(S) y [],,cn Cr(Kn)
son homeomorfos.

O

A continuacién enunciaremos un Teorema cuya demostracién la pueden con-
sultar en [Eng89].

Teorema 3.1.12. Sea {X;}5°, una familia de espacios metrizables y sea d; una
mélrica en el espacio X; acotada por 1 (es decir d;(x,y) < 1 para todo x,y € X;)
la cual define la topologia de X; para i = 1,2,.... Consideremos X = [[.2, X; y
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para cada par x = {x;}, y = {y;} de puntos de X sea

) =3 i) (31)

Entonces d es una métrica en X. Ademds la topologia inducida en el conjunto
X =12, X; por la métrica d definida en (3.1) coincide con la topologia Tychonoff
en el producto de los espacios {X;}52,

Teorema 3.1.13. (McCoy y Ntantu [1986]). Para un espacio topoldgico X, son
equivalentes:

(1) ¢
(2)
(3)
(4)
(5)

X) es un espacio metrizable.

k(X)
&(X) es un espacio primero numerable.
k(X) es un espacio de tipo punto-numerable.
k(X) es un g-espacio.

X es un espacio hemi-compacto.

Demostracion.

Se tiene justificado, pues los espacios métricos son primero numerables.

Esto es debido al lema 3.1.8.

en) : n € N} de vecindades del 0 que satisfacen la condicién de g-espacio,
donde podemos suponer que K,, C K, 41 para cadan € Ny lim,, ,o. e, =0,
con K,, € X compactos para toda n € N. Afirmamos que para cada K €
K(X), K estd contenida en algin K,,, para alguna n € N. Supongamos que
existe K € K(X) tal que K no esta contenido en ningin K,,, para cada
n € N. Elegimos un punto z,, € K\ K,,. Como X es un espacio de Tychonoff,
sea gn : X — [0,n] una funcién continua tal que g,(x,) = ny g =0 en
K., para cada n € N. Por construccién se tiene que g, € W(0,K,,e,), para
cada n € N. Por otro lado la sucesién {g, : n € N} no tiene un punto de
acumulacion en Cj(X). En efecto, sea g € Cx(X). Como g es continua y K es
compacto, existe un nimero natural r tal que g(K) C [—r,r]. Por lo tanto,
para cualquier m > r + 1 se tiene que |gm (Tm) — g(zm)| > 1, lo cual es una
contradiccién. Esto muestra que X es un espacio hemi-compacto.

Sea {K,, : n € N} una sucesién que satisface la condicién de hemi-compacidad
de X y ponemos S = @, . K. Consideremos el mapeo natural ¢ : S — X
cuya regla es ¢ (k,i) = k para cada (k,i) € |J,cn(Kn x {n}) . El mapeo 9
es continuo, pues si A es un subconjunto de X abierto y si (k,i) € 9 71[A]
para alguna i € N, se tiene que (k,7) € K; x {i} de donde (ANK;) x {i} es
una abierto de S tal que
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(k,i) € (ANK;) x {i} C ¢~ LA

Por lo tanto el mapeo v es continuo. Consideremos el mapeo ¥* : Cx(X) —
Ck(S) como ¥*(g) = gow. Debido al lema 3.1.10 tenemos que ¥* es un mapeo
continuo. Ademds ©* es un mapeo inyectivo y abierto sobre su imagen. En
efecto, sean f,g € Cr(X) tales que f # g, entonces existe z € X tal que
f(z) # g(z). Por las propiedades de la sucesién {K,, : n € N}, existe m € N
tal que {2} C Ky, por o cual (g0 %)(z,m) = g((z,m)) = g(z) # f(z) =
f@(xz,m)) = (f o)(xz,m). Por lo tanto ¥*(g) # ¥*(f), es decir ¥* es
inyectivo.

Sea B = U(Ky,...,Kmn; Vi, ..., V;) un abierto canénico de €x(X), donde
K1, ...,K,, son subconjuntos compactos de X, Vi,...,V,, son subconjuntos
abiertos de R y m € N. Tomemos 9*(g) € ¢*[B], entonces g € B por lo
cual g[K;] € V; para i = 1,...,m. Debido a las propiedades de la familia
{K,, : n € N}, existe j; € N tal que K; C K;, para cada i = 1,...,m. Se tiene
que C = UKy x {j1}, s Ko X {m}; V1, ..., Vi) €8 un abierto canénico de
Ck(S) con

P*(g) € CNyr[Cr(X)] S ¢*[B].

Por lo tanto ¥* es una funcién abierta sobre su imagen. Por el lema 3.1.11
los espacios topoldgicos C(S) v [],,cn Cr(Ky) son homeomorfos y debido al
Teorema 3.1.12 se tiene que el espacio [ ],y Cx(Ky) es metrizable de donde
Cr(S) también es metrizable y como C(X) es homeomorfo a un subespacio
de Cx(8) el cual es metrizable (obsérvese la definicién 3.1.7), por ende Cj(X)
es metrizable.

O

Un criterio para saber cuando Cj(X) es métri-
co completo

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Una pareja (h, K) se llama com-
pactacion de X si K es un espacio compacto y h: X — K es un encaje topoldgico
tal que h[X] es un subespacio denso en K. Una compactacion (h, K) de X es una
compactacion Ty si el espacio compacto K es Hausdorff.

Asi que vale la pena preguntarnos cudles espacios topoldgicos tienen una com-

pactacién Ts. El siguiente Teorema contesta esta pregunta.

Teorema 3.2.2. Un espacio X tiene una compactacion To si y solo si X es de
Tychonoff.

Demostracion. Puede consultarse en [TC11]. O

Definicién 3.2.3. Sea X un espacio de Tychonoff,

B=Dseex oS X — [0,1]€C0.1)
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la funcidn diagonal definida por la coleccion C(X,[0,1]) = {f : X — [0,1] : f es

una funcion continua} (observese en el Apéndice de Topologia en el capitulo Los
espacios completamente requlares o de Tychonoff), y BX la cerradura de B[X] en
[0,1]¢C500D | Lo compactacion (8, BX) recibe el nombre de compactacion de Stone-Cech
de X.

Se sigue de la Proposicion B.9.7 (checar en el Apéndice de Topplogia) que
B es un encaje de X en [0,1]¢500) v la compactacién de Stone-Cech es una
compactacion Ty de X.

Definiciones 3.2.4. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Un subconjunto G de X es un conjunto Gy si existe una sucesion {Uy, :n €
N} de conjuntos abiertos en X tal que G = [ {U,, : n € N}.

(2) Un subconjunto F de X es un conjunto ¥, si existe una susecion {V, :n €
N} de conjuntos cerrados de X tal que F = |J{V, : n € N}.

Observacion 3.2.5. Sea F un subconjunto cerrado no vacio en un espacio métrico
(X,d). Sea A, = {z € X : d(z,F) < 1/n}, donde d(z,F) = inf{d(z,y) : y €
F}. Entonces cada A,, es un subconjunto abierto de (X,Tq) tal que F = N{A, :
n € N}. Por lo tanto cualquier subconjunto cerrado de un espacio métrico es un
conjunto Gg, y cualquier subconjunto abierto de (X,Tq) es un conjunto F,.

Teorema 3.2.6. Para todo espacio Tychonoff X las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) Para toda compactacion (c,cX) del espacio X se tiene que ¢X \ ¢[X] es un
conjunto F, en cX.

(b) Para la compactacion de Stone-Cech (3,5X), se tiene que BX \ B[X] es un
conjunto F, en BX.

(¢) Existe una compactacion (¢,cX) del espacio X tal que cX \c[X] es un conjunto
F, en cX.

Demostracion. Puede consultarse en [Eng89]. O

Definicién 3.2.7. Un espacio topoldgico X es Cech-completo si X es un espacio
Tychonoff y satisface alguna de las condiciones del Teorema 3.2.6.

En lo que sigue, si X es un espacio Tychonoff vamos a estar pensando que
X C cX, donde (¢,cX) es una compactacién de X (pues X es homeomorfo al
subespacio ¢(X) de ¢X).

Observacién 3.2.8. Sea X un espacio Cech completo. Directamente de la defini-
cion podemos concluir que X es un conjunto Gs.

Definicion 3.2.9. Decimos que el didmetro de un subconjunto A de un espacio
topoldgico X es menor que una cubierta abierta A = {As}ses del espacio X, lo
cual denotamos por 6(A) < A, si existe s € S tal que A C Aq.
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Teorema 3.2.10. Un espacio Tychonoff X es Cech-completo si y sdlo si existe
una familia contable {A;}32, de cubiertas abiertas del espacio X con la propiedad
de que cualquier familia F de subconjuntos cerrados de X, que tiene la propiedad
de la interseccion finita y contiene subconjuntos de didmetro menor que A; para
i =1,2..., tiene interseccion no vacia.

Demostracion.
= ] Supongamos que X es un espacio Cech-completo con X C BX. Existe
oo
una familia {G;}$2; de subconjuntos abiertos de SX tal que X = ﬂGi.
=1

Por la regularidad de X para cada z € X y cada i = 1,2,.., elegimos
un conjunto abierto V,; de X tal que x € V,; C clgx(Vs,) C G;. Sea
A; = {X NV, i}zex. Mostraremos que la familia {A;}72, de cubiertas abier-
tas del espacio X cumple con la propiedad del enunciado.

Sea {F;}scs una familia de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad
de la interseccién finita y contiene subconjuntos de didmetro menor que
A; para i = 1,2.... Como la familia {clgx (Fs)}ses de subconjuntos cerra-
dos de SX tiene la propiedad de la interseccion finita y X es un espacio
compacto, entonces existe un punto € ({clgx (Fs)}ses; para probar que
x € ({Fs}ses es suficiente con mostrar que z € X.

Para cada ¢ € N elegimos s; € S tal que §(Fs,) < A; y un punto x; € X tal
que F,, € X NV,, ;. Puesto que

WS ClﬂX(Fsi) - Clﬁx(X N quz) - cl;;X(V%,-) C Gy

o0
parai=1,2,..., se tiene que x € ﬂGi = X.

i=1

< ] Sea X un espacio Tychonoff con X C X. Vamos a mostrar que X en un
conjunto G5 en SX (condicién (b) del Teorema 3.2.6). Tomemos una familia
{Ai}32, que cumple la propiedad. Sea A; = {U,;}ses, parai = 1,2,... y
sea V,; un conjunto abierto de X tal que Us; = X NV, ,; para s € S; y
i=1,2,.... Como cada A; es una cubierta abierta de X se tiene que

Xgﬁ(Uvs,z).

i=1 \s€S;

Para probar que X es Cech-completo es suficiente mostrar que la contencién
inversa se cumple.

(oo}
Sea x € ﬂ ( U Vs,i> y sea B(x) el conjunto de vecindades de z en 5X.
i=1 \s€S;
Consideremos F = {X Nclgx (V) : V € B(z)}. Como el espacio X es denso
en SX se tiene que esta familia F de subconjuntos cerrados de X tiene la
propiedad de la interseccién finita. Para cada i € N existe s € S; tal que
2 € Vg ;. Por la regularidad de SX existen abiertos ajenos M ;, Ns; de fX
tales que x € M, ; v BX \ Vs; € Ny, por lo cual X Nelgx (M) C Vs
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Entonces la familia F tiene subconjuntos de didmetro menor que A; para
i =1,2,.... Por nuestra suposicién tenemos que

X N{clpx (V) : Ve B(x)} # 0.

Como {clgx (V) : V € B(z)} = {x} se tiene que z € X.
O

Observacion 3.2.11. Si tenemos un subconjunto no vacio A de un espacio métri-
co (X,d) se tiene que diam(A) = diam(cl(A)) (Observe la Definicién 1.0.7).

Teorema 3.2.12. (de Cantor) Un espacio métrico (X,d) es completo si y sélo
st para toda sucesion decreciente F1 D Fo D ... de subconjuntos cerrados no vacios

o0
de X, tal que lim diam(F;) = 0, entonces ﬂFz # (.
Demostracion.
= | Sea {F; : i € N} una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados de X
tal que lim diam(F;) = 0. Elegimos x; € F; para i = 1,2, .... Se tiene que
n—oo

la sucesién {z;}ien es de Cauchy en X. En efecto, sea € > 0, entonces existe
k € N tal que para toda ¢ > k se tiene que

dzam(Fz) < eE.

Sean 4, j > k. Como la sucesién {F;};cn es decreciente entonces F;, F; C Fy,
de donde z;,2; € Fy. Por lo cual

d(z;,z;) < sup{d(z,y) : z,y € Fi} = 0(Fp) < e.

Por lo tanto la sucesiéon {z;};en es de Cauchy en X el cual es completo.
Entonces existe z € X tal que la sucesién {z;};en converge a x en X. Afir-

oo
mamos que T € ﬂF, En efecto, sea j € N fija y sea ¢ > 0, existe k € N tal

i=1
que

d(z;,x) <e Vizk.
Si k < j entonces d(z;,z) < ey por lo tanto B(x,e) NF; # 0.
Si j < k entonces F, C F; de modo que z € F; y como d(zx,x) < e,

entonces B(z,e) NF; # 0.
En cualquier caso se cumple que

B(z,e) NF; #0.

o0
Es decir z € ¢l(F;) = F; para toda j € N. Por lo tanto ﬂFi £ (.
i=1
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< ] Sea {; }ien una sucesién de Cauchy en X . Consideremos F; = cl({z;, Tit1, ... })-
Por construccién {F;} es una sucesién decreciente de cerrados no vacios de
X. Sea € > 0, entonces existe k € N tal que

€
d(.’Ei,(Ej) < 6 V’L,] > k.
Consideremos j > k y z,y € F;. Tenemos que

B (x, %) N{zj,zjs1,...} #0

B<%%)ﬂ@%xﬁhm}#0

De donde existen i, m > j tales que

x; €B (CL‘, %) N{zj,xjt1,...}
€
rm €B (y, 7) N{z;, xj41,..-}-

6
Por lo cual
£ £ ¢
6 6 6
- £
= 5
Por lo tanto diam(F;) < % < ¢ y entonces lim diam(F;) = 0 . Por hipdtesis
n—oo

existe x € X tal que

0o
S mFZ
i=1

Se tiene que la sucesién {z;};cn converge a x en X. En efecto, sea € > 0,
existe k € N tal que

diam(F;) <e Vi > k.
Sea j > k se tiene que z,z; € Fj, de donde
d(zj,z) < diam(Fy) < e.
Por lo tanto la sucesion {x; };en converge a x en X.

O

Teorema 3.2.13. Un espacio métrico (X, d) es completo siy sdlo si para cualquier
familia de subconjuntos cerrados F = {Fs}ses de X que cumple la propiedad de la
interseccion finita y para toda € > 0 existe s. € S tal que diam(Fs_) < €, entonces

NF # 0.
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Demostracion.

= ] Consideremos una familia de subconjuntos cerrados F = {Fs}scs de X que
cumple la propiedad de la interseccién finita y tal que para toda ¢ > 0, F
contiene un conjunto de didmetro menor que €. Sucede que para cada j € N,
existe F; tal que

1
diam(Fy;) < —.
J

Sea F; = ﬂst. Como la familia {Fs}scs cumple la propiedad de la inter-
Jj<i
seccion finita sucede que para cada i € N, F; # ). Sea ¢ > 0, existe j € N tal

1 L
que — < €. Tomamos 7 > j, entonces
J

diam(F;) = diam(ﬂst)

J<i

N
=
=)
=
=

1
< =
J
< €
Por lo tanto {F;};en es una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados

no vacios de X tal que, lim diam(F;) = 0. Por el Teorema 3.2.12, existe
n— 00

z € X tal que
oo
x € ﬂFz
i=1

o0 o0
Ademss {z} = ﬂFl Pues si y € ﬂFz es tal que x # y, existe j € N tal
i=1 i=1

1
que — < d(z,y). Como z,y € F; se tiene que z,y € F,, de donde
] :

1
d(z,y) < diam(Fy,) < — <d(z,y).
J
(o]
Asf tendrfamos una contradiccién. Por lo tanto y = x y por ende {z} = ﬂFl
i=1
Sea sg € S arbitrario. Consideremos F; = F,  N'F; para i = 1,2,... No es
muy dificil justificar que {F}};cn es una sucesién decreciente de subconjuntos
cerrados no vacios de X tal que, lim diam(F}) = 0. Por el Teorema 3.2.12
n— oo

se tiene lo siguiente

oo oo
0+ (F; =Fs [ Fi=Fyn{z}
=1

i=1
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Entonces = € F, para toda s € S. Por lo tanto ﬂ Fy #0.
SES

< ] Esto es inmediato debido al Teorema 3.2.12.
O

Teorema 3.2.14. Sea X un espacio métrico. El espacio X es completo si y sélo
st es un espacio Cech-completo.

Demostracion.

1
= ] Definamos A; = {B (m, )} para cada i = 1,2,... Sea {Fs}scs una
¢ reX

familia de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad de la intersec-
cién finita tal que para toda i € N existe s; € S tal que diam(Fy,) < A;. Sea

i

1
€ > 0y consideremos 7 € N tal que — < ¢, entonces existe xo; € X tal que
i

Por lo cual

1 1
diam(F,,) < diam (B (xgi, 2)) <-<e
i i

Por el Teorema 3.2.13 tenemos que ﬂFS # () y debido al Teorema 3.2.10
seS
tenemos que X es un espacio Cech completo.

< ] Puede consultarse en [Eng89].
O

Teorema 3.2.15. Sea {(X;,d;)}52, una familia no vacia de espacios métricos tal
que la metrica d; es acotada parat =1,2,.... El producto cartesiano X = Hf; X;
con la métrica d definida por la formula (3.1) en el Teorema 3.1.12 es completo si
y sdlo si (X;,d;) es completo parai=1,2,....

Demostracidn. Puede consultarse en [Eng89]. O

Ahora si, tenemos el suficiente material para enunciar uno de los Teoremas
mas importantes de esta seccién, pero antes de eso enunciaremos una pequena
definicién.

Definicién 3.2.16. Un espacio topolégico de Hausdorff X es un k-espacio si para
cada subconjunto A de X, que cumple que la interseccion de A con cualquier
subespacio compacto Z de X es cerrado en Z, entonces el conjunto A es cerrado
en X.

Proposicién 3.2.17. Todo espacio Cech completo es un g-espacio.



“tesisfinall” — 2012/3/8 — 21:34 — page 41 — #45

3.3. UN CRITERIO PARA SABER CUANDO Cy(X) ES SUBMETRIZABLE 41

Teorema 3.2.18. (McCoy and Ntantu [1986]). Para cualquier espacio topoldgico
X las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Cr(X) es un espacio Cech-completo.

(2) Cr(X) es un espacio métrico completo.

(3) X es un k-espacio y hemi-compacto.

Demostracion.

(1) = (2)

2) =)

3.3.

Esto lo tenemos justificado debido a la Proposicién 3.2.17 y a una de las
equivalencias del Teorema 3.2.14.

Por el Teorema 3.1.13 se tiene que X es un espacio hemi-compacto. Como
una consecuencia existe una sucesién {K,, : n € N} que satisface la condi-
cién de hemi-compacidad de X con K,, C K,, ;1 para cada n € N. Ahora,
mostraremos que X es un k-espacio. Supongamos que X no es un k-espacio.
Entonces existe un subconjunto A de X tal que ANK,, es cerrado en K,, para
cada n € N, pero A no es cerrado en X. Tomemos un punto x € clx(A)\ A.
Como X es un hemi-compacto, sin perdida de generalidad, podemos suponer
que x € Ky. Sea f1 € C(X) tal que fi(z) =1y fi =0 en ANK;. Tome-
mos fz € C(X) tal que f3 [k, es una extensién de fi [k, sobre Ky tal que
f2 =0en ANKs,. Continuando con este proceso, se define f,, € C(X) tal que
fr 1Ky 1= fn-1 K, ¥ fn = 0en ANK,,. Entonces { fy, }nen €s una sucesién
de Cauchy en Ci(X) y, puesto que Cx(X) es completamente metrizable, esta
sucesién converge a algun elemento g de Cx(X). Como g(z) =1y g=0en
A entonces g no es continua en el punto x de X. Pues si tomamos B(g(z), 1)
(Ia bola abierta centrada en g(x) y de radio 1) y tomamos V un abierto
de X con z € V, como z € clx(A) entonces ANV # (. Seay € ANV,
entonces g(y) = 0 con lo cual g(y) € g(V) y g(y) ¢ B(g(x),1), es decir
g(V) € B(g(x),1). Por lo tanto g no es continua lo cual no puede suceder.
Esto muestra que X es un k-espacio.

Sea {K,}nen una sucesién en K(X) que satisface la condicién de hemi-
compacidad de X y S = @,y Kn, y sea ¢ el mapeo natural de S en X
(¢(k,i) = k para cada (k,i) € U,cn(Kn % {n})). Entonces 1 es un mapeo
cociente, por que X es un k-espacio. Entonces se tiene que el mapeo ¥* :
Cr(X) — Cx(S) cuya regla es *(g) = got para cada g € Cx(X) es un mapeo
continuo, inyectivo y abierto sobre su imagen. De manera andloga a como
se demostré el Teorema 3.1.13, la parte (5) = (1), C€x(X) es homeomorfo a
un subconjunto cerrado de Cx(S), el cual es completamente metrizable. Esto
muestra que Ci(X) es completamente metrizable.

O

Un criterio para saber cuando C;(X) es sub-
metrizable

Definicién 3.3.1. Un espacio topoldgico X es un espacio submetrizable si existe
un espacio metrizable M y una funcion ¢ : X — M continua e inyectiva. En tal



(1) =
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situacion algunas veces decimos que X estd condensado en un espacio métrico.

Definicién 3.3.2. Un espacio X es o-compacto si es la union numerable de sub-
conjuntos compactos de X. Decimos que X es casi o-compacto si contiene un
subespacio denso, o-compacto.

Teorema 3.3.3. Para un espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:
1) Cr(X) es un espacio submetrizable.
2) Cualquier subconjunto compacto de Ci(X) es un conjunto Gs.

(1) ¢

(2)

(3) Cualquier elemento de Cr(X) es un conjunto Gs.
(4) La diagonal de Cr(X) x Cx(X) es un conjunto Gs.
()

5) X es un espacio casi o-compacto.
Demostracion.

(2) Sea 9 : Cr(X) — M un mapeo continuo e inyectivo, donde M es un espacio
metrizable. Consideremos un subconjunto compacto F de Cx(X), entonces
¥ [F] es un subconjunto compacto de M el cual es Hausdorff. Por el Colorario
B.12.7, 9[F] es un subconjunto cerrado de M. Por la Observacién 3.2.5 se
tiene que ¥[F] es un conjunto Gs en M. Entonces existe una sucesién {A,
n € N} de subconjuntos abiertos en M tal que

WIF] = {A, i n € N},
De donde
P WF]) = ¢ (W{Aw :n e N}) = ({¢ 7' (Ay) 1 n € N}

Como la funcién 1 es inyectiva se tiene que ¢~ (1[F]) = F. Adem4s como la
funcién 1 es continua se tiene que 1 ~1(A,,) es un abierto de C;(X) tal que

F=N{v"Y(A,) :neN}.

Por lo tanto F es un conjunto G5 en Ci(X).

(2) = (3) Como para cualquier g € Cx(X) se tiene que {g} es un subconjunto compacto

de Ci(X), entonces cualquier elemento de Cx(X) es un conjunto Gs.

(3) = (5) Por hipétesis, la funcién 0 € Cr(X) es un conjunto Gs; esto es, {0} =

(W(0,K,,e,) : » € N}, donde K,, € K(X) y e, > 0 para cada n € N.
Se tiene que Y = |J{K, : n € N} es denso en X. En efecto, si existe
x € X\ cdx(Y), como X es de Tychonoff existe una funcién continua
f:X —[0,1] tal que f(z) =1y f(y) = 0 para cada y € clx(Y). Co-
mo la funcién f es diferente de la funcién constante cero, entonces existe

i € N tal que f ¢ W(0,K;,¢;). Ademas

K; CU{Kn:neN} Cdx(U{K, :neN}) Cex(Y),
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por lo cual se tiene que f = 0 en K; lo que es una contradicciéon. Entonces
Y es denso en X y por lo tanto X es un espacio casi o-compacto.

Sea Y = |J{K, : n € N} un subespacio denso, o-compacto de X, donde
cada K, es un subconjunto compacto de X para cada n € N. Ponemos
S = @,,cn Kn- Consideremos el mapeo natural ¢ : S — X cuya regla es
Y(k,i) = k para cada (k,i) € J,,cn(Kn X {n}). Por una de las implicaciones
del Teorema 3.1.13 se tiene que 1 es continuo. Debido al lema 3.1.10 tenemos
que el mapeo ¢* : Cx(X) — Ck(S) cuya regla es ¢¥*(g) = g o ¢ para cada
g € Cx(X) es continuo. Ademds ¥* es inyectivo: en efecto sean f, g € Cx(X)
tales que f # g; como los valores de funciones continuas estas determinados
por lo valores en subconjuntos densos, entonces existe k € Y tal que f(k) #
g(k); entonces (f o ¥)(k) = (k) = (k) # g(k) = g((k)) = (g © ¥)(x),
por lo cual ¥*(f) # ¢*(g). Por lo tanto ¢* es inyectiva. Por el lema 3.1.11 y
el Teorema 3.1.12, se tiene que Cx(S) es metrizable, y por ende Cx(X) es un
espacio submetrizable.

Sea 1 : Cx(X) — M un mapeo continuo e inyectivo, donde M es un espacio
metrizable. Se tiene que el mapeo X1 : Cp (X)X Cr(X) = M x M cuya regla

es (Yxv)(f,9) = (W(f),¥(g)) paratodo f, g € Cr(X) es continuo e inyectivo.
Por el Teorema 3.1.12 el espacio M x M es métrico y por ende M x M es
un espacio Hausdorfl. Entonces la diagonal de M, Ay = {(z,z) : © € M}
es un subconjunto cerrado de M x M el cual es métrico, por lo tanto existe
una sucesion {A, x B, : n € N} de subconjuntos abiertos en M x M tales
que

Ay ={A, x B, :n e N}

Se tiene que (¢ x )1 (A, x B,,) es un subconjunto abierto de €, (X) x Cx(X)
tal que

Nexy =MW x¢) (A, x By) :n e N}
Por lo tanto la diagonal de Cx(X) x Cx(X) es un conjunto Gs.

Tomemos f € Cr(X) arbitraria. Por hipdtesis, existe una sucesién {A,, x B, :
n € N} de subconjuntos abiertos de Cr(X) x Cr(X) tal que

Aeyx)y =({A, x B, :n € N}.
Entonces existe un abierto V,, de €(X) que cumple lo siguiente
(f,f) € Vo x V;, © Ay x By,
Por lo cual
{f} =N{V,:neN}.

Por lo tanto todo elemento de Cx(X) es un conjunto Gs.



“tesisfinall” — 2012/3/8 — 21:34 — page 44 — #48

44 CAPITULO 3. ALGUNAS PROPIEDADES DE Cj(X)

3.4. El Teorema de Arzela-Ascoli en C(X)

Teorema 3.4.1. (Arzeld-Ascoli) Si F es un subconjunto de C(X) que satisface las
siguientes dos condiciones:

(1) F es equi-continuo.

(2) clr(F(x)) es un subconjunto compacto de los nimeros reales, donde F(x) =
{f(z): f € F} para cada x € X.

Entonces cly(F) es un subconjunto compacto de Cp(X).

Demostracion. Sea H = cl(F). Tomemos un ultrafiltro M en H. Entonces H(z) C
clr(F(z)) para cada € X, puessiz € X, e >0y f € H, como f € cli(F), se
tiene que W(f, {z},e) N F # (). Entonces existe g € F tal que

||f - ng <g,
de donde

[f(z) = g(z)| <e.
Entonces g(x) € B(f(x),e) NF(z), y por lo cual f(z) € clr(F(x)). Por lo tanto
H(z) C clr(F(z)) para cada x € X. Tomemos M € M, se tiene que M C ¢l (F),
ademds, clg(M(z)) C clr(F(z)) para cada € X. Sean z € X, y € clg(M(z)) y
e > 0. Como y € clg(M(x)) se tiene que
B(y,e/2) N M(x) # 0.

Sea h € M C cl(F) tal que

h(z) € B(y,e/2) N M(x). (3.2)
Como h € cl(F), entonces

W(h,{z},e/2) NF # 0.
Sea g € F tal que

l9(2) — ()] < 3. (33

De las desigualdades (3.2) y (3.3) se tiene lo siguiente
(@) = g(@) + |y — h(z)]
_|_

lg(z) — vl

VASV/AN

,mw\mg
IR

Entonces g(z) € B(y,e)NF(x), y por ende y € clg(F(z)). Por lo tanto clg(M(x)) C
clg(F(z)) para cada € X. Como los elementos de M son subconjuntos no vacios
de cli(F), se tiene que clg(M(z)) # 0 para cada M € M y cada z € X. Tomemos
M, My € M, entonces ) # My N M,. Sea g € My N Ms. Por lo tanto g(z) €
M; (z) N Ma(x) C clr(M1(x)) N clr(Msa(z)) para cada x € X. Sea x € X, entonces
{clg(M(x)) : M € M} es una familia de subconjuntos cerrados no vacios con la
propiedad de la interseccidén finita de clg(F(z)) el cual es compacto, por lo cual
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N{clr(M(x)) : M € M} no es vacio. Elegimos un punto ¢(z) en la interseccién.
Por lo cual v esta bien definida como funcién de X, ademéds v es una funcién
continua tal que ¥ € Hy M — 1. Por la Observacion 1.0.15, H es equi-continuo. Se
tiene que ¢ € cl,(F) (cl,(F) denota la cerradura de F en C,(X)). Sean x4, ..., z, €
Xye>0.8eaie{1,2,..,n} y M € M. Como ¢(x;) € clg(M(x;)), se tiene que

B(¢(x;),€) N M(z;) # 0.
Tomemos g € M tal que
g(xi) € B(y(z:),e) N M(z). (3.4)
De (3.4) se cumple que
g€ W, {zi},e) N M.

Por lo tanto W(¢, {z;},) N M # 0 para cada M € M. Por el Teorema B.11.10 se
tiene que W(, {z;},¢) € M para cada i = 1,2,...,n y como M es un ultrafiltro en
H, entonces W(1, {z;},) "H € M para cada i = 1,2, ...,n, de donde

W, {x1, ...,z },e) NH = m(ww, {x;},e) NH) # 0.

Por lo tanto ¢ € cl,(H). Por el Teorema 1.0.16 se tiene que cl,(H) = clx(H) =
H. Entonces ¥ € H el cual es equi-continuo, por lo tanto 1 es continua en X.
Finalmente, para cada M € M se tiene que ¢ € cl,(M), y como cl,(M) = cl (M),
M converge a ¥ en H. Por el Teorema B.13.1 se tiene que H es un subconjunto
compacto de Cx(X). O

3.5. Un criterio para saber cuando C;(X) es un
espacio o-compacto

Definicién 3.5.1. Una familia {As}ses de subconjuntos de un espacio topoldgico
X es localmente finita si para cada punto x de X existe una vecindad U de x tal
que el conjunto {s € S : A, NU # 0} es finito.

Definicién 3.5.2. Una coleccion U de subconjuntos de un espacio topoldogico X

es o-localmente finita si U = U WU,, y cada U,, es localmente finita.
neN

Definicién 3.5.3. Un refinamiento D de una cubierta C de un espacio X, es una
cubierta de X que satisface: para cada D € D existe C € C tal que D C C.

Definicién 3.5.4. Una familia {fs}scs de funciones continuas de un espacio X

a I =10,1] es llamada una particion de la unidad en el espacio X si Zfs(x) =1
seS

para cada x en X. La dltima igualdad significa que para cada xo en X a lo mds

una cantidad numerable de funciones fs no toman el valor cero en xg, y la serie

Zfsq' (x0), donde {s1,$2,...} C{s€S: fs(xo) # 0}, converge a 1.

i=1
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Definicién 3.5.5. Una particion de la unidad {fs}ses en un espacio X es local-
mente finita si la cubierta {f;1[(0,1]]}ses del espacio X es localmente finita. Esto
significa que para cada xo en X existe una vecinda Uqy de xg y un subconjunto finito
So = {s1,..,8k} C S tal que para cada x en Uy se tiene que fs(x) = 0, donde
s € 5\507 Y fs1(x) + . +fék(x) =1L

Definicién 3.5.6. Una particion de la unidad {fs}scs en un espacio X estd
subordinada a una cubierta A de X si la cubierta {f;1(0,1]]}ses del espacio X
es un refinamiento de A.

Teorema 3.5.7. Un espacio topologico X es metrizable entonces X posee una

base B = U B,, para su topologia tal que, para cada n € N, B, es una coleccion

neN
localmente finita que refina a la cubierta formada por las bolas abiertas de radio

1/n. Ademds, para cadan € N, existe una particion de la unidad F,, = {fI : s € S}
que estd subordinada a B,,. Mds aun, podemos elegir a cada B, como la coleccion

{(f&)7H(0,1]) = s € S}

Demostracidn. Puede consultarse en [Eng89). O

Lema 3.5.8. Sea X un espacio metrizable. Consideremos |J{B, : n € N} una
base o-localmente finita, donde cada B, es una cubierta abierta localmente finita
de X que refina a las cubiertas de las bolas de radio 1/n. Sea F,, una particion
de la unidad del espacio X que estd subordinada a B,,. Definamos los siguientes
conjuntos Fr = F, U{1}, F, = {rfi-fa- - f : k < n,r] < 1, f1,...fx €
Fiu---UF:LF ={g1i+ ...+ g k<n,01,....,9n €F} y F=J{F) : n € N}.
Entonces F es un subanillo de C(X).

Demostracion.

(a) Tomemos n < m, entonces F/ C F/ . Sea g € F/, por definicién de F/,
g=71g1-ga-- gk, donde k <n, |r| <1y gi,....gx € FFU---UFZ, tenemos
quek<n<m,|r[<1lygi,....gr € F{U---UF; UF;_ | ---UF? . Por lo tanto
geF,,.

(b) Sin < mentonces /! CF” . Seag € F/ entonces g = g1+...4+gx, donde k < n
Y 91,9k € F., por el inciso (a) se tiene que k <n<my g1,....,9x € Fl.
Por lo tanto g € F/

m*

(c) Sea |s| < 1y f € F entonces s- f € F. Como f € F existe m € N tal que
feF! yporlocual f =g1+g2+...4+9gi,donde k <mygi,...,gx € F),. Como
Is| <1y ag,....gr € F,,, por definicién de F/, tenemos que s-g1,...,s-gr € F),
vs-f=s-g+g2+..+5 gp,conk<mys-g,..s gr €F . Porlo
tanto s- f € F// y por ende s- f € F.

Por el inciso (a) y (b) podemos concluir que si f,g € F entonces f +gy f-g son
elementos de F. Ahora tomemos a un numero real y o € F. Sea ng un natural tal

a .
que |a| < ng. Como ng - f es un elemento de F' y ” < 1, por el inciso (¢) tenemos
o

que “. (no - f) = a- f es un elemento de F. Por lo tanto F es un subanillo de
no
Cr(X).

O
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Teorema 3.5.9. (McCoy [1978]) Si X es un espacio submetrizable, entonces
Cr(X) es un espacio casi o-compacto.

Demostracion. Sea 1 : X — M una funcién continua e inyectiva del espacio X al
espacio metrizable M, y ¥* : Cx(M) — Cr(X), cuya regla es ¥*(g) = g o ¢ para
cada g en Cr(M). El Lema 3.1.10 garantiza que ¢¥* es una funcién continua que
ademaés cumple lo siguiente

cle,(x)[¥*[Cr(M)]] = Cr(X).

En efecto, sean f € Cr(X) y W(f,K,e) una vecindad bésica de f, donde ¢ > 0
y K es un subconjunto compacto de X. Consideremos el siguiente conjunto P =
{go® Tk: g € C(¥(K))}. No es muy dificil observar que P es un subanillo de C(K)
que contiene a todas las funciones constantes de K que ademds separa puntos de
K, por el Teorema 2.2.1, P es denso en C}(K) = C4(K). Entonces existe gy en
Cly(K)] tal que

1f Tk —goo¥ [k [k <e. (3-5)

Como K es compacto tenemos que 1(K) es un subconjunto compacto de M , por
ende ¥ (K) es un cerrado de M el cual es normal, por el Teorema de extensién
de Tietze existe g : M — R una funcién continua tal que g [4x)= go- De la
desigualdad (3.5) podemos concluir que

19"(9) — fllx <&

Entonces ¢*(g) € W(f,K,¢e) y por lo tanto cle,(x)[¥*[Ck(M)]] = Cx(X). Sea
U{B., : n € N} una base o-localmente finita, donde cada B,, es una cubierta
abierta localmente finita de M, que refina a las cubiertas de las bolas de radio 1/n
y sea F,, es una particién de la unidad del espacio X que estd subordinada a B,,.
Definamos los siguientes conjuntos F* = F,, U{1}, F,, = {rf1 - fo- - -fr : k <
n,r| <1, f1, e fr €FFU- - UFLLF ={g1+ ...+ gn:k<n,01, ..., 9n €EFL} Y
F = J{F) :n e N}.

(1) Ellema 3.5.8 garantiza que F es un subanillo de C(M).

(2) F separa puntos de M.

Sean x,y € X con z # y. Existe un nimero natural n tal que 2/n < dy(x,y).
Tenemos que B(z,1/n), B(y,1/n) son dos abiertos ajenos de M tales que
z € B(z,1/n) yy € B(y,1/n). Como | J{B,, : n € N} es una base o-localmente
finita, existe m € Ny f € F,, tal que x € f71[(0,1]] € B(z,1/n). Siy €
f71(0,1]] se tendria que y € B(x,1/n) lo cual no puede suceder. Entonces
y ¢ f71(0,1]] y, ademéds f(y) = 0 # f(z). Como cada elemento de F,, es
también un elemento de F, por lo tanto F separa puntos de M.

(3) F!' es un subconjunto equi-continuo para nada n € N.
Sean n € N, x un punto arbitrario de M y € un nimero positivo. Para cada
1 < n, B; es una familia localmente finita de M, por lo cual, existe una vecindad
U; de z tal que la subcoleccién {B € B; : U;NB # 0} es finita. A tal coleccién
la denotaremos por {B;i,...,Bix, }. Como F; estd subordinada a B;, cada B;;
se corresponde con alguna f;; € F; para j = 1,...., k;. De la continuidad de f;;
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en z, existe un nimero positivo d;; tal que B(x,d;;) C U; y fi;[B(z, d;;)] C
B(fi;(x),e?/n). Definamos 6 = min{d;; : 1 < j < k;, 1 <i < n}.

Para cualquier g € F! ponemos g = g1 +... + gy con g; € F, parai=1,...,k
yk<n,y paracadai < k,sea g; =1;-¢i1---gi, con g;; € FiU---UF},
|rjl < 1paraj =1,..,5; yI; < n. Por el inciso (1) podemos suponer que
cada g;; es no constante en B(xz,d). Entonces, cada g;; es un elemento de
{fpa + 1 < g < ki1 < p <}, de donde g;[B(z,9)] € B(gij(x),e?/n) para
1<j <, 1<i<kyporun ficil cdlculo podemos concluir que g;[B(z, )] C
B(gi(x),e/n) para 1l < i < k, y por lo cual g[B(z, d)] C B(g(x),¢). Por lo tanto
F!' es un subconjunto equi-continuo de M para cada n € N.

(4) Para cada x € X yn € N, clg(F//(x)) es compacto.
Sean x € X yn € N. Si f es un elemento arbitrario de F, entonces |f(z)| < n
pues cada F,, es una particién de la unidad. Entonces el conjunto clg (F ()
es un subconjunto de [—n,n] el cual es compacto. Por lo tanto clg(F/(z)) es
compacto para cadax € X yn € N.

Por los inciso (1) y (2) y el Teorema 2.2.1, tenemos que F es un subconjunto
denso de € (M) y usando los incisos (3) y (4), por el Teorema 3.4.1, cli(F!) es
compacto para cada n € N, donde cli(F”) denota la cerradura de Cy(M).

En resumen:
(a) cleyx) [P [Cu(M)]] = Cr(X);
(b) Para cada n € N el (F) es compacta en €y (M);
(c) clp(F) = Cp(M).

Por el inciso (b), ¥*[clx(F")] es un subconjunto compacto de Cx(X) para cada
n € N, ademds cumple lo siguiente

cle, o) [|J ¥ el (ED] = €r(X).

neN

En efecto, sea f € Cx(X) y W(f,K, ) una vecindad bésica de f, donde K es un
subconjunto compacto de X y € es un ntmero positivo. Por el inciso (a) tenemos
que

W(f,K,e/2) N (*[Ck(M)]) # 0.
Tomemos g € C;(M) tal que
€

2 (3.6)

If —¢*(9)llk <
Por el inciso (¢) tenemos que
W(f,¥(K),e/2) NF # 0.

Tomemos un elemento en h € U F! C U clpF! tal que
neN neN

9
I = gllyqe) < 5 (37)
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No es muy dificil justificar que
1= gl = o — g 0 bl (3.8)
De las desigualdades (3.6), (3.7) y la igualdad (3.8) se tiene que

1 =w Wl < If = @l + 10*(9) = " Wil
< S+llgoy —howly

2
< .8
2 2

= £.

+llg = Allyge

Entonces

WK &) N (¢ [ @) = WK e) 0 (@7 [ el (F7)]) # 0.

neN neN

Por lo tanto Cl@k(X)[U *[cl(F2)]] = €x(X) y por ende Cy(X) es un espacio casi

neN
o-compacto.

O
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CAPITULO

Algunas propiedades de C,(X)

4.1. Los Teoremas de Dijkstra, Grilliot, Lutzer y
van Mill

En esta seccién explicaremos al espacio C(X) con la topologia de la convergen-
cia puntual y las relaciones que hay entre €,(X) y X.

Definicién 4.1.1. Un espacio topoldgico X es llamado un espacio de Baire si,
para cualquier sucesion {G,, : n € N} de subconjuntos abiertos y densos de X, la
interseccion [\{Gy : n € N} es también densa en X.

Lema 4.1.2. Un espacio X es de Baire si y solo si para toda familia numerable
{G,, : n € N} de subconjuntos densos que son conjuntos Gs en X, se tiene que
(G : n € N} es un subconjunto denso en X.

Demostracion.

= ] Sea {G,, : n € N} una familia numerable de subconjuntos densos que son
conjuntos Gs en X. Para cadan € N G,, = (\{V;, : ¢ € N}, donde cada
Vi n es un subconjunto abierto de X para cada ¢ € N. Tomemos n, ¢ numeros
naturales. Entonces V; ,, es denso en X, pues contiene al subconjunto denso
G,. Como el espacio X es de Baire se tiene que [{V; : i,n € N} es denso
en X pero ([{Vin :i,n € N} =N{G,, : n € N}.

< ] Sea {G,, : n € N} una sucesién de subconjuntos abiertos y densos de X.
Para cada n € N se tiene que G,, es un conjunto Gs en X (pues todo abierto
de X es un Gy) de donde ({G,, : n € N} es denso en X.

o1
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O

Teorema 4.1.3. Sea X un conjunto. Entonces RX dotado con la topologia de
Tychonoff es un espacio de Baire.

Demostracion. Puede consultarse en [Eng89. O

Los siguientes Teoremas muestran que la situacién de €,(X) en RX reflejan
las propiedades del espacio X.

Teorema 4.1.4. (Dijkstra, Grilliot, Lutzer y van Mill [1985]). Si C,(X) es un
conjunto Gs en RX | entonces X es un espacio discreto.

Demostracion. Por el contrario, supongamos que X no es un espacio discreto.
Entonces existe un punto z¢ en X tal que z¢ € cl(X \ {zo}). Definimos g : X - R
cuya regla es g(zg) = 1y g(z) = 0 para cada € X \ 9 y sea ¢ el mapeo
de RX en R¥ definido por ¥(f) = f + g para cada f € RX. Entonces v es un
homeomorfismo tal que 1 (C,(X)) C R¥ \ C,(X), pues la funcién g no es continua.
Por nuestra suposicién y el Teorema 1.0.11, C,(X) es un conjunto denso Gs en
RX, entonces 1/(C,(X)) es un conjunto denso Gs en R¥. Por el Lema 4.1.2 se
tendrfa que C,(X) N ¥(Cy(X)) es denso en R¥X, lo cual no puede suceder pues
€(X) N (E,(X)) = 0. .

Teorema 4.1.5. (Dijkstra, Grilliot, Lutzer y van Mill [1985]). Si C,(X) es un
conjunto F, en RX, entonces X es un espacio discreto.

Demostracion. Puede consultarse en [JDMS85]. O

4.2. Celularidad, densidad y ntimero de Lindelof
en C,(X)

Los siguientes nimeros cardinales estardn relacionados con €,(X). Especial-
mente, veremos que los nimeros cardinales correspondientes a C,(X) estan com-
pletamente determinados sobre los ntimeros cardinales a los espacios producto X™
6 X%,

Definicién 4.2.1. Una familia C de subconjuntos no vacios de un espacio topoldgi-
co X es celular si cada dos elementos diferentes A y B de € tienen interseccion
vacia. La celularidad o mimero de Souslin de X, que denotaremos por c¢(X), es
igual a

c(X) = sup{|€| : € es una familia celular de subconjuntos abiertos de X} + V.

Definicién 4.2.2. Para un espacio topoldgico X, el niimero de Lindélof, denotado
por 1(X), se define como el cardinal infinito mds pequenio k tal que cualquier
cubierta abierta de X tiene una subcubierta de X de cardinal menor o igual a K.

Definicién 4.2.3. La densidad de un espacio topoldgico X, denotada por d(X),
es el siguiente cardinal

d(X) =min{|S|: S es denso en X} + No.
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Lema 4.2.4. Sea T un conjunto con |T| < 2% para algin cardinal k. Entonces
existe una cubierta A de T que cumple lo siguiente:

1. |A| < k.

2. 8ity,...,t, son elementos distintos de T, entonces existe una subcoleccion
disjunta a pares {Aq1,...,An} de A tal que t; € A; para 1 < i< n.

Demostracion. Es suficiente construir tal cubierta para D(2)", el espacio producto
de x copias de {0,1}. Sea B una base de D(2)*. Tomemos fi,..., fn elementos
distintos de D(2)", entonces para cada ¢,j € {1,...,n} con ¢ # j existe k;; € & tal
que fi(kij) # fj(Kij). Como R es de Hausdorff, para cada i # j existen abiertos
ajenos V;, V; de R tales que fi(ki;) € Vi, fi(kij) € V,. De donde W,;i (Vy),
71';; (V;) son abiertos ajenos de D(2)" tales que f; € w;i Vi), f; € w;i (V;) para
cada ¢ # j. Como B es base de D(2)", existen elementos ajenos B;,B; de B tales
que f; € B; C 7r;$ Vi), fi € B; C ﬂ';i (V;) para cada ¢ # j. Por lo anterior
cualquier base de D(2)" cumple la condicién 2 del lema y como el espacio D(2)"
tiene una base A de cardinal menor o igual a k (esto ultimo lo puede consultar en

[KV84]), por lo tanto A es una cubierta de D(2)" que cumple 1 y 2 del lema. O

Teorema 4.2.5. (Hewitt, Marczewski, Pondiczery.) Si X = [],., X;, donde |T| <
2" y d(X:) < & para cada t € T, entonces d(X) < k. En particular, el producto de
no mas que 2* espacios separables es separable.

Demostracion. Sea A una cubierta del conjunto de indices T' que satisface las
condiciones 1 y 2 del Lema 4.2.4. Para cada t € T, sea {z(t,a) : 0 < a < K} un
conjunto denso de X;. Para n < w, para cada n-ada ordenada I = (A, ..., A,) de
elementos disjuntos a pares de A y para cada n-ada ordenada A = (fy, ..., 8,) de
ordinales menores que x, definamos un elemento f de X como sigue

x(t,B;) si teA;

f(n,T,A)(t) = n
( " x(t,0)  si ot | A
i=1

Sea S el conjunto de todos los elementos de X definidos de esta manera. Entonces
S es un subconjunto denso de cardinal menor o igual a k de X. En efecto, sea
N, 7 '(V;) un abierto canénico no vacfo de X, donde ty, ..., £, son elementos
distinto de T y V; es un subconjunto abierto de X;, para cada ¢ = 1,...,n, sea
I'(Ay,...,A,), donde {Ay,...,A,} es una subcoleccién disjunta a pares de A tal
que t; € A; para cada 1 < ¢ < n. Como {z(t,a) : 0 < & < K} es un subconjunto
denso de X, sea x(t;,3;) € V; para cada ¢ = 1,...,n y definamos A(f1, ..., Bn).
Entonces se tiene que

f(n,T,A) e Sn (ﬁ T (Vi)

Por lo tanto S es un subconjunto denso de cardinal menor o igual que k de X y
por ende d(X) < k. O
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Corolario 4.2.6. Sea {(X;,T;) : t € T} una familia de espacios topologicos. Si
X =[lier Xt y d(X:) < & para cada t € T, entonces c(X) < k.

Demostracion. Argumentando por contradiccion, sea {V, : 0 < o < T} una
familia celular en X, donde cada V, es un subconjunto abierto canénico de X.
Ahora para cada 0 < a < k7 existe, no €N, t1,..,t,, y V; €Ty, con 1 <i < n
tal que

Vo = 7r;11[V1] n--- ﬂﬂfnl[\/n].

Consideremos Fo = {t1,....,tn,} paracada 0 < o < k7, A =J, .+ Fay Y =
[I;c4 X:¢- Por hipétesis se tiene que |[A] < 2% y d(Y) < . Si V}, = Vo NY para
cada 0 < o < k™. Se tiene que {V¥ : 0 < a < K"} es una familia celular en Y de
cardinal kT, lo cual no puede suceder por el Teorema 4.2.5. O

Lema 4.2.7. (Arhangel’skii [1985]) Sea X un espacio topoldgico, entonces
C(CP(X)) < No.

Demostracion. Por el Colorario 4.2.6 tenemos que ¢(RX) < Ry. Como Cp(X) es
un subespacio denso de R¥, entonces ¢(Cp(X)) < No. O

Definicién 4.2.8. Un espacio X es paracompacto si es reqular y cada cubierta
abierta de X posee un refinamiento abierto localmente finito (Observe la definicion
3.5.8).

A continuacién enunciaremos un Lema cuya demostracion la pueden consultar
en [TC11].

Lema 4.2.9. Todo espacio Lindélof regular es paracompacto.

Teorema 4.2.10. (Arhangel’skii [1985]) Para un espacio X, Cp,(X) es paracom-
pacto si y sélo si Cp(X) es un espacio de Lindélof.

Demostracion.

= ]Como estamos suponiendo que Cp (X)) es paracompacto, es sufiente mostrar-
lo con cubiertas abiertas localmente finitas v de Cp(X). Sea v una cubierta
abierta localmente finita de C,(X). Por el Lema de Zorn, sea p una famil-
ia maximal disjunta de subconjuntos abiertos de C,(X) tal que para cada
H € p la coleccién {G € v: GNH # 0} es finita. Por el Lema 4.2.7 tenemos
que |p| < Vg y, como u es localmente finita se tiene que |y| < Rg. Por lo
tanto C,(X) es un espacio Lindélof.

< ] Debido al Teorema 1.0.11, tenemos que C,,(X) es un espacio regular y por
el Lema 4.2.9 podemos concluir que C,(X) es un espacio paracompacto.

O
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4.3. La estrechez en C,(X)

Definicién 4.3.1. Para un espacio X y un cardinal infinito 7, decimos que X es
tan estrecho como T y lo denotamos por t(X) < T si, para cualquier subconjunto A
de X y un punto x € cl(A), A contiene un subconjunto B tal que el cardinal de B,
[B|, no es mds grande que 7 y x € cl(B). El minimo cardinal T tal que t(X) < 7
es llamado la estrechez de X .

Teorema 4.3.2. (Arhangel’skii [1985]). Para un espacio X, t(Cp(X)) < 7 si y
sdlo si I(X™) < 7, para cada n € N.

Demostracion.

= ] (Necesidad, Pytkeev): Sea n € N arbitrario y fijo y v una cubierta abierta
de X™. Una familia finita © de subconjuntos abiertos de X es v-pequena si,
para cualesquiera Hy,...,H, € pu, el conjunto H; x - - - x H,, estd contenido
en algin G de . Sea € el conjunto de todas las familias y-pequenas y para
cada pu € € definimos los siguientes conjuntos

Ay ={f€C(X): f=0 en X\U{H:HEpu}} y
A=U{A, :peé}.

Mostraremos que cl,(A) = Cp(X). En efecto, sea f € Cp(X), y sea K =
{z1,..;zm} (n < m) un subconjunto finito de X, y sea ¢ > 0. Sea 0k
una familia finita de subconjuntos abiertos de X tal que para cualquier
(r1,...,rn) € K" existen Vy,...,V,, en 0k y G en ~ que satisfacen r; € V;
parai=1,...,ny Vi x---xV, C G. Por construccién podemos concluir que
K CU{V:V €k} Paracadaz € K definimos W, =({Vebk:2 € V}y
Mk = {W, : z € K}. No es muy dificil justificar que K C (J{W : W € Mk}.
Observemos ademaés que

1. Mk es un conjunto finito pues K lo es.

2. Como 0k es una familia finita de subconjuntos abiertos de X, entonces
para cada x € K se tiene que W, es un abierto de X, y por ende Mg
es una familia finita de subconjuntos abiertos de X.

3. Tomemos W, ,...., W, € Mg y consideremos (z1,...,z,) € K". Por
definicién de Ok existen Vi,...,V, en 6k y G en v tal que z; € V;
parai =1,...,ny Vi x---xV, C G. De donde W,, x---x W, C
Vix---xV, CG.

De la observacién anterior podemos concluir que My es y-pequena. Como X
es un espacio de Tychonoff, podemos tomar g € C,,(X) talque g = fen Ky
g=0en X\(U{W: W e Mx}. Entonces g € Ay, CAyge W(f, K, e);esto
es ANW(f,K,e) # 0. Esto muestra que cl,(A) = Cp(X). Como 1 € cl,(A),
por hipétesis, existe un subconjunto B de A tal que |B] < 7y 1 € cl,(B),
por definicién de A, existe un subconjunto &y de & tal que |Eg] < 7y B
estd contenido en (J{A, : u € Eo}.

Para cada p € €y y cada £ = (Vy,..., V,,) € u”, elegimos un elemento G¢ de
v tal que Vi X - - - x V,, C G¢ y definimos los siguientes conjuntos
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Tu=1{Ge:Eep}y
Y=A{w e}

Entonces 74 es una subcoleccién de v de cardinal menor o igual que 7, so-
lamente hay que ver que 4 cubre a X™. Sea (z1,...,2,) un punto de X",
entonces U = {f € Cp(X) : f(x;) > 0 parai=1,..,n} es una vecindad
abierta del 1 en Cp(X), de donde, existe p9 € Eg tal que UN A, # 0. Sea
g € UNA,, entonces g(z;) > Oparai=1,...,nyg=0en X\U{H: H € uo}.
Por lo tanto, z; € | J{H : H € po} para cada i = 1, ..., n. Elegimos H; tal que
x; € H; para cada i = 1,...,n. Entonces el punto (z1,..,2,) es un elemento
de Hy x - -- x Hy, el cual estd contenido en algiin miembro de ,,, el cual
es también miembro de 7. Esto muestra que 7 cubre a X". Por lo tanto
I(X™) < 7, para toda n € N.

<« ](Suficiencia, Arhangel’skii): Sea F un subconjunto arbitrario de C,(X) y

f e Cp(X) con f € cl,(F). Para cadan € Ny un punto & = (z1,...,2,) €
X", existe g, € F, tal que |f(x;) — g»(2;)| < 1/n para i = 1,...,n. Sea,
para cada i, O,, una vecindad abierta de z; en X tal que |f(y) — g.(y)| <
1/n para cada y € O, y tomamos U, = O,, X --- x O, . Entonces, la
familia U, = {U, : © € X"} es una cubierta abierta de X™. Por hipétesis,
U,, contiene una subcubierta U} de U, tal que su cardinal no excede a 7.
Ponemos E,, = {¢g, : U, € U}} paracadan € Ny E = (J{E, : n € N}.
Entonces E es un subconjunto de F cuyo cardinal no excede a 7. Es suficiente
mostrar que f € cl,(E).
Sea W(f,{y1,...,yn},€) una vecindad abierta basica de f en Cp,(X) donde
{y1,.-,Yn} € X y & > 0. Podemos suponer que n es lo suficientemente grande
para que 1/n < e. Como y = (y1, ..., yn) €s un punto de X™ y U* cubre a X",
entonces existe U, € U} tal que y € U,. Por definicién de U, se tiene que
|f(y:)—92(yi)| < 1/mnparai=1,...,ny entonces | f(y;)—g.(yi)| < & parai =
1,...,n. Esto muestra que g, estd en la interseccion W(f, {y1, ..., ¥n},€) N E,
por lo cual f € cl,(E). Por lo tanto ¢t(C,(X)) < 7.

O

Corolario 4.3.3. 5i X es un espacio o-compacto; es decir, si es la union numera-
ble de subconjuntos compactos de X, entonces t(Cp(X)) < No.

Demostracion. Si X es un espacio o-compacto, entonces para n € N, X” también
es un espacio o-compacto, por ende X" es un espacio Lindélof para cada n € N.
Por el Teorema 4.3.2 se tiene que t(Cp(X)) < No. O

Teorema 4.3.4. (Asanov [1979]). Para un espacio X, se tiene la desigualdad
tX™) < U(Cp(X)) para cada n € N.

Demostracion. Sea 1(Cp(X)) < 7y n € N. Mostraremos que #(X™) < 7. Sea A
un subconjunto de X" y & = (21, ...,2,) un punto de X™ con = € cl(A), y sea
U ="U; x---x U, un abierto bésico de z en X" tal que, si x; = x;, entonces
U; =Uj v, si z; # x;, entonces U; N U; = 0. Podemos suponer que = € cl(UNA)
y ademdas que A es un subconjunto de U.

Consideremos F = {f € Cp(X) : f(z;) =1 para ¢ = 1,...,n}. Entonces F es
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un subconjunto cerrado de Cp,(X). En efecto, argumentando por contradiccidn, si
existe g € cl,(F) tal que g ¢ F, entonces existe j € {1, ...,n} tal que |g(z;)—1| > 0,
de donde W(g,{z;},|g(xz;) — 1|) es una vecindad basica de g. Como g € cl,(F),
debe de suceder que

W(g, {z;},1g9(x;) = 1) N F # 0.
Tomemos h € W(g,{z;},|g(z;) —1]) NF, por lo cual

() = g(z;)] <1 =g(z;)| y hlz;) = 1.

De donde |1 — g(z;)| < |1 — g(z;)|, lo cual no puede suceder. Por lo tanto F es
un subconjunto cerrado de Cp,(X). Como I(Cp(X)) < 7, no es muy dificil mostrar
que I(F) < 7.

Para un punto y = (y1,...,yn) de A, consideremos V, = {g € Cp(X) : g(y;) >
0 para ¢ =1,..,n}. La coleccién {V, : y € A} forma una cubierta abierta de
F. Por hipétesis, existe un subconjunto B de A tal que [B| < 7y U{V, : y € B}
contiene a F. Es suficiente con mostrar que z € ¢l(B). Supongamos lo contrario, es
decir supongamos que z ¢ cl(B). Elegimos una vecindad abierta U’ = U} x--- x U},
de z en X™ tal que U; C U; parai =1,...,ny UNB = {, y elegimos un elemento
foen Fcon fo =0en X\ |J{U; :i=1,...,n}. Ahora existe un elemento y € B
tal que fy € V,. Entonces se tiene que fo(y;) > 0 para j = 1,...,n y entonces
y; € U{U, :i=1,..,n} para j =1,..,n. Como y € B C A C U, se tiene que
y; € U; para j = 1,...,n y ademas, sucede que y; € U; para j = 1,....,n. Esto
significa que y esta en U’ y en B. Esto es una contradiccién pues U' N B = (.
Entonces « € ¢l(B) y por lo tanto ¢(X™) < I[(Cp(X)) para cada n € N. O

4.4. Un criterio para saber cuando (C,(X))“ es
hereditariamente separable o hereditariamen-

te de Lindelof
Definiciones 4.4.1.

(1) Un espacio X es hereditariamente separable si cada subespacio de X es sepa-
rable.

(2) Un espacio X es hereditariamente de Lindeldf si cada subespacio de X es de
Lindelof.

En los siguientes resultados, restringimos nuestra atencion en el caso de cardi-
nales numerables.

Proposicién 4.4.2. (Zenor [1980]). Sean X y Y espacios topoldgicos y Z un
espacio topoldgico sequndo numerable, y sea f un mapeo de X XY a Z tal que

(a) f(x,-) es continuo en'Y para cada x € X.

(b) X tiene la topologia débil para la cual f(-,y) es continuo en X para cada
yey.
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Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Si el producto Y¥ es un espacio hereditariamente de Lindeldf, entonces X
es un espacio hereditariamente separable.

(2) Si el producto Y es un espacio hereditariamente separable, entonces X es
un espacio hereditariamente de Lindeldf.

Demostracion. Definamos el siguiente mapeo g : X x Y — Z¢ tal que a cada
x € Xy h € Y% le asociamos la funcién g(x,h) : w — Z cuya regla es g(z, h)(n) =
f(z,h(n)), para cada n € w. Tomemos z € X fijo pero albitrario. Entonces g(x,-) :
Y% — Z¥ es una funcién continua. Sea i € w. Solamente hay que justificar que 7; o
g(z,) : Y¥ — Z es continua. Consideremos un subconjunto abierto V.de Z y h €
Y tal que h € (miog(z,-))~1(V). Como la funcién f(z,-) es continua en Y, sucede
que (f(x,-))"*(V) es un subconjunto abierto de Y, de donde 7; '[(f(x,-)) " (V)]
es un subconjunto abierto de Y'* tal que

hem [(fz, )7 V)] C (miog(a, )~ (V).

De donde 7; o g(z,) : Y¥ — Z es continua, y por lo tanto g(z, ) : Y — Z% es
una funcién continua. De manera andloga, se puede justificar que g(-, h) : X — Z%
es una funcién continua, para cada h € Y¥.

Consideremos By = {By, ..., By, ..., } una base numerable de Z. Entonces se tiene
que

B = {71';11[B1] n---nN W;yl[Bn] :n € N,i; € w,B;j € By, para cada j € {i1,...,in}}
es una base numerable de Z“. Para cada U € B y cada h € Y“, ponemos
M(h,U) = {z € X : g(x,h) € U}. Como g(-,h) es una funcién continua para
cada h € Y%, entonces M (h,U) es un subconjunto abierto de X para cada U € B.
Ademas la coleccién {M(h,U) : h € Y¥, U € B} es una base para X. En efecto,
tomemos (f(-,vi,)) 1 (B1)N---N(f(-,vi,)) " (By) un abierto basico no vacio de X,
donde n € N, i1, ...,i, € wy Bj € By para cada j € {i1,....4,}. Seax € X conz €
(F26)) " (B) OO (1, )~ (By). Se tiene que U = 3 (B, )1+ (B, )
es un elemento de B. Consideremos h : w — Y cuya regla de correspondencia es
h(n) = y;, paran ¢ {i1,....,in} y h(i;) = y;; para cada j € {1,...,n}. Entonces se
tiene que x € M (h,U) C (f(-,yi,)) *B1) NN (f(,¥:,)) 1 (By). Por lo tanto la
coleccion {M (h,U) : h € Y¥ U € B} es una base para X. Usando estas notaciones
probaremos (1) y (2).

(1): Sea A un subespacio arbitrario de X. Para cualquier punto = de A y cualquier
U € B, ponemos G(z,U) = {h € Y¥ : g(z,h) € U}. Entonces G(z,U) es un
subconjunto abierto de Y. Por hipétesis, existe un subconjunto numerable Ay
de A tal que | J{G(z,U) : z € A} = |J{G(x,U) : € Ay}. Entonces se tiene que
U{Au : U € B} es un subconjunto denso numerable de A. En efecto, tomemos un
abierto basico no vacio AN (f(-,4:,)) 1 (B1)N---N(f(-,y:,)) 1 (By) de A, donde
neN,i,....i, €wy B, € By para cada j € {i1, ..., i, }. Hay que justificar que

AN(fCya) B N0 (fyi,) T Ba) N (UfAu = U € BY) #0.
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Sea € AN(f(,4i,)) " (B1)N-+N(f (- 6,)) ™ (Ba)- Como z € (£(-,3)) " (B)-
“N(f(,¥,)) ' (By,) entonces f(z,y;,) € By, para cada j € {1,...,n}.Considere-mos
U= Wil(Bil)ﬂ - ﬂwijll (Bi,), G(z,U) y h: w — Y cuya regla de correspondencia
es h(n) = i1, sin & {i1,...,in} y h(ij) = y;, para cada j € {1,...,n}. Como G(z,U)
es un elemento de | J{G(z,U) : z € A}, existe xg € Ay tal que G(x,U) = G(z0,U)
y como h € G(x,U) entonces h € G(xg,U). De donde no es muy dificil justificar
que

zo € AN(f(u,)) "B NN (f(vi,) ' (Bn) N (U{Au : U € B}

Por lo tanto A es separable.

(2): Puesto que {M(h,U) : h € Y¥, U € B} forma una base para X, es suficiente
mostrar que cualquier subcoleccién A contiene una subcoleccién numerable A’
de A tal que | J{G : G € A} = U{G : G € A'}. Para cada U € B, ponemos
Ay = {h € Y¥ : M(h,U) € A}. Entonces, por hipdtesis, existe un subconjunto
numerable Fy de Ay tal que Ay = clx(Fy). Ponemos A" = {M(h,U) : h €
Ey,U € B}. Entonces A’ es una subcoleccién contable de A. Ademés, si = es
un punto de J{G : G € A}, entonces = es un elemento de G = M (h,U) en
A. Por la definicién de M (h,U) tenemos que g(x,h) € U. Puesto que g(x,-) es
continuo en Y¥ y Fy es denso en Ay, entonces existe hg € Ey tal que g(x, hg)
pertenece a U. Esto muestra que x € M (hg, U) con hg € Ey y U € B, entonces x
estd en un elemento de algtin miembro de A’. En otras palabras, esto muestra que
U{G:G e A} = U{G : G € A'}. Por lo tanto X es un espacio hereditariamente
de Lindelof. [

Lema 4.4.3. Para un espacio X, el espacio C,(X,R¥) es homeomorfo al espacio
producto (Cp(X))¥.

Demostracion. Definimos el mapeo ¢ : Cp(X,R¥) — (Cp(X))¥ que a cada f €
Cp(X,R¥) le asociamos la funcién ¥(f) : w — Cp(X) que a cada n € w le asocia-
mos la funcién ¢¥(f)(n) : X — R cuya regla de correspondencia es ¥ (f)(n)(z) =
f(z)(n) para cada z € X.

Tomemos f € C,(X,R¥) fija pero albitraria. Entonces para cadan € w, ¥(f)(n) €
Cp(X). En efecto, sean n € w, V un subconjunto abierto de los nimeros reales y
r € X conz € (¢(f)(n))~ (V). Consideremos la n-ésima proyeccién m,, : R¥ — R.
Como V es un subconjunto abierto de los niimeros reales, entonces 7, (V) es un
subconjunto abierto de R tal que f(z) € m,(V), de donde existe un abierto
M C R¥ tal que f(x) € M C 7,1 (V). Como la funcién f es continua, existe un sub-
conjunto abierto H de X tal que € H C f~1(M). Ademds H C (¢(f)(n))~1(V),
va que si y € H, entonces y € f~1(M), de donde f(y) € =,'(V). Entonces
f(y)(n) € V, es decir y € (¥(f)(n))"*(V). Por lo tanto, para cada n € w se
tiene que ¥(f)(n) : X — R es continua y por ende ¢(f)(n) € Cp(X).

Inyectividad: Sean f,g € C,(X,RY) tales que f # g. Entonces existe z € X
tal que f(x) # g(x), de donde existe n € N tal que f(x)(n) # g(z)(n). Entonces
(f)(n)(x) # ¥(g)(n)(x), de donde existe z € X tal que ¢ (f)(n)(x) # ¥ (g)(n)(z),
entonces ¥ (f)(n) # ;/z(g)(n), de donde existe n € w tal que ¥(f)(n) # ¥(g)(n),

entonces ¥(f) # 1 (g) y por lo tanto ¢ es una funcién inyectiva.
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Sobreyectividad: Sea h € (C,(X))“. Definimos g : X — RY tal que a ca-
da z € X le asocia la funcién ¢g(z) : w — R cuya regla de correspondencia es
g(z)(n) = h(n)(z), para cada n € w. Se tiene que g : X — RY es una funcién con-
tinua. En efecto, tomemos un abierto basico m, 1(Vy)N---N 7rT_Lj1 (V;) de R¥ donde
ni,...,n; € w, Vi,..., V; son subconjuntos ablertos de los nimeros reales y x € X
con x € 971[7%11(\/1) n---nN 71';],1 (V;)]. Entonces, g(z) € 7,1 (Vi) N - N 7r,§j1 (V;)
de donde g(z)(n;) € V; para cada i = 1, ..., j. Entonces h(n;)(z) € V; para cada

i =1,.....;j. Como la funcién h(n;) : X — R es continua, existe un subconjunto
ablerto M de X tal que z € M C (h(n;))~1(V;) para toda i = 1,...,n. Ademds
M C g tm (Vi) NN 77;1( i), yaquesiy € Mei e {1,..,7}, entonces

y € (h(n;))~1(V;). Por lo tanto h(n;)(y) € V. De donde g(y)(n;) € V. Por lo cual
g(y) € m,; 1 (V;) para toda i € {1, ..., j}. Entonces g(y) € 7, }(V1)N---N ﬂ;jl(Vj),
de donde y € g7 [m, (Vi) N -+ N ngl(Vj)]. Por lo tanto g : X — R“ es una
funcién continua. De la definicién de 9, no es muy dificil justificar que 1(g) = h.
Por ende 9 es una funcion sobreyectiva.

Continuidad: Sea i € w. Solamente hay que justificar que la funcién m; o ¥ :
Cp(X,R¥) — €,(X) es continua. En efecto, consideremos un abierto bésico U(x1, ...
,Zn; V1, ..., Vy,) de C,(X), donde z1, ...,x, € X, V1, ..., V,, son subconjuntos abier-
tos de los nimeros reales y f € €,(X,R¥) tal que f € (m;09) 1 (W(z1, ..., xp; V71,
..» V). Entonces ¥(f) (i) € UW(z1, ..., Tn; V1,..., V) de donde f(gcj)( ) () )
(z;) € Vj para cada j € {1,...,n}. Se tiene que W(zy, ..., ;75 H(V1), ey 7y H(Vi))
es un abierto bésico de €, (X,R¥) tal que

feWzy, .., xn; m, (Vl) _1(Vn)) C (mop) Y (W(wy, ooy s Vi, ey Vi)

Tomemos h € W(21, .oy 3 T, 1 (V1), ooy m; H(V,)). Entonces h(z;) € m; (V) para
cada j € {1,...,n}, de donde h(x])(z) € V; para cada j € {1,...,n}, de donde
(h)(@)(z;) € V; para cada j € {1,..., }, entonces ¥(h)(:) € UW(z1, ..., xp; V1, ...,
V,,). Entonces m;(¢(h)) € W(x1, ..., Ty Vi, ...y Vi) ¥ por ende h € (m;010) 1 (U(z1,

-y Zn; Vi,..., V). Esto nos permite concluir que m; 0 ¢ : €,(X,R¥) = C,(X) es
continua para toda i € w. Por lo tanto ¢ : €,(X,R¥) — (€,(X))“ es una funcién
continua.

Continuidad de ¢~!: Consideremos un abierto basico U(x1, ..., Tn; A1, ..., Ay)
de C,(X,R¥), donde z1,...,x, € X ¥ Ay, ..., A, son subconjuntos abiertos de R¥.
Sélamente hay que justificar que ¥(U(z1, ...., Tm; A1, ...., Ay)) es un subconjunto

abierto de (Cp(X))¥. Sea f € UW(x1,...., Tm; A1, ...., Ay, entonces f(z;) € A; para
cada i € {1,...,m}. Para cada i € {1,...,m} existe una cantidad finita n;,,...,n;,
de elementos de w y V;,, ..., V;, subconjuntos abiertos de los niimeros reales tales
que

ik
flad) € mpt (Vi) NNt (V) € A

Consideremos los siguientes conjuntos

B; =, (W(x1; Vi, ) Nyl (W Vi) O - 0oy

nq

» (U(1; Vi)

para cada i € {1,...,m} y B= By N---NB,,. Por construccién no es muy dificil
observar que B es un subconjunto abierto bésico de (€, (X))¥ con la propiedad:
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B(F) € B CY(U(E1, s T Asy oy A

En efecto, tomemos g € B. Entonces, existe h € C,(X,R¥) tal que ¢¥(h) = g.
Si sucediera que h ¢ U(z1,....,Tm; A1, ...., Ay ). Entonces existe i € {1,...,m} tal
que h(z;) ¢ A;, de donde h(z;) ¢ 77,;11 (Vi)n---nN W;i (V;,), entonces existe
J € {1,....,k} tal que h(z;)(n;;) ¢ Vi, lo cual no puede suceder pues g € B; y
h(z:)(ni;) = ¥(h)(ni;)(xz:) = g(ng; ) (@) € Vi, - Entonces h € (@1, ey T Ad, ..
Am) y ast

U(f) € BCO(U(T1,. ey @i A,y ooy Apn)).

De lo anterior podemos concluir que v es una funcién abierta y por ende ! es
una funcién continua. Por lo tanto el espacio €, (X, R“) es homeomorfo al espacio
producto (€,(X))“.

O

Teorema 4.4.4. (Zenor [1980]). Para un espacio topoldgico X, se tienen los si-
guientes resultados:

(1) Cp(X,R¥) es un espacio hereditariamente de Lindeldf si y solo si X“ es un
espacio hereditariamente separable.

(2) Cp(X,R¥) es un espacio hereditariamente separable si y solo si X% es un
espacio hereditariamente de Lindeldf.

Demostracion. Definimos el mapeo ¢ : X“ x C,(X) — R¥ que a cada f € X¥
y cada g € €,(X) le asocia la funcién ¢ (f,g) : w — R definida por ¢(f, g)(n) =
g(f(n)). Afirmacién: para cada f € X se tiene que la funcién ¢ (f,-) : C,(X) —
R¥ es continua. En efecto, sea i € w. Sélamente hay que justificar que la funcién
mio(f,-): Cp(X) — R es continua, donde m; : R¥ — R es la i-ésima proyeccién.
En efecto, tomemos un subconjunto abierto V de los nimeros reales y h € C,(X)
tal que h € (m; o (f,+)) "1 (V). Entonces, se tiene que h(f(i)) = m;i((f,h)) € V.
El conjunto U(f(¢); V) es un abierto basico C,(X) tal que h € U(f(i);V) y
U(f(i); V) C (miod(f, ))~'(V). Entonces, m; o ¢(f,-) : Cp(X) — R es una
funcién continua y por lo tanto 9(f,-) : C,(X) — R¥ es continua. De donde sat-
isfacemos las condiciones requeridas por el Lema 4.4.2.

(1) Supongamos que C,(X,R*) es un espacio hereditariamente de Lindeléf. Por
el Lema 4.4.3, (C,(X))% es un espacio hereditariamente de Lindel6f. Ocupando la
Proposicién 4.4.2; el inciso (1), tenemos que X“ es un espacio hereditariamente
separable.

(2) Supongamos que €,(X,R¥) es un espacio hereditariamente separable. Por el
Lema 4.4.3, (Cp(X))* es un espacio hereditariamente separable. Ocupando el Lema
4.4.2, el inciso (2), tenemos que X“ es un espacio hereditariamente de Lindeldf.
Definamos el mapeo 91 : Cp(X,R*) x X — R¥ que a cada f € C,(X,R¥) y cada
x € X le asocia la funcién ¢1(f,z) : w — R cuya regla de correspondencia es
1 (f,x)(n) = f(z)(n) para cada n € w. Sea f € C,(X,R¥), entonces se tiene
que ¥1(f,+) : X — R es continuo. En efecto, sea i € w. Sélamente hay que jus-
tificar que m; o ¥1(f, ) : X — R es continua, donde m; : RY — R es la i-ésima
proyeccién. Sea V un subconjunto abierto de los nuimeros reales y x € X con
x € (mo1(f,-))"H(V), entonces f(x)(i) = m;i(¢1(f,x)) € V. Como V es abierto
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y 7; es una funcién continua sucede que 1(V) es un subconjunto abierto de R%.
Ademss, como f € C,(X,R¥) entonces f~(m; ' (V)) es un subconjunto abierto de
X tal que z € £~ (m; 1(V)) C (w091 (f,-)) "1 (V). De donde 7; 0 b1 (f,-) : X = R
es continua para cada i € w y por lo tanto ¥1(f, ) : X — R¥ es continuo. De
donde satisfacemos las condiciones requeridas por el Lema 4.4.2.

(1) Supongamos que X*“ es un espacio hereditariamente separable, entonces por
el inciso (2) de la Proposicién 4.4.2 tenemos que €,(X,R“) es un espacio heredi-
tariamente de Lindeldf.

(2)Supongamos que X*“ es un espacio hereditariamente de Lindeldf, entonces por
el inciso (1) de la Proposicién 4.4.2 tenemos que C,(X,R¥) es un espacio heredi-
tariamente separable. O

4.5. Pseudocaracter, i-peso, peso de red y peso en
Cp(X)

Definiciéon 4.5.1. Una red en un espacio topoldgico X es una coleccidn R de
subconjuntos de X tal que cada subconjunto abierto no vacio de X es la union de
elementos de alguna subcoleccion de R.

Observacion 4.5.2. En espacios topolégicos también se habla del concepto de red
para generalizar las sucesiones, es decir, estamos ocupando la misma palabra para
definir cosas distintas, hay que tener cuidado en el contexto el cual uno se esta
trabajando.

Definiciones 4.5.3. Para un espacio topoldgico X definimos los siguientes nu-
meros cardinales para X :

1. Sea x € X. Una coleccion 'V, de vecindades de x es una pseudobase de x si
{z} = (V.. El pseudocardcter de X en el punto z, el cual denotaremos por
¥(z,X), es el minimo nimero cardinal T tal que x tiene una pseudobase de
cardinal T. Por 4ltimo, el pseudocardcter de X , ¥(X), se define como

(X)) = sup,ex ¢(z, X).

2. Elpeso de red de X, que denotaremos por nw(X), es el menor cardinal T tal
que X tiene una red de cardinal T.

3. El peso de X, que se denota como w(X), es el siguiente nimero cardinal
w(X) =min{|B|: B es una base para X} + V.

4. Eli-peso de X, que denotaremos por tw(X) es el siguiente nimero cardinal
w(X) =min{(w(Y)) : X estd condensado en Y}

(Ver la Definicion 3.3.1 ).

Teorema 4.5.4. (Arhangel’skii [1976]). Para un espacio X se tiene que nw(X) =
nw(€p(X)).
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Demostracion. Probaremos primero que nw(C,(X)) < nw(X). Supongamos que
nw(X) = 7. Sea P una red para X tal que |P| = 7 y sea B una base numera-
ble para R. Entonces la coleccion R = {V(Py,...,P,;Vy,..., V) : Py, P, €
P, Vi,..,V,,n € N} forma una red para €,(X) cuyo cardinal no excede a 7,
donde V(Py,...,P,; Vy,...V,) = {f € (X) : f(P;) CV,; parai = 1,....,n}. Sea
U(z1, ..., xn; V1, ..., V,) un abierto bésico no vacio de C,(X), donde 1, ...,z, € X
y Vi,..,V,, € B. Para cada f € U(z1,...,zn; V1,..., V,) existe una subcoleccién
A{ de P tal que U.Af = f~Y(V;) para cada i = 1,...,n. Entonces se tiene que la
subcoleccion

A={V®BIBS . ,BHVy, .., V,): fe
(1, ooy i Vi, ey Vi), Bif es elemento de A{ para cadai = 1,...,n}

de R cumple que [JA = U(x1, ..., zn; V1, ..., V;,). Esto muestra que nw(Cp(X)) < 7.
Ahora probaremos que nw(X) < nw(C,(X)). Por el Teorema 1.0.12, X estd enca-
jado en €,(C,(X)), entonces se tiene que nw(X) < nw(C,(C,(X))). Ademds, por
el parrafo anterior sucede que nw(C,(Cp(X))) < nw(Cp(X)). De donde nw(X) <
nw(Cpy(X)). Esto completa la demostracién. O

Teorema 4.5.5. (Guthrie [1974].) Para un espacio X se tiene que
d(X) = iw(Cp(X)) = P(Cp(X)).

Demostracion. Para cualquier espacio topoldgico Z, se puede observar facilmente
que Y(Z) < iw(Z), asi que es suficiente mostrar que w(C,(X)) < d(X) <
b(€y(X)).

Comencemos con la primera desigualdad. Supongamos que d(X) = 7y que Y
es un subconjunto denso de X con |Y| = 7. Por el Teorema 1.0.11 inciso (a) te-
nemos que w(C,(Y)) < w(RY). Consideremos ¢ : C,(X) — C,(Y) definido por
o(f) = f |y para cada f € €,(X). Del hecho de que Y es un subconjunto denso
de X, no es muy dificil justificar que ¢ : €,(X) = €,(Y) es un mapeo continuo e
inyectivo. Definimos Z = ¢(C,(X)). Entonces tenemos que w(Z) < 7y ¢ es una
condensacién de C,(X) en Z. Esto muestra que w(Cy(X)) < 7.

Sigamos con la segunda desigualdad. Sea (€, (X)) = 7 y sea 7y una familia bésica
de subconjuntos abiertos de €,(X) con |y| < 7y {0} = ({W : W € v}. Para cada
W = W(0,{x1,...,xn,€}) € 7, ponemos K(W) = {z1,...,x,}, y consideremos el
conjunto Y = (J{k(W) : W € ~}. Se tiene que |Y| < 7. Ahora, mostraremos que
Y es un subconjunto denso en X. Argumentando por contradiccién, supongamos
que existe z € X \ cl(Y). Sea g un elemento en C,(X) tal que g(z) =1y g=0
en cl(Y). Sucede que por contruccién, para cualquier W € v, g es un elemento de
W, entonces g debe ser la funcién 0, lo cual no puede suceder pues g(x) = 1. Por
lo tanto Y es un subconjunto denso de X, con lo cual d(X) < ¢(Cp(X)). O

Teorema 4.5.6. (Noble [1974]). Para un espacio X se cumple la igualdad iw(X) =
d(€p(X))-

Demostracion. Por los Teoremas 1.0.12 y 4.5.5, se tiene que jw(X) < iw(Cp(

Cp(X))) = d(€Cp(X)). Ahora, probaremos la otra direccién; esto es d(Cp(X))
iw(X). Sea iw(X) = 7 y ¢ una condensacién de X en el espacio Y con w(Y)
7. Puesto que nw(Y) < w(Y), por el Teorema 4.5.4 se tiene que nw(C,(Y))

IN NN
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nw(Y) < w(Y) < 7. Puesto que ¢ es una condensacion, resulta que el mapeo
©* 1 Cp(Y) = Cp(X) cuyaregla es ¢*(g) = goy, para cada g € C,(X) es un homeo-
morfismo y ¢*(C,(Y)) es denso en C,(X). De donde d(€C,(X)) < d(¢*(Cp(Y))) <
nw(p*(Cp(Y))) = nw(C,(Y)) < 7, esto muestra que d(C,(X)) < 7. Esto completa
la demostracién de d(Cp,(X)) < tw(X). O

Definicién 4.5.7. Un espacio X es monolitico si nw(cl(A)) < |A| para cada
subespacio A de X.

Teorema 4.5.8. (Arhangel’skii [1976]). Si X es un espacio compacto, entonces
Cp(X) es monolitico.

Demostracion. Solo se dara un esbozo de la demostracién, cualquier duda puede
consultarse en [Ark92]. Sea F' un subespacio de C,(X) y ¢ el mapeo de X en
el espacio producto RY definido por f(z)(f) = f(x) para cada * € X y cada
f € F y ponemos Y = p(X). Entonces se tiene que w(Y) < |f] - Ro y ademds,
el mapeo ¢* de C,(Y) en C,(X) cuya regla es ¢*(g) = g o ¢, para cada g €
Cp(Y) es un homeomorfismo. Desde X es un espacio compacto entonces ¢ es un
mapeo perfecto y por lo tanto, es un mapeo cociente, ¢*(C,(Y")) es un subconjunto
cerrado de C,(X). Desde que ¢* es un homeomorfismo, entonces nw(C,(Y)) =
nw(p*(Cy(Y))) v ademds, por el Teorema 4.5.4, se tiene que nw(p*(Cy(Y))) =
nw(Y) < |F| - Ro.

Ahora, es suficiente mostrar que F' esta encajado en ¢*(C,(Y")), desde ¢*(Cp(Y))
es cerrado en C,(Y). Para cada f € F, sea 7wy la f-ésima proyeccién de RE.
Entonces para cualquier f € F' es solamente mf o ¢; esto es, f = ¢* (7 [y) para
cada f € F, con lo cual esto muestra que f € ¢*(C,(Y)). De donde nw(cl(F)) <
n (" (€,(Y))) < |- Ro. 0
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APENDICE

Algunos resultados de Analisis

A.1. Espacios métricos completos

Recordemos que un espacio métrico (X,d) consta de un conjunto no vacio
dotado de una funcién distancia d : X x X — R que cumple lo siguiente:

(1) Para todo x,y € X, d(z,y) =0 siy sélo si x = y.
(2) Para todo z,y € X se tiene que d(z,y) = d(y, ).
(3) Para todo z,y,z € X tenemos que d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Por abuso de notacién denotaremos al espacio métrico (X, d) como X.

Resulta 1til contar con un criterio de convergencia de sucesiones que dependa

unicamente de los términos de la sucesién. Para sucesiones de ntimeros reales con-
tamos con un critero tal, a saber: si una sucesion de niimeros reales es de Cauchy
entonces converge.
La nocién de sucesién de Cauchy se extiende de manera natural a espacios métri-
cos. Sin embargo, no resulta cierto en general que toda sucesién de Cauchy en un
espacio métrico converja. A los espacios métricos para los que esto ocurre se les
llama espacios completos.

Sea X = (X, d) un espacio métrico.

65
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Definicion A.1.1. Una sucesion en X es una funcion x : N — X. El valor de esta
funcion en k se llama el k-ésimo término de la sucesion y se denota por xy, = x(k).
La sucesion se denota por x = (xy).

Definicién A.1.2. Una sucesion (zy) en X es de Cauchy si, dada € > 0, existe
ko € N tal que

d(Ik,Ij) <eVk,7>ko.
Proposicion A.1.3. Toda sucesion convergente en X es de Cauchy.

Demostracion. Sea (xj) una sucesién que converge a x en X. Dada e > 0, existe
€
ko € N tal que d(zy,z) < 3 si k > ko. Por tanto

d(zg, z;) < d(zg, z) + d(z,z;) <e Vk,j > ko.
Es decir, (z) es de Cauchy. O

En general no es cierto que toda sucesion de Cauchy converja. Veamos un
ejemplo sencillo.

Ejemplo A.1.4. Sea X = (0,1) con la métrica inducida por la de R. La sucesion
i

(%) es de Cauchy en (0,1) pero no converge en (0,1).
Definicién A.1.5. Un espacio métrico X es completo, si toda sucesion de Cauchy
en X converge en X.

Si tenemos un espacio métrico (X,d) y A C X, con cl(A) denotamos la cer-
radura de A en el espacio X.
Ahora vamos a enunciar un criterio muy util de cuéando un subconjunto A de
un espacio métrico completo X es completo, pero para eso necesitamos de una
Proposicién.

Proposicién A.1.6. Sea A un subconjunto de X y sea x € X. Entonces x € cl(A)
st y sélo si existe una sucesion (xy) tal que x € A para todo k € N y la sucesion
(xr) converge a x en X.

Demostracién. Si x € cl(A) entonces existe zj, € B(z, +) N A para toda k € N. Es
decir, z;, € Ay 0 < d(zg,z) < % para toda k € N. En consecuencia, la sucesién
(zx) converge a = en X.

Sea ahora (x) una sucesién de puntos en A tal que converge a x en X, Sea € > 0.
Entonces existe ko € N tal que d(zp,x) < ¢ para todo k > ko. En particular,
Zr, € B(z,e) N A. Por lo tanto x € cl(A). O

Proposicion A.1.7. Sea X un espacio métrico completo. Un subespacio A de X
es completo si y solo si es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que A es cerrado en X. Sea (aj) una sucesién de
Cauchy en A. Entonces (ay) es una sucesén de Cauchy en X y, como X es completo,
ar — x en X. Por la Proposicién anterior « € ¢l(A) = A. Esto prueba que A es
completo.

Supongamos ahora que A es completo. Sea x € cl(A). Por la Proposicién anterior,
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existe una sucesién (ax) en A tal que ar — = en X. La Proposicién A.1.3 asegura
entonces que (ax) es de Cauchy y, como A es completo, se tiene que ap — a
en A. De la unicidad del limite se sigue que x = a € A. En consecuencia, A es
cerrado. O

A.2. Convergencia uniforme

En esta seccién daremos ejemplos importantes de espacios métricos completos.
Empezaremos comparando ciertos tipos de convergencia para sucesiones de fun-
ciones.

Sea S un conjunto y sea (X, d) un espacio métrico.

Definiciéon A.2.1. Una sucesion de funciones fr : S — X, k € N, converge
puntualmente en S a una funcion f : S — X si fr(z) = f(2) en X para cada
z € S. Es decir, (fx) converge puntualmente a f en S si, para cada € > 0 y cada
z €5, existe kg € N (que depende de € y de z) tal que

d(fr(2), f(2)) <& Vk = ko.
A la funcidon f se le llama el limite puntual de (f).

El limite puntual de una sucesién de funciones continuas no es, por lo general,
una funcién continua, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.2.2. La sucesion de funciones fy : [0,1] = R, fi(z) = zF, converge

puntualmente a la funcién f:[0,1] = R dada por

0 s 0<2x<1

f(‘”):{ 1 si z=1.

Daremos a continuacién una nocién de convergencia segun la cual el limite de
una sucesion de funciones continuas resultara ser una funcién continua.

Definiciéon A.2.3. Una sucesion de funciones fr : S — X, k € N, converge
uniformemente en S a una funcion f : S — X si, dada € > 0 existe kg € N (que
depende de ¢) tal que

d(fe(2), f(2)) <e Vk > ko, V2 € S.
A la funcion f se le llama el limite uniforme de (fy).

Notemos que esta nocién es més fuerte que la de convergencia puntual, es de-
cir, si (fx) converge uniformemente a f, entonces converge puntualmente a f. El
reciproco no es cierto pues la sucesién (fi) del ejemplo A.2.2 no converge uni-
formemente en [0, 1].

Con B(S, X) denotaremos el conjunto de todas las funciones f : S — X aco-
tadas (una funcién f : S — X es acotada si existe ¢ > 0y 9 € X tales que
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d(f(2),z0) < ¢ para toda z € S). Se tiene que B(S, X) es un espacio métrico con
la métrica uniforme d., definida como doo(f,g9) = sup.cgd(f(2),9(2)) para todo
f,9 € B(S, X).

Resulta que para funciones acotadas la convergencia uniforme es simplemente

la convergencia en el espacio métrico (B(S, X), dx).

Proposicién A.2.4. Sea (fi) una sucesion en B(S, X). Entonces, (fi) converge
uniformemente a f en S si y sdlo si (fr) converge a f en (B(S,X),dx).

Demostracion. Si f € B(S,X) y (fx) converge a f en (B(S,X),d) entonces,
dada € > 0, existe ky € N tal que

dOO(fk:.f) = SuszS d(f(z)ag(z)) <g, vk 2 kO'
En consecuencia,
d(fi(2), f(2)) <eVk > ko, Vz € S.

Es decir, (fx) converge uniformemente a f en S.
Reciprocamente, si (fx) converge uniformemente a f en S entonces, dada ¢ > 0,
existe kg € N tal que

d(fr(2), f(2)) < % Vk > ko, Vz € S.

Como f, es acotada, existen ¢ > 0y zo € X tales que d(f,(2), zo) < ¢ para todo
z € S. En consecuencia

d(f(2),z0) < d(f(2), fio(2)) + d(fro(2),20) <e+cVz € S.

Esto prueba que f € B(S, X). Por una de las desigualdades anteriores se sigue que

doo ([, [) = sup,cg d(fr(2), f(2)) < % <eVk = ko.
Es decir, (fx) converge a f en B(S, X). O

El siguiente ejemplo muestra que, ain cuando una sucesién de funciones con-
tinuas converge puntualmente a una funcién continua, no necesariamente converge
uniformemente.

Ejemplo A.2.5. Sea fi :[0,1] — R la funcion dada por

10
k|7

T — —

fr(z) :ma’m{k‘ — k2

La sucesion (fi) converge puntualmente a 0, pero no converge uniformemente ya
que

doo(fkvo) = fk (;) =k — oo.

La propiedad fundamental de la convergencia uniforme es la siguiente.
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Proposicién A.2.6. Sean (Z,dz) y (X,dx) espacios métricos. Si fr, : Z — X
es continua para todo k € N y (fi) converge uniformemente a f en Z, entonces
f:Z — X es continua.

Demostracion. Sean zp € Z y € > 0. Como (fx) converge uniformemente a f,
existe ko € N tal que

dx (fi(2), £(2)) < 5 V2 € 2,k > ko.

Y, como fj, es continua, existe § > 0 tal que

dx (fro (), fro (20)) < % si dy(z, z0) < 6.

Tomemos z € Z tal que dz(z,2p) < d, en consecuencia,

dX(f(Z)a f(ZO)) < dX(f(Z)v fko (Z)) + dX(fko (Z)» fko (ZO)) + dX(fko(ZO)v f(ZO))

< T4+l
373

Mol m

Esto prueba que f es continua. O

El siguiente espacio jugard un papel importante.

Definiciéon A.2.7. Sean Z y X espacios métricos. El espacio de funciones conti-
nuas y acotadas de Z a X es el conjunto

C(Z,X)={f:Z — X : f es continua y acotada}

con la métrica inducida por la de (B(Z,X),d), es decir,

doo(fa g) = SuszZ dX(f(Z)’g<Z))
si f,g€C*(Z,X).

Si K es un espacio métrico compacto, toda funcién continua de K en X es
acotada. Para sucesiones de funciones continuas y acotadas podemos reinterpretar
la Proposicién A.2.6 como sigue.

Corolario A.2.8. Sean Z y X espacios métricos. Entonces C*(Z, X) es un subes-
pacio cerrado de (B(Z,X),dw).

Demostracion. Sea f € cl(C*(Z,X)). Por la Proposicién A.1.6 existe una sucesién
(fr)en €*(Z, X) tal que fr, — fen B(Z, X). La Proposicién A.2.6 asegura entonces
que f € C*(Z, X). Esto prueba que €*(Z, X) es cerrado en B(Z, X). O
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A.3. Espacios de funciones completos

A continuacién daremos un criterio que garantiza la convergencia uniforme de
una sucesion de funciones en términos de la sucesién misma.
Sea S un conjunto y (X, dx) un espacio métrico.

Definicion A.3.1. Una sucesién de funciones f : S — X, k € N, es uniforme-
mente de Cauchy en S si, para cada € > 0, existe kg € N tal que

El siguiente Teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para la con-
vergencia uniforme de una sucesién de funciones.

Teorema A.3.2. (Criterio de convergencia uniforme de Cauchy) Sea X un es-
pacio métrico completo. Una sucesion de funciones fi, : S — X, k € N, converge
uniformemente en S si y solo si (fi) es uniformemente de Cauchy en S.

Demostracion. Si (fx) converge uniformemente a f en S, dada ¢ > 0, existe kg € N
tal que

dx (fx(2), f(2)) < % Vi > ko, Yz € S.

En consecuencia,

Ax (fo(2), £5(2)) < dx (fu(2), £(2)) + dx (f(2), £3(2)) < & Vh,§ > Ko, V= € S.

Es decir, (f%) es uniformemente de Cauchy.

Supongamos ahora que (fi) es uniformemente de Cauchy en S. Entonces, para
cada z € S, la sucesién (fi(z)) es de Cauchy en X y, como X es completo, esta
sucesién converge a un punto de X al que detonaremos por f(z). Probaremos
ahora que fr — f uniformemente en S. Sea € > 0. Como (fi) es uniformemente
de Cauchy, existe kg € N tal que

dx(fi(2), £5(2)) < 5 Vk,j > ko, V2 € S.

Y como para cada z € S se tiene que f;(z) — f(z) en X, existe j, € N (que
depende de z) tal que

dx(£5(2). F(2)) < 5 Vi > ji

Dadas k > ko y z € S, tomemos j=mdax{ko, j. }. Entonces
dx (fr(2), f(2)) < dx(fr(2), f;(2)) +dx(f;(2), f(2)) < e Vk > ko, V2 € S.

En consecuencia,
dX(fk(z),f(z)) <eVk>ky, Vz € S,

es decir, (fx) converge uniformemente a f. O
Una consecuencia importante del Teorema anterior es la siguiente.

Corolario A.3.3. Sea S un conjunto, Z un espacio métrico y X un espacio métri-
co competo. Entonces los espacios (B(S, X),dw) y (C)(Z,X),dss) son completos.
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Demostracion. Sea (fi) una sucesién de Cauchy en B(S, X). Claramente (fx)
es uniformemente de Cauchy en S y, por el Teorema A.3.2, (f) converge en
(B(S, X),ds). Esto prueba que (B(S, X), d) es completo. Por el Colorario A.2.8,
(€*(Z,X),ds) es un subconjunto cerrado B(Z, X). La Proposicién A.1.7 asegura
entonces que (C*(Z, X),d~) es completo. O

A.4. Conjuntos totalmente acotados
Sea (X, dx) un espacio métrico, g € X y € > 0.
Definicién A.4.1.

(1) La bola abierta en X con centro en zg y radio € es el conjunto
B(zo,e) ={r € X :d(x,z0) <€},

(2) La bola cerrada en X con centro en xg y radio € es el conjunto

~

B(zg,e) ={r € X :d(x,z0) < e}.

Estudiaremos a los subconjuntos de X que tienen la siguiente propiedad.

Definicién A.4.2. Un subconjunto A de X es totalmente acotado (o precompacto)
st para toda € > 0 existe un nimero finito de puntos aq,...,a, € A tales que

A CB(ay,e)U---UB(ap,e).
Veamos algunas propiedades sencillas de los conjuntos totalmente acotados.
Proposicion A.4.3.
(a) Todo subconjunto compacto de X es totalmente acotado.
(b) Todo subconjunto totalmente acotado de X es acotado.

(¢) Todo subconjunto de un conjunto totalmente acotado es, a su vez, totalmente
acotado.

(d) La cerradura en X de un conjunto totalmente acotado es totalmente acotada.

Demostracion.  (a) Si K C X es compacto entonces, para toda & > 0, la cubierta
abierta {B(z,e) : x € K} de K contiene una subcubierta finita. Es decir,
existen x1, ..., T, € K tales que

K CB(z1,e)U---UB(xm,€).

Por lo tanto K es totalmente acotado.

(b) Si A C X es totalmente acotado, entonces existen m € Ny ay,....;a;, € A
tales que
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A CB(ay,1)U---UB(am,1).

En consecuencia, A C B(ay,r + 1) donde r =méx{dx(ai,a;): j = 2,...,m},
es decir, A es acotado.

Sea A un subconjunto totalmente acotado, sea D C A y sea € > 0. Entonces
existen m € Ny ay,....,a,, € A con la propiedad de que

AQB(al,g)U~~~UB(am,%>.

Sea J ={j € {1,...,m} : B (aj, g) N D # (}. Para cada j € J elegimos un

€
punto b; € B (aj, 5) N D. Entonces se cumple que
D C | JB(;.0).
jed
Esto prueba que D es totalmente acotado.

Sea A un subconjunto totalmente acotado, sea € > 0, y sean ay,....,a;, € A
tales que

9 9
AgB(al,i)UUBsz,?)

=~ € ~ € .
Como B (al, 5) U---UB (am, 5) es cerrado, se tiene que

cl(A) gé(al,%) U---Ué(am,g).

En consecuencia,
cl(A) C B(ay,e) U---UB(am,e).

Esto prueba que cl(A) es totalmente acotado.

El siguiente resultado da caracterizaciones muy ttiles de los compactos.

Teorema A.4.4. Para un espacio métrico X = (X,dx), las siguientes tres afir-
maciones son equivalentes:

(a)
(b)
(c)

X es compacto.
Toda sucesion en X contiene una subsucesion que converge en X .

X es completo y totalmente acotado.
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Demostracion. (a) = (b) Sea (xy) una sucesién en X. Probaremos primero que
existe un punto yo € X tal que, para toda ¢ > 0, la bola abierta B(yp,e) con
centro en gy y radio £ contiene alguna subsucesién de (zy).

Argumentando por contradiccién, supongamos que para cada y € X existe g, > 0
tal que B(y,e,) no contiene ninguna subsucesién de (zy). Entonces existe k, € N
con la propiedad de que

Tk ¢ B(yvgy)7Vk' = ky

Como X es compacto, la cubierta abierta € ={B(y,e,) :y € X} de X contiene
una subcubierta finita, es decir, existen yi, ...,y € X tales que

X g B(y1a5y1) u---u B(ymﬁym)

Esto implica que xj, ¢ X para todo k >méx{k,,,....ky, }, lo cual es falso.

Asi pues, existe yp € X tal que toda bola abierta con centro en yy contiene
a una subsucesién de (zy). Esto nos permite escoger, recursivamente, un punto
rx; € B(yo, %) tal que k; > k;_1. La sucesién (xx,) es una subsucesion de (zx) que
converge a .

(b) = (c) Sea (xf) una sucesién de Cauchy en X. Si X satisface (b) entonces (xy)
contiene una subsucesién que converge a un punto x € X. Como la sucesion es
de Cauchy y tiene una subsucesién convergente, entonces (xy) converge a x en X.
Esto prueba que X es completo.

Supongamos ahora que X no es totalmente acotado. Entonces existe eg > 0 tal que
X no puede ser cubierto por un nimero finito de bolas abiertas de radio gg. Por
consiguiente, podemos escoger, inductivamente, una sucesién de puntos x; € X
tales que

Tk ¢ B(xl,é‘o) U---u B((Ek,hé‘o).

Por tanto, dx (x;, xx) > €o paratoda j # k y, en consecuencia, ninguna subsucesién
de (z1) es de Cauchy. Esto implica que (xj) no contiene ninguna subsucesién
convergente lo cual no puede pasar por hipétesis. Por lo tanto X es totalmente
acotado.

(¢) = (a) Argumentando por contradiccién, supongamos que X es completo y
totalmente acotado pero no es compacto. Entonces X tiene una cubierta abierta
U ={U; | i € I'} que no contiene ninguna subcubierta finita. Como X es totalmente
acotado, estd contenido en un ntimero finito de bolas abiertas de radio 1. Por tanto,
existe un punto zg € X tal que B(zg,1), no puede ser cubierta por un nimero
finito de elementos de U. Como B(xg, 1) es totalmente acotado, estd contenido en
un numero finito de bolas abiertas de radio % cuyos centros estdn en B(zg, 1). Por
consiguiente, existe 1 € B(zo, 1) tal que B(z1, %), no puede ser cubierta por un
nimero finito de elementos de U. De este modo construimos, recursivamente, una
sucesién (z) tal que zj, € B(zy—1, 55-7) ¥y B(2x, 3¢ ) no puede ser cubierta por un
numero finito de elementos de U. Para toda j > k, se tiene entonces que

dX(mk,xj) < dX(xk,Ik+1) + - +dX($j7173;‘j) < 2% + -+ zj% < 2,%1,

es decir, la sucesién () es de Cauchy. Como X es completo, esta sucesion converge
a un punto x* en X. Haciendo tender j — oo en la desigualdad obtenemos que

dx(l'k,x*) < Q,C%,Vk € N.
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Por otra parte, como 2* € X, existe U* € U tal que 2* € U*. Como U™ es abierto,
existe € > 0 tal que B(z*,e) C U*. Sea k € N tal que %%1 < 5. Entonces, para
todo @ € B(zy, 57, se tiene que

dx(il',.’b*) < dx(l',l'k) + dx(.’bk7l'*) < 2% + Qk%l <eg,
es decir,

B(zk, 37) € B(z*,e) CU*.
Esto es una contradiccién, ya que habiamos supuesto que B(xy, 2%) no puede ser
cubierta por un nimero finito de elementos de U. Por lo tanto X es compacto. [

Definicién A.4.5. Un subconjunto A de X es relativamente compacto (en X ) si
su cerradura cl(A) en X es compacta.

Los subconjuntos relativamente compactos de R™ son precisamente aquellos
que son acotados. Para un espacio métrico arbitrario se cumple lo siguiente.

Corolario A.4.6. Un subconjunto A de un espacio métrico completo X es rela-
tivamente compacto si y solo si es totalmente acotado.

Demostracion. Sea A relativamente compacto en X. Entonces se tiene que cl(A)
es compacta en X de donde por la Proposicén A.4.3 implica entonces que cl(A)
es totalmente acotado y, en consecuencia, que A también lo es.

Inversamente, supongamos que A es totalmente acotado. La Proposicién A.4.3
afirma que cl(A) es totalmente acotado. Por otra parte, como X es completo y
cl(A) es cerrado en X, se tiene que cl(A) es completo. El Teorema A.4.4 asegura
entonces que cl(A) es compacto. O

A.5. El Teorema de aproximaciéon de Weierstrass

Cuando hacemos calculos con niimeros reales usamos siempre una aproximacion

decimal del estos, es decir, usamos algtin niimero racional suficientemente cercano
al nimero real que nos interesa.
En este capitulo probaremos que toda funcién continua f : [a,b] — R se puede
aproximar uniformemente, tanto como queramos, por una funcién polinomial. Este
resultado se conoce como el Teorema de Aproximacién de Weierstrass. Tiene gran
relevancias desde el punto de vista tedrico y practico, dado que los polinomios son
las funciones continuas mas simples, susceptibles de ser evaluadas por una com-
putadora.

El objetivo de esta seccién es demostrar que toda funcién continua f : [a,b] — R
se puede aproximar uniformemente por polinomios, es decir, por funciones de la
forma

p(t) = ag +ait +agt? +-- - +at" ar €R, neN.
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Este resultado se le conoce como el Teorema de Aproximacién de Weierstrass.
Maés aun, exhibiremos una sucesién explicita de polinomios que converge uniforme-
mente a la funcién f en [a, b].

Para 0 < k < n consideremos los polinomios (Observe la Figura 3)

Yo k(1) = (Z) th(1 — )nt,

es el coeficiente binomial. De la conocida féormula binomial

(a+b)" = Zn: (’;) a* bk

k=0

donde

se sigue que
Zr}/n,k(t) = L (Al)
k=0

Multiplicando por ¢ la igualdad (A.1), con n — 1 en lugar de n, obtenemos

n—1
to= tY o1k(t)

=0

En consecuencia,



“tesisfinall” — 2012/3/8 — 21:34 — page 76 — #380

76 CAPITULO A. ALGUNOS RESULTADOS DE ANALISIS

De manera analoga, multiplicando pot #? la igualdad (A.1) con n —2 en vez de
n, es sencillo probar que

(n® = n)t? = (k% = k)i (t). (A.3)

k=0
1 1
130 = (L= t)° Y31 = 2t(1 — t)?
1 1
3.2 = 2t%(1 = 1) Y33 =13
0 T 0 7

Figura 3. Esbozo del comportamiento del polinomio 3, para n =0,1,2,3.

Definicién A.5.1. Sea f : [0,1] — R una funcidn continua. El n-ésimo polinomio de
Bernstein de | es el polinomio

Bn(t) = Brn( Zf( )’)’nk

Teorema A.5.2. (de aprozimacién de Bernstein) Sea f : [0,1] — R una funcion

continua. La sucesion de polinomios de Bernstein (Bf,) converge uniformemente
a f en[0,1].

Demostracion. Sea € > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal
que

[f(s) = F()] <

Multiplicando la igualdad (A.1) por f(¢

si |s—t] <. (A.4)

A RO

obtenemos que

=D f(Omr(t)
k=0
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Asi, para cada t € [0,1] y n € N; se tiene que

=[o-s (GPrase] < -1 ()

Probaremos que el lado derecho de esta desigualdad es menor que ¢ si n satisface

Vi
n}max{(%, ||5|2‘ } (A.6)

Para cada t € [0,1] y n € N consideremos los conjuntos

<))

IQZ{kEN : 0<k<n,,k¢[1}

n

<2

=0

[f () =Brn(t) f(t) Vnk(t). (A.5)

Ilz{kEN : 0< k< n,

4

1
Si n satisface (A.6), entonces (n) < 4,y se sigue de (A.4) y de (A.1) que

sy (3)

-2
. k .
Por otra parte, si k € Is entonces (t — > < v/n y, en consecuencia,
n

-1 (%)

kel k=0

>

kel

D

kely

Yak() < D20 oYk (t)

kels

= () 2’771’
2[Lf1l kE ( k) k(t)
€12 t— —

B\ 2
< 2AfVAY (1= 3) a. (48)
kels
Probaremos ahora que
= k2 1
- — < —. A.
> (t-2) st < 4 (A9)

2
Multiplicando la igualdad (A.1) por 2, la igualdad (A.2) por ——t, y la suma de
n
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1
las igualdades (A.2) y (A.3) por — obtenemos, respectivamente,
n

n
o= ),
k=0

- k
-2t = ) —2—
2nt’7n,k(t>7
k=0
1 1 Ly
1—— )¢ ft:E—nt.
< n) +n k:0n27’k()

Sumando estas tres igualdades obtenemos

%(t -2 =) (t - i) Y,k (1) (A.10)

k=0

1
Notemos que max;co,1)(t — t?) < =. En consecuencia, (A.10) implica (A.9). Si n

11l
NG

>

kels

satisface (A.6), entonces < e. Por tanto, (A.8) y (A.9) implican que

sy -1 (%)

De esta desigualdad, junto con (A.5) y (A.7), obtenemos que

’Yn,k(t) <

N ™

n

10 =sa0) < 3|50 -1 () et
- > f(t)f@)‘%,k(t)Jrkezh 10~ 1 () nate) <

para toda t € [0, 1], si n satisface (A.6). es decir,

Hf - Bf,n

54 g2

1 2
| <€ sin> mzix{ |f||°®} (A.11)

Esto concluye la demostracion. O

Observa que la férmula (A.11) nos da una estimacion del error, en términos de
f, en cada paso de la aproximacion.
Una consecuencia inmediata del Teorema de Aproximacion de Bernstein es el sigu-
iente resultado importante.

Corolario A.5.3. (Teorema de Aprozimacion de Weierstrass) Sea f : [a,b] —
R una funcidn continua. Entonces existe una sucesion de polinomios (pn) que
converge uniformemente a f en [a,b)].
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Demostracion. La funcién p : [0,1] — [a,b] dada por p(t) = (1 —t)a + tb es un
homeomorfismo. Sea g = f o p, la cual es una funcién continua definida en el [0, 1].
Por el Teorema anterior, se tiene que

Bg,n — ¢ uniformemente en [0, 1].

La funcién p, = By n © p~ ! es continua en [a,b] y es el polinomio de grado n
s—a - k s—a
o 122) - £ (5 )

Pu(s) = f(s)| = Bgn(p'(s)) —g(p™"(s))| Vs € [a,b],

concluimos que

Dado que

1P = flloo = 18g.n — 9l -

En consecuencia, p, — f en (C%[a, b], ds)- O

La compacidad del dominio de f jugd un papel importante en la demostracién
del Teorema A.5.2 para asegurar la continuidad uniforme de f. El siguiente ejem-
plo muestra que el Colorario A.5.3 no es valido, en general, si el dominio no es
compacto.

1 2
Ejemplo A.5.4. Sea f(t) = sen (t) , t € (07} Ninguna sucesion de poli-
T
2
nomios converge a f en @° (0, ]
T

Demostracion. Argumentando por contradiccién, supongamos que existe una suce-

2
sién de polinomios (py.) que converge a f en C° (O, —|. Entonces (py) es de Cauchy
T

2
en @0 (O, ] Por lo tanto, dada € > 0 existe ky € N tal que
T

2
) =i < e (0.2), v > ko

Como la funcién ¢ — |pg(t) — p;(t)| es continua en R, la desigualdad anterior
implica que

px(0) — p;(0)| <& Vk,j > ko,
i 0lg 2 oln 2
en consecuencia, (py) es de Cauchy en C° [0, —| y, como C” [0, —| es completo,
™ 7
2
existe g € €° [07 ] tal que
™
O 2
pr — gen CY [0, —].
™

Concluimos entonces que
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n—oo

1 2
g(t) = lim pg(t) = f(t) = sen (t) Yt e (07 ]
v
. 2
y, como ¢ es continua en [O, ] , obtenemos que
Vi

2
lim sen (@> = lim g () = ¢(0).
n—00 2 n—00 nmw

. ey ., nm
Esto es una contrachcmon, Ya que la sucesién (sen <7>) no converge.
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Conceptos basicos de Topologia general

B.1. Espacios topoloégicos

Daremos el nombre de topologia en un conjunto dado X, a una coleccién de
subconjuntos de X que tenga ciertas caracteristicas que nos permitan medir de
alguna manera la cercania o lejania de los objetos que pertenecen a X con res-
pecto a un subconjunto fijo £ C X. Por ejemplo, deseamos determinar cuindo un
punto x € X se encuentra “adherido” o “pegado” a un subconjunto dado E, o
cudndo un subconjunto A de X estd “lejos” de E.

Definiciéon B.1.1. Una topologia en un conjunto X es una familia T de subcon-
juntos de X que satisface las siguientes condiciones:

(A1) el conjunto vacio O y X pertenecen a 7T,
(A2) si A,B €T, entonces ANB €T,
(A3) si A C T, entonces | JA € T.

Definicién B.1.2. Si T es una topologia en X, a la pareja (X,T) le llamare-
mos espacio topolégico, y los elementos que pertenecen a T reciben el nombre de
subconjuntos abiertos de X .

Obsérvese que la condicién (As) de la definicién B.1.1 implica, usando un
proceso inductivo, que la interseccién de cualquier subcoleccién finita de elementos
de T, también es un elemento de 7.

81
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Los primeros intentos por definir estructuras topoldgicas se deben a M. Fréchet
y a F. Riesz entre los anos 1906 y 1908. La primera definicién satisfactoria al
respecto fue dada por F. Haudorff en 1914 en términos de sistemas de vecindades.

Ejemplos B.1.3.

(1) Sea X = {a,b,c}. La coleccion T = {0, X, {a},{a,b}} es una topologia en
X.

(2) Para cualquier conjunto X, la coleccion P(X) de todos sus posibles subcon-
juntos satisface los axiomas que define una topologia. A ésta le llamaremos
topologia discreta en X, y a la pareja (X, P(X)) espacio discreto X .

(38) También es fdcil verificar que la coleccion {0, X} es una topologia en un
conjunto dado X . A ésta le llamamos topologia indiscreta en X, y (X, {0, X })
es un espacto indiscreto.

(4) Ahora describiremos la topologia cofinita. Sea X un conjunto cualquiera y
T={0}U{ECX:X\FE esun conjunto finito}.

De las formulas de De Morgan se desprende que T es una topologia en X.
En efecto, la condicion (A1) de la definicion B.1.1, se satisface trivialmente.
Ahora, si A,B son elementos no vacios en T, entonces X \ (ANB) = (X' \
A)U (X \ B) es un conjunto finito ya que la unidn de dos conjuntos finitos
es un conjunto finito; por lo tanto, AN B € T. Por ultimo tenemos que si
A CT, 0bien A C {0}, en cuyo caso|JA =0 € T, o bien existe un elemento
no vacio Ag € A, y entonces X \JA =N{X\A:Ac A} C X\ Ay. Como
X\ Ag es finito, asi también lo es X \ |JA, y por lo tanto | JA pertenece a
J.

Dado un espacio métrico (X, d), podemos generar, con la métrica d, una topolo-
gla en X de la siguiente forma. Para cada x € X y cada nimero real positivo
r, tomamos el conjunto B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}. A este conjunto le
llamaremos la bola abierta de radio r y centro en  (Observe la Figura 4).

Figura 4. La bola con centro en x y radio r.

Definimos entonces
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Ta={0} U{FE C X : F es la unién de bolas abiertas}.

La coleccion Ty es una topologia en X que llamaremos topologia en X inducida
por la métrica d.

Verifiquemos que en efecto Ty satisface la condicién (Az) de la definicén B.1.1.
Sean E1, Es dos elemetos de T,. En el caso en que E;NE5 = 0, el resultado se sigue
inmediatamente. En caso contrario, para cada x € Eq N Es, existen x1,20 € X y
r1,72 € RT tales que x € B(xy,71) € E1 v ¢ € B(x2,72) C Ez. Ahora, el lector
puede convencerse de que existe r, € RT tal que B(z,r;) C B(z1,r1) N B(xa,72).
De esto se desprende que = € B(z,r,;) C E; N E,y. Esto significa que E; NEy =
U{B(z, ;) : € E; NEg}; es decir, E; NEy es la unién de bolas abiertas, y por lo
tanto pertenece a Ty.

El lector puede verificar que también las otras dos condiciones en la definicién
B.1.1 se cumplen para Tj.

B.2. Bases y Subbases

Definicién B.2.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Una subcoleccion B de T es
una base para T si para cada elemento A € T existe A C B tal que A = JA.

Trivialmente, T misma es una base para (X,7). Ademds, recuerde que el con-
junto vacio ) estd contenido en cualquier otro conjunto, y |J @ = 0; de tal manera
que el conjunto () € T se logra recuperar por medio de la unién de los elementos
de la subcoleccién @) de la base B.

Para un espacio métrico (X, d), se tiene que la coleccién de bolas abiertas en X,
By={B(z,r) z € X yr € R}, es una base de (X, T4). A continuacién exhibiremos
una caracterizacion bastante util de las bases.

Proposicién B.2.2. (Caracterizacion de las bases) Una subcoleccion B de una
topologia T en X es una base de T si y sdlo si para cada A € T\ {0} y cada x € A
existe B € B con la propiedad x € B C A.

Demostracion. Supongamos que B es una base de T, A € T\ {0} y = € A. Por
definicién, podemos encontrar A C B tal que A = |JA. Esto significa que para
algin B € A C B se cumple que € B C A.

Reciprocamente, sea A € T no vacio. Para cada = € A podemos encontrar B, € B
tal que ¢ € B, C A. Resulta entonces que A = (J{B, : x € A}. O

Observacién B.2.3. Obsérvese que si B es una base de una topologia T en X,
entonces B debe de cubrir a X (es decir, |JB = X ) y para cada subcoleccidn finita
By,...,Bp € B, six € ByN---NB,, entonces debe de existir un elemento B de B
que satisfaga que t € BC BiN---NB,.

Definicién B.2.4. Una subcoleccion 8§ de una topologia T en X es una subbase
para (X,7T) si B={(NA : A C 8 y0 < |A| <Ny} es una base para T. Es decir,
8 C T es una subbase para T si, y sdlo si, para cada A € T\ {0} y cada x € A
existe A C 8 finita no vacia tal que x € [JA C A.
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Es claro que la colecciéon de intersecciones de subcolecciones finitas de una
topologia T, reproducen a T, de tal manera que T es un ejemplo evidente de sub-
base de ella misma. También, usando la observacién B.2.3 podemos con facilidad
concluir que cada base de una topologia T, constituye una subbase de 7.

B.3. Subespacios

Supongamos que 7T es una topologia definida sobre un conjunto X y que Y
es un subconjunto de X. Lo que nos interesa es que T proporciona una forma de
medir qué tan cercanos a Y se encuentran otros objetos contenidos en X, asi que
una forma natural de proporcionarle a Y una nocién de cercania es la siguiente:
para cada A CY fijo, B C Y esta cercano a A en Y si, considerados como objetos
de X, B esta cercano a A. A continuaciéon vamos a analizar algunas consecuencias
de esta idea.

Dado un espacio topoldgico (X,T) y dado Y C X, definimos la coleccién

TIy={ANY:AeT}
Proposicion B.3.1. T |y es una topologia en Y .

Demostracion. Como (), X € T, tenemos que (,Y € T |y. Si A,B € T, entonces
ANBeTy (ANY)N(BNY)=(ANB)NY.Y para concluir, si A C T, entonces
U{ANnY:Ae A} =(UA)NY. O

A T |y le llamaremos topologia relativa en Y con respecto a (X, T), y diremos
que (Y, T ly), es un subespacio de (X, 7).

El resultado siguiente nos proporciona un método para generar bases y subbases
para los subespacios de un espacio dado.

Proposicién B.3.2. Sean (X,T) un espacio topoldgico y Y C X. Entonces:
Si B es una base (subbase) para T, entonces By = {BNY : B € B} es una base
(subbase) para T |y.

Demostracion. Las demostraciones de los hechos mencionados en la Proposicién
son muy similares entre si, de tal modo que sélo desarrollaremos la demostracion
de uno de ellos a manera de ejemplo. Supongamos, pues, que B es una base para
T. Dado A € T |y debe existir AT € T de tal modo que A = AT NY. Por
nuestra suposicién, debe existir A C B de tal manera que AT = [ JA y, por ende,
A=AT, donde AT={BNY:Be A}C By. O

B.4. Continuidad y Homeomorfismos

Uno de los conceptos bésicos mas importantes en topologia es el de funcién
continua. Intuitivamente, una funcién f definida sobre un espacio topolégico X
y con valores en otro espacio topoldgico Y, es continua en un punto zg de X si
manda puntos cercanos a xo en puntos cercanos a f(x).
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En esta seccién, generalizaremos esta idea a espacios topoldgicos y establece-
remos de manera formal la nocién de continuidad y exploraremos algunas de sus
consecuencias.

Definiciones B.4.1. Sea f una funcion cuyo dominio X y codominio Y son
espacios topoldgicos.

(1) Diremos que f es continua en el punto x¢ de X si para cualquier subconjunto
abierto A de Y que contiene a f(xg), existe un subconjunto abierto B de X
que contiene a xo y que satisface f(B) C A.

(2) En el caso en que f sea continua en todos los puntos de X, se dird simple-
mente que f es continua.

Observaciones B.4.2.

(1) Si Bg y By son bases para X y Y, respectivamente, entonces la funcidn
f: X =Y es continua en xq si, y sdlo si, cada vez que A € By y f(xg) € A,
se tiene que existe B € Bg de tal forma que x9 € B y f(B) C A. En
otras palabras, la continuidad de cualquier funcion puede ser comprobada
empleando bases.

(2) Si suponemos que X y'Y son espacios métricos, entonces las colecciones de
bolas abiertas forman bases para ellos, asi que la continuidad de f en xzq
puede ser comprobada usando bolas abiertas.

Ejemplos B.4.3.

(a) Sean X yY espacios topoldgicos y b un elemento de Y. Si f es la funcion
constante b de X enY (f(x)=b para cualquier x € X ), entonces f es continua
pues f(X) C A siempre quebe ACY.

(b) Consideremos b € R™. Definimos la funcion traslacion por b como T, : R™ —
R"™ cuya regla es Tp(x) = x + b para cada x € R™. Por la observacién B.4.2
se tiene que Ty, es una funcion continua, ademds no es muy dificil justificar
que Ty es una funcion biyectiva y su inversa T_p : R™ — R™ es una funcion
continua.

A continuacién vamos a dar una lista de formas diferentes en las que se expresa
la continuidad de una funcién. Este es un resultado que nos sera de mucha utilidad
y cuya demostracién la pueden consultar en [TC11].

Teorema B.4.4. Si f es una funcion del espacio topolégico X en el espacio
topolégico Y, entonces las condiciones siguientes son equivalentes.

(1) f es continua.

(2) Para cualquier conjunto abierto U de Y se tiene que f~1(U) es abierto en
X.

(3) f7X(F) es cerrado en X para cualquier cerrado F de'Y .
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(4) f(cdx(A)) C cy(f(A)) para cualquier A C X, donde clx y cly son los
operadores cerradura en X y Y, respectivamente.

(5) clx(f~Y(B)) C f~(cly(B)) para cada BCY.
Demostracion. O

Observacién B.4.5. Si f es una funcion del espacio topoldgico X en el espacio
topoldgico Y y si B, 8 son una base y una subbase de Y , respectivamente, entonces
son equivalentes

(1) f es continua.
(2) f~1(B) es abierto en X para cada B € B.
(3) f71(S) es abierto en X para cada S € 8.

Proposicién B.4.6. Si las funciones f : X =Y yg:Y — Z son continuas,
entonces su composicion g o f también es una funcion continua.

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto de Z. Vamos a demostrar que (g o
f)71(A) es un subconjunto abierto de X. Pero (go f)~1(A4) = f~1(g7*(A)) y como
g es continua entonces g~ '(A) es un subconjunto abierto de Y. Por hipétesis, f
también es continua, luego se cumple que f~1(g~1(A)) es abierto en X. O

Corolario B.4.7. Si f : X = Y es una funcién continua y A es una subespacio
de X, entonces la funcién f | A: A —Y es continua.

Con todo este material y con ayuda del ejemplo (b) de B.4.3 podemos considerar
la siguiente definiciones.

Definiciones B.4.8.

(1) Una funcidn biyectiva h definida sobro el espacio topoldgico X y con valores
en el espacio topoldgico Y es un homeomorfismo si tanto ella como su inversa
son continuas.

(2) Los espacios topoldgicos X y Y serdn llamados homeomorfos si existe un
homeomorfismos entre X y Y. La expresion X 2Y significard que los espa-
cios X y'Y son homeomorfos.

Es inmediato, de la definicién, que si f es un homeomorfismo, entonces f~!
también lo es.

Cuando dos espacios X y Y son homeomorfos, los consideramos como objetos
equivalentes en la clase de espacios topolégicos, y podemos intercambiar uno por
el otro en nuestros discursos y argumentaciones sin que las conclusiones se alteren.
Como hemos mencionado, ellos son el mismo objeto topolégico.

Definicién B.4.9. Sea f una funcion del espacio topologico X en el espacio
topoldgico Y. Diremos que f es una funcion abierta (o cerrada) si la imagen bajo
f de cualquier subconjunto abierto (o cerrado) de X es un subconjunto abierto (o
cerrado) en Y.
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Observacion B.4.10. Sea B una base del espacio topologico X. S1Y es un espacio
topoldgico y f es una funcion de X en'Y, entonces no es muy dificil justificar que
f es una funcion abierta si, y sdlo si, f(B) es abierto en'Y para cada B € B.

Proposicion B.4.11. Si f es una funcion biyectiva entre los espacios topoldgicos
X yY, entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) £~ es una funcién continua.

(2) f es una funcion abierta.

(3) f es una funcidén cerrada.
Demostracion.

(1) = (2) Sea A un subconjunto abierto de X. Si f~! es continua entonces (f~1)~1(4)
es un subconjunto abierto de Y, y como (f~1)71(A) = f(A), ya podemos
concluir que f es abierta.

(2) = (3) Supongamos que f es abierta y sea F' un subconjunto cerrado de X. Esto
ultimo implica que U = X \ F es abierto en X, asi pues f(U) debe ser abierto
en Y. Ahora, la biyectividad de f garantica que f(F) = f(X\U) =Y\ f(U)
y, por consiguiente, f(F') es cerrado en Y.

(3) = (1) Finalmente mostraremos que si f es cerrada entonces f~! es continua. Si F
es un subconjunto cerrado de X, tenemos que f(F) es cerrado en Y este
hecho, junto con la igualdad (f~!)~1(F) = f(F), nos prueba la continuidad
de f~1.

O

Corolario B.4.12. Una funcion biyectiva y continua f : X — Y es un home-
omorfismo si satisface alguna de las condiciones equivalentes (1), (2), (3) de la
Proposicion B.4.11.

B.5. Topologias débiles inducidas por funciones

Obsérvese que si f : X — Y es una funcién continua donde (Y,7) es un espa-
cio topoldgico, siempre es posible considerar una topologia en X que haga de f
una funcién continua. Simplemente tomemos a la més fina de todas las topologias
para X: la topologia discreta P(X). Pero, en general, es posible definir més de una
topologia en X que trasforme a f en funcién continua. De entre estas topologias
nos interesa la mas pequena.

Hagamos la siguiente observacion: para cada funcién f definida en un conjunto
X y con valores en un conjunto Y, y para cada familia {A; : j € J} de subconjuntos
de Y, se cumple:

@) AP =0y fyl=X,
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(i) fHUjes Asl =Ujes FHAGL Y
(iii) f_l[ﬂjej Aj] = ﬂje] f_l[Aj}'
Estas igualdades nos permiten definir una topologia en un conjunto X cada vez

que tengamos una funcién f definida en X y con valores en un espacio topoldgico
(V.7).

Proposicién B.5.1. El conjunto ¢T={f"*[A] : A € T} es una topologia en X,
donde f: X — (Y, 7) es una funcidn sobreyectiva.

A la topologia ;7 le llamaremos topologia inicial en X definida por f y (¥, 7)
(o topologia débil en X inducida por f).

Como los elementos de #7J son precisamente las iméagenes inversas de los sub-
conjuntos abiertos de Y, resulta claro que si dotamos a X con la topologia (7, la
funcién f es continua. Ademads, ;7T tiene otra propiedad importante: supongamos
que T’ es una topologia en X tal que f : (X,7’) — (Y,7T) es continua; esto sig-
nifica que para cada A € T, f~'[A] € T’. es decir ;T C J’. De esta forma hemos
demostrado el siguiente resultado.

Proposicién B.5.2. La topologia 7T es la menor (o mds débil) de las topologias
para X que hace continua a la funcion f.

Otra caracterizacién fundamental de la topologia ;7 es la siguiente:
Proposiciéon B.5.3.

1) Para cualquier espacto topolégico Z, una funcion g : Z — (X, +7T) es continua
f
sty solo si fog es continua.

(2) Ademds T es la tunica topologia en X que satisface (1).
Demostracion.

(1) Naturalmente, si g es continua, entonces f o g también. Supongamos ahora
que f o g es continua, y sea A € ¢J. Esto significa que existe B € T tal que
A = f~![B]. Por lo tanto, g~ '[A] = g~ [f~'[B]] = (f 0 g)~'[B]. Como fog
es continua y B es un subconjunto abierto de Y, entonces g~ ![A] es abierto
en Z. Con lo cual tenemos que g es continua.

(2) Supongamos ahora que T’ es una topologia en X que satisface la misma
condicién que ;T en (1). La funcién identidad idx : (X,T") — (X,T’) es
continua, por lo cual f = foid : (X,7') — Y es continua. Aplicamos la
Proposicién B.5.2 y obtenemos ;T C 7.

Ahora consideramos la funcién id : (X, ;T) — (X,7T"). La composicién foid :
(X, T) = Y es continua. Como estamos suponiendo que T’ satisface (1),
entonces id : (X, tT) — (X,7T’) es continua. Pero esto significa que J" C (7.

O

Generalicemos ahora lo dicho hasta aqui de la siguiente manera:
Sea {(X;,T;) : j € J} una familia de espacios topoldgicos, y sea
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?:{f]X*)XJJEJ}

una familia de funciones definidas sobre un conjunto X. Denotemos por 57 (o ;T
si f es el unico elemento de F) a la menor de las topologias en X que convierten
a cada funcién f € F en una funcién continua. Tenemos entonces:

Proposicion B.5.4.

(1) La familia 8:{f;1[A] :j€eJyAeT;} es una subbase para la topologia
F7.

(2) 57 es la dnica topologia que satisface la siguiente Proposicion:
para cualquier espacio topoldgico Z y cualquier funcidn g : Z — (X, 57), g
es continua si y solo si fj o g es continua para cada j € J.

Demostracion.

(1) Consideremos la topologia 7 en X generada por 8§ como subbase. (Note que
la coleccién 8 satisface todos los requerimientos para generar una topologia
como una subbase ya que 8§ # () y |J8 = X). Vamos a demostrar que T
coincide con 57. En otras palabras, vamos a verificar que T es la menor
topologia que hace a cada f; continua para cada j € J.

Como 8§ es una subbase de T, entonces una base para 7T es

B:{f;l[Al] m...mszl[An} neN,jeJyA eT;,,VI<i<n}

Por lo tanto, T={U C X : 3U C B tal que U = |JU}.

Ahora bien, cada elemento de 8 pertenece a T; asi, para cada j € J y cada
AeTj, fj_l[A] € T; lo que significa que, para cada j € J,

fi+ (X,7T) = (X;,T;) es continua.

Por otro lado, si 7" es una topologia en X tal que f; : (X,7’") — X, es con-
tinua para cada j € J, entonces, f;l[A] € T’ paracada j € J y cada A € Tj.
Por lo tanto, como estamos suponiendo que T’ es una topologia, tenemos que
para cualquier coleccién finita ji,...,7, de elementos de J, y cada coleccién

A eT;, (1<i<n), fj_l[Al] N--N f;Ll[An] € J’; es decir, T C T".

(2) La demostracién de la Proposicién de este inciso se puede hacer de manera
analoga a la demostracién de la Proposicién B.5.3 en la parte dos.

O

Observacién B.5.5. Es fdcil verificar que si para cada j € J, B; es una base
para la topologia T;, entonces D:{fjfl[A] :j€J,AeB;} es una subbase de 57.

Definicién B.5.6. Sean C = {(X;,7;) : j € J} una coleccidn de espacios topoldgi-
cos, X un conjunto y F={f; : X — X;} una coleccion de funciones. A la topologia
57T en X le llamamos topologia débil o topologia inicial inducida por F (y C).
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B.6. Producto de dos espacios topolégicos

Para cada pareja de conjuntos X y Y podemos considerar al conjunto X x Y.
En el caso en que tanto en X como en Y estén definidas estructuras topolégicas,
es natural intentar construir alguna topologia en X x Y que se encuentre conve-
nientemente relacionada con las topologias de cada factor. Un modo natural de
hacer esto es usando las técnicas de lo dicho anteriormente, ya que las proyec-
ciones tx : X XY 5> Xyny: X xY =Y (nx(z,y) =z y ny(z,y) = y para
cada (z,y) € X xY) son funciones que relacionan naturalmente a X x Y con los
espacios topolégicos X y Y.

Definicién B.6.1. Dados dos espacios topoldgicos (X,T) y (Y,8), llamaremos
topologia producto P, o topologia de Tychonoff, en X XY, a la topologia ( ~,17T;
es decir, P es la menor de las topologias en X XY que convierte a mx y a Ty en
funciones continuas.

Observacion B.6.2.

(1) Resulta que si B es una base de T y si C es una base de 8, entonces {m" [B]N
7y [C]: B € B yC € €} es una base para P. Ahora bien 75 [B] N my [C] =
B x C. Concluimos ast que la coleccion { Bx C: B € B y C € C} es una
base para P

(2) Observese que si alguno de los espacios X 6Y es vacio, entonces X XY es
vacio y P = {0}.

Las siguientes dos proposiciones nos dan un criterio de como los espacios
topoldgicos X y Y estan relacionados con el espacio X X Y cuando lo conside-
ramos con la topologia producto.

Proposicién B.6.3. Las proyecciones nx : X XY - X yny : X XY =Y
son funciones continuas y abiertas cuando consideramos en X X Y la topologia
producto.

Demostracion. Recuérdese que hemos definido como topologia producto en
X xY ala topologfa inicial . .17, lo cual significa que 7x y my son continuas.
O

Definiciones B.6.4.

(1) Sea x un elemento del espacio topoldgico (X, T). Un subconjunto V de X es
una vecindad de x en el espacio (X,T) si podemos encontrar un A € T que
satisfaga x € A C V. A la coleccion de vecindades de x en X le llamamos
sistema de vecindades del punto x (en (X,7)) y lo denotamos por V(x).

(2) Para un punto x en un espacio topoldgico (X,T), una coleccion B(x) C V(x)
en una base de vecindades de x en (X,T) si para cada V € V() podemos
encontrar B € B(z) tal que BC V.

Si tenemos un espacio topoldgico (X,7T) y E C X, con ¢l(E) denotaremos la
cerradura del conjunto E en el espacio X (o con clx(E) para hacer explicito que
estamos trabajando en el espacio X).
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Definiciones B.6.5. Sea (X,7T) un espacio topoldgico.
(1) Un subconjunto E C X es denso en X si cl(E) = X.
(2) (X,T) es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

(8) El espacio (X,T) es primero numerable si cada punto x € X posee una base
local numerable de vecindades de X .

(4) El espacio (X,T) es sequndo numerable si existe una base numerable para T.

Proposicion B.6.6. Si X y Y son dos espacios topoldgicos sequndo numerables
(respectivamente, primero numerables, separables), entonces X XY también es un
espacio seqgundo numerable (respectivamente, primero numerable, separable).

Demostracion. A manera de ejemplo s6lo demostraremos la parte primera de la
Proposicién, las demds demostraciones las pueden encontrar en [TC11]. Entonces,
si B es una base numerable de X y € es una base de Y, se tiene que el siguiente
conjunto {BxC : B € By C € C} forma una base numerable de X xY". Por lo tanto,
el producto de dos espacios segundo numerables comparte esa propiedad. O

B.7. Producto de una familia arbitraria de espa-
cios topoldgicos

En esta secciéon vamos a generalizar la construccion que hicimos en la seccién
anterior de la topologia producto de una coleccién finita de espacios topolédgicos y,
siguiendo las ideas de la Proposicion B.5.4, construiremos una topologia producto
también para el caso en que la coleccion de espacios topoldgicos dados es infinita.

Consideremos una familia {(X;,T;) : j € J} de espacios topoldgicos no vacios,
en donde J es un conjunto no vacio finito o infinito. Recuerde que [] jes Xjes el
conjunto de todas las posibles funciones de eleccién definidas sobre la coleccién
{X; : j € J}. Més formalmente,

[ljcs Xj={f:J = U,c; X; : paracada j € J, f(j) € X;}
Para cada ¢ € J, podemos definir la funcién
VITA HjEJXj — X;

como ;(f) = f(i) para cada f € [[;c; X;. A m; le llamaremos proyeccién sobre
el i-ésimo factor. Agrupamos a todas estas funciones en una coleccién P={m; :
jeJ}.

Podemos ahora considerar en [ | jed X la topologfa débil 7 inducida por P. A
la pareja (] jed X;,»7T) le llamaremos producto topolégico o producto Tychonoff
de los espacios X, y a 97 le llamamos topologia producto o topologia Tychonoff
en el producto [],. ; X;.

Por lo visto anteriormente, tenemos las siguientes propiedades de la topologia
producto.

Proposiciéon B.7.1.
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(1) Para cada i € J, m;: ([[;e; Xj,27T) = (X3, Ti) es continua.
(2) 97T es la menor topologia que transforma a cada 7; en una funcidn continua.

(8) Si Z es un espacio topoldgico y g : Z — HjeJXj7 entonces g es continua st

y solo si w; o g es continua para cada j € J.
(4) La familia S:{ﬂ'j_l[B} :jedJ yBeT;} es una subbase de p7.

Proposicion B.7.2. La proyeccion m; : Hje] X; — X, definida por m;(f) = f(i)
para cada f € HjeJXjf es una funcion abierta para cualquier i € J.

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto arbitrario del espacio HjeJ X;.

Mostraremos que 7;[A] es un conjunto abierto en X;. Para x € m;[A] existe f € A
tal que m;(f) = =. Podemos encontrar un bésico tipico B = wj_ll [Aq]N--- ﬂﬂ'j_kl [Ag]
tal que f € BC A, en donde k € N, j1,...,jr € J, y A; es un subconjunto abierto
en X, para cada 1 < [ < k. Tenemos entonces que x = 7,;(f) € m[B] C m;[Al.
Pero m;[B] es igual a X; o es igual a algin A;. En cualquiera de estos casos, m;[B]
es abierto en X;. Con esto hemos demostrado que el conjunto m;[A] es abierto. O

La convergencia de una sucesion en un espacio producto esta determinada por
la convergencia de las sucesiones que determina cada proyecciéon. En términos
precisos:

Proposicién B.7.3. Una sucesion (x,)nen de puntos en HjeJ X; converge a un
punto x de [[;c; X; si y solo si la sucesion (m;(x5))nen converge a mi(z) en X;
para cada i € J.

Demostracion. Como cada m; es una funcién continua, entonces x,, — x implica
7Tl(l'n) — 7TZ(SU)

Supongamos ahora que para cada i € J, la sucesién (m;(xy,))nen converge a m;(x).
Tomamos un conjunto abierto A en el producto topoldgico que contiene a x. Existe
un abierto candénico B = 7rj_11[A1] n---N 7Tj_k1 [Ag] tal que z € B C A, en donde
k€N, ji,....jk € J, y A; es un subconjunto abierto en X; para cada 1 <1 < k.
Como 7, (z,) converge a mj (x), existe n(l) € N tal que 7, (z,) € A; para toda
n = n(l) y para cada | € {1,...,k}. Resulta que si n >méax{n(1),...,n(k)}, de
donde tenemos que z,, € B, lo cual completa la demostracion. O

Proposicién B.7.4. Sea {X;: j € J} una familia no vacia de espacios topoldgicos
no vacios.

(1) Si cada X; es seqgundo numerable y ademds |J| < Rg, entonces el producto

Tychonoff X = HjeJXj es seqgundo numerable.

(2) Si X = [l;c;X; es segundo numerable, entonces cada X; es sequndo nu-
merable.

Demostracion. Cuando J es finito, el inciso (1) se obtiene por un proceso induc-
tivo a partir de la Proposicién B.6.6.

Podemos suponer pues que J = N. Para cada natural k£, tomamos una base nu-
merable B,={B¥ B5,...,BF, ..} del espacio X. (Observese que no pedimos que
los Bf sean diferentes por pares, incluso podria suceder que By sea un conjunto
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finito). Por la definicién de la topologia en X, la siguiente coleccién es una base
para X:

}B:{ﬂjll[Al]ﬁ--ﬂwjkl [Ar] :n € N,iy,...,in e Ny Aj € B paracadaj € {ir,...,in}
Ahora bien, el conjunto B es numerable ya que la aplicaciéon ¢ : B — U,y Nk
definida por

o AL NN HAR]) = (i i, 1 nln)

cuando A; = BZ para cada j € {i1,...i, }, es una funcién inyectiva. Pero (J; o N
es un conjunto numerable; por lo tanto B es numerable. De donde se tiene que X
es segundo numerable. O

B.8. Topologias fuertes definidas por funciones

Consideremos ahora una funcién f definida sobre un espacio topoldgico (X, T)
y con valores en un conjunto Y. Vamos a construir una topologia en Y, con
propiedades deseadas, a partir de f y de T de manera dual a lo hecho en la
secciéon B.5. Queremos que la topologia obtenida en Y, que denotaremos por T,
sea la mas grande de las topologias que convierte a f en una funcién continua y,
ademads, que satisfaga la propiedad:

Para cualquier espacio topoldgico Z, una funcién g : Y — Z es continua si y sélo
si g o f es continua.

Proponemos como Tt a la coleccién {E C Y : f~[E] € T}. Verifiquemos que T
cumple con las condiciones requeridas.

Teorema B.8.1.
(1) La familia Ty es una topologia en'Y .

(2) La funcion f: (X,T) — (Y,Ty) es continua, y Ty es la mayor en las topologias
en'Y que satisface esta propiedad.

(3) T es la unica topologia en'Y que satisface la siguiente propiedad:
Para cualquier espacio topoldgico Z, una funcion g : Y — Z es continua si y
solo si go f es continua.

Demostracion.
(1) No es muy dificil justificar que T¢ es una topologia en Y.

(2) La continuidad de f es una consecuencia directa de la definiciéon de T;.
Ademss, si T’ es una topologia que hace continua a f, entonces f~1[A] debe
de ser un elemento de T para cada A € T'. Lo cual significa que 7" C T;.

(3) Sig:Y — Z es continua, como f también lo es, entonces g o f es continua.
Ahora supongamos que g o f es una funcién continua; es decir, supongamos
que (go f)71[A] = f~'[g7![A]] € T para cada subconjunto abierto A de Z.
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La manera en que estd definida la familia Ty nos indica que g~ '[A] debe de
ser un elemento de T para cada abierto A de Z; es decir, g es continua. Por
otro lado, si 77 es una topologia en Y que satisface la propiedad, entonces la
funcién identidad idy : (Y,7") — (Y, T ;) es continua ya que idy o f lo es. Por
lo tanto, Ty C T’. Ademsds idy : (Y,T") — (Y,7’) es una funcién continua.
Como estamos suponiendo que (Y,J”) satisface la propiedad f = idy o f :
(X,7T) — (Y,7") es continua, aplicando (2), obtenemos 7" C T;.

O

Ejemplo B.8.2. Sea (X,T) un espacio topoldgico cualquiera. Sea' Y un conjunto
y sea yo € Y fijo. Para la funcion f : X =Y constante yo, la topologia T¢ en'Y
es la topologia discreta, ya que si E CY,

@ St Yo ¢ E
fE =
X s oy €k

Es decir, cualguier subconjunto de Y pertenece a Ty.

Podemos generalizar la técnica presentada aqui de una manera analoga a lo
hecho para definir topologias débiles. Dada una familia de espacios topolégicos
§={(X;,7;) : j € J} y dada una familia de funciones F = {f; : X; =Y : j € J},
podemos definir la coleccién T de todos los subconjuntos E de Y que satisfacen
fj_l[E] € T; para toda j € J. Se cumple entonces el siguiente resultado cuya
demostracién se puede buscar en [TC11].

Teorema B.8.3.

(1) La coleccion T¢ es una topologia en'Y.

(2) Cada f; : (X;,7;) = (Y, T5) es continua para toda j € J, y Ty es la mayor
de las topologias en'Y con esta propiedad.

(3) Ty es la unica topologia en'Y que satisface: Para cualquier espacio topoldgico
Z, una funcion g : (Y, Tg) — Z es continua si y solo si go f; es continua para
cada j € J.

Definiciéon B.8.4. A la topologia Ty le llamaremos topologta fuerte, o topologia
final, en'Y definida por la familia de funciones F y la familia de espacios topoldgi-
cos G.

Ejemplo B.8.5. La suma topoldgica libre de una familia de espacios topoldgicos:
Sea § = {(X;,T;) : j € J} una coleccion de espacios topoldgicos, y sea X =
Ujei, X; (la union ajena de estos espacios). Podemos entonces considerar, para
cada j € J, la funcion inclusion i; : X; — X definida por i;(z) = x. Para
F={ij:j€J}, EC X pertenece a Ty si y sélo siENX; € T; para todo j € J. A
la topologia T le llamamos topologia suma de la familia G, y a la pareja (X, Tg) le
llamamos suma topoldgica de la familia G. La suma topolégica libre de la familia
S, denotada por ¢ ; X;, es el espacio suma de la familia {X; x {j} : j € J}. Sus
subconjuntos abiertos se obtienen, simplemente, uniendo subconjuntos abiertos de
los espacios sumando. Por ejemplo, si R, = R para cada n € N, R, es
homeomorfo al subespacio | (R x {n}) de RZ.

neN
neN
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B.9. Los Espacios Completamente Regulares o de
Tychonoff

La clase de los espacios completamente regulares fue introducida poco tiempo
después de que H. Tietze introdujera los espacios normales. En 1930 el matematico
ruso Andrei Nikolaevich Tychonoff demostré que todo espacio normal es homeo-
morfo a un subespacio de un espacio producto de tipo [0, 1], para un adecuado
conjunto M (los espacios [0,1]" son conocidos hoy en dia como cubos de Ty-
chonoff); y pregunté si la condicién de normalidad en su resultado era una condi-
cién necesaria. A. N. Tychonoff noté que esto no era asi e introdujo los espacios
completamente regulares, haciendo ver que en dichos espacios topolégicos, y tnica-
mente ellos, tienen la propiedad de ser homeomorfos a subespacios de cubos de
Tychonoff.

Definiciones B.9.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico.

(1) (X,7) es un espacio T1, o T es una topologia T4, si para cualesquiera puntos
distintos x y y de X, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que
yeV\UyzeU\V.

(2) (X,T) es un espacio To o Hausdorff si para cualesquiera puntos distintos x
yy de X, existe subconjuntos abiertos ajenos U yV de X tales que y € V y
xeU.

(8) (X,T) es un espacio regular o T3 si satisface las siguientes condiciones:

(1) (X,T) es un espacio T1; y

(2) para cualquier F C X cerrado y x € X \ F existen conjuntos abiertos
ajenos U y V tales quex €e U yF C V.

(4) El espacio topoldgico (X,T) es completamente regular (o Tychonoff) si satis-
face las siguientes condiciones:

(1) (X,7) es un espacio Ty; y

(2) para cualquier subconjunto cerrado F de X y cualquier punto x ¢ F,
existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f[F] C {1} y f(z) =
0.

(5) El espacio topoldgico (X,T) es normal o T4 si X tiene las siguientes propie-
dades:

(1) (X,T) es un espacio T1; y

(2) para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F1 y Fo de X, existen
abiertos ajenos Ay y Ay de X tales que F1 C Ay y Fo C As.

De la misma definicién de espacio completamente regular podemos deducir
facilmente que los espacios completamente regulares son espacios regulares. En
efecto, si X es un espacio completamente regular, F C X es un subconjunto
cerrado y x ¢ F es arbitrario, entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que f[F] C {1} y f(z) = 0. Entonces los subconjuntos A; = f~*[(1,1]] y
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Ay = f71[0, %)] son subconjuntos abiertos de X ajenos y satisfacen F C A; y
T € As.

Proposiciéon B.9.2. Todo espacio métrico es un espacio Tychonoff.

Demostracion. En efecto, supongamos que (X,d) es un espacio métrico. Clara-
mente el espacio X satisface la propiedad de ser un espacio Ty, con esto s6lo nos
queda justificar que X satisface la condicién dos de la cuarta definicién de B.9.1.
Consideremos un subconjunto cerrado F y un punto p ¢ F. Definamos la siguiente
funcién f : X — [0, 1] definida por medio de la férmula

f(z) = dcl&,

(@) + d(@,F)
donde d(z,F) = inf{d(z, a) : a € F}. Obsérvese que d(z,F) > 0 para todo = ¢ F.
Note también que f(p) = 0y que f(z) = 1 para cada = € F. Para verificar que
f es continua, simplemente recuerde que las funciones de tipo g : X — R, donde
g(x) =d(z,A) para toda x € X y A C X fijo, son siempre continuas. Entonces f
es continua siendo el cociente de dos funciones continuas. O

Proposicion B.9.3. La propiedad de ser un espacio Completamente Regular o
de Tychonoff es hereditaria.

Proposicién B.9.4. Sea {(X;,7;) : j € J} una familia de espacios topoldgicos
no vacios. HjeJXj es un espacio completamente reqular si y sélo si cada espacio
X es un espacio completamente regular.

Demostracion.

= | Sup6ngamos que [ jed X es un espacio completamente regular. Como cada
espacio X; es homeomorfo a un subespacio de [].. ; X;, entonces el espacio
X, es un espacio completamente regular.

jeJ

<« ] Supongamos ahora que cada espacio X; es un espacio completamente re-
gular. Debido a que cada espacio X es un espacio T4, el HjeJ X; también es
un espacio T;. Consideremos ahora un punto z € H ey Xjyun subconjunto
cerrado F de [];.; X; que no contenga a x. Como « € (ILies; X)) \FyF
es cerrado, existe un bubconjunto abierto canénico B de ﬁge JX tal que
reBC (HjeJ X;)\ F. Como B es un abierto canénico del producto de los
espacios X, existe una cantidad finita de indices ji, jo, ..., jn €n el conjunto
J y subconjuntos abiertos U;, € Tj,, para toda ¢ € {1,2,...,n} tales que
B=N., 7'(']:1 [U;,]. Como = € B, entonces la j;-ésima coordenada de x, ;, =
7, (x), pertenece al abierto U;, (para todai =1,2,...,n). Como cada espacio
X, es un espacio completamente regular, para toda i = 1,2, ..., n, existe una
funcién continua f; : X;, — [0,1] tal que fi(z;,) =1y fi(X; \U;,) € {0}
Definamos g; : [[;c; X; — [0, 1] como la composicién g; = f; o7, para toda
1=1,2,...,n, y definamos g : HjeJXj — [0, 1] como la funcién

g(y) =min{g;(y) : i =1,2,...,n}
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para toda y € HjeJ X; esto es, g=min{g1, g2, ..., g }. Como cada una de las
funciones g; es una funcién continua, la funcién ¢ es una funcién continua.
Ademis, sucede que

g(x)=min{g;(z) : i = 1,2, ...,n}=min{f;(x;,) : i =1,2,...,n}=1

y siy € [[;c; X; \ B entonces y;, = m;, ¢ Uy, para alguna i, por lo cual
fj, = 0 para alguna i € {1,2,...,n}. En consecuencia,

g(y) =min{g;(y) : ¢ =1,2,...,n} =min{fi(y;,) : i = 1,2, ...,n}=0.

Por lo tanto, se ha mostrado la existencia de una funcién continua
9 [Ljes X; — [0,1] tal que g(z) =1y g(F) C {0}. Esto es [[;c; X; es un
espacio completamente regular.

O

Definicién B.9.5. Sean A y B subconjuntos ajenos de un espacio topolégico X,
diremos que A estd funcionalmente separado de B si existe una funcién continua
f: X = [0,1] tal que f[A] € {0} y f[B] € {1}.

De esta forma un espacio topologico X es completamente regular si es un es-
pacio Ty y si para cualquier subconjunto cerrado F de X, todo punto = de X que
no pertenezca a F, se tiene que {z} estd funcionalmete separado de F.

Como ya lo habiamos mencionado al principio de esta secciéon, A. N. Tychonoff

demostr6 en 1930 que los espacios normales pueden encajarse en espacios de tipo
[0, 1] y demostré también la existencia de espacios topolégicos no normales que
pueden ser encajados en productos [0, 1]*. Tychonoff llamé a los espacios que son
homeomorfos a un subespacio de un cubo [0,1]™ espacios completamente regu-
lares. El método creado por Tychonoff para la demostracion de sus resultados es
conocido como producto diagonal de funciones, y es una herramienta muy impor-
tante en Topologia General para construir encajes.
Sean X un espacio topoldgico, {Y, }aecs una familia de espacios topoldgicos y F={
fa: X =Y, : a € J} una familia de funciones. Bajo estas condiciones podemos
definir la funcién f : X — [],c; Ya cuya regla de asociacién esta dada por: f(x)
es el tnico elemento de [[,.;Ya cuya (-ésima coordenada es fg(x) (para toda
B € J). En el caso en que cada una de las funciones f, es continua, se tiene que
la funcion f es también una funcién continua. La funcién f es llamada el producto
diagonal de las funciones f, y es comtinmente denotada con el simbolo A,¢cjfa
6 Age?g~

Definicion B.9.6.

(1) Diremos que la familia de funciones F separa (o distingue) puntos del espacio
X si para cada par de puntos distintos x y y de X, existe un indice § € J

tal que fg(x) # fs(y).
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(2) Por otro lado, diremos que la familia de funciones F separa (o distingue)
puntos de subconjuntos cerrados de X si para cada punto x € X y cada
subconjunto cerrado F de X tal que x ¢ F existe un indice 8 € J tal que

fa(x) & cl[fp(F)].

La siguiente Proposicion establece algunas propiedades bésicas de familias de
funciones que separan puntos y de familias de funciones que separan puntos de
subconjuntos cerrados.

Proposicion B.9.7.

(1) Sila familia de funciones I distingue puntos, entonces la funcion f = Ngegg
es una funcion inyectiva.

(2) Sila familia de funciones F distingue puntos de conjuntos cerrados, entonces
la funcion f = Agegg tiene la siguiente propiedad: para cualquier subcon-
Junto abierto A de X, el conjunto f[A] es un subconjunto abierto de f[X].

Demostracion.

(1) Sean x,y € X con x # y. Como la familia de funciones JF distingue puntos,
existe un indice o € J para el cual se tiene que f,(x) # fo(y). Entonces

f(@)(a) # f(y)(a). Por lo cual, f(z) # f(y); es decir, f es inyectiva.

(2) Sea A un subconjunto abierto de X. Consideremos un punto ¢ € f[A] ar-
bitrario. Sea a € A tal que f(a) = ¢q. Obsérvese ahora que el subconjunto
cerrado X \ A de X no contiene al punto a. Entonces existe una funcién
fs € F tal que fz(a) ¢ cl[fs(X \ A)]. Como Y3\ cl[f3(X \ A)] es un subcon-
junto abierto de Y3 y la funcién 7g : [[,.;Ya — Y3 es continua, tenemos
que el conjunto

acJ

w5 (Yo \ cllfs(X \ A))={y € [Taes Yo 1 y(8) & cllfs(X \ A)]}

es un subconjunto abierto de [],; Ya. Notemos ahora que
a €5t (Vo \ elfs(X \ M) N FIX] € SIA]

y que Wﬁ_l(Yg \ cl[fs(X \A)]) N f[X] es un subconjunto abierto de f[X]. Por
lo tanto, podemos concluir que f[A] es un subconjunto abierto de f[X].

O

El siguiente teorema debido a A. N. Tychonoff muestra la anunciada caracteri-
zacién de los espacios completamente regulares.

Teorema B.9.8. (De Tychonoff sobre la inmersién) Un espacio topoldgico X es
completamente regular si, y solo si, X es homeomorfo a un subespacio de un es-
pacio producto [0, 1] para algin conjunto M.

Demostracion.
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| Supongamos que X es un espacio completamente regular.

Sea F={f: X — [0,1] : f es continua}. Indicamos los elementos de F={f,, :
a € J}. Resulta que la familia F distingue puntos de conjuntos cerrados. En
efecto, si F C X es cerrado y € X \ F, por ser X completamente regular,
existe f : X — [0,1] continua tal que f(xz) = 0y f(F) C {1}. Entonces
feFy fx) ¢ f(F)]. Como X es un espacio Ty, entonces todo subcon-
junto unipuntual es siempre un subconjunto cerrado de X. Utilizando esto
y el hecho de que F distingue puntos de cerrados, podemos concluir que la
familia F también distingue puntos de puntos. En consecuencia, el producto
diagonal Af, = g: X — [0,1]7 dado por g(z)(a) = fo(x) para toda z € X
y a € J, es un homeomorfismo sobre el subespacio g(X) de [0,1]”.

] Supongamos ahora que X es homeomorfo a un subespacio de un espacio de
tipo [0, 1] para algiin conjunto M. Como [0, 1] es un espacio completamente
regular, el producto de espacios completamente regulares es un espacio com-
pletamente regular, el espacio [0,1]" es un espacio completamente regular.
Pero, X es homeomorfo a un subespacio de [0,1]™, digamos Y. Entonces Y
es completamente regular y asi lo es X ya que la regularidad completa es
hereditaria.

O

B.10. Algo de Redes

Definicién B.10.1. Una pareja (A, <), en donde A es un conjunto y < es una
relacion en A, es un conjunto dirigido si satisface las siguientes condiciones:

(a)
(0)
()
(1)

(2)

A < A para cada \ € A.
st A1 < Aoy Ao < A3 entonces A1 < Az ¥,
para cada A1, Ao en A, existe A3 € A tal que Ay < A3 y Ay < A3,

Observe que el conjunto de numeros naturales N con su orden usual es una
direccién, y que una direccién no satisface necesariamente la antisimetria.

Observe también que el conjunto de vecindades V, de un punto z en un
espacio topoldgico X es un conjunto dirigido cuando se define ”V < U siy
sélosiU C V7.

Definiciéon B.10.2. Una red en un conjunto X es una funcion r : A — X, en
donde A es un conjunto dirigido. Al punto r(\) se le denotara frecuentemente como
Zx, Yy la expresion “r: A — X es una red” se escribe también como “(xx)ren e€s
una red”.

(3)

(4)

Observe, a partir de las definiciones, que cada sucesién en un conjunto X es
una red en X.

Si para cada vecindad V' de un punto x en un espacio X elegimos un punto
xy, entonces (xy)yey, es una red en X.
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Definicién B.10.3. Decimos que una red (xx)xea en un espacio topoldgico X
converge a un punto x de X, lo cual representamos escribiendo xy — x, $i para
cada vecindad V de x existe A\g € A tal que x) € V para toda \ = \g.

Observacién B.10.4. Si para cada vecindad V' de un punto x en un espacio X
se toma xy € V, entonces la red (xv)vev, converge al punto x.

A continuaciéon enunciaremos dos Proposiciones cuya demostracién la pueden
consultar en [TC11].

Proposicion B.10.5. Para cualquier subconjunto A de un espacio topoldgico se
cumple: x € cl(A) si y sdlo si existe una red (xx)ren en A que converge a x.

Demostracion. ]

Proposiciéon B.10.6. Sea f : X — Y wuna funcion. Entonces f es continua en
un punto z de X si y solo si cada vez que una red (xx)xen converga a z en X,
entonces la red (f(xzx))aca converge a f(z) enY.

Demostracion. O

B.11. Filtros y convergencia

Antes de la publicacion de Grundziige der Mengenlehre de Hausdorff, varios
notables matematicos propusieron diversos sistemas de axiomas que intentaban
definir la nocién de espacio topoldgico. En su gran mayoria, todas estas axioma-
tizaciones pretendian que la nocién de convergencia de sucesiones fuera su funda-
mento; en particular, se esperaba que la operacion que consiste en tomar limites de
sucesiones bastara para definir el operador cerradura de un espacio topolégico. El
mismo M. Frechet describid, en su tesis doctoral en 1906, un sistema de axiomas
que intentaba sistematizar las propiedades fundamentales de la convergencia de
sucesiones de los espacios conocidos hasta ese momento. Pronto se supo que las
ideas construidas alrededor de las sucesiones no eran lo suficientemente poderosas
para lograr reproducir la idea general de espacio topoldgico.

Pero la problemética permanecia: en algunos espacios, como los espacios métri-
cos, la convergencia de sucesiones basta para describir su topoldgia, en otros no.
Habia que sustituir a las sucesiones y su convergencia por objetos y procesos mas
generales y complejos.

Fue F. Riesz quien en 1908, en su articulo, introduce los conceptos de filtro y
ultrafiltro, haciendo notar su potencial para definir puntos de acumulacién y llevar
a cabo procesos de completacion. Pero es hasta 1937 que Henry Cartan reintrodu-
jo estos conceptos presentandolos con claridad como los instrumentos adecuados
para reemplazar a las sucesiones en el estudio de los espacios abstractos.

En esta seccion estudiaremos los filtros y su convergencia, demostraremos que a
través de ellos es posible definir el operador cerradura en cualquier espacio topoldgi-
co.
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Definicién B.11.1. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion no vacia F de
subconjuntos no vacios de X se llama filtro en X si se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) SiF € F yF CFq, entonces F1 € F.
(2) SiF1,Fy € F, entonces F1 NFy € F.

Es facil probar que la condicién (2) de la definicién anterior es vélida para
cualquier cantidad finita de elementos de J. Por otra parte, es comtn decir que la
condicién (1) significa que la coleccién F es cerrada bajo superconjuntos. De esta
manera un filtro en un conjunto X es una coleccién no vacia de subconjuntos no
vacios que es cerrada bajo superconjuntos y bajo intersecciones finitas.

El lector debe notar que la nocién de filtro pertenece enteramente al ambito
de la teoria de conjuntos. En lo que sigue involucramos a los filtros en el mundo
de los espacios topoldgicos.

Ejemplos B.11.2.

(1) Es fdcil verificar que en todo espacio topoldgico (X,T), la coleccion V(x) de
todas las vecindades de un punto x € X es un filtro en X, dicho filtro es
llamado filtro de vecindades de x en X o sistema de vecindades del punto
x.

(2) Si X es un conjunto y ) # A C X, entonces la coleccidn
FA)={B:ACBCX}

es ul filtro en X. Es costumbre escribir F, para denotar al filtro F(A) en el
caso en que A = {p}.

El sistema de vecindades de un punto en un espacio topoldgico es un ejemplo
clédsico de filtro. Como bien sabemos, para determinar al sistema de vecindades de
un punto es suficiente conocer una base de vecindades del punto. En el caso mas
general de los filtros, la situacion es la misma: un filtro puede ser determinado por
subcolecciones especiales de él. A continuacién introducimos la nocién de base de
filtro.

Definicién B.11.3. Dado un filtro F en un conjunto X, una subcoleccion no vacia
B de F es una base de filtro para F si ocurre que para todo F € F existe un B € B
tal que B C F.

Enunciaremos una Proposicién cuya demostracién la pueden consultar en [TC11].

Proposicion B.11.4. Sean X un conjunto y B una familia no vacia de subcon-
juntos de X. Entonces B es una base de un filtro en X si y sélo si ) ¢ B y para
cualesquiera By, Bo € B existe By € B tal que B3 C B N Bs.

Observacion B.11.5. 5i B es una coleccion no vacia de subconjuntos de un con-
junto X que satisface la condicion
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0 ¢ B y para todo B1,Bs € B existe By € B tal que B3 C By N Ba,
entonces el filtro del cual B es base es la coleccion
Fg ={F C X : existe B € B tal que B C F}.
El filtro Ty es el filtro generado por la base B.

Definiciéon B.11.6. Un filtro F sobre un conjunto X es un filkro maximal si no
existe un filtro G sobre X tal que F C G. Los filtros mazimales son también llama-
dos ultrafiltros.

Definiciéon B.11.7. Una familia F de subconjuntos de un conjunto X tiene la
propiedad de la interseccion finita (o es una familia centrada) si para toda subfa-
milia finita F' no vacia de F, se tiene que (| F # 0.

A continuacién enunciaremos algunas consecuencias de la definiciéon de ultra-
filtro cuyas demostraciones las pueden consultar en [TC11].

Proposicion B.11.8. Sea X un conjunto. Para toda familia centrada C de sub-
conjuntos de X existe un ultrafiltro F que contiene a C.

Como cualquier filtro y cualquier base de filtro es una familia centrada, tenemos
el siguiente colorario.

Corolario B.11.9. Sea X un conjunto. Si F es un filtro (respectivamente, una
base de filtro) entonces existe un ultrafiltro G que contiene a F.

Teorema B.11.10. Sea X un conjunto. Las siguientes proposiciones con equi-
valentes:

(1) F es un ultrafiltro en X.
(2) F es una familia centrada mazimal.

(3) F es una base de filtro con la siguiente propiedad: para todo A C X, si
ANB# 0 para cada B € F, entonces A € F.

(4) F es una familia centrada con las siguientre propiedad: para todo A C X, se
tiene que Ac F 6 X \Aecd.

Para caracterizar el operador cerradura usando filtros, necesitamos introducir
las nociones de filtro convergente y de punto de acumulacién de un filtro.

Definicién B.11.11. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Un filtro ¥ (en X) converge a un punto x € X, y = es un punto limite
de F, si toda vecindad de x pertenece al filtro F. Para denotar este hecho
escribiremos F — .

(2) Diremos que una base de filtro B converge a un punto v € X, y x es un
punto limite de B, si el filtro generado por ella converge a x; esto es, si
Fp — x.
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Definicién B.11.12. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Se dice que un punto x € X es punto de acumulacion de un filtro F si x €
M{clx(F):FeF}

(2) Un punto x € X es punto de acumulacion de una base de filtro B si lo es
del filtro ¥y generado por B.

Observacion B.11.13.

(1) Note que si F es un filtro que converge a un punto x de un espacio topoldgico
X, entonces el punto x es punto de acumulacion del filtro F. Efectivamente,
sea F € F arbitrario. Como F — x, tenemos que V() C F. Entonces FNV #
0 para toda V € V(z). Esta ltima propiedad implica que x € clx (F). Por lo
tanto, © € ({clx(F): F € F}.

(2) El reciproco de la afirmacidn anterior no es cierto. Por ejemplo, considere en
el espacio R2, con la topologia inducida por la norma euclidiana, dos puntos
diferentes T, Y. Observe que el filtro F({Z,§}) contiene tanto a T como a §
como sus unicos puntos de acumulacion, pero el filtro no converge a ningun
punto de R2.

Dada una sucesién (x,,)nen en un espacio topolégico X, podemos considerar el
conjunto S,, = {@m, : m = ng} para cada ng € N. La coleccién 8 = {S,, : n € N}
es una base de filtro como podra constatar el lector. El filtro generado por 8, Fg,
es llamado filtro generado por la sucesién (z,)nen-

Enuciaremos las ultimas consecuencias de esta breve seccién cuyas demostra-
ciones las omitiremos.

Proposicién B.11.14. Sea s = (x,)nen una sucesion en un espacio topoldgico
X. Entonces, la sucesion s converga a un punto p € X (respectivamente, p es un
punto de acumulacidon de s) si y sdlo si el filtro generado por s, Fs, converge a p
(respectivamente, p es un punto de acumulacidn de Fg ).

Ahora veremos que la convergencia de filtros determina completamente la
topologia de cualquier espacio.

Teorema B.11.15. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X . Un punto x
pertenece a clx (A) siy sdlo si existe una base de filtro B formada por subconjuntos
de A tal que B — x en X.

B.12. Espacios compactos

Ademas de los trabajos de G. Cantor y R. Baire sobre las propiedades topol6gi-
cas de la recta real, hay aportaciones de Bolzano, Borel, Weierstrass y Lebesgue
sobre el conocimiento de la topologia de los espacios euclidianos R™. Ellos de-
mostraron en particular que para un subconjunto F de R"™ las siguientes condi-
ciones son equivalentes (1894, 1903, 1904):

(1) F es cerrado y acotado.
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(2) (Borel-Lebesgue) Cada cubierta € de F formada por bolas abiertas contiene
una subcoleccién finita D que ain cubre a F.

(3) (Bolzano-Weierstrass) Cada sucesién en F tiene un punto de acumulacion.

Caracterizando asi la compacidad de subconjuntos de los espacios euclidianos. R.
Engenlking nos dice al respecto lo siguiente:

...cuando la Topologia General estaba en su infancia, para definir nuevas clases
de espacios topoldgicos se consideraba una propiedad del intervalo [0,1] o de R y
se analizaba la clase de espacios que satisfacian esa propiedad. La compacidad, la
separabilidad y la coneridad fueron definidas siguiendo ese patron.

Precisamente, los resultados de Borel, Lebesgue, Bolzano y Weierstrass cons-
tituyen el origen de la definicién de compacidad en toda su generalidad.

En 1923 y 1924, P. Alexandroff y P. Uryshon introducen, en forma indepen-
diente a otros matematicos de la época, el concepto de compacidad y anuncian
también varios resultados importantes que publican en su obra célebre articulo de
1929 Mémoire sur les espaces topologiques compacts. Ellos definen a la compacidad
inspirandose en la caracterizacién de Borel-Lebesgue de los subconjuntos cerrados
y acotados de R™, y llaman a sus espacios topolégicos bicompactos. Ademas de to-
do ello, introducen también la nocién de compacidad local, definen la compactacion
por un punto (o compactacién de Alexandroff) de un espacio localmente compacto
y dan una serie de ejemplos de espacios que ahora son clasicos como el Duplicado
de Alexandroff del circulo, el cuadrado lexicografico, el espacio de la doble flecha
y lo que ahora llamamos la linea de Alexandroff-Sorgenfrey.

En esta seccién estudiaremos las propiedades mas relevantes de la compaci-
dad en espacios topoldgicos arbitrarios e introduciremos algunos otros conceptos
relacionados a ella. Demostraremos el importante teorema de Tychonoff sobre la
compacidad de un producto de espacios topoldgicos.

La formulacion de la nocién de compacidad como la conocemos hoy en dia es
debida a los matematicos rusos P. S. Alexandroff y P. Uryshon.

Sea (X,T) un espacio topolégico. Una coleccién U de subconjuntos de X es
una cubierta de X si X = [JU. Si ademds cada uno de los elementos de U es un
subconjunto abierto de X, entonces a U le llamaremos cubierta abierta de X. Por
otro lado, si U es una cubierta de X y V es una subcoleccién de U, diremos que V
es una subcubierta de U si |V = X.

Definicién B.12.1. Un espacio topoldgico X es un espacio compacto si toda cu-
bierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Diremos que un subconjunto F de un espacio topolégico X es un subconjunto
compacto si al ser considerado con la topologia relativa, es un espacio compacto.
Por ejemplo, todo subconjunto finito de un espacio topoldgico es siempre un sub-
conjunto compacto.

No es dificil darse cuenta que un espacio discreto X es compacto Unicamente en
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el caso en que es finito puesto que la familia {{z} : x € X} es una cubierta abier-
ta de X. Por otro lado, es sencillo notar que todo espacio indiscreto es siempre
compacto, no importando su cardinalidad.

Ejemplos B.12.2.

(1)

(2)

El intervalo cerrado [a,b] con a < b es un subconjunto compacto de R. En
efecto, considere una cubierta abierta U del intervalo [a,b]. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que U estd formada por subconjuntos abiertos de
R. Consideremos ahora el siguiente conjunto:

A = {z € [a,b] :el intervalo [a, ] puede ser cubierto por una cantidad finita
de elementos de U}.

Observemos primeramente que A es diferente del vacio pues a € A. El con-
junto A estd acotado superiormente por el numero b. Por el axioma del
supremo eziste a = sup A. Observe que o > a ya que si U € U es tal que
a € U, existe e > 0 tal que a+e < b y [a,a+¢) C U. Esto significa que
a+ee€A.

Afirmamos que o = b. Es claro que b es una cota superior de A, y por ello
a < b. Ahora, si a < b, entonces a € (a,b). Como U es una cubierta abierta
de [a,b], existe V € U tal que a« € V. Como V es abierto y o € V, existe
d > 0 tal que (¢ — 0, a+6) C V. Podemos suponer sin perder generalidad que
(o —d,a+ ) C (a,b). Como o — 0 < «, existe un z € A tal que o — 6 < z.
Como z € A, existen V1, Va,...,V,, € U tales que [a,z] CVUVaU---UV,,.
Entonces [a,a +0] C Vi UVaU---UV, UV. En consecuencia, o+ 6 € A,
pero esto contradice la igualdad oo = sup A. Por lo tanto b = a = sup A.

Un argumeto similar ol anterior permite demostrar que b € A. Con lo cual
podemos concluir que [a,b] es compacto.

Contrario a lo que sucede con los intervalos cerrados y acotados de R, la
recta real con su topologia usual no es un espacio compacto. Por ejemplo, la
cubierta abierta {(—n,n) : n € N} de R no tiene subcubiertas finitas.

El espacio [0,w;] donde wy es el primer cardinal no numerable, es com-
pacto. En efecto, sea W una cubierta abierta de [0,w1]. Para algin Uy € U,
w1 € Ug. Entonces, existe apg < wy tal que (ag,w1] C Up. Sea Uy € U tal
que ag € Uy. Si ag > 0, podemos encontrar a; < ag tal que (a1, ap] C Us.
Tomemos ahora Uy € U que contiene a ay. Si ap > 0, existe ag < «y tal
que (ag, 1] C Us. De esta manera podemos continuar. Note que para algin
n € N, deberd ocurrir que a,, = 0, puesto que de lo contrario obtendriamos
una sucesion estrictamente decreciente - - - < Qpp1 < ap < - < a1 < Q.
Esto significaria que el conjunto {ay, : n € N} no tiene primer elemento, lo
cual contradice la buena ordenabilidad de [0, w].

Observese ahora que la ezistencia de n € N tal que o, = 0 implica que la
subceoleccion finita Uy, Us, ..., Uyyq de elementos de U cubre a [0,w:].

Una demostracion andloga nos permite afirmar que para cualquier nimero
ordinal «, el espacio [0,a] es compacto. Ademds, si o es un ordinal limite,
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[0,0) mo es compacto pues la coleccion {[0,0) : B < a} es una cubierta de
[0,) que carece de subcubiertas finitas.

En algunas ocaciones es ttil la siguiente formulacién de la compacidad en
términos de las intersecciénes finita de subespacios cerrados. Recuérdese que una
familia F de subconjuntos de un conjunto X tiene la propiedad de la interseccion
finita (o es una familia centrada) si para toda subfamilia finita 3’ no vacfa de ¥,
se tiene que (F' # 0.

Proposicion B.12.3. Un espacio X es compacto si y solo si toda familia de con-
juntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion
no vacta.

Demostracion. Sea X compacto, y sea F una familia de conjuntos cerrados en X.
Si NF = 0, entonces la familia W = {X \ F : F € F} es una cubierta abierta
de X. Por la compacidad de X, la cubierta U tiene una subcubierta finita U’.
Sea ¥ = {X\ U : U € U}. Entonces ((F = 0, y F no tiene la propiedad de
interseccién finita.

Ahora supongamos que toda familia de conjuntos cerrados en X con la propiedad
de la interseccién finita tiene interseccién no vacia. Sea U una cubierta abierta
de X. Entonces ¥ = {X \ U : U € U} es una familia de conjuntos cerrados
en X,y ¥ = X\ UJU = 0. Esto implica que F no tiene la propiedad de la
interceccién finita, y entonces existe ¥ C F finito tal que (|F = 0. Entonces la
familia V= {X \ F : F € 3’} es una subcubierta finita de U. O

Uno de los hechos relevantes de la compacidad es que se preserva bajo opera-
ciones basicas. Por ejemplo, a pesar de que la compacidad no es una propiedad
hereditaria (el intervalo abierto (0,1) es un subespacio no compacto del espacio
compacto [0,1]), s se preserva cuando consideramos subespacios cerrados.

Proposicion B.12.4. Sean X un espacio compacto y F un subespacio cerrado de
X. Entonces F es compacto.

Demostracion. Sea V una cubierta abierta de F. Para todo V € V sea Uy un
conjunto abierto de X tal que V= Uy NF. Entonces U = {Uy : V€ V}U(X \F)
es una cubierta abierta de X. Sea W una subcubierta finita de U. La familia
{UNF:U e W} es una subcubierta finita de V. O

Proposiciéon B.12.5. Si X es un espacio compacto, Y es un espacio, y existe
una funcidn continua f: X =Y tal que f[X] =Y, entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea V una cubierta abierta de Y. Entonces U= {f~*(V): V € V}
es una cubierta abierta de X. Sea U una subcubierta finita de U. Entonces la
familia V' = {f(U) : U € W'} es una subcubierta finita de V. O

La compacidad es una propiedad de suma importancia y gran fuerza. Por ejem-
plo, en el siguiente teorema se puede apreciar como los subconjuntos compactos
de un espacio Hausdorff se “comportan como puntos”.

Teorema B.12.6.
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(1) Sea X un espacio de Hausdorff, y K1,Ko C X subespacios compactos de X .
Si K1 NKy =0, entonces existen subconjuntos abiertos ajenos U y V en X
tales que K1 CU y Ky C V.

(2) Sea X un espacio regular. Si F C X es cerrado y K C X es compacto y
FNK =0, entonces existen abiertos ajenos U vV tales que F CU y K C V.

Demostracion.

(1) Fijamos un punto y € K;. Para todo = € Ks, sean UY, V¥ abiertos tales que
z€eUY, yeVyyUsNVY =0 La familia U = {UY N Ky : € Ko} es una
cubierta abierta de K. Sea {U¥% NKy,..., U4 NKy} una subcubierta finita
de U. Definamos A, =UY U---UUY% yB,=Vy N---NVY .

Note ahora que la coleccion W = {B, N K; : y € K;} es una cubierta
abierta de K;. Como K; es compacto, existen y1,¥yo, ...,y en K; tales que
{B,, NKj,...,By, NK;} es una subcubierta finita de W. Definamos U =
B, U---UB,, yV=A, N---NA,, . Entonces K; CU, K, CVyUNV =0.

(2) Como X es regular, para cada = € K existen abiertos ajenos U, y V, tales
que F C U, y z € V,. Note que la familia V = {V, N K : z € K} es una
cubierta abierta de K. Siendo K compacto, existen z1,xs, ..., x, en K tales
que {V,, NK,...,V,, NK} es una subcubierta abierta de U que cubre a K.
Definamos ahoraa U=U,, N---NU,, y V=V, U---UV, . Entonces U
y V son abiertos ajenos tales que FC Uy K C V.

O
Corolario B.12.7.

(1) Si X es un espacio Hausdorff y K es un subespacio compacto de X, entonces
K es cerrado en X.

(2) Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

(8) Sean X wun espacio compacto, Y un espacio Hausdorff y f : X — Y wuna
funcion continua. Entonces f es una funcion cerrada.

Demostracion.

(1) Si x € X \ K, aplicando el Teorema B.12.6 a los compactos K1 = {z} y
K5 = K, podemos concluir que existen subconjuntos abiertos ajenos Uy V
tales que K3 C Uy Ky C V. Entonces € U C X \ K. De esta manera hemos
probado que K es cerrado.

(2) Sean Fq,Fy conjuntos cerrados ajenos en X. Como X es compacto, tanto
F1 como F5 son subespacios compactos. Como F; es ajeno de Fy, podemos
aplicar el Teorema B.12.6 (inciso (1)) y concluir que existe abiertos ajenos
U y V que satisfacen F; C U y Fy C V. Esto muestra que X es normal.

(3) Si F C X es cerrado, entonces F es compacto. La funcién f [p: F — f[F]
es continua y sobreyectiva. Siendo F compacto, f[F] es compacto. Pero todo
subespacio compacto de un espacio Hausdorff, es un subconjunto cerrado.
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O

Corolario B.12.8. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorffy f :
X — Y un mapeo continuo. Si f es biyectivo, entonces f es un homeomorfismo.

Proposicién B.12.9. Sean X un espacio y Xq, ..., X, subespacios compactos de
X tales que X =X U---UX,,. Entonces X es compacto.

Demostracion. Sill es una cubierta abierta de X, entonces para cadai € {1,...,n},
U; ={UNX; : U e U} es una cubierta abierta de X;, y existe una subfamilia finita
W, C U tal que {UNX;: U eU,;} cubre a X;.

La familia Uy U---UUW,, es una subcubierta finita de U que cubre a X. O

B.13. Producto de espacios compactos

En esta seccién demostraremos el célebre teorema de Tychonoff que asegura la
compacidad del producto topolégico de espacios compactos. Uno de los resultados
de esta seccién engloba alguna de las caracterizaciones, en términos de convergen-
cia de filtros, de la compacidad.

Proposicion B.13.1. Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(1) X es un espacio compacto.
(2) Todo filtro en X tiene un punto de acumulacion.
(8) Todo ultrafiltro en X tiene un punto de acumulacion.
(4) Todo ultrafiltro en X converge.
Demostracion.

(1) = (2) Sea F un filtro en X. Consideremos la coleccién cl(F) = {cI(F) : F € F}.
Como ¥ es un filtro, se tiene que

0£F1NFan---NF, Cc(Fy)Nel(F)N---Nel(F,)

para cualesquiera F1,Fy, ..., F,, € F. Entonces la coleccién cl(F) es una fa-
milia centrada de subconjuntos cerrados de X. Por la Proposicién B.12.3,
tenemos que [ cl(F) # 0. Observese ahora que cualquier punto en el conjunto
() cl(F) es un punto de acumulacién para F.

(2) = (3) Esta implicacién se cumple ya que cualquier ultrafiltro es un filtro.

(3) = (4) Supongamos que JF es un ultrafiltro en X. Por hipétesis existe z € ({c/(F) |
F € F}. Probaremos ahora que ¥ — z. Consideremos una vecindad cualquiera
de z, digamos V. Como z € cl(F) para toda F € Fy V € V(z), tenemos
que VN F # (). El Teorema B.11.10 implica ahora que V € F. Con lo cual
podemos concluir que V(z) C F, y por ende F — .
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(4) = (1) Sea U una cubierta abierta de X. Supongamos que U no tiene subcubiertas
finitas. Entonces la coleccién € = {X \ U : U € U} es una coleccién centra-
da de subconjuntos de X. Por la Proposicién B.11.8 podemos considerar un
ultrafiltro F que contiene a €. Aplicando nuestra hipotesis, podemos garan-
tizar la existencia de un punto z € X tal que ¥ — x. Pero entonces x es un
punto de acumulacién de F. Asi que z € clx(X \ U) para cada U € U. Pero
como cada elemento de U es abierto, lo cual implica que x € X \ U para
toda U € U, contradiciendo el hecho de que U es una cubierta abierta de X.
Entonces debe de existir una subcoleccién finita de U que cubre a X. Por lo
tanto X es un espacio compacto.

O
Teorema B.13.2. (Tychonoff). Sea {X; : j € J} una coleccion no vacta de

espacios topoldgicos no vacios. El producto de Tychonoff X = [[..;X; es un
espacio compacto si y sélo si X; es compacto para cada j € J.

jeJ

Demostracion.

= ] Sea j € J arbitraria. Como cada proyeccién m; : X — X, es una funcién
continua y sobreyectiva, el espacio X; es compacto.

< | Supongamos que cada elemento en {X; : j € J} es un espacio compacto.
Vamos a demostrar que X = [] jes Xj es compacto probando que todo
ultrafiltro en X converge. Sea J un ultrafiltro en X.
Afirmacién. Para cada j € J, la base de filtro 7;[F] = {n;[F] : F € F} es un
ultrafiltro en X;.
En efecto, sea j € J fijo. Es claro que 7;[F] # 0 y que cada elemento de ;[F]
es diferente del vacio. Por otra parte, si ;[F] € 7,;[F] y m;[F] C A, entonces
F C 7Tj_1[7Tj [F]] € 7rj_1[A}. Como F € F y F es cerrado bajo superconjuntos,
W{l[A} € J. Entonces A = 7; [W;l[AH € ;7).
Para verificar que 7;[F] es cerrada bajo intersecciones finitas, consideremos
un par de elementos 7;[F1], 7;[Fs] € m;[F]. Como F es filtro y F1,Fy € T,
tenemos que F1 N Fy € F. Note ahora que F; NFy C 7rj-_1[7rj [F1] N7, [Fa]l.

Entonces, 7rj_1[7rj [F1] N 7;[F2]] € F. Consecuentemente,
mi[F1] N mj[F2) = mlmy [ [F1] 0wy [Fa]]] € (9.

Finalmente, probemos que 7;[¥] es un ultrafiltro. Supongamos que U C X
es tal que UN,;[F| # () para todo F € F. Entonces 7T;1[U] NF # () para todo
F € F. Como F es un ultrafiltro, ﬂ'j_l[U] € . Entonces, U = 7 [7rj_1[U]] €
7Tj [9:] .

Por lo tanto, 7;[F] es un ultrafiltro en X;.

Ahora, aplicando la hipdtesis y la Proposicién B.13.1, podemos garantizar la
existencia de un punto z; € X; tal que 7;[F] — x; en X, para toda j € J.
Definamos x : J — [J;c; X; por medio de la regla: z(j) = z; para cada
j € J. Claramente la funcién x es un elemento de X. Probaremos ahora que
F—zen X.

Tomemos una vecindad V de = en X. Entonces existe un abierto canénico
Wjjl[le] n---nN wjjbl[Bjn] tal que
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—1 -1
zem; [Byln---nm [B;|]CV

Como cada z;, = 7;,(z) € Bj, y cada Bj, es un abierto en Xj,, tenemos

que Bj, € 7;,[F] para cada ¢ € {1,2,...,n} (puesto que 7, [F] — z;,). De

donde, existen F;, € F tales que B;, = 7;,[F;,] para toda i. Entonces F;, C

ﬂ;l[Bji] para cada ¢ = 1,...,n. Como F es un filtro, lo anterior implica que

wjfil[Bji] € J para toda ¢. Pero entonces siendo J cerrado bajo intersecciones

finitas, sucede que szl[le] N---N 7r;n1 [Bj.] € F. Y como F es cerrado
con respecto a superconjuntos, V € F. Podemos entonces concluir que toda

vecindad de x en X pertenece al filtro F. Esto ultimo demuestra que F — x.

O
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