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Resumen

En su trabajo original de “Las bases quimicas de la morfogénesis”, A. M. Turing
propuso un mecanismo basado en el efecto combinado de difusién y reaccion
quimica de dos diferentes morfégenos, con el objeto de explicar la emergencia
de patrones en la naturaleza. En ese mismo trabajo él sugirid6 que este mis-
mo enfoque puede ser usado para el caso de las redes de regulacion genéticas.
Sin embargo esta aproximacién ha sido criticada debido a que los asi llama-
dos morfégenos no han podido ser identificados en diversos casos de estudio en
biologia. En este trabajo proponemos que el efecto de difusion y reacciéon quimi-
ca puede ser remplazado 6 complementado, por un mecanismo intercelular de
comunicacion. Conceptualmente esto es equivalente a decir que lo que se estd
difundiendo es informacién. En otras palabras, la informacién juega el papel del
morfégeno que le permite a la célula tomar la decisién sobre qué destino celular
tomara.

En el presente trabajo hacemos uso del formalismo llamado célculo-II estocasti-
co, inicialmente desarrollado para representar comunicacién entre agentes. Es en
base al calculo-II que logramos disenar un modelo de red de regulacién genética
del tipo activador-inhibidor. Al simular esta red en un contexto de m x n célu-
las acopladas espacialmente, logramos reproducir algunos patrones tipo mancha
como los descritos por Turing.

El contenido de la tesis muestra una introduccién formal al célculo-IT estocés-
tico ademas de su uso para representar procesos biolégicos y quimicos diver-
sos. Posteriormente se introduce a los sistemas de reaccion-difusion (como el
activador-inhibidor) y se muestran los resultados de las simulaciones en celdas
aisladas como espacialmente.

Cabe mencionar que este trabajo en su version de articulo de investigacion fue
aprobado para su publicacién en la Revista Mexicana de Fisica el 14 de Octubre
de 2011.



Capitulo 1

Introduccion.

A través de la historia del conocimiento humano, la existencia de formas y
estructuras en la naturaleza ha planteado numerosas preguntas sobre su forma-
cion. Muchos patrones pueden ser identificados a nuestro alrededor. Por ejemplo,
si tenemos la oportunidad de visitar un zoolégico, podremos apreciar los bellos
patrones rayados que poseen los tigres y cebras, mientras que los leopardos y
las hienas poseen patrones de manchas en su piel. A su vez, las jirafas poseen
patrones manchados y las mariposas los tienen de todos los tipos. Pero no sélo
en los animales podemos observar patrones, si nos detenemos un momento en
nuestras vacaciones cuando visitemos alguna playa; podremos observar los pa-
trones de ondas que se forman en de los océanos, o en lagos y estanques también;
probablemente pocos habran notado que en el desierto la arena se mueve con
el mismo patréon de ondas formadas por el viento. En el cielo podemos observar
c6émo se forman arcos circulares de colores que llamamos arcoiris. Vemos tam-
bién aves alejandose al atardecer volando a sus nidos en formacién de “v”; o en
ocasiones franjas de nubes que se mueven paralelamente a merced del viento. Si
mirdsemos hacia abajo, a nuestro jardin, podremos apreciar como se forman los
arreglos de hojas, pétalos, semillas y flores en una forma espiral muy especial.
Esta espiral guarda una relacién mateméatica con la secuencia de Fibonacci 1,
1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... la cual fue estudiada por Leonardo de
Pisa en el siglo XIII.

De este modo es natural que la curiosidad cientifica trate de explicar el
porqué de estos elegantes patrones a nuestro alrededor. Con este propoésito fisi-

cos y matematicos han tratado de describir la formacién de estos patrones y
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estructuras complejas usando diversos mecanismos. En particular, un area del
conocimiento sumamente interesante es la biologia del desarrollo, pues, como su
nombre lo indica, describe el proceso mediante el cual los organismos crecen y se
desarrollan. La clave de estos procesos subyace en mecanismos que los cientificos
denominan diferenciacién celular y la morfogénesis (del griego morphé: forma y
genesis: creacion).

La diferenciacion celular es un proceso en el cual las células de un cigoto en
crecimiento se convierten en células mas especializadas formando parte de un
tejido celular. La morfogénesis por su parte, es el proceso por el cual las células
parecen reconocer su ubicacién espacial dentro del cigoto y, figurativamente,
deciden diferenciarse dirigiéndose hacia algin destino celular en funcién de su
posicion. Ambos mecanismos permiten que el cigoto adquiera la forma de un
organismo maduro con todas las funciones y capacidades normales de su especie.

Es cuando surge la pregunta de, ;cémo modelar estos fenémenos adecuada-
mente?. Para responder a dicha pregunta, los cientificos poseen en la actualidad
una gran cantidad de formas de describir este tipo de fendmenos, tanto biologi-
cos como de otras areas del conocimiento humano: fisica, finanzas, medicina,
etc. En las distintas ramas de la biologia, por ejemplo, existen representaciones
de DNA en tres dimensiones para biologia molecular, simulaciones de pobla-
ciones en ecologia, modelos estadisticos en paleontologia, modelos de difusiéon
en genética, etc. Y para el caso concreto de la biologia del desarrollo y la mor-
fogénesis existen los llamados sistemas de reaccién difusion propuestos por el
matematico inglés Alan M. Turing, los cuales abordaremos mas adelante.

Estos modelos son utilizados para representar, analizar e incluso predecir
comportamientos o sucesos importantes para enriquecer el estudio de los fené-
menos biologicos. Algunos son muy detallados y pueden predecir cuantitativa-
mente datos importantes, mientras que otros pueden solo describir cualitativa-
mente los fenémenos. Suele suceder también que hay modelos que no se ajusten
a las observaciones experimentales de un fenémeno dado, y es natural pensar si
el modelo es bueno o malo, pero més alla de estos calificativos lo que esta detras
es si el enfoque usado fue el apropiado. Asi, cada modelo tiene sus ventajas y
desventajas para su uso.

En la presente tesis hacemos un estudio de la morfogénesis desde una for-
ma no tradicional, utilizando una herramienta desarrollada en las ciencias de
computacion, llamada Calculo-II. Este formalismo ha sido utilizado con éxito
para representar y simular correctamente una gran variedad de fenomenos bi-

olégicos y quimicos, con precision como lo hacen las ecuaciones diferenciales.
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Este formalismo se centra en las nociones de concurrencia y movilidad, ambos
términos de las ciencias de la computacion que surgen al representar fendmenos
computacionales con una gran cantidad de interacciones y comunicacién entre
agentes. Un ejemplo de ello puede ser el acceso a una base de datos por multiples
usuarios, o la misma Internet.

Es aqui donde la interaccion entre el calculo-II y la biologia se da de forma
natural. Esto debido a la gran cantidad de moléculas, genes, células, y en general
interacciones, que un ser vivo posee dentro de una poblacion dada. Ademés
del hecho de que al interactuar estos agentes cambian su funcionamiento, su
comportamiento, o simplemente su ubicacién espacial.

El célculo-IT es pues una herramienta viable para la modelacion de feno-
menos biologicos de distinta naturaleza. Su mayor uso se ha desarrollado para
la modelacion de redes de regulacion genética. Cabe mencionar que en la actual-
idad existen extensiones que permiten modelar ambientes, o localidades, donde
suceden las interacciones entre agentes, difusién entre membranas y otros fené-
menos relacionados. En nuestro caso basta utilizar la versién estocéastica del
calculo-II que nos permitird simular reacciones quimicas y redes de regulaciéon
biologicas.

Existen también varias ventajas del uso del céalculo-II con respecto a las
ecuaciones diferenciales, entre ellas el hecho de que es posible representar una
gran cantidad de agentes sin tener que representar cada interaccién posible ex-
plicitamente. Otra ventaja es que las descripciones de cada agente son de forma
modular, con lo cual es posible anadir o quitar agentes sin que la descripcién
formal se altere significativamente. Ademaés el uso de la movilidad permite es-
tablecer una forma de comunicacién entre los mismos agentes mas sofisticada,
permitiendo también el incorporar mas detalles bioldgicos. La movilidad en el
contexto de la morfogénesis puede pensarse como un mecanismo en el cual se
transmite informacién posicional entre agentes, dando pie a la diferenciacién
celular.

En la presente tesis hacemos uso del calculo-II para describir la morfogénesis.
Nuestra descripcion se basa en un mecanismo clasico que se ha propuesto para
la formacién de patrones en la naturaleza, el Activador-Inhibidor.

La estructura de la tesis es la siguiente: en la seccion [2:1]se plantea el panora-
ma general de las algebras de procesos. En la seccion presentamos la teoria
preliminar necesaria para el estudio del calculo-IL. Y en la seccion [2.3]se recopilan
las nociones bésicas del calculo-II y sus propiedades, y damos un ejemplo del uso

de la movilidad. En el capitulo [3| desarrollamos aplicaciones para el modelado
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de fenémenos quimicos, redes de regulacion y compuertas logicas con sus codi-
gos respectivos en el apéndice [A] Posteriormente, en el capitulo [d] retomamos el
problema de la morfogénesis y proponemos un nuevo modelo de este fenémeno
en la seccion [£.4) Finalmente, en la seccion [5] damos nuestras conclusiones.

Para aquellos lectores que busquen introducirse formalmente al célculo-II
se les recomienda que incluyan el capitulo 2 secciones 2.2] y 2.3] en su lectura,
mientras que los lectores que s6lo busquen conocer las aplicaciones la modelacién
se les sugiere pasar directamente al capitulo

Cabe senalar que la presente tesis es una adaptaciéon del articulo de inves-
tigacion “La morfogénesis como resultado de la transmision e integracion de
informacién biolégica” el cual fue aceptado para su publicaciéon en la Revista
Mezicana de Fisica el 14 de Octubre de 2011.



Capitulo 2

Algebras de procesos.

2.1. Preliminares, concurrencia y movilidad.

El describir formalmente sistemas computacionales comunicandose entre si
y ejecutandose al mismo tiempo (concurrencia) ha sido el tema de estudio de
varios trabajos en ciencias de la computacion en las tltimas tres décadas. Estos
sistemas al comunicarse en ocasiones intercambien informaciéon lo cual cambia
su conectividad (y por lo tanto su estructura). Estos cambios de conectividad
pueden darse al anadir o retirar formas de comunicacién. A este fendmeno se le

denomina movilidadtl

A la fecha, existen distintos formalismos matematicos que representan y
describen a este tipo de sistemas concurrentes. Algunos ejemplos de estos for-
malismos son Petri Nets [19], Comunicating Sequential Processes (CSP [9]),
Algebra of Communicating Processes (ACP [3]) y Calculus of Communicating
Systems (CCS [13]) . Dentro de estos formalismos existe una familia llamada
dlgebras o cdlculos de procesos (process calculi) las cuales fueron desarrolladas
para describir con un lenguaje de alto nivel las interacciones, comunicaciones y

sincronizaciones de agentes o procesog’] en estos sistemas concurrentes.

En particular, CCS [13] es un tipo de algebra de procesos, presentada por
Robin Milner en 1980, en la cual se expresan agentes como procesos del algebra.
En CCS es posible expresar comunicacién entre procesos, los cuales pueden ser

ejecutados al mismo tiempo, y ademas puede existir una elecciéon no determinista

IDel inglés: mobility.
2El uso del término agente y proceso en ocasiones es indistinto, esto se ejemplifica mas
adelante.
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de alguno de ellos, entre otras propiedades. Esta algebra de procesos presenta
leyes que permiten manipular y analizar las descripciones de los agentes dados
permitiendo establecer una nocién formal de equivalencia entre dichos agentes.
Esta nocién de equivalencia es conocida como bisimulacion y, como lo veremos

mas adelante, es sumamente importante.

A pesar de los avances de CCS para representar sistemas concurrentes, no
permite representar movilidad causada por los cambios de interconectividad de
los procesos. En base a esto Robin Milner, Joachim Parrow y David Walker en
1992 publicaron un &lgebra de procesos descendiente de CCS llamada Calculo-
IT [14] en la cual es posible expresar la movilidad dentro de las descripciones de
los procesos. De este modo el calculo-IT permitié describir y analizar sistemas
concurrentes de agentes cuyas configuraciones o conexiones cambian constante-

mente al interactuar entre ellos.

Parte del contenido del presente capitulo fue tomado de las notas de clase
del curso Ldgicas No Cldsicas del Dr. Pedro Arturo Géngora Luna impartido
en la Facultad de Ciencias, UNAM en 2008.
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2.2. Nociones basicas del Calculo-II.

2.2.1. Autématas.

En ciencias de la computacion, un automata es la representacion abstracta de
una maquina de estados. Estas maquinas abstractas cambian su estado interno
de acuerdo con su interacciéon con un ambiente externo. Dicha interaccion se da,
generalmente, con el intercambio de simbolos de un conjunto llamado alfabeto.

En [15], Robin Milner propone utilizar la teoria clasica de los autématas
como un modelo para representar sistemas concurrentes. En especifico, Milner
propone una convencién en la cual dependiendo de la interconexién del autéma-
ta, distintos procesos conectados dentro de él pueden interactuar y evolucionar
de acuerdo a sus descripciones propias.

Para ello el autémata utiliza un alfabeto, que serd un conjunto numerable
de nombres Act. Llamaremos acciones a los elementos de este conjunto. Con el

conjunto Act damos la siguiente definicion:

Definicion 1. Un autémata A sobre Act esta compuesto de:

= un conjunto Q = {qo, q1, ...} de estados,
= un estado ¢g € @ llamado el estado inicial,

= un subconjunto F € ) llamado el conjunto de estados de aceptacién, o

finales,

= un conjunto 1" € Q) x Act x @ llamado de transiciones.

Una transicion (g, a, q') € T se escribe ¢ % ¢'. Decimos ademas que el autémata
A es determinista si para cada pareja (g, a) solo existe a lo mas un ¢’ € Q tal que

Q . . o .
q — ¢'. En caso contrario llamaremos a A un autémata no determinista. [J

Con esta definicién de autémata Robin Milner propuso un concepto llamado
caja megra, donde se representa explicitamente la interaccion con algin agente
externo y el autémata. Dada una cadena s € Act*no importa si se llega a un
estado final (aceptaciéon) o no, sino que la pregunta es si el autémata puede

reproducir s dadas ciertas interacciones con el agente externo.
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café

° chﬁé
5p 5p ot 22
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Figura 2.2.1: Analogia con una maquina de cafés.

Un ejemplo clasico de caja negra definida por un autémata A sobre un con-
junto Act = {5p,%,%}; es una méaquina de bebidas donde el agente externo
serd una persona que deposite 5p para obtener un té, 6 deposite otros 5p y
obtenga un café de la maquina (Figura 2.2.1).

2.2.2. Sistemas de Transiciones Etiquetados y la bisimi-
laridad.

La definicion intuitiva de caja negra puede formalizarse con la ayuda de
un sistema de transiciones etiquetado (LTS por sus siglas en inglés). Estos
sistemas estan construidos sobre un conjunto N de nombres como a, b, c... (en
nuestro ejemplo anterior usamos té,café,5p) y el conjunto N = {@|a € N}
cuyos elementos llamaremos co-nombres. Suponemos que N y N son disjuntos
y denotamos su unién como L = N U N, donde L es llamado conjunto de

etiquetas. Formalmente:

Definicién 2. Un Sistema de Transiciones Etiquetado (LTS) sobre Act es una
pareja (Q,T) en la cual:

= () es un conjunto de estados,

s T C(Q x Act x Q) es una relacion ternaria también llamada relacion de

transicion.




CAPITULO 2. ALGEBRAS DE PROCESOS. 13

QA

Si (q,a,q') € T lo escribimos también como ¢ = ¢'. Siq¢ 2 ¢ B3 ... % q,

entonces decimos que ¢, es derivable de g usando la cadena ajas ..., [

Nota: Un LTS puede verse como un autémata sin estado inicial ni estados

finales.

Es natural preguntarse dados dos LTS’s si son equivalentes o no. Al tratar
de contestar esta interrogante, surge la idea de verificar si su comportamiento
es el mismo, de tal forma que un agente que interactie con ellos no los pueda

distinguir. Para ello definimos:

Definicién 3. Sea (Q,T) un LTS y sea S una relacion binaria en @. Llamamos

a S una simulacion fuerte en (Q,T) si dados pSyg,

= sip > p entonces existe ¢’ € Q tal que ¢ > ¢’ y p’'S¢’

Decimos que g simula fuertemente a p si existe una simulacion fuerte S tal que
pSq. O

En palabras podemos decir que si “q simula fuertemente a p”, o “p es simu-
lado fuertemente por ¢”, significa que para cualquier camino que p tome en el
autémata, ¢ puede asociarlo con uno propio. De este modo todas las opciones
de p estan contenidas en las de g.

Una forma visual, utilizada frecuentemente dentro de las algebras de pro-

cesos para representar que S es una simulacion fuerte consiste en utilizar los

diagramas:
p S q q
Si Ja entonces para alguna ¢/, la
P’ p S q

Nota: Se ha definido la nocién de simulacién como una relacién entre estados
de un mismo LTS. Ademas, dentro de un LTS pueden definirse uno o més

automatas.

Hasta ahora podemos saber si un autémata puede simular a otro, i.e., el
segundo tiene una descripciéon anéloga al primero. Para poder decir que dos
autéomatas son equivalentes necesitamos extender nuestra relacién considerando

ahora su inversa S~!, como se explica en la siguiente definicién:



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE PROCESOS. 14

Definicién 4. Decimos que una relacion binaria S en @) es una bisimulacion
fuerte en un LTS (Q,T) si Sy su inversa son simulaciones. Decimos tam-
bién que p y q son fuertemente bisimilares o fuertemente equivalentes si

existe una bisimulacién fuerte S tal que pSq. Esto se denota p ~ ¢q. O

Para ejemplificar nuestra definicion de bisimulacion fuerte utilizamos un LTS
. a

Figura 2.2.2: Autématas bisimilares.

con dos automatas (ver figura ?7),

entonces pg ~ qo con la relacién S = {(po, o), (P1,42), (Po,q1), (P2, q1)} al
tener que ppSqo.

Como dato adicional, puede ser que en un mismo LTS dos autématas se
simulen fuertemente entre si, sin embargo no necesariamente las simulaciones son

bisimulaciones. En la figura se observa un ejemplo de autématas bisimilares

Con estas herramientas que hemos definido podemos comparar dos auté-
matas en un mismo LTS y ver si sus comportamientos son equivalentes. Hasta
este punto hemos definido una buena parte de la teoria previa del Calculo-II.
En la siguiente seccién presentaremos a esta algebra de procesos y algunas de

sus propiedades.
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2.3. El Calculo-II.

El Calculo-II fue desarrollado con la intencién de representar formalmente
agentes que evolucionan e interacttian al mismo tiempo. Esta algebra de procesos
al ser descendiente de CCS conservé muchas de sus propiedades, sin embargo,
nuevas caracteristicas fueron anadidas con la finalidad de representar més acer-
tadamente sistemas concurrentes. Por ahora, definiremos los conceptos basicos

del Calculo-II y luego trabajaremos un poco con la movilidad.

2.3.1. Definicion.

Al estudiar sistemas concurrentes es util describir los estados de los sistemas
por medio de una expresion que represente un proceso o expresion de un proceso.
Estas expresiones contienen informacién que describen el comportamiento y la
estructura del sistema. Podemos utilizar indistintamente expresion de un proceso

0 agente.

Retomamos nuestro conjunto N de nombres tales como a, b, c, ... y definimos
un conjunto Id de identificadores de agentes, como A, B, C.... . Estos identifi-
cadores pueden ser parametrizados por nombres como en C(a,z,y) donde la
aridad de los pardmetros es no negativa. Utilizamos las letras P, @, R... para

representar los agentes.

Con estas convenciones definimos el conjunto del Calculo-1I como sigue:

Definicion 5 El conjunto de agentes se define en notacion BNFﬂ como:

P:=0|zy.P|lx(z).P|7.P|(vz)P|[x=y|P|P|P|P+P| A1, Yn)

donde:

= 0 es el agente nulo,

3Backus-Naur Form
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Ty. P es llamado prefijo negativo. T puede verse como un puerto de salida
de un agente por el cual se envia el nombre y, y luego el agente se comporta
como P. Cuando no se especifica y decimos que se envia un nombre vacio,

y solo escribimos .

z(2).P es llamado prefijo positivo. x puede verse como un puerto de en-
trada de un agente por el cual se puede recibir algin nombre y y luego se
comporta como P{v/z}.

7.P es llamado prefijo silencioso. Se realiza la accion 7 y luego el agente

se comporta como P. Observe que 7 ¢ N

(vz) P es llamado restriccion. v es un simbolo especial no incluido en el
conjunto de nombres. Este prefijo restringe la comunicaciéon a través de
los puertos « y T a P. De este modo comunicaciones entre P y algin otro

agente () por medio de x estdn prohibidas.

[x = y] P es llamado condicional, si los nombres x y y son iguales entonces

el agente se comporta como P.

P | Q es llamada composicion paralela. Los agentes Py @ actian al mismo
tiempo, de tal modo que puede existir comunicacién sincrona entre ellos

por medio de algin nombre de la forma T en Py z en Q.
P + @ es llamada eleccion no determinista entre Py Q.

A(y1, ..., yn) es llamado identificador A con parametros yi, ..., Yn.-

El operador 0 es nulo, Zy., 2(z)., 7., (vx) y [x = y] son operadores unarios; | y

+ son operadores binarios. La precedencia de los operadores esta implicita por

el orden en el que se dieron. [

Necesitamos ahora definir el término nombre acotado ya que en las descrip-

ciones de los agentes como por ejemplo (vx) P el nombre z esté restringido solo

a P, lo que significa que = es un nombre acotado, formalmente:

Definiciéon 6 En cada agente de la forma z(z). P 6 (vz) P, al encontrarse el

nombre z dentro de los paréntesis decimos que z aparece acotado, y que

su alcance son todas las apariciones de z en P. Decimos también que la
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apariencia de un nombre y en un agente es libre, si no se encuentra bajo
el alcance de alguna aparicién acotada de y. Denotamos el conjunto de
nombres libres de P como fn(P)f] O

Definicion 7 Decimos que si un nombre que aparece dentro de un agente es
acotado si no es libre. Ademas definimos el conjunto de todos los nombres
acotados en P como bn(P)’] Denotamos como n(P) al conjunto fn(P) U
bn(P) i.e., todos los nombres que aparecen en P. Notese que n(P) C N.
O

Para cada agente podemos determinar en base a estas tltimas dos definiciones
sus nombres acotados y libres. Asi dado P un proceso del calculo-II obtenemos
los conjuntos n(P), fn(P) y bn(P) como en el cuadro

’ P \ n(P) \ fn(P) \ bn(P) ‘
0 0 0 0
Ty. P {z,y} Un(P) {z,y} Un(P) bn(P)
x(z).P {z,z}Un(P) | {z}U(P)—{z} {z}
T.P n(P) fn(P) bn(P)
(vx) P {z} Un(P) fn(P) — {z} bn(P) U {z}
PIQ [ a(P)UnQ) | M(P)UM@Q) | (P ubn(Q)
P+Q n(P) Un(Q) fn(P) U n(Q) bn(P) Ubn(Q)
Ay, ..y Yn) fn(P) bn(P) n(P)

Cuadro 2.1: Nombres libres y acotados de los procesos P del calculo-II.

En la definiciéon 5 cuando se define lo que es un prefijo positivo utilizamos

la notacion P{v/-}. Esto se explica en la siguiente definicion.

Definiciéon 8 Dado un agente P y un nombre u tal que u ¢ n(P) definimos
P{u/-} como el proceso que resulta de sustituir todas las apariciones libres

de z en P por u. [

4Del inglés free name
5También del inglés, bound name
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Definicion 9 Dos procesos P y ) son a-convertibles 6 a-equivalentes si @
puede obternerse de P a través de un niimero finito de cambios en nombres
acotados en sus subtérminos, donde:

1. Si un nombre w no ocurre en un proceso P, entonces el proceso P{w/z}
se obtiene al sustituir con w cada ocurrencia libre de x en P.

2. Un cambio de nombres ligados en un término z(z).P 6 (vz)P se obtiene
al reemplazarlos por los términos z.(w).(P{w/«}) 6 (vz).(P{w/z}), respec-
tivamente.

Si Py @ son a-equivalentes escribimos P =, Q. [

2.3.2. Transiciones del Calculo-11.

En el Calculo-1I, como en CCS, existe una forma de representar las comuni-
caciones entre agentes, para ello utilizamos un conjunto de acciones y reglas de
interaccién. Este conjunto de acciones que denotamos Act esta construido de la

siguiente forma:
Act ={zy |2,y € N} U{a(y) |2,y € N} U{z(y) | z,y € N} U {7}
Asi, en el Calculo-IT una transicion tiene la forma:

P p

donde a € Act, formalmente:

Definicion 9 Las relaciones de transicion son el menor conjunto que satisfacen
las reglas de accién del cuadro (Ver [15])
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7 —ACT : —
PP

T.—
INPUT —ACT: —————w ¢ fn((2)P) OUTPUT — ACT : —
x(z).P* S P{w/:} Ty. PP
SUM: -P=P'_ MATCH: —P=2P
P+Q3 P/ [z=z] PSP’

. PLIs} 8P g o def , PSP/ _
IDE : OEYD A@) =P PAR : FPEYAL) bn(a) Nn(Q) = @
COMM : —E2P Q3a CLOSE: 2P oo

COPIQoP QT COPTG=(PQ)
RES: 222 4 ¢ n(a) OPEN: — P3P U7®

(PSP’ ()PP () w & I((y)P')

Cuadro 2.2: Reglas de transicion del calculo-II. Las reglas SUM, COMM, PAR
y CLOSE tienen una version simétrica. Todas las reglas operan modulo =, .

Con estas transiciones hemos hecho explicito las reglas bajo las cuales la
comunicacion entre agentes del Célculo-II puede realizarse. Dejamos un sencillo

ejemplo para la siguiente seccién.

Como lo hicimos en la seccion [2.2.2] es natural preguntarse dados ciertos
agentes del Calculo-ITI si son equivalentes o no. Los conceptos que presentamos
en dicha seccidn, esto es, un LTS y las relaciones de simulacion y bisimulaciéon
fuertes, son vélidas en CCS. Pero en Calculo-II necesitamos crear un LTS es-
pecial que contemple las acciones en las cuales se envien nombres acotados y
posteriormente nos permita definir una relacién de simulacién y de bisimulacién

fuertes.

El desarrollo y presentaciéon de la teoria necesaria para definir bisimulacion
en célculo-m esté fuera del alcance de esta tesis. Sin embargo, referimos al lector
interesado a textos como [16] y [I5]. En esta tesis, solo mencionaremos nue-
vamente que el uso de la bisimulacién permite establecer cuando dos agentes
poseen el mismo comportamiento siendo indistinguibles para un observador ex-
terno. También, existen ademés varios tipos de bisimulacién lo que enriquece la
cantidad de aplicaciones a sucesos de la vida real.

Para terminar desarrollaremos en la siguiente seccién, en base a la propiedad

de movilidad del Calculo-II, un ejemplo clésico simplificado.
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2.3.3. Movilidad.

Como mencionamos en la introduccién, cuando varios sistemas computa-
cionales interactian entre si, eventualmente pueden aparecer o desaparecer for-
mas de interaccién que expanden o limitan su comunicacion.

Podemos representar lo anterior mediante agentes del calculo-II capaces de
enviar y recibir formas de comunicaciéon a través de canales. Cuando decimos
que uno de estos agentes obtiene una nueva forma de comunicacién nos referimos
a que el agente adquiere un nuevo canal distinto a los que ya poseia, con el cual
puede interactuar y ahora evolucionar de forma distinta.

Maés concretamente, lo anterior nos dice que, al estar dos agentes interac-
tuando por un mismo canal, alguno de ellos puede enviar un nombre de tal forma
que el segundo lo recibe. Dependiendo de la definicion del segundo agente, este
nuevo nombre adquirido puede convertirse en un nuevo canal de comunicacién.

Un ejemplo de esto puede ser representado por tres agentes, P , Q y R, en
el cual P tiene acceso a R, y este acceso se lo transfiere posteriormente a Q. El
proceso R, por su parte, comunica que adquirié el acceso con ). Los agentes los

definimos como:

P=zv.0
Q=x(y).-yu.u
R=wv(2).Z

y se ejecutan al mismo tiempo: P|Q | R. Al comunicarse P y @ por T y «x,

respectivamente:

0.0 | z(y). Tu|v(z).Z 50| (gu.u){v/y} | v(2). 2

Luego, al darse la sustitucion, el sistema puede comunicarse por el nuevo
canal adquirido v:

0|7.v|v.T 50|v|o

y finalmente se responde que se adquirié el canal enviando por él mismo la
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respuesta.
0Olv|m 50]0]0

En la figura se ilustra el comportamiento del agente @ al adquirir el

canal v. Por su parte, el proceso P desaparece del modelo.
® -
Lo
®

Figura 2.3.1: Movilidad en la comunicacion.

Puede ser el caso también que exista otro agente S que pueda recibir el
acceso a R, lo cual en la vida real si estamos representando una transaccién por
Internet, significaria que la seguridad se ve comprometida.

Para evitar este tipo de sucesos, podemos utilizar canales privados restringien-
do el uso de canales a determinados agentes. De este modo las interacciones
quedan resguardadas de algin otro agente externo.

En nuestro ejemplo anterior podemos restringir a x en Py @, definiendo un

agente P’ de la siguiente forma:

P' = (vz) (zv.0 | 2(y). u. u)

asi, al ejecutarlos en paralelo (P’ | R):

(va) (@v.0 | 2(y).7.y) | v(2).Z = (va) (0 ]| Gu.w){*/s}) | v(2).Z

solamente () recibi6é v por el canal privado x. Lo que dej6 fuera la accion de

algun posible agente S externo al sistema.

En este punto hemos desarrollado la teoria necesaria para realizar modelos
matematicos basados en calculo-m. Procederemos a la explicacién de algunos
modelos en el siguiente capitulo. Aquellas personas que deseen profundizar sus
conocimientos en calculo-m pueden hacerlo revisando las referencias [16] y [15].



Capitulo 3

Modelacion de fenémenos

naturales.

En este capitulo vamos a revisar algunos modelos simples basados en célculo-
IT. Cada modelo es implementado en un simulador llamado Stochastic Pi Ma-
chine (SPiM) [20)]. La mayoria de los ejemplos a revisar en este capitulo fueron
obtenidos y complementados de la documentaciéon del simulador. Los cédigos
de simulaciones se pueden consultar en el apéndice [A] La representacion grafica
de los procesos en los modelos esta basada en el trabajo de [22].

3.1. Notacion.

Antes de mostrar los primeros modelos modificaremos un poco nuestra no-
tacién de los procesos en célculo-II con la dnica finalidad de poder capturar los
modelos en el simulador de computadora SPiM.

= El proceso Z(y).P es ahora representado por !z(y).P .

El proceso z(y).P es ahora representado por 7x.P .

= Las acciones 7 tendran ahora asociada una tasa €, 7. .

La ejecucion secuencial . tendra ahora el simbolo ; .

22



CAPITULO 3. MODELACION DE FENOMENOS NATURALES. 23

3.2. Simulaciones de reacciones quimicas.

3.2.1. Decaimiento radiactivo.

El decaimiento radiactivo es un fenémeno propio de los elementos quimicos
radiactivos. Este fenoémeno es caracterizado por la descomposicion esponténea
de un nicleo, generando ntcleos de menor masa, particulas pequenas y energia.
Dependiendo del isétopo, la tasa de descomposicién es distinta, en algunos el
proceso es instantaneo y en otros paulatino.

La ecuacién diferencial que modela el decaimiento exponencial en el tiempo

de un is6topo X es:

axX

— = —cP 3.2.1
7 ¢ (3:2.1)
donde c es la tasa de proporcionalidad.
La ecuacion (3.2.1) tiene solucion
P(t) = Pye™“. (3.2.2)

Podemos representar este decaimiento con el hecho de que el isétopo X

desaparezca en el tiempo con cierta tasa tasa c:

X 50. (3.2.3)

En calculo-II es posible representar al isétopo X como un agente cuya tnica
accion posible es convertirse en el agente vacio 0. Esta acciéon tiene asociada
la misma tasa ¢ del decaimiento en (3.2.3). De este modo, el agente puede ser

representado como:

X =70 (3.2.4)

Ademaés podemos dar una representacion grafica de X como se muestra en
la figura [3.2.1
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400 40 \
300 \
” 0 \
100
% 1 Proting: Paused P S S s e ST
Simulation: Halted, Time = 10.007581 (396 points at 68.171 simTimeJsysTime) 1 4 6 § 10
(a) Simulacién en SPIM. (b) Simulacién en Mathematica.

Figura 3.2.2: Simulacién del decaimiento radiactivo con tasa ¢ = 0,5. Para el
c6digo de la simulacién ver el apéndice @

@ [1000]

C

Figura 3.2.1: Decaimiento radiactivo.

En la figura se muestra la simulacion de (3.2.4). El resultado reproduce
la curva clésica del decaimiento exponencial cuando se grafica la solucién (3.2.2)

de la ecuacion diferencial.

3.2.2. Disociacién del cloruro de sodio (NaCl).

El cloruro de sodio o NaCl es un compuesto iénico sélido que al disolverse
en agua se disocia en iones Na™ e iones Cl~ . Cuando se hace pasar
electricidad a través de la solucién, los iones Na™se dirigen al electrodo nega-
tivo y los C1~ al electrodo positivo. Este flujo de iones establece una corriente
eléctrica que equivale al flujo en un alambre metéalico. Como la disolucién de

NaCl conduce la electricidad, se dice que el NaCl es un electrolito.

+ —
Na(aq) + Cl(aq) < NaCly) (3.2.5)
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@ 100 100

?deionize ldeionize

Figura 3.2.3: Formacion de NaCl representada en calculo-II gréfico.

SPib Mai}
100 MNa_plusd)

a0
70
eli]
20

i} 0.03 .
Plotting: Paused
Simulation: Halted, Time = 0.030010 {3532 points at 0.08584 simTimelsysTime)

Figura 3.2.4: Concentraciones de Na y Na%t en la asociacién-disociacion de

NaCl. Para el codigo de las simulaciones ver el apéndice E}
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Para el modelo en calculo-IT (3.2.6)), representamos esta disociacién con el uso

de los agentes Na, Na_plus, Cl y Cl_plus, los cuales representan los estados

posibles del electrolito NaCl. Los agentes se comunican a través de los canales

ionize y deionize. De esta forma se establece la posibilidad de asociarse y formar

el NaCl o la posibilidad de disociarse y regresar a su forma iénica.

Na = lionize; Na_plus
Na_plus = ?deionize; Na
Cl= Tionize; Cl_minus
Cl_minus = ldeionize; Cl

(3.2.6)

Los agentes nuevamente pueden ser representados con una grafica dirigida,
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figura [3.2.3] con su respectiva simulacién en la figura [3.2.4

3.2.3. Formacion de Amidas.

La formacién de amidas puede llevarse quimicamente acabo por distintas
reacciones. Una de estas reacciones es el uso de un acido carboxilico y una amina
formando la amida mas agua, reaccion . Este tipo de reacciones involu-
cran la activacion del acido carboxilico por el método conocido como Shotten-

Baumann [26], el cual involucra la conversion del 4cido en cloruros de acilo.

RNH, + RCOOH < RNHCOR + H,O (3.2.7)

Para el modelo de calculo-II de esta reaccién reversible definimos los agentes
RNH2, RNHCOR, RCOOH y H20 los cuales, en base a (3.2.7), interaccionan
comunicandose a través de los canales amine e hydrolysis (3.2.8).

Finalmente, en la figura [3.:2.5] representamos graficamente el modelo, y su

simulacion en la figura|3.2.6

RNH2 = 7amine; RNHCOR
RNHCOR = !hydrolysis RNH2
RCOOH = 'amine; H20
H20 = ?hydrolysis; RCOOH

@ 100 @ 100

lhydrolysis ?hydrolysis

Figura 3.2.5: Formacion de amidas representada en célculo-II grafico.

(3.2.8)
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Flotting: Pauzed

Figura 3.2.6: Concentraciones de RNHy y RNHCOR durante la sintesis de ami-
das.

3.3. Simulaciones en procesos biolégicos.

3.3.1. Sistema Biestable.

Los sistemas biestables son muy comunes en redes de regulaciéon genética en
la naturaleza. Algunos de estos sistemas estan involucrados en el ciclo celular,
la division celular y la apoptosis [111, 28]. Estos sistemas se caracterizan princi-
palmente por poseer dos estados estables a través del tiempo (Figura )

En calculo-II podemos representar los sistemas biestables como dos genes a
y b que se reprimen mutuamente (ver (3.3.1)). El gen a posee la capacidad de
inhibir al gen b por medio del envio de la senal u a través del canal inhibit. Al
recibir la senal del inhibicién, el gen b se mantendré reprimido permanentemente
a menos que la senal u desaparezca. Para una descripcion més a detalle sobre

el funcionamiento del modelo, el lector puede consultar la seccion
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N

Figura 3.3.1: Sistema biestable de genes.

a= Ta; (a]A)
A(u) = linhibit(u); A_b(u); A
+7u
+TdA

+lbind(u); A_B(u)
A_B(u) = TdAB (331)
b= mp; (b|B)
+?inhibit(u); b_ A(u)
b_A(u)= tB’; (b_A(u)|B)
B= 7B
+?bind(u); B_A(u)

3.3.2. Represilador.

El represilador (en inglés repressilator) es una red de regulacion sintética
desarrollada por Michael B. Elowitz y Sanislas Leibler [6]. Esta red fue disefiada
desde cero, con el proposito de reproducir un comportamiento oscilante en la
expresion de una proteina verde fluorescente (GFP). Esta red fue implementada
en Escherichia coli y fue posible obtener oscilaciones a nivel poblacional.

Los genes involucrados en el represilador son: TetR de resistencia a tetraci-

clina [25], LacI del operén de la lactosa [10],9 y Acl del operon del fago lambda
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21nhibit(w)

Figura 3.3.2: Sistema biestable de genes que se reprimen mutuamente represen-
tados en célculo-IT grafico.

24 SPiM g% 0 SRR é%
666 83
503 56
518 43
444 42

a7 k4
298 28
222 21
148 14

74 7

0 0
0.61205 10005 Plating: Live 0.26151 1000.3 Plating: Live
Simulaton: Halted, Time = 1000.5612052 (1277 paints ot 27389 simTimefsysTime) Simulation: Halted, Time = 1000.261508 (1187 paints at 18107 simTime/sysTime)

Figura 3.3.3: Simulaciones del sistema biestable, se muestran de los dos resul-
tados posibles.
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Repressilator Reporter

P lac01

tetR-lite
: P, tet01
kan®

gfp-aav

psSC101

origin APy

lacl-lite

ColE1

A cl-lite

P tet01

Figura 3.3.4: Represilador de Elowitz en forma de plasmidos. Figura tomada de

[6].

2.

GeneN = 11; (GeneN | ProteinN)
+7¢; Ty; GeneN
ProteinN = la; ProteinN
+7q

(3.3.2)

3.4. Aplicaciones en compuertas logicas.

Existen distintas aplicaciones de las algebras de procesos en la modelacion
de fenémenos biologicos. Una de ellas es la modelacién y simulacion de redes de
regulacion genética. Los modelos de compuertas légicas son una simplificaciéon
de tres distintas formas de regulaciéon que existen en las redes de regulacién
genética: constitutiva, negativa y positiva.

Presentamos a continuacion un enfoque al modelaje de estos tres tipos de
compuertas haciendo énfasis en la modularidad de los modelos y su simulacién

numérica. Para méas informacion se recomienda consultar [4].

3.4.1. Compuertas constitutivas.

La caracteristica de esta compuerta es describir los genes cuya transcripcion

es constitutiva o que no existe ninguna clase de regulaciéon. El modelo se centra
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Figura 3.3.5: Representacion de los genes del represilador en calculo-II gréfico.

SPikA Froteinib)
133 Protein{c)
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0 2e+ls Flotting: Live
Simulation; Halted, Time = 199969.24 3995 (376 points at 1.1403e+05 simTimelsysTime)

Figura 3.3.6: Simulaciones del represilador que muestran comportamiento os-
cilante.
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const heg pos
(a) Gen consti- (b) Gen con con- (¢) Gen con
tutivo. trol negativo. control positi-
vo.

Figura 3.4.1: Esquematizaciéon de los genes regulados por distintos mecanismos.
Figuras adaptadas de [4].

en las acciones que el gen puede realizar y en este ejemplo llamaremos proceso

a cualquier mecanismo que realize acciones y avance pasando distintos estados.

const(b) = 7..(tr(b)|const (b)) (3.4.1)

La ecuaciéon muestra un gen const(b) con transcripcion constitutiva y
sin regulacion (nullary). El producto es una proteina traducida ¢r(b) que puede
unirse a un sitio b de otro gen, la definicion de tr(b) se da méas adelante. En
palabras, const(b) espera el retraso estocastico 7 con tasa e y evoluciona en dos
procesos paralelos, el primero ¢r(b) y el segundo const(b), el cual es el estado
inicial.

3.4.1.1. Productos de los genes.

Un factor de transcripcion ¢r(b) realiza una eleccion no determinista ( + )
entre unirse a un promotor disponible b a través de una accion de salida b 6
tener un retraso (7) con tasa J. Si ocurre el primer caso de la eleccién no de-
terminista, entonces la accién de salida interactda con su correspondiente senal
de entrada dada por el sitio b de algtin promotor disponible. Luego (.) el factor
de transcripcion regresa a su estado inicial tr(b) y esta listo para interactuar
nuevamente. En el segundo caso de la eleccion no determinista, el factor de

transcripcion se degrada al proceso nulo (0).

tr(b) =!b.tr() + 75,0 (3.4.2)

Observamos que tr(b) tiene la capacidad de interactuar multiples ocasiones
con promotores con sitios b si estan disponibles. Sin embargo, existe la posibil-
idad que se degrade también. Sin sitios de unién disponibles, dada una cierta

cantidad de factores de transcripcion, el factor de transcipcién comenzara a



CAPITULO 3. MODELACION DE FENOMENOS NATURALES. 33

degradarse de forma exponencial.

3.4.2. Puerta unaria: gen con control negativo.

Una puerta unaria es un gen con la posibilidad de ser reprimido o regulado

negativamente.

neg(a,b) =?a.7,.neg(a,b) + 7..(tr(b)|neg(a, b)) (3.4.3)

neg(a,b) tiene la capacidad de elegir (+) entre transcribir constitutivamente o
recibir un estimulo de represién (Figura [3.4.1b)). La transcripcion constitutiva
es representada por pero en esta ocasiéon se encuentra en competencia
con el estimulo de represiéon. Si ocurre una interacciéon con ?a entonces el gen es
llevado a un retraso estocastico 7, durante el cual el gen se mantiene reprimido
(puede verse como ocupado) y después regresa al estado original.

3.4.3. Puerta unaria: gen con control positivo.

Este modelo representa un gen pos(a,b) que es activado por un control pos-

itivo (Figura|3.4.1c).

pos(a,b) =?a.7,.(tr(b)|pos(a, b)) + 7..(tr(b)|pos(a, b)) (3.4.4)
Es casi idéntico a (3.4.3) sin embargo a través de la interaccion 7a el gen
adquiere una tasa mayor de transcripcion 7, para tr(b).

3.4.4. Simulaciones de compuertas unarias.

Partiendo de las descripciones de las compuertas lo6gicas antes presentadas es
posible generar diversas combinaciones. En la figura [3.4.2] se muestran distintas

combinaciones de las redes de regulacion vistas como compuertas logicas.
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Figura 3.4.2: Redes de regulacién como compuertas légicas. Figura tomada de

[4].



Capitulo 4

La morfogénesis.

La formacién de estructuras en la Naturaleza es uno de los problemas mas
interesantes y complejos en la biologia del desarrollo. Diversos mecanismos y
modelos han sido propuestos para explicar el surgimiento de patrones en sis-
temas bioldgicos. En este trabajo nos enfocamos en uno de ellos, el que propuso
A. Turing en 1952 que él mismo llama La base quimica de la morfogénesis [27].
Esta propuesta ha sido controvertida y sujeta a muy diversas criticas, en parte
al menos, porque las sustancias que en su planteamiento son responsables de
la morfogénesis al difundirse y reaccionar quimicamente de manera simultanea,
han sido dificiles de identificar en sistemas biologicos (ver sin embargo [5]), en
donde se proporciona evidencia experimental de la existencia de este tipo de

patrones en quimica).

Nuestro objetivo es hacer ver que el modelo de Turing puede justificarse
sin necesidad de que haya sustancias que se difundan en el medio considerado,
sino que este proceso de difusiéon puede ser sustituido por otros que involucren
diversos tipos de comunicacion (senalizacion intercelular de diversas indoles,
incluyendo transmision de senales a través de la membrana celular, transporte
activo, procesos mecénicos, efectos piezoeléctricos, etc.). Esto siempre y cuando,
de manera equivalente, haya un morfégeno efectivo que se difunda y que pro-

ponemos identificar como la informaciéon que se propaga a través del sistema.

Para ello, partimos del modelo original de ecuaciones de reaccién-difusion
propuesto por Turing y formulamos una versién discreta, tal como se hace nor-
malmente en la implementacion del método de diferencias finitas. Hacemos ver

que dicha discretizacién no es otra cosa que una regla de mayoria en el contexto

35
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de autématas celulares. Posteriormente usando metodologias adecuadas para el
estudio de procesos concurrentes de comunicacién en sistemas biélogicos prove-
nientes del calculo IT-estocastico [23] y su extension para representar sistemas
bioquimicos [24], mostramos que este modelo discreto es equivalente a consid-
erar la transmisiéon de informacién a través de canales de comunicacion, de tal
forma que el estado del sistema en cierta posicion a un cierto tiempo depende
de la informacioén recibida, de su estado mismo en tiempos anteriores y de la
forma en la que integre a ambos. Finalmente, utilizamos esta propuesta para
presentar ejemplos especificos. Desarrollamos en detalle una version del sistema
activador-inhibidor [7] que es un modelo prototipico y mostramos simulaciones

numéricas.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la primera seccién recordamos
los elementos centrales del modelo de Turing y mostramos que en una versién
discreta, la difusiéon puede entenderse como senalizacién a través de canales. En
la seccion dos presentamos un ejemplo especifico de sistema de reaccién difusion,
el activador-inhibidor. En la seccién tres presentamos nuestra justificacion de
uso de las algebras de procesos y en particular del calculo Il-estocastico que
requerimos para implementar el modelo. Dicho modelo y las simulaciones cor-
respondientes para el sistema activador-inhibidor constituyen el contenido de la

seccién cuatro.

4.1. El modelo de Turing.

En el modelo de Turing original [27] se propone que la formacién de cier-
tas estructuras biolégicas (patrones espaciales) se debe a la combinacion de
dos mecanismos. Por una parte se propone la existencia de dos quimicos que
se difunden en la regiéon en donde el proceso morfogenético tiene lugar. Es-
tas sustancias se conocen como morfégenos. Por otra parte se supone también
que, ademas, reaccionan quimicamente entre si. En un principio esta propuesta
parece poco intuitiva, pues la difusién tenderia a homogeneizar las concentracion
de los morfogenos en el medio. A su vez, es de esperarse que como resultado
de la reacciéon se llegue a un equilibrio quimico en el que la concentraciones se
estabilicen en el tiempo. En resumen, cada uno de los mecanismos propuestos
produciria patrones espacialmente homogéneos. Lo sorprendente de la propues-

ta es que al actuar de manera simulténea, los morfégenos que se difunden y
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reaccionan quimicamente pueden dar origen a estructuras espacio-temporales
no homogéneas. Si denotamos por u(z,y,t) y v(x,y,t) las concentraciones re-
spectivas de los morfégenos en un dominio bidimiensional como funciones de la
posicién, (z,y), y del tiempo, ¢, las ecuaciones de Turing se pueden escribir de

forma adimensional como

= 3 (u,0) + Au

(4.1.1)
vy = g (u,v) + dAv,

en donde « es un pardmetro positivo, f(u,v) y g(u,v) representan la cinética
quimica de los morfogenos, d es la razéon de los coeficientes de difusion de los

mismos y A es el operador de Laplace en dos dimensiones|[17].

A continuacion mostramos que si analizamos por separado en el modelo de
Turing la parte correspondiente a la difusion, ésta puede entenderse de manera
efectiva como el promedio de la superposicion de cuatro canales de comunicacion
de una celda con sus vecinos. En efecto, utilizando diferencias finitas[I] tenemos

que el laplaciano de una funcién expresado como:

A 0%u . 0%u

Uu=—+—

0x2 = Oy?

y aproximando las primeras derivadas parciales mediante
% (u(x + Az) —u(z)) enzx

1
Az
% == (u(z) —u(z — Az)) enz— Az
mientras que las segundas derivadas parciales quedarian aproximadas por

Pu@)= A [9%(x)— Q(z ~ Ax)]

= oz [u(z + Az) — 2u(x) + u(z — Ax)]

y finalmente la version aproximada discreta del laplaciano

@(m) _ 2 u(z + Ax) + u(x — Ax)
Ox? Ax? 2

— u(z) (4.1.2)

De manera analoga se puede proceder para la variable v.
Sin embargo, la ultima expresiéon (4.1.2]) puede interpretarse de la siguiente
manera. El valor del laplaciano en un celda se obtiene de tomar un promedio

de los valores de las concentraciones en las celdas vecinas y su diferencia con



CAPITULO 4. LA MORFOGENESIS. 38

el valor del centro mismo. En otras palabras, se tiene una especie de regla de
mayoria, de tal forma que si el promedio de las concentraciones en los vecinos
es menor que en la celda central, el morfégeno saldria (flujo negativo), mientras
que en el caso contrario, el flujo de morfégeno seria hacia dentro (flujo positivo).

Estas interacciones entre celdas centrales y sus vecinos ortogonales pueden
representarse como procesos del calculo-II los cuales comparten canales de co-
municacién entre los mismos. La difusion de un morfégeno puede entenderse
dentro del célculo-IT como un nombre que se transmite entre procesos a través
de los canales de comunicaciéon entre celdas. Dependiendo de las interacciones
y la movilidad de nombres que exista entre ellos, los procesos de la celda cen-
tral evolucionaran en formas especificas todo de acuerdo a la regla de mayoria

presentada. Mas adelante se amplia esta propuesta.

4.2. Un sistema de reaccion difusion clasico: El
Activador-Inhibidor.

Uno de los mecanismos clasicos que cumplen las caracteristicas postuladas
por Turing es el llamado Activador-Inhibidor de [7] . Este sistema considera la
existencia e interaccion quimica y/o biolégica de morfogenos llamados activador
e inhibidor. Localmente el activador se autoinduce por medio de una autocatéali-
sis y ademds promueve la producciéon de inhibidor, el cual a su vez inhibe la
produccion de activador. Esta descripcion representa intuitivamente la cinética
quimica del Activador-Inhibidor (Figura .

Autocatal|5|s
4’\/ R 2
Diff A<l
Inhibition
Activation
)

Figura 4.2.1: Sistema Activador-Inhibidor.

Es ademaés usual suponer que la difusién del inhibidor es mayor que la del
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activador, por lo que se habla de mecanismos de inhibicién de largo alcance y
de activacién de corto alcance.

Inicialmente existen concentraciones distribuidas espacialmente de activador
y/o inhibidor, ie., la condicién inicial del sistema. La forma en que interacttan
estos morfégenos dada una concentracion inicial de activador en un lugar del
medio especifico es la siguiente: dado el mecanismo de activacion de corto alcance
y de inhibicién de largo alcance, las zonas cerca del lugar donde inicialmente
la concentracién de activador es mayor se mantendran activadas gracias a la
autocatalisis o retroalimentacién positiva, mientras que en lugares mas lejanos
el inhibidor llegard més rapido y se mantendran desactivadas (Figura [£.2.2).
Con base en estas descripciones intuitivas es posible construir un modelo de
Activador-Inhibidor por medio de un algebra de procesos como el céalculo II-
estocastico de la siguiente seccion, modelando la interaccion de los morfogenos
(cinética quimica) y su difusiéon en forma discreta utilizando la regla de mayoria
presentada en la seccién anterior. Mencionamos que, si bien este mecanismo ha
sido sujeto a criticas, existen algunos sistemas biolégicos en los que los mecan-
ismos de activacion e inhibicién han sido identificados y este modelo ha sido

usado de manera satisfactoria para explicar la aparicién de patrones.

Local Activation

Lateral & Longe range
Inhibition

Figura 4.2.2: Activacién lateral e inhibiciéon a larga distancia.
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4.3. Algebras de procesos y sistemas de reacciéon
difusioén.

Las algebras de procesos, en particular el célculo II, han sido ampliamente
estudiadas y usadas en algunos procesos de comunicacion (por ejemplo en tele-
fonia celular) y en otros tipos de sistemas que involucran concurrencia como
manejo de bases de datos y criptografia. Sin embargo, a pesar de haber sido
utilizados en el estudio de fendmenos quimicos y biologicos como reacciones
quimicas, redes de regulaciéon genética, vias de senalizacién bioquimica, hasta
donde tenemos conocimiento, no han sido usadas en el estudio de la formacién
de patrones y de la morfogénesis en biologia. Es en este sentido la contribuciéon
fundamental de este trabajo, es decir, el uso de esta herramienta en el estudio
de la emergencia de estructuras espacio-temporales. Dado lo anterior, referimos
al lector no familiarizado con los elementos basicos del calculo II a las diversas
referencias estandar 23], [15] [16].

El reproducir patrones espacio-temporales con algebras de procesos requiere
un tipo de seméantica formal especializada con la cual se puedan describir cor-
rectamente sistemas de reacciéon difusion (SRD). Los mecanismos subyacentes
en este tipo de sistemas consideran la cinética de las reacciones quimicas de
las especies involucradas y ademés las constantes de difusion de las mismas.
Actualmente existen diversas extensiones del calculo II-estocastico (SPi) [23],
como el célculo II-bioquimico [24], que modelan correctamente los sistemas de
reacciones quimicas como los encontrados en SRD; sin embargo no existe una
seméantica formal que pueda describir y modelar la difusion de sustancias quimi-
cas o bioldgicas. Ademas los agentes en SPi no poseen una referencia espacial
especiﬁcaﬂ Por este motivo nuestro enfoque consiste en modelar estructuras
espacio-temporales por medio de una aproximacion distinta: usando céalculo II-
estocéstico en un contexto discreto con indices en el espacio. Este enfoque tiene
a su vez tiene su contraparte en ecuaciones diferenciales utilizando métodos de

diferencias finitas (Seccion 2).

Nos parece pertinente mencionar que desde el punto de vista de modelacién,

el SPi ofrece algunas ventajas sobre el enfoque tradicional de ecuaciones difer-

L«Unfortunately, the term mobility is overloaded with meaning and the notion of mobil-
ity supported by the Il-calculus encompasses only part of all the abstractions meaningful to
mobility in o distributed system. For instance, the Il-calculus does not directly model phe-
nomena such as the distribution of processes within different localities, their migrations, or
their failures...” [30]
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enciales parciales. Especificamente, la posibilidad de incluir mecanismos de co-
municaciéon intercelular de manera mas realista que en el contexto de ecuaciones
diferenciales parciales sblo se puede si se conoce la forma funcional explicita de
tales mecanismos. Mientras que, en el contexto del SPi, la comunicacién puede
ser tomada en cuenta directamente justamente como canales adicionales, incluso
de una manera anéloga a como probablemente ocurran en la realidad, es decir
por medio de canales en la membrana celular. En este sentido, cada enfoque
ofrece ventajas y desventajas, sin embargo, creemos que a pesar de la dificultad
inicial que pueda representar el familiarizarse con este formalismo, se pueden

desarrollar modelos mas realistas y flexibles.

El uso de SPI es justificado por la propuesta de que el Activador-Inhibidor
(AT) puede ser visto como un sistema de regulacion genética como los propuestos
en [8] y modelados en Spi en [4]. Este sistema interactia con sistemas analogos
en distintas posiciones espaciales y dependiendo de estas interacciones, asi como
de su propio estado pueden generar estructuras espacio-temporales (Regla de
Mayoria). Esta nocion concuerda con la descripcion de la discretizacion del
laplaciano en el plano de la seccién 2 cuando tomamos vecindades como la de

Von Neumann de los autématas celulares [I8].

De este modo se pretende modelar un arreglo de m x n celdas representadas
en el plano, cada una de las cuales interactia con sus vecinos ortogonales y
todas ellas contienen un sistema Al Este arreglo se puede considerar como una
abstracciéon de un tejido celular homogéneo. Segin lo propuesto por Turing,
necesitamos perturbaciones iniciales tales que el sistema global alcance un estado
de inestabilidad y eventualmente se generen patrones estacionarios. Esta no
homogeneidad la podemos alcanzar mediante la modificacion del modelo Al en
SPI produciendo las condiciones iniciales necesarias de manera aleatoria como

lo veremos més adelante.

Un punto muy importante que es consecuencia de la descripcién del sistema
global con SPI al modelar un tejido celular, es que la difusién de un morfégeno
per se puede ser reemplazada por una comunicacién efectiva con celdas vecinas,
lo que significa que lo que se transmite no es otra cosa sino informaci()nﬂ y esto

es suficiente para la formacion de estructuras espacio temporales no triviales.

2Ya sea posicional como lo propuso Wolpert [29] o de otro tipo.
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4.4. Modelo del sistema Activador Inhibidor us-
ando Calculo II-Estocastico.

Tomando la descripcion del Activador-Inhibidor [7] es posible modelar su
comportamiento usando las nociones de compuertas légicas positivas y negati-
vas (positive and negative gates) encontradas en [I6] con el fin de tratar el AT
como un modelo de una red de regulacién genéticaEI En este tipo de redes ex-
iste un nimero arbitrario de genes los cuales interactian mediante regulaciones
positivas y negativas, lo que eventualmente puede desencadenar la formacién de
alguna estructura no trivial en el organismo.

Nuestra propuesta contempla la existencia de dos genes o sitios de regulacion
con funcionamiento analogo al AL Estos genes abstractos, pueden ser reprimidos
o inducidos por distintos mecanismos. Sin embargo la forma de inhibicién de los
genes utilizada en el presente trabajo serd el analogo a la represion por parte
de algin elemento biolégico o quimico que se adhiere en sitios de regulacion.
Un ejemplo de ello es un oscilador biolégico presentado en [6] de tres genes que
se reprimen entre si. La induccién por su parte serd nuevamente el analogo al
realizado en un promotor por parte de un factor de transcripcién especifico que

desencadena una regulacion positiva.

4.4.1. Modelo de una celda aislada

El primer modelo presentado describe una unica célula con el sistema AT
interno, es por ello que la difusiéon en el medio circundante no es considerada
(4.4.1). En el modelo es necesario defininir dos procesos principales en SPi: el
Activador e Inhibidor. El proceso Activador puede ser modelado como una
compuerta hibrida positiva y negativa; de este modo el activador recibe dos
sefiales distintas, la propia (act) y la del inhibidor (inh). El proceso Inhibidor
puede verse como una compuerta positiva donde la tinica senal recibida es la

del activador (act’).

3El tratar de representar el Activador-Inhibidor como una red de regulacién genética puede
generar un debate en torno a la forma en la cual la interaccion y difusién de los morfégenos
preceden la diferenciacion celular y de qué tan pertinente es esta descripcion. Para una dis-
cusion més detallada véase también [5]
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Activador = Tpasa. (SignA | SignA’ | Activador)
+act. Ting. (SignA|SignA’| Activador)

+inh. Tynp. Activador

SignA = act. SignA
+TdegA

SignA’ = act’. Sign A’ (4.4.1)
+TdegA

Inhibidor =  Tpasr- (Signl | Inhibidor)
act’ Ting. (Signl | Inhibidor)
Signl = inh. Signl
+TdegI
Al = (Activador | Inhibidor)

Al ser visto el AT como una red de regulacion genética, el proceso Activador mantiene un
estado basal de producciéon de su propia seial. Esto es representado mediante una tasa denota-
da bas en T4 seguido de la produccion de sus propias senales SignA y SignA’. Ademés puede
recibir dos senales de regulacion por los canales act e inh con ciertas tasas. Esta competencia
entre produccién basal o recepcion de las dos senales adicionales es representada mediante una
eleccion no determinista “+”. La funcion del canal inh es poder inhibir al Activador, el cual
al recibir el estimulo se mantiene “ocupado” hasta que la senal del inhibidor pierda efecto,
esto es representado por 7,np. Cuando es completada una recepcién a través del canal act
(activacion), el Activador comienza a producir sus sefiales SignA y SignA’ con una mayor
tasa de produccion (induccién) dada por ind en la accién interna 7;,4. Las sefiales SignA y
SignA’ emiten la sefial del activador en los canales act y act’ respectivamente y al mismo
tiempo existe la posibilidad de que se “degradaden” con tasa degA en Tgega-

El agente Inhibidor por su parte posee una descripciéon parecida al proceso Activador. Una
de las diferencias es que el proceso Inhibidor solo puede recibir una senal externa, act’ prove-
niente del Activador que representa una activacion positiva del gen. La senal del Inhibidor
es transmitida a través del canal inh la cual puede ser degrada al realizar la accién 74c47 con
tasa degl.

En la actualidad existe una representacion grafica para el calculo IT-estocastico
llamada GSTI [21], desarrollada para representar mediante una gréfica procesos
del calculo II-estocéstico pero con una sintaxis distinta. En la figura [4.4.1] se
puede visualizar las capacidades de los procesos de interactuar mas facilmente.
Para aclarar cuestiones de notacion !act es igual a act, e 7inh es igual a inh; asi

€omo Tyqs por bA degA por dA
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Figura 4.4.1: Sistema AI en GSII.

4.4.1.1. Resultados Numéricos

Para realizar simulaciones numéricas de nuestro modelo Al utilizamos un
simulador desarrollado por A. Phillips, llamado Stochastic Pi Machine (SPiM)
el cual fue desarrollado con base en una maquina abstracta que simula correcta-
mente procesos del calculo-II [21]. El codigo de la simulacién de nuestro modelo
aparece en el Apéndice [B]

Este resultado coincide con un modelo especifico de red de una regulacién
genética en Arabidopsis Thaliana en [2]. En este trabajo se hace una aproxi-
macién discreta de la dinamica activador-inhibidor. Se parte del plano fase de
las soluciones de las ecuaciones diferenciales que se mantienen alrededor de un
punto de equilibrio y se considera que estan bien descritas por un ciclo alrededor
de dicho punto.

Luego de realizar varias simulaciones de nuestra versiéon del activador-inhibidor
modelada en SPi, (Figuras y [4.4.3), cuando no consideramos la comuni-
cacion con més celdas vecinas, obtenemos oscilaciones entre el Activador y el
Inhibidor bajo los pardmetros estandar tomados de otros ejemplos en la docu-
mentaciéon del simulador. Esta observacién es relevante, pues esta relacionada
con la apariciéon de ritmos y oscilaciones biolégicas, pero es un tema que no

abordamos en el presente trabajo y que estamos estudiando en la actualidad.
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Figura 4.4.3: Simulacién 2.

4.4.2. Modelo de un tejido celular, m x n celdas con un

sistema AI cada una.

Con el fin de modelar el “tejido de células comunicéndose entre si”’; i.e., con
difusion, utilizamos un arreglo de m x n celdas, de forma analoga a un autémata
celular con vecindad de Von Neumann (Figura. La celda central, asi como
sus vecinos poseen cada una un sistema Al interno. El modelo de m X n es una
extension de nuestro modelo anterior anadiendo canales de comunicaciéon con
los vecinos ortogonales (Figura.

En un tejido abstracto en el cual cada celda tenga un sistema Al interno
y si no existe comunicaciéon entre las celdas, el sistema se mantiene en punto
de equilibrio estable [I7]. Podemos interpretar biologicamente que el tejido ab-
stracto se mantiene homogéneo. Por lo tanto, la condicién interesante es cuando

existe difusién entre las celdas.
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Figura 4.4.4: Vecindad de Von Neumann.

Partimos de nuestro primer modelo basado en las nociones de com-
puertas logicas positivas y negativas [16] del activador-inhibidor de [7] y anadi-
mos un nuevo canal diff ij para cada celda donde ij es idenficidado de acuerdo
a su posicién en el arreglo. De este modo la comunicaciéon de la vecindad con la
celda i, j-ésima se realizara por medio del canal dif ij.

El modelo que presentamos es una abstracciéon de la i, j-ésima celda, de tal
forma que para simular un arreglo arbitrario de m x n es necesario renombrar los
parametros pA y pI especificando el nombre de los canales internos y los canales
de comunicacion de las celdas vecinas ortogonales. Para tener una referencia
més facil de la posicién de estas tltimas las ubicamos de acuerdo al conjunto
{North,South,East,Weast}. Y de este modo establecemos la interconectividad

del arreglo.

El proceso que representa al activador de AI es denotado por Activador(pA) donde pA
son un conjunto de parametros que definen su posicion espacial respecto de sus vecinos en el
arreglo. Este proceso tiene cuatro capacidades distintas:

B Tpasa. (Act(pA)|Activador(pA)). El cual es una accién interna con tasa basA que
representa, como en sistemas de regulaciéon genética, la actividad basal del gen ac-
tivador. Cuando esta tasa se alcanza se ejecutan parelelamente los procesos Act(pA) y
Activador(pA).

8 actij. Teransa- (Act(pA)|Activador(pA)). Esto representa una recepcion por el canal
actij de la i, j-ésima celda del arreglo sin comunicaciéon con vecinos. Esta recepcion

simula la retroalimentacion positiva de nuestro sistema AJ. Al suceder esta interaccidn,
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Figura 4.4.5: Arreglo de m x n.

se da paso a una accibén interna Ty, qnsA con tasa transA mucho mayor a basA y luego
se ejecutan paralelamente Act(pA) y Activador(pA).

m inhij. Tyny. Activador(pA). La recepcion por el canal inhij de la i,j-ésima celda
representa la inhibicion por parte del Inhibidor del AT de la célula misma. Al darse esta
interaccidn el sistema se mantiene “ocupado” en la accion interna 7,,,. Bioldgicamente
quiere decir que se reprime la accion del gen activador hasta que la tasa unb (muy
baja) sucede, i.e., el represor pierde efectividad, lo que permite al gen estar listo para
transcribir nuevamente, esto es regresa a la descripcion Activador(pA) original.

m dif ij(com). (Com(com) | Activador(pA)). La recepcion por el canal dif ij representa
la comunicacién de los vecinos con la celda i, j-ésima. En la comunicacién, los vecinos
transmiten nombres como act N los cuales sustituyen todas las ocurrencias de com en
(Com(com) | Activador(pA)).

Por su parte el Inhibidor de Al es representado por el proceso Inhibidor(pl), el cual tiene
una descripcion analoga en nuestro modelo al proceso Activador(pA), pero posee sblo dos
capacidades:

8 Tpesr- (Inh(pI)|Inhibidor(pl)). Es el estado basal de transcripcion del gen Inhibidor con
tasa basl.

8 actij. Teransi- (Inh(pl)|Inhibidor(pl)). La recepcion por el canal act 4 representa nue-
vamente una retroalimentacién positiva la cual da paso a la accion interna 7¢,qpnsy cON

tasa transl mucho mayor que basl y luego se ejecuta Inh(pl).
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Activador(pA) =

Act(pA) =

IntSigA(act ij)
DiffA(pdA)

DiffSigA(difNeigh, act Neigh) =

Inhibidor(pl) =

Inh(pI)
DiffI (pdI)

IntSigl(inhij)
DiffSigI (difNeigh, inh Neigh)

Com/(com)

ThasA- (Act(pA)|Activador(pA))

+actij. Teransa- (Act(pA)|Activador(pA))
+inhij. Tunp. Activador(pA)

+dif ij(com). (Com(com) | Activador(pA))
(IntSigA(act i) | DiffA(pdA))

actij. IntSigA(actij) + Taegrntsiga
TaiffA-(DiffSigA(difN, act N) | DiffSigA(difS, act S)
| DiffSigA(difE, act E) | DiffSigA(dif W, act W))
difNeigh(act Neigh). DiffSigA(difNeigh, act Neigh)

Toast- (Inh(pI)|Inhibidor(pI))

+act 4. Teransi- (Inh(pl)|Inhibidor(pI))
(Sign(inh ij) | DiffI (pdI))

Tair -(DiffSig(difN, inh N) | DiffSig(difS, inh S)
| DiffSig(difE, inh E) | DiffSig(dif W, inh W))

inh Z] IntSng(znh Zj) + TdegIntSigl
difNeigh(inh Neigh). DiffSigl (difNeigh, inh Neigh)

com. Com(com) + TaegDifr

actij, inh ij), (difN, difS, difE, dif W),

act N, act S, act E, act W)

difN, difS, difE, dif W), (aN, aS, aE, aW)

actij, inh i), (difN, difS, difE, dif W),

inh N, inh S, ihn E, ihn W)

difN, difS, difE, dif W), (inh N, inh S, ihn E, ihn W)

e v L L e

{North,South,East,Weast }

(Activador(pA) | Inhibidor(pl))
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Los procesos auxiliares Act(pA) e Inh(pI) definen y ejecutan en paralelo las sefiales del AI. Es-
tas sefiales las separamos en internas y difusibles por medio de los subprocesos, IntSigA(act ij),
IntSigl (inh ij),DiffA(pdA) y DiffI(pdI). Los procesos IntSigA(act i) y IntSigl (inh ij) repre-
sentan la capacidad de interaccion interna de la celda 4,7 al sustituir el canal interaccionar
por los canales actij si es del activador 6 inhij si es del inhibidor. Biolégicamente significa
que los genes activador y/o inhibidor interactian internamente dentro de la célula en la que
se encuentra o se puede degradar las sefiales con tasa degInt . Los subprocesos DiffA(pdA)
y DiffI(pdI) tienen la capacidad de realizar las acciones internas 7q;fra y Taiffr repectiva-
mente, que representan mediante las tasas diffA y diffl la razéon de difusion de las senales
de la celda a sus vecinos. Cuando estas tasas son alcanzadas se ejecutan multiples instan-
cias (tantas como vecinerb del subproceso DiffSigA(difNeigh, act Neigh) si es activador o
DiffSigl (difNeigh, inh Neigh) si es inhibidor. Estos procesos usan como pardmetros difNeigh
como canal emisor para la difusién y su segundo parametro act Neigh para la sefial activadora
(inh Neigh para la inhibidora); con tasa de acuerdo al la regla de mayorfa de la seccion 2. pA
significa “parametros del proceso Activador”, pdA “parametros de difusion de A” y de forma
andloga para pl y pdl del proceso Inhibidor. Neigh es un conjunto auxiliar de nombres para
denotar la direccion de los vecinos con los que se comunica la celda.

4.4.2.1. Resultados numéricos preliminares del modelo de m x n cel-
das.

. L 103} § I , 7350.830}) { , {(1212.973)

r , {2479.59}} { , (7034.34;] { . . {9328.23})

Figura 4.4.6: 5 x 5 celdas con induccion central.

Tomando la descripcién de nuestro modelo propuesto para la representaciéon
espacial del Al simulamos un arreglo de 5x5 celdas con dos distintas condiciones

4En nuestro caso con la vecindad de Von Neumann, sélo cuatro, pero es posible extenderlo
a una vecindad hexagonal o de n vecinos alrededor de la celda.
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, {350.754)}

E] - .’ h

Figura 4.4.7: 5 x 5 celdas con induccion alternada.

. {1402.26)}

. (9846.57}}

iniciales. Los parametros fueron tomados de los usados en simulaciones estandar
de la documentacion del simulador. Los datos obtenidos de las simulaciones en
el SPiM fueron visualizados espacialmente con la ayuda del software Wolfram
Mathematica 7. Los codigos para las simulaciones en el SPiM se encuentran en
el apéndice

En la primera simulaciéon (Figura la celda central se activa o induce
inicialmente y paulatinamente difunde la informaciéon del morfégeno activador
a sus vecinas. Luego de cierto tiempo en un radio de 1 a 2 celdas de la celda
central, se encuentran activadas y mas lejos, 3 a 4 celdas, estan virtualmente
reprimidas.

La segunda simulacién (Figura consiste en activar dos celdas, la infor-
macion del morfogeno activador vuelve a fluir con las celdas vecinas hasta que
luego de cierto tiempo las celdas cercanas a la inducciéon forman zonas activadas
y las lejanas zonas reprimidas.

Una observacion importante de estas simulaciones preliminares es el uso por
cada celda de la regla de mayoria. Esta regla esta codifica en la descripcién
interna de cada celda y se puede observar que una celda se llega a activar si el
promedio de las vecinas aporta morfégeno dentro de ella.

Es claro que estos resultados muestran cualitativamente el comportamiento
del sistema de m xn celdas, respaldando asi nuestro modelo espacial, sin embargo
son preliminares debido a que solo se representan 5 x 5 celdas en el arreglo. Para
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poder aproximar resultados experimentales sobre sistemas de reacciéon difusion
es necesario realizar simulaciones en las cuales se incluyan una mayor cantidad
de celdas. Ademas los pardmetros necesarios para la aparicién de patrones de
Turing son muy finos. El estudio del espacio de parametros es un tema de nuestro
interés y es por esto que en la actualidad nos encontramos trabajando en ello

en simulaciones con una mayor cantidad de celdas en el arreglo de m x n.
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Conclusiones.

El calculo-II es un formalismo mateméatico muy util para representar sistemas
que se ejecutan al mismo tiempo e interactian entre si. Las ventajas que posee
son poder expresar intercambio de conexiones entre agentes por la movilidad,
se pueden restringir conexiones entre ellos y ademaés es posible decir por medio
de la bisimulacién si agentes son equivalentes o no.

La principal desventaja para su uso es que es sumamente técnico, para poder
trabajar con él plenamente se debe de adquirir una gran cantidad de conocimien-
to en matematica y las ciencias de la computacién.

En términos de modelado matematico en calculo-II ha sido utilizado para
realizar diversos modelos cuantitativos y que logran reproducir fenémenos bi-
ologicos con gran exactitud. En comparaciéon con las ecuaciones diferenciales el
calculo-II también predice cualitativa y cualitativamente estos fenomenos.

En términos de redes de regulacion es posible describir toda una red biolog-
ica de forma accesible y con un costo computacional bajo, es decir, es posible
extender la cantidad de genes, moléculas o cofactores involucrados sin que el
modelo crezca exponencialmente en complejidad.

Vale la pena mencionar que las extensiones actuales de este formalismo han
logrado anadir mucha mayor expresividad en los modelos, por ejemplo mod-
elando interacciéon entre membranas, lo cual muestra un panorama alentador
para su uso y desarrollo futuro.

Como trabajo futuro se plantea desarrollar una extensién del calculo-II con

la cual sea posible modelar fenémenos continuos como la difusion, explorar el
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estudio de mecanismos ya conocidos de morfogénesis y describirlos en términos
de esta algebra, analizar el espacio de pardmetros en las simulaciones y final-
mente establecer un criterio (como las bifurcaciones en ecuaciones diferenciales)

en términos de lenguajes para la formacion de patrones con célculo-II.
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Apéndice A
Codigos de simulaciones.

Los codigos de simulaciones a continuacién fueron tomados integramente de
la documentacién del simulador. Para mayor informacién y ejemplos adicionales
consultar [4].

A.0.3. Simulaciones de reacciones quimicas.

A.0.3.1. Decaimiento radiactivo.

(* Simulation time, samples, and plotting *)

directive sample 10.0 directive plot X() directive graph
(* Parameter *)

val ¢ = 0.5 (* Molecule definition *)

let X() = delay@c (* Execute model *)

run 1000 of X() (¥1000,5000,10000%)

A.0.3.2. NaCl.
A.0.3.3. (* Na + Cl <==> Na+ + CI- *).
(* Simulation time, samples, and plotting *)
directive sample 0.03 directive plot Na(); Na_ plus() directive graph

(* The circuit *)

new ionize@100.0 : chan new deionize@10.0 : chan

(* Model definition *)
let Na() = lionize; Na_ plus() and Na_ plus() = ?deionize; Na()

let CI() = ?ionize; C1_minus() and Cl_minus() = !deionize; CI() (*
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Execute model *)
run (100 of Na() | 100 of CI())

A.0.3.4. Formaciéon Amidas.

(* RNH2 + RCOOH <==> RNHCOR + H20 *)

(* Simulation time, samples, and plotting *)

directive sample 0.05 directive plot RNH2(); RNHCOR() directive
graph

(* The circuit *)

new amine@10.0:chan new hydrolysis@1.0:chan

(* Model definition *)

let RNH2() = ?amine; RNHCOR() and RNHCOR() = 'hydrolysis;
RNH2()

let RCOOH() = lamine; H20() and H20() = ?hydrolysis; RCOOH()

(* Execute model *)

run (100 of RNH2() | 100 of RCOOHY())

A.0.4. Simulaciones de procesos biolégicos.
A.0.4.1. Sistema Biestable.
(*Bistable network*)

(* Simulation time, samples, and plotting *)
directive sample 1000.0 directive plot A(); B() directive graph
(* Parameters *)

val tA = 0.20 val dA = 0.002 (*0.0085%) val tB = 0.37 val dB —
0.002 (*0.034%)

(* The circuit *)
new bind@0.72:chan(chan) val dAB = 0.53 new inhibit@0.19:chan(chan)
val unbind = 0.42 val tB’ = 0.027

(* Genes definitions *)
let a() = delay@tA; ( A() | a() )
and A() = (

new u@unbind:chan do delay@dA or !bind(u); A B(u) or linhib-
it(u); A_b(u) )
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and A b(u:chan) = 7u; A() and A_B(u:chan) = delay@dAB

let b() = do delay@tB; ( B() | b() ) or ?inhibit(u); b_ A(u)

and b_ A(uw:chan) = do !u; b() or delay@tB’; ( B() | b_A(u) )

and B() = do ?bind(u); B_A(u) or delay@dB and B A(u:chan) =
() (* Execute model *)

run (a() | b())

A.0.4.2. Represilador.
(* Repressilator *)
(* Simulation time, samples, and plotting *) directive sample 200000.0
1000 directive plot Protein(b); Protein(c); Protein(a)
directive graph val t = 0.1 val d = 0.001
(* Parameters *) val u = 0.0001 val bind = 1.0

(*The circuit*) new a@bind:chan new b@bind:chan new c@bind:chan

(*Gene definitions*) let Gene(a:chan,b:chan) = do delay@t; (Pro-
tein(b) | Gene(a,b)) or ?a; delay@u; Gene(a,b)

and Protein(b:chan) = do !b; Protein(b) or delay@d

(*Execute model*)run ( Gene(a,b) | Gene(b,c) | Gene(c,a) )

A.0.5. Simulaciones de compuertas légicas.
A.0.5.1. Compuertas negativas.

(*Negative logic gates*)

(* Simulation time, samples, and plotting *)

directive sample 90000.0 500 directive plot la as "a"; b as "b"; lc as
UCH

(* Parameters *)
val dk = 0.001 val inh = 0.001 val cst = 0.1 val bnd = 1.0

(* Transcription factor *)

let tr(p:chan()) = do !p; tr(p) or delay@dk

(* Neg gate *)

let neg(a:chan(), b:chan()) = do 7a; delay@inh; neg(a,b) or delay@cst;
(tr(b) | neg(a,b))
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(* The circuit *)
new a @ bnd: chan() new b @ bnd: chan() new ¢ @ bnd: chan()
run (neg(c,a) | neg(a,b) | neg(b,c))
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Codigos de simulaciones del
activador-inhibidor

B.1. Cébdigo del Al de una celda.

directive sample 300000.0 10000

directive plot linh as "Inhibidor"; lact as "Activador"
directive graph

(*¥*Parameters*)

val bl = 0.001 val bA = 0.001 val tA= 1.0

val tI= 0.4 val dA = 0.001 val dl = 0.001

val inh = 0.3 val ind = 1.0 val ind" = 1.0

val unb = 0.1

(*Definition of channels for communication*)
new inh@inh:chan new act@ind:chan new act'@ind":chan
(*Activator definition*)

let Activator()= do ?inh();delay@unb;Activator()
or delay@bA;(SignA()|SignA’()|Activator())

or ?act;delay®@tA;(SignA()|SignA’()|Activator())
(*Activator signals*)

and SignA()= do !act;SignA() or delay@dA

and SignA’()= do !act’;SignA’() or delay@dA
(*Inhibitor definition*)

let Inhibitor()= do delay®bl;(Signl()|Inhibitor())
or ?act’;delay@tl;(Signl()|Inhibitor())

(*Inhibitor signal*)

and Signl()= do !inh();Signl() or delay@dI
(*System definition*)
run(Activator()|Inhibitor())

B.2. Coédigo del Al de m x n celdas.

(*Activador-Inhibidor & SPi. Modelo mxn*)
directive sample 10000.0 1000

directive graph

directive plot

lactl; lact2; lact3; lact4; lactb; lact6; lact7; !act8; lact9; lactl0; lactll; lact12; lact13; lactl4; lactl5;
lactl6; lactl7; lact18; lactl9; lact20; lact21; lact22; lact23; lact24; 'act25; linh1; linh2; linh3; linh4; linh5;
linh6; linh7; linh8; linh9; linh10; linh11; !inh12; linh13; linh14; linh15; linh16; !linh17; linh18; linh19; linh20;
linh21; linh22; !inh23; linh24; linh25
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(*Parameters™®)

val basA=0.001 val basl=0.001 val transA=1.0 val transl=0.4 val degIntSigA= 0.001 val degIntSigl=
0.002

val unb= 0.1 val difrate= 0.2 val int  A=0.9 val int 1=0.4 val diffA=0.2 val diffl=0.3 val degDiff=
0.001

(*Definition of channels for communication*)

new act1l@int _A:chan new act2@int A:chan new act3@int A:chan new act4Qint A:chan new act5Qint A:chan
new act6@int_ A:chan new act7@int_A:chan new act8Qint A:chan new act9Qint A:chan new act10@int A:chan
new act11@int_ A:chan new act12@int_ A:chan new act13@int_ A:chan new act14@int_ A:chan new act15@int_ A:chan
new act16@int_ A:chan new act17@int_ A:chan new act18@int_ A:chan new act19@int_A:chan new act20@int_A:chan
new act21@int_ A:chan new act22@int__ A:chan new act23@int__ A:chan new act24@Qint__ A:chan new act25@int_ A:chan
new actr:chan

new inh1@int_l:chan new inh2@int_l:chan new inh3@int_l:chan new inh4@int_l:chan new inh5@int_ l:chan
new inh6@int_l:chan new inh7@int_I:chan new inh8@int_l:chan new inh9@int_ l:chan new inh10@int_l:chan
new inh11@int l:chan new inh12@int l:chan new inh13@int l:chan new inh14@int l:chan new inh15@int l:chan
new inh16@int l:chan new inh17@int l:chan new inh18@int l:chan new inh19®@int l:chan new inh20@int l:chan
new inh21@int_l:chan new inh22@int _l:chan new inh23@int_l:chan new inh24@int_l:chan new inh25@int_l:chan
new inhr:chan

new difl@difrate:chan(chan) new dif2@difrate:chan(chan) new dif3@difrate:chan(chan) new dif4@difrate:chan(chan)
new dif5@difrate:chan(chan) new dif6@difrate:chan(chan) new dif7@difrate:chan(chan) new dif8@difrate:chan(chan)
new dif9@difrate:chan(chan) new difl0@difrate:chan(chan) new difl1@difrate:chan(chan) new dif12@difrate:chan(chan)
new difl3@difrate:chan(chan) new difl4@difrate:chan(chan) new dif15@difrate:chan(chan) new dif16@difrate:chan(chan)
new difl7@difrate:chan(chan) new dif18@difrate:chan(chan) new dif19@difrate:chan(chan) new dif20@difrate:chan(chan)
new dif21@difrate:chan(chan) new dif22@difrate:chan(chan) new dif23@difrate:chan(chan) new dif24@difrate:chan(chan)
new dif25@difrate:chan(chan)

new difr:chan(chan)

(*Activator definition*)

let Activador((act_ij:chan,inh_ij:chan),dif ij:chan(chan), (difN:chan(chan), difS:chan(chan), difE:chan(chan),
difW:chan(chan)), (actN:chan, actS:chan, actE:chan, actW:chan))=

do delay®@basA; (Act(act_ij, (difN,difS,difE,difW), (actN,actS,actE,actW)) | Activador((act_ij,inh_ij),
dif_ij, (difN,difS,difE,difW), (actN,actS,actE,actW)))

or ?act_ij; delay@transA; (Act(act ij,(difN,difS,difE,difW), (actN,actS,actE,actW)) | Activador((act_ij,
inh_ij), dif _ij, (difN,difS,difE,difW), (actN,actS,actE,actW)))

or ?inh_ij; delay@unb; Activador((act_ij,inh_ij), dif _ij, (difN,difS,difE,difWW), (actN,actS,actE,actW))

or ?dif _ij(com);(Com(com)|Activador((act_ij,inh_ij),dif _ij,(difN,difS,difE,difW),(actN,actS,actE,actW)))

(*Auxiliary Activator process*)

and Act(act_ij:chan, (difN:chan(chan), difS:chan(chan), difE:chan(chan), difW:chan(chan)), (actN:chan,
actS:chan, actE:chan, actW:chan))=

(IntSigA(act_ij) | DiffA((difN,difS,difE,difW), (actN,actS,actE,actW)))

(*Activator diffusible signals for the Von Neumann Neighborhood*)

and DiffA((difN:chan(chan), difS:chan(chan), difE:chan(chan), difW:chan(chan)), (actN:chan, actS:chan,
actE:chan, actW:chan))=

delay@diffA; (DiffSigA(difN,actN) | DiffSigA(difS,actS) | DiffSigA(difE actE) | DiffSigA(difWV,actW))

(*Channel for external effect in the ij cell¥*)

and Com(com:chan)= do !com;Com(com) or delay@degDiff

(*Activator internal signals*)

and IntSigA(act_ij:chan)= do lact_ij;IntSigA(act_ij) or delay@deglIntSigA

(*Auxiliar diffusible process*) -

and DiffSigA(difNeigh:chan(chan),actNeigh:chan)=

!difNeigh(actNeigh);DiffSigA(difNeigh,actNeigh)

(*Inhibitor definition*)

let Inhibidor((act_ij:chan,inh_ij:chan), (difN:chan(chan),difS:chan(chan),difE:chan(chan), difW:chan(chan)),
(inhN:chan, inhS:chan, inhE:chan, inhW:chan))=

do delay®basl; (Inh(inh_ij, (difN,difS,difE,difW), (inhN,inhS,inhE,inhW)) | Inhibidor((act_ij,inh_ij),
(difN, difS,difE,difW), (inhN,inhS,inhE,inhW))) -

or 7act_ij; delay®transl; (Inh(inh_ij, (difN,difS,difE,difW), (inhN,inhS,inhE,inhW)) | Inhibidor((act_ij,inh_ij),
(difN,difS,difE,difW), (inhN,inhS,inhE,inhW)))

(*Auxiliary Inhibitor process*)

and Inh(inh_ij:chan, (difN:chan(chan), difS:chan(chan), difE:chan(chan), difW:chan(chan)), (inhN:chan
,inhS:chan, inhE:chan, inhW:chan))=

(IntSigl(inh _ij) | DiffI((difN,difS,difE,difW),(inhN,inhS,inhE,inhW)))

(*Inhibitor diffusible signals for the Von Neumann Neighborhood*)

and Diffl((difN:chan(chan), difS:chan(chan), difE:chan(chan), difW:chan(chan)), (inhN:chan, inhS:chan,
inhE:chan, inhW:chan))=
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delay@diffl;(DiffSigl(difN,inhN) | DiffSigl (difS,inh S) | DiffSigl (difE,inhE) | DiffSigl(difW,inhW))
(*Inhibitor internal signal*)

and IntSigl(inh_ij:chan)= do linh_ij;IntSigl(inh _ij) or delay®@degIntSigl

(*Auxiliar diffusible process*) -

and DiffSigl(difNeigh:chan(chan),inhNeigh:chan)=
!difNeigh(inhNeigh);DiffSigl(difNeigh,inhNeigh)

(*Specification of the interconnectivity for the 5x5 array, i.e. Activator and Inhibitor
names for identifying the ij-cell and the neighbors for interaction in the array*)

run(

Activador((actl,inhl), dif1,(difr,dif6,dif2,difr), (actr,act6,act2,actr)) | Inhibidor((actl,inh1), (difr,dif6,dif2,difr),
(inhr,inh6,inh2,inhr))

| Activador((act2,inh2), dif2,(difr,dif7,dif3,dif1), (actr,act7,act3,actl)) | Inhibidor((act2,inh2), (difr,dif7,dif3,dif1),
(inhr,inh7,inh3,inh1))

| Activador((act3,inh3), dif3,(difr,dif8,dif4,dif2), (actr,act8,act4,act2)) | Inhibidor((act3,inh3), (difr,dif8,dif4,dif2),
(inhr,inh8,inh4,inh2))

| Activador((act4,inh4), dif4,(difr,dif9,dif5,dif3), (actr,act9,act5,act3)) | Inhibidor((act4,inh4), (difr,dif9,dif5,dif3),
(inhr,inh9,inh5,inh3))

| Activador((act5,inh5), dif5,(difr,dif10,difr,dif4), (actr,act10,actr,act4)) | Inhibidor((act5,inh5), (difr,dif10,difr,dif4),
(inhr,inh10,inhr,inh4))

| Activador((act6,inh6), dif6,(difl,dif11,dif7,difr), (actl,actll,act7,actr)) | Inhibidor((act6,inh6), (difl,dif11,dif7 difr),
(inh1,inh11,inh7,inhr))

| Activador((act7,inh7), dif7,(dif2,dif12,dif8,dif6), (act2,act12,act8,act6)) | Inhibidor((act7,inh7), (dif2,dif12,dif8,dif6),
(inh2,inh12,inh8,inh6))

| Activador((act8,inh8), dif8,(dif3,dif13,dif9,dif7), (act3,act13,act9,act7)) | Inhibidor((act8,inh8), (dif3,dif13,dif9,dif7),
(inh3,inh13,inh9,inh7))

(*Uncomment next line for induction of the 9 cell in the spatial simulation 2¥*)

(* | 500 of Act(act9,(dif4,dif14,dif10,dif8), (act4,actl4,act10,act8)) *)

| Activador((act9,inh9), dif9, (dif4,dif14,dif10,dif8), (act4,act14,act10,act8)) | Inhibidor((act9,inh9), (dif4,dif14,dif10,difs),
(inh4,inh14,inh10,inh8))

| Activador((act10,inh10), dif10,(dif5,dif15,difr,dif9), (act5,act15,actr,act9)) | Inhibidor((act10,inh10),
(dif5,dif15,difr,dif9), (inh5,inh15,inhr,inh9))

| Activador((act11,inh11), dif11,(dif6,dif16,dif12,difr), (act6,act16,act12,actr)) | Inhibidor((act11,inh11),
(dif6,dif16,dif12,difr), (inh6,inh16,inh12,inhr))

| Activador((act12,inh12), dif12,(dif7,dif17,dif13,dif11), (act7,act17,act13,act1l)) | Inhibidor((act12,inh12),
(dif7,dif17,dif13,dif11), (inh7,inh17,inh13,inh11))

(*Uncomment next line for induction of the 13 cell in the spatial simulation 1*)

(*] 500 of Act(act13,(dif8,dif18,dif14,dif12),(act8,act18,actl4,actl2)) *)

| Activador((act13,inh13), dif13,(dif8,dif18,dif14,dif12), (act8,act18,act14,act12)) | Inhibidor((act13,inh13),
(difs,dif18,dif14,dif12), (inh8,inh18,inh14,inh12))

| Activador((act14,inh14), dif14,(dif9,dif19,dif15,dif13), (act9,act19,act15,act13)) | Inhibidor((act14,inh14),
(dif9,dif19,dif15,dif13), (inh9,inh19,inh15,inh13))

| Activador((act15,inh15), dif15,(dif10,dif20,difr,dif14), (act10,act20,actr,act14)) | Inhibidor((act15,inh15),
(dif10,dif20,difr,dif14), (inh10,inh20,inhr,inh14))

| Activador((act16,inh16), dif16,(dif11,dif21,dif17,difr), (actll,act21,actl7,actr)) | Inhibidor((act16,inh16),
(dif11,dif21,dif17,difr), (inh11,inh21,inh17,inhr))

(*Uncomment next line for induction of the 17 cell in the spatial simulation 2¥)

| 500 of Act(act17,(dif12,dif22,dif18,dif16), (act12,act22,act18,actl6))

| Activador((act17,inh17), dif17,(dif12,dif22,dif18,dif16), (act12,act22,act18,act16)) | Inhibidor((act17,inh17),
(dif12,dif22,dif18,dif16), (inh12,inh22,inh18,inh16))

| Activador((act18,inh18), dif18,(dif13,dif23,dif19,dif17), (act13,act23,act19,act17)) | Inhibidor((act18,inh18),
(dif13,dif23,dif19,dif17), (inh13,inh23,inh19,inh17))

| Activador((act19,inh19), dif19,(dif14,dif24,dif20,dif18), (act14,act24,act20,act18)) | Inhibidor((act19,inh19),
(dif14,dif24,dif20,dif18), (inh14,inh24,inh20,inh18))

| Activador((act20,inh20), dif20,(dif15,dif25,difr,dif19), (act15,act25,actr,act19)) | Inhibidor((act20,inh20),
(dif15,dif25,difr,dif19), (inh15,inh25,inhr,inh19))

| Activador((act21,inh21), dif21,(dif16,difr,dif22,difr), (act16,actr,act22,actr)) | Inhibidor((act21,inh21),
(dif16,difr,dif22,difr), (inh16,inhr,inh22,inhr))

| Activador((act22,inh22), dif22,(dif17,difr,dif23,dif21), (act17,actr,act23,act21)) | Inhibidor((act22,inh22),
(dif17,difr,dif23,dif21), (inh17,inhr,inh23,inh21))

| Activador((act23,inh23), dif23,(dif18,difr,dif24,dif22), (act18,actr,act24,act22)) | Inhibidor((act23,inh23),
(dif18,difr,dif24,dif22), (inh18,inhr,inh24,inh22))

| Activador((act24,inh24), dif24,(dif19,difr,dif25,dif23), (act19,actr,act25,act23)) | Inhibidor((act24,inh24),
(dif19,difr,dif25,dif23), (inh19,inhr,inh25,inh23))

| Activador((act25,inh25), dif25,(dif20,difr,difr,dif24), (act20,actr,actr,act24)) | Inhibidor((act25,inh25),
(dif20,difr,difr,dif24), (inh20,inhr,inhr,inh24))

)
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