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Omar Jesús Franca Santiago

DIRECTOR DE TESIS:

Dr. Luis Fernando Urrutia Ŕıos
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en campos electrmagnéticos externos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3. Formulación covariante de la Electrodinámica 18
3.1. Cuadrivectores y transformaciones de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2. Forma tensorial de las ecuaciones de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3. El Principio de Mı́nima Acción para la Electrodinámica Estándar . . . . . 26

3.3.1. La Invariancia de Norma en la formulación cuadridimensional . . . 28

4. El modelo de Nambu y su relación con la electrodinámica estándard 30
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6.1.1. Cáculo de la acción usando las cantidades conservadas . . . . . . . 54
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6.2. Part́ıcula en un campo magnético constante . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.2.1. Calculo de la acción mediante integración directa de las ecuaciones
de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.2.2. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación de Hamilton-
Jacobi en la Norma de Landau

(
A = Bx̂j

)
. . . . . . . . . . . . . . 60

6.2.3. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación de Hamilton-
Jacobi en la Norma estándar
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Caṕıtulo 1

Introducción

La palabra simetŕıa que proviene del griego συµµετρία (σύν “con”, “unión”y µετρóν
“medida”) etimológicamente significa unión harmónica de medidas y describe en forma
compacta el concepto f́ısico que lleva el mismo nombre. Dentro de la F́ısica, se dice que un
sistema f́ısico tiene una simetŕıa siempre que exista una transformación tal que el sistema
tranformado sea indistinguible del original. Un ejemplo de esto, es la simetŕıa rotacio-
nal que presenta una esfera homogénea y lisa; ya que al rotarla por un ángulo arbitrario
no observamos ningún cambio. La existencia de una simetŕıa es una de las propiedades
generales más importantes que nos permite comprender mejor el comportamiento de los
sistemas f́ısicos.

A lo largo del último siglo, se ha demostrado experimentalmente que muchas de las
simetŕıas consideradas fundamentales en realidad se rompen dependiendo del tipo de
interacciones que se considere. Por ejemplo, paridad se conserva en la interacción elec-
tromagnetica, pero se viola en la interacción débil. Sin embargo, otras simetŕıas como
invariancia bajo traslaciones espaciales y temporales, invariancia bajo transformaciones
de Lorentz, e invariancia bajo CPT se han supuesto válidas en todas las teoŕıas que des-
criben las interacciones fundamentales.

1.1. Simetŕıa de Lorentz, Simetŕıa CPT y Teorema

CPT

Para explicar qué es la simetŕıa de Lorentz, describimos brevemente qué son las trans-
formaciones de Lorentz, aunque esto se estudiará detalladamente en el caṕıtulo 3 de esta
tesis.

Las transformaciones de Lorentz se dividen en dos tipos: rotaciones y “boosts”.

Hay tres posibles tipos de rotaciones independientes, que pueden visualizarse como
las rotaciones en torno a cada eje coordenado de un sistema cartesiano inercial.
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Un “boost”es un cambio en la velocidad. También hay tres tipos independientes de
“boost”, uno a lo largo de cada eje del sistema cartesiano inercial.

Ahora bien, se dice que un sistema f́ısico tiene simetŕıa de Lorentz si respeta el pos-
tulado de la Relatividad Especial[1]: Las leyes de la F́ısica son invariantes bajo trans-
formaciones de Lorentz. Y los resultados de cualquier experimento f́ısico son los mismos
cuando son realizados con las mismas condiciones iniciales relativas a cualquier sistema
de coordenadas inercial.

De manera análoga, para dar una idea de qué es la simetŕıa CPT, necesitamos saber
qué es una transformación CPT.

La transformación CPT está formada por la combinación de tres transformaciones:
conjugación de la carga Ĉ, inversión de la paridad P̂ , y la inversión temporal T̂ .

Ĉ convierte una part́ıcula en su antipart́ıcula.

P̂ cambia de signo de todas las coordenadas espaciales.

T̂ cambia la dirección del flujo de tiempo.

De igual forma, decimos que un sistema presenta la simetŕıa CPT si la f́ısica que lo
describe queda inalterada por una transformación combinada ĈP̂ T̂ .

Los experimentos muestran con alta precisión que las interacciones fundamentales en
la naturaleza preservan ambas simetŕıas. El teorema CPT es un resultado general teórico
que vincula las dos simetŕıas. Y establece lo siguiente[2]: Cualquier teoŕıa cuántica de
campo que pueda ser descrita por un Lagrangiano L̂(x) hermitiano y Lorentz invariante,
cuyos operadores de campo satisfacen el teorema de esṕın-estad́ıstica, entonces se cumple
relación se mantiene cierta

θ̂L̂(x)θ̂−1 = L̂(−x) , (1.1)

donde θ̂ = ĈP̂ T̂ , además notamos que el orden de Ĉ, P̂ y T̂ no es importante. Esto implica
que la acción, el Hamiltoniano, las ecuaciones de campo y las relaciones de conmutación
canónicas también son invariantes bajo la transformación θ̂. Una de las consecuencias de
este teorema es que ciertas propiedades de las part́ıculas y sus respectivas antipart́ıculas
son idénticas como la masa, la vida media, la magnitud de la carga y el momento magnéti-
co.

1.2. Posible violación de la invariancia de Lorentz

Dado que la F́ısica es una ciencia experimental, la validez de la invariancia de Lorentz
debe estar sujeta a verificaciones experimentales y/o observacionales. Por otro lado, la
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posible violación de la invariancia de Lorentz ha recibido recientemente mucha atención,
tanto del punto de vista experimental como del teórico, motivada principalmente por
la conexión con los posibles efectos surgidos de las drásticas modificaciones del espacio-
tiempo a distancias del orden de la longitud de Planck, sugeridas por las aproximaciones
más comunes de la gravedad cuántica. Aún cuando las observaciones experimentales y
astrof́ısicas existentes ponen severos ĺımites sobre los parámetros que describen dichas
violaciones [3], el desarrollo de experimentos con mayor precisión continúa. Por otro lado,
la observación de la violación de la invariancia de Lorentz o de la simetŕıa CPT podŕıa
ser una señal de nueva f́ısica no convencional, que tendŕıa grandes respercusiones en la
concepción de la f́ısica contemporanea. Con el objeto de correlacionar las cotas experimen-
tales existentes sobre los parámetros de violación, es necesario tanto considerar posibles
mecanismos teóricos a través de los cuales dichas simetŕıas puedan ser violadas como
construir modelos que incorporen dichos parámetros.

La motivación de esta tesis se enmarca en el estudio la ruptura espontánea de la si-
metŕıa de Lorentz.

Normalmente, el hecho de que los fotones y los gravitones tengan masa cero se expli-
ca al invocar algún tipo de invariancia de norma. Aunque esté principio indudablemen-
te ha sido fundamental para el desarrollo de la F́ısica, es bastante interesante explorar
la posibilidad de que esto tenga un origen dinámico[4]. Una posible explicación en es-
ta dirección se basa en el estudio de la violación espontánea de la simetŕıa de Lorentz
motiva la posibilidad de que ambas part́ıculas pueden surgir como los bosones de Nambu-
Goldstone correspondientes a dicha ruptura. Esta idea data de los trabajos de Nambu[5]
y Bjorken[6] junto con muchas otras contribuciones[7]. Recientemente, ha sido revivida
en varios art́ıculos[8, 9, 10, 11, 12].

En esta tesis, no se estudiará el mecanismo de ruptura espontánea de esta simetŕıa solo
se describirá brevemente a continuación. Uno de los modelos más estudiados comienza a
partir de una teoŕıa con un campo vectorial Bµ dotado del término cinético estándar de
la electrodinámica más un potencial diseñado para lograr la ruptura de la simetŕıa de
Lorentz v́ıa un valor esperado en el vaćıo 〈Bµ〉 distinto de cero, que define una dirección
preferida en el espacio-tiempo. Este potencial también rompe la invariancia de norma. Es-
tos modelos se conocen como modelos abejorro[13]. La subsecuente ruptura de la simetŕıa
inducida por el mı́nimo del potencial distinto de cero parte los cuatro grados de libertad
originales en Bµ en tres bosones vectoriales de Nambu-Goldstone Aµ, satisfaciendo la
constricción AµA

µ = ±λ2 que puede ser identificado con el fotón, más un campo escalar
masivo σ, el cual es excitado a enerǵıas muy altas. A bajas enerǵıas, cuando el campo σ
no está excitado, uno básicamente recupera el Lagrangiano para la electrodinámica en el
vaćıo más la constricción no lineal mencionada arriba, la cual es interpretada como una
condición que fija la norma. (Otras aproximaciones agregan una constricción más ∂µA

µ

para garantizar desde el inicio la existencia de los dos grados de libertad del fotón[11]).
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Es interesante destacar aqúı que la constricción AµA
µ = ±λ2 fue originalmente pro-

puesta por Dirac como una forma de derivar la corriente electromagnética a partir de las
excitaciones adicionales del campo de fotones, las cuales ahora dejan de ser los grados de
libertad de norma, evitando de esta forma los problemas surgidos al considerar part́ıculas
puntuales[14, 15].

El punto de partida del trabajo original desarrollado en esta tesis es el modelo de
Nambu, definido por su densidad Lagrangiana más la constricción no-lineal AµA

µ = ±λ2.
El objetivo del trabajo es estudiar, en la formulación clásica, bajo qué condiciones dicho
modelo es equivalente a la electrodinámica estándar en la norma no-lineal AµA

µ = ±λ2.
Dicha no-linearidad impide un tratamiento general del problema por lo que se estudiarán
casos especiales solubles, en los cuales se mostrará como construir la transformación de
norma que nos lleva de una norma conocida a la norma no lineal mencionada arriba.

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 2 se estudiará la for-
mulación de la Electrodinámica estándar en términos de los potenciales electromagnéticos
y enfatizando en el problema de las transformaciones de norma. Además de revisar la for-
mulación Lagrangiana y Hamiltoniana del movimiento de una part́ıcula bajo la influencia
de un campo electromagnético. En el Caṕıtulo 3 se estudia la formulación covariante de
la Electrodinámica estándar y se deducen las ecuaciones de Maxwell en forma tensorial
a partir del Principio Mı́nima Acción además de revisar las transformaciones de norma
en esta misma formulación. En el Caṕıtulo 4 se estudia el Modelo de Nambu en la for-
mulación clásica a partir de su definición sin discutir su origen. Se enfatiza en mostrar
la existencia de la transformación de norma de una norma conocida a la norma no lineal
sólo para el caso temporaloide, en el caso de sistemas sencillos que admitan solución.
Éstos son: el campo Coulombiano, el campo magnético producido por un alambre recto
e infinito con corriente constante, un campo magnético constante y un campo eléctrico
constante. En el Caṕıtulo 5 se analiza la propuesta de Nambu de relacionar la condición
de norma no lineal con la ecuación de Hamilton-Jacobi relativista, por lo cual se revisa la
teoŕıa en la que se fundamenta. En el Caṕıtulo 6 se aplica el método de Hamilton-Jacobi
de acuerdo a la propuesta de Nambu, para construir los potenciales de la norma no lineal.
Por ello, se calculan las funciones principales de Hamilton no relativistas para los sistemas
mencionados arriba. En el Caṕıtulo 7 se procede a comparar los ĺımites no relativistas de
las acciones relativistas obtenidas en el Caṕıtulo 4, con aquellas calculadas en el Caṕıtulo
6. Finalmente, en el Caṕıtulo 8 se da el resumen y las conclusiones obtenidas en esta tesis.



Caṕıtulo 2

Electrodinámica Estándar (ED)

En este caṕıtulo revisamos la formulación de la electrodinámica en término de los
potenciales electromagnéticos, haciendo énfasis en las transformaciones de norma, en las
elecciones empleadas con más frecuencia y en la manera de pasar de una norma a otra.
Además describimos brevemente la formulación Lagrangiana y Hamiltoniana del movi-
miento de una part́ıcula cargada en campos electromagnéticos de fondo, que será de
utilidad en desarrollos posteriores.

Con este objeto partimos de las ecuaciones de Maxwell[16]:

∇ · E = 4πρ , (2.1)

∇ ·B = 0 , (2.2)

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (2.3)

∇×B =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j . (2.4)

Estas ecuaciones implican la ecuación de continuidad, que nos da la conservación de la
carga eléctrica:

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (2.5)

Introduzcamos el tensor totalmente antisimétrico de tercer rango:

εijk ≡


+1 Para permutaciones pares de 1, 2, 3
−1 Para permutaciones impares de 1, 2, 3 ,
0 Otros casos

(2.6)

que se conoce como el tensor de Levi-Civita.
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Con las definiciones anteriores, las ecuaciones de Maxwell (2.1),(2.2), (2.3) y (2.4) se
pueden escribir, en notación de componentes (E = {Ei} , B = {Bi} , x = {xi}), como:

∂Ei
∂xi

=
4π

c
ρ , εijk

∂Bk

∂xj
=

4π

c
ji +

1

c

∂Ei
∂t

,

∂Bi

∂xi
= 0 , εijk

∂Ek
∂xj

+
1

c

∂Bi

∂t
= 0 . (2.7)

2.1. Potenciales Vectorial y Escalar

Las ecuaciones de Maxwell consisten en un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales de primer orden acopladas que relacionan las componentes de los campos eléctrico
y magnético con las respectivas fuentes ρ (densidad de carga) y j (densidad de corrien-
te).Para resolver este sistema resulta conveniente introducir potenciales, obteniendo dos
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden: una escalar y otra vectorial. Este con-
cepto de potenciales resulta familiar ya que constituyen una generalización de los que se
usan en electrostática y magnetostática. La introducción de los potenciales A (potencial
vectorial) y Φ (potencial escalar) se lleva a cabo de la siguiente manera:

Como ∇ ·B = 0,
⇒ ∃ A, tal que, B = ∇×A . (2.8)

Con lo anterior, la otra ecuación homogénea (2.3), la Ley de Faraday, se puede escribir
en la forma:

∇×
(

E− 1

c

∂A

∂t

)
= 0 ⇒ ∃ Φ, tal que, E = −

(
∇Φ +

1

c

∂A

∂t

)
. (2.9)

Con (2.8) y (2.9) las ecuaciones de Maxwell homogéneas (2.2) y (2.3) se satisfacen au-
tomáticamente. Lo que resta es analizar el comportamiento dinámico de Φ y A, el cual
está determinado por las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas (2.1) y (2.4).

Si tomamos (2.8) y (2.9) y las sustituimos en (2.1), obtenemos:

−∇ ·
(
∇Φ +

1

c

∂A

∂t

)
= ρ ⇔ ∇2Φ +

1

c

∂

∂t
(∇ ·A) = −ρ , (2.10)

Análogamente sustituyendo en (2.4):

∇× (∇×A) =
4π

c
j− 1

c

∂

∂t

(
∇Φ +

1

c

∂A

∂t

)
,

⇔ ∇ (∇ ·A)−∇2A =
4π

c
j− 1

c

∂ (∇Φ)

∂t
− 1

c2

∂2A

∂t2
,

⇔ ∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −4π

c
j +∇ (∇ ·A) +

1

c

∂ (∇Φ)

∂t
. (2.11)
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Si definimos el operador de D’Alambert o Dalambertiano, en la siguiente forma:

�2 ≡ ∂µ∂
µ ≡ ∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
, (2.12)

entonces la ecuación para el potencial vectorial queda:

�2A = −4π

c
j +∇

(
∇ ·A +

1

c

∂Φ

∂t

)
. (2.13)

Con lo cual, se ha obtenido un sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales de se-
gundo orden acopladas conformado por (2.10) y (2.13). El desacoplamiento se consigue al
explotar la arbitrariedad envuelta en la definición de los potenciales.

2.2. Las Transformaciones de Norma

Como B está definido por (2.8) en términos de A, esto implica que el potencial vectorial
es arbitrario en el sentido de que se le puede agregar el gradiente de una función escalar
Λ; dejando a B invariante bajo la transformación:

A→ A′ = A +∇Λ . (2.14)

Para dejar invariante el campo eléctrico (2.9), el potencial escalar debe ser simultánea-
mente transformado:

Φ→ Φ′ = Φ− 1

c

∂Λ

∂t
. (2.15)

Las transformaciones (2.14) y (2.15) se conocen como las transformaciones de norma de
la ED. A continuación, se revisan dos de las normas más comunes en ED.

2.2.1. La Norma de Lorentz

Está definida por:

∇ ·A +
1

c

∂Φ

∂t
= 0 . (2.16)

Ahora, sustituyendo (2.16) en (2.10) y (2.13), obtenemos:

�2Φ = −ρ , (2.17)

�2A = −4π

c
j . (2.18)

A continuación mostramos que siempre podremos encontrar potenciales, tales que satis-
fagan la condición de Lorentz. Supongamos que los potenciales A,Φ que satisfacen las
ecuaciones (2.10) y (2.13) no satisfacen (2.16). Hagamos una transformación de norma a
los potenciales A′,Φ′, demandemos que A′,Φ′ satisfagan la condición de Lorentz y deter-
minemos la función Λ requerida:

∇ ·A′ + 1

c

∂Φ′

∂t
= 0 = ∇ ·A +

1

c

∂Φ

∂t
+∇2Λ− 1

c2

∂2Λ

∂t2
= ∇ ·A +

1

c

∂Φ

∂t
+�2Λ . (2.19)
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Entonces, dicha función escalar Λ se encuentra resolviendo:

�2Λ = −
(
∇ ·A +

1

c

∂Φ

∂t

)
. (2.20)

Después de este paso, no obstante, los potenciales A y Φ todav́ıa no están únicamente
determinados. En efecto, como veremos a continuación, hay una clase infinita de poten-
ciales de norma equivalentes que describen la misma f́ısica y todos satisfacen la condición
de Lorentz (2.16) debido a que podemos aún hacer otra transformación de norma:

Φ
′ → Φ

′′
= Φ

′ − ∂Λ
′

∂t
, (2.21)

A
′ → A

′′
= A

′ −∇Λ
′
. (2.22)

Como Φ
′

y A
′

son soluciones de (2.16), se puede encontrar Λ
′

que satisface:

�2Λ
′
= 0 . (2.23)

Y notamos que Λ
′

es una solución homogénea de (2.20). Esta última ecuación asegura
que la condición de Lorentz (2.16) se cumpla. Como veremos más adelante la ventaja de
la norma de Lorentz es su covariancia, es decir que su forma funcional no depende del
sistema de coordenadas.

2.2.2. La Norma de Coulomb

Esta norma se define de la siguiente forma:

∇ ·A = 0 . (2.24)

Sustituyendo (2.24) en (2.10) y (2.13), obtenemos:

∇2Φ = −ρ , (2.25)

�2A = −4π

c
j +

1

c
∇
(
∂Φ

∂t

)
. (2.26)

Formalmente resolvemos (2.25) como:

⇒ Φ (x, t) = − 1

∇2
ρ (x, t) . (2.27)

Para aclarar esta notación, procedemos en forma análoga a la notación de Dirac en Mecáni-
ca Cuántica. Pensemos que |Φ(t) 〉, |ρ(t) 〉 son vectores en cierto espacio de Hilbert tales
que al proyectarlos en la base de configuración {|x 〉} recuperamos las funciones

〈 x | Φ(t) 〉 = Φ (x, t) , (2.28)

〈 x | ρ(t) 〉 = ρ (x, t) . (2.29)



2.2 Las Transformaciones de Norma 13

De este modo la ecuación (2.27) se escribe como:

|Φ(t) 〉 = − 1

∇2
|ρ(t) 〉 (2.30)

Además se cumplen las siguientes propiedades:

δ (x− x′) = 〈 x | x′ 〉 , (2.31)∫
dx |x 〉〈 x′| = 1 . (2.32)

A continuación, aclararemos el significado del operador 1/∇2. Para ello, recordaremos
la definición de la función de Green del operador ∇2:

∇2G (x− x′) = δ (x− x′) , G (x− x′) =
1

‖x− x′‖
(2.33)

Mostramos que (2.33) puede escribirse como:

∇2G = 1 . (2.34)

Proyectando sobre la base de configuraciones:

〈 x | ∇2G | x′ 〉 = 〈 x | 1 | x′ 〉 = 〈 x | x′ 〉 ,
⇔ ∇2

x〈 x | G | x′ 〉 = δ (x− x′) ,

⇔ G (x− x′) = 〈 x | G | x′ 〉 . (2.35)

Reescribiendo la ecuación (2.34) como:

G =
1

∇2
, (2.36)

vemos que:

G (x− x′) = 〈 x | 1

∇2
| x′ 〉 . (2.37)

Finalmente, proyectando |Φ(t) 〉 de la ecuación (2.30) en el espacio de configuraciones
se obtiene:

〈 x | Φ(t) 〉 = −〈 x | 1

∇2
| ρ(t) 〉 = −

∫
〈 x | 1

∇2
| x′ 〉〈 x′ | ρ(t) 〉 d3x′ , (2.38)

que en el espacio de funciones corresponde a:

Φ (x, t) = −
∫

ρ (x′, t)

‖x− x′‖
d3x′ . (2.39)

Este resultado es familiar pues se trata de la solución particular para la ecuación de Pois-
son con fuente ρ (x′, t). De este modo podemos resolver la ecuación (2.26).
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Sustituyendo la ecuación (2.27) en (2.26) obtenemos:

�2Ai (x, t) = −ji (x, t) + ∂i∂t

(
− 1

∇2

)
ρ (x, t) . (2.40)

Conmutando los operadores en la ecuación (2.40), se tiene que:

�2Ai = −ji + ∂i

(
− 1

∇2

)
∂tρ . (2.41)

Usando la ecuación de continuidad (2.5) resulta:

�2Ai = −ji + ∂i

(
− 1

∇2

)
(−∂kjk) ,

= −ji + ∂i

(
1

∇2

)
∂kjk ,

�2Ai = =

(
δik −

∂i∂k
∇2

)
jk . (2.42)

Para checar la consistencia con la condición de Coulomb (2.24), tomamos la divergencia
de la ec. (2.42):

⇒ 0 = ∂i
(
�2Ai

)
= ∂i

(
δik −

∂i∂k
∇2

)
jk ,

�2 (∂iAi) =

(
∂k −

∇2∂k
∇2

)
jk = 0 . (2.43)

Ahora mostramos como pasar de la norma de Coulomb A′ y Φ′ a la norma de Lorentz
con potenciales A y Φ. Para esto hacemos una transformación de norma como en (2.14)
y (2.15) con el objeto de hallar la función escalar Λ que las conecta:

0 = ∇ ·A′ = ∇ ·A +∇2Λ⇔ Λ = − 1

∇2
(∇ ·A) . (2.44)

Esto último se debe a que A′ satisface (2.24). A continuación se muestra como se trans-
forma el potencial escalar empleando la función Λ obtenida en (2.44):

Φ′ = Φ− 1

c
∂tΛ (2.45)

Usando la condición de Lorentz (2.16), en la expresión (2.44) para Λ, tenemos:

Φ′ = Φ− 1

∇2

∂2Φ

∂t2
,

=
1

∇2

(
∇2Φ− ∂2Φ

∂t2

)
= − 1

∇2
ρ . (2.46)

Esta última ecuación es resultado de usar la ec. (2.17). De este modo recuperamos la
expresión (2.27) para el potencial en la norma de Coulomb.
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2.3. Movimiento de una part́ıcula cargada

en campos electrmagnéticos externos

Cuando una part́ıcula con carga q se mueve con cierta velocidad v en un campo
electromagnético, experimenta la fuerza de Lorentz

F = q
(
E +

v

c
×B

)
. (2.47)

Entonces, de acuerdo a la Segunda Ley de Newton, la ecuación diferencial de movi-
miento que obedece la part́ıcula bajo dicha fuerza es

m
d2x

dt2
= q

(
E +

v

c
×B

)
. (2.48)

Sin embargo, al usar las ecuaciones (2.8) y (2.9), es posible reescribir la ec.(2.48) en
términos de los potenciales, como se ve a continuación

m
d2x

dt2
= q

{
−∇Φ− 1

c

∂A

∂t
+

1

c
[v × (∇×A)]

}
. (2.49)

A continuación se muestra que la ecuación diferencial de movimiento (2.48) se puede
deducir a partir del siguiente Lagrangiano

L(x, ẋ) = T − V =
mẋ2

2
+
q

c
A · ẋ− qΦ . (2.50)

Si calculamos la ecuación de Euler-Lagrange solo para la componente en x, nos da

0 =
d

dt
(mẋ+ qAx) + q

∂Φ

∂x
− q

(
vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ay
∂x

+ vz
∂Az
∂x

)
, (2.51)

mẍ = q

(
vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ay
∂x

+ vz
∂Az
∂x

)
− q

(
∂Φ

∂x
− dAx

dt

)
. (2.52)

Sin embargo, aún se puede simplificar esta expresión, ya que la derivada temporal
total de Ax, está relacionada con la derivada parcial con respecto al tiempo de la siguiente
manera a través de la regla de la cadena

dAx
dt

=
∂Ax
∂t

+ v · ∇Ax =
∂Ax
∂t

+ vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ax
∂y

+ vz
∂Ax
∂z

. (2.53)

Por otro lado tenemos que

(v ×B)x = vy

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
+ vz

(
∂Az
∂x
− ∂Ax

∂z

)
. (2.54)
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Entonces sustituyendo (2.53) y (2.54) en (2.52) encontramos la ecuación diferencial de
movimiento en la dirección x

mẍ = q

(
vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ay
∂x

+ vz
∂Az
∂x

)
− q∂Φ

∂x

−q
(
∂Ax
∂t

+ vx
∂Ax
∂x

+ vy
∂Ax
∂y

+ vz
∂Ax
∂z

)
, (2.55)

= q

[
−
(
∂Φ

∂x
+
∂Ax
∂t

)
+ vy

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
+ vz

(
∂Az
∂x
− ∂Ax

∂z

)]
, (2.56)

= q
[
Ex +

(v

c
×B

)
x

]
. (2.57)

Análogamente, para las direcciones y y z se tiene

mÿ = q

[
Ey +

(v

c
×B

)
y

]
, (2.58)

mz̈ = q
[
Ez +

(v

c
×B

)
z

]
. (2.59)

Aśı entonces se recuperan las tres componentes de (2.48).

Una herramienta de la formulación Hamiltoniana en la Mecánica Anaĺıtica que usare-
mos a menudo para determinar las ecuaciones de movimiento de un sistema bajo un campo
electromagnético es la Sustitución Mı́nima cuyo origen lo exponemos a continuación. Con-
sideremos una part́ıcula de masa m y carga q moviéndose en un campo electromagnético,
cuyo Lagrangiano está dado por (2.50).

Si calculamos el momento canónico a xi, dado por

pi =
∂L

∂ẋi
, (2.60)

obtenemos

pi =
∂L

∂ẋi

(
mẋ2

2
+
q

c
A · ẋ− qΦ

)
= mẋi +

q

c
Ai . (2.61)

Para obtener el Hamiltoniano, generado por la transformada de Legendre,

H (x,p, t) = ẋipi − L(x, ẋ, t) , (2.62)

debemos eliminar ẋi de (2.61) en términos de los momentos pi. Sustituyendo en (2.62)
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obtenemos

H (x,p) = (pi −
q

c
Ai)

pi
m
− m

2

(pi − q
c
Ai)

2

m2
− qAi

m
(pi −

q

c
Ai) + qΦ , (2.63)

=
p2
i

m
− 2

qAipi
mc

+
(qAi)

2

mc2
−
p2
i − 2 q

c
piAi + ( q

c
Ai)

2

2m
+ qΦ , (2.64)

=
p2
i

2m
− qAipi

mc
+

(qAi)
2

2mc2
+ qΦ , (2.65)

=
1

2m

(
pi −

q

c
Ai

)2

+ qΦ (2.66)

⇒ H =
1

2m

(
p− q

c
A
)2

+ qΦ , (2.67)

Si el Hamiltoniano no depende expĺıcitamente del tiempo, entonces lo podemos identificar
con la enerǵıa total de la part́ıcula E . Reemplacemos H por E y además escribamos esta
última expresión de la siguiente manera:

E − qΦ =
1

2m

(
p− q

c
A
)2

. (2.68)

Las sustituciones
p −→ p− q

c
A y E −→ E − qΦ , (2.69)

constituyen las aśı llamadas sustitución mı́nimas, que permiten encontrar la enerǵıa de la
part́ıcula en el campo electromagnético a partir de la relación

E =
p2

2m
, (2.70)

para la part́ıcula libre.



Caṕıtulo 3

Formulación covariante de la
Electrodinámica

Con el objeto de hacer contacto con el modelo de Nambu, en este Caṕıtulo revisamos
la formulación covariante de la Electrodinámica estándar y su deducción a partir del
Principio de Mı́nima Acción.

3.1. Cuadrivectores y transformaciones de Lorentz

La invariancia en la forma de las ecuaciones de la Electrodinámica bajo transforma-
ciones de Lorentz fue demostrada por Lorentz y Poincaré antes de la formulación de la
Relatividad Especial. Esta invariancia de forma o covariancia de las ecuaciones de Max-
well y de la fuerza de Lorentz implica que las cantidades f́ısicas ρ, j, E, B que aparecen
en estas ecuaciones transformen de una forma bien definida bajo tranformaciones de Lo-
rentz. Con el objeto de poner de manifiesto estas propiedades se recurre a la estructura
del espacio-tiempo o espacio de Minkowski, que es un espacio vectorial de dimensión 4. Un
punto en el espacio-tiempo está especificado por las coordenadas (x0, x1, x2, x3). Donde:

x0 ≡ ct , x1 ≡ x , x2 ≡ y , x3 ≡ z , (3.1)

lo que define el cuadrivector

xµ ≡
(
x0, xi

)
=
(
x0, x1, x2, x3

)
xµ ≡ (ct,x) . (3.2)

Aqúı µ = 0, 1, 2, 3 e i = 1, 2, 3. En general, los ı́ndices Griegos correrán de 0 a 3, mientras
los ı́ndices Latinos correrán de 1 a 3.

Ahora estudiaremos las transformaciones de Lorentz, mencionadas en el primer párrafo
de esta sección. Consideremos dos sistemas en una configuración estándar, es decir, donde
S ′ se mueve a lo largo del eje X de S a velocidad constante v y los ejes de S y S ′ coinciden
en t = t′ = 0 (ver Fig.3.1). Las coordenadas (primadas) de un evento P con respecto a S ′
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Figura 3.1: Dos sistemas inerciales S y S ′ en configuración estándar (los oŕıgenes de S y
S ′ coinciden en t = t′ = 0)

están relacionadas con las coordenadas (no primadas) en S v́ıa una transformación lineal
de la forma:

t′ = At+Bx ,

x′ = Dt+ Ex ,

y′ = y ,

z′ = z .

Posteriormente, justificaremos el por qué la transformación debe ser lineal. Más aún, como
requerimos que x′ = 0 corresponda con x = vt y que x = 0 corresponda con x′ = −vt′,
encontramos inmediatamente que D = −Ev, y que D = −Av, por consiguiente A = D.
Entonces tenemos

t′ = At+Bx , (3.3)

x′ = A (x− vt) , (3.4)

y′ = y , (3.5)

z′ = z . (3.6)

En Relatividad Especial, Einstein abandonó el postulado de un tiempo absoluto y
lo reemplazó por el postulado que dice[17]: La velocidad de la luz c es finita e igual en
todos los sistemas inerciales. Al aplicar este nuevo postulado, junto con el principio de
relatividad, nosotros podemos obtener las transformaciones de Lorentz conectando las
coordenadas de un evento P en dos diferentes sistemas inerciales S y S ′.
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Ahora consideremos un fotón emitido desde los origenes (coincidentes) de S y S ′ al
tiempo t = t′ = 0 y viajando en una dirección arbitraria, como en la Fig.3.1. Subse-
cuentemente las coordenadas espaciales y temporales del fotón en cada sistema deberán
satisfacer:

c2t2 − x2 − y2 − z2 = c2t′2 − x′2 − y′2 − z′2 = 0 (3.7)

Sustituyendo las relaciones (3.3)-(3.6) en esta expresión y resolviendo para las constantes
A y B, obtenemos:

ct′ = γ (ct− βx) , (3.8)

x′ = γ (x− βct) , (3.9)

y′ = y , (3.10)

z′ = z . (3.11)

Donde β = v/c y γ = (1− β2)
−1/2

.

Además de lo anterior, el espacio-tiempo tiene una geometŕıa espećıfica determinada
por un intervalo invariante s2 entre dos eventos xµ y yµ:

s2 = −
(
x0 − y0

)2
+
(
xi − yi

)2
. (3.12)

En forma diferencial, el intervalo infinitesimal ds que define la métrica de nuestro espacio
es:

ds2 = −
(
dx0
)2

+
(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

+
(
dx3
)2

. (3.13)

Esta métrica es un caso especial del elemento diferencial de longitud general:

(ds)2 = ηµνdx
µdxν , (3.14)

donde ηµν se llama tensor métrico. Para el espacio-tiempo plano de la Relatividad Especial
el tensor métrico es diagonal:

ηµν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.15)

El tensor métrico se denotará por ηµν = diag(−,+,+,+), cuya signatura es +2.

El tensor métrico contravariante η µν se define como el inverso de ηµν . Para el espacio-
tiempo plano:

η µν = ηµν . (3.16)

Nótese que la contracción de los tensores métricos contravariante y covariante da la
delta de Kronecker en cuatro dimensiones:

ηµση
σν = δ ν

µ . (3.17)
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De la ec.(3.14) vemos que es posible definir el 4-vector covariante:

dxν = ηµνdx
µ , (3.18)

de tal modo que
(ds)2 = dxνdx

ν . (3.19)

Esta idea se generaliza para cualquier cuadrivector vµ de modo que

xµ = ηµνx
ν (3.20)

y su inverso,
xµ = η µνxν (3.21)

De esta forma, la contracción con ηµν y η µν es el procedimiento para cambiar un ı́ndice
en un tensor cualquiera, de contravariante en covariante y viceversa.

Usando el tensor métrico es posible estudiar en general las transformaciones de Lorentz
que nos llevan de un sistema inercial cartesiano xµ a un nuevo sistema x′µ en el espacio
de Minkowski. Como se requiere que el nuevo sistema coordenado también sea un sistema
inercial de Minkowski, el elemento de distancia ds2 debe de tomar la misma forma tanto
en las coordenadas primadas como en las no primadas, i.e.

ds2 = ηµνdx
µdxν = ηµνdx

′µdx′ν . (3.22)

En otras palabras la métrica en las nuevas coordenadas debe también estar dada por
(3.15). Usando las propiedades de transformación de un tensor de segundo rango, esto
implicará que la transformación xµ −→ x′µ debe satisfacer:

ηµν =
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
ηρσ , (3.23)

que es una condición necesaria y suficiente para que xµ −→ x′µ sea la transformación de
Lorentz buscada entre los dos sistemas inerciales. De (3.23), vemos que los elementos de
matriz de la transformación deben ser constantes. Y se satisface

ηµν = Λρ
µΛσ

νηρσ . (3.24)

Entonces, la transformación entre dos sistemas inerciales debe ser lineal como hab́ıamos
dicho antes, i.e.

x′µ = Λµ
ν x

ν + aµ , (3.25)

donde Λµ
ν y aµ son constantes. A esta forma general se le conoce como transformación de

Lorentz inhomogénea (o transformación de Poincaré). Aqúı se utilizará siempre aµ = 0,
en cuyo caso (3.25) se reduce a una transformación de Lorentz homogénea. Las constantes
Λµ

ν en la matriz dependen de la velocidad relativa y la orientación de los dos sistemas
inerciales. Si las coordenadas primadas y no primadas corresponden a nuestros sistemas
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S y S ′ estudiados en párrafos previos, obtenemos que la matriz de transformación puede
ser escrita en dos formas equivalentes:

Λµ
ν =

∂x′µ

∂xν
=


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =


coshψ − sinhψ 0 0
− sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , (3.26)

donde ψ = arctanhβ. Claramente, si los ejes de S y S ′ están rotados uno respecto al otro
entonces la matriz de la transformación se torna más complicada.

La transformación inversa de (3.26) se puede obtener fácilmente al hacer v −→ −v
(o equivalentemente ψ −→ −ψ). En general, la matriz de la transformación inversa se
denota por:

Λ ν
µ =

∂xν

∂x′µ
, (3.27)

y puede ser calculada de la transformación original utilizando las propiedades de la métrica
para subir o bajar ı́ndices, i.e.

Λ ν
µ = ηµρη

νσΛρ
σ . (3.28)

Esta es verdaderamente la inversa requerida lo que puede ser demostrado usando (3.23):

Λµ
νΛ

σ
µ = Λµ

νηµρη
στΛρ

τ = ηντη
στ = δσν (3.29)

Antes de seguir avanzando, es necesario recordar que existen dos clases de vectores:
covariantes y contravariantes. Un vector contravariante transforma como el vector xµ

v
′ µ = Λµ

νv
ν , (3.30)

mientras que un vector covariante transforma como

v
′

µ = Λ ν
µ v

ν . (3.31)

En términos de ı́ndices, para un tensor T definimos,

Índices covariantes −→ T ...µ1µ2...µr(sub́ındice) ,

Índices contravariantes −→ T µ1µ2...µs... (supeŕındice) ,

cada ı́ndice transforma de acuerdo a las expresiones (3.31) y (3.30) respectivamente.

Con lo anterior es posible incluir al operador ∇ en notación cuadrivectorial:

∂µ ≡
∂

∂xµ
≡
(

∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
≡
(

1

c

∂

∂t
,∇
)
. (3.32)

El 4-vector densidad de corriente queda definido por:

Jµ = (cρ, j) . (3.33)
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3.2. Forma tensorial de las ecuaciones de Maxwell

A continuación mostramos que las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir en forma
tensorial empleando la notación cuadridimensional que hemos introducido. Esto es posible,
definiendo el tensor de Faraday F , cuyas componentes son el campo eléctrico y magnético,
como se muestra:

F µν =


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 , Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 .

(3.34)
En este contexto, cabe destacar que los potenciales Φ y A también forman un 4-vector,

a saber, el 4-vector potencial o cuadripotencial :

Aµ = (Φ,A) . (3.35)

El tensor de Faraday también puede ser escrito como una 2-forma usando el producto
exterior:

F =
1

2
Fαβdx

α ∧ dxβ , (3.36)

mientras que el 4-potencial puede ser escrito como una 1-forma:

A = Aµdx
µ . (3.37)

El tensor de Faraday se relaciona con el 4-potencial por:

F = dA . (3.38)

Usando una base coordenada es posible escribir el Tensor de Faraday en componentes:

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ . (3.39)

Ahora debemos mostrar, que (3.39) reproduce (3.34) con las definiciones hechas pre-
viamente de los potenciales en (2.8) y (2.9). Para facilitar esta tarea, probaremos que el
tensor de Faraday es antisimétrico:

Fνµ = ∂νAµ − ∂µAν = −(∂µAν − ∂νAµ) = −Fµν . (3.40)

Haciendo µ = ν en (3.40):

Fµµ = 0 ,∀µ = 0, 1, 2, 3 . (3.41)

donde no hay suma sobre los ı́ndices repetidos.
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Ahora con la antisimetŕıa del tensor de Faraday solo debemos de determinar 6 com-
ponentes. Si hacemos µ = 0 y ν = 1 en (3.39):

F01 = −F10 = ∂0A1 − ∂1A0 =
1

c
∂tAx − ∂x(−Φ) , (3.42)

=
1

c
∂tAx + ∂xΦ , (3.43)

= −Ex . (3.44)

Análogamente para µ = 0 y ν = 2, 3 se tiene:

F02 = −F20 =
1

c
∂tAy + ∂yΦ = −Ey , (3.45)

F03 = −F30 =
1

c
∂tAz + ∂zΦ = −Ez . (3.46)

De igual forma, para µ = 1 y ν = 2, 3 se obtiene:

F12 = −F21 = ∂xAy − ∂yAx = Bz , (3.47)

F13 = −F31 = ∂yAz − ∂zAy = −Bx . (3.48)

Y si µ = 2 y ν = 3 hallamos:

F23 = −F32 = ∂yAz − ∂zAy = Bx . (3.49)

A continuación mostramos cómo se recuperan las ecuaciones de Maxwell (2.1), (2.2),
(2.3) y (2.4) a partir del tensor de Faraday.

De la expresión (3.39), se recupera la antisimetŕıa del tensor dada en (3.34). Conside-
rando que d2A = dF = 0 se encuentra que:

∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂µFνρ = 0 . (3.50)

De esta ecuación recuperamos las ecuaciones de Maxwell homogéneas (2.2) y (2.3). Es
decir si hacemos ρ = 1, ν = 2 y µ = 0:

∂1F02 + ∂2F10 + ∂0F21 = ∂x (−Ey) + ∂y (Ex)−
1

c
∂tBz = 0 ,

⇔ −∂xEy + ∂yEx =
1

c
∂tBz ,

⇔ ∂xEy − ∂yEx = −1

c
∂tBz . (3.51)

Análogamente haciendo ρ = 2, ν = 3 y µ = 0; junto con ρ = 1, ν = 3 y µ = 0 se
obtiene:

∂yEz − ∂zEy = −1

c
∂tBx , (3.52)
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y,

∂zEx − ∂xEz = −1

c
∂tBy , (3.53)

respectivamente.

Las ecuaciones (3.51), (3.52) y (3.53), son las componentes de (2.3). Por otro lado,
tomando ρ = 1, ν = 2 y µ = 3:

∂1F32 + ∂2F13 + ∂3F21 = ∂x(−Bx) + ∂y(−By) + ∂z(−Bz) = 0 ,

⇔ ∂xBx + ∂yBy + ∂zBz = 0 . (3.54)

Con lo cual demostramos que (3.54) corresponde con (2.2).

Las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (2.1) y (2.4) se escriben como[16]:

∂νFµν =
4π

c
Jµ , (3.55)

que corresponden a las ecuaciones de movimiento de la Electrodinámica Estándar. Éstas
se recuperan como sigue. Haciendo µ = 0 en (3.55) tenemos:

∂0F00 + ∂1F01 + ∂2F02 + ∂3F03 =
4π

c
J0 ,

⇔ ∂x (−Ex) + ∂y (−Ey) + ∂z (−Ez) =
4π

c
(−cρ) = −4πρ ,

⇔ ∂xEx + ∂yEy + ∂zEz = 4πρ , (3.56)

que corresponde a la ec. (2.1). Para hallar las ecuaciones de Maxwell faltantes, que co-
rresponden a las componentes de la ec. (2.4) tomamos sucesivamente en (3.55) µ = 1:

∂0F10 + ∂1F11 + ∂2F12 + ∂3F13 =
4π

c
J1 ,

⇔ −1

c
∂tEx + ∂yBz + ∂z(−By) =

4π

c
jx , (3.57)

luego µ = 2:

∂0F20 + ∂1F21 + ∂2F22 + ∂3F23 =
4π

c
J2 ,

⇔ −1

c
∂tEy + ∂x(−Bz) + ∂zBx =

4π

c
jy , (3.58)

y µ = 3:

∂0F30 + ∂1F31 + ∂2F32 + ∂3F33 = J3 ,

⇔ −1

c
∂tEz + ∂xBy + ∂y(−Bx) =

4π

c
jz . (3.59)
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3.3. El Principio de Mı́nima Acción para la Electro-

dinámica Estándar

Consideremos la acción

S(Aµ) =

∫
Ω

L(Aµ) d4x =

∫
Ω

(
− 1

16πc
FµνF

µν +
1

c2
JµA

µ

)
d4x . (3.60)

Aplicando el Principio de Mı́nima Acción para extremos fijos

δS(Aµ) = 0 , (3.61)

obtenemos

0 =

∫
Ω

[
− 1

16πc
δ (FµνF

µν) +
1

c2
δ (JµA

µ)

]
d4x ,

=

∫
Ω

1

c

[
− 1

16π
(FµνδF

µν + F µνδFµν) +
1

c
JµδA

µ

]
d4x . (3.62)

Como la primera contracción es invariante:

0 =

∫
Ω

1

c

[
− 1

8π
FµνδF

µν +
1

c
δ (JµA

µ)

]
d4x . (3.63)

Usando la ecuación (3.39):

0 =

∫
Ω

1

c

[
− 1

8π
Fµνδ (∂µAν − ∂νAµ) +

1

c
JµδA

µ

]
d4x . (3.64)

Cambiando ν ←→ µ en el primer término:

0 =

∫
Ω

1

c

[
1

8π
(−Fνµ∂νδAµ + Fµν∂

νδAµ) +
1

c
JµδA

µ

]
d4x (3.65)

y usando la antisimetŕıa del tensor de Faraday en el mismo término resulta

0 =

∫
Ω

1

c

(
1

4π
Fµν∂

νδAµ +
1

c
JµδA

µ

)
d4x . (3.66)

Dado que las operaciones δ y derivada con respecto a las coordenadas conmutan e inte-
grando por partes tenemos:

0 =
1

4πc

∫
Ω

Fµν∂
νδAµd4x +

1

c2

∫
JµδA

µ d4x ,

=
1

4πc

∫
Ω

∂ν (FµνδA
µ) dV − 1

4πc

∫
Ω

∂νFµνδA
µ d4x+

1

c2

∫
Ω

JµδA
µ d4x . (3.67)
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Figura 3.2: En un espacio-tiempo, dos superficies espaciales a ct0 y ct1,respectivamente
limitan a un volumen tetradimensional donde se observa un campo.

Ahora bien, nos percatamos de dos detalles fundamentales en la primera integral de
(3.67). En primer lugar hay que fijarse en el hecho de que se trata de una integral a
realizarse sobre un intervalo temporal definido [t0, t1], escogido de tal manera que, en t0
y t1 todas las componentes de Aµ están dadas a priori en todo el espacio. Se trata, pues,
de una integral que se puede visualizar sobre una región del espacio-tiempo Ω como en la
Fig.(3.2).

El otro detalle fundamental es la primer integral de (3.67) es una integral de una 4-
divergencia sobre una región Ω del espacio-tiempo. Entonces es factible aplicar teorema de
Gauss y expresarla ahora como una integral de hipersuperficie, definida sobre la frontera
∂Ω del hipervolumen considerado, esto es:

0 =
1

4πc

∮
∂Ω

FµνδA
µdS ν − 1

4πc

∫
Ω

∂νFµνδA
µ d4x+

1

c2

∫
Ω

JµδA
µ d4x . (3.68)

La hipersuperficie ∂Ω está limitada temporalmente por los dos planos ct0 = cte y
ct1 = cte de la Fig.(3.2). Además ∂Ω se extiende por sus caras laterales en las tres dimen-
siones hasta el infinito espacial. El elemento diferencial dS ν es proporcional a los vectores
normales a las caras de la hipersuperficie que encierra al volumen determinado por Ω.

Como se estableció que el potencial Aµ está determinado a priori en t0 y t1, que son
las “tapas” del hipervolumen, las variaciones δAµ son nulas en éstas y elegimos δAµ → 0
en el infinito espacial ∀t. Por lo tanto, la primer integral de (3.67) es igual a cero.
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Entonces, de acuerdo con el Principio de Mı́nima Acción o Principio de Hamilton
finalmente se obtiene:

δS(Aµ) =
1

c

∫
Ω

(
− 1

4π
∂νFµν +

1

c
Jµ

)
δAµ d4x = 0 , (3.69)

∴ ∂νFµν =
4π

c
Jµ . (3.70)

Con esto hemos demostrado el origen de la ecuación (3.55), que fue usada en la sección
anterior, a partir del Principio de Mı́nima Acción. La formulación covariante permite
recuperar directamente la conservación de la carga. Tomando la cuadridivergencia en la
ec. (3.55)

∂µ∂νFµν = ∂µJµ . (3.71)

Empleando la antisimetŕıa del tensor de Faraday y la conmutatividad del gradiente obte-
nemos

∂µ∂νFµν = −∂µ∂νFνµ = −∂ν∂µFνµ = −∂µ∂νFµν = 0 , (3.72)

∴ ∂µJµ = 0 . (3.73)

La ecuación (3.73) corresponde a la conservación de la carga en cualquier sistema inercial
y reproduce la ecuación (2.5) ya conocida.

3.3.1. La Invariancia de Norma en la formulación cuadridimen-
sional

Más aún, dada la definición de Fµν en (3.39), es posible ver que los potenciales no
están únicamente determinados por los campos E y B, como ya hab́ıamos indicado en las
secciones pasadas. En efecto, si le sumamos a Aµ el gradiente de una función escalar Λ,
de modo que

Aµ −→ Aµ ′ = Aµ + ∂µΛ , (3.74)

esto no cambiará el tensor de Faraday:

F µν ′ = ∂µ (Aν + ∂νΛ)− ∂ν (Aµ + ∂µΛ)

= ∂µAν + ∂µ∂νΛ− ∂ν∂µΛ− ∂νAµ = ∂µAν − ∂νAµ = F µν . (3.75)

De este modo, recuperamos las transformaciones de norma

Ai → Ai ′ = Ai + ∂iΛ , A0 → A0 ′ = A0 + ∂0Λ , (3.76)

sólo que ahora hemos usado la notación covariante.

Analicemos qué consecuencias tiene la invariancia de norma en la acción (3.60). Lle-
vando a cabo la transformación (3.74) se tiene

S(Aµ ′) =

∫
Ω

(
− 1

16πc
F ′µνF

µν ′ +
1

c2
JµA

µ ′
)

d4x . (3.77)
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Utilizando la invariancia del tensor de Faraday ante transformaciones de norma, resulta

S(Aµ ′) = − 1

16πc

∫
Ω

FµνF
µν d4x+

1

c2

∫
Ω

Jµ (Aµ + ∂µΛ) d4x , (3.78)

=

∫
Ω

(
− 1

16πc
FµνF

µν d4x+
1

c2
JµA

µ

)
d4x+

1

c2

∫
Ω

Jµ∂
µΛ d4x , (3.79)

= S(Aµ) +
1

c2

∫
Ω

Jµ∂
µΛ d4x . (3.80)

Integrando por partes la segunda integral y tras aplicarle el Teorema de Gauss, se obtiene

S(Aµ ′) = S(Aµ) +
1

c2

∫
Ω

∂µ (JµΛ) d4x− 1

c2

∫
Ω

Λ∂µJµ d4x ,

= S(Aµ) +
1

c2

∮
∂Ω

JµΛ dSν − 1

c2

∫
Ω

Λ∂µJµ d4x . (3.81)

Ahora, la segunda integral es igual a cero porque la corriente Jµ está localizada en una
región determinada del espacio-tiempo, como se ilustra en la Fig.(3.2).

⇒ S(Aµ ′) = S(Aµ)− 1

c2

∫
Ω

Λ∂µJµ d4x . (3.82)

Analizando estos términos descubrimos que para recuperar la acción (3.60) y por consi-
guiente, las ecuaciones de movimiento de la Electrodinámica Estándar necesitamos que
la segunda integral del lado derecho sea igual a cero; como Λ(x, t) 6= 0 esto será posible
únicamente si:

∂µJµ = 0 . (3.83)

Es decir, imponer la conservación de la carga (3.73) implica la invariancia de norma de la
acción de la Electrodinámica Estándar.



Caṕıtulo 4

El modelo de Nambu y su relación
con la electrodinámica estándard

El modelo de Nambu [5] surge como una alternativa para explicar la masa cero de los
fotones, interpretándolos como los bosones de Goldstone asociados a la ruptura espontánea
de la simetŕıa de Lorentz. En esta tesis no discutiremos el origen del modelo, sino que
partiremos de su definición en términos de la densidad Lagrangiana. Como veremos a
continuación en la formulación clásica, el modelo de Nambu más la ley de Gauss aplicada
como constricción adicional, reproduce en efecto la electrodinámica estándard en la norma
no lineal AµA

µ = −λ2. El estudio de la electrodinámica en dicha norma es un problema
bastante complicado debido a la no-linearidad y no puede llevarse a cabo en general, como
en las normas más usadas como la de Coulomb y Lorentz. De este modo, el énfasis de esta
Tesis está en mostrar la existencia de la transformación de norma que nos lleva de una
norma conocida (la norma de Coulomb, por ejemplo) a la norma no-lineal, en el caso de
algunos ejemplos sencillos que admiten solución. Dichos casos son: el campo Coulombiano,
el campo magnético producido por un alambre recto infinito con corriente constante, un
campo magnético constante y un campo eléctrico constante. La construcción de la función
de norma se llevará a cabo por diversos métodos que se explican en el desarrollo de la
Tesis. Además se estudia la consistencia entre estas diversas alternativas.

4.1. El Modelo de Nambu

El modelo de Nambu está definido por la densidad Lagrangiana

LN = −1

4
FµνF

µν + JµA
µ , (4.1)

más la siguiente constricción al cuadripotencial Aµ:

AµA
µ = −λ2 . (4.2)

Esta constricción se puede resolver directamente para cualquiera de las componentes de
Aµ. Entonces hay tres componentes que pueden ser vistas como dinámicamente indepen-
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dientes, de tal modo que la cuarta componente es función de éstas. Bajo una transforma-
ción de Lorentz, las cuatro componentes transforman linealmente, pero las tres variables
independientes del cuadripotencial tendrán que transformarse no linealmente entre ellas
mismas. En general, hay tres casos que deben ser considerados[18]:

λ2 > 0 (temporaloide) , λ2 = 0 (nulo) y − λ2 < 0 (espacialoide) .

En esta tesis sólo se estudiará el caso temporaloide. Eligiendo las componentes espa-
ciales del cuadripotencial como independientes, se obtiene

A0A
0 + A2 = −λ2 ⇔ A0 =

√
λ2 + A2 , (4.3)

Con lo anterior, el Lagrangiano de la ecuación (4.1) resulta una función solo de Ai:

LN(A0 =
√
λ2 + A2, Ai) . (4.4)

A continuación calculamos el cambio infinitesimal de A0 como

δA0 = δ
(√

λ2 + A2
)

=
AjδAj√
λ2 + A2

=
AjδAj
A0

. (4.5)

Para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, variamos LN recuperando la expresión
(3.69) con la diferencia ahora que no todos los δAµ son independientes en virtud de (4.5).
Separando ı́ndices temporales y espaciales:

δLN = (−∂νF0 ν + J0) δA0 + (−∂νFiν + Ji) δA
i . (4.6)

Usando la ecuación (4.5):

δLN = (−∂νF0 ν + J0)
AiδA

i

A0
+ (−∂νFiν + Ji) δA

i = 0 ,

∴
δLN
δAi

= (−∂νF0 ν + J0)
Ai
A0

+ (−∂νFiν + Ji) = 0 . (4.7)

En términos del campo electromagnético la ecuación anterior resulta

(∇ · E− ρ)
A

A0
+ (∂tE−∇×B + j) = 0 . (4.8)

Vemos que para recuperar las ecuaciones de Maxwell, tenemos que imponer la Ley de
Gauss (2.1) para todo tiempo, como una constricción adicional, i.e.,

∇ · E− ρ ≡ 0 ∀t . (4.9)

Es necesario verificar que esta constricción sea consistente con las ecuaciones de movi-
miento (4.8). Analizemos la evolución temporal de la constricción (4.9)

d

dt
(∇ · E− ρ) = ∇ · (∂tE)− ∂tρ . (4.10)
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Despejando ∂tE de (4.8):

∂tE = ∇×B− j− (∇ · E− ρ)
A

A0
, (4.11)

y sustituyendo en (4.10) resulta

d

dt
(∇ · E− ρ) = ∇ ·

[
∇×B− j− (∇ · E− ρ)

A

A0

]
− ∂tρ ,

= −∂tρ−∇ · jef . (4.12)

La última igualdad se cumple porque ∇ · ∇ × B = 0 y además por haber realizado la
sustitución:

jef = j + (∇ · E− ρ)
A

A0
. (4.13)

Ahora, aplicando la constricción (4.9):

jef = j (4.14)

∴
d

dt
(∇ · E− ρ) = −∂tρ−∇ · j = 0 , (4.15)

Vemos que en efecto la constricción se mantiene en el tiempo debido a la ecuación de
continuidad (2.5) ya conocida. Resumiendo, el modelo de Nambu más la imposición de la
Ley de Gauss (4.9) produce una teoŕıa equivalente a la ED. La interpretación natural es
que el modelo de Nambu más la Ley de Gauss es equivalente a la Electrodinámica en la
norma AµA

µ = −λ2.

4.2. La ED en la Norma no lineal AµA
µ = −λ2

En esta sección estudiaremos la Electrodinámica en esta norma no lineal, para lo cual
se procede en forma similar a los estudios de las transformaciones de norma realizados en
los caṕıtulos 2 y 3. Lo que haremos será analizar cómo cambia el potencial Aµ, conocido
en la norma de Coulomb, cuando se hace la transformación para pasar a la norma no lineal
AµA

µ = −λ2 para algunos casos especiales. El propósito aqúı, es determinar la existencia
de la función Λ (r, t) que nos permite pasar a la norma AµA

µ = −λ2.

Con este objeto, se determinará expĺıcitamente la función Λ (r, t) definida en la ecua-
ción (3.74). Como se ha mencionado previamente se analizarán los siguientes casos: una
carga puntual estática, un alambre infinito, un sistema con campo magnético constante y
un sistema con un campo eléctrico constante.

Sea Aµ el potencial electromagnético en la norma de Coulomb. Nos interesa hallar Λ,
tal que

Aµ ′ = Aµ + ∂µΛ , (4.16)
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está en la norma no lineal, es decir que se satisfaga

A
′

µA
µ ′

= −λ2 ⇔ (Aµ + ∂µΛ)2 = −λ2 . (4.17)

Para facilidad de cálculos posteriores despejaremos Φ′ en la primera ecuación de (4.17)

(Φ′)2 = (A
′
)2 + λ2 . (4.18)

4.2.1. El campo Coumlombiano

Consideremos una carga puntual q en el origen. Este problema tiene las siguientes
caracteŕısticas en la norma de Coulomb[19]:

Φ =
Q

r
, E =

q

r2
r̂ ; (4.19)

A = 0 , B = 0 . (4.20)

La ecuación (4.16) produce

Φ′ =
Q

r
+ ∂0Λ =

Q

r
− 1

c
∂tΛ ; (4.21)

A′ = ∇Λ . (4.22)

Y sustituyendo en (4.18) obtenemos(
Q

r
− 1

c
∂tΛ

)2

= (∇Λ)2 + λ2 . (4.23)

Para resolver esta ecuación, usaremos separación de variables. Proponemos

Λ (r, t) = f1(r) + f2(θ) + f3(t) , (4.24)

con f3(t) = cαt de tal modo que ∂tΛ = cα. Introduciendo la expresión (4.24) para Λ
resulta (

Q

r
− α

)2

− λ2 =

(
∂rΛ r̂ +

1

r
∂θΛ θ̂

)2

⇔
(
Q

r
− α

)2

− λ2 = (∂rΛ)2 +
1

r2
(∂θΛ)2

⇒
(
Q

r
− α

)2

− λ2 = (∂rf1(r))2 +
1

r2
(∂θf2(θ))2 . (4.25)
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Finalmente, nos falta determinar f1(r) y f2(θ). Para obtenerlas, imponemos la simetŕıa
esférica de este sistema f́ısico, suponiendo aśı que f2(θ) = β2θ y obteniendo(

Q

r
− α

)2

− λ2 = [∂rf1(r)]2 +
β2

2

r2
,

⇔ ∂rf1(r) = ±

√(
Q

r
− α

)2

− λ2 − β2
2

r2
,

⇔ f1(r) = ±
∫ √(

Q

r
− α

)2

− λ2 − β2
2

r2
dr . (4.26)

Para nuestros fines basta con dejar esta integral indicada. Por compatibilidad con los
resultados posteriores de la teoŕıa se elegirá el signo − de la ráız. Aśı, concluimos que Λ
tiene la siguiente forma:

Λ (r, t) = −
∫ √(

Q

r
− α

)2

− λ2 − β2
2

r2
dr + β2θ + cαt . (4.27)

4.2.2. El campo magnético producido por un alambre infinito

Consideremos un alambre recto infinito con corriente I en la dirección del eje Z. El
campo electromagnético de un alambre finito y sus respectivos potenciales en la norma
de Coulomb son[19]:

A = −2I

c
ln ρ k̂ , B =

2I

ρ
φ̂ ; (4.28)

Φ = 0 , E = 0 . (4.29)

Para obtener los potenciales en la norma no lineal sustituimos los potenciales en (4.16)
obteniendo:

Φ′ = −1

c
∂tΛ , (4.30)

A′ = −2I

c
ln ρk̂ +∇Λ . (4.31)

Sustituyendo (4.30) y (4.31) en (4.18), hallamos la siguiente ecuación para Λ:(
1

c
∂tΛ

)2

=

(
−2I

c
ln ρk̂ +∇Λ

)2

+ λ2 . (4.32)
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Reescribimos esta ecuación no lineal para resolverla más fácilmente:(
1

c
∂tΛ

)2

=

(
−2I

c
ln ρk̂ +∇Λ

)
·
(
−2I ln ρk̂ +∇Λ

)
+ λ2 ,

=
4I2

c2
(ln ρ)2 − 4I

c
ln ρk̂ · ∇Λ + (∇Λ)2 + λ2 ,

=
4I2

c2
(ln ρ)2 − 4I

c
ln ρk̂ ·

(
∂ρΛρ̂+

1

ρ
∂φΛφ̂+ ∂zΛk̂

)
+ (∇Λ)2 + λ2 ,

=
4I2

c2
(ln ρ)2 − 4I

c
ln ρ∂zΛ + (∇Λ)2 + λ2 ,

=
4I2

c2
(ln ρ)2 − 4I

c
ln ρ∂zΛ + (∂ρΛ)2 +

1

ρ2
(∂φΛ)2 + (∂zΛ)2 + λ2 . (4.33)

Tras analizar los términos proponemos

Λ (r, t) = f1(ρ) + β2φ+ β3z + cαt . (4.34)

Sustituyendo en (4.33) tenemos entonces:

α2 =
4I2

c2
(ln ρ)2 − 4I

c
β3 ln ρ+ [∂ρf1(ρ)]2 +

β2
2

ρ2
+ β2

3 + λ2 (4.35)

⇔ [∂ρf1(ρ)]2 = α2 − λ2 − β2
2

ρ2
− 4I2

c2
(ln ρ)2 +

4I

c
β3 ln ρ− β2

3 (4.36)

⇔ f1(ρ) = ±
∫ √

α2 − λ2 − β2
2

ρ2
−
(

2I

c
ln ρ− β3

)2

dρ . (4.37)

Por compatibilidad con los resultados posteriores de la teoŕıa se elegirá el signo − de la
ráız.

∴ Λ (r, t) = −
∫ √

α2 − λ2 − β2
2

ρ2
−
(

2I

c
ln ρ− β3

)2

dρ

+ β2φ+ β3z + cαt . (4.38)

4.2.3. El campo magnético constante

En la norma de Coulomb un campo magnético constante en la dirección Z está descrito
por[19]:

A =
1

2
(B× r) , B = B k̂ ; (4.39)

Φ = 0 , E = 0 . (4.40)
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Al igual que en los casos anteriores, para ver la forma que adquirirán estos potenciales en
la norma no lineal, los sustituimos en (4.16), teniendo aśı:

Φ′ = −1

c
∂tΛ , (4.41)

A′ =
1

2
(B× r) +∇Λ . (4.42)

Sustituyendo (4.41) y (4.42) en la expresión (4.18) tenemos:(
1

c
∂tΛ

)2

= λ2 +

[
1

2
(B× r) +∇Λ

]2

= λ2 +

[
B

2

(
x̂j− ŷi

)
+∇Λ

]2

. (4.43)

Ahora para simplificar esta ecuación diferencial parcial no lineal de primer orden, hacemos
una transformación de norma adicional con la siguiente función escalar:

Λ̃ =
B

2
xy . (4.44)

Se observa lo siguiente:

Φ′′ = Φ′ − 1

c
∂tΛ̃ = Φ′ . (4.45)

A′′ = A +∇Λ̃ ,

=
B

2

(
x̂j− ŷi

)
+∇

(
B

2
xy

)
,

=
B

2

(
x̂j− ŷi

)
+ ∂x

(
B

2
xy

)
î + ∂y

(
B

2
xy

)
ĵ ,

=
B

2

(
x̂j− ŷi

)
+
B

2
ŷi +

B

2
x̂j ,

= Bx̂j . (4.46)

Sustituyendo entonces A
′
, Φ

′
por A′′, Φ′′ en (4.16) obtenemos una ecuación ligeramente

más sencilla de resolver:(
1

c
∂tΛ

)2

= λ2 +
[
Bx̂j +∇Λ

]2

⇔
(

1

c
∂tΛ

)2

= λ2 +
(
Bx̂j +∇Λ

)
·
(
Bx̂j +∇Λ

)
,

= λ2 +B2x2 + 2Bx∂yΛ + (∂xΛ)2 + (∂yΛ)2 + (∂zΛ)2 . (4.47)

Si analizamos los términos, es posible proponer una función análoga a la empleada en el
alambre finito

Λ (x, t) = f1(x) + β2y + cαt , (4.48)
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con lo cual (4.47) toma la siguiente forma:

α2 = λ2 +B2x2 + [∂xf1(x)]2 + β2
2 + 2Bxβ2 , (4.49)

= λ2 + [∂xf1(x)]2 + (Bx+ β2)2 (4.50)

⇔ f1(x) = ±
∫ √

α2 − λ2 − (Bx+ β2)2 dx . (4.51)

Por compatibilidad con los resultados posteriores de la teoŕıa se elegirá el signo − de la
ráız.

∴ Λ (x, t) = −
∫ √

α2 − λ2 − (Bx+ β2)2 dx+ β2y + cαt , . (4.52)

4.2.4. El campo eléctrico constante

En la norma de Coulomb un campo eléctrico constante en la dirección Z está deter-
minado por[19]:

E = εk̂ , Φ = −εz ; (4.53)

A = 0 , B = 0 . (4.54)

Sustituyendo en (4.16) tenemos

Φ′ = −εz − 1

c
∂tΛ , (4.55)

A′ = ∇Λ , (4.56)

y sustituyendo (4.55) y (4.56) en (4.18) obtenemos(
εz +

1

c
∂tΛ

)2

= λ2 + (∇Λ)2 (4.57)

⇔ ε2z2 +
2εz

c
∂tΛ +

(
1

c
∂tΛ

)2

= λ2 + (∂xΛ)2 + (∂yΛ)2 + (∂zΛ)2 . (4.58)

Analizando los términos en (4.58) a través de su dependencia funcional y en forma análoga
a los sistemas anteriores, es posible proponer:

Λ (x, t) = β1x+ β2 + f(z) + cαt , (4.59)

Con lo cual (4.58) se reescribe como sigue

ε2z2 + 2εzα + α2 = λ2 + β2
1 + β2

2 + [∂zf(z)]2

⇔ [∂zf(z)]2 = (εz + α)2 − λ2 − β2
1 − β2

2

⇔ ∂zf(z) = ±
√

(εz + α)2 − λ2 − β2
1 − β2

2

⇔ f(z) = ±
∫ √

(εz + α)2 − λ2 − β2
1 − β2

2 dz . (4.60)



4.2 La ED en la Norma no lineal AµA
µ = −λ2 38

Por compatibilidad con los resultados posteriores de la teoŕıa se elegirá el signo − de la
ráız.

∴ Λ (x, t) = β1x+ β2y

−
∫ √

(εz + α)2 − λ2 − β2
1 − β2

2 dz + cαt . (4.61)

En estos ejemplos hemos determinado expĺıcitamente la forma de Λ (r, t) para pasar a
la norma no lineal. Sin embargo, las ecuaciones (4.27), (4.38), (4.52) y (4.61) que definen
las transformaciones de norma aparentemente no están bien definidas en todo el espacio
tiempo, ya que están restringidas a regiones donde los radicales sean mayores o iguales a
cero. Esto indicaŕıa que la norma AµA

µ = −λ2 no es admisible. En el próximo caṕıtulo
discutimos una manera alternativa de calcular la función de norma Λ.



Caṕıtulo 5

La norma no lineal A
′
µA
′ µ = −λ2 y la

formulación de Hamilton-Jacobi

Como hemos visto, pasar de una norma dada Aµ a la norma no lineal significa hallar
una función Λ (x, t) tal que

[Aµ (x, t) + ∂µΛ (x, t)]2 = −λ2 . (5.1)

Ahora la pregunta relevante es cómo determinamos si la ecuación (5.1) tiene soluciones
para un Aµ arbitrario. Para contestar esto, recurrimos a la idea planteada por Yoichiro
Nambu [5]. Nambu observó que la ecuación de Hamilton-Jacobi (H-J) Relativista para
una part́ıcula en un campo externo Aµ es:[

∂µS (x, t)− q

c
Aµ (x, t)

] [
∂µS (x, t)− q

c
Aµ (x, t)

]
= −m2c2 , (5.2)

donde S es la función principal de Hamilton. La comparación de las ecuaciones (5.1) y
(5.2) muestra la correspondencia

Λ = −c
q
S , (5.3)

λ = mc2/q . (5.4)

Entonces (5.1) tendrá una solución en la medida en que haya una solución para el problema
relativista y/o su ĺımite no relativista, asociado a la part́ıcula correspondiente. En otras
palabras, el problema asociado consiste en calcular la dinámica de una part́ıcula cargada
que se mueve bajo la acción de los campos electromagnéticos cuya trasnformación de
norma nos interes estudiar. En lo sucesivo exploramos esta posibilidad para encontrar
la función de norma Λ con base en la relación (5.3) . Es decir, invertimos el proceso y
nos concentramos en el cálculo de la función principal de Hamilton (no-relativista) para
los ejemplos considerados. Posteriormente en el Caṕıtulo 7, retomamos las funciones Λ
calculadas en el Caṕıtulo 4, obtenemos las respectivas funciones principales de Hamilton
empleando la relación (5.3), calculamos su ĺımite no relativista y comparamos con los
resultados obtenidos directamente en el Caṕıtulo 6.
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5.1. La ecuación de Hamilton-Jacobi

Motivados por lo anterior, en adelante usaremos extensivamente la ecuación de Hamilton-
Jacobi. Por ello revisaremos la teoŕıa en la que está fundamentada.

El método de Hamilton-Jacobi es un camino alterno; no necesariamente un atajo, para
integrar las ecuaciones diferenciales de movimiento de un sistema Mecánica Anaĺıtica.

Esta formulación se debe casi en su totalidad a Sir William Rowan Hamilton. En su
desarrollo hizo uso de las propiedades de las ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden que también fueron consideradas por Karl Gustav Jacob Jacobi. De ah́ı que este
método en la mécanica lleve el nombre de los dos personajes.

Para comenzar, supongamos el caso de un sistema de N part́ıculas masivas, que se
mueven por el espacio f́ısico debido a la acción de fuerzas conservativas y sujeto a l
constricciones holonómicas. Sea H la función hamiltoniana de estado dinámico,

H (p,q, t) (5.5)

cuyas variables satisfacen las ecuaciones de Hamilton.

Ahora consideremos una transformación canónica, en que las nuevas coordenadas y
los nuevos momentos sean constantes de movimiento. Además pedimos que el nuevo Ha-
miltoniano K sea 0. Entonces, lo que se está proponiendo es una transformación canónica
muy especial:

T : (q,p) −→ (α, β) , K = 0 ; (5.6)

siendo las αi y βi un conjunto de 6N − 2l constantes de movimiento.

Una transformación canónica de esta naturaleza ha vuelto trivial el problema de las
ecuaciones de Hamilton.

La transformación canónica es tal que las coordenadas generalizadas y momentos
son mapeados en un punto fijo (αi, βi) del espacio fase. De hecho, si las αi y βi son
conocidas y la transformación canónica está determinada, entonces, en el caso en que ésta
sea invertible, es posible establecer el problema inverso:

T−1 : (α, β) −→ (q,p) . (5.7)

En estas condiciones, será posible conocer a las coordenadas y los momentos en todo ins-
tante. Este es el camino que propuso Hamilton al principio del siglo XIX y que se conoce
como la formulación de Hamilton-Jacobi.

Para atacar el problema, consideremos ahora que la transformación canónica (5.6), ha
sido generada por una función S̃ que pertenece a la clase F2 [20, 21]. Las funciones de
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esta clase, se definen como aquellas funciones generadoras de transformaciones canónicas,
que dependen de las “viejas”coordenadas, los “nuevos”momentos y el tiempo, en general.
Esto quiere decir que estas funciones son del tipo general siguiente:

F2 ≡ F2 (q,P, t) . (5.8)

Para que una función sea clase F2 debe satisfacer las siguientes condiciones diferenciales:

∂F2

∂qk
= pk ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.9)

∂F2

∂Pk
= Qk ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.10)

H +
∂F2

∂t
= K . (5.11)

Si esto es aśı, entonces la función generadora S̃ debe depender de las “viejas”coordenadas
generalizadas y de los “nuevos”momentos, que para este caso son todas las constantes β,
y del tiempo; esto es:

S̃ ≡ S̃ (q, β, t) ∈ F2 . (5.12)

Siendo una función de clase F2, según se ha postulado, entonces debe satisfacer las con-
diciones diferenciales (5.9), (5.10) y (5.11):

∂S̃

∂qk
= pk ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.13)

∂S̃

∂βk
= αk ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.14)

H +
∂S̃

∂t
= 0 . (5.15)

La función generadora S̃ se conoce como la función principal de Hamilton y es ella la que
genera, por hipótesis, la transformación canónica (5.6).

Para convencernos de que, en efecto, la función principal de Hamilton (5.12) genera, a
través de las condiciones diferenciales (5.13) y (5.14), la transformación canónica buscada,
merece la pena estudiar con detalle aqúı estas expresiones.

Supongamos por el momento que la función principal de Hamilton es conocida. Ahora
pensemos que esta función es derivada parcialmente, con respecto a cada una de las viejas
coordenadas, tal como se establece en (5.13). Lo que se obtiene al derivar esta función con
respecto a cada qk es una nueva función (una por cada derivada) que, en general, se puede
entender como dependiente, nuevamente, de las viejas coordenadas, de los parámetros βk
y del tiempo. Si se designa a cada una de las funciones que resultan de este proceso de
derivación como Φk, esto es:

∂S̃

∂qk
≡ Φk (q, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.16)
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entonces, de acuerdo con (5.13), lo que se ha obtenido es un sistema de 3N − l ecuaciones
simultáneas:

pk ≡ Φk (q, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.17)

El mismo razonamiento es válido para la segunda parte de las condiciones diferenciales
(5.14); i.e., si S̃ es conocida, entonces al derivarla con respecto a cada uno de los parámteros
β, se va a obtener una función Ψk que, en general, debe suponerse como una función de
viejas coordenadas, parámetros β y el tiempo:

∂S̃

∂βk
= Ψk (q, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.18)

de tal modo que, de acuerdo con (5.14) se ha establecido ahora un sistema de 3N − l
ecuaciones simultáneas:

αk ≡ Ψk (q, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.19)

De este último paso, haciendo únicamente álgebra, es posible despejar cada una de las
3N − l coordenadas generalizadas q1, q2, ..., q3N−l, en función de los parámetros α, β y el
tiempo t; esto es:

qk = qk (α, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.20)

Una vez despejadas las coordenadas, se puede ahora sustituir cada una de ellas, tal co-
mo se ve en (5.20), en las expresiones (5.17). Aśı, lo que queda son 3N − l momentos
generalizados, en términos de los parámetros

pk = pk (α, β, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l , (5.21)

Lo que se ha obtenido son las fórmulas parámetricas de coordenadas y momentos, en
función del tiempo. En otras palabras, se trata de toda una familia de trayectorias en el
espacio fase. Para conocer cuál de todas las trayectorias es la que el sistema dinámico
seguirá, es necesario despejar los parámetros α y β de las expresiones (5.20) y (5.21). Se
obtiene lo siguiente:

αk ≡ αk (q,p, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l (5.22)

βk ≡ βk (q,p, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l . (5.23)

Estas son las nuevas expresiones para una transformación canónica de “viejas ”a “nuevas
”coordenadas y momentos; que se describieron genéricamente en (5.6).

Ahora si se establecen las condiciones iniciales en (5.22) y (5.23) al tiempo t0, se tiene
que:

αk ≡ αk (q0,p0, t0) ; k = 1, 2, ..., 3N − l (5.24)

βk ≡ βk (q0,p0, t0) ; k = 1, 2, ..., 3N − l . (5.25)
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Esto significa que los parámetros α y β han quedado totalmente determinados.

Finalmente, sustituyendo estas funciones de las condiciones iniciales, de vuelta en
(5.20) y (5.21), proceso que describe (5.7) obtenemos:

qk ≡ qk (q0,p0, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l (5.26)

pk ≡ pk (q0,p0, t) ; k = 1, 2, ..., 3N − l . (5.27)

Estas son las ecuaciones de movimiento del sistema, en términos de sus condiciones ini-
ciales. Por lo tanto, el problema ha quedado resuelto.

Sin embargo, aún necesitamos conocer la función principal de Hamilton. Para obtenerla
es necesario revisar una condición diferencial que aún no ha sido explorada: se trata de
la (5.15). Recordando que el Hamiltoniano es función de las coordenadas generalizadas y
de los momentos canónicos conjugados, esta expresión se puede reescribir como

H
(
q,∇S̃, t

)
+
∂S̃

∂t
= 0 , (5.28)

en donde se ha sustituido, en vez de los momentos, las derivadas parciales de la función
principal de Hamilton, con respecto a las coordenadas generalizadas de acuerdo con (5.13).

La expresión (5.28) es una ecuación diferencial no lineal de primer orden, en las deri-
vadas parciales de la función principal de Hamilton, S̃. Se trata de la llamada ecuación
de Hamilton-Jacobi. Para hallar la función S̃ es necesario resolver esta ecuación.

Finalmente, es conveniente investigar un poco más acerca de la naturaleza de la función
principal de Hamilton. Tomando la diferencial total y de acuerdo con su dependencia
funcional (5.12), se tiene que

dS̃ =
∂S̃

∂qk
dqk +

∂S̃

∂βk
dβk +

∂S̃

∂t
dt . (5.29)

Como los nuevos momentos βk son constantes (5.29) se reduce a

⇒ dS̃

dt
=
∂S̃

∂qk
q̇k +

∂S̃

∂t
. (5.30)

Pero las derivadas de S̃ con respecto a las coordenadas son los momentos, según se ve en
(5.13) y la derivada temporal, de acuerdo con H-J (5.28), es el Hamiltoniano, tal como se
deduce de (5.15). De este modo

dS̃

dt
= pkq̇k −H = L ; (5.31)

donde L es el Lagrangiano. Por lo tanto, integrando se obtiene que:

S̃ =

∫ t1

t0

L dt =

∫ t1

t0

(pkq̇k −H) dt . (5.32)

Aśı, se ha demostrado que la función principal de Hamilton es la Acción del sistema.



5.2 Ecuaciones de movimiento y
el papel de los extremos fijos en la acción 44

5.2. Ecuaciones de movimiento y

el papel de los extremos fijos en la acción

Como sabemos las ecuaciones de movimiento del sistema se obtienen a partir del Prin-
cipio de Mı́nima Acción que establece lo siguiente[20, 22]: “De entre todas las trayectorias
posibles que un sistema pudiera seguir bajo ciertas fuerzas aplicadas y constricciones
espećıficas en un intervalo de tiempo t0 y t1, la que realmente ocurrirá es aquella que
corresponda a un valor extremal de una funcional llamada Acción”, cuya expresión ma-
temática es

δS = 0 . (5.33)

En términos del Lagrangiano la acción es

S̃ =

∫ t1

t0

L (q, q̇, t) dt . (5.34)

Al calcular la primera variación de esta acción, se obtiene

δS̃ =

∫ t1

t0

δL (q, q̇, t) dt , (5.35)

=

∫ t1

t0

(
∂L

∂qk
δqk +

∂L

∂q̇k
δq̇k

)
dt = 0 , (5.36)

con la regla de suma sobre ı́ndices repetidos. Pero el término en las variaciones de las
velocidades, lo podemos reescribir ya que la operación de variación y la derivación total
con respecto al tiempo son conmutativas. De este modo al integrar por partes el segundo
integrando de (5.36) y al factorizar hallamos la siguiente expresión

δS̃ =
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
δqk

t1
t0

+

∫ t1

t0

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
δqk dt = 0 . (5.37)

Como toda la expresión tiene que ser igual a cero, esto pasa únicamente si en el primer
sumando, que depende solamente de los extremos, la variación de las coordenadas en esos
puntos es cero. Esto impone la condición de extremos fijos en el principio variacional. Por
otro lado, las variaciones que sufre la trayectoria del sistema entre t0 y t1 son arbitrarias
excepto en los dos puntos ya mencionados, por lo cual, el corchete del segundo sumando
también debe ser igual a cero, i.e.,

δqk(t0) = δqk(t1) = 0 , (5.38)

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0 . (5.39)

Observamos que la última condición nos da las ecuaciones de Euler-Lagrange. Si denota-
mos por q(t1) = q1 y a q(t0) = q0 podemos concluir que

S̃ = S̃ (q1,q0, t1, t0) . (5.40)
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Sin embargo, es posible cambiar las variables del sistema dentro de la acción a través
de una transformación de Legendre entre la velocidad q̇ y el momento p. Esto se logra
introduciendo el Hamiltoniano del sistema como se hace en (5.32)

S̃ =

∫ t1

t0

[pkq̇k −H (q,p, t)] dt = 0 . (5.41)

Aplicando el Principio de Mı́nima Accción a S̃, obtenemos

δS̃ =

∫ t1

t0

[δ (pkq̇k) + δH (q,p, t)] dt , (5.42)

=

∫ t1

t0

[
pkδq̇k + q̇kδpk −

∂H

∂qk
δqk −

∂H

∂pk
δpk

]
dt = 0 . (5.43)

Al integrar por partes pkδq̇k y factorizar, tenemos:

δS̃ = pkδqk

t1
t0

+

∫ t1

t0

[(
−ṗk −

∂H

∂qk

)
δqk +

(
q̇k −

∂H

∂pk

)
δpk

]
dt = 0 . (5.44)

Como ya vimos anteriormente, para que esta expresión sea igual a cero, debemos tomar
extremos fijos en q(t1) = q1 y a q(t0) = q0. Además como las variaciones con respecto a
las coordenadas y momentos son arbitrarias en el intervalo [t0, t1], encontramos que:

δqk(t0) = δqk(t1) = 0 , (5.45)

∂H

∂qk
= −ṗk , (5.46)

∂H

∂pk
= q̇k . (5.47)

Identificamos las ecs. (5.46) y (5.47) como las ecuaciones de Hamilton. Además observa-
mos que pese a haber hecho la transformación de Legendre al Hamiltoniano, el principio
variacional resultante requiere mantener las coordenadas fijas en los extremos de acuerdo
con la ec.(5.45). Concluyendo de nueva cuenta que S̃ tiene la misma dependencia que en
(5.40).

Siguiendo estas ideas, es posible hacer que la acción dependa de otras variables distintas
a las ya indicadas. Esto se muestra en el siguiente ejemplo: donde consideramos la misma
acción (5.32), sólo que le sumamos una función particular:

S̃ =

∫ t1

t0

[pkq̇k −H (q,p, t)] dt− pkqk

t0
. (5.48)

Aplicando el Principio de Mı́nima Acción se tiene

δS̃ =

∫ t1

t0

[pkδq̇k + q̇kδpk − δH (q,p, t)] dt− pkδqk

t0
− qkδpk


t0

= 0 . (5.49)
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Integrando por partes pkδq̇k y factorizando los términos semejantes obtenemos

δS̃ = pkδqk

t1
t0

+

∫ t1

t0

[(
−ṗk −

∂H

∂qk

)
δqk +

(
q̇k −

∂H

∂pk

)
δpk

]
dt

−pkδqk

t0
− qkδpk


t0
, (5.50)

=

∫ t1

t0

[(
−ṗk −

∂H

∂qk

)
δqk +

(
q̇k −

∂H

∂pk

)
δpk

]
dt

−pkδqk

t1
− qkδpk


t0

= 0 . (5.51)

Para que esta ecuación sea igual a cero, utilizamos los hechos antes descritos: i) la arbitra-
riedad de las variaciones de las coordenadas y de los momentos en el intervalo; y ii) fijar
los extremos, que en este caso son q(t1) = q1 y a p(t0) = p0, obteniendo las siguientes
condiciones:

δpk(t0) = δqk(t1) = 0 , (5.52)

∂H

∂qk
= −ṗk , (5.53)

∂H

∂pk
= q̇k . (5.54)

Vemos que recuperamos las ecuaciones de Hamilton (5.46) y (5.47). Sin embargo la acción
tiene ahora una nueva dependencia:

S̃ = S̃ (q1,p0, t1, t0) . (5.55)

Esta clase de transformaciones entre variables independientes de la acción son un caso
particular de las transformaciones canónicas [20, 21].

Por otro lado, la ecuación (5.32) nos permite desarrollar un método alterno para en-
contrar la acción del sistema basado en la solución de las ecuaciones de movimiento, en
vez de resolver la ecuación de H-J(5.28). Este método se basa en tomar el Lagrangiano del
sistema e integrarlo con respecto al tiempo de t0 a t1. Sin embargo para poder integrar el
Lagrangiano en ese intervalo es necesario conocer q(t) como función de los extremos fijos.

El caso de un sistema conservativo permite el uso del método de separación de varia-
bles para resolver la ec. de Hamilton-Jacobi (5.28), ya que el Hamiltoniano no depende
expĺıcitamente del tiempo. Proponemos:

S̃ (q, β, t) = W (q, β)− Et , (5.56)

donde E es una constante de separación. Sustituyendo (5.56) en (5.28) se consigue

H (q,∇W ) = E . (5.57)
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Lo que identifica a E con la enerǵıa del sistema. La función W definida en (5.56) se le cono-
ce como función caracteŕıstica de Jacobi. La ecuación de H-J (5.57) queda ahora expresada
en términos de las derivadas de esta función con respecto a las coordenadas generalizadas.

Los resultados obtenidos en (5.32) y (5.56) serán de mucha ayuda en desarrollos pos-
teriores.

5.3. La part́ıcula libre

Como un ejemplo simple de muchas de las propiedades enunciadas anteriormente consi-
deremos el caso de una part́ıcula libre en una sola dimensión con las siguientes condiciones
iniciales:

x (t0 = 0) = 0 , (5.58)

x (t1) = x1 . (5.59)

El Lagrangiano para este sistema es

L =
mẋ2

2
. (5.60)

5.3.1. La acción calculada a partir de la ecuaciones de movi-
miento

Primero calculamos la acción directamente a partir de las ecuaciones de movimiento.
Partimos de

S̃ =

∫ t1

0

mẋ2

2
dt . (5.61)

La velocidad v = ẋ que es una constante está en función de las condiciones iniciales:
v = x1/t1. Entonces

S̃(x1, t1) =
mv2

2

∫ t1

0

dt =
mx2

1

2t21
t1 =

mx2
1

2t1
. (5.62)

5.3.2. La acción calculada a partir de la ecuación de Hamilton-
Jacobi

Sin embargo, es posible hallar la acción a través de la solución directa de la ecuación
de Hamilton-Jacobi. El Hamiltoniano de este sistema es

H =
p2

2m
, (5.63)
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y la ecuación de Hamilton-Jacobi a resolver es

1

2m

(
∂S̃

∂x

)2

+
∂S̃

∂t
= 0 . (5.64)

Como H no depende expĺıcitamente del tiempo, proponemos

S̃ ≡ S̃ (x, E , t) = W (x, E)− Et . (5.65)

Como se trata de un sistema con un solo grado de libertad, la función principal de
Hamilton correspondiente debe concebirse como función de una sola variable y de un solo
parámetro E . Considerando esto y sustituyendo la ec.(5.65) en la (5.64) obtenemos:

1

2m

(
∂W

∂x

)2

= E ⇔ p =
∂W

∂x
= ±
√

2mE . (5.66)

Eligiendo el signo + se encuentra que

S̃(x, t) =
√

2mEx− Et . (5.67)

5.3.3. La relación entre ambos métodos

Para establecer la conexión entre las acciones (5.62) y (5.67) identificamos, en la ecua-
ción anterior la constante de separación E con la enerǵıa total. Más aún ésta se debe
identificar con el parámetro β1 indicado en la formulación general del método de Hamilton-
Jacobi.

Entonces, al usar la condición diferencial (5.14) obtenemos

∂S̃

∂β1

≡ ∂S̃

∂E
≡ ∂W

∂E
− t =

mx√
2mE

− t = α1 . (5.68)

Despejando x(t) encontramos que

x(t) =

√
2E
m

(t+ α1) . (5.69)

Al aplicar la condición inicial x (t0 = 0) = 0 llegamos a que

α1 = −t0 = 0 . (5.70)

Con esto concluimos que α1 representa el tiempo inicial al cual empieza el movimiento de
la part́ıcula.
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También, después de aplicar la condición inicial x (t1) = x1 obtenemos

x1 =

√
2E
m
t1 . (5.71)

Ahora bien, en la expresión (5.67) necesitamos eliminar la enerǵıa para dejar a la acción
como función únicamente de x y t como se ve en (5.62). Entonces de (5.71), despejamos
E :

E =
m

2

x2
1

t21
. (5.72)

Sustituyendo E en (5.67) se tiene

S̃ (x, t) =
mx1

t1
x1 −

m

2

x2
1

t21
t1 , (5.73)

=
mx2

1

2t1
. (5.74)

Hemos mostrado aśı que los dos métodos son equivalentes.

5.3.4. Las variables canónicas conjugadas en el método de Hamilton-
Jacobi

Para concluir el estudio de la part́ıcula libre, y de acuerdo con la teoŕıa general,
verificaremos que E = β1 y α1, son variables conjugadas. Para ello, introduciremos los
corchetes de Poisson. Dadas dos funciones A y B cualesquiera, que están definidas en el
espacio fase y son derivables, se define el corchete de Poisson de A y B como:

{A,B} ≡ ∂A

∂qk

∂B

∂pk
− ∂A

∂pk

∂B

∂qk
, (5.75)

con la regla de suma sobre los ı́ndices repetidos.

Entonces, queremos calcular el corchete de Poisson de α1 y E = β1, para lo cual es
necesario expresar a estas constantes como funciones de x y p. De (5.66) despejamos E

β1 = E =
p2

2m
. (5.76)

Usando esta ecuación y despejando α1 de (5.68) obtenemos:

α1 =
mx

p
− t , (5.77)

Sustituyendo (5.77) y (5.76) en la definición del corchete de Poisson, tenemos

{α1, E = β1} =
∂

∂x

(
mx

p
− t
)
∂

∂p

(
p2

2m

)
− ∂

∂p

(
mx

p
− t
)

∂

∂x

(
p2

2m

)
=
m

p

p

m
= 1 .

(5.78)
Con esto último hemos probado que α1 y E son variables conjugadas.



Caṕıtulo 6

Aplicación de la ecuación de
Hamilton-Jacobi para pasar a la

norma A
′
µA
′ µ = −λ2

En este caṕıtulo aplicaremos el método de Hamilton-Jacobi de acuerdo a la sugerencia
de Nambu, para construir los potenciales en la norma no lineal A

′
µA

′ µ = −λ2 a partir de
la norma de Coulomb. El método está basado en la construcción de la función principal de
Hamilton-Jacobi del problema dinámico asociado, que se relaciona con la función Λ que
produce la transformación de norma buscada, mediante la expresión (5.3). A continuación
calculamos las acciones no-relativistas de los ejemplos considerados, que posteriormente
compararemos con los ĺımites no relativistas de las correspondientes acciones obtenidas
a partir de los resultados en el Caṕıtulo 4. Para los casos considerados previamente sólo
estudiaremos el ĺımite no relativista de la ecuación de H-J Relativista (5.2) y calcularemos
las respectivas funciones principales de Hamilton. La relación entre ambos reǵımenes se
describe en el siguiente diagrama:

pµp
µ = − (mc)2 [1]

pµ→pµ−
qAµ
c

��

No Relativista // E = p2

2m
[2]

E→E−qΦ p→p− qA
c

��(
pµ − q

c
Aµ
)2

= − (mc)2 [3]

pµ→∂µS
��

No Relativista // E − qΦ = 1
2m

(
p− q

c
A
)2

[4]

p→∇S̃ E→−∂tS̃
��(

∂µS − q
c
Aµ
)2

= − (mc)2 [5] No Relativista // −
(
∂S̃
∂t

+ qΦ
)

= 1
2m

(
∇S̃ − q

c
A
)2

[6]
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Expliquemos el diagrama recién mostrado. Empecemos por la primera columna. Primero
que nada definamos el 4-momento como sigue:

pµ ≡
(
E

c
,p

)
(6.1)

⇒ pµp
µ = −E

2

c2
+ p2 = − (mc)2 . (6.2)

Con lo cual obtenemos pµp
µ = − (mc)2 que es la ecuación [1] del diagrama.

No obstante, nosotros estamos estudiando el movimiento de una part́ıcula relativista
en un campo electromagnético. De acuerdo a la sección 2.3 entonces para describir la in-
teracción debemos llevar a cabo la sustitución mı́nima, i.e., reemplazar pµ por pµ−qAµ/c
en [1], obtienendo la ecuación [3] del diagrama.

Después de esto, la formulación de Hamilton-Jacobi requiere que se haga la sustitución
pµ → ∂µS, siendo S la acción de la part́ıcula, con lo cual llegamos a la ecuación [5] del
diagrama.

Ahora, en la segunda columna, representamos el ĺımite no relativista de las ecuaciones
de la columna precedente. Sabemos que

p0 =
E

c
=

1

c

√
c2p2 +m2c4 = mc

√
1 +

p2

m2c2
. (6.3)

Para ir de la ecuación [1] a la ecuación [2] del diagrama necesitamos considerar el ĺımite
cuando m→∞. Si expandemos (6.3) como binomio se tiene que

p0 = mc

(
1 +

p2

2m2c2
+ ...

)
(6.4)

' mc+
p2

2mc
= mc+

E
c
. (6.5)

Para identificar E , observamos lo siguiente

pµp
µ = −

(
mc+

E
c

)2

+ p2 = − (mc)2 ⇔ −m
(
mc2 + 2E +

E2

mc2

)
+ p2 = − (mc)2 .

(6.6)
Si además m� E se desprecia el último sumando de la izquierda y hallamos que

E =
p2

2m
. (6.7)

Observamos que la ec.(6.7) coincide con la ec. [2] del diagrama y es la enerǵıa como fun-
ción del momento de una part́ıcula libre no relativista.
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Sin embargo, debemos adecuar esta expresión para la correspondiente part́ıcula car-
gada en un campo electromagnético. Por ello, tenemos que sustituir p por p − qA/c y
E → E − qΦ en la ec.(6.7); con lo cual obtenemos la ec. [4] del diagrama.

Finalmente, la ecuación [6] del diagrama se obtiene al hacer las sustituciones p→ ∇S̃
y E → −∂tS̃ en [4], establecidas en la formulación de Hamilton-Jacobi, donde S̃ es la
función principal de Hamilton no relativista de la part́ıcula.

Además en este diagrama se puede ver que la ecuación de Hamilton-Jacobi Relativista
(5.2) es justo la que se halla en la esquina inferior izquierda del diagrama. Mientras que
el ĺımite no relativista de dicha ecuación es la hallada en la esquina inferior derecha.

Para demostrar esta afirmación , reescribimos la ec.(5.2) de la siguiente manera

−
(
∂0S −

q

c
A0

)2

+
(
∂iS −

q

c
Ai

)2

= −m2c2 (6.8)

⇔ −
(
∂0S −

q

c
A0

)2

= −m2c2 −
(
∂iS −

q

c
Ai

)2

(6.9)

⇔ ∂0S −
q

c
A0 = ±

√
m2c2 +

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

(6.10)

⇔ 1

c
∂tS +

q

c
Φ = ±mc

√
1 +

1

m2c2

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

. (6.11)

Entonces, al expandir el binomio,

∂tS + qΦ ' ±mc2 ± 1

2m

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

(6.12)

⇔ ∂tS + qΦ∓mc2 = ± 1

2m

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

(6.13)

⇔ ∂t
(
S ∓mc2t

)
= ± 1

2m

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

(6.14)

⇔ −∂t
(
S ∓mc2t

)
= ∓ 1

2m

(
∂iS −

q

c
Ai

)2

. (6.15)

Sin embargo, antes de concluir con este desarrollo ¿qué signo debemos escoger en la
ec.(6.15)? Para responder a esta pregunta establezcamos la ecuación de Hamilton-Jacobi
no relativista de una part́ıcula libre

(∇S̃)2

2m
= −∂S̃

∂t
. (6.16)

Entonces, si en la ec.(6.15) hacemos Aµ = 0, nos damos cuenta que el signo + (en el ±)
de la ecuación es el adecuado, obteniendo aśı:

− ∂t
(
S +mc2t

)
=

1

2m
(∂iS)2 . (6.17)
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Por lo tanto, las ecuaciones (6.16) y (6.17) describen al mismo sistema f́ısico si hacemos
la siguiente definición

S̃ ≡ S +mc2t . (6.18)

De este modo, la ec.(6.18) nos da una relación expĺıcita a primer orden en 1/m entre la
acción relativista S y la acción no relativista S̃. Dicha relación será de utilidad en desa-
rrollos posteriores.

Un punto importante que discutimos a continuación es el ĺımite no relativista de la
norma no lineal. Para ello reescribimos (4.2) de la siguiente forma

A0 ′
= ±

(
λ2 + A′

2
)1/2

(6.19)

= ±λ
(

1 +
A′2

λ2

)1/2

, (6.20)

considerando λ > 0 y suponiendo que λ2 >> A′2, expandemos el binomio obteniendo

A0 ′
= ±λ

(
1 +

1

2

A′2

λ2
+ ...

)
(6.21)

' ±λ± A′2

2λ
(6.22)

⇒ A0 ′ ∓ λ ' ±A′2

2λ
. (6.23)

Sin embargo, la constante λ que le es sumada al potencial A0 ′
en (6.23) no tiene efectos

observables, puesto que no alterará al campo eléctrico y por compatibilidad con el resul-
tado posterior de este caṕıtulo se eligirá el signo − (en el ±). Por lo tanto, definimos al
potencial escalar en el ĺımite no relativista como sigue:

Ã0 ′
= A0 + λ = −A′2

2λ
. (6.24)

Finalmente, demostraremos a continuación de manera análoga al caso relativista que la
condición no relativista de la norma no lineal (6.24) nos devuelve la ecuación [6] del cua-
dro arriba presentado. Se trata de la ecuación de Hamilton-Jacobi no relativista para una
part́ıcula en un campo electromagnético.

Realizando la transformación de norma (4.16) en (6.24), obtenemos

Ã0 + ∂0Λ̃ = − 1

2λ

(
A + ∂iΛ̃

)2

, (6.25)

⇔ Ã0 − ∂0Λ̃ = − 1

2λ

(
A + ∂iΛ̃

)2

. (6.26)

Usando (5.4) resulta

Φ− 1

c
∂tΛ̃ = − q

2mc2

(
A +∇Λ̃

)2

. (6.27)
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Si, análogamente a la ecuación(5.3), proponemos la relación

Λ̃ = −c
q
S̃ , (6.28)

y la sustituimos en (6.27) encontramos que

Φ +
1

q
∂tS̃ = − q

2mc2

(
A−∇S̃

)2

, (6.29)

⇒ −
(

Φ +
1

q
∂tS̃

)
=

q

2mc2

(
A− c

q
∇S̃
)2

(6.30)

⇒ −
(
qΦ + ∂tS̃

)
=

q2

2mc2

(
c

q
∇S̃ −A

)2

(6.31)

∴ −
(
qΦ + ∂tS̃

)
=

1

2m

(
∇S̃ − q

c
A
)2

. (6.32)

6.1. La carga en presencia del campo Coulombiano

6.1.1. Cáculo de la acción usando las cantidades conservadas

Ahora encontraremos la acción de un sistema constituido por una part́ıcula en presen-
cia de otra que induce un potencial coulombiano en el espacio. Dado que este problema
es básicamente el problema de Kepler de una fuerza central, simplificaremos el problema
de tres a dos dimensiones pues es conocido que el momento angular de la part́ıcula es una
constante de movimiento. Comenzamos por plantear el Lagrangiano de este sistema en
dos dimensiones

L (r, ṙ, t) =
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− qQ

r
. (6.33)

Al analizar este Lagrangiano se aprecia que no depende de θ. En otras palabras, θ es una
coordenada ignorable. Si calculamos la ecuación de Euler-Lagrange para θ se obtiene

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= 0 . (6.34)

Por lo tanto el momento canónico conjugado a esta coordenada se conserva:

l ≡ pθ ≡
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ = cte . (6.35)

También vemos que (6.33) no depende del tiempo, es decir que el sistema se encuentra en
un movimiento estacionario y como tampoco hay fuerzas generalizadas no conservativas,
podemos entonces imponer la conservación de la enerǵıa; como se muestra a continuación

E = T (ṙ, θ̇) + V (r) , (6.36)

=
mṙ2

2
+
mr2θ̇2

2
+
qQ

r
. (6.37)
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Tomando mr2θ̇ de (6.35) y sustituyéndolo en (6.37), obtenemos la expresión para la
conservación de la enerǵıa de este sistema

E =
mṙ2

2
+
lθ̇

2
+
qQ

r
, (6.38)

o bien,

E =
mṙ2

2
+

l2

2mr2
+
qQ

r
. (6.39)

Ahora establecemos la acción de este sistema en base al Lagrangiano (6.33)

S̃ =

∫ [
m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
− qQ

r

]
dt , (6.40)

=

∫
mṙ2

2
dt+

∫
mr2θ̇2

2
dt−

∫
qQ

r
dt . (6.41)

Sustituyendo l a partir de (6.35), tenemos

S̃ =

∫
mṙ2

2
dt+

∫
lθ̇

2
dt−

∫
qQ

r
dt . (6.42)

Ahora despejamos qQ/r de (6.38) y lo sustituimos

S̃ =

∫
mṙ2

2
dt+

∫
lθ̇

2
dt−

∫ (
E − mṙ2

2
− lθ̇

2

)
dt (6.43)

=

∫
mṙ2

2

dr

ṙ

∫
lθ̇

2
dt−

∫
E dt+

∫
mṙ2

2

dr

ṙ
+

∫
lθ̇

2
dt , (6.44)

=

∫
mṙ dr +

∫
lθ̇ dt−

∫
E dt . (6.45)

Por otro lado ṙ se puede determinar a partir de la conservación de la enerǵıa (6.39) de la
siguiente manera

ṙ =

√
2

m

(
E − qQ

r
− l2

2mr2

)
. (6.46)

Entonces,

S̃ = m

∫ √
2

m

(
E − qQ

r
− l2

2mr2

)
dr + l

∫
θ̇ dt− E

∫
dt , (6.47)

=

∫ √
2mE − 2mqQ

r
− l2

2mr2
dr + lθ − Et . (6.48)
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6.1.2. Cáculo de la acción resolviendo directamente la ecuación
de Hamilton-Jacobi

A continuación, encontraremos la acción resolviendo directamente la ec. (5.28) para
este sistema[24]. El Hamiltoniano para este sistema en coordenadas polares es:

H (r,p) =
1

2m

(
p2
r +

p2
θ

r2

)
+
qQ

r
, (6.49)

con lo cual establecemos la ecuación de H-J

1

2m

(∂S̃
∂r

)2

+
1

r2

(
∂S̃

∂θ

)2
+

qQ

r
+
∂S̃

∂t
= 0 . (6.50)

Para resolver dicha ecuación propongamos la siguiente separación de variables

S̃ (r, t) = W1(r) +W2(θ) +W3(t) . (6.51)

Sustituyendo (6.51) en (6.50)

1

2m

[(
dW1

dr

)2

+
1

r2

(
dW2

dθ

)2
]

+
qQ

r
= −dW3

dt
. (6.52)

Y haciendo (6.52) igual a una constante β3:

1

2m

[(
dW1

dr

)2

+
1

r2

(
dW2

dθ

)2
]

+
qQ

r
= β3 , (6.53)

dW3

dt
= −β3 . (6.54)

Integrando (6.54) resulta
W3 = −β3t . (6.55)

Luego multiplicamos (6.53) por 2mr2, y despejamos los términos que solo dependan
de θ, con lo que se obtiene(

dW2

dθ

)2

= r2

[
2mβ3 −

2mqQ

r
−
(
dW1

dr

)2
]
. (6.56)

Como el lado izquierdo de (6.56) depende sólo de θ y el otro lado sólo de r, entonces cada
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uno de ellos debe ser igual a una constante β2:

dW2

dθ
= β2 ⇔ W2(θ) = β2θ , (6.57)

r2

[
2mβ3 −

2mqQ

r
−
(
dW1

dr

)2
]

= β2
2 (6.58)

⇔ dW1

dr
=

√
2mβ3 −

2mqQ

r
− β2

2

r2
(6.59)

⇔ W1(r) =

∫ √
2mβ3 −

2mqQ

r
− β2

2

r2
dr (6.60)

∴ S̃ (r, t) =

∫ √
2mβ3 −

2mqQ

r
− β2

2

r2
dr

+β2θ − β3t . (6.61)

En (6.61) β2 se identifica con el momento angular de la part́ıcula l y β3 de nueva cuenta,
se identifica con la enerǵıa E . Por lo tanto, con estas identificaciones (6.61) y (6.48) son
iguales mostrando la consistencia de ambos métodos.

6.2. Part́ıcula en un campo magnético constante

6.2.1. Calculo de la acción mediante integración directa de las
ecuaciones de movimiento

Ahora encontraremos la acción para una part́ıcula sometida a un campo magnético
constante en la dirección del eje Z, integrando el Lagrangiano directamente a partir de la
primera expresión en (5.32) bajo las siguientes condiciones iniciales:

x (t0) = 0 , x (t1) = x1 ; (6.62)

y (t0) = 0 , y (t1) = y1 ; (6.63)

z (t0) = 0 , z (t1) = z1 . (6.64)

El Lagrangiano para esta part́ıcula en la norma estándar es

L (x, ẋ, t) =
mẋ2

2
+
q

c
A · ẋ =

mẋ2

2
+
qB

2c
(xẏ − yẋ) . (6.65)

No obstante, primero necesitaremos encontrar las ecuaciones de movimiento de la part́ıcula
a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, obteniendo

mẍ− qB

c
ẏ = 0 , (6.66)

mÿ +
qB

c
ẋ = 0 , (6.67)

mz̈ = 0 , (6.68)
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cuyas soluciones son respectivamente

x(t) = A (cosωt− 1) +B sinωt , (6.69)

y(t) = −A sinωt+B (cosωt− 1) , (6.70)

z(t) =
z1

t1
t , (6.71)

donde ω = qB/mc. Cabe destacar que estas soluciones ya satisfacen la condición inicial
para el tiempo t = t0. Sin embargo, como nuestro objetivo es obtener la solución S̃ =
S̃ (q1,q0, t1, t0) de la ec.(6.83), es necesario dejar la acción en función expĺıcita de los
extremos fijos. Por ello es necesario reemplazar A , B por las funciones adecuadas de x1

y y1. Imponiendo las condiciones iniciales (6.62), (6.63) y (6.64) se obtiene(
x1

y1

)
=

(
cosωt1 − 1 sinωt1
− sinωt1 cosωt1 − 1

)(
A
B

)
. (6.72)

Definiendo θ1 = ωt1 y usando las relaciones trigonométricas conocidas para el ángulo
doble, resulta (

x1

y1

)
= −2 sin

θ1

2

 sin θ1
2
− cos θ1

2

cos θ1
2

sin θ1
2

( A
B

)
. (6.73)

Si invertimos la matriz del sistema y resolvemos para A y B,(
A
B

)
=

(
−1

2
−1

2
cot θ1

2
1
2

cot θ1
2

−1
2

)(
x1

y1

)
. (6.74)

Utilizando (6.74), las ecuaciones de movimiento finalmente quedan aśı:

x(t) =

(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
(cosωt− 1) +

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
sinωt , (6.75)

y(t) = −
(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
sinωt+

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
(cosωt− 1) , (6.76)

z(t) =
z1

t1
t . (6.77)
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Sustituyendo las ecuaciones de movimiento en el lagrangiano (6.65) se tiene

L (x, ẋ, t) =
m

2

{[
−
(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
ω sinωt+

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
ω cosωt

]2

+

[(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
ω cosωt−

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
ω sinωt

]2

+

(
z1

t1

)2}
+
qB

c

[(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
(cosωt− 1) +

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
sinωt

]
[
−
(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
ω cosωt−

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
ω sinωt

]
−qB

c

[
−
(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
sinωt+

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
(cosωt− 1)

]
[
−
(
−x1

2
− y1

2
cot

θ1

2

)
ω sinωt+

(
x1

2
cot

θ1

2
− y1

2

)
ω cosωt

]
. (6.78)

Simplificando los términos semejantes, se obtiene:

L (x, ẋ, t) =
mz2

1

2t21
+
mω2

8

(
x2

1 + y2
1

)
csc2

(
θ1

2

)
cosωt . (6.79)

Ahora, de acuerdo a la ec. (5.32) tenemos que integrar este Lagrangiano de t0 = 0 a t1,
obteniendo

S̃ (x, ẋ, t) =

∫ t1

0

[
mz2

1

2t21
+
mω2

8

(
x2

1 + y2
1

)
csc2

(
θ1

2
cosωt

)]
dt ,

=
mz2

1

2t1
+
mω

4

(
x2

1 + y2
1

)
cot

(
θ1

2

)
. (6.80)

Finalmente, al quitar los sub́ındices de x, y, z y t, encontramos la acción para una part́ıcula
bajo un campo magnético constante:

S̃ (x, ẋ, t) =
mz2

2t
+
mω

4

(
x2 + y2

)
cot

(
ωt

2

)
. (6.81)

Por completez verificaremos que (6.81) satisfaga la ecuación de H-J (5.28). El Hamilto-
niano del sistema es

H (x,p) =
1

2m

[(
px +

qBy

2c

)2

+

(
py −

qBx

2c

)2

+ p2
z

]
. (6.82)

Por lo tanto, la ec.(5.28) toma la siguiente forma:

1

2m

(∂S̃
∂x

+
qBy

2c

)2

+

(
∂S̃

∂y
− qBx

2c

)2

+

(
∂S̃

∂z

)2
+

∂S̃

∂t
= 0 . (6.83)
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Calculando las derivadas y sustituyendo tenemos:

H
(
x,∇S̃

)
+
∂S̃

∂t
= 0 (6.84)

⇒ 1

2m

{[
∂

∂x

(
mω

4

(
x2 + y2

)
cot

(
ωt

2

))
+
qBy

2c

]2

+

[
∂

∂y

(
mω

4

(
x2 + y2

)
cot

(
ωt

2

))
− qBx

2c

]2

+

[
∂

∂z

(
mz2

2t

)]2}
+
∂

∂t

[
mz2

2t
+
mω

4

(
x2 + y2

)
cot

(
ωt

2

)]
=

1

2m

[(
mωx

2
cot

(
ωt

2

)
+
mωy

2

)2

+

(
mωy

2
cot

(
ωt

2

)
− mωx

2

)2

− m2z2

t2

]

−mω
2

8

(
x2 + y2

)
csc2

(
ωt

2

)
=

1

2m

[
m2ω2x2

4

(
x2 + y2

)(
cot2

(
ωt

2

)
+ 1

)
+
m2z2

t2

]
−mz

2

2t2
− mω2

8

(
x2 + y2

)
csc2

(
ωt

2

)
=
mω2

8

(
x2 + y2

)
csc2

(
ωt

2

)
+
mz2

2t2

−mz
2

2t2
− mω2

8

(
x2 + y2

)
csc2

(
ωt

2

)
= 0 . (6.85)

6.2.2. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación
de Hamilton-Jacobi en la Norma de Landau

(
A = Bx̂j

)
.

A continuación, hallaremos la acción resolviendo directamente la ecuación de H-J
(5.28) para este sistema[23]. El Hamiltoniano de una part́ıcula cargada bajo la influencia
de un campo magnético en la norma de Landau es

H (x,p) =
1

2m

[
p2
x +

(
py −

qBx

c

)2
]
. (6.86)

Haciendo la sustitución p → ∇S en (6.86) obtenemos la ecuación de Hamilton-Jacobi a
resolver:

1

2m

(∂S̃
∂x

)2

+

(
∂S̃

∂y
− qBx

c

)2
+

∂S̃

∂t
= 0 . (6.87)

Recordando que qB/c = mω, proponemos

S̃ (x, t) = W1(x) +W2(y)− β3t . (6.88)
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Entonces al sustituir en (6.87) queda

1

2m

[(
dW1

dx

)2

+

(
dW2

dy
−mωx

)2
]

+
dW3t

dt
= 0 (6.89)

⇔ 1

2m

[(
dW1

dx

)2

+

(
dW2

dy
−mωx

)2
]

= −dW3t

dt
= β3 , (6.90)

obteniendo la siguiente ecuación:(
dW1

dx

)2

+

(
dW2

dy
−mωx

)2

= 2mβ3 . (6.91)

Separando (6.91) en las variables dependientes:(
dW1

dx

)2

− 2mβ3 =

(
dW2

dy
−mωx

)2

(6.92)

⇔ dW2

dy
= mωx+

√(
dW1

dx

)2

− 2mβ3 = β2 . (6.93)

Hallamos las siguientes ecuaciones

mωx+

√(
dW1

dx

)2

− 2mβ3 = β2 , (6.94)

W2(y) = β2(y) . (6.95)

Reescribiendo (6.94) obtenemos

dW1

dx
=

√
2mβ3 + (β2 −mωx)2 (6.96)

⇔ W1(x) =

∫ √
2mβ3 + (β2 −mωx)2 dx . (6.97)

Para nuestros fines posteriores, es suficiente con dejar indicada la integral en (6.97). De
modo que la expresión final de la acción es

S̃ (x, t) =

∫ √
2mβ3 + (β2 −mωx)2 dx+ β2y − β3t . (6.98)

Sin embargo, la integral se puede realizar al hacer u = β2 −mωx y al usar la fórmula∫ √
u2 + a2 du =

u

2

√
u2 + a2 +

a2

2
ln

(
u

a
+

√
u2

a2
+ 1

)
(6.99)

=
u

2

√
u2 + a2 +

a2

2
arcsinh

(u
a

)
, (6.100)

resultando

W1(x) = −β2 −mωx
2mω

√
2mβ3 + (β2 −mωx)2 +mβ3arcsinh

(
β2 −mωx√

2mβ3

)
. (6.101)
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6.2.3. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación
de Hamilton-Jacobi en la Norma estándar

(
A = −B

2 ŷi + B
2 x̂j
)
.

Aqúı resolveremos de igual forma la ecuación de H-J (5.28) pero en la norma de
éstandar[23]. Entonces, el Hamiltoniano de una part́ıcula cargada bajo la influencia de un
campo magnético de estas condiciones es

H (x,p) =
1

2m

[(
px +

qBy

2c

)2

+

(
py −

qBx

2c

)2
]
. (6.102)

Sustituyendo p→ ∇S en (6.102) obtenemos la ecuación de Hamilton-Jacobi a resolver:

1

2m

(∂S̃
∂x

+
mωy

2

)2

+

(
∂S̃

∂y
− mωx

2

)2
+

∂S̃

∂t
= 0 . (6.103)

Donde que qB/c = mω. Proponemos

S̃ (x, t) = W1(x) +W2(y) +
mωxy

2
− β3t . (6.104)

Sustituyendo en (6.103) obtenemos

1

2m

[(
dW1

dx
+
mωy

2
+
mωy

2

)2

+

(
dW2

dy
+
mωx

2
− mωx

2

)2
]
− β3 = 0 (6.105)

⇔ 1

2m

[(
dW1

dx
+mωy

)2

+

(
dW2

dy

)2
]

= β3 .(6.106)

En analoǵıa con el problema en la norma de Landau tenemos que despejar dW1/dx e
igualar a una constante β2, como se muestra a continuación

⇒ dW1

dx
=

√
2mβ3 −

(
dW2

dy

)2

−mωy = β2 , (6.107)

obteniendo las siguientes ecuaciones:

W1(x) = β2x , (6.108)

dW2

dy
=

√
2mβ3 − (β2 −mωy)2 . (6.109)

Integrando (6.109) resulta

W2(y) =

∫ √
2mβ3 − (β2 −mωy)2 dy . (6.110)
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Para fines posteriores es suficiente con dejar la integral indicada (6.110). De esta forma
la acción es:

S̃ (x, t) = β2x+

∫ √
2mβ3 − (β2 −mωy)2 dy +

mωxy

2
− β3t . (6.111)

No obstante, la integral se puede realizar al hacer u = β2−mωy y usar la siguiente fórmula
para n = 1

−
∫ (

a2 − u2
)n/2

du = −u (a2 − u2)
n/2

n+ 1
+

a2n

n+ 1

∫
−
(
a2 − u2

)n/2−1
du , n 6= −1 ;

(6.112)
obtenemos

W2(y) (x, t) = − 1

mω

[
β2 −mωy

2

√
2mβ3 − (β2 −mωy)2

]
+
β3

m
arc cos

(
β2 −mωy√

2mβ3

)
.

(6.113)

6.3. La carga en un campo eléctrico constante

6.3.1. Calculo de la acción mediante integración directa de las
ecuaciones de movimiento

Ahora encontraremos la acción para una part́ıcula bajo la influencia de un campo
eléctrico constante en la dirección del eje Z con las mismas condiciones iniciales y el mis-
mo procedimiento del problema del campo magnético constante.

El Lagrangiano de este sistema es

L (x, ẋ, t) =
mẋ2

2
− qΦ =

mẋ2

2
+ qεz . (6.114)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este sistema son

mẍ = 0 , (6.115)

mÿ = 0 , (6.116)

mz̈ + qε = 0 , (6.117)

cuyas soluciones son respectivamente

x(t) = c1t+ c2 , (6.118)

y(t) = c3t+ c4 , (6.119)

z(t) =
qε

2m
t2 + c5t+ c6 . (6.120)
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Aplicando las condiciones iniciales a estas soluciones obtenemos

x(t) =
x1

t1
t , (6.121)

y(t) =
y1

t1
t , (6.122)

z(t) =
ωt2

2
+

(
z1

t1
− θ1

2

)
t . (6.123)

Donde ω = qε/m y θ1 = ωt1. Sustituyendo estas ecuaciones en la ec. (6.114) se tiene que

L (x, ẋ, t) =
m

2

[
x2

1

t21
+
y2

1

t21
+

(
ωt+

z1

t1
− θ1

2

)2
]

+mω

[
ωt2

2
+

(
z1

t1
− θ1

2

)
t

]
. (6.124)

Simplificando la expresión anterior obtenemos

L (x, ẋ, t) =
m

2t21

(
x2

1 + y2
1 + z2

1

)
− mz1θ1

2t1
+
mθ2

1

8
−mωθ1t+

2mωz1t

t1
+mω2t2 . (6.125)

El siguiente paso es integrar este Lagrangiano de t0 = 0 a t1 de acuerdo con la primera
expresión en (5.32), obteniendo

S̃ (x, ẋ, t) =

∫ t1

0

[
m

2t21

(
x2

1 + y2
1 + z2

1

)
− mz1θ1

2t1
+
mθ2

1

8
−mωθ1t+

2mωz1t

t1
+mω2t2

]
dt ,

=
m

2t1

(
x2

1 + y2
1 + z2

1

)
− mz1θ1

2
+
mθ2

1t1
8
− mωθ1t

2
1

2
+mωz1t1 +

mω2t31
3

,

=
m

2t1

(
x2

1 + y2
1 + z2

1

)
+
mωz1t1

2
− mω2t31

24
. (6.126)

Finalmente, al quitar los sub́ındices a x, y, z y t, encontramos la acción para este sistema
f́ısico:

S̃ (x, ẋ, t) =
m

2t

(
x2 + y2 + z2

)
+
mωzt

2
− mω2t3

24
. (6.127)

Por completez verificaremos que la ec. (6.127) satisface la ecuación de H-J (5.28). Como
el Hamiltoniano para el campo eléctrico es

H (x,p) =
1

2m

(
p2
x + p2

y + p2
z

)
− qεz , (6.128)
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entonces,

H
(
x,∇S̃

)
+
∂S̃

∂t
=

1

2m

{[
∂

∂x

(m
2t

(
x2 + y2 + z2

))]2

+

[
∂

∂y

(m
2t

(
x2 + y2 + z2

))]2

+

[
∂

∂z

(
m

2t

(
x2 + y2 + z2

)
+
mωzt

2
− mω2t3

24

)]2}
−qεz +

∂

∂t

[
m

2t

(
x2 + y2 + z2

)
+
mωzt

2
− mω2t3

24

]
,

=
1

2m

[
m2x2

t2
+
m2y2

t2
+

(
mz

t
+mωt− mωt

2

)2
]
−mωz

− m

2t2
(
x2 + y2 + z2

)
+
mωz

2
− mω2t2

8
,

=
mz2

2t2
+
mωz

2
+
mω2t2

8
− mωz

2
− mz2

2t2
− mω2t2

8
= 0 . (6.129)

6.3.2. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación
de Hamilton-Jacobi

A continuación, procederemos a hallar la acción para este sistema resolviendo direc-
tamente la ecuación de H-J (5.28). Para este fin, usaremos el Hamiltoniano del sistema
que está dado por (6.128), con lo cual la ecuación de Hamilton-Jacobi a resolver es:

1

2m

(∂S̃
∂x

)2

+

(
∂S̃

∂y

)2

+

(
∂S̃

∂z

)2
− qεz +

∂S̃

∂t
= 0 . (6.130)

Luego proponemos la siguiente separación de variables:

S̃ (x, t) = W1(x) +W2(y) +W3(z)− β3t . (6.131)

Sustituyendo en (6.130), obtenemos

1

2m

[(
dW1

dx

)2

+

(
dW2

dy

)2

+

(
dW3

dz

)2
]
− qεz − β3 = 0 (6.132)

⇔ 1

2m

[(
dW1

dx

)2

+

(
dW2

dy

)2

+

(
dW3

dz

)2
]
− qεz = β3 . (6.133)

Ahora multiplicamos (6.133) por 2m y al despejar (dW2/dy)2 hallamos que(
dW2

dy

)2

= 2mβ3 + 2mqεz −
(
dW3

dz

)2

−
(
dW1

dx

)2

. (6.134)
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Al proponer W2(y) = β2y, la ec. (6.134) toma la siguiente forma

2mβ3 + 2mqεz −
(
dW3

dz

)2

−
(
dW1

dx

)2

= β2
2 . (6.135)

Después, despejamos (dW1/dx)2 y al proponer W1(x) = β1x, la ec. (6.135) toma la si-
guiente forma

2mβ3 + 2mqεz −
(
dW3

dz

)2

= β2
2 − β2

1 (6.136)

⇔ dW3

dz
=

√
2mβ3 − β2

2 − β2
1 + 2mqεz (6.137)

⇔ W3(z) =

∫ √
2mβ3 − β2

2 − β2
1 + 2mqεz dz (6.138)

⇔ W3(z) =
1

3mqε

[
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2

]3/2
(6.139)

∴ S̃(x, t) = β1x+ β2y +
1

3mqε

[
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2

]3/2 − β3t . (6.140)

6.3.3. Cálculo de la acción usando cantidades conservadas

Ahora encontraremos la acción, a partir de la integración directa del Lagrangiano
(6.114), empleando conservación de enerǵıa y sin recurrir a la solución expĺıcita de las
ecuaciones de movimiento. La integral a resolver es la siguiente:

S̃ =

∫ (
mẋ2

2
+ qεz

)
dt . (6.141)

En esta expresión se ve que el Lagrangiano no depende de x y y, que entonces son coor-
denadas ignorables, es decir, que sus momentos canónicos conjugados se conservan, i.e.

px ≡
∂L

∂ẋ
= mẋ = cte , (6.142)

py ≡
∂L

∂ẏ
= mẏ = cte . (6.143)

También nos damos cuenta que como el Lagrangiano no depende del tiempo y como
tampoco existen fuerzas no conservativas, podemos imponer la conservación de la enerǵıa,
como se muestra a continuación

E = T (ẋ, ẏ, ż) + V (z) , (6.144)

=
mẋ2

2
− qεz . (6.145)
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Despejando qεz de la ec.(6.145) y sustituyendo en (6.141) tenemos

S̃ =

∫ (
mẋ2

2
+
mẋ2

2
− E

)
dt =

∫
mẋ2 dt−

∫
E dt , (6.146)

=

∫
mẋ2 dt+

∫
mẏ2 dt+

∫
mż2 dt− Et , (6.147)

=

∫
mẋ2 dt+

∫
mẏ2 dt+

∫
mż dz − Et . (6.148)

Sustituyendo px y py obtenidos en las ecuaciones (6.142) y (6.143) respectivamente, tene-
mos

S̃ =

∫
pxẋ dt+

∫
pyẏ dt+

∫
mż dz − Et , (6.149)

= pxx+ pyy +

∫
mż dz − Et . (6.150)

Además si despejamos ż de (6.145) y lo sustituimos en esta última expresión, se obtiene

S̃ = pxx+ pyy +

∫
m

√
2

m
(E + qεz)− ẋ2 − ẏ2 dz − Et . (6.151)

Finalmente despejamos ẋ y ẏ de las relaciones (6.142) y (6.143), y sustituyéndolos obte-
nemos:

S̃ = pxx+ pyy +

∫
m

√
2

m
(E + qεz)− p2

x

m2
−
p2
y

m2
dz − Et (6.152)

⇔ S̃ = pxx+ pyy +

∫ √
2m(E + qεz)− p2

x − p2
y dz − Et (6.153)

∴ S̃ = pxx+ pyy +
1

3mqε

[
2m(E + qεz)− p2

x − p2
y

]3/2
. (6.154)

Observamos que (6.154) coincide con (6.140) al hacer β3 = E , β1 = px y β2 = py,
demostrando nuevamente que ambos métodos son equivalentes.

6.3.4. Relación entre las acciones obtenidas en las subsecciones
6.3.1 y 6.3.2 (6.3.3)

Para este sistema fue accesible encontrar la acción (6.127) a través del método pro-
puesto en la subsección pasada, que se basa en la integración directa de las ecuaciones de
movimiento en un intervalo [t0, t1]. Y que también se halló la acción (6.140) resolviendo
la ecuación de Hamilton-Jacobi (6.130) de manera relativamente fácil. Entonces vale la
pena mostrar la conexión entre ambas soluciones tal como se hizo en la part́ıcula libre ya
expuesto en el Caṕıtulo 5. La idea es ilustrar el cambio de constantes de integración en
la acción, del conjunto α1, α2, α3, β1, β2, β3 al conjunto x0, y0, z0, x1, y1, z1, en un ejemplo
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un poco más complicado.

Para ello, comenzamos por obtener las ecuaciones de movimiento a partir de la acción
(6.140) que en adelante se denotará por S̃2. La acción (6.127) se denotará por S̃1. Con este
objeto es necesario calcular las constantes α1, α2 y α3, que de acuerdo a la formulación
de Hamilton-Jacobi están dadas por (5.14). Para este sistema f́ısico son:

∂S̃2

∂β1

= x− β1

mqε

√
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2 = α1 , (6.155)

∂S̃2

∂β2

= y − β2

mqε

√
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2 = α2 , (6.156)

∂S̃2

∂β3

=
1

mqε

√
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2 − t = α3 . (6.157)

Despejando z(t) de (6.157) se tiene:

z(t) =
qε

2m
(t+ α3)2 +

β2
1 + β2

2

2mqε
− β3

qε
. (6.158)

Aplicando las siguientes condiciones iniciales

x(0) = 0 , x(t1) = x1 ; (6.159)

y(0) = 0 , y(t1) = y1 ; (6.160)

z(0) = 0 , z(t1) = z1 . (6.161)

Considerando la condición inicial z(0) obtenemos

z(0) =
qεα2

3

2m
+
β2

1 + β2
2

2mqε
− β3

qε
= 0 ⇔ β3

qε
=
qεα2

3

2m
+
β2

1 + β2
2

2mqε
. (6.162)

Imponiendo z(t1) se tiene

z(t1) =
qε

2m
(t1+α3)2+

β2
1 + β2

2

2mqε
−β3

qε
= z1 ⇔

β3

qε
=

qε

2m
(t1+α3)2−z1+

β2
1 + β2

2

2mqε
. (6.163)

Sustituyendo (6.162) en (6.163) hallamos

qεα2
3

2m
+
β2

1 + β2
2

2mqε
=

qε

2m
(t1 + α3)2 − z1 +

β2
1 + β2

2

2mqε
(6.164)

⇔ qεt1
m

α3 = z1 −
qεt21
2m

(6.165)

⇔ α3 =
mz1

qεt1
− t1

2
. (6.166)

Entonces,

β3 =
q2ε2α2

3

2m
+
β2

1 + β2
2

2m
=
q2ε2

2m

(
mz1

qεt1
− t1

2

)2

+
β2

1 + β2
2

2m
. (6.167)
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Ahora, en (6.167) sólo nos falta determinar β1 y β2. Para ello empleamos x(t) usando
(6.155). Si despejamos 2m(β3 + qεz) de (6.158) tenemos

2m(β3 + qεz) = q2ε2(t+ α2
3)2 + β2

1 + β2
2 . (6.168)

Al sustituir esta expresión en (6.155) obtenemos

x− β1

mqε

√
q2ε2(t+ α3)2 = α1 ⇔ x(t) = α1 +

β1

m
(t+ α3) . (6.169)

Aplicando la primera condición inicial dada en (6.159) para x resulta

x(0) = α1 +
β1

m
α3 = 0 ⇔ α1 = −β1

m
α3 . (6.170)

Tras aplicar la segunda condición para x hallamos que

x(t1) =
β1

m
t1 ⇔ β1 =

mx1

t1
. (6.171)

Análogamente, para y(t) tenemos

y − β2

mqε

√
q2ε2(t+ α3)2 = α2 ⇔ y(t) = α2 +

β2

m
(t+ α3) . (6.172)

Aplicando las dos condiciones iniciales (6.159), se encuentra que

β2 =
my1

t1
. (6.173)

Por lo tanto, (6.167) queda como:

β3 =
q2ε2

2m

(
mz1

qεt1
− t1

2

)2

+
m(x2

1 + y2
1)

2t21
, (6.174)

y con esta expresión determinamos que

2mβ3 − β2
1 − β2

2 = q2ε2

(
mz1

qεt1
− t1

2

)2

. (6.175)

Al evaluar (6.140) en los extremos (x1, t1) = (x1, y1, z1, t1) y (x0, t0) = 0, obtenemos

S̃2(x1, t1) = β1x1 + β2y1 +
1

3mqε

[
2m(β3 + qεz1)− β2

1 − β2
2

]3/2
− 1

3mqε

[
2mβ3 − β2

1 − β2
2

]3/2 − β3t . (6.176)
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Finalmente, si ω = qε/m y sustituimos (6.171), (6.173), (6.174) y (6.175) en (6.176)
tenemos lo siguiente

S̃2(x1, t1) =
mx2

1

t1
+
my2

1

t1
+

1

3m2ω

[
m2ω2

(
z1

ωt1
− t1

2

)2

+ 2m2ωz1

]3/2

− 1

3m2ω

[
m2ω2

(
z1

ωt1
− t1

2

)2
]3/2

−

[
mω2

2

(
z1

ωt1
− t1

2

)2

+
m(x2

1 + y2
1)

2t21

]
t1 , (6.177)

=
m(x2

1 + y2
1)

t1
+

1

3m2ω

[
m2ω2

(
z2

1

ω2t21
− z1

ω
+
t21
4

)
+ 2m2ωz1

]3/2

−m
2ω2

3

(
z1

ωt1
− t1

2

)3

−

[
mω2t1

2

(
z1

ωt1
− t1

2

)2
]

−m(x2
1 + y2

1)

2t1
, (6.178)

=
m(x2

1 + y2
1)

2t1
+
mω2

3

(
z1

ωt1
+
t1
2

)3

−mω
2

3

(
z1

ωt1
− t1

2

)3

− mω2t1
2

(
z1

ωt1
− t1

2

)2

, (6.179)

=
m(x2

1 + y2
1)

2t1
+
mz3

1

3ωt31
+
mz2

1

2t1
+
mωz1t1

4
+
mω2t31

24

−mz
3
1

3ωt31
+
mz2

1

2t1
− mωz1t1

4
+
mω2t31

24

−mz
2
1

2t1
+
mωz1t1

2
− mω2t31

8

∴ S̃2(x1, t1) =
m(x2

1 + y2
1)

2t1
+
mωz1t1

2
− mω2t31

24
= S̃1(x1, t1) . (6.180)

Quitando los sub́ındices obtenemos

S̃2(x, t) =
m(x2 + y2)

2t
+
mωzt

2
− mω2t3

24
= S̃1(x, t) . (6.181)

Con la ecuación (6.181) hemos probado finalmente que ambos métodos son equivalentes.
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6.4. La carga en el campo magnético de un alambre

infinito

6.4.1. Cálculo de la acción resolviendo directamente la ecuación
de Hamilton-Jacobi

Finalmente, procederemos a resolver la ecuación de H-J (5.28) para el alambre recto
infinito con corriente I en la dirección del eje Z. El hamiltoniano de este sistema en
coordenadas ciĺındricas, es

H(r, t) =
1

2m

[
p2
ρ +

p2
φ

ρ2
+

(
pz +

2qI

c2
ln ρ

)2
]
. (6.182)

Al hacer la sustitución p→ ∇S̃ en (6.182) hallamos la ecuación de H-J para este sistema

1

2m

(∂S̃
∂ρ

)2

+
1

ρ2

(
∂S̃

∂φ

)2

+

(
∂S̃

∂z
+

2qI

c2
ln ρ

)2
+

∂S̃

∂t
= 0 , (6.183)

Análogamente a los sistemas anteriores, proponemos una solución general de la forma

S̃(r, t) = W1(ρ) +W2(φ) +W3(z)− β0t . (6.184)

Sustituyendo en (6.183) obtenemos

1

2m

[(
dW1

dρ

)2

+
1

ρ2

(
dW2

dφ

)2

+

(
dW3

dz
+

2qI

c2
ln ρ

)2
]
− β0 = 0 . (6.185)

Al multiplicar por 2mρ2 la ec.(6.185) y despejar los términos que solo dependen de φ se
encuentra que (

dW2

dφ

)2

= ρ2

[
2mβ0 −

(
dW1

dρ

)2

−
(
dW3

dz
+

2qI

c2
ln ρ

)2
]
. (6.186)

Como el lado izquierdo de la ec.(6.186) depende únicamente de φ, entonces lo igualamos
a una constante β2, encontrando lo siguiente

dW2

dφ
= β2 ⇔ W2(φ) = β2φ , (6.187)

ρ2

[
2mβ0 −

(
dW1

dρ

)2

−
(
dW3

dz
+

2qI

c2
ln ρ

)2
]

= β2
2 (6.188)

⇔ dW3

dz
=

√
2mβ0 −

(
dW1

dρ

)2

− β2
2

ρ2
− 2qI

c2
ln ρ . (6.189)
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Otra vez, como el lado izquierdo depende únicamente de z se iguala la ecuación (6.189) a
una constante β3 y resulta lo siguiente

dW3

dz
= β3 ⇔ W3(z) = β3z , (6.190)√

2mβ0 −
(
dW1

dρ

)2

− β2
2

ρ2
− 2qI

c2
ln ρ = β3 (6.191)

⇔ 2mβ0 −
(
dW1

dρ

)2

− β2
2

ρ2
=

(
2qI

c2
ln ρ+ β3

)2

(6.192)

⇔ dW1

dρ
=

√
2mβ0 −

β2
2

ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ+ β3

)2

(6.193)

⇔ W1(ρ) =

∫ √
2mβ0 −

β2
2

ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ+ β3

)2

dρ (6.194)

∴ S̃(r, t) =

∫ √
2mβ0 −

β2
2

ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ+ β3

)2

dρ+ β2φ+ β3z − β0t.(6.195)



Caṕıtulo 7

Ĺımites no-relativistas y
comparación de resultados

En esta caṕıtulo procederemos a comprobar que el ĺımite no relativista (m → ∞)
de acciones relativistas obtenidas mediante la relación (5.3), a partir de la funciones de
transformación de norma Λ calculadas en el caṕıtulo 4, coinciden con aquellas calculadas
en el Caṕıtulo 6. De esta forma verificamos la consistencia entre los diversos métodos de
cálculo empleados.

Para lograr este objetivo es conveniente recordar las siguientes relaciones halladas
previamente, pues se usarán frecuentemente

λ =
mc2

q
, (7.1)

S = −qΛ
c
, (7.2)

S̃ = S +mc2t ⇔ S = S̃ −mc2t , (7.3)

7.1. El campo Coulombiano

Retomemos la función de norma para este sistema dada por (4.27):

Λ (r, t) = −
∫ √(

Q

r
− α

)2

− λ2 − β2
2

r2
dr + β2θ + cαt . (7.4)

Sin embargo, al utilizar las relaciones (7.1) y (7.2), hallamos la acción relativista para este
sistema

S =
q

c

∫ √(
Q

r
− α

)2

− m2c4

q2
− β2

2

r2
dr − q

c
β2θ − qαt , (7.5)

=
q

c

∫ √
Q2

r2
− 2

αQ

r
+ α2 − m2c4

q2
− β2

2

r2
dr − q

c
β2θ − qαt . (7.6)
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Mas aún queda una pregunta por contestar, ¿qué significado f́ısico tiene la constante de
separación α? Para resolver esta cuestión analicemos las unidades de α en alguno de los
términos de la ec.(7.6) que la contengan

[S] = J · s ⇒ [qαt] = J · s ⇔ [α] =
J

[q]
. (7.7)

Por lo tanto, α tiene que ser la enerǵıa relativista E por unidad de carga. Considerando
esto escribimos α = E/q y la ec.(7.6) queda como sigue

S =
q

c

∫ √
Q2

r2
− 2

QE

qr
+
E2

q2
− m2c4

q2
− β2

2

r2
dr − q

c
β2θ − Et , (7.8)

=
1

c

∫ √
q2Q2

r2
− 2

qQE

r
+ E2 −m2c4 − q2β2

2

r2
dr − q

c
β2θ − Et . (7.9)

Ahora, a partir de la ec.(6.3) tenemos que E = p0c, entonces al repetir el ĺımite cuando
m→∞ hecho en el caṕıtulo pasado, obtenemos, que a primer orden en 1/m

E = mc2 + E . (7.10)

Al sustituir este valor de E en (7.9) resulta

S =
1

c

∫ √
q2Q2

r2
− 2

(mc2 + E)qQ

r
+ (mc2 + E)2 −m2c4 − q2β2

2

r2
dr

−q
c
β2θ − (mc2 + E)t , (7.11)

=
1

c

∫ √
q2Q2

r2
− 2

(mc2 + E)qQ

r
+ 2mEc2 + E2 − q2β2

2

r2
dr

−q
c
β2θ − Et−mc2t , (7.12)

=

∫ √
q2Q2

c2r2
− 2mqQ

r
− 2EqQ

c2r
+ 2mE +

E2

c2
− q2β2

2

c2r2
dr

−q
c
β2θ − Et−mc2t , (7.13)

=

∫ √
2mE

(
1 +

q2Q2

2mc2Er2
− qQ

mc2r
+
E

2mc2

)
− 2mqQ

r
− q2β2

2

c2r2
dr

−q
c
β2θ − Et−mc2t . (7.14)
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Ahora bien, como estamos tomando el ĺımite cuando m→∞ esto implica que E � mc2.
Por consiguiente, todos los términos de la enerǵıa no relativista son del mismo orden, i.e.,

E ∼ V (r) =
qQ

r
(7.15)

⇒ q2Q2

2mc2Er2
∼ E

mc2
� 1 (7.16)

⇒ qQ

mc2r
∼ E

mc2
� 1 (7.17)

⇒ E
2mc2

∼ E
mc2

� 1 . (7.18)

Como todos estos términos son muy pequeños los podemos despreciar dentro de la ráız,
obteniendo

S =

∫ √
2mE − 2mqQ

r
− q2β2

2

c2r2
dr − q

c
β2θ − Et−mc2t . (7.19)

Observamos que si en la ec.(7.19) hacemos las siguientes sustituciones

E → β3 y − qβ2

c
→ β′2 , (7.20)

obtenemos,

S =

∫ √
2mβ3 −

2mqQ

r
− β

′ 2
2

r2
dr − q

c
β

′

2θ − β3t−mc2t , (7.21)

= S̃ −mc2t , (7.22)

i.e., recuperamos la relación (7.3) pues la acción no relativista es

S̃ =

∫ √
2mβ3 −

2mqQ

r
− β2

2

r2
dr + β2θ − β3t . (7.23)

Con esto hemos demostrado que el parámetro de norma relativista Λ obtenido en (4.27)
reproduce el ĺımite no relativista calculado según la ecuación no relativista de H-J de una
part́ıcula puntual estática.

7.2. El campo magnético constante

Retomemos la función de norma para este sistema dada por (4.52):

Λ (x, t) = −
∫ √

α2 − λ2 − (Bx+ β2)2 dx+ β2y + cαt . (7.24)
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Después al utilizar las relaciones (7.1) y (7.2), hallamos la acción relativista para esta
part́ıcula

S =
q

c

∫ √
α2 − m2c4

q2
− (Bx+ β2)2 dx− q

c
β2y − qαt , (7.25)

=
1

c

∫ √
q2α2 −m2c4 − (qBx+ qβ2)2 dx− q

c
β2y − qαt . (7.26)

Como ya vimos en la part́ıcula puntual estática, α es la enerǵıa relativista E por unidad
de carga. Aśı que la ecuación (7.26) queda como

S =
1

c

∫ √
E2 −m2c4 − (qBx+ qβ2)2 dx− q

c
β2y − Et . (7.27)

Ahora tomamos el ĺımite cuando m → ∞. Para ello usamos la ec.(7.10) que sustituimos
en (7.27), hallando lo siguiente

S =
1

c

∫ √
(mc2 + E)2 −m2c4 − (qBx+ qβ2)2 dx− q

c
β2y − (mc2 + E)t , (7.28)

=
1

c

∫ √
2mEc2 + E2 − (qBx+ qβ2)2 dx− q

c
β2y − Et−mc2t , (7.29)

=

∫ √
2mE +

E2

c2
−
(
qBx

c
+
qβ2

c

)2

dx− q

c
β2y − Et−mc2t , (7.30)

=

∫ √
2mE

(
1 +

E
2mc2

)
−
(
qBx

c
+
qβ2

c

)2

dx− q

c
β2y − Et−mc2t . (7.31)

No obstante, como estamos tomando el ĺımite cuando m→∞, entonces

E
2mc2

� 1 , (7.32)

por lo que es posible despreciar este término, encontrando lo siguiente

S =

∫ √
2mE −

(
qBx

c
+
qβ2

c

)2

dx− q

c
β2y − Et−mc2t . (7.33)

Observando (7.33), nos damos cuenta que al realizar las siguientes sustituciones

E → β3 y − qβ2

c
→ β′2 , (7.34)

obtenemos,

S =

∫ √
2mβ3 −

(
qBx

c
− β ′

2

)2

dx+ β
′

2y − β3t−mc2t , (7.35)

=

∫ √
2mβ3 −

(
β

′
2 −

qBx

c

)2

dx+ β
′

2y − β3t−mc2t , (7.36)

= S̃ −mc2t . (7.37)
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I.e., recuperamos la relación (7.3) ya que la acción no relativista para este sistema es

S̃ =

∫ √
2mβ3 +

(
β2 −

qBx

c

)2

dx+ β2y − β3t . (7.38)

Con esto hemos probado que el parámetro de norma relativista Λ obtenido en (4.52) re-
produce el ĺımite no relativista de una part́ıcula cargada en un campo magnético calculado
según la ecuación no relativista de H-J.

7.3. El campo eléctrico constante

Para el caso del campo eléctrico constante en dirección del eje Z, volvamos a tomar el
parámetro de norma hallado en (4.61)

Λ (x, t) = β1x+ β2y −
∫ √

(εz + α)2 − λ2 − β2
1 − β2

2 dz + cαt . (7.39)

Ahora usamos las relaciones (7.1) y (7.2), y hallamos aśı la acción relativista de este
sistema

S = −q
c
β1x−

q

c
β2y +

q

c

∫ √
(εz + α)2 − m2c4

q2
− β2

1 − β2
2 dz − qαt , (7.40)

= −q
c
β1x−

q

c
β2y +

1

c

∫ √
(qεz + qα)2 −m2c4 − q2β2

1 − q2β2
2 dz − qαt . (7.41)

Como hemos visto anteriormente, α es la enerǵıa relativista E por unidad de carga. Aśı la
ecuación (7.41) queda

S = −q
c
β1x−

q

c
β2y +

1

c

∫ √
(qεz + E)2 −m2c4 − q2β2

1 − q2β2
2 dz − Et . (7.42)

Ahora procedemos a tomar el ĺımite cuando m → ∞, para ello utilizamos la ec.(7.10) y
la sustituimos en (7.42) encontrando lo siguiente

S = −q
c
β1x−

q

c
β2y +

1

c

∫ √
(qεz +mc2 + E)2 −m2c4 − q2β2

1 − q2β2
2 dz

−(mc2 + E)t , (7.43)

= −q
c
β1x−

q

c
β2y +

1

c

∫ √
q2ε2z2 + 2qεzmc2 + 2qzεE + 2mc2E + E2 − q2β2

1 − q2β2
2 dz

−Et−mc2t , (7.44)

= −q
c
β1x−

q

c
β2y +

∫ √
q2ε2z2

c2
+ 2qεzm+ 2mE +

2qzεE
c2

+
E2

c2
− q2β2

1

c2
− q2β2

2

c2
dz

−Et−mc2t , (7.45)

= −q
c
β1x−

q

c
β2y +

∫ √
2mE

(
1 +

q2ε2z2

2mc2E
+
qzε

mc2
+
E

2mc2

)
+ 2qεzm− q2β2

1

c2
− q2β2

2

c2
dz

−Et−mc2t . (7.46)
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De nuevo, como estamos tomando el ĺımite cuando m → ∞ esto implica que E � mc2.
Por consiguiente, todos los términos de la enerǵıa no relativista son del mismo orden, i.e.,

E ∼ V (z) = qεz (7.47)

⇒ q2ε2z2

2mc2E
∼ E

mc2
� 1 (7.48)

⇒ qzε

mc2
∼ E

mc2
� 1 (7.49)

⇒ E
2mc2

∼ E
mc2

� 1 . (7.50)

Por lo tanto, son muy pequeños y es posible despreciar estos términos, como se muestra
a continuación

S = −q
c
β1x−

q

c
β2y +

∫ √
2qεzm+ 2mE − q2β2

1

c2
− q2β2

2

c2
dz − Et−mc2t . (7.51)

Pero observando (7.51), nos damos cuenta que al realizar las siguientes sustituciones

E → β3 y − qβ2

c
→ β′2 . (7.52)

Obtenemos,

S = β
′

1x+ β
′

2y +

∫ √
2qεzm+ 2mβ3 − β

′ 2
1 − β

′ 2
2 dz − β3t−mc2t , (7.53)

= β
′

1x+ β
′

2y +

∫ √
2m(qεz + 2β3)− β ′ 2

1 − β
′ 2
2 dz − β3t−mc2t , (7.54)

= S̃ −mc2t . (7.55)

I.e., recuperamos la relación (7.3) ya que la acción no relativista para este sistema es

S̃ = β1x+ β2y +

∫ √
2m(β3 + qεz)− β2

1 − β2
2 dz − β3t . (7.56)

Con esto hemos probado que el ĺımite no relativista del parámetro de norma relativista Λ
obtenido en (4.61) reproduce la acción de una part́ıcula cargada en un campo magnético
calculada de acuerdo con la ecuación no relativista de H-J.

7.4. El campo magnético producido por un alambre

infinito

Para el alambre recto infinito con corriente I en la dirección Z, recordamos que el
parámetro de norma relativista (4.38) es

Λ (r, t) = −
∫ √

α2 − λ2 − β2
2

ρ2
−
(

2I

c
ln ρ− β3

)2

dρ+ β2φ+ β3z + cαt . (7.57)
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Usando nuevamente las relaciones (7.1) y (7.2), se encuentra que la acción relativista de
este sistema es

S =
q

c

∫ √
α2 − m2c4

q2
− β2

2

ρ2
−
(

2I

c
ln ρ− β3

)2

dρ

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − qαt , (7.58)

=
1

c

∫ √
q2α2 −m2c4 − q2β2

2

ρ2
−
(

2qI

c
ln ρ− qβ3

)2

dρ

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − qαt . (7.59)

Como se demostró anteriormente α es la enerǵıa relativista E por unidad de carga. De
este modo, la ec.(7.59) queda

S =
1

c

∫ √
E2 −m2c4 − q2β2

2

ρ2
−
(

2qI

c
ln ρ− q

c
β3

)2

dρ− q

c
β2φ−

q

c
β3z − Et . (7.60)

Al tomar el ĺımite cuando m → ∞, tenemos que usar la ec.(7.10) y la sustituimos en
(7.60), como a continuación se muestra

S =
1

c

∫ √
(E +mc2)2 −m2c4 − q2β2

2

ρ2
−
(

2qI

c
ln ρ− q

c
β3

)2

dρ ,

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − (E +mc2)t (7.61)

=
1

c

∫ √
E2 + 2mEc2 − q2β2

2

ρ2
−
(

2qI

c
ln ρ− qβ3

)2

dρ ,

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − Et−mc2t , (7.62)

=

∫ √
E2

c2
+ 2mE − q2β2

2

c2ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ− q

c
β3

)2

dρ ,

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − Et−mc2t , (7.63)

=

∫ √
2mE

(
1 +

E
2mc2

)
− q2β2

2

c2ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ− q

c
β3

)2

dρ ,

−q
c
β2φ−

q

c
β3z − Et−mc2t . (7.64)

Como en los demás sistemas estudiados anteriormente, al hacer m → ∞ implica que
E � mc2. Enonces se tiene lo siguiente

E
2mc2

∼ E
mc2

� 1 , (7.65)
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Por lo tanto, el segundo término del paréntesis es despreciable, como aqúı se muestra

S =

∫ √
2mE − q2β2

2

c2ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ− q

c
β3

)2

dρ− q

c
β2φ−

q

c
β3z − Et−mc2t . (7.66)

Pero analizando (7.66), nos percatamos que al hacer las siguientes sustituciones

E → β0 , −qβ2

c
→ β′2 y − qβ3

c
→ β′3 . (7.67)

Se obtiene,

S =

∫ √
2mβ0 −

β
′ 2
2

ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ+ β

′
3

)2

dρ+ β
′

2φ+ β
′

3z − β0t−mc2t , (7.68)

= S̃ −mc2t . (7.69)

I.e., recuperamos otra vez la relación (7.3) ya que la acción no relativista para el alambre
es:

S̃(r, t) =

∫ √
2mβ0 −

β2
2

ρ2
−
(

2qI

c2
ln ρ+ β3

)2

dρ+ β2φ+ β3z − β0t .

Con esto hemos probado que el ĺımite no relativista del parámetro de norma relativista Λ
obtenido en (4.38) reproduce la acción de una part́ıcula cargada en un campo magnético
de acuerdo con la ecuación no relativista de H-J.



Caṕıtulo 8

Resumen y conclusiones

En esta tesis se estudia el Modelo de Nambu, que surge como una de las posibilidades
para obtener una ruptura espont́anea de la simetŕıa de Lorentz, con el objeto de deter-
minar bajo que condiciones es equivalente a la electrodinámica estándard en la norma
no-lineal A′µA

′µ = −λ2. También se muestra, para algunos casos particulares solubles,
cómo obtener las transformaciones que nos permiten pasar a dicha norma. La motivación
de incorporar el rompimiento espontáneo de la simetŕıa de Lorentz viene de la posibilidad
de interpretar al fotón como los correspondientes modos de Goldstone asociados a dicha
ruptura.

Como antecendentes previos al estudio del modelo de Nambu, el Caṕıtulo 2 contiene
una revisión de los aspectos básicos de la electrodinámica tanto en su formulación vec-
torial, mientras que el Caṕıtulo 3 revisa la formulación covariante, ambos con énfasis en
el problema de las transformaciones de norma. En el Caṕıtulo 5 se revisaron también
los conceptos asociados al método de Hamilton-Jacobi, que posteriormente fue aplicado
a cada uno de los casos particulares considerados.

En el Caṕıtulo 4 se introdujo el modelo de Nambu, concentrándonos en su versión
temporaloide. Se demostró que dicha restricción del modelo solamente es equivalente a la
electrodinámica estándard en la norma A0 = (λ2 + A2)1/2 una vez que se ha impuesto la
ley de Gauss como constricción externa. Debido a que la ley de Gauss genera las trans-
formaciones de norma en la formulación Hamiltoniana, este resultado muestra que dicha
invariancia no se recupera en forma automática a partir del modelo de Nambu, sino que
debe ser impuesta adicionalmente. En este caṕıtulo también se construyeron las transfor-
maciones de norma que permiten pasar, de la norma de Coulomb, a la norma no lineal
en los casos solubles correspondientes a un campo coulombiano, un campo magnético
producido por un alambre infinito, un campo magnético constante y un campo eléctrico
constante.

En el Caṕıtulo 5 se introduce la propuesta de Nambu para obtener las funciones
que permiten pasar, de la norma Aµ, a la norma no lineal A′µA

′µ = −λ2 empleando la
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construcción de la acción respectiva, que se obtiene mediante la resolución del problema
de Hamilton-Jacobi relativista asociado[

∂µS (x, t)− q

c
Aµ (x, t)

]2

= −m2c2 . (8.1)

El problema asociado consiste en determinar el movimiento de una part́ıcula con masa m
y carga q en el campo electromagnet́ıco descrito por el potencial Aµ, que posteriormente
se quiere describir en la norma no lineal, mediante la transformación de norma

A′µ = Aµ + ∂µΛ. (8.2)

La relación entre ambos problemas está dada por

λ =
mc2

q
, S = −qΛ

c
. (8.3)

De este modo, la transformación a la norma no-lineal, determinada por Λ, está dada en
términos de la acción S del problema asociado y viceversa. También se discutió el papel
de los extremos fijos en la acción mostrando cómo se relacionan las diversas maneras de
prescribirlos. Se consideró el caso de la part́ıcula libre, que es especialmente ilustrativo en
estos aspectos, debido a la simplicidad de los cálculos involucrados.

El Caṕıtulo 6 contiene la aplicación directa del método descrito en el caṕıtulo anterior
a los casos particulares considerados, en la aproximación no relativista. Con este objeto
se muestra en general como obtener la ecuación de Hamilton-Jacobi no-relativista para
la correspondiente acción S̃, a partir de su expresión relativista, en el contexto de la in-
teracción electromagnética. También se obtiene la expresión no-relativista de la norma
no-lineal y se muestra que la función Λ̃ que permite acceder a ella sigue cumpliendo la
relación Λ̃ = −cS̃/q, por lo que el método de Nambu para calcular Λ̃ sigue siendo aplica-
ble. De este modo, en este caṕıtulo la atención se concentra en el cálculo de las acciones
no-relativistas para los casos particulares considerados. Se emplearon tres métodos dife-
rentes para obtener dicha acción: (i) resolución directa de la ecuación de Hamilton-Jacobi,
(ii) integración del Lagrangiano empleando la conservación de enerǵıa y (iii) integración
del Lagrangiano empleando las soluciones expĺıcitas de las ecuaciones de movimiento en
términos de los valores iniciales. También se estudió la relación entre los diversos méto-
dos, mostrando la equivalencia de los resultados, en su caso. En el caso particular de la
carga en un campo eléctrico constante se mostró expĺıcitamente como pasar de la acción
escrita en términos de las constantes de separación (αi, i = 1, 2, 3) y sus variables canóni-
cas conjugadas (βi, i = 1, 2, 3), que aparecen al resolver la correspondiente ecuación de
Hamilton-Jacobi, a la acción reescrita en términos de las posiciones iniciales y finales del
sistema.

En el caṕıtulo 7 se muestra la compatibilidad entre los diversos métodos desarrollados
para obtener la función Λ que permite acceder a la norma no-lineal. Mediante la relación
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general (8.3) se obtienen las acciones relativistas para los casos particulares considerados
a partir de las correspondientes expresiones para la función Λ calculadas en el Caṕıtulo 4.
A continuación se obtienen los ĺımites no relativistas de dichas acciones que se comparan
favorablemente con los cálculos directos realizados en el Caṕıtulo 6.

Resumiendo, en los casos particulares considerados se ha mostrado que en efecto es
posible construir la transformación que nos lleva a la norma no-lineal A′µA

′µ = −λ2, me-
diante las funciones Λ. Una de las caracteŕısticas que debe satisfacer una buena norma
es que esté bien definida en todo el espacio-tiempo. Varios de los cálculos realizados em-
pleando las constantes de separación en la ecuación de Hamilton-Jacobi muestran que las
funciones S, o alternativamente Λ parecieran no estar definidas en todo el espacio, debido
a la posibilidad de que se indetermine el radical. Como consecuencia de esto se tendŕıa
que la norma no-lineal no seŕıa accesible en todo el espacio. Aunque no hemos probado el
caso general, conjeturamos que estas posibles indefiniciones se evitan procediendo de la
siguiente manera. Las funciones de norma no-relativista pueden conectarse con la acción
del sistema gracias a la relación Λ̃ = −cS̃/q. De este modo es posible apreciar que las
constantes de separación α y β de las que depende Λ̃(t,x), están directamente relaciona-
das con aquéllas que aparecen en la formulación de Hamilton-Jacobi. Entonces siempre es
posible realizar una transformación canónica que nos lleve del espacio de las constantes
(αi, βi, i = 1, 2, 3) al espacio de las posiciones iniciales y finales (q1,q0) del sistema aso-
ciado. La conjetura es que al expresar S̃ (Λ̃) de este modo se pone de manifiesto que estas
funciones están bien definidas en todo el espacio. Esto se ha demostrado expĺıcitamente
para el campo magnético constante y el campo eléctrico constante, asegurando de este
modo que el ĺımite no relativista de la norma no lineal es accesible en estos casos.

Como continuación de este trabajo mencionamos las siguientes posibilidades. Por una
parte es conveniente completar el estudio de la equivalencia clásica del modelo de Nambu
y la electrodinámica estándar en los casos espacialoide y nulo. Finalmente es de gran in-
terés investigar si estas equivalencias se mantienen o no a nivel cuántico, en los tres casos
del modelo.
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