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de mi vida conoćı a una mujer con quién he compartido de las cosas mas hermosas de la
vida, por lo mismo, te quiero agradecer Fanny, por todo lo que hemos vivido, por tu cariño
y apoyo.

Cuando entre a la universidad lo hice conociendo a tres personas que al principio fueron
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Summary

In this work we have determined a value of the magnetic dipole moment (mdm) of the ρ
meson, which is an important property for this class of particles (the vector mesons) because
it can give us information about the internal dynamic of the constitutive quarks. Until now,
there are several models based in QCD or effective theories which predict a value for this
quantity, but there is no experimental measurement (direct or indirect) to confront these
predictions.

With the purpose of extracting the mdm for the ρ meson in an indirect form, we have
performed an analysis of the e+e− → π+π−2π0 cross section in an energy range from 0.65 to
2.5 GeV under the Vector Meson Dominance (VMD) scheme, because one of the channels
for this process includes a vertex of 3 ρ mesons, which can be related to the ρργ vertex, and
this last one can be parametrized with the electromagnetic multipoles of this meson.

The channels that we have considered here, through which the production process can be
fulfilled include the exchange of the π, ω, a1, σ, ρ and ρ′ mesons. In recent works, it has been
found that the inclusion of the ρ′ meson is necessary to avoid a bad behavior of the cross
section of the 4 pion production process; but under the VMD approximation this meson is
included in a natural way.

To work out the 4-pion process it was necessary to fix the coupling constants involved in
the different channels, some of which were already fixed by the VMD approximation. In the
case of the coupling between the ω, ρ and π mesons (gωρπ); we performed a complete analysis
to determine this constant under different scenarios. The triple vector meson coupling for
the ρ′ was assumed to be the same as for the ρ meson. Once the coupling constants were
established for all the channels considered here, we computed the cross section. We have
found that the two main channels for the process e+e− → π+π−2π0 are the ω channel, for
energies between 0.65 and 1.5 GeV; and the one that contains the 3-ρ meson vertex for
energies between 1.5 and 2.5 GeV. This fact allowed us to make a fit between our results
and the experimental data from the BaBar Collaboration for the cross section of the 4-pion
process. By tuning the mdm parameter inside the ρργ vertex we have found that the mdm
for the ρ meson has a value of

|µ̄| = 2.27± .17 [
e

2mρ
].

This result is of great importance because is the first attempt to determine this property
for a vector meson; in order to stablish a more precise value for this property is necessary
to reduce the uncertainty in the cross section for the e+e− → π+π−2π0 process; and also to
perform more detailed experiments for the ρ′ meson, so we can have a better knowledge of
its coupling constants.



Índice general

1. Introducción. 1

2. Mesones Vectoriales y el Esquema de Dominancia Vectorial. 5

2.1. Interacciones Fundamentales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2. Part́ıculas Elementales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3. El Modelo de Quarks y los Mesones Ligeros. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.4. El Esquema de Dominancia Vectorial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3. Modificación a los Multipolos por Efectos de Ancho de Decaimiento. 13
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Caṕıtulo 1

Introducción.

En la actualidad, para estudiar las propiedades de las part́ıculas elementales contamos
con un conjunto de teoŕıas, conocidas como teoŕıas de norma, las cuales describen las in-
teracciones fundamentales entre ellas. Estas teoŕıas constituyen lo que se conoce como el
Modelo Estándar de las Part́ıculas Elementales (MS); y han tenido gran éxito, no sólo por el
poder descriptivo que tienen, sino además por las predicciones que se han obtenido, las cuáles
en muchos casos han sido comprobadas experimentalmente con un alto grado de precisión.
Un ejemplo de esto es la cantidad conocida como el momento dipolar magnético (mdm) de
algunas part́ıculas como el electrón o el muón, las cuales tienen hoy en d́ıa un error del orden
de 10−13 y 10−11 respectivamente[1].

El hecho de que estas part́ıculas tengan un tiempo de vida relativamente grande a nos
permite utilizar un método conocido como precesión de esṕın (ver Fig. 1.1) para medir
su mdm, el cuál consiste en hacer pasar a la part́ıcula polarizada a través de una región de
campo magnético constante. Esto se hace midiendo la diferencia entre la dirección original
de esṕın con la que ésta entra en la región de campo magnético y con la que sale después
de un cierto tiempo, pues dicha diferencia está relacionada directamente con esta propiedad
[3].

El caso del momento anómalo del muón es un caso muy famoso debido a que se ha
encontrado una diferencia importante entre las predicciones teóricas y las experimentales, las
cuales hasta ahorita no se han conciliado del todo y hay un gran esfuerzo detrás para entender
esta aparente incompatibilidad. El entender esta diferencia nos daŕıa información sobre si
las part́ıculas del MS involucradas en el cálculo teórico de dicha cantidad son suficientes o
necesitamos de contribuciones adicionales mas allá de las que admite dicho modelo (nueva
f́ısica).

Hay part́ıculas como el bosón W (τ ∼ 10−25s.), o el mesón ρ, de los cuales no se puede
tener una medición directa de esta propiedad, debido a que tienen tiempos de vida medio

aAunque la vida media del electrón no se ha medido, se sabe que debe ser mayor a 1026, por lo cual
decimos que es una part́ıcula estable. Por el contrario el muón tiene una vida del orden de 10−6 segundos.
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Figura 1.1: Experimento para medir el mdm de una part́ıcula por el método de precesión de esṕın.

mucho más pequeños. Sin embargo, conocer el mdm de part́ıculas como estas es importante,
ya que en el caso del bosón W permitiŕıa reafirmar el poder predictivo de la teoŕıa, debido
a que en el MS se predice un valor para esta cantidad. En el caso de part́ıculas como los
mesones vectoriales (entre las que se encuentra el mesón ρ) es importante debido a que esta
propiedad nos da información sobre la estructura de la part́ıcula y de la dinámica interna
que pueden tener sus componentes. Hay que hacer notar que el hecho de que esta cantidad
no pueda ser medida directamente no limita la posibilidad de que haya modelos teóricos
que predigan un valor para ésta; y también siempre existe la posibilidad de utilizar procesos
alternos, que nos ayuden a medir propiedades de las part́ıculas.

En este trabajo nos ocupamos en particular del estudio del mdm del mesón ρ(770)b; para
lo cual nos auxiliaremos del proceso e+e− → π+π−2π0, ya que dicho proceso incluye, entre
sus posibles canales, uno que contiene un vértice de interacción entre dos mesones ρ cargados
y un fotón γ, el cual puede ser parametrizado en los diversos multipolos electromagnéticos
de dicho mesón. Con esto en mente calcularemos la sección eficaz del proceso de producción
de 4 piones en el esquema de dominancia vectorial, lo que nos permitirá tener una expresión
de la sección eficaz que dependa de un parámetro (al cual llamaremos β) que es directamente
proporcional al mdm del mesón ρ. Entonces, variando este parámetro β para que reproduzca
datos experimentales obtenidos por BaBar para esta sección eficaz podremos determinar cual
es el mdm del mesón ρ.

Hay que señalar que hasta el d́ıa de hoy no se cuenta con ninguna medida
directa o indirecta para el mdm del mesón ρ y tampoco ninguno de los modelos
con los que se cuentan han considerado el efecto del ancho de decaimiento para
esta propiedad, con lo que el presente trabajo es el primero en utilizar datos
experimentales para determinar un valor para el mdm incluyendo su naturaleza

bAunque el método descrito aplica para cualquier mesón vectorial, con los correspondientes cambios de
masas y acoplamientos.
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inestable.

El orden del trabajo será el siguiente: En el caṕıtulo 2, daremos una pequeña revisión
de las part́ıculas en el MS, y pondremos en contexto al mesón ρ, dentro de todo el mar
de part́ıculas que se conocen. Luego, en el caṕıtulo 3 presentaremos el esquema de lazos
bosónicos y veremos cómo se ven modificados los multipolos de este mesón debido a la
inclusión del ancho finito de decaimiento. A continuación, en el caṕıtulo 4 examinaremos al
proceso e+e− → ρ+ρ−, que es el sub-proceso del de 4 piones que incluye el vértice V V γ,
debido a esto al calcular su sección eficaz tendremos una idea de la magnitud en la que
este canal contribuye a la sección eficaz del proceso a 4 piones; también al estudiar su
distribución angular veremos si hay una dirección preferida para la emisión de piones, por
lo que en caso de heredarse esta dinámica al canal del proceso de 4 piones esperaŕıamos
un comportamiento similar. En el caṕıtulo 5, estudiaremos el proceso ω → 3 piones, que
también es un sub-proceso del de 4 piones y que requiere una especial atención debido a que
la constante de acoplamiento entre los mesones ρ − ω − π es sensible a la inclusión de un
término de contacto o a la de distintas resonancias y se tiene que determinar con cuidado.
Continuamos con el caṕıtulo 6, en donde estudiaremos al proceso e+e− → π+π−2π0, para el
cual calcularemos su sección eficaz la cual se comparará con datos experimentales de BaBar;
con lo que determinaremos un valor para el mdm del mesón ρ; además estudiaremos la
distribución angular del canal que incluya al vértice ρργ para ver si hay una relación con la
dinámica del proceso e+e− → ρ+ρ− y ver si existe una dirección preferencial para la emisión
de piones. En este caṕıtulo también calcularemos la razón de decaimiento ρ0 → π+π−2π0

como un resultado adicional. Finalmente presentaremos las conclusiones de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Mesones Vectoriales y el Esquema de
Dominancia Vectorial.

En este caṕıtulo hacemos una breve revisión de las part́ıculas y las interacciones elemen-
tales que constituyen lo que conocemos como Modelo Estándar de las part́ıculas fundamen-
tales. Presentamos algunas caracteŕısticas de los mesones ligeros, entre los cuales se halla el
mesón ρ poniéndolo en contexto dentro del Modelo de quarks. Presentamos además el modelo
de Dominancia Vectorial.

⋆ ⋆ ⋆

El MS plantea que toda materia está formada por tres tipos esenciales de part́ıculas: los
quarks, los leptones y los bosones de norma. Y que éstas interactúan entre ellas –gracias a que
poseen diferentes tipos de “cargas”a– por medio de cuatro fuerzas básicas: la fuerte, la débil,
la electromagnética y la gravitacional (que en el contexto general de part́ıculas elementales
es despreciable en comparación a las otras fuerzas y de la cuál no se tiene aún una teoŕıa
cuántica y relativista aceptada como para las otras interacciones).

2.1. Interacciones Fundamentales.

Cuando hablamos de fuerzas en el contexto de part́ıculas elementales, nos referimos a
toda una teoŕıa cuántica de campo que respeta ciertas simetŕıas llamadas de normab, en las
cuáles las part́ıculas conocidas como bosones de norma sirven para transmitir la interacción.

aEn analoǵıa al caso electromagnético.
bDecimos que una teoŕıa es de norma cuando su Lagrangiano es invariante bajo un grupo continuo de

transformaciones locales.
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Actualmente, la interacción entre part́ıculas cargadas eléctricamente está descrita por la
teoŕıa conocida como Electrodinámica Cuántica o QED, por sus siglas en inglés. Esta teoŕıa
tiene un grupo de simetŕıa U(1), que dá origen a un bosón de norma conocido como fotón,
que es una part́ıcula no masiva, de esṕın 1 y sin carga eléctrica.

Los indicios de que hay una interacción fuerte fueron desarrollados para explicar la esta-
bilidad del núcleo atómico, pues a pesar de estar compuesto de protones que como sabemos
se repelen eléctricamente, están unidos dentro del mismo; consecuentemente se introdujo esta
fuerza que actualmente está descrita por la Cromodinámica Cuántica (QCD). Esta teoŕıa
está basada en un grupo de simetŕıa SU(3), lo que da lugar a un grupo de 8 bosones de norma
conocidos como gluones, que al igual que el fotón son no masivos, pero por el contrario ellos
poseen un análogo a la carga eléctrica llamada carga de color c, esta nueva propiedad que,
en contraste al caso electromagnético existe en tres clases distintas: rojo, verde y azul; es la
responsable de la interacción entre quarks (los cuales también poseen color). La teoŕıa de
QCD impone el hecho de que la naturaleza es “blanca”, es decir, que todos los estados (con-
juntos de part́ıculas) que podemos observar tienen una suma de color que da por resultado
el blanco; por lo que podemos tener estados de tres part́ıculas (bariones) que tengan cada
una un color distinto; o un estado de part́ıcula-antipart́ıcula (mesones) donde una de ellas
posea un color y la otra su “anti-color”, de manera que al combinarlos nos den blanco.

Los efectos de una interacción débil fueron por primera vez observados en el decaimiento
β nuclear (n → peν̄); es llamada fuerza débil debido a que la magnitud de esta interacción
pareciera ser varios ordenes menor que la interacción fuerte o incluso que la electromagnéti-
ca; sin embargo la constante de acoplamientod resulta de hecho ser mas grande que la de la
interacción electromagnética, pero es debido al hecho de que sus mediadores son tan masivos
que parece ser tan débil; dichos mediadores son los bosones de norma conocidos como W±

y Z0 (cuyas masas son mW = 80.403 ± 0.029 GeV y mZ = 91.1876 ± 0.0021 GeV, respec-
tivamentee), los cuales provienen de una simetŕıa SU(2) y tienen carga eléctrica ±e y cero
según lo marcan sus ı́ndices. Esta fuerza se suele describir en conjunto con la interacción
electromagnética, dando por resultado lo que se conoce como una teoŕıa unificada llamada
electrodébil, que fue desarrollada por Glashow, Weinberg y Salam (GWS).

El gran éxito de la anterior unificación ha motivado a los cient́ıficos para desarrollar un
tipo de teoŕıas, las cuales se conocen como Teoŕıas de Gran Unificación, donde tratan de
describir de manera conjunta a todas las interacciones conocidas, incluyendo la gravedad;
sin embargo no hablaremos más de ellas, por estar fuera del propósito de este trabajo.

El hecho de que los bosones de la teoŕıa electrodébil tengan masa conlleva ciertas dificul-
tades con la estructura de norma, que predice que deben ser part́ıculas de masa cero; por lo
que para el desarrollo de esta teoŕıa resulta necesario la introducción de una part́ıcula extra,
que se propone debe tener esṕın cero, la cuál es llamada el bosón de Higgs y para la cual, la

cEste término no tiene que ver con el concepto común de color.
dLas constantes de acoplamiento como veremos más adelante están asociadas con la magnitud de la

interacción.
eDatos obtenidos del PDG [1].
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Sabores Carga [e] Masaf

u 2
3

1.5− 3.0 MeV
d −1

3
3− 7 MeV

s −1
3

95± 25 MeV
c 2

3
1.25± 0.09 GeV

b −1
3

4.20± 0.07 GeV
t 2

3
174.2± 3.3 GeV

Tabla 2.1: Los Quarks y algunas de sus propiedades.

detección y verificación de sus propiedades es una de las tareas más importantes en la F́ısica
de nuestros d́ıas.

2.2. Part́ıculas Elementales.

A continuación describiremos a las part́ıculas que en la actualidad consideramos como
fundamentales: los quarks, los leptones y los bosones de norma.

Los quarks son part́ıculas con esṕın 1
2
(fermiones) que tienen carga de color. Hay seis

clases distintas o sabores de quarks, los cuáles son llamados por razones históricas: up (u),
down (d), strange (s), charmed (c), botton (b) y top (t). En la actualidad solo se les nombra
por su inicial y son arreglados en familias según se muestra en la Tabla 2.1. Los quarks
también poseen un número cuántico conocido como número bariónico B, cuyo valor es de 1

3

para cada uno de ellos.

Los leptones también son fermiones de esṕın 1
2
, pero éstos no tienen carga de color. Están

organizados en tres familias –de manera similar a los quarks–, según se muestra en la Tabla
2.2. Dichas familias están compuestas por el electrón (e), el muón (µ) y el tau (τ); y sus
correspondientes neutrinos. Para los leptones también es definido un número leptónico por
familia que, experimentalmente se ha visto, es conservado.

Finalmente, a cada part́ıcula le corresponde una antipart́ıcula que tiene los números
cuánticos opuestos de carga eléctrica, color y sabor; pero tiene el mismo esṕın y masa que
su contraparte.

Podemos decir que éstos son a grandes rasgos los elementos de lo que hoy conocemos
como elModelo Estándar de las Part́ıculas Elementales, donde hay que señalar que el término
“modelo”debe ser entendido como todo un conjunto de teoŕıas de norma autoconsistente.

fValores obtenidos del PDG [1].
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Leptón Carga [e] Masa

e −1 0.51099892± 0.00000004 MeV
νe 0 m < 2 eV
µ −1 105.658369± 0.000009 MeV
νµ 0 m < 2 eV
τ −1 1776.99± 0.29 MeV
ντ 0 m < 2 eV

Tabla 2.2: Los Leptones y algunas de sus propiedades.

2.3. El Modelo de Quarks y los Mesones Ligeros.

Cuando las part́ıculas Λ y k fueron descubiertas se encontró que aún cuando eran pro-
ducidas en el mismo número, decáıan con un tiempo de vida muy distinto. Por lo que se
propuso que estas part́ıculas teńıan un nuevo numero cuántico llamado extrañeza S; el cual
era conservado en la interacción fuerte, pero no aśı en la débil. A la extrañeza, como la carga
eléctrica Q, se le asocia con una simetŕıa U(1). De hecho se encontró una combinación lineal
entre estas cantidades (S y Q), y el generador diagonal de isoesṕın T3 (Gell-Mann 1953;
Nishijima y Nakano 1953),

Q = T3 +
Y

2
(2.1)

con Y = B + S, donde B es el número bariónico y Y es llamada la hipercarga. Entonces,
isoesṕın y extrañeza son conservadas aproximadamente, mientras que una combinación de
ellas, la carga eléctrica, es preservada por todas las interacciones que conocemos.

En 1961, Murray Gell-Mann y Yuval Ne’eman, de manera independiente, señalaron que
los bariones y mesones pod́ıan ser arreglados en grupos (llamados multipletes) que tuvieran
el mismo esṕın en el plano T3-Y .

La existencia de tantos hadrones haćıa pensar que estos no fueran realmente fundamen-
tales y sin estructura, lo cual llevo a la concepción del modelo de quarks, desarrollado por
Gell-Mann y Zweig en 1964. En dicho modelo se propońıa que todo hadrón era construido
por part́ıculas de esṕın 1

2
, que eran miembros de una simetŕıa SU(3). Los bariones, eran

un estado ligado de 3 de estos quarks (u,d y s) y los mesones eran formados por una par
quark-antiquark. En el caso particular de los mesones más ligeros esto daba posibilidad de
tener dos valores para el esṕın final de las part́ıculas; śı los espines están alineados de forma
antiparalela forman estados con esṕın cero y si lo están de manera paralelas forman estados
con esṕın 1. Es a estos últimos a los que pertenece el mesón ρ, como se puede ver en la
Figura 2.1.

Hay que notar que en el caso de los multipletes de mesones las correspondientes anti-



Mesones Vectoriales y el Esquema de Dominancia Vectorial. 9

Figura 2.1: a) Octete de Mesones Pseudo-escalares (s=0). b) Octete de Mesones Vectoriales (s=1).

part́ıculas pertenecen al mismo diagrama, en contraste con los correspondientes diagramas
para bariones en donde es necesario hacer un diagrama diferente para la clasificación de sus
anti-part́ıculasg.

El hecho de que haya dos o mas part́ıculas en el centro de los multipletes, es debido a que
éstas tienen los mismos números cuánticos de Y y T3, como el caso de las part́ıculas π0 y η en
el caso de esṕın 0 y los mesones ρ0 y ω en el caso de s=1. Esto se ve reflejado en la práctica
como una “mezcla” entre los diferentes mesones [2]. Estos efectos pueden ser identificados
experimentalmente, de forma tal que los datos corresponden a canales individuales. En caso
contrario, pueden agregarse de manera directa considerando una fase entre las part́ıculas.

A continuación presento una lista con los datos generales del mesón ρ(770) según el
catálogo del PDG:

JPC = 1−−

Masa= 775.49± 0.34 MeV
Ancho de decaimiento (Γ) = 149.1± 0.8 MeV
Tiempo de vida media τ = 4.41× 10−24s.

Principal modo de decaimiento: ρ → ππ (∼ 100%)

El primer renglón se refiere al momento angular de la part́ıcula, donde ~J = ~L + ~S , en
el caso del mesón ρ tenemos que L = 0 y S = 1. Los supeŕındices P y C refieren a las
operaciones de paridad y conjugación de carga.

El mesón ρ es un ejemplo de las part́ıculas conocidas como resonancias hadrónicas, por
su tiempo de vida tan corto, por lo cual es necesario considerar que el parámetro de ancho
de decaimiento Γ puede modificar algunas de sus propiedades; en particular sus momentos
multipolares y la manera correcta de incluir este parámetro debe respetar la invariancia de
norma electromagnética.

gVéase por ejemplo la Figura 2.8 del libro Quarks and Leptons: An Introductory Course in Modern
Particle Physics de F. Halzen y A. D. Martin.
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En el caso de las resonancias existen part́ıculas que tienen la misma composición de
quarks y que además comparten el mismo momento angular total J del estado base pero
no L y S, que los llamados estados base, por lo que se les llama resonancias radiales. Estos
estados difieren del estado base en otras cantidades f́ısicas como en su masa o en el ancho de
decaimiento. En el caso espećıfico del mesón ρ podemos mencionar diferentes excitaciones
radiales como el mesón ρ′ ( m = 1465±25 MeV, Γ = 400±60 MeV), o el ρ′′ ( m = 1720±20
MeV, Γ = 250± 100 MeV).

Para poder realizar un estudio sobre cómo incluir el ancho de decaimiento, aśı como para
trabajar el proceso de producción a 4 piones nos basaremos en el esquema conocido como
Dominancia Vectorial, el cual presentamos a continuación.

2.4. El Esquema de Dominancia Vectorial.

En general el estudio de la producción de hadrones, por medio de la aniquilación electrón-
positrón ha jugado un papel muy importante en el desarrollo de la f́ısica de part́ıculas mo-
derna ya que estos estudios tienen relación con problemas fundamentales como el momento
magnético anómalo del muón [3], o el estudio de cómo vaŕıan las constantes de estructura
fina a enerǵıas del orden de la masa del bosón Z para el análisis de precisión de la teoŕıa
electrodébil [4]. En particular la producción de 4 piones ya sea por el decaimiento del τ o por
aniquilación e+e− ha recibido una considerable atención tanto teórica como experimental-
mente ya que la relación entre la sección eficaz y los anchos de decaimiento de los diferentes
estados finales de carga (π+π−2π0, 2 π+2π−, π+2π−π0 y π−3π0) validaŕıa la simetŕıa de
isoesṕın, la cual permite relacionar a los dos mecanismos de producción; o daŕıa idea de la
magnitud que tiene el romper esta simetŕıa [5]-[8].

A altas enerǵıas la sección eficaz inclusiva de la producción hadrónica puede ser calculada
por la teoŕıa de QCD; sin embargo conforme uno va bajando en enerǵıa no puede valerse
de esta teoŕıa y el reto teórico consiste en cómo modelar estos procesos de manera que sean
consistentes con QCD. A muy bajas enerǵıas (E<< 1 GeV), la aproximación mas socorrida
es la Teoŕıa Quiral (o ChPT por sus siglas en inglés) pero aun ésta no puede aplicarse del
todo a ordenes de enerǵıa de la masa del mesón ρ y superiores.

En 1960 Sakurai [9] propuso una teoŕıa de interacción fuerte basada en una simetŕıa de
norma local, donde la interacción estaba mediada por mesones vectoriales. En este escenario
la interacción electromagnética de los hadrones era introducida por una mezcla entre el fotón
y los mesones vectoriales neutros (V ). Este modelo, conocido como Dominancia Vectorial o
(VMD) por sus siglas en inglés, es el que utilizaremos para nuestro trabajo.

En este modelo se asume que la componente hadrónica de la polarización del vació de un
fotón, que según la teoŕıa de QCD se presentaŕıa en forma de lazos, consiste exclusivamente de
mesones vectoriales conocidos, según se muestra en la figura 2.2. Las diferentes contribuciones
de lazos son resumadas en constantes de acoplamiento efectivas que ligan al fotón con los
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diferentes mesones vectoriales.

Figura 2.2: La contribución proveniente de lazos, según la teoŕıa de QCD, reemplazada por un
mesón vectorial conocido (V ).

Históricamente, dos Lagrangianos de VMD han sido desarrollados, los cuales se puede
demostrar que son equivalentes [10]. El primero, debido a Kroll, Lee y Zumino [11], describe
la mezcla entre el fotón y los mesones vectoriales (V) a través de un término de la forma

LγV =
e

2g1V
VµνF

µν , (2.2)

donde Vµ es el vector de polarización del mesón, Vµν = ∂µVν − ∂νVµ, F
µν = ∂µAν − ∂νAµ,

con A el campo del fotón y g1V , una constante de acoplamiento de transmutación entre
el mesón y el fotón. Este es visto como el desarrollo más elegante de la teoŕıa porque el
Lagrangiano es expĺıcitamente consistente con la invariancia de norma electromagnética;
pero con este planteamiento uno tiene que trabajar con propagadores no diagonales. Por ello
se ha desarrollado otro Lagrangiano, que es más popular que el anterior y está dado por un
Lagrangiano de la forma

LγV = −em
2
V

gV
VµA

µ; (2.3)

el problema de este Lagrangiano es que introduce un término de masa para el fotón, por lo
que es necesario añadir un contratérmino para cancelar este efecto[10]. En el caso de este
Lagrangiano la constante de acoplamiento gV es calculada a partir del ancho de decaimiento
del mesón V en un par e+e− y tiene la expresión

gV = 2α

√

πmV

3ΓV→e+e−
; (2.4)

en este trabajo hemos utilizado la cantidad ΓV→e+e−, aunque en general se puede usar el
decaimiento inclusivo ΓV→l+l− con l = e, µ, τ .

El hecho de que podamos hacer este reemplazo de los lazos por el propagador del mesón
vectorial viene de asumir que el operador de corriente electromagnética hadrónica, que pode-
mos escribir como jEM

µ = j
(3)
µ + 1

2
jYµ , tiene una componente proporcional al campo vectorial;

esto es lo que se conoce como la Identidad Campo-Corriente (Ec. 2.5) [12]. Por ejemplo para
el caso del mesón ρ tenemos la expresión
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j(3)µ (x) =
m2

ρ

gρ
ρµ(x), (2.5)

en donde la componente j(3) se asocia al mesón ρ0.

Gracias a este esquema podremos tener interacciones efectivas no sólo ente un mesón
vectorial y un fotón, sino entre diferentes mesones, lo cual nos permitirá tener los diagramas
con los que calcularemos todos los procesos presentes en este trabajo, por lo que es una pieza
fundamental en nuestra descripción.

En el caṕıtulo a continuación, estudiaremos los diferentes esquemas que se han desarrolla-
do para incluir los efectos de ancho finito sobre los momentos multipolares y compararemos
estos efectos con los valores para los diferentes momentos predichos por otros modelos en la
literatura.



Caṕıtulo 3

Modificación a los Multipolos por
Efectos de Ancho Finito de
Decaimiento.

En este caṕıtulo presentamos la estructura multipolar del vértice V V γ, veremos la manera
de incluir los efectos debidos al ancho finito de decaimiento y analizaremos cómo son mo-
dificados los multipolos por considerar este parámetro. Calcularemos los distintos multipolos
ya modificados y los compararemos con diferentes resultados de la literatura.

⋆ ⋆ ⋆

Entre los modelos para el estudio de los mesones vectoriales, al mesón ρ lo han propuesto
como un bosón de norma dinámico de una simetŕıa local oculta [13], por lo que es tratado
de manera muy semejante al bosón W en la teoŕıa electrodébil. Además, debido a que los
vértices WWγ y ρργ (los cuales, como veremos a continuación, pueden parametrizarse en
los momentos multipolares de la part́ıcula correspondiente) tienen la misma estructura a, se
podŕıa pensar de manera ingenua, que ambas part́ıculas pudieran tener los mismos momentos
multipolares. Sin embargo, hay que considerar un hecho fundamental, mientras que el bosón
W es una part́ıcula elemental cuyo valor para sus multipolos es predicho por la teoŕıa; el
mesón ρ es un estado ligado de quarks, regido por interacción fuerte y la teoŕıa no predice
ningún valor para estas propiedades. De hecho, el poder conocer cual es el valor de los
multipolos para un mesón nos daŕıa información sobre la dinámica interna de la part́ıcula
vectorial.

A continuación estudiaremos la estructura del vértice V V γ (Figura 3.1) y cómo podemos
obtener a partir de él la información de los multipolos para una part́ıcula.

aVéase la ec. 3.16 más adelante.
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γ(kµ)

V (qν1) V (qλ2 )

Figura 3.1: Convención de momentos para el vértice electromagnético V V γ.

3.1. Vértice Electromagnético V V γ.

Al vértice electromagnético V V γ (Fig. 3.1) se le puede asociar de manera directa con
los distintos multipolos de la part́ıcula V . Para establecer dicha relación se considera una
parametrización de la manera más general posible de dicho vértice y después se imponen
restricciones debidas a las simetŕıas de la teoŕıa, como las simetŕıas discretas C, P y T; esto
se ha hecho en gran detalle en particular para el vértice WWγ [14].

Para mostrar cómo se produce la identificación de las estructuras multipolares [15], co-
menzaremos con la expresión para la amplitud asociada al proceso V (q1) → V (q2) + γ(k),
que es descrita por el elemento de matriz de la corriente electromagnética dado por

〈V (q2)|Jem
µ (0)|V (q1)〉 = η1νη

∗
2λΓ

νλ
µ (q1, k) ≡ Jµ(q1, k), (3.1)

donde Γνλ
µ denota al vértice V V γ y ηβ es el 4-vector de polarización asociado a V, y los

estados satisfacen la condición de normalización,

〈V (q2)|V (q1)〉 = (2π)32q0δ
3(~q1 − ~q2). (3.2)

Usando la condición de invariancia de Lorentz para obtener la expresión más general para
el vértice, éste puede escribirse como:

Γνλµ(Q, k) = gνλ(C1Q + C2k)
µ + C3(g

µνkλ − gµλkν) + C4(g
µνkλ + gµλkν)

+C5g
µνQλ + C6g

µλQν +Qµ[C7Q
νQλ + C8Q

νkλ + C9k
νQλ + C10k

νkλ]

+kµ[C11Q
νQλ + C12Q

νkλ + C13k
νQλ + C14k

νkλ]

+ıεµνλα(C15Q+ C16k)α + ıενλαβQαkβ(C17Q+ C18k)
µ

+ıεµλαβQαkβ(C19Q + C20k)
ν + ıεµναβQαkβ(C21Q + C22k)

λ, (3.3)

donde Q = q1 + q2 y Ci son factores de forma que dependen de k2.

Si ahora aplicamos las restricciones provenientes de las simetŕıas discretas tenemos los
siguientes resultados:
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• Inversión Espacial P.

Esta operación implica que

Γνλµ(Q0, ~Q; k0, ~k)→ ΓPνλµ(Q0,−~Q; k0,−~k) (3.4)

entonces, si lo aplicamos a la expresión 3.3 tenemos que:

C15 = C16 = C17 = C18 = C19 = C20 = C21 = C22 = 0 (3.5)

• Conjugación de Carga C y CP.

La operación de conjugación de carga, junto con la simetŕıa de cruce nos ayudan a describir el
proceso para antipart́ıculas V̄ (q1)→ V̄ (q2)+γ(k) y aplicando sucesivamente las operaciones
C y P al vértice 3.3 tenemos que este transforma como:

Γνλµ(Q, k)→ −ΓCPλνµ(−Q, k) (3.6)

de donde encontramos que cumplen las siguientes restricciones

C2 = C4 = C11 = C14 = C16 = C17 = 0;

C5 = C6, C8 = −C9, C12 = C13, C19 = C21, C20 = −C22. (3.7)

Por lo tanto, la invariancia de las interacciones electromagnéticas ante transformaciones C
y CP, nos deja finalmente con la expresión más general para el vértice dada por

Γνλµ(Q, k) = C1g
νλQµ + C3(g

µνkλ − gµλkν) + C5(g
µνQλ + gµλQν)

+Qµ[C7Q
νQλ + C8(Q

νkλ − kνQλ) + C10k
νkλ]

+C12k
µ(Qνkλ + kνQλ). (3.8)

• Hermiticidad.

Otra restricción que debe satisfacer el vértice está dada por la Hermiticidad, la cuál implica
que

Γνλµ(Q, k)→ −Γ∗λνµ(−k,Q) (3.9)

y como consecuencia se tiene que:

C1, C3, C7, C10, C15, C18 son reales y

C2, C4, C11, C14, C16, C17 son imaginarios.
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Por último, para poder relacionar los términos del vértice con los multipolos de la part́ıcu-
la tenemos que hacer la consideración de que ésta se encuentra en capa de masa y que el
fotón emitido es real, consideraciones que dan las siguientes restricciones:

η1 · q1 = 0

η2 · q2 = 0

q21 = m2

q22 = m2. (3.10)

Con lo que el vértice 3.8 se reduce a

Γνλµ(Q, k) = C1g
νλ(q1 + q2)

µ + (C3 + C5)(g
µνkλ − gµλkν)

−(q1 + q2)
µ(C7 + 2C8 − C10)k

νkλ. (3.11)

3.2. Estructura Multipolar.

Para relacionar los factores de forma de este vértice con los momentos multipolares, la
referencia [16] muestra un método de hacerlo, en el cuál se parte de las expresiones clásicas
para los carga eléctrica Q, momento dipolar magnético ~µ y momento cuadrupolar eléctrico
XE , dadas por

Q =

∫

d3xρem(x), (3.12)

~µ =
1

2

∫

d3x~x× ~Jem(x), (3.13)

X ij
E =

∫

d3xxixjρem(x), (3.14)

con el 4-vector de corriente dado por

Jem
µ (x) = (ρem(x), ~Jem(x)); (3.15)

y el correspondiente valor cuántico de éstos se obtiene convirtiéndolos en operadores y to-
mando su valor esperado entre los estados |V (q1)〉 y 〈V (q2)| (Véase la Ec. 3.1).

Además de seguir el procedimiento presentado en [16], se tiene que tomar en cuenta que
para tener bien definidos los momentos multipolares las part́ıculas del vértice electromagnético
deben estar en capa de masa y el 3-momento del fotón (~k) emitido debe ser considerado en

el ĺımite ~k → 0(ĺımite estático). Como resultado de este desarrollo, es posible identificar a
las partes independientes de kλ en el vértice con la estructura asociada a la carga eléctrica;
las partes proporcionales a la primera potencia de kλ, con el momento dipolar magnético y
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las partes proporcionales a la segunda potencia de kλ con el cuadrupolo eléctrico; por lo que
el vértice 3.11 se puede reescribir de la siguiente manera

Γνλµ = α(k2)gνλ(q1 + q2)
µ + β(k2)(gµνkλ − gµλkν)− γ(k2)(q1 + q2)

µkνkλ. (3.16)

en donde los factores α(k2), β(k2) y γ(k2), están directamente relacionados con los multipolos
electromagnéticos.

Un procedimiento análogo, que es muy utilizado en la literatura para el bosón W [14],
muestra que el Lagrangiano mas general puede ser parametrizado de la manera siguiente:

LWWV/gWWV = igV1
(

W †
µνW

µV ν −W †
µVνW

µν
)

+ iκVW
†
µWνV

µν +
iλV

m2
W

W †
λµW

µ
ν V

νλ

−gV4 W †
µWν (∂

µV ν + ∂νV µ) + gV5 ǫ
µνρσ

(

W †
µ

←→
∂ρWν

)

Vσ + iκ̃V W
†
µWνṼ

µν

+
iλ̃V

m2
W

W †
λµW

µ
ν Ṽ

νλ, (3.17)

–en donde W es el campo de los bosones cargados y V puede ser el tanto el fotón co-
mo el bosón Z. W µν = ∂µW ν − ∂νW µ y análogamente para V µν , Ṽ µν = 1

2
ǫµνρσVρσ y

A
←→
∂µB = A (∂µB) − (∂µA)B. Las constantes gV1 , g

V
4 , g

V
5 , κV , λV , κ̃V y λ̃V son constan-

tes de acoplamiento entre las part́ıculas–, también puede ser relacionado con los momentos
multipolares. Las expresiones correspondientes a la relación entre los parámetros de esta pa-
rametrización y la nuestra (expresión 3.16) con los multipolos electromagnéticos están dadas
por

|Q| ≡ α(k2)

|~µ| = β(k2) ≡ 1 + κγ + λγ

|XE| = κγ − γ(k2)M2
V ≡ κγ − λγ ; (3.18)

aqúı la carga eléctrica está en unidades de e; el momento dipolar magnético, en unidades de
e
2m

y el cuadrupolo eléctrico en unidades de e
m2 .

Predicciones del MS para los multipolos del bosón W b.

En el caso del bosón W , la expresión para el vértice WWγ, obtenida de la estructura de
norma del MS [17] puede ser escrito como

Γµνλ = gµν(q1 + q2)
λ + 2

(

kµgνλ − kνgµλ
)

− gµλqν2 − gνλqµ1 , (3.19)

bLos resultados mostrados aqúı para el mesón W son utilizados sólo para ejemplificar la identificación de
los multipolos.
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donde hemos utilizado la conservación de momento en el vértice y la condición de transver-
salidad (η1 · q1 = η2 · q2 = 0). Una comparación directa con la expresión 3.16 nos permite
identificar que los multipolos para este bosón a nivel árbol, predichos por el MS, están dados
por: α(0) = 1, β(0) = 2 y γ(0) = 0; lo cual corresponde a |Q| = 1, |~µ| = 2 y |XE| = 1; y
correspondientemente a valores de κ = 1 y λ = 0.

Experimentalmente los multipolos electromagnéticos para este bosón se han medido in-
directamente a través de procesos como e+e− → qq̄qq̄ o e+e− → qq̄lν̄l [18]-[21], en donde
el vértice WWγ se suele parametrizar según la expresión 3.17. Para obtener los multipolos
(a partir de las expresiones 3.18), los parámetros κ y λ son estudiados dejando uno fijo y
variando el otro de modo que reproducen la sección eficaz experimental para los procesos
mencionados; esto da un rango de valores para los parámetros κ y λ, los cuales mostramos
en la Tabla 3.1. Los cuales están en acuerdo con los valores mencionados anteriormente.

Referencia κγ λγ

[18] 0.68± 0.17 0.16± 0.13
[19] 1.11± 0.25 0.10± 0.20
[20] 0.88± 0.09 −0.06± 0.034
[21] 1.013± 0.072 −0.021± 0.039

Tabla 3.1: Valores experimentales para las constantes κγ y λγ , con los cuales es posible determinar
un rango para los diferentes multipolos electromagnéticos.

Predicciones de modelos de QCD para los multipolos del mesón ρ.

En contraste con el caso del bosón W, hasta la fecha no existen medidas experimentales
de parámetros análogos al κ y λ, mostrados anteriormente, que nos permitan conocer el valor
de los distintos multipolos para esta part́ıcula (ni para ningún otro mesón vectorial).

En el caso de los mesones vectoriales no hay una simetŕıa que imponga valores a los multi-
polos; por lo que los factores de forma reflejan los efectos de la estructura interna que poseen
los mesones. En la literatura se puede encontrar una vasta cantidad de modelos basados en
QCD que intentan dar una predicción para los diferentes multipolos electromagnéticos. En
la Tabla 3.2 mostramos algunos de estos resultados para el mdm y el cuadrupolo eléctrico,
en donde ocupan diferentes aproximaciones: [22] y [23] utilizan una aproximación covariante
basada en las ecuaciones de Dyson-Schwinger. [24], [25] y [26] utilizan un esquema cono-
cido como light-front y quarks constituyentes y finalmente [27] son resultados utilizando
lattice-QCD.
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Referencia |~µ| [ e
2mρ

] |XE| [ e
m2

ρ
]

[22] 2 + 0.69 1 + 1.81
[23] 2 + 0.01 1− 1.41
[24] 2− 0.08 1− 0.57
[25] 2 + 0.26 1 + 0.22
[26] 2 + 0.14 1 + 1.65
[27] 2 + 0.25 1− 0.75

Tabla 3.2: Predicciones para el mdm y el cuadrupolo eléctrico del mesón ρ, basado en diferentes
modelos. Los valores para los multipolos están referidos a los números cuánticos del bosón W, a los
cuales se les suma o resta alguna cantidad para ver claramente en cuanto difieren de estos.

3.3. Esquemas para incluir el carácter inestable de las

part́ıculas.

Para desarrollar un marco teórico que describa los valores multipolares del mesón ρ con-
servando la invariancia de norma electromagnética se han desarrollado diferentes esquemas,
en los cuales el ancho de decaimiento de estas part́ıculas es incluido en las reglas de Feynman;
en particular, dentro del vértice anteriormente presentado, por lo que los factores de forma
del momento dipolar magnético y del cuadrupolo eléctrico también se ven modificados. Pa-
ra ver cómo se puede incluir el parámetro de ancho finito se han elaborado los siguientes
esquemas:

• El esquema de ancho de decaimiento fijo. [28]

Consiste en introducir el ancho de decaimiento (Γ) en cada propagador de la part́ıcula
de masa M en la siguiente manera

(k2 −M2)−1 → (k2 −M2 + ıMΓ)−1; (3.20)

donde Γ es una constante. Debido a que solo el propagador es corregido y no los vértices
esto automáticamente hace que se violen las identidades de Ward c.

• El esquema de ancho de decaimiento variable. [28]

Aqúı se realiza la misma sustitución que en el esquema pasado, pero ahora se considera
a Γ(k2), con esto se logra una mejor descripción sobre todo a enerǵıas del orden de la
masa de los mesones vectoriales, pero aun aśı continúa con el problema de la invariancia
de norma perdida.

• El esquema de masa compleja. [28]

cVer el Apéndice A.
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En este esquema se pide la sustitución consistente M2 → M2−ıMΓ en cualquier lugar
donde aparezca una masa del bosón V. Aún cuando este esquema funciona bien, pues
conserva las identidades de Ward, generalmente se hace la observación de que debe ser
usado con cuidado, pues su total consistencia aún no ha sido totalmente entendida.
En este trabajo veremos que una descripción en términos de lazos es consistente con
el esquema de masa compleja, proporcionando aśı una base sólida a este esquema.

• El esquema de lazos.

Con el fin de tener un esquema que preserve la invariancia de norma electromagnéti-
ca tenemos que tener en cuenta dos cosas: primero, en la teoŕıa cuántica de campos,
cuando se hace la resumación de todos los ordenes perturbativos de los diagramas de
autoenerǵıa de las part́ıculas, los anchos de decaimiento son naturalmente incluidos en
la parte absortiva de los lazos en dichos diagramas; y segundo, las identidades de Ward,
se cumplen orden por orden en la teoŕıa de perturbaciones. Este procedimiento, que es
completamente formal, se tiene que formular de acuerdo con los posibles decaimientos
de las part́ıculas, por ejemplo el bosón W puede decaer en un par quark-antiquark
creando un lazo fermiónico; pero el mesón ρ por otra parte decae principalmente en
un par de piones formando ahora un lazo bosónico; y aunque en esencia es el mis-
mo procedimiento, hay diferencias que se tienen que considerar como mostraremos a
continuación.

• Lazo Fermiónico. [29]

En este esquema no solo se requiere de un cálculo a nivel árbol, sino hacer la
corrección tanto de los propagadores como de los vértices electromagnéticos por
medio de la inclusión de lazos de fermiones. Empecemos recordando el propagador
del bosón W (Dµν

0 (q)) a nivel árbol, en la norma unitaria

Dµν
0 (q) = ı







−gµν + qµqν

m2

q2 −m2







= − ıT µν(q)

q2 −m2
+

ıLµν(q)

m2
,

(3.21)

donde T µν(q) ≡ gµν − qµqν/q2 y Lµν(q) ≡ qµqν/q2, son los proyectores transversal
y longitudinal, respectivamente. El vértice WWγ a nivel árbol (Γµνλ

0 ), está dado
por

Γµνλ
0 = gµν(q1 + q2)

λ − gµλ(q1 + k)ν − gνλ(q2 − k)µ; (3.22)

donde se siguen las convenciones de la figura 3.2.

Es fácil checar que las ecuaciones 3.21 y 3.22 obedecen la identidad de Ward dada
por

kµΓ
µνλ
0 =

[

ıDµλ
0 (q1)

]−1

−
[

ıDµλ
0 (q2)

]−1

; (3.23)
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Figura 3.2: a) Propagador del bosón W en la norma unitaria y b)Vértice WWγ a nivel árbol.

Figura 3.3: Corrección del propagador del bosón W a un lazo fermiónico.

aqúı [Dµλ
0 ]−1 = gµλ(−q2 + m2) + qµqλ, es el inverso del propagador, el cual se

encuentra a partir de la condición Dµν
0 [Dµλ

0 ]−1 = gνλ.

Para introducir el ancho de decaimiento del bosón W es necesario incluir diagra-
mas de más alto orden, los cuales involucran lazos, como se muestra en la Figura
3.3 para el caso del propagador y en la Figura 3.4 para el caso del vértice electro-
magnético. Al hacer la suma de estos diagramas uno puede obtener el siguiente
resultado para el propagador

Dµν(q) = −
ıT µν(q)

q2 −m2 + ıImΠT (q2)
+

ıLµν(q)

m2 − ıImΠL(q2)
. (3.24)

Donde ImΠT (q2) y ImΠL(q2), son las partes transversa y longitudinal de la parte
absortiva de la auto-enerǵıa inducida por los fermiones.

Podemos escribir al vértice en términos de las contribuciones a nivel árbol Γµνλ
0 y

las provenientes de los lazos Γµνλ
1 de la siguiente manera

ıeΓµνλ = ıe(Γµνλ
0 + Γµνλ

1 ), (3.25)

Γµνλ
1 son las partes absortivas debidas a los lazos, cuya expresión está dada por

Γµνλ
1 = ıc(V µνλ + ıAµνλ); (3.26)

las expresiones para V µνλ y Aµνλ están dadas en el apéndice de la referencia [29]

y c = − g2

64π(k·q1)
; dichas expresiones son calculadas para fermiones en la capa de
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Figura 3.4: Corrección del vértice WWγ a un lazo.

masa, y la nomenclatura se debe a que la contribución proveniente de los lazos se
puede dividir en sus partes vectorial y axial.

La identidad de Ward, nos proporciona una relación entre el vértice Γµνλ
1 y la

polarización del vaćıo Πµν , cantidad que veremos más adelante es proporcional al
ancho de decaimiento; la relación resultante está dada por

kλΓ
µνλ
1 = ıImΠµν(q1)− ıImΠµν(q2). (3.27)

• Lazos bosónicos. [30]

Para el caso del mesón ρ puede hacerse un análogo de este procedimiento para
incluir su ancho finito de decaimiento, con la diferencia de que por el tipo de
part́ıculas en las que decae el mesón no se tienen fermiones dentro de los lazos,
sino bosones; las correcciones del propagador dan lugar a diagramas similares a
los mostrados en la figura 3.3 y por lo mismo, éstas dan un resultado análogo al
de la expresión 3.24; sin embargo, las expresiones para las partes imaginarias de
las autoenerǵıas cambian debido a que las part́ıculas en los lazos son distintas.
Para el vértice en este caso si hay una diferencia, pues además de los diagramas
donde el fotón es emitido por las part́ıculas en el lazo, hay la posibilidad de que
salgan del vértice ρππ (términos de contacto) según se ve en la Figura 3.5.

Aún cuando se tienen diferentes diagramas para el mesón, es importante señalar
que todav́ıa es posible escribir al vértice de la misma manera que la mostrada en la
ecuación 3.25 [30], con la salvedad de que ahora la expresión para Γµνλ

1 es diferente
a la obtenida en el caso de lazos fermiónicos. Aśı mismo es importante señalar
que las expresiones obtenidas para el propagador y el vértice con las correcciones
pertinentes también satisfacen la identidad 3.27.
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Figura 3.5: Corrección del vértice ρργ a un lazo.

3.4. Modificaciones a la Estructura Multipolar del

Mesón ρ debidas a Efectos de Ancho Finito de

Decaimiento

Para estudiar cómo se modifican las expresiones para los multipolos del mesón ρ a orden
de un lazo, como nos indica el esquema de lazos bosónicos, partimos de las expresiones en la
referencia [30], en los que se seguirá la convención del diagrama mostrado en la Figura 3.1; a
partir de ellos arreglaremos los términos de manera que recuperemos la estructura de Lorentz
mostrada en la expresión 3.16 con lo que podremos identificar las estructuras multipolares.

De la referencia [30] se obtiene directamente que las correcciones a un lazo del vértice
están dadas por
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1

i
Γαβµ
1 = gαβ

{

2U2f1
(

q22
)

qµ2 − 2U1f1
(

q21
)

qµ1
}

+gαµ
{

−U2b1
(

q22
)

qβ2 + 2U2f2
(

q22
)

kβ + 2U2f1
(

q22
)

qβ2

+U1b1
(

q21
)

(q1 + k) β − 2U1f2
(

q21
)

kβ − 2U1f1
(

q21
)

qβ1 −
2πU2∆

2

q22
qβ2

}

+gβµ
{

U2b1
(

q22
)

(k − q2)
α + 2U2f2

(

q22
)

kα + 2U2f1
(

q22
)

qα2

+U1b1
(

q21
)

q1
α − 2U1f2

(

q21
)

kα − 2U1f1
(

q21
)

qα1 −
2πU1∆

2

q21
qα1

}

+
qµ2k

α

k · q2

{

U2b1
(

q22
)

qβ2 − 2U2f2
(

q22
)

kβ − 2U2f1
(

q22
)

qβ2 +
2πU2∆

2

q22
qβ2

}

+
qµ2k

β

k · q2
{

−U2b1
(

q22
)

(k − q2)
α − 2U2f2

(

q22
)

kα − 2U2f1
(

q22
)

qα2
}

+
qα2 q

β
2 q

µ
2

q22

{

2πU2∆
4

(k · q2) q22
− 2U2f1

(

q22
)

}

+
qµ1k

α

k · q1

{

−U1b1
(

q21
)

(k + q1)
β + 2U1f2

(

q21
)

kβ + 2U1f1
(

q21
)

qβ1

}

+
qµ1k

β

k · q1

{

−U1b1
(

q21
)

qα1 + 2U1f2
(

q21
)

kα + 2U1f1
(

q21
)

qα1 −
2πU1∆

2

q21
qα1

}

+
qα1 q

β
1 q

µ
1

q21

{

2πU1∆
4

(k · q1) q21
+ 2U1f1

(

q21
)

}

, (3.28)

donde las expresiones para las funciones U1,2, f1,2 y b1,2 están dadas en el Apéndice B y
∆ ≡ m2

π −m2
π′ , donde los sub́ındices de las masas se refieren a los piones dentro de los lazos.

Para continuar es necesario hacer la sustitución

qβ1 → (k + q2)
β ,

qα2 → (q1 − k)α, (3.29)

que proviene de la conservación del 4-momento en el vértice. Una vez hecho dicho cambio
y arreglando los términos de manera que las estructuras de Lorentz de los multipolos se
puedan identificar, resulta la siguiente expresión

1

i
Γαβµ
1 = gαβ (q1 + q2)

µ
{

U2f1
(

q22
)

− U1f1
(

q21
)}

+2gβµkα
{

U2b1
(

q22
)

+ U2f2
(

q22
)

− U1f2
(

q21
)

− U2f1
(

q22
)}

−2gαµkβ
{

U1f2
(

q21
)

+ U1f1
(

q21
)

− U2f2
(

q22
)

− U1b1
(

q21
)}

+
2

(q21 − q22)
kαkβ (q1 + q2)

µ
{

2U1f2
(

q21
)

− 2U2f2
(

q22
)

+ U2f1
(

q22
)

− U1b1
(

q21
)

+U1f1
(

q21
)

− U2b1
(

q22
)}

; (3.30)
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en donde se han ignorado los términos proporcionales a qα1 , q
β
2 y kµ debido a la condición de

transversalidad d; además qµ1 = qµ2 = 1
2
(qµ1 + qµ2 ) por la misma condición.

Ahora, tomando el ĺımite k → 0 , o equivalentemente el ĺımite q2 → q1 en la expresión
anterior tenemos las siguientes expresiones para los factores de forma de los multipolos:

• Modificación al Factor de Forma de la Carga Eléctrica

A partir del término

gαβ (q1 + q2)
µ
{

U2f1
(

q22
)

− U1f1
(

q21
)}

, (3.31)

en la ecuación 3.30 se tiene la siguiente expresión para el factor de forma de la carga eléctrica

αρ(0) = 1 + i
Γρ

Mρ

(

1−
3
(

∆4 − Σ2M2
ρ

)

M4
ρλ

)

. (3.32)

donde Γρ

Mρ
= g2λ3/2

48π
, λ =

(M4
ρ+∆4−2Σ2M2

ρ)
M4

ρ
, Σ2 = m2

π +m2
π′ y g es la constante de acoplamiento

entre los piones y el mesón ρ.

• Modificación al Factor de Forma del Dipolo Magnético

Los términos que dan origen a la estructura de Lorentz del mdm son

2gβµkα
{

U2b1
(

q22
)

+ U2f2
(

q22
)

− U1f2
(

q21
)

− U2f1
(

q22
)}

−2gαµkβ
{

U1f2
(

q21
)

+ U1f1
(

q21
)

− U2f2
(

q22
)

− U1b1
(

q21
)}

; (3.33)

donde al parecer no se puede recuperar el término (kαgβµ − kβgαµ); sin embargo, al tomar
el ĺımite q2 → q1 se recupera la estructura de Lorentz para este multipolo, lo que resulta en
el siguiente factor de forma para el mdm

βρ(0) = 2 + i
Γρ

Mρ

(

2 +
3 (Σ2 −∆2)

M2
ρλ

)

. (3.34)

• Modificación al Factor de Forma del Cuadrupolo Eléctrico

Finalmente para el caso del cuadrupolo, el término que contribuye es

2

(q21 − q22)
kαkβ (q1 + q2)

µ
{

2U1f2
(

q21
)

− 2U2f2
(

q22
)

+ U2f1
(

q22
)

− U1b1
(

q21
)

+U1f1
(

q21
)

− U2b1
(

q22
)}

; (3.35)

dLa condición de transversalidad establece que el producto escalar entre el momento de una part́ıcula y
su propio vector de polarización es idénticamente nulo.
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cabe mencionar que un término como éste que es proporcional a kαkβ no existe a nivel árbol.
En esta expresión se podŕıa pensar que el tomar el ĺımite q1 → q2 llevaŕıa a una divergencia,
sin embargo sucede una cancelación no trivial que nos da por resultado la siguiente expresión
para el factor de forma del cuadrupolo eléctrico

γρ(0) = i
Γρ

Mρ

M2
ρλ
(

2∆4 −M2
ρ (Σ

2 +∆2)
)

+ (Σ2 −∆2)
(

∆4 − Σ2M2
ρ

)

M6
ρλ

2
. (3.36)

Veamos ahora algunos casos ĺımites para estas expresiones.

• Ĺımite Quiral.

Hacemos el ejercicio de tomar este ĺımite –el cuál se obtiene al considerar las masas de las
part́ıculas en el lazo (en este caso piones) iguales a cero–, porque es un resultado conocido [30]
y que logramos recuperar en este desarrollo. En este ĺımite las expresiones para los factores
de forma dan por resultado:

Γαβµ = (1 + ı
Γρ

Mρ

)Γαβµ
0 . (3.37)

• Ĺımite de Isoesṕın.

Para el caso en que las masas de ambos piones sean iguales tenemos los siguientes
resultados

• Carga Eléctrica

αρ(0) = 1 + i
Γρ

Mρ

(

1 +
3Σ2

M2
ρλI

)

. (3.38)

• Dipolo Magnético

Para el caso del mdm tenemos que el ĺımite de isoesṕın reduce la expresión 3.34 a

βρ(0) = 2 + i
Γρ

Mρ

(

2 +
3Σ2

M2
ρλI

)

. (3.39)

• Cuadrupolo Eléctrico

Para el momento cuadrupolar tenemos que la expresión 3.36 se reduce a

γρ(0) = −i
Γρ

Mρ

Σ2
(

M2
ρλI + Σ2

)

M4
ρλ

2
I

, (3.40)

donde λI =
(M4

ρ−2Σ2M2
ρ)

M4
ρ

.
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3.4.1. Resultados Numéricos y Comparación para el mesón ρ(770)

Antes de presentar nuestros resultados es necesario aclarar que estos son una corrección
a los multipolos del mesón, debida a los efectos de ancho finito de éste; y es independiente de
cualquier aproximación que se haga para predecir dichos multipolos; por lo mismo este efecto
debe ser considerado como una corrección a todos los resultados presentados en [22] -[27],
pues en dichos trabajos no consideran los efectos de ancho de la part́ıcula. Hemos comparado
las correcciones debidas puramente al ancho de decaimiento con ellos para ilustrar qué tan
grande es esta corrección con respecto a las contribuciones que ellos presentan, las cuales
están asociadas a la dinámica interna entre quarks.

Los resultados obtenidos en la sección anterior parecen dar una corrección al factor de
forma para la carga eléctrica; pero, debido a que las identidades de Ward son satisfechas,
la modificación al vértice es acompañada por una modificación en el propagador, las cuales
se cancelan mutuamente anulando la modificación de la carga eléctrica. Esto se puede ver
como una renormalización de los campos precisamente por la corrección a la carga eléctrica,
lo que garantiza que esta se mantiene sin modificación alguna.

Para aclarar este punto veamos lo siguiente: El propagador de una part́ıcula masiva de
esṕın 1 se puede escribir como [30, 31]

Dµν(q) =
i

(1 + iγ)

(

−gµν + qµqν

M̄2
v−iM̄vΓ̄

q2 − M̄2
v + iM̄vΓ̄

)

(3.41)

≡
∫

〈0|TA′µ†(x)A
′ν(y)|0〉e−ıq(x−y)dx dy,

en donde M̄v = Mv, Γ̄ = Γ/
√

1 + γ2 y γ = Γ/M ; es decir, podemos verlo como una
renormalización del campo vectorial por un factor que incluye el ancho de decaimiento.

A
′µ = Z1/2Aµ, (3.42)

con Z = (1 + iγ)−1, tal que satisface la forma del propagador de masa compleja.

La observable que define la estructura multipolar es realmente la corriente electromagnéti-
ca; por lo que al calcularse ésta usando los campos renormalizados y el vértice corregido
obtenemos

Jµ
em

= A
′†
ν (q2)A

′

λ(q1)Γ
µνλ = ZA†

ν(q2)Aλ(q1)(α(k
2)gνλ(q1 + q2)

µ + · · · ). (3.43)

La unidad de carga eléctrica requiere que Zα(0) = 1; recordando que α(0) = 1 + iγ (véase
la ec. 3.38, haciendo las masas iguales a cero e), esta condición se satisface automáticamente
y por lo tanto la carga no recibe ninguna modificación. Un análisis de la modificación de
los multipolos en el caso de part́ıculas inestables de esṕın 1/2 se encuentra en la referencia

eAqúı por claridad hemos usado el ĺımite quiral, pero lo mismo aplica para el caso general con los factores
de forma obtenidos para el mesón ρ en las ecuaciones 3.32, 3.34 y 3.36.
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[32]; alĺı ellos también han encontrado la necesidad de la renormalización y de la correcta
definición de las cantidades f́ısicas. En [33] se encuentra un análisis más detallado en el tema
de la renormalización de la función de onda.

Aśı pues, nuestro resultado en general para los diferentes momentos multipolares son los
que se obtienen de las ecuaciones 3.32, 3.34 y 3.36, divididos por la expresión 3.32. En la
Tabla 3.3 presentamos dichos valores, donde se ha hecho explicita la desviación con respecto
a los valores predichos por el MS para el bosón W para cada uno de los multipolos, esto con
el fin de comparar con diferentes resultados encontrados en la literatura en la Tabla 3.2.

Multipolo

Carga Eléctrica |Q| 1 [e]
Dipolo Magnético |~µ| 2− 0.0091 [ e

2mρ
]

Cuadrupolo Eléctrico |XE| 1− 0.0387 [ e
m2

ρ
]

Tabla 3.3: Momentos multipolares del mesón ρ incluyendo las correcciones a un lazo bosónico.

Otras part́ıculas para las cuales hemos estudiado las modificaciones de sus multipolos son
el bosón W y el mesón K∗, cuyos resultados los mostramos en el Apéndice C; aśı como en
el art́ıculo publicado por nosotros en la referencia [34].

Hemos graficado los valores para el mdm en la Figura 3.6 para comparar sobre todo
el rango que esos valores presentan, que como podemos observar es relativamente grande.
En dicha figura podemos apreciar que los resultados obtenidos por [23], en donde utilizan
un modelo basado en ecuaciones de Dyson-Schwinger, son del orden de la corrección que
representa nuestro resultado. Hemos dejado como variable a la masa del pión para obtener
el resultado mostrado como la ĺınea negra en esta figura, esto sólo es un ejercicio para ver la
evolución que tiene nuestro resultado para poder comparar con resultados de lattice-QCD
[27], los cuales los presentan como función de la masa del pión.

3.4.2. El Esquema de Lazos y el Esquema de Masa Compleja.

Debido a que en el esquema de lazos las Identidades de Ward son satisfechas, hemos
visto que una modificación en el vértice electromagnético, conlleva una modificación en el
propagador. Considerando que la renormalización de los campos es necesaria para garanti-
zar que la carga no sufra correcciones, el propagador se ve modificado por la inclusión del
parámetro de ancho de decaimiento, justamente en la forma que lo describe el Esquema de
Masa Compleja, tal que la corriente electromagnética está bien definida. Esto nos dice que
śı trabajamos con los campos primados podemos utilizar el vértice a nivel árbol (ec. 3.22) y
que toda la contribución debida al ancho de decaimientos vendŕıa de la modificación en los
propagadores, que es esencialmente lo que dice el esquema de masa compleja. Por lo mismo
es esté último el que utilizaremos para desarrollar el resto de este trabajo, sabiendo que
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Figura 3.6: Predicciones para el Dipolo Magnético del mesón ρ por diferentes modelos: F. T.
Hawes [22]: �(azul), M. S. Bhagwat [23]: ♦, Ho-Meoyng [24]: ©, F. Cardarelli [25]: △, J. P.
Melo[26]: ▽, J. N. Hedditch [27]: �(rojos con barras de error).

tenemos una base firme para utilizarlo.

Con ésto terminamos el análisis de la modificación para los momentos electromagnéticos
para el mesón ρ(770). En donde hemos encontrado una expresión general para los distintos
multipolos, las cuáles se obtuvieron incluyendo correcciones a un lazo por medio del esquema
de lazos bosónicos; aprendimos que el renormalizar los campos da por resultado lo mismo
que se obtendŕıa con el esquema de masa compleja. Un resultado importante que hemos
encontrado es que, debido a la renormalización que deben sufrir los campos para conservar
invariancia de norma, ninguno de los multipolos recibe una modificación en la aproximación
quiral, al contrario de lo que se marca comúnmente en la literatura, que dice debeŕıan
verse modificados por un factor 1 + iγ [29]. Fuera de este ĺımite la corrección debida al
parámetro Γ, modifica la estructura de Lorentz induciendo una corrección al |XE|. Además,
como ya se ha mencionado las correcciones encontradas en este trabajo, son comparables
a los efectos dinámicos encontrados por [23] utilizando un modelo basado en ecuaciones de
Dyson-Schwinger.

Para proceder en el estudio del proceso a 4 piones es conveniente primero hacer un estudio
sobre un proceso mas simple, que nos de idea sobre algunos resultados que nos interesan,
por lo mismo dedicamos el siguiente caṕıtulo al estudio del proceso e+e− → ρ+ρ−.
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Caṕıtulo 4

Efectos del mdm del mesón ρ en el
proceso e+e−→ ρ+ρ−.

El proceso de producción e+e− → π+π−2π0 incluye en uno de sus canales al proceso
e+e− → ρ+ρ−. En este caṕıtulo presentaremos un estudio del mismo ya que como es un
proceso mas sencillo, cinemáticamente hablando, nos podemos valer de él para tener una
idea de la magnitud de la sección eficaz del canal particular que lo incluye; aśı mismo po-
demos estudiar si existe una configuración angular en la cual los mesones ρ sean emitidos
preferentemente, dando una indicación de que éstos al decaer también emitan a los piones
en la misma dirección. Finalmente, estudiaremos la sensibilidad que este proceso tiene con
respecto al mdm del mesón ρ.

⋆ ⋆ ⋆

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, para poder estudiar el mdm del mesón ρ es
necesario estudiar el vértice ρργ. El diagrama más simple que podemos pensar, que incluye
dicho vértice es precisamente el que describe al proceso e+e− → ρ+ρ−; pero como los mesones
ρ decaen en piones (ver Fig. 4.1), esto nos permite estudiar el vértice ρργ a través del estudio
del proceso de producción de 4 piones.

Sin embargo, antes de estudiar el proceso de 4 piones, es conveniente estudiar el proceso
e+e− → ρ+ρ−, que es un subproceso mas simple, debido a que en el proceso de 4 piones
están presentes muchos mas canales. En particular nos interesa saber si el canal que contiene
este vértice (Fig. 4.1) es importante en la producción de 4 piones. Para ello estudiaremos la
sección eficaz del proceso a 2 ρ determinando la región cinemática en donde es importante.

Otro aspecto que podemos estudiar en este proceso es la distribución de su sección eficaz
con respecto al ángulo que forman las part́ıculas salientes (mesones ρ) con respecto a las
part́ıculas incidentes (e+ y e−), en el marco de referencia del centro de masa. En particu-
lar, estudiaremos si ésta tiene un máximo, lo que indicaŕıa una dirección preferente para
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e+

e−

γ ρ
ρ+

ρ−

π+

π0

π0

π−

Figura 4.1: El proceso e+e− → ρ+ρ− y el sucesivo decaimiento de éstos en piones.

la producción de los mesones ρ. Esto nos interesa, porque si esta cinemática se hereda al
decaimiento de los mesones, también tendŕıamos una dirección preferente en la producción
de los piones.

Algo importante que también nos interesa conocer es qué tan grande es el efecto del
mdm del mesón ρ, tanto en la sección eficaz como en la distribución angular del proceso a
4 piones. En esto también nos puede ayudar el proceso e+e− → ρ+ρ−, para estudiar este
efecto, dada la parametrización que hemos visto del vértice ρργ, dejaremos el parámetro del
momento dipolar magnético β y lo variaremos entre tres constantes (1, 2 y 3) para ver en
cuanto difieren las secciones eficaces y si esta variación es perceptible.

El estudio del proceso e+e− → ρ+ρ− lo haremos de la siguiente manera: utilizaremos
la aproximación de Dominancia Vectorial para obtener la amplitud del proceso; y con ello
calcularemos la sección eficaz diferencial con respecto al ángulo que forman las part́ıculas
entrantes con las salientes, a ésta la graficaremos para diferentes valores del momento dipolar
magnético (β) a una enerǵıa dada y con ello determinaremos si esta función tiene un máximo.
Finalmente calcularemos la sección eficaz total para diferentes valores de β para ver cuál es
el efecto de este parámetro en dicha cantidad.

4.1. El proceso e+e− → ρ+ρ−.

El proceso e+(p′)e−(p)→ ρ+(k′, ǫ)ρ−(k, η) mostrado en la Figura 4.2, tiene una amplitud
dada por a

M = −
e2m2

ρ

gρ
gρππV̄ γαU

1

q2
(

gαµ

q2 −m2
ρ

) [(k − k′)µgνλ + β(qλgµν − qνgλµ)] ǫ
νη∗λ, (4.1)

donde V̄ y U son los campos del positrón y electrón correspondientemente; γα, las matrices
de Dirac; gµν , el tensor métrico; q = p + p′ = k + k′ el momento del γ − ρ creado en la

aLas reglas de Feyman con las que se obtuvieron ésta y las demás amplitudes están en el Apéndice D.
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e+(p′)

e−(p)

γ ρ0

ρ+(k′, ǫ)

ρ−(k, η)

Figura 4.2: Proceso e+(p′)e−(p)→ ρ+(k′, ǫ)ρ−(k, η).

aniquilación, mρ la masa del ρ; ǫ y η son los vectores de polarización de los mesones ρ del
estado final, gρ y gρππ son las constantes de acoplamiento según lo indican los sub́ındices.

A partir de esta expresión podemos obtener la sección eficaz en el centro de masa gracias
a la relación

dσ =
|M̄|2
2s

1

16π2
√
s

√

s

4
−m2

ρ δ(s− 4E ′2) d(cosθ)dφds, (4.2)

donde s = (p′ + p)2 es la variable de Mandelstam referente a la enerǵıa, φ es el ángulo polar
y θ el ángulo formado entre los momentos p y k en el marco de referencia del centro de
masa; y E ′ la enerǵıa de alguno de los mesones ρ cargados del estado final. Para calcular el
cuadrado de la expresión 4.1 multiplicamos por su complejo conjugado; y luego hacemos la
suma sobre polarizaciones de los estados finales. Tomando en cuenta que para este cálculo
hemos trabajado en el sistema de referencia del centro de masa, obtenemos la siguiente
expresión para la sección diferencial

dσ

dθ
=

α2g2ρππ
64g2ρ

√

s− 4mρ
2

s2
√
s

sen(θ)

(s−mρ
2) 2

(

4mρ
2 − s

) (

−12mρ
4 − 2mρ

2s(β(3β + 2)− 2)+

cos(2θ)
(

12mρ
4 − 2mρ

2s((β − 2)β + 2) + s2(β − 1)2
)

− s2(β − 1)2
)

, (4.3)

con α = e2

4π
, siendo e la carga del positrón.

Ahora veamos cómo se comporta la distribución angular de la sección eficaz y la sección
eficaz total, para diferentes valores de β.

4.1.1. Distribución Angular.

Para ver la distribución de la sección eficaz diferencial con respecto al ángulo que forman
los momentos del electrón (p) y el mesón ρ− (k), fijaremos la enerǵıa en un valor de

√
s =
√
5

GeV, que es una enerǵıa arbitraria lo suficientemente grande para la producción de los dos
mesones ρ como estado final, pero no aśı otras resonancias.
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La figura 4.3 muestra cómo se ve la sección eficaz diferencial con respecto al ángulo que
forman los momentos p y k. Es claro ver que para los diferentes valores de β utilizados se
presenta un máximo para un ángulo de π

2
, es decir, cuando los mesones ρ son emitidos en una

dirección perpendicular al de las part́ıculas incidentes. Es importante señalar que las gráficas
para distintos valores del mdm son claramente distinguibles entre ellas a esta escala ([nb]), de
hecho si el experimento tuviera una precisión de ±0.034 nb/rad podŕıamos asegurar que las
curvas difieren entre śı por 3 desviaciones estándar. Esta cantidad fue calculada a partir de
dividir la mı́nima diferencia entre los máximos de la sección eficaz diferencial por un factor
de 6.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

θ [rad]

0

0.1

0.2

0.3

0.4
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d
σ

/d
θ

 [
n
b
]

β=1
β=2
β=3

Figura 4.3: Sección eficaz diferencial vs ángulo de producción de los mesones rho para un valor
de
√
s =
√
5 GeV.

En la Figura 4.4 presentamos ahora la sección eficaz diferencial en función de la enerǵıa
tomando un ángulo fijo de π

2
, vemos que para una enerǵıa de alrededor de 2 GeV se tiene

un máximo para la misma (Ver Tabla 4.1) y luego decrece monótonamente, por lo que de
poder realizarse un experimento que midiera esta sección eficaz esta seŕıa la enerǵıa ideal
para poder identificar mas fácilmente cual valor del mdm es el correcto entre los resultados
aqúı presentados.

√
s [GeV] dσ/dθ|θ=π

2
[nb/rad]

β = 1 1.911 0.048
β = 2 2.032 0.259
β = 3 2.091 0.675

Tabla 4.1: Valores de los máximos para la sección eficaz diferencial y la enerǵıa correspondiente.
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Figura 4.4: Sección eficaz diferencial vs enerǵıa, con un valor para el ángulo fijo en
π

2
.

√
s [GeV] σ [nb]

β = 1 1.933 0.096
β = 2 2.017 0.464
β = 3 2.058 1.188

Tabla 4.2: Valores de los máximos para la sección eficaz total y las enerǵıas correspondientes a la
cual ocurren.

4.1.2. Sección eficaz total.

Analicemos ahora la sección eficaz total como función de la enerǵıa; para ello partimos
de la expresión (4.3) e integrando sobre el ángulo obtenemos

σ =
α2g2ρππ

(

s− 4m2
ρ

)

3/2
(

4s (β2 + β − 1)m2
ρ + 12m4

ρ + s2(β − 1)2
)

24s5/2g2ρ
(

s−m2
ρ

)

2
. (4.4)

En la Figura 4.5 presentamos la sección eficaz total como función de la enerǵıa en donde,
al igual que en el caso anterior, también se puede apreciar una clara diferencia entre las
curvas resultantes para los diferentes valores del parámetro β. Una vez mas, śı encontramos
la diferencia entre los máximos y la dividimos por un factor 6 podemos establecer que la
incertidumbre que necesita el experimento para poder diferenciar entre ellas en 3 desviaciones
estándar, es de ±0.061 nb. Los valores para los máximos en este caso son presentados en la
Tabla 4.2.

Para concluir este caṕıtulo recapitularemos los resultados que hemos obtenido para la
sección eficaz diferencial y total. Encontramos que la emisión de los mesones ρ se dá princi-
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Figura 4.5: Sección eficaz como función de la enerǵıa para diferentes valores de β.

palmente en el plano transverso al de las part́ıculas incidentes, por lo cual esperamos que la
emisión de los 4 piones sea igualmente más abundante en este plano. Hemos mostrado que
la magnitud de la sección eficaz para este proceso –tanto la diferencial, como la total– tiene
un orden de magnitud de nanobarns; por lo que esperamos que la contribución del canal
que contiene este proceso en la producción de 4 piones, sea de un orden semejante. Además,
pudimos establecer que la magnitud de precisión que deben tener los datos experimentales
en el mejor de los casos para poder distinguir entre los diferentes valores para el momento
dipolar magnético del mesón ρ es del orden de ±0.034 nb/rad cuando se considera la sección
eficaz diferencial y de ±0.061nb cuando es considerada la sección eficaz total, por lo que la
diferencia entre curvas seŕıa mas fácil de medir en este último caso.

Con esto en mente cuando analicemos el proceso a 4 piones pondremos especial atención
en el canal mostrado en la Figura 4.1, para el cual estudiaremos si el efecto de cambiar
el parámetro β, de igual manera como se ha hecho en este caṕıtulo, conserva la misma
tendencia y si las gráficas correspondientes siguen siendo distinguibles unas de otras. Además
estudiaremos la distribución angular de la sección eficaz diferencial con respecto a un ángulo
que nos permita comparar los resultados obtenidos aqúı y ver si la emisión de piones tiene
igualmente una dirección preferencial.

Recientemente en [35], se ha estudiado el mdm del mesón ρ a altas enerǵıas, usando fun-
ciones dependientes de la enerǵıa de tipo propagador para la parametrización de los factores
de forma de los multipolos electromagnéticos; este estudio utiliza datos de BaBar para una
enerǵıa de 10.5 GeV, lo cual hace que su modelo tenga un buen comportamiento a altas
enerǵıas pero desafortunadamente no ocurre lo mismo para las enerǵıas que aqúı tratamos
(0.65-2.5 GeV), por lo que nuestros resultados no son directamente comparables. b.

bEsto lo mostramos en detalle en el Apéndice F.
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El decaimiento del mesón ω en 3 piones también es un subdiagrama en el proceso e+e− →
π+π−2π0. Este decaimiento involucra la constante de acoplamiento entre los mesones ρ, ω
y π; la cual es necesario estudiar para tener control de la región de parámetros permitidos
para el proceso a 4 piones. A esto dedicaremos el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Extracción del acoplamiento ρωπ.

En este caṕıtulo determinaremos el valor de la constante de acoplamiento entre los meso-
nes ρ, ω y π en el contexto del modelo de VMD; para lo cual analizaremos procesos radiativos,
el decaimiento del mesón ω en 3 piones y la sección eficaz del proceso e+e− → 3π. Para los
últimos dos observables hemos estudiado el efecto que tendŕıa la introducción ya sea de una
resonancia mayor (ρ′(1450)) o un término de contacto.

⋆ ⋆ ⋆

Como sabemos, en el esquema de Dominancia Vectorial, la interacción fuerte entre los
mesones ρ, ω y π puede ser codificada en la constante de acoplamiento entre estos tres me-
sones denotada por gωρπ. Este acoplamiento es importante porque puede tener implicaciones
en diferentes observables, como por ejemplo en el momento magnético del muón [36]. Sin
embargo la determinación de manera directa de este acoplamiento no puede hacerse debido
a que un decaimiento directo de un mesón ω en uno ρ y π no puede darse f́ısicamente ya que
no hay suficiente enerǵıa para que ambas part́ıculas en el estado final estén en capa de masa.
Por lo mismo debe ser extráıda de manera indirecta, por ejemplo con ayuda de los procesos
de aniquilación o decaimiento antes mencionados.

Es necesario tener un marco teórico que nos permita la descripción de estos procesos;
podemos recurrir a la aproximación Quiral, basada en simetŕıas para bajas enerǵıas de la
teoŕıa de la Cromodinámica Cuántica (QCD) o, como en nuestro caso, podemos valernos del
esquema de la Dominancia Vectorial. Aún cuando estas teoŕıas tengan diferentes bases deben
de describir las interacciones fuertes congruentemente, como lo veremos en este caṕıtulo.
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En el esquema de VMD los términos del Lagrangiano relevantes para describir la inter-
acción entre los mesones ρ, ω y π están dados pora

L = gρππǫabcρ
a
µπ

b∂µπc + gωρπδabǫ
µνλσ∂µων∂λρ

a
σπ

b

+ g3πǫabcǫ
µνλσωµ∂νπ

a∂λπ
b∂σπ

c +
em2

V

gV
VµA

µ + ... (5.1)

términos con derivadas de mas alto orden, que son necesarios para la invariancia de norma
también están presentes pero estos quedan fuera de los motivos del presente trabajo, estos
términos pueden ser vistos con detalle en [37]. Aqúı V refiere en general a los mesones
vectoriales y A al fotón; gV está dada por la expresión 2.4. En principio se podŕıa tener una
mezcla entre los mesones ρ y ω, pero en este trabajo no hemos considerado dicho efecto;
también se podŕıa tener una interacción con mesones como el K∗ o el φ, pero estas son
fuertemente suprimidas por la regla de Okubo-Zweig-Iizuka (OZI).

En este estudio determinaremos la contante de acoplamiento gωρπ en diferentes escenarios
para lo cual procederemos de la siguiente forma: bajo el contexto del esquema de Dominancia
Vectorial analizaremos i) procesos radiativos de la forma V → πγ, donde V será el mesón ρ
u ω según lo señalemos en cada caso, ii) estudiaremos el decaimiento ω → 3π, para el cual
consideraremos la presencia de un término de contacto, aśı como la de la resonancia ρ′(1450),
y iii) la sección eficaz para el proceso de producción e+e− → 3π, en donde igual que en el
caso anterior se considerarán los términos mencionados.

5.1. Decaimientos Radiativos.

Los decaimientos de mesones vectoriales V en una part́ıcula pseudoescalar P (como el
pión) y un fotón (V → γP ) nos ayuda a relacionar las constantes de acoplamiento del estilo
gV V ′P , con las constantes del tipo gV γP . Esto se hace suponiendo que el decaimiento radiativo
realmente se lleva a cabo por la emisión de otro mesón vectorial que después transmuta en
un fotón según las reglas de VMD, esto se puede ver en la Figura 5.1.

Existen diferentes procesos que nos permiten relacionar la constante gωρπ con otras radia-
tivas; en particular aqúı analizaremos los procesos: ω → γπ, ρ→ γπ y π0 → γγ. Esta relación
entre constantes es el resultado de comparar las amplitudes para cada uno de estos procesos
en dos canales: el que se obtiene a partir de la Figura 5.1-a) y contiene el acoplamiento del
estilo gV γP y otro bajo el esquema de VMD (Fig. 5.1-b)), que contiene la constante gV V ′P . A
continuación veremos con mas detalle cada uno de estos procesos y el resultado de comparar
dichas amplitudes.

• ω → γπ

aPara construir un Lagrangiano efectivo se tiene que tomar en cuenta varios aspectos importantes: el
Lagrangiano debe satisfacer las simetŕıas globales de QCD (simetŕıas de sabor), debe respetar los teoremas
anómalos de teoŕıa quiral y que incorpore VMD de manera natural.
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Figura 5.1: Decaimiento radiativo de mesones vectoriales en el esquema de Dominancia Vectorial.

Si escribimos las amplitudes de este proceso según los canales presentados en la Figura
5.1 tomando a V como el mesón ω y a V ′, como el ρ tenemos las siguientes expresiones:

Ma = gωγπη
νǫµναβq

µkαǫ∗β, (5.2)

para el diagrama Fig.5.1-a), donde η y ǫ son los vectores de polarización y q y k los 4-
momentos para el mesón ω y el fotón correspondientemente. Para el diagrama Fig.5.1-b)
tenemos

Mb =
egωρπ
gρ

ηνǫµναβq
µkαǫ∗β . (5.3)

Debido a que ambas amplitudes describen el mismo proceso, estas deben ser iguales, por lo
tanto encontramos que las constantes de acoplamiento están relacionadas por

gωρπ = gωγπ
gρ
e
, (5.4)

con e la carga del positrón; gρ = 4.96± 0.02 y gωγπ = 0.696GeV −1b.

• ρ→ γπ.

A diferencia del caso anterior, en donde sólo existe un canal para el decaimiento del
mesón ω, aqúı tenemos un canal extra ρ → πω → πγ o bien ρ → πφ → πγ, en donde la
presencia del mesón φ (que tiene una interferencia destructiva con el ω) puede hacer una
contribución considerable [38]. Procediendo de manera análoga al caso anterior, por medio
de la comparación de las amplitudes de estos canales, podemos establecer que las constantes
de acoplamiento se relacionan por

gωρπ =
gω
e

(

gρπγ − gφρπ
e

gφ

)

, (5.5)

con gργπ = 0.252 GeV −1 [38]. La constante gφρπ = 0.815± 0.021GeV −1 fue obtenida en [39]
por medio del ajuste de datos experimentales del decaimiento φ → 3π en donde utilizaron

bEn el Apéndice E se muestra en detalle cómo se calcula la constante gωγπ y otras presentadas en este
caṕıtulo.
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que dicho procedimiento se lleva a cabo por el canal ρπ seguido del decaimiento del mesón
ρ en 2 piones, pues en otros trabajos como [40]-[42] se ha señalado que otros canales son
despreciables.

• π0 → γγ

En este proceso tenemos un caso parecido al anterior, pues los canales por los que puede
suceder este proceso son π0 → ρω(φ) → γγ. Debido a la interferencia destructiva entre los
mesones ρ− ω y ρ− φ [43] ahora las constantes de acoplamiento se pueden relacionar por

|gπγγ | =
2

gρ

( |gωρπ|
gω
− |gφρπ|

gφ

)

, (5.6)

el factor 2 viene del hecho de que podemos intercambiar los fotónes. Las constantes han sido
puestas en valores absolutos porque sólo se conoce la fase entre los mesones ya mencionados.
Finalmente la constante gπγγ(= 2.76×10−4 GeV −1) es obtenida también con ayuda del ancho
experimental para el proceso de decaimiento del pión a los dos fotones según la expresión

Γ(π → γγ) = g2πγγ
α2πm3

π

4
= 7.84± 0.44× 10−6 MeV. (5.7)

Los resultados de estos procesos para la constante de acoplamiento gωρπ son mostrados
en la Tabla 5.1, para los cuales mostramos un promedio normal cuyo error fue calculado por
cuadraturas, el cual como se puede ver presenta un rango bastante amplio, como reflejo de
las incertidumbres de algunos procesos y de la aparente discrepancia entre algunos de estos
resultados. Esto se debe a que en cada uno de los procesos se tienen que considerar no solo a
los mesones ω y ρ sino, como hemos visto también es necesario tener mucho control sobre las
posibles mezclas que puedan tener con otros mesones como el φ. Por lo mismo hemos hecho
el ejercicio de calcular un promedio pesadoc, el cual favorece a las cantidades que han sido
más precisamente medidas, lo que indica que tienen menos error por otras fuentes o que se
ha tenido más control sobre ellas; además de que este promedio reduce la incertidumbre que
se obtiene para esta cantidad.

El acoplamiento gωρπ en el esquema de VMD vs Quiral.

A modo de comparación, vamos a calcular cual seŕıa el valor esperado de este acopla-
miento exigiendo el acuerdo entre la teoŕıa de VMD y la teoŕıa quiral [44]-[48] para el proceso
π → γγ. Considerando solo el canal ω− ρ (por propósitos de claridad despreciamos el canal
φ− ρ), los acoplamientos de ambas descripciones están relacionados por medio de

|gωρπ| =
gρgω
8π2fπ

= 11.5GeV −1, (5.8)

cLas formulas expĺıcitas de cómo fue calculado este promedio y su incertidumbre aparecen en el Apéndice
H.
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Decaimiento |gωρπ| [GeV−1]

ω → π0γ 11.4± 0.2
ρ− → π−γ 11.3± 0.9
ρ0 → π0γ 13.1± 0.9
π0 → γγ 12.8± 0.3

Promedio Normal 12.2± 1.3
Promedio Pesado 11.9± 0.2

Tabla 5.1: Valores para la constante gωρπ obtenidos por procesos radiativos.

lo cual está en acuerdo con el valor obtenido por decaimientos radiativos. Śı además de esto
imponemos la condición de universalidad (gρ = gρππ) y la simetŕıa SU(3) (gω = 3gρ), entonces
podemos escribir que

|gωρπ| =
3g2ρππ
8π2fπ

= 14.4GeV −1. (5.9)

A partir de este resultado y usando la relación de Kawarabayashi, Suzuki, Fayyazudin y
Riazuddin, convenientemente abreviada como KSFR d [49]

g2ρππ
m2

ρ

=
1

2f 2
π

, (5.10)

en donde fπ = 0.093 GeV es la constante de decaimiento del pion, obtenemos que

|gωρπ| =
3m2

ρ

16π2f 3
π

= 14.2GeV −1, (5.11)

que tiene una desviación significante con el resultado estimado por decaimientos radiativos.

5.2. El Decaimiento ω → 3π

Gell-Mann, Sharper y Wagner [50] desde la década de los 60’s sugirieron que el proceso de
decaimiento ω → 3π está dominado por la transición ωρπ seguida del decaimiento ρ → ππ
(Fig. 5.2a-c) y esto ha sido confirmado extensamente por los experimentos [51]-[56], sin
embargo esto no niega la posibilidad de que otras contribuciones como un término de contacto
(Fig. 5.2d) o que resonancias de mas alto orden como el mesón ρ′(1450) estén presentes;
y su inclusión, puede tener un efecto importante en la determinación de la contante de
acoplamiento gωρπ. De hecho en [57] encontraron que el término de contacto es necesario

dLa relación KSFR relaciona las propiedades del mesón ρ con las del pión haciendo las siguientes supo-
siciones: que tanto las corrientes axiales parcialmente conservadas y el álgebra de corrientes son válidas; el
acoplamiento del mesón ρ es universal y los procesos que vayan a través del canal ρ, sólo van a través de
esta resonancia.
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Figura 5.2: Proceso ω → 3π por medio del canal del mesón ρ a-c) y el término de contacto d).

para poder recuperar la relación KSFR a bajas enerǵıas, sin embargo en dicho estudio no
les fue posible determinar la existencia de dicho término de manera definitiva debido a las
incertidumbres, tanto experimentales como teóricas, con las que se contaba para diferentes
propiedades de las part́ıculas consideradas.

Para nuestro estudio, consideremos el proceso de decaimiento ω(η, q)→ π+(p1)π
−(p2)π

0(p3)
mostrado gráficamente en la Figura 5.2, en donde los momentos pi se refieren a los 4-
momentos de los piones y η es el vector de polarización del mesón ω.

La amplitud para este proceso está dada de forma genérica por

MD = ıǫµαβγη
µpα1 p

β
2p

γ
3A, (5.12)

en donde A tiene la expresión

A = 6g3π + 2gωρπgρππ
(

D−1[ρ0, p1 + p2]+

D−1[ρ+, p1 + p3] +D−1[ρ−, p2 + p3]
)

, (5.13)

donde D[ρ,Q] = Q2 − m2
ρ + imρΓρ; los factores 6 y 2 en esta expresión provienen de las

permutaciones de los piones y de la conservación del momento, necesarias para poder escribir
la expresión para MD en la forma presentada en 5.12. En la expresión 5.13 el término g3π
es el acoplamiento del término de contacto proveniente del diagrama Fig.5.2d), y el resto
de la expresión es lo que llamamos el canal del mesón ρ correspondiente a los diagramas
Fig.5.2a-c). El acoplamiento efectivo entre el mesón ρ y los piones en los que éste decae
gρππ = 5.95 ± 0.02, es fijado precisamente por el valor del ancho de decaimiento del mesón
ρ, Γρ = 149.1± 0.8 MeV, considerando que éste decae en un 100% en piones.
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Para calcular el ancho de decaimiento utilizamos la siguiente expresión

Γ =

∫

du

∫

dv
1

(2π)332m2
ω

|MD|2, (5.14)

donde u = (p1 + p3)
2, v = (p2 + p3)

2 y con la región de integración dada por

4m2
π+ ≤ u ≤ (mω −mπ0)2

v−(u) ≤ v ≤ v+(u), (5.15)

con

v±(u) =
1

2

(

±
√

−2m2
ω (u+mπo

2) + (u−mπo
2) 2 +m4

ω

√

1− 4mπ+
2

u
− u+ 2mπ+

2 +mπo
2 +m2

ω

)

. (5.16)

Si usamos estos valores, junto con el valor encontrado para la constante gωρπ = 11.9 ±
0.2 GeV−1 obtenido de procesos radiativos y consideramos que el término de contacto no
está presente, i.e. g3π = 0, se obtiene un valor para el ancho de decaimiento del mesón
ω en 3 piones Γρ

ω→3π = 4.4 ± 0.2 MeV, correspondiente a un 58% del valor experimental
[1] Γexp

ω→3π = 7.56 ± 0.13 MeV. La corrección que este valor sufre haciendo la consideración
de un ancho de decaimiento dependiente de la enerǵıa para el mesón ρ es despreciable en
comparación con las barras de errore, aśı como las correcciones radiativas [51].

Para poder reproducir el valor experimental del ancho de decaimiento, podŕıamos pro-
ceder de formas distintas: podŕıamos incrementar la constante gωρπ hasta un valor de 15.7
GeV−1, dicho valor fue obtenido dejando como parámetro libre el acoplamiento y ajustandolo
para reproducir el ancho experimental. O bien, podemos conservar el valor del acoplamiento
proveniente de procesos radiativos y añadir contribuciones como un término de contacto o
una resonancia adicional como el mesón ρ′. Para estimar cuánto debe valer la constante de
acoplamiento de un término de contacto podemos incluir a dicho término como se muestra
en la ecuación 5.13 dejando al acoplamiento como parámetro libre, con lo que se que obtiene
una ecuación de segundo grado para g3π, que al resolverla nos da por resultado

g3π =

{

−62± 7 GeV−3

406± 10 GeV−3.
(5.17)

Sin embargo la inclusión de este término no es arbitraria. Este término está fuertemente
relacionado a la anomaĺıa de Wess-Zumino-Witten (WZW) [47, 48] como lo ilustramos a
continuación:

La anomaĺıa de WZW fija la amplitud del proceso γ∗ → 3π según

eAWZW =
α

πf 3
π

, (5.18)

eVéase el Apéndice G para más detalle en cómo se realiza esta consideración.
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siguiendo la notación de la ecuación 5.12.

Desde el punto de vista de VMD, este decaimiento se lleva a cabo por medio de la
transmutación del fotón en un mesón ω, que después decae en ρπ, seguido del decaimiento
del ρ en dos piones. La amplitud para este proceso Aρ tiene la misma forma que la ecuación
5.13 para el canal del ρ, si uno considera en dicha expresión que: g3π = 0, la aproximación de
momento cero (Q2 = 0), Γρ = 0 para los propagadores del ρ y un factor global e/gω, dando
por resultado

Aρ =
6e

gω

gωρπgρππ
m2

ρ

=
3

2

e

4π2f 3
π

=
3

2
AWZW , (5.19)

es decir, el canal del mesón ρ es 3
2
de la amplitud predicha por la teoŕıa Quiral, por lo que

el término de contacto debe contribuir con −1
2
AWZW . Si pedimos además que se respete la

relación KSFR (Ec.(5.10)) como se hace en otros trabajos [58, 59], se encuentra la siguiente
relación para g3π

−1
2
AWZW =

6eg3π
gω

→ g3π = − gρππ
16π2f 3

π

= −47 GeV −3, (5.20)

en donde hemos hecho uso de las ecuaciones 5.8, 5.9 y 5.11.

Aśı pues, si utilizamos este valor para la constante de acoplamiento del término de con-
tacto g3π y volvemos a calcular el ancho para el decaimiento ω en 3 piones, haciendo uso de
la constante gωρπ obtenida de procesos radiativos, tenemos como resultado Γω→ρπ = 6.8±0.2
MeV, que está en mejor acuerdo con el experimento. Queremos hacer notar que el resultado
obtenido aqúı para g3π es cercano a uno de los resultados obtenido en la ecuación 5.17, en
donde la inclusión de este parámetro fue directa.

Este procedimiento establece una manera apropiada de incluir contribuciones adicionales
en el esquema de VMD, manteniendo acuerdo con los teoremas de bajas enerǵıas. En otros
estudios [60] han tratado también este problema desde el esquema de la teoŕıa quiral y han
encontrado de igual manera que el canal del mesón ρ no explica por completo el ancho de
decaimiento del mesón ω en tres piones; y también han señalado que el introducir un término
de contacto de manera adecuada es necesario.

5.2.1. El canal de la ρ′.

Hasta ahora hemos considerado que el proceso de decaimiento del mesón ω a 3 piones
sólo se puede llevar a cabo por el canal del mesón ρ y el término de contacto fijado por
la anomaĺıa WZW. Sin embargo, decaimientos por medio de excitaciones radiales también
pueden ser importantes, por lo que es importante ver como incluirlas.

En nuestro estudio nos enfocaremos sólo en la resonancia ρ′ (mρ′ = 1465 MeV, Γρ′ =
400 MeV), la cual tiene una contribución dada por una expresión exactamente igual a la
que mostramos en las expresiones 5.12 y 5.13, pero con los parámetros de masa y ancho



Extracción del acoplamiento ρωπ. 47

correspondientes al mesón ρ′ y sin el término de contacto; debido a que la masa de este
mesón es grande nos permite simplificar su propagador, lo cual nos lleva a poder considerar
la contribución de este término como un término efectivo de contacto al cual denotaremos
g′3π, y tiene la expresión:

|g′3π| ≈
gωρ′πgρ′ππ

m2
ρ′

. (5.21)

Debido a que las constantes de acoplamiento que involucran al mesón ρ′ no han sido bien
medidas o se desconocen por completo tanto teórica como experimentalmente [53, 61], tene-
mos que hacer una suposición sobre la razón de constantes de acoplamiento de este mesón;
para esto ocupamos nuestro conocimiento de las constantes del mesón ρ. Debido a que estas
resonancias son excitaciones radiales una de la otra, asumiremos que la información sobre
a qué resonancia pertenecen los acoplamientos está totalmente ligada a la parte angular de
cada part́ıcula, por lo que al hacer la razón entre acoplamientos se pierde dicha información;
con eso podemos escribir que

gωρ′π

gρ′ππ
= gωρπ

gρππ
= 2 GeV−1.

Se han realizado estudios sobre la constante de acoplamiento gωρ′π [61], en donde han
encontrado que su valor está en un rango entre 10 y 18 GeV−1. Bajo estas suposiciones se
encuentra que |g′3π| ≈ 46± 23GeV −3 f.

Hemos evaluando las correcciones que este valor debe sufrir debido a la dependencia en
el momento del ancho de decaimiento del mesón ρ′, lo cual dá un aumento de un 6%, por lo
que nuestra estimación para este acoplamiento es

|g′3π| = 49± 24GeV −3. (5.22)

Hay que notar que esta contribución debida al ρ′ no puede ser tomada al mismo tiempo
que el término de contacto, pues el canal del mesón ρ y el contacto fueron tomadas como las
únicas contribuciones en la sección anterior y eso fija los factores de peso en las ecuaciones
5.19 y 5.20; para incluirlo seŕıa necesario un estudio mucho mas detallado, además de que
requeriŕıamos información mas detallada de las resonancias que deseáramos agregar, infor-
mación que al d́ıa de hoy no se tiene disponible ni por parte de la teoŕıa, ni se ha medido
experimentalmente. En [62] hemos realizado un estudio mas detallado de como se incluyen
de manera coherente las contribuciones debidas a resonancias de mas alto orden junto con
el término de contacto.

Haciendo el ejercicio de calcular el ancho de decaimiento ω → 3π ignorando el término de
contacto presentado en la sección anterior y sustituyéndolo con el obtenido aqúı por medio
del canal del mesón ρ′ obtenemos que la contribución de este “ contacto” es solo de un 4±5%
del valor experimental, pero la interferencia con el canal del mesón ρ es de un 29± 14%, lo
cual acerca el resultado total a un 91% del valor experimental, tal como se puede ver en la
Tabla 5.2.

fEl error para la constante |g′3π| es reflejo del rango que presenta la contante gωρ′π, para la cual hemos
utilizado un valor de 14± 4 GeV−1.
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Canal Contribución a Γω→3π [MeV] Porcentaje (Γi/Γexp)

ρ 4.37± 0.15 57.7± 2
ρ′ 0.31± 0.38 4.1± 5

Interferencia 2.2± 1.1 29.2± 14.2
Total 6.88± 1.2 91± 15.2

Tabla 5.2: Contribuciones al ancho de decaimiento del mesón ω a 3 piones, calculado a partir del
canal del mesón ρ y un término de contacto efectivo generado por el mesón ρ′.

Referencia | g3π | [GeV−3]

Kuraev [57] 123
Kaymakcalan [63] 37

Rudaz [58], Cohen [59] 47
Domı́nguez [64] 29± 3

Este trabajo de Γ(ω → 3π) 65± 7
Este trabajo de ρ′ 49± 24

Tabla 5.3: Valores del término de contacto g3π en diferentes aproximaciones.

En la Tabla 5.3 presentamos una colección de los valores para la constante de acopla-
miento para los términos de tipo contacto que hemos obtenido, junto con otros valores para
la misma encontrados en la literatura en donde utilizan diferentes aproximaciones: Kuraev
[57] utiliza un lagrangiano quiral efectivo que incluye VMD; Rudaz [58] y Cohen [59] em-
plean un esquema de VMD congruente con teoremas de bajas enerǵıas; Kaymakcalan [63]
trabaja en el contexto de una extensión del lagrangiano quiral para incluir campos de esṕın
1 y finalmente Domı́nguez [64] extiende la idea planteada en la sección del mesón ρ′ e incluye
una infinidad de excitaciones radiales.

Debido a la diferente naturaleza de estas aproximaciones no nos es posible comparar
directamente cada uno de estos resultados; sin embargo, es interesante ver que a pesar de la
dependencia de modelo esta constante muestra estar en un rango de alrededor de unos 30-60
GeV−3.

A partir de la expresión para calcular el ancho de decaimiento del mesón ω en 3 piones,
realizamos un ajuste para la constante de acoplamiento gωρπ en dos casos: i) considerando
el canal del mesón ρ más el término de contacto proveniente de la descripción quiral, y ii) el
canal del mesón ρ más el canal del mesón ρ′ considerándolo como un contacto efectivo, tal
como se ha hecho en la sección correspondiente. Este ajuste se hizo dejando como parámetro
libre dicha constante y hallando su magnitud para poder reproducir el valor experimental



Extracción del acoplamiento ρωπ. 49

del ancho de decaimiento. Como resultado para cada caso obtuvimos los siguientes valores:

i) gωρπ = 12.8± 0.1GeV −1

ii) gωρπ = 12.6± 1.3GeV −1. (5.23)

La incertidumbre para estos casos fue obtenida variando la constante gωρπ reproduciendo el
rango experimental de valores para el ancho de decaimiento. En el segundo caso se considero
la región permitida por las incertidumbres de la ρ′

Con esto terminamos esta sección; en la siguiente analizaremos ahora el proceso de pro-
ducción de 3 piones por el canal del mesón ω para el cual calcularemos la sección eficaz y
compararemos con datos experimentales para poder extraer el valor de la constante gωρπ.

5.3. Proceso e+ e− → ω → 3π.

En esta sección exploraremos la implicación que tiene el incluir los términos de contacto
estudiados en la sección pasada en la sección eficaz para el proceso de producción e+ e− →
ω → 3π; para ello comencemos calculando la sección eficaz de dicho proceso.

Siguiendo la notación de la sección anterior, podemos escribir la amplitud para este
proceso de la siguiente manera

M =
e2mω

2

gω

V̄ γµU ǫµαβγp1
αp2

βp3
γ

q2 (q2 −m2
ω + imωΓω)

A; (5.24)

en donde e es la carga del positrón, mω y Γω son la masa y el ancho de decaimiento del
mesón ω respectivamente. El término V̄ γµU es la parte leptónica del proceso y las demás
variables siguen la misma convención del proceso anterior como se describe en la ecuación
5.12. La expresión para A resulta ser la misma que aparece en la ecuación 5.13.

La sección eficaz de este proceso y el decaimiento anterior están ı́ntimamente relacionados
en cuanto a la región de integración, ya que es posible demostrar que utilizando la sección
eficaz definida por

σ(s) =

∫

du

∫

dv
1

32s2
1

(2π)3
|M|2, (5.25)

donde u y v son definidas igual que en el proceso anterior y s es la variable de Mandelstam
para la enerǵıa, entonces la región de integración tiene los mismos ĺımites que en el caso
anterior (ecs. 5.15 y 5.16) [57], pero haciendo el cambio de la masa del mesón ω por

√
s.

En la Figura 5.3 mostramos los resultados para la sección eficaz calculada a partir de esta
expresión como función de la enerǵıa del centro de masa, la cual hemos comparado con los
datos del experimento CMD2 [52]. En dicha figura mostramos el resultado que obtendŕıamos
de calcular la sección eficaz considerando sólo el canal del mesón ρ y el valor de gωρπ obtenida a
partir de procesos radiativos (VMDr), dicho resultado es mostrado como una ĺınea continua,
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la cual se puede ver queda por debajo de los datos experimentales. Luego, considerando
el canal del mesón ω más el término de contacto quiral obtenemos el resultado mostrado
como una ĺınea segmentada, el cual podemos observar que se aleja mucho de los datos
experimentales. Debido a que no tenemos una incertidumbre para el acoplamiento quiral,
el resultado mostrado en la gráfica para este caso tiene una incertidumbre del alrededor
de un 10%, debido sólo al acoplamiento gωρπ (lo cual no hemos mostrado aqúı) y esto no
es suficiente para reproducir los datos experimentales dentro de los margenes de error. Por
último en el caso del mesón ρ junto con el contacto proveniente del mesón ρ′ se tiene un
resultado que se parece mucho al anterior, sin embargo debido a la incertidumbre que presenta
el acoplamiento |g′3π|, tenemos un margen de error en el resultado de la sección eficaz que
nos permite acercarnos a los datos experimentales; el resultado que mostramos en la ĺınea
punteada es precisamente el que obtenemos considerando el valor de la constante |g′3π| menos
una desviación estándar.

Figura 5.3: Proceso e+ e− → 3π usando gωρπ obtenida por procesos radiativos entre casos: i) solo
el canal del mesón ρ, ii) el canal del mesón ρ más el término de contacto quiral y iii) el canal del
mesón ρ más el canal del mesón ρ′ - 1 desviación estándar.

Al igual que en el proceso de decaimiento, hemos realizado un ajuste para la constante
gωρπ para los casos anteriormente mencionados; para esto utilizamos datos experimentales
de CMD2 [52] y de SND [56] y el parámetro χ2/# grados de libertad (bondad de ajuste). El
resultado obtenido para este parámetro en el caso del experimento CMD2 fue χ2/# grados
de libertad ≈ 4 y para SND, χ2/# grados de libertad ≈ 1 y los resultados para el ajuste
son presentados en la Tabla 5.4 y graficados en la Figura 5.4. Las barras de error que hemos
considerado toman en cuenta los rangos de valores para la masa y el ancho del mesón ω,
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Canal CMD2 SND Promedio

ρ 13.1± 0.3 13.4± 0.2 13.3± 0.2
ρ+ contacto quiral 10.3± 0.1 10.6± 0.1 10.5± 0.1

ρ+ρ′ 10.1± 1.5 10.5± 1.6 10.3± 1.6

Tabla 5.4: Valores obtenidos para la constante gωρπ en GeV−1 para el ajuste de los experimentos
de CMD2 y SND.

tomando como valores centrales las cantidades que cada experimento reporta. Finalmente,
hemos tomado como valor final para nuestro reporte un promedio entre los valores obtenidos
de cada experimento.

Figura 5.4: Resultados de los ajustes para los experimentos CMD2 y SND.

Para terminar, hagamos un resumen de lo que realizamos en este caṕıtulo: Hemos he-
cho un análisis para obtener en valor de la constantes gωρπ en el contexto del esquema de
VMD utilizando los siguientes procesos: decaimientos radiativos, el decaimiento ω → 3π y
el proceso de producción e+e− → ω → 3π. En la Tabla 5.5, presentamos nuestros resultados
finales, los cuales se obtuvieron en los siguientes escenarios:

i) Śı asumimos que tanto el decaimiento ω → 3π, como el proceso de producción e+e− →
ω → 3π, sólo se llevan a cabo por el canal del mesón ρ, obtenemos los resultados mostrados
en la columna marcada como “Canal del ρ” en la Tabla 5.5, con lo que se se tiene un promedio
final de gωρπ = 14.7± 0.1 GeV−1.
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ii) Considerando el canal del mesón ρ más un término de contacto proveniente de la teoŕıa
quiral, tenemos los resultados mostradons en la columna llamada “ρ + contacto quiral” en la
Tabla 5.5 cuyos valor promedio es gωρπ = 11.7± 0.1 GeV−1 al considerar los mismo procesos
que en el caso anterior.

iii) Finalmente, tomando el canal del mesón ρ más el canal del mesón ρ′ obtenemos un
resultado final para gωρπ = 11.9 ± 0.2 GeV−1, mostrado en la columna denotada como “ρ
+ ρ′” en la Tabla 5.5; que al igual que en los casos anteriores se obtiene de considerar los
procesos de decaimiento y de producción antes mencionados.

Canal del ρ ρ + contacto quiral ρ + ρ′

VMDr 11.9± 0.2 11.9± 0.2 11.9± 0.2
Γ(ω → 3π) 15.7± 0.1 12.8± 0.1 12.6± 1.3

σ(e+e− → 3π) 13.3± 0.2 10.5± 0.1 10.3± 1.6
Promedio 14.7± 0.1 11.7± 0.1 11.9± 0.2

Tabla 5.5: Valores para la constante gωρπ [GeV−1] en los diferentes escenarios presentados en este
caṕıtulo.

Estos resultados los podemos comparar con otros encontrados en la literatura en donde
se utilizan otras aproximaciones: En [65] se obtiene un valor para gωρπ de 7.35 GeV−1,
usando un esquema de bosones de Goldstone y mesones vectoriales ligeros. Existen también
estimaciones basadas en reglas de sumas de QCD [66, 67] en donde ellos obtienen un valor de
9 GeV−1, mientras que en [68]-[71] tienen un rango de entre 15 a 17 GeV−1. Un valor similar
de 16 GeV−1 es encontrado en la referencia [64] por medio de la inclusión de una infinidad
de excitaciones radiales, al igual que en [72] y [73] donde usan la simetŕıa SU(3). Efectos de
rompimiento de esta simetŕıa han sido considerados por [74] y [75]. [76] obtiene para este
acoplamiento un valor de 15.8 GeV−1 utilizando solo el canal del mesón ρ y ajustando a la
sección eficaz del proceso de producción de 3 piones. Un modelo sigma lineal a nivel de quarks
usado en [77] obtiene un rango de 10.3 a 14.7 GeV−1. Finalmente podemos mencionar que
en [78] en el marco de Dyson-Schwinger, usando una aproximación rainbow-ladder obtienen
un valor de 10.3 GeV−1. Dada la diferencia entre las aproximaciones consideradas en los
demás trabajos, no podemos señalar la causa de esta discrepancia. En nuestro trabajo hemos
mostrado que la inclusión de los términos de contacto o una resonancia mas pesada, puede
tener efectos importantes en la estimación de este acoplamiento bajando su valor desde
aproximadamente 16 GeV−1 hasta casi 11 GeV−1.

Con esto terminamos el estudio de la constante de acoplamiento gωρπ, del cual hemos
visto que es sensible a los diferentes escenarios presentados aqúı. Sobre todo el resultado más
importante es que el canal del mesón ρ puede absorber de manera efectiva las contribuciones
debidas al término de contacto quiral, aśı como las contribuciones provenientes de resonancias
de mas alto orden; lo cual será un punto importante cuando estudiemos la producción de 4
piones en el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 6

El Proceso e+e−→ π+π−2π0.

Nuestro estudio se enfoca en encontrar un valor para el mdm del mesón ρ, para ello es
necesario calcular la sección eficaz para el proceso e+e− → π+π−2π0, que como veremos
está en función del parámetro β. En el presente caṕıtulo realizamos el cálculo de dicha
sección eficaz, para la cual presentamos los diferentes canales por los que se puede dar este
proceso. Una vez teniendo dicha expresión y con ayuda de datos experimentales seremos
capaces de ver la sensibilidad que presenta esta observable ante el parámetro β. Ajustando
nuestros resultados a datos experimentales de la sección eficaz determinaremos el valor del
mdm para el mesón ρ. Aśı mismo, analizaremos la distribución angular del canal que incluye
al vértice ρργ y veremos si conserva una preferencia en la dirección en la cual los piones son
producidos. Por último calcularemos la razón de decaimiento del ρ0 → π+π−2π0 a su ancho
total.

⋆ ⋆ ⋆

Para el presente estudio hemos considerado que las correcciones radiativas son despre-
ciables [51], y además no hemos tomado en cuenta la simetŕıa de isoesṕın proveniente de
las masas de los piones, a diferencia de otros trabajos como [79, 80], pues deseamos tener
en cuenta los efectos del rompimiento de esta simetŕıa. Aún cuando en dichos trabajos se
reporta que la simetŕıa de isoesṕın es válida dentro de la precisión actual, es necesario te-
ner en cuenta que está rota para que en un futuro, cuando la precisión experimental nos lo
permita, podamos verificar estos efectos.

Para estudiar el proceso de producción e+e− → π+π−2π0, primero presentaremos los
canales que dan origen a este proceso. Es necesario verificar que cada diagrama es parte de
un conjunto invariante de norma, o lo es por śı mismo, por lo que cuando presentemos cada
canal corroboraremos este hecho. Una vez fijados los canales, calcularemos la amplitud al
cuadrado y luego la sección eficaz total para el proceso de producción de 4 piones, la cual
dejaremos como función del parámetro β. A partir de esto estudiaremos qué tan sensible es
la sección eficaz al variar dicho parámetro, por lo que variaremos este parámetro dentro de
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e−

e+

γ

Figura 6.1: Parte leptónica de los canales para el proceso de producción de 4 piones.

un rango de valores. Finalmente por medio de un ajuste a datos preliminares de BaBar [81]
para la sección eficaz determinaremos un valor para el mdm del mesón ρ.

La convención de momentos que utilizaremos para el proceso de producción de cuatro
piones será la siguiente:

e+(k1)e
−(k2)→ π+(p1)π

0(p2)π
−(p3)π

0(p4). (6.1)

Y las reglas de Feynman que utilizaremos para el desarrollo de nuestro trabajo, aśı como las
constantes de acoplamiento están mostradas con detalle en el Apéndice D.

Para el mesón ρ usaremos un ancho de decaimiento dependiente de la enerǵıa y no un
valor constante de Γρ = 149.1 MeV. Los detalles de como se ha hecho la función para el
ancho son mostrados en el Apéndice G.

La amplitud de los procesos presentados a continuación pueden escribirse como una parte
hadrónica hµ y una parte leptónica lµ

M = hµl
µ. (6.2)

Esta última es común a todos los procesos, por lo que se puede calcular su cuadrado como
un factor por separado que posteriormente se puede contraer con el cuadrado de la amplitud
hadrónica, para con ello obtener la expresión final para el cuadrado de la amplitud del
proceso.

Para calcular el cuadrado de la amplitud leptónica partimos de

lµ = −iev̄(k2)γµu(k1); (6.3)

en donde v̄ y u, son los campos del positrón y electrón respectivamente, e es la carga del
positrón y γµ las matrices de Dirac.

Al hacer el promedio sobre estados de esṕın y la suma sobre polarizaciones, tenemos que

lµν ≡ 1

4
lµlν∗ =

e2

4

∑

espines

[v̄(k2)γ
µu(k1)][ū(k1)γ

νv(k2)], (6.4)
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que por reglas de trazas a se traduce en

lµν = e2(kµ
1k

ν
2 + kν

1k
µ
2 − k1 · k2 gµν), (6.5)

este es el factor común de la parte leptónica por el cual tenemos que contraer al resultado de
cada uno de los cuadrados de las amplitudes de los diagramas que presentamos en seguida;
cabe aclarar, que para llegar al resultado presentado en la Ec. 6.5 fue necesario despreciar
los términos proporcionales a la masa del electrón.

El fotón que se muestra en la Figura 6.1 se transmuta en un mesón ρ0 o ρ
′0, y es a partir

de estos que se originan los diferentes canales, de los cuales a continuación mostramos los
diagramas genéricos; estos diagramas sólo muestran cómo es que los diferentes decaimientos
de las part́ıculas se deben llevar a cabo para construir el canal, pero lo muestran de una
manera muy espećıfica. A partir de estos es necesario considerar todas las combinaciones en
las que las part́ıculas involucradas pueden decaer, por ejemplo en la Figura 6.2 (mostrada
a continuación) el mesón ρ (ρ

′0) decae dos piones cargados, esta figura muestra que el π−

decae en otras part́ıculas para completar el diagrama; sin embargo, pudiera ser que en lugar
de este pión decayera el π+, lo cual no mostramos.

La forma en la que obtenemos las expresiones para las amplitudes de todas estas com-
binaciones de cargas es por medio de escribir una amplitud reducida Mr(p1, p2, p3, p4), la
cual es espećıfica para la elección de momentos que presentaremos en la figura correspon-
diente a cada canal; y a continuación consideramos los siguientes intercambios de momentos b

i) Para obtener la amplitud que implica el intercambio de los dos piones neutros, se debe
considerar la simetŕıa de Bose-Einstein, es decir se debe cumplir que

Mr(p1, p2, p3, p4) =Mr(p1, p4, p3, p2). (6.6)

ii) Para obtener la amplitud que implica el intercambio de los dos piones cargados, se debe
considerar la conjugación de carga, lo cual se traduce en la restricción

Mr(p1, p2, p3, p4) = −Mr(p3, p2, p1, p4). (6.7)

De manera que la amplitud total para cada canal se encuentra a partir de

Mcanal(p1, p2, p3, p4) = Mr(p1, p2, p3, p4) +Mr(p1, p4, p3, p2)

−Mr(p3, p2, p1, p4)−Mr(p3, p4, p1, p2). (6.8)

En la sección a continuación se presentan los diagramas de Feynman para los canales que
hemos considerado en el proceso e+e− → π+π−2π0, y con los que se ha calculado la sección
eficaz.

aEspećıficamente se ha utilizado que Tr (γµγνγργσ) = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ).
bEl intercambio de las part́ıculas cargadas no es de ninguna manera porque éstas sean indistinguibles,

como en el caso de las neutras, sino que es necesario considerar todas las combinaciones de los posibles
decaimientos y ésta sólo es una manera práctica de resumir todas las expresiones de las amplitudes.
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6.1. Canales del proceso e+e− → π+π−2π0.

• Canal A.

Llamaremos canal A al proceso mostrado en la Figura 6.2, en la cual mostramos cómo
el mesón ρ (ρ′) c decae en dos piones, uno de ellos emite luego un pion y otro mesón ρ que
posteriormente decae en dos piones mas.

ρ0 π−

π+

ρ−

π−

π0π0

Figura 6.2: Canal A para la producción de 4 piones: ρ→ ππ → πρπ → 4π.

Para la configuración de cargas mostrada en la Figura 6.2 la amplitud reducida MrAµ

está dada por la expresión

MrAµ =

(

−
iem2

ρ

gρ
δµβ

)

(−igβγ)
(

1

q2 −m2
ρ + imρΓρ

− 1

q2 −m2
ρ′ + imρ′Γρ′

)

(−2igρππp1γ)
i

(q − p1) 2 −m2
π

(igρππ (q − p1 + p2)δ) i





−gδη + (p3+p4)δ(p3+p4)η

m2
ρ−imρΓρ

(p3 + p4) 2 −m2
ρ + imρΓρ





(

igρππ (p4 − p3)η

)

,(6.9)

en donde q =
√
s = p1 + p2 + p3 + p4 es el momento del mesón ρ inicial; mρ y Γρ su masa

y su ancho; gρππ, el acoplamiento entre los mesones según lo indica los sub́ındices y gαβ, el
tensor métrico. Nótese que la fase con la que es introducida la resonancia del mesón ρ′ es
negativa; esto se puede ver claramente en la resta de propagadores en el primer renglón de
la expresión anteriord.

Hay que recordar que esta amplitud no representa la totalidad del proceso, sino que falta
hacer las permutaciones de momentos según lo indica la Ecuación 6.8.

cDebido al rango de enerǵıas que estamos considerando para nuestro estudio (de 0.65 a 2.5 GeV, el fotón
puede transmutar no solo en un mesón ρ, sino en otras resonancias; de estas posibles resonancias solo hemos
considerado al mesón ρ′, pues consideramos que las demás resonancias no contribuyen de manera significante.

dPara nuestro estudio hemos seguido los trabajos de H. Czyz[79] y G. Ecker[80] en donde ellos muestran
que la fase entre los mesones ρ y ρ′ es negativa. Nosotros hemos revisado este hecho variando dicha fase y
encontramos que al considerarla de esta manera se obtiene el mejor acuerdo con los datos experimentales
para la sección eficaz.
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Para simplificar la escritura definimos las siguientes expresiones

sij ≡ pi + pj ,

rij ≡ pi − pj,

P [q, ρ] ≡ i

q2 −m2
ρ + imρΓρ

,

PS[q] ≡ i

q2 −m2
π

,

F [ρ] ≡ 1

m2
ρ − imρΓρ

. (6.10)

Con ayuda de esto podemos escribir la expresión (6.9) de la siguiente manera

MrAµ = −2
(

−
iem2

ρ

gρ

)

(igρππ)
3(P [q, ρ]− P [q, ρ′])PS [q − p1, π]P [s34, ρ]

[(q − p1 + p2) · r34 − F [ρ]s34 · r34 (q − p1 + p2) · s34] p1µ. (6.11)

El primer factor entre paréntesis es el factor de VMD para la transmutación de un fotón a
un mesón ρ; pero no se ha tomado en cuenta el propagador del fotón asociado a la parte
leptónica.

En particular para este diagrama se podŕıa dar la siguiente combinación de momentos

ρ0 → π+(π−)→ π+π−(ρ0)→ π+π−(2π0); (6.12)

es decir que en el diagrama se tuviera que considerar el decaimiento ρ0 → 2π0. Según se
puede ver en [1] el ancho de decaimiento de este proceso es dos ordenes de magnitud menor
que el correspondiente a piones cargados por lo que no consideraremos en este trabajo a
dicho vértice, por considerarlo un proceso subdominante. Lo que da un total de 4 diagramas
distintos para este canal.

• Canal B.

En la Figura 6.3 mostramos el canal que llamaremos B, este se da por medio del decai-
miento del mesón ρ inicial en otros dos mesones ρ, dando lugar a un vértice de tres mesones
ρ, que podemos ligar con el vértice que nos interesa (ρργ), según el esquema de VMD, por
la transmutación de uno de estos a un fotón. Luego, cada uno de estos mesones decae en dos
piones. La amplitud de este proceso está dada por la expresión

MrBµ =

(

−
iem2

ρ

gρ
δµν

)

(igρππ)
3(P [q, ρ]− P [q, ρ′])P [s12, ρ]P [s34, ρ] (−gνα)

[gλγ (s34 − s12)α + β (qγgλα − qλgγα) + s12λgγα − s34γgλα]
(

−gλδ + F [ρ]sλ12s
δ
12

)

r12δ (−gγη + F [ρ]sγ34s
η
34) r43η, (6.13)
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ρ0
ρ+

ρ−

π+

π0

π−

π0

Figura 6.3: Canal B para la producción de 4 piones: ρ→ ρρ→ 4π.

en donde el parámetro β está directamente relacionado con el dipolo magnético del mesón
ρ (Ec. 3.18). Una vez más para tener todos los diagramas de este canal se tiene que realizar
tanto el intercambio de piones cargados como el de piones neutros.

• Canal C.

El canal C se muestra en la Figura 6.4, el cual parte del mesón ρ y sigue con la emisión
de otro mesón ρ y dos piones mas por parte de éste, para finalizar con el decaimiento del
segundo mesón ρ en otros dos piones.

ρ0

π+

π0

π−

π0

ρ−

Figura 6.4: Canal C para la producción de 4 piones: ρ→ πρπ → 4π.

El esquema de VMD, no nos dice cuanto debeŕıa valer el vértice entre dos piones y dos
mesones ρ, pero es gracias a que sabemos que este canal junto con los anteriores forman
un conjunto invariante de norma que lo podemos conocer. Para ello propongamos que la
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amplitud de este proceso es

MrCµ =

(

−
iem2

ρ

gρ
δµβ

)

(igρππ) (P [q, ρ]− P [q, ρ′])P [s34, ρ]
(

−gβγ
)

(igρρππTγδ)

(

−gδη + F [ρ]sδ34s
η
34

)

r43η, (6.14)

en donde desconocemos a la constante de acoplamiento gρρππ (acoplamiento entre dos piones
y dos ρ) aśı como al tensor Tγδ, que es la estructura del vértice para estas 4 part́ıculas.
Ahora bien, invariancia de norma nos dice que si consideramos la amplitud del decaimiento
del mesón ρ0 inicial por los canales A, B y C, śı sustituimos su vector de polarización por
su momento (qµ), se debe cumplir que

qµ(MrAµ +MrBµ +MrCµ) = 0. (6.15)

Haciendo la operación qµ(MrAµ +MrBµ) sin tomar los factores que vienen del ρ0 inicial en
las expresiones 6.11 y 6.13, se obtiene como resultado

qµ(MrAµ +MrBµ) = g3ρππ [2PS [q − p1] q.p1 (q − p1 + p2) δ − P [s12, ρ] (6.16)
{

q. (s34 − s12) (r12δ + F [ρ]∆s12δ) + qδ
(

−∆+ F [ρ]∆s212
)

− q. (r12 + F [ρ]∆s12) s34δ
}]

Dδ
34;

aqúı ∆ ≡ m2
π0−m2

π+ y Dδ
34 = P [s34, ρ](−rδ43+F [ρ]∆sδ34). Igualando esto, gracias a la ecuación

6.15, con −qµ(MrCµ) y tomando en cuenta la expresión (6.14) encontramos que

gρρππTγδ = g2ρππ [2PS [q − p1] p1γ (q − p1 + p2)δ − P [s12, ρ] (6.17)
{

(s34 − s12)γ (r12δ + F [ρ]∆s12δ) +
(

−∆+ F [ρ]∆s212
)

gγδ − (r12γ + F [ρ]∆s12γ) s34δ

}]

.

Con esto tenemos una expresión para la amplitud de este diagrama, pues conocemos todos
los elementos para la expresión 6.14 y por la misma construcción garantizamos que los tres
canales anteriores cumplen con la invariancia de norma; y debido a que cada combinación de
cargas, resultante del intercambio de las part́ıculas tiene su correspondiente contraparte en
cada uno de los tres diagramas presentados hasta ahora, también estas permutaciones son
invariantes de norma.

• Canal D.

El canal D, presentado en la Figura 6.5, según los datos presentados por BaBar [79] es
el canal más importante para enerǵıas menores de 1 GeV. Este canal se lleva a cabo por el
decaimiento del mesón ρ inicial en un mesón ω y un pión, posteriormente el mesón ω emite
otro pion y un segundo mesón ρ, el cual finalmente decae en los dos últimos piones. Este
canal, al cual nos referiremos también como canal de la ω, se ha visto que podŕıa tener otro
diagrama que involucrara un término de contacto; pero no lo consideraremos en este trabajo,
pues como lo hemos estudiado extensamente en el caṕıtulo 5, podemos incluir de manera
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ρ0

π0

π0

π+

π−

ρ0ω

Figura 6.5: Canal D para la producción de 4 piones: ρ→ πω → πρπ → 4π.

efectiva en la constante de acoplamiento gωρπ la contribución de este diagrama y las demás
contribuciones debidas a otras resonancias [82].

La amplitud para este canal está dada por

MrDµ = −2
(

−
iem2

ρ

gρ
δµα

)

(igρππ) ((igωρπ)P [q, ρ]− (igωρ′π)P [q, ρ′])P [q − p2, ω]

{P [s13, ρ] + P [s14, ρ] + P [s34, ρ]} ǫαξθγǫ γ
φησ qξpφ1p

θ
2p

η
3p

σ
4 . (6.18)

Es evidente que esta expresión es invariante de norma por śı misma; fijemos nuestra atención
en los tensores Levi-Civita; al contraer esta expresión con el momento qµ tendŕıamos que

qµMrDµ ∝ ǫµξθγǫ
γ

φησ qµqξpφ1p
θ
2p

η
3p

σ
4 , (6.19)

como podemos apreciar el momento q es par ante el intercambio de los ı́ndices µ y ξ, sin
embargo estos indices pertenecen al mismo Levi-Civita, que es impar ante el intercambio de
cualquiera de sus cuatro ı́ndices, por lo que esta expresión es automáticamente cero.

• Canal E.

El canal E, presentado en la Figura 6.6, se efectúa por la emisión de un pión y un mesón
a1, el cual emite a su vez un pión y un mesón ρ, que finalmente decae en otros dos piones.
La expresión para la amplitud de este canal es

MrEµ =

(

−
iem2

ρ

gρ
δµξ

)

(igaρπ)
2 (igρππ) (P [q, ρ]− P [q, ρ′])P [q − p1, a]P [s34, ρ]

(

−gξα
)

{q. (q − p1) gαβ − qβ (q − p1)α}
(

−gβγ + F [a] (q − p1)
β (q − p1)

γ
)

{s34. (q − p1) gγδ − s34γ (q − p1)δ}
(

−gδη + F [ρ]sδ34s
η
34

)

r43η. (6.20)

Al hacer de nuevo la contracción con el momento del mesón ρ0 para checar invariancia
de norma tenemos que

qµMrEµ ∝ [(s34. (q − p1)) (q. (q − p1)) (q.r43)− (r43. (q − p1)) (q. (q − p1)) (q.s34) +

((s34.p1) (q.r43)− (r43.p1) (q.s34)) (q. (q − p1))] , (6.21)
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ρ0

π+

π0

π−

π0

ρ−a1

Figura 6.6: Canal E para la producción de 4 piones: ρ→ πa1 → πρπ → 4π.

que puede verificarse de manera directa que es idénticamente igual a cero.

• Canal F.

ρ0

ρ0

σ

π+

π−

π0

π0

Figura 6.7: Canal F para la producción de 4 piones: ρ→ ρσ(f0)→ 4π.

En la Figura 6.7 presentamos el diagrama correspondiente al canal F, que procede por
la emisión de un mesón ρ y un mesón σ(600) (o f0(980)) por parte del mesón ρ original, y
luego por el decaimiento de ambos a dos piones cada uno. Este canal en particular carece de
intercambios de momento debido a que los dos piones neutros provienen del mismo vértice y
además hemos ignorado el vértice del mesón ρ0 en piones neutros. Para este canal la amplitud
viene dada por

MrFµ =

(

−
iem2

ρ

gρ
δµα

)

(igρρσ) (igρππ) (igσππ) (P [q, ρ]− P [q, ρ′])P [s13, ρ]P [s24, σ]

{q.s13rα31 − q.r31s
α
31} . (6.22)
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Es evidente, śı se considera el último renglón, que la expresión 6.22 es invariante de norma
pues si hacemos la contracción con qµ tenemos

qµMrEµ ∝ {q.s13 q.r31 − q.r31 q.s31} = 0. (6.23)

• Canal G.

El último canal considerado en este trabajo lo presentamos en la Figura 6.8, que se realiza
por la emisión de dos piones por parte del fotón correspondiente a la parte leptónica, seguido
de la emisión de un pión y un mesón σ, seguido del decaimiento del mesón σ en dos piones
mas. Siguiendo el trabajo de G. Ecker, et al. [80] en este diagrama no hemos considerado la
transmutación del fotón en un mesón ρ (o ρ′).

γ

π+

π−

π0

π0

π− σ

Figura 6.8: Canal G para la producción de 4 piones: ππ → ππσ(f0)→ 4π.

La expresión para su amplitud está dada por

MrGµ = 2 (igσππ)
2(ie)(P [q, ρ]− P [q, ρ′])PS[q − p1]P [s24, σ]

(

p1µ −
q.p1
q.p3

p3µ

)

, (6.24)

el cual se ha construido expĺıcitamente invariante de norma. Este hecho es trivial, f́ıjese en
el último factor en dicha expresión, el cuál al ser contráıdo con el momento del fotón qµ da
por resultado

qµMrGµ ∝
(

q.p1 −
q.p1
q.p3

q.p3

)

, (6.25)

que evidentemente se anula. El término − q.p1
q.p3

p3µ no aparece en las reglas de Feynman que
nosotros hemos considerado, sin embargo éste debe ser introducido porque, como podemos
ver en [80] este diagrama pertenece a un conjunto de procesos que es invariante de norma,
los cuales en el esquema de VMD no pueden reproducirse; sin embargo, podemos considerar
un término de contacto que al sumar con el diagrama aqúı presentado lo vuelva invariante
de norma, y éste es precisamente el término que hemos introducido.

Además, tenemos la posibilidad de que el canal G se lleve a cabo por un mesón f0(980),
en lugar del mesón σ(600); debido a que el proceso para este mesón es exactamente igual
que el diagrama presentado aqúı, hemos nombrado a este último canal como G’.
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En este estudio hemos considerado que el ancho del mesón ρ(770) es dependiente de la
enerǵıa, lo cual en principio es valido para las demás part́ıculas, sin embargo en el caso del
mesón ω el ancho es demasiado pequeño como para tener un efecto importante, y en los
casos de los mesones σ, f0 y a1 se tiene un error más importante debido a las incertidumbres
experimentales de los anchos correspondientes.

6.2. Sección Eficaz para el proceso e+e− → π+π−2π0.

A continuación calculamos la sección eficaz (σ) para el proceso de producción e+e− →
π+π−2π0. Para ello partiremos de la expresión [1]

dσ =
(2π)4

4
√

(k1.k2)
|MT |2dΦ, (6.26)

en donde dΦ es la diferencial de espacio fase. |MT |2 está dada por

|MT |2 =
1

s2
lµνhµν ; (6.27)

en donde el factor 1
s2

es debido al propagador del fotón; lµν es el tensor proveniente de la
parte leptónica dado por la expresión 6.5, y hµν es la parte hadrónica que se calcula a partir
de las amplitudes de los diagramas anteriormente presentados.

La elección para las variables cinemáticas que hicimos, está basada en el trabajo de Kumar
[83], en donde se hace un análisis completo del espacio fase covariante para la producción y el
decaimiento en n cuerpos (en nuestro caso n = 4). En dicho trabajo se trabaja con variables
cinemáticas del tipo Mandelstam para poder hacer una integración sistemática para el caso
general. Sin embargo, hay que notar que entre la definición para sección eficaz dada en 6.26
y el espacio fase definido en [83] hay un factor de 1

(2π)12
por el cual tenemos que multiplicar

los resultados en esta ultima referencia para poder trabajar con la ecuación que presentamos
arriba. Esto nos lleva finalmente a tener la siguiente expresión para la sección eficaz total

σ(s) =

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2−

ds2

∫ u1+

u1−

du1

∫ u2+

u2−

du2

∫ t0+

t0−

dt0

∫ t1+

t1−

dt1

∫ t2+

t2−

dt2
1

4(2π)8
√
k1.k2

|MT |2FEF. (6.28)

En esta expresión las variables t2, t1, t0, u2, u1, s2 y s1 son las variables que se proponen
en [83] para trabajar con el espacio fase e y FEF es un factor debido a esta elección de
variablesf.

eLas definición de variables y ĺımites que se utilizaron se muestran de manera explicita en el Apéndice I.
fVéase la ecuación I-2.
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Finalmente, para poder obtener un resultado numérico de la sección eficaz total de este
proceso se hizo un programa en FORTRAN, el cual puede calcular la integral de la ecuación
6.28 con ayuda de una sub-rutina llamada VEGAS [84].

Hemos dicho que en los diagramas necesarios para calcular la sección eficaz del proceso
de producción a 4 piones es necesario incluir la presencia del mesón ρ′ junto con el mesón ρ
resultante de la aniquilación de par electrón-positrón; lo que resulta en la necesidad de cono-
cer las constantes de acoplamiento del primero con las demás part́ıculas. Dichas cantidades,
como hemos mencionado anteriormente, no se conocen en la actualidad. Para continuar con
nuestro estudio, al igual que en el caṕıtulo anterior, hemos hecho la hipótesis de que las
razones de constantes de acoplamiento anulan la información de la resonancia a la que perte-
necen y por lo tanto son iguales para las diferentes resonancias. Por ejemplo en el diagrama
B, las constantes que refieren a la unión del fotón con el mesón ρ y el vértice entre los 3
mesónes ρ (véase ec. 6.13) y las correspondientes para e mesón ρ′, cumplen la relación

m2
ρ′

gρ′
gρ′ππ =

m2
ρ

gρ
gρππ. (6.29)

Similarmente, hemos supuesto que los vértices triples entre mesones ρ′ y ρ′−ρ, son iguales
al de los mesones ρ.

El proceso e+e− → π+π−2π0 a través del canal del mesón ω .

Gracias a resultados de las colaboraciones BaBar (preliminares) [81] y SND [56], de la
sección eficaz para el proceso e+e− → π+π−2π0 exclusivamente por el canal del mesón ω
(canal D, en nuestra notación), hemos sido capaces de encontrar un valor para la constante
gωρ′π. Para esto hemos dejado el parámetro gωρ′π en la expresión 6.18 como parámetro libre,
fijando el acoplamiento gωρπ. Ajustado nuestros resultados para la sección eficaz con los
datos experimentales, hemos obtenido los resultados presentados en la Figura 6.9, en donde
se muestran los resultados de ambos experimentos, junto con los ajustes realizados.

En nuestro estudio hemos encontrado que gωρ′π = 10.2 GeV−1 da el mejor ajuste para
los datos de BaBar, y gωρ′π = 10.8 GeV−1 reproduce mejor datos de SND. Los ajustes
fueron realizados por medio del parámetro χ2 para la bondad de ajuste (véase Apéndice
H). La constante gωρ′π que hemos reportado, es para la que encontramos un valor mı́nimo
del parámetro χ2. La calidad de ajuste, dada por la razón χ2/# grados de libertad, que
obtuvimos para los experimentos SND y BaBar correspondientemente fue de 0.119 y 0.386
g.

Dado que los datos de SND no cubren el rango de enerǵıa utilizado por nosotros, hemos
decidido utilizar el valor proveniente del ajuste a los datos de BaBar, pero asignando una

gLa incertidumbre de los datos experimentales para SND son del orden del 20% y no son mostrados aqúı,
por lo que pareciera que su χ2 debeŕıa ser mucho mayor pero no lo es.
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Figura 6.9: Ajuste a la sección eficaz para el proceso e+e− → π+π−2π0 debida exclusivamente al
canal D.

incertidumbre que abarque también el valor obtenido para SND; aśı nuestro valor definitivo
para esta constante es

gωρ′π = 10.2± 0.6 GeV −1. (6.30)

6.2.1. Resultados de la Sección Eficaz para el proceso e+e− →
π+π−2π0.

El primer resultado que presentamos es la sección eficaz total por canal. En la Figura
6.10, mostramos la sección eficaz obtenida para los canales A, C, E, F, G y G’ y su respectiva
suma (considerando la interferencia que existe entre los canales). Como se puede ver en dicha
figura, estos canales contribuyen en la región de bajas enerǵıas (menos de 1 GeV), pero son
muy suprimidos para el resto de las enerǵıas. La comparación con datos de BaBar muestra
que la contribución de la suma de estos canales (ĺınea marcada con el śımbolo ♦) tiene una
contribución que es alrededor de un orden de magnitud menor.

Como se muestra en dicha figura, hemos encontrado que el canal que presenta las barras
de error más grandes (alrededor del 200%) es el canal G (marcado con el śımbolo H), el
cual contiene a la part́ıcula σ(600), esto se debe a que los parámetros de la misma (masa y
ancho) presentan una incertidumbre considerable y esto se ve reflejado en la incertidumbre
de la sección eficaz. Los siguientes canales en presentar una incertidumbre importante son
los canales F y G’ (señalados con � y +) con un valor del 67% y 90% respectivamente;
sin embargo, debido a que son los dos canales mas fuertemente suprimidos este hecho no es
relevante al considerar la suma de todos ellos.

Los canales A, C y E tienen una incertidumbre del 14.6, 14.7 y 15.7% respectivamente, la
cual se encontró variando los parámetros de masas y anchos de las part́ıculas involucradas.
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Figura 6.10: Resultados para la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 para los canales A,
C, E, F, G y G’.

Los canales B y D los mostramos en la Figura 6.11. Como se puede ver en dicha figura
el canal del mesón ω (D), es el que mas contribuye a bajas enerǵıas (entre 0.65 y 1.4 GeV);
mientras que el canal B –el cual mostramos aqúı para diferentes valores del parámetro β– es
el que contribuye de manera mas importante en altas enerǵıas (entre 1.4 y 2.5 GeV).

En el caso del canal del mesón ω (D), se puede ver que la contribución del mesón ρ y el ρ′

tienen una interferencia destructiva, la cual hace que la sección eficaz decaiga rápidamente,
hasta llegar a un mı́nimo para una enerǵıa alrededor de 2.1 GeV, después crece uno o dos
ordenes de magnitud, pero queda muy por debajo de todos los demás canales a ese orden
de enerǵıas (entre 2.1 y 2.5 GeV), por lo que es irrelevante. Debido a la combinación de
constantes de acoplamiento que tiene este canal (gωρπ y gωρ′π), las cuales tienen diferentes
barras de error asociadas, la incertidumbre de este canal depende de la enerǵıa, y ésta varia
entre un 8% y un 15% para el rango total de enerǵıas que hemos considerado.

En lo referente al canal B, podemos ver que en particular para la elección de β = 2 se
asemeja a los datos experimentales dentro de un rango de enerǵıas entre 1.8 y 2.5 GeV, y
debido a que este es el canal que mas contribuye a altas enerǵıas esperaŕıamos que al sumar
todos los canales este resultado no vaŕıe mucho del presentado aqúı. El error encontrado para
este canal es de un 13%. Para determinar con una mayor exactitud que valor de β reproduce
los datos experimentales se realizó un ajuste sobre este parámetro; el cual es nuestro valor
definitivo para este parámetro. El resultado de este ajuste es

β = 1.95± 0.15; (6.31)

con un parámetro χ2/# grados de libertad = 0.30.

En [79] han estudiado el proceso e+e− → π+π−2π0 por una aproximación diferente, en
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Figura 6.11: Resultados para la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 para los canales B
(para varios valores del parámetro β), D y la suma de los canales anteriores.

particular lo que ellos llaman la contribución del canal ρ es dado por diagramas similares a
los presentados aqúı para el canal B y C, con diferentes constantes de acoplamiento (véase la
ecuación A.8 del mismo). En este trabajo Czyz, et al. muestran la contribución de su llamado
canal ρ en comparación con los datos de BaBar [81] obtenidos para la sección eficaz. En su
aproximación ellos utilizan una constante de acoplamiento global la cual ajustan a los datos
experimentales, aśı como el ancho de decaimiento tanto del mesón ρ como del ρ′. Nuestros
resultados no son directamente comparables con ellos, debido a que nuestras constantes de
acoplamiento están fijas por otros procesos, según el esquema de VMD y por el hecho de
que la contribución de los canales B y C, en nuestra aproximación no estaŕıa completa sin el
proceso A, ya que estos tres diagramas son un conjunto invariante de norma y no podemos
presentarlos separados. Sin embargo, en la Figura 6.12 mostramos nuestro resultado para la
suma de los diagramas A, B (con β = 1.95) y C; con lo que en [79] llaman la contribución del
canal ρ. La diferencia podŕıa provenir del hecho de que en [79] se menciona que han tenido
problemas al extraer esta contribución y que no les es clara la interferencia de ésta con los
demás canales; a pesar de esto se puede observar un comportamiento similar para ambos
resultados, ambas gráficas llegan a un máximo alrededor de los 1.6 GeV de enerǵıa después
de lo cual decrecen monótonamente.

El resultado final para la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 está dada en la
Figura 6.13, en donde las barras de error fueron calculadas en cuadraturas. Aqúı se puede
apreciar que el resultado para la sección eficaz es sensible al cambio del parámetro β de
manera similar a lo que observamos en el proceso e+e− → ρ+ρ−.
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Figura 6.12: Resultados de la contribución para la sección eficaz diferencial del proceso e+e− →
π+π−2π0 de la suma de los canales A, B (con β = 1.95) y C en nuestra aproximación y la contri-
bución obtenida por [79], a la cual llaman el canal del ρ.

En dicha figura se puede ver que la elección para el valor β = 1.95 reproduce dentro de
las barras de error los resultados experimentales en donde este canal es importante (entre
1.6 y 2.5 GeV). Sin embargo para el rango entre 1.1 y 1.6 GeV no se ha logrado reproducir
los resultados dados por BaBar en valor central, pero si lo hace dentro de las barras de error.
Debido a que en esta región el canal B, que es el que depende del parámetro β no es el canal
dominante, el cambiar dicho parámetro no ayudaŕıa a que nuestro resultado se acercara a
los datos centrales de BaBar; podemos pensar que la diferencia se debe a que no hemos
incluido otras resonancias ya sea en conjunto con el mesón ρ y ρ′ provenientes del fotón, o
también en lugares como en el decaimiento del mesón ω en un mesón ρ y un π en el canal del
mesón ω (canal D). La interferencia de estas resonancias pudiera ser considerable y podŕıa
mejorar nuestros resultados. Otra opción es que los resultados utilizados para el ajuste de
la constante gωρ′π en la sección correspondiente pudieran diferir en un estudio experimental
mas refinado, y esto podŕıa causar que la constante gωρ′π variara de manera que mejorara
nuestro resultado para la sección eficaz.

Finalmente, en la Figura 6.14 se puede observar que para la región de enerǵıas menores
a 1 GeV, los datos son bien reproducidos por nuestros resultados.

6.2.2. El factor de forma eléctrico y el mdm.

De la Ecuación 3.18, sabemos que la magnitud del dipolo magnético está relacionada di-
rectamente al parámetro β en unidades de e

2mρ
, sin embargo para garantizar que el parámetro
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Figura 6.13: Resultados para la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0, obtenida por la suma
de todos los canales presentados anteriormente y comparada con datos experimentales de BaBar
[81].

Figura 6.14: Nuestro resultado para la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 en la región
de enerǵıas entre 0.65 y 1 GeV, comparado con datos de diversos experimentos [81].
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β esté en unidades de e necesitamos hacer una renormalización. Para esto nos ayudaremos
del factor de forma de la carga eléctrica. Este factor de forma para el mesón ρ (Fρ (q

2)) se
obtiene a partir de las reglas de Feynman utilizadas en la expresión 6.13, utilizando sólo el
primer término del vértice entre 3 mesones ρ, y tiene la forma

Fρ

(

q2
)

=
gρππm

2
ρ

gρ

[

1

q2 −m2
ρ + imρΓρ

− 1

q2 −m2
ρ′ + imρ′Γρ′

]

. (6.32)

Dicha expresión debe cumplir que en el ĺımite cuando q2 → 0, Fρ (q
2)→ −1; lo cual nos da

la siguiente relación entre las constantes de acoplamiento y las masas de las part́ıculas

gρππ
gρ

(

m2
ρ′ −m2

ρ

m2
ρ′

)

= 1. (6.33)

En nuestro caso esta igualdad no se cumple definitivamente, usando las cantidades listadas
en el Apéndice E, obtenemos que el lado izquierdo de la expresión 6.33 es igual a 0.86. Por lo
que debemos realizar una renormalización sobre el grupo de canales A, B y C, que sabemos
son invariantes de norma. Esto garantiza que la carga eléctrica es exactamente 1 y que tanto
el parámetro β, como los demás multipolos están en unidades de e. Por lo tanto nuestro
resultado final para el mdm es

|µ̄| = 1

.86
β =

1

.86
∗ (1.95± 0.15) = 2.27± .17 [

e

2mρ

]. (6.34)

Las barras de error para esta cantidad han sido obtenidas por medio de estimar cual seŕıa
el valor de β para reproducir los extremos de las barras de error de la sección eficaz total
para el proceso de producción de los 4 piones, considerando el valor central de todas las
otras constantes de acoplamiento y demás parámetros como masas y anchos para las demás
part́ıculas.

6.3. Distribución Angular del proceso e+e− → π+π−2π0.

Como hemos visto el canal B es el proceso más importante para enerǵıas de mas de 1.5
GeV en el proceso e+e− → π+π−2π0. Aśı mismo, podemos darnos cuenta que a una enerǵıa
de 1.6 GeV este canal tiene un máximo, por lo que si queremos ver la distribución angular
del proceso de producción a 4 piones a esta enerǵıa, basta con hacer el estudio sobre este
canal, pues las contribuciones de los demás es despreciable. Este estudio lo hacemos debido
a que, como se estudió en el caṕıtulo 4, los mesones ρ producidos en este canal tienen una
dirección preferida; por lo que esperamos encontrar un máximo en la distribución angular
para la sección eficaz en el proceso de 4 piones de la misma manera que en la emisión de los
2 mesones ρ.
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Para realizar este estudio haremos primero un cambio de variable para introducir el
ángulo entre el 4-momento del positrón (k1) y el momento que lleva el mesón ρ−, que se
obtiene de la suma de los 4-momentos de los piones (en este caso de la suma de(p3 + p4)).
Una vez hecho este cambio de variable calcularemos la sección eficaz diferencial con respecto
a este ángulo, la cual veremos si presenta un máximo con respecto a ésta; esto lo haremos
para diferentes valores del parámetro β para ver también la sensibilidad de la sección eficaz
diferencial tiene antes este parámetro.

La relación que nos permite hacer el cambio de variable está dada por

k1 · (p3 + p4) = Ee(E3 + E4)− |~k1||~p3 + ~p4| cosθ, (6.35)

aqúı Ei son las enerǵıas del positrón, y los piones correspondientes; ~k1 es el 3-momento del
positrón; ~p3 y ~p4 los 3-momentos correspondientes a los piones y θ es el ángulo que forman
los momentos del positrón y del mesón ρ− (Fig. 6.3). Con ayuda de las variables definidas
en la sección anterior y considerando que estamos en el marco de centro de masa, podemos
obtener la siguiente expresión para la variable θ

cosθ =
mπ+

2 +mπ0
2 − 2s+ s1 − 2 (t0 + t1) + u1

√

−4ss2 + (mπ+
2 +mπ0

2 − s1 − u1) 2
. (6.36)

Figura 6.15: Resultados para la sección eficaz diferencial del proceso e+e− → π+π−2π0.

A partir de esta expresión podemos despejar en favor de la variable t1 debido a que es
la más interna en la expresión 6.37. Esto permite modificar el programa de manera que
la integral sobre t1 sea reemplazada por una integral sobre la variable cosθ, la cual, al no
realizarse da por resultado la sección diferencial con respecto a esta última variable. Entonces
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podemos escribir que dicha sección eficaz diferencial está dada por h

∂ σ(q2)

∂ cosθ
=

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2−

ds2

∫ u1+

u1−

du1

∫ u2+

u2−

du2

∫ t0+

t0−

dt0

∫ t2+

t2−

dt2
1

4(2π)8
√
k1.k2

|MT (t1 → cosθ)|2FEF. (6.37)

Considerando una enerǵıa fija de
√
s = 1.6 GeV; la cual fue elegida debido a que en

la gráfica de la sección eficaz total el canal B tiene su máximo al rededor de este valor,
tenemos como resultado la Figura 6.15. Podemos ver en dicha figura que la distribución
angular presenta un máximo a un ángulo de π

2
, como se esperaba.

Si hacemos el mismo ejercicio que en el caṕıtulo 4 de dividir la diferencia de máximos entre
6, encontramos que śı el experimento tuviera una precisión de 0.9nb podŕıamos distinguir las
curvas por un factor de 3 desviaciones estándar. El valor para la incertidumbre es el mismo
encontrado en la sección anterior para el canal B, que es de un 13% del valor central.

En el caṕıtulo 4, se encontró que para poder distinguir experimentalmente las curvas para
el proceso e+e− → ρ+ρ− para diferentes valores del parámetro β la precisión deb́ıa ser del
orden de 0.06nb. Es decir en el proceso analizado en el caṕıtulo 4, la precisión que debiera
alcanzarse experimentalmente es de un orden de magnitud mayor, por lo que es preferible

medir la sección eficaz diferencial
∂ σ(q2, cosθ)

∂ cosθ
en el proceso aqúı presentado, que en el que

involucra solo a los mesones ρ como estado final.

6.4. La razón de decaimiento ρ0 → π+π−2π0.

La importancia de conocer las razones de decaimiento entre diferentes canales, como por
ejemplo las de los canales ρ0 → π+π−2π0 y ρ0 → 2π+2π− (estudiado en [85] y [86]), radica en
el hecho de que a partir de ellas se puede concluir qué tan validos son modelos que consideran
la simetŕıa de isoesṕın y qué tan grandes pueden ser los efectos del rompimiento de dicha
simetŕıa.

Si uno quisiera hacer el cálculo expĺıcito del proceso de decaimiento ρ0 → π+π−2π0,
éste procedeŕıa por los mismos canales presentados en la sección 6.1. Esto nos lleva a la
conclusión de que las cantidades BR(ρ0 → f) y σ(e+e− → f), donde f representa un estado
final cualquiera, deben estar relacionadas de manera muy cercana, y de hecho lo están por
medio de la expresión 6.38 presentada en [80]

BR(ρ0 → f) =
m2

ρσ (e+e− → f) |E=mρ

12πBR (ρ0 → e+e−)
, (6.38)

hCompárese esta expresión con la ecuación 6.37, y note que aqúı se ha suprimido la integración sobre la
variable t1 y al cambiar la dependencia de MT en dicha variable por la nueva cosθ obtenemos la sección
diferencial deseada.
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en donde se ve que para conocer la cantidad BR(ρ0 → f) es necesario conocer la sección
eficaz σ(e+e− → f), evaluada en una enerǵıa igual a la masa de la part́ıcula que decae (en
este caso el mesón ρ). La cantidad BR (ρ0 → e+e−) = 4.72 ± 0.05 × 10−5 es una cantidad
conocida, medida por varios experimentos (véase [1] y referencias dentro del mismo).

Como se menciona en [85] la cantidad BR(ρ0 → π+π−2π0) es un poco más complicada
que otras (como por ejemplo la correspondiente a BR(ρ0 → 2π+2π−)) debido a que en
ésta se incluye precisamente el vértice de 3 ρ (canal B). También se dice expĺıcitamente que
esta cantidad debe tener una gran contribución del canal del mesón ω, que como sabemos de
nuestros resultados para la sección eficaz, es el dominante a bajas enerǵıas, sin embargo como
vemos en las Figuras 6.10 y 6.11, otros canales también tienen una contribución apreciable
en este orden de enerǵıa, según nuestro modelo.

Los resultados para la sección eficaz total evaluada en el polo del mesón ρ son presentados
en la Tabla 6.1, en donde especificamos las contribuciones por canal y el total para la misma.
Para este cálculo sólo se ha usado el caso del canal B con el parámetro β = 1.95. Debido a
que lo que analizamos en esta parte es solo el decaimiento del mesón ρ, no hemos considerado
en esta parte que el fotón proveniente de la aniquilación pueda transmutar en un ρ′.

Canal σ [nb]

A 0.00301± 0.00045
B (β = 1.95) 0.00415± 0.0005

C 0.00634± 0.001
D 0.00313± 0.0004
E 0.00083± 0.00013
F 1.22× 10−5 ± 8.2× 10−6

G 0.0141± 0.0286
G’ 0.00313± 0.0028

Total 0.0347± 0.028

Tabla 6.1: Contribuciones por canal y σ total para el proceso e+e− → π+π−2π0 evaluada a√
s = 775.5 MeV.

Utilizando el dato para la sección eficaz total mostrado en la Tabla 6.1 y la Ecuación
(6.38) obtenemos que la razón de decaimiento tiene un valor de

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 2.86± 2.36× 10−5; (6.39)

el cual está en acuerdo con lo reportado experimentalmente BR(ρ0 → π+π−2π0) = 1.6 ±
0.76×10−5 [1]. En este caso las grandes barras de error son debidas a la presencia del mesón
σ(600) (canal G), del cual sabemos no se tiene gran control sobre sus parámetros de masa
y anchura. Podemos hacer el ejercicio de determinar cuánto seŕıa el valor de esta razón sin
considerar el canal G, esto con el fin de tener una idea de cómo se afecta en la incertidumbre
de nuestro resultado este canal y de cuánto podŕıa mejorar nuestro resultado de tener mas
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restringidos los parámetros para el mesón σ(600). El resultado para la sección eficaz sin dicho
canal tiene un valor de

σ(e+e− → π+π−2π0)|E=mρ = 0.0206± 0.003 (sin σ(600)), (6.40)

con lo cual, la razón de decaimiento tiene un valor de

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 1.78± 0.3× 10−5 (sin σ(600)); (6.41)

que cómo se puede observar también está en acuerdo con el valor experimental; lo cual nos
hace pensar que el canal de la σ(600) no es necesario, pues no aporta nada que los otros
canales no puedan explicar, seŕıa necesario un estudio más detallado en este aspecto para ver
bajo que condiciones se tiene que considerar el canal de la σ(600) y si existen contratérminos
que no hayamos considerado aqúı y que limiten la aportación de este canal, además de que
se necesita refinar las mediciones de los parámetros de esta part́ıcula para poder determinar
si efectivamente podemos descartar la contribución de este canal.

En [80] obtienen un resultado para esta razón dado porBR(ρ0 → π+π−2π0) = 5±2×10−6;
el cual queda por debajo del obtenido aqúı y del presentado en el PDG; además de que sus
barras de error son grandes, ya que asignaron un 40% debido a las interferencias entre
canales.

Con esto terminamos nuestro análisis del proceso e+e− → π+π−2π0, para el cual hemos
encontrado, al igual que en trabajos previos como [79, 80], que este proceso puede llevarse a
cabo por medio del intercambio de los siguientes mesones: π, σ(600), ρ(775), ω(782), f0(980),
a1(1260) y ρ′(1450); según los diagramas que hemos presentado. En [79] se comenta que la
resonancia ρ′(1450) fue introducida porque su modelo presentaba un mal comportamiento
tanto a bajas (entre 0.65 y 1.6 GeV), como a altas enerǵıas (de 1.6 a 2.5 GeV); a diferencia de
ellos, el esquema de VMD aqúı utilizado, incluye a esta resonancia desde un principio y por
lo mismo no observamos ningún mal comportamiento en nuestros resultados de la sección
eficaz. Las conclusiones para este caṕıtulo las presentamos en la sección a continuación como
las conclusiones generales de nuestro estudio, en donde además hacemos una reseña de los
resultados obtenidos en el presente trabajo.



Caṕıtulo 7

Conclusiones.

En el presente trabajo hemos estudiado el proceso ρ0 → π+π−2π0 con el fin de establecer
un valor para el momento dipolar magnético del mesón ρ en el contexto del esquema de
Dominancia Vectorial.

Con este fin hemos analizado el vértice electromagnético V V γ, en donde hemos visto que
es necesario hacer la inclusión del parámetro de ancho de decaimiento (Γ) del mesón V de
una manera congruente con la invariancia de norma electromagnética, para lo que hemos
utilizado el esquema conocido como Lazos Bosónicos.

Como resultado de incluir el parámetro Γ, obtenemos una corrección a la estructura
multipolar del vértice antes mencionado, y por lo tanto una corrección a los factores de
forma del mesón ρ, tanto para el mdm como para la carga eléctrica y el cuadrupolo eléctrico;
sin embargo, debido a que la carga eléctrica no puede recibir modificaciones, es necesario
hacer una renormalización del vértice; con lo que obtenemos que mientras la carga eléctrica
no sufre modificaciones, el mdm y el cuadrupolo eléctrico se ven modificados de la siguiente
manera:

• Modificación al Factor de Forma del Dipolo Magnético

βρ(0) = 2 + i
Γρ

Mρ

(

2 +
3 (Σ2 −∆2)

M2
ρλ

)

. (7.1)

• Modificación al Factor de Forma del Cuadrupolo Eléctrico

γρ(0) = i
Γρ

Mρ

M2
ρλ
(

2∆4 −M2
ρ (Σ

2 +∆2)
)

+ (Σ2 −∆2)
(

∆4 − Σ2M2
ρ

)

M6
ρλ

2
. (7.2)
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Ambos divididos por la modificación al factor de forma para la carga eléctrica dado por

αρ(0) = 1 + i
Γρ

Mρ

(

1−
3
(

∆4 − Σ2M2
ρ

)

M4
ρλ

)

. (7.3)

Un resultado importante que hemos encontrado es que, debido a la renormalización que
deben sufrir los campos para conservar invariancia de norma, ninguno de los multipolos recibe
una modificación en la aproximación quiral, al contrario de lo que se marca comúnmente en
la literatura, que dice debeŕıan verse modificados por un factor 1 + i Γ

m
[29]. Fuera de este

ĺımite la corrección debida al parámetro Γ, modifica la estructura de Lorentz induciendo
una corrección al mdm y al |XE|. Los resultados numéricos obtenidos para estos momentos
multipolares del mesón ρ, son mostrados en la Tabla 7.1.

Multipolo

Carga Eléctrica |Q| 1 [e]
Dipolo Magnético |~µ| 2− 0.0091 [ e

2mρ
]

Cuadrupolo Eléctrico |XE| 1− 0.0387 [ e
m2

ρ
]

Tabla 7.1: Momentos multipolares del mesón ρ incluyendo las correcciones a un lazo bosónico.

Antes de abordar el proceso de producción de 4 piones analizamos el proceso e+e− →
ρ+ρ−, ya que es un proceso más simple cinemáticamente hablando, que contiene al vértice
ρργ, por lo que el proceso de 4 piones lo incluye como un subproceso en uno de sus canales.
Para este proceso estudiamos la distribución angular entre los momentos del electrón y el
mesón ρ−, la cual encontramos presenta un máximo cuando dichos momentos son perpendi-
culares, es decir que los mesones ρ son preferentemente emitidos en un plano perpendicular
al momento con el que incide el electrón. También encontramos que la sensibilidad de esta
distribución ante la variación del parámetro β entre valores de 1, 2 y 3; era suficiente para
poder distinguir las gráficas correspondientes a escala de nanobarns y que en particular la
diferencia entre estas gráficas es mucho mas apreciable a una enerǵıa de alrededor de 2 GeV,
si el ángulo se mantiene fijo en π

2
.

En lo referente a la sección eficaz total para el proceso e+e− → ρ+ρ−, encontramos que
también se presenta un máximo para enerǵıas alrededor de 2 GeV. Al igual que en el caso
de la distribución angular, se observó que las gráficas correspondientes a los distintos valores
del parámetro β son distinguibles entre si en una escala de nanobarns.

Aśı como el proceso a dos mesones ρ es un subproceso del proceso a 4 piones, también
el proceso de decaimiento del mesón ω en 3 piones es parte de éste; por lo que era necesario
analizar con detalles cuales eran las constantes de acoplamiento entres los mesones ρ, ω y π;
y discutir si era necesario la inclusión de un término de contacto, o śı pod́ıamos absorber de
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manera efectiva su contribución (aśı como la de resonancias más pesadas) dentro de lo que
llamamos el canal de la ρ (ω → ρπ → 3π).

El estudio de las constantes de acoplamiento entre los mesones ρ, ω y π se realizó con el
análisis de varios procesos:

• Procesos Radiativos.

Gracias al esquema de VMD pudimos relacionar los procesos ω → γπ, ρ→ γπ y π0 → γγ
con el decaimiento ω → ρπ. Con esto obtuvimos un rango de valores para la constante gωρπ,
cuyo promedio pesado es igual a 11.9 ± 0.2 GeV−1 .

• El decaimiento ω → 3π.

En nuestro estudio calculamos la razón de decaimiento del mesón ω en 3 piones conside-
rando que este proceso podŕıa ocurrir de tres maneras: a través del decaimiento del mesón ω
en un mesón ρ y un π, seguido del decaimiento del mesón ρ a otros dos piones (canal del ρ).
O por medio del canal del ρ más canales que requirieran de resonancias de más alto orden
(en este trabajo sólo hemos considerado al mesón ρ′). O bien por medio del canal del ρ más
un término de contacto.

Utilizando los diagramas correspondientes para cada caso se calculó la expresión para el
ancho de decaimiento del mesón ω en 3 piones y se prosiguió de la siguiente manera. En el
caso del canal ρ, se dejó como parámetro libre la constante de acoplamiento gωρπ, la cual
se ajusto para reproducir el valor experimental del ancho de decaimiento. Al considerar que
el decaimiento ω en 3 piones, se pod́ıa dar por medio del canal del ρ más un término de
contacto, se calculó un valor para la constante de acoplamiento para el término de contacto
con ayuda de la teoŕıa quiral, dando por resultado g3π = −47 GeV−3; usando esto se volvió a
dejar como parámetro libre la constante gωρπ, la cual fue de nuevo ajustada para reproducir
el valor experimental del decaimiento ω → 3π. Por último, cuando consideramos que el
proceso ω → 3π se pod́ıa llevar a cabo a través del canal del ρ más la resonancia ρ′, fue
necesario considerar a esta última resonancia como un término de contacto efectivo, lo cual
nos permitió obtener una constante de acoplamiento para este “término de contacto” en
función de los acoplamientos de VMD, dando por resultado

|g′3π| ≈
gωρ′πgρ′ππ

m2
ρ′

; (7.4)

en donde fue necesario utilizar la aproximación
gωρ′π

gρ′ππ
= gωρπ

gρππ
= 2 GeV−1, junto con el hecho

de que gωρ′π tiene un valor entre 10 y 18 GeV−1 [61]. Esto dio un valor numérico para
|g′3π| = 49 ± 24 GeV−3. Al igual que en el caso anterior esto nos dejo con la constante gωρπ
como parámetro libre, y de nuevo se ajusto al ancho experimental Γ(ω → 3π).
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• El proceso e+e− → ω → 3π.

Al igual que en el caso del decaimiento del punto anterior, se consideró que este proceso
se pod́ıa llevar a cabo por el canal del ρ, por el canal del ρ más un término de contacto, o
por el canal del ρ más un término de contacto efectivo dado por resonancias mayores (ρ′).

Considerando cada uno de los posibles canales y utilizando los valores arriba mencionados
para las constantes de acoplamiento de los diferentes términos de contacto se obtuvo una
expresión para la sección eficaz del proceso e+e− → ω → 3π que teńıa como parámetro libre
la constante de acoplamiento gωρπ, la cual fue ajustada a datos experimentales obtenidos por
CMD2 [52] y SND [56].

Estos procesos nos dan como resultado final los valores mostrados en la Tabla 7.2, en los
siguientes escenarios:

i) Śı asumimos sólo el canal del mesón ρ; el cual corresponde a tomar los términos de
contacto como nulos, obtenemos un promedio final de gωρπ = 14.7± 0.1 GeV−1.

ii) Considerando el canal del mesón ρ más un término de contacto proveniente de la
teoŕıa quiral, tenemos que el promedio pesado de las columnas mostradas en la Tabla 7.2
son respectivamente gωρπ = 11.7± 0.1 GeV−1.

iii) Finalmente tomando el canal del mesón ρ más el canal del mesón ρ′ obtenemos un
resultado final para gωρπ = 11.9± 0.2 GeV−1.

Canal del ρ ρ + contacto quiral ρ + ρ′

VMDr 11.9± 0.2 11.9± 0.2 11.9± 0.2
Γ(ω → 3π) 15.7± 0.1 12.8± 0.1 12.6± 1.3

σ(e+e− → 3π) 13.3± 0.2 10.5± 0.1 10.3± 1.6
Promedio 14.7± 0.1 11.7± 0.1 11.9± 0.2

Tabla 7.2: Valores para la constante gωρπ [GeV−1] en los diferentes escenarios presentados en este
trabajo.

Teniendo estos resultados claros, procedimos al estudio del proceso e+e− → π+π−2π0, del
cual calculamos su sección eficaz en función del parámetro β, para posteriormente compararla
con datos experimentales obtenidos por BaBar [81], lo que nos permitió obtener un valor para
el momento dipolar magnético del mesón ρ. Esto es el propósito fundamental del trabajo,
recordamos que en la actualidad no se posee ninguna medida de esta cantidad y que muchos
modelos son capaces de predecir un valor para ella, pero hasta la fecha ninguno ha sido
comparado con datos experimentales para confirmar su veracidad.

Para realizar este análisis primero fueron presentados los distintos canales a través de los
cuales se lleva a cabo este proceso, en donde encontramos que los mesones π, ω, a1, σ, f0,
ρ y ρ′ son las part́ıculas que participan. Todos los diagramas presentados son invariantes de
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norma electromagnética por si mismos o bien forman parte de un conjunto de diagramas que
lo es.

Según se discute en [79], la sección eficaz solo través del mesón ρ a bajas enerǵıas (< 1.5
GeV) está muy por debajo de los resultados experimentales y por el contrario a altas enerǵıas
(> 1.5 GeV) se tiene un exceso. La importancia de considerar al mesón ρ′ radica en el hecho
de que al incluir esta resonancia ambos problemas son resueltos. En nuestro modelo esta
resonancia es incluida de manera natural por el rango de enerǵıas que estamos manejando; sin
embargo para poder trabajar con este mesón es necesario conocer las distintas constantes de
acoplamiento que se presentan en los canales; debido a que al d́ıa de hoy no se tienen medidas
para ellas, fue necesario considerar que las combinaciones entre constantes de acoplamiento
entre el mesón ρ y ρ′ son iguales. Dado que con estos diagramas la sección eficaz experimental
es casi en su totalidad reproducida, se podŕıa esperar que la contribución de las resonancias
mayores fuera pequeña en comparación con estas.

El único acoplamiento que nos fue posible estimar fue el gωρ′π. Esto fue posible gracias
a que se han presentado datos para el proceso e+e− → π+π−2π0 exclusivos del canal del
mesón ω de parte de BaBar [81] y de SND [56]. Para poder determinarlo, se calculó la
expresión de la sección eficaz debida exclusivamente al canal del mesón ω, fijando la constante
gωρπ = 13.3 GeV−1 según se estudió en el Caṕıtulo 5, dejando libre el parámetro gωρ′π. Esto
nos permitió hacer un ajuste de nuestra expresión con los datos experimentales, con lo que
obtuvimos un valor para esta constante de 10.2± 0.6 GeV−1.

En la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 hemos encontrado que el canal que
mas contribuye en el rango de 0.65 a 1.4 GeV es el canal del mesón ω (canal D); y que en el
rango de 1.4 a 2.5 GeV el canal que tiene la mayor aportación es precisamente el que incluye
al vértice de 3 mesones ρ (canal B), del cual hemos visto es posible extraer los multipolos de
dicho mesón. En particular el parámetro β, que está directamente relacionado con el mdm
del mesón ρ ha sido ajustado a datos de BaBar [81], con lo que hemos encontrado que dicho
parámetro tiene un valor de

β = 1.95± 0.15; (7.5)

con un factor de χ2/# puntos = 0.30. Lo cual da un resultado final para el mdm de

|µ̄| = 2.27± .17 [
e

2mρ
]. (7.6)

Este es el resultado mas importante de nuestro trabajo, pues es la primera determinación
de esta propiedad que se tiene para el mesón ρ; de hecho, cabe la pena mencionar que es la
primera determinación del mdm para un mesón vectorial en general.

En lo concerniente a la sección eficaz diferencial, hemos tenido los resultados que es-
perábamos, en particular el canal que incluye al vértice de 3 mesones ρ (canal B) también
muestra una clara preferencia a emitir los piones en el plano transverso al de las part́ıculas
incidentes, de la misma manera como se encontró que el proceso e+e− → ρ+ρ− tiene una
preferencia para emitir a los mesones ρ en un plano trasverso al de las part́ıculas incidentes.
Se puede ver además que los resultados tanto para la sección eficaz diferencial y la total para
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los diferentes casos de β difieren entre si de manera apreciable en escala de nanobarns; de
hecho si el experimento tuviera una precisión de 0.9 nb (≈ 15%) podŕıamos distinguir las
curvas por un factor de 3 desviaciones estándar.

Como un resultado adicional, hemos encontrado un valor para la razón de decaimiento
ρ0 → π+π−2π0, la cual es importante conocer junto con otras razones como ρ0 → 2π+2π−

(estudiado en [85] y [86]), ya que a partir de ellas se puede concluir que tan válidos son los
modelos que consideran la simetŕıa de isoesṕın y que tan grandes pueden ser los efectos del
rompimiento de dicha simetŕıa.

En [80], se muestra que para conocer la razón de decaimiento BR(ρ0 → f), es necesario
conocer la sección eficaz σ(e+e− → f), evaluada en una enerǵıa igual a la masa de la part́ıcula
que decae; en nuestro modelo encontramos que

σ(e+e− → π+π−2π0)|E=mρ = 0.0347± 0.028. (7.7)

Lo que implica un valor para la razón de decaimiento ρ0 → π+π−2π0 dado por

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 2.86± 2.36× 10−5; (7.8)

valor que está en acuerdo con lo reportado experimentalmente BR(ρ0 → π+π−2π0) = 1.6±
0.76×10−5 [1]. Las grandes barras de error son debidas a la presencia del mesón σ(600) (canal
G) , del cual sabemos no se tiene gran control sobre sus parámetros de masa y anchura. Esto
nos llevó a hacer el ejercicio de calcular la razón BR(ρ0 → π+π−2π0) sin considerar este
canal, lo que da por resultado una sección eficaz de

σ(e+e− → π+π−2π0)|E=mρ = 0.0206± 0.003 (sin σ(600)), (7.9)

que conlleva a un valor para la razón de decaimiento ρ0 → π+π−2π0 dado por

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 1.78± 0.3× 10−5 (sin σ(600)); (7.10)

que como se puede observar también está en acuerdo con el valor experimental. Esto nos hace
pensar que el canal del mesón σ(600) no es necesario, pues aún sin considerarlo podemos
obtener un valor para esta razón de decaimiento congruente con el reportado experimental-
mente; seŕıa necesario un estudio más detallado en este aspecto para ver bajo que condiciones
se tiene que considerar el canal de la σ(600) y si existen contratérminos que no hayamos con-
siderado aqúı y que limiten la aportación de este canal, además de que es necesario un
refinamiento de las mediciones de los parámetros de esta part́ıcula para poder determinar si
efectivamente podemos descartar la contribución de este canal.

Para terminar presentamos una lista de las aportaciones de este trabajo:

• Para hacer una correcta descripción de los momentos multipolares del mesón ρ es
necesario incluir su ancho de decaimiento (Γ), de manera consistente con la invariancia
de norma electromagnética. Esto se logra por medio del esquema de lazos bosónicos.
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• Es necesario hacer una renormalización de los factores de forma de los multipolos para
garantizar que la carga eléctrica no sufra modificaciones.

• Debido a esta renormalización, ningún multipolo sufre modificaciones en la aproxima-
ción quiral, al contrario de lo que comúnmente se encuentra en la literatura.

• Usando el esquema de lazos mostramos que esta lleva, por consistencia con la no
modificación a la carga eléctrica, al esquema de masa compleja.

Estos resultados son parte de nuestro art́ıculo: D. Garćıa Gudiño y G. Toledo
Sánchez, Phys. Rev. D 81, 073006 (2010).

• En el proceso e+e− → ρ+ρ− se encontró que los mesones ρ son emitidos preferentemente
en un plano perpendicular al de las part́ıculas incidentes.

• Hemos encontramos que la constante gωρπ puede ser obtenida por diferentes procesos
como: decaimientos radiativos, el decaimiento ω → 3π y el proceso e+e− → ω → 3π.

• Estos últimos dos procesos se llevan a cabo a través del canal del mesón ρ (ω → ρπ →
3π) y además por un termino de contacto o bien por canales que incluyen resonancias
mas pesadas.

• Los diagramas que incluyen resonancias mas pesadas pueden ser tratados como un
término efectivo de contacto. La contribución de estos canales como el término de
contacto pueden ser absorbidos en la constante gωρπ en el canal del mesón ρ. Lo que
da como resultado una constante

gωρπ = 14.7± 0.1 GeV −1. (7.11)

Estos resultados son parte de nuestro art́ıculo: D. Garćıa Gudiño, G. Toledo San-
chez, Int. J. Mod. Phys. A 27, 1250101(2012).

• En lo referente al proceso e+e− → π+π−2π0, encontramos que los canales mas impor-
tantes por los que se lleva a cabo son: el canal del mesón ω a bajas enerǵıas (< 1.5
GeV) y el canal que incluye el vértice de 3 mesones ρ a altas enerǵıas (> 1.5 GeV).

• La inclusión del mesón ρ′ como resultado de la aniquilación del par electrón-positrón
es necesaria para evitar que la sección eficaz del proceso e+e− → π+π−2π0 presente
un mal comportamiento como lo indica [79]. En el esquema de VMD este mesón es
incluido de manera natural en el estudio.

• Con ayuda de datos experimentales del BaBar [81], se realizó un ajuste para el paráme-
tro β, el cual esta directamente ligado al mdm del mesón ρ. Los resultados de dicho
ajuste son

β = 1.95± 0.15⇒ |µ̄| = 2.27± .17 [
e

2mρ
]. (7.12)
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Este es nuestro resultado mas importante, ya que éste es el primer valor extráıdo de
una observable para el mdm del mesón ρ.

• El canal que incluye al vértice de 3 mesones ρ también muestra una clara preferencia
a emitir los piones en un plano trasverso al de las part́ıculas incidentes, resultado de
la cinemática heredada del proceso e+e− → ρ+ρ−.

• Para la razón de decaimiento BR(ρ0 → π+π−2π0) se obtuvo un valor de

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 2.86± 2.36× 10−5, (7.13)

utilizando todos los canales aqúı presentados para el proceso de producción a 4 piones.
Las grandes barras de error provienen del canal que contiene al mesón σ(600), ya que
sus parámetros de masa y ancho de decaimiento no están bien medidos al d́ıa de hoy.
Esto nos llevó a hacer el ejercicio de calcular esta razón sin considerar este canal, lo
que da por resultado

BR(ρ0 → π+π−2π0) = 1.78± 0.3× 10−5 (sin σ(600)). (7.14)

Debido a que ambos resultados están en acuerdo con el valor reportado por el PDG,
pensamos que el canal de la σ(600) no es necesario pues podemos reproducir bien esta
cantidad sin considerarlo. Faltaŕıan mediciones mas precisas de los diferentes paráme-
tros de este mesón para poder determinar si efectivamente puede ser excluido.

Al momento de la conclusión de este trabajo se encuentra en elaboración el art́ıculo con
estos resultados.

También esta enviado para su publicación el trabajo en donde presentamos un modelo
para incluir un número infinito de resonancias en los procesos asociados con la anomaĺıa
quiral (Véase el último art́ıculo presentado en el trabajo.).



Apéndice A

Identidades de Ward.

El cuantizar teoŕıas de norma presenta algunos problemas (como el tratar de encontrar
directamente del Lagrangiano un propagadora para el bosón de norma), los cuáles tienen su
origen en el hecho de que los bosones de norma no masivos poseen sólo dos componentes
independientes, pero son descritos por un campo vectorial Aµ con cuatro componentes. Para
resolver este problema se tiene que imponer alguna restricción al campo de norma para
aśı poder introducir alguna relación entre sus componentes y gracias a ello reducir el número
de componentes independientes a dos; a continuación mostramos cómo se hace esto utilizando
el método de la integral de trayectoria. Este método representa la transición entre estados
iniciales y finales como una suma de todos los posibles estados intermedios que el sistema de
part́ıculas pudiera tener y parte de la función generatrizb dada por

Z =

∫

DAµe
ı
∫
LA dx, (A-1)

donde LA = −1
4
FµνF

µν .

La integral en la expresión de arriba involucra a todos los campos Aµ, incluyendo también
aquellos que están relacionados por una transformación de norma. Es aqúı en donde, para
imponer las restricciones sobre el campo de norma, introducimos el término − 1

2ξ
(∂µA

µ)2;
dichas restricciones se imponen dando un valor numérico ya sea al parámetro ξ, o directa-
mente al factor ∂µA

µ. El hecho de dar un valor a alguno de estos factores automáticamente
impone restricciones al parámetro de la transformación de norma, por lo que a ésto se le
conoce como fijar la norma; y ésto hace que la función generatriz tenga un resultado finito.

aEl propagador está definido como el inverso del operador cuadrático diferencial que aparece en el La-
grangiano, o bien como la función de Green de dos puntos.

bVéase el libro de Quantum Field Theory de L. Ryder.
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Para obtener el propagador del fotón utilizaremos el Lagrangiano

L′
A = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2

=
1

2
Aµ[gµν�+ (

1

ξ
− 1)∂µ∂ν ]A

ν .
(A-2)

A partir de este Lagrangiano obtenemos que el operador cuadrático diferencial del Lagran-
giano en espacio de momentos está dado por

− k2gµν + (1− 1

ξ
)kµkν , (A-3)

donde gµν es la métrica del espacioc y k el 4-momento del fotón. Finalmente tenemos que el
propagador Dµν del fotón es

ıD(k)µν = − ı

k2
[gµν + (ξ − 1)

kµkν
k2

]. (A-4)

Algunas nomenclaturas para valores especiales de ξ son:

• ξ → 1 : Propagador (en la norma) de Feynman.

• ξ → 0: Norma de Landau.

Hay que remarcar que dado que ξ es un parámetro libre, la f́ısica que se obtenga de ésto
no puede depender de él.

La expresión para el propagador del electrón SF (p) puede ser obtenida directamente del
operador diferencial que aparece en la expresión L0 = Ψ̄(x)(ıγµ∂µ − m)Ψ(x), pues en este
caso el operador cuadrático diferencial esta dado por

ıγµ∂µ −m,

que en espacio de momentos se transforma en

γµpµ −m

donde p es el momento del electrón; de esta expresión se tiene que el propagador para el
electrón está dado por

ıSF (p) =
ı

γµpµ −m
. (A-5)

La representación de los propagadores tanto del electrón como del fotón se muestran en
la Figura A.1; en donde a cada figura se le asigna la expresión matemática anteriormente
obtenida para cada caso.
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Dµν(k) =

a)

SF (p) =
p

b)

k

Figura A.1: Propagadores a)del fotón y b)del electrón.

−ıeγµ

Figura A.2: Vértice de QED.

Para el vértice de QED, que relaciona la interacción entre los fermiones y el fotón tenemos
la siguiente regla de Feynman ıeΨ̄γµAµΨ, la cual esta representada en la Figura A.2.

Ahora que tenemos ya definidas las reglas de Feynman para los propagadores y el vértice,
podemos presentar la identidad de Ward, que es una relación entre los propagadores fermio-
nicos exactos y la función de vértice en QED; su importancia radica en el hecho de que
esta relación es condición necesaria y suficiente para garantizar la invariacia de norma en la
teoŕıa y representa esencialmente el hecho de que la corriente de Dirac jµ = Ψ̄γµΨ asociada
al vértice es conservada, lo cuál implica que ∂µj

µ = 0 o lo que es lo mismo en espacio de
momentos kµj

µ = 0.

Cuando hablamos de un propagador de fermiones “exacto” S ′
F nos referimos al hecho de

que éste incluye todas las contribuciones provenientes de la polarización del vació, lo que
puede ser representado mediante el diagrama de la Figura A.3.

= + + · · ·

p

Figura A.3: Propagador fermiónico “exacto” en QED.

Aśı mismo cuando hablamos del vértice “exacto” Γ[p, q, p+ q], queremos dar a entender
la siguiente expresión diagramática de la figura A.4.

Con todo ésto aclarado podemos presentar la identidad de Ward (Figura A.5 ), cuya
expresión matemática, entre otras maneras, puede ser deducida a partir de plantear la función

cEn nuestro caso es la métrica de Minkowski.



86

q

p p + q

= + + · · ·

Figura A.4: Vértice “exacto”.

q

p p + q

= −q
µ

p + q p + q p p

−1 −1

Figura A.5: Representación gráfica de la Identidad de Ward.

generatriz Z para un sistema de fotones y fermiones con sus respectivos términos de fuentes,
ésto se hace sabiendo que ésta debe ser invariante ante transformaciones de norma, pues la
f́ısica resultante de ella no puede depender del parámetro de la transformación; al realizar
entonces una transformación de este estilo e imponer la invariancia de la función Z, se tiene
como resultado una ecuación diferencial para dicha función, la cuál se pude poner en términos
del vértice de interacción y los correspondientes propagadores dando por resultadod

qµΓµ[p, q, p+ q] = S
′−1
F [p+ q]− S

′−1
F [p]. (A-6)

Hay que señalar que esta relación se cumple a todo orden perturbativo (es decir consi-
derando el mismo número finito de sumandos de los términos exactos de las Figuras A.3 y
A.4).

dLa derivación formal por este método viene presentada por ejemplo en el libro Quantum Field Theory
de L. Ryder.
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Funciones para la corrección del
Vértice ρργ a un lazo.

Las expresiones para las funciones U1,2, f1,2 y b1,2 están dadas en la referencia [30] por:

λ[x] = x2 +m4
π +m

′4
π − 2xm2

π − 2xm
′2
π − 2m2

πm
′2
π (B-1)

Ui

[

q2i
]

=
g2

32π2q2i

√

λ [q2i ] (B-2)

En
[

q2i
]

=
(q2i +∆2)

2
√

q2i
(B-3)

v
[

q2i
]

=

√

λ [q2i ]

(q2i +∆2)
(B-4)

b1
[

q2i
]

=
2πEn [q2i ]

√

q2i
(q21 − q22)

{

(1− (v [q2i ])
2)

v [q2i ]
Log

[

1 + v [q2i ]

1− v [q2i ]

]

− 2

}

(B-5)

b2
[

q2i
]

=
8πEn [q2i ]

(q21 − q22)
√

q2i
(B-6)
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f1
[

q2i
]

= −8π (En [q2i ])
2 (v [q2i ])

2

3 (q21 − q22)
(B-7)

f2
[

q2i
]

=
4π (En [q2i ])

2q2i
(q21 − q22)

2

{

4 (v [q2i ])
2

3
+

(1− (v [q2i ])
2)

v [q2i ]
Log

[

1 + v [q2i ]

1− v [q2i ]

]

− 2

}

(B-8)



Apéndice C

Correcciones a los multipolos del
bosón W y del mesón K∗+.

El procedimiento mostrado en el caṕıtulo 3 para el cálculo de las modificaciones a los
diferentes multipolos para el mesón ρ es general para cualquier mesón vectorial, por lo
que puede aplicarse al caso del mesón K∗+ considerando que éste tiene su decaimiento
principal (casi en un 100%) en un kaón y un pión. Utilizando las mismas expresiones de la
sección 3.4 tenemos los resultados mostrados en la Tabla C.1, los cuales comparamos con
la predicción de algunos modelos encontrados en la literatura. En dicha tabla podemos ver
que las correcciones debidas al ancho de decaimiento son de uno o dos ordenes menor que
las desviaciones esperados por otras aproximaciones podŕıan ser medidas con la suficiente
precisión de parte del experimento.

Referencia MDM [ e
2mρ

] Cuadrupolo Elec. [ e
m2

ρ
]

Este trabajo 2− 0.0047 1− 0.097
[27] 2 + 0.14 1− 0.62
[22] 2 + 0.37 1 + 0.96

Tabla C.1: Predicciones para el mdm y el cuadrupolo eléctrico del mesón K∗+ comparados con la
corrección de ancho finito.

Por otra parte para el caso del bosónW es necesario utilizar el esquema de lazos fermióni-
cos debido a que los decaimientos de este bosón son quarks; dado que el esquema requiere
que las part́ıculas dentro de los lazos estén en capa de masa sólo hemos considerado la con-
tribución de los quarks u, d, s y c. Para este caso hemos considerado la expresión para el
vértice obtenido en [87]. Con lo que si hacemos la identificación de la estructura de Lorentz
para conocer los factores de forma de los multipolos, tomando en cuenta transversalidad, el
hecho de que las part́ıculas deben estar en capa de masa y el limite del momento del fotón
a cero tenemos las siguientes expresiones para los diferentes momentos:
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• Carga Eléctrica.

α(0) = 1 + ı
∑

i

Qi
Γi

MW

(

1− 3
M2

WΣ2(3Σ2 − 2M2
W ) + ∆4(M2

W − 2Σ2)

2M6
Wλ2

)

, (C-1)

donde Σ2 ≡ m2 + m
′2 con m y m′ las masas de los quarks y anti-quarks correspondientes,

∆2 ≡ m2 −m
′2 y Qi es la carga de la part́ıcula que radia el fotón en el lazo (véase Figura

3.4); Γi/MW ≡ g2i λ
3/2/48π es el ancho de decaimiento parcial para cada uno de los modos

de las part́ıculas presentes en el lazo; gi denota la constante de acoplamiento y λ ≡ (M4
W +

∆4 − 2Σ2M2
W )/M4

W .

• Dipolo Magnético.

β(0) = 2 + i
∑

i

Qi
Γi

MW
(C-2)



2− 3
Σ2(6Σ2 − 4M2

W ) + ∆2(Σ2 + 3∆2) + ∆4

M4
W
(2∆4 −M2

W (∆2 + 7Σ2)

2M4
Wλ2



 .

• Cuadrupolo Eléctrico

γρ(0) = −i
∑

i

Qi
Γi

MW

M2
Wλ(2∆4 −M2

W (Σ2 +∆2)) + (Σ2 −∆2)(∆4 −M2
WΣ2)

M6
Wλ2

. (C-3)

Con estas expresiones obtenemos los resultados mostrados en la Tabla C.2.

Referencia MDM [ e
2mρ

] Cuadrupolo Elec. [ e
m2

ρ
]

Este trabajo 2.0 1− 4.23× 10−7

[88] 2− 0.0151 - -
[89] 2 + 0.0026 - -

Tabla C.2: Predicciones para el mdm y el cuadrupolo eléctrico del bosón W comparados con la
corrección de ancho finito.

En la referencia [88] se utiliza una corrección por medio de lazos de Higgs inducidos y
en [89] utilizan lazos de quarks, leptones y Higgs dentro del Modelos Estándar. Podemos
observar que nuestros resultados no indican una corrección con respecto a lo que se obtiene
considerando al bosón W como una part́ıcula estable.



Apéndice D

Reglas de Feynman.

Lineas Externas.

Fermión Entrante: u

Anti-Fermión Entrante: v̄

Escalar Saliente: 1

Propagadores.

Propagador del Fotón:

−ıg
µν

q2

q

µ ν
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Propagador Vectorial:

i

(−gµν + qµqν

m2
V −imV ΓV

q2 −m2
V + imV ΓV

)

q

µ ν

Propagador Escalar:

i

q2 −m2
S

q

Vértices.

e+e−γ:

−ieγµ µ

ρππ:
Este vértice depende de los momentos de las part́ıculas involucradas según sus cargas, por
lo que tenemos diferentes casos.

ρ−π−π0: igρππ(p0 − p−)
µ

ρ+π+π0: igρππ(p+ − p0)
µ

ρ0π−π+: igρππ(p− − p+)
µ

µ

p

p′

ρa1π:

igρaπ(q · p gµν − qνpµ)

µ ν

q p



Reglas de Feynman. 93

ρρσ:

igρρσ(q · p gµν − qνpµ)

ρ ρ

σ

ρωπ:

igρωπǫ
αµβνqαpβ

µ ν

q p

σππ:

igσππ

ρρρ:

igρππ (g
µγ(r − p)α + β (qγgµα − qµgγα)

+pµgγα − rγgµα)
α

µ

γ

p

r

q
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Apéndice E

Constantes de Acoplamiento.

Antes de revisar las constantes de acoplamiento usadas en el presente trabajo presentamos
una lista de los valores experimentales de las diferentes cantidades f́ısicas, como la masa de
las part́ıculas y los anchos de decaimiento que son usados a través de esta tesis. Todos ellos
fueron obtenidos de la referencia [1], que puede ser vista para mayor detalle.

Las masas de las part́ıculas.

mρ = 775.5± 0.34 MeV

mρ′ = 1465± 25 MeV

mω = 782.65± 0.12 MeV

mπ± = 139.57 MeV

mπ0 = 134.98 MeV

mσ = 350− 500 MeV

ma1 = 1230± 40MeV
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Anchos de decaimiento para diferentes procesos.

Γρ = 149.1± 0.8 MeV

Γρ′ = 400± 60 MeV

Γρ→e+e− = 7.04± 0.06 keV

Γρ→ππ ≈ 100%

Γρ±→π±γ = 4.5± 0.5× 10−4%

Γρ0→π±γ = 9.9± 1.6× 10−3%

Γρ0→π0γ = 6.0± 0.8× 10−4%

Γω = 8.49± 0.08 MeV

Γω→e+e− = 0.6± 0.02 keV

Γω→π+π−π0 = 89.2± 0.7%

Γω→π0γ = 8.28± 0.28%

Γπ0→γγ = 98.82± 0.034%

Γσ = 600MeV

Γσ→ππ ≈ 100%

Γa1 = 250− 600MeV

Γa1→ρπ ≈ 100%

Constantes de Acoplamiento.

El esṕıritu del método de la Dominancia Vectorial es resumar las posibles contribuciones
de más alto orden dentro de constantes de acoplamiento efectivas (Fig. E.1). Siguiendo
este método hemos calculado las diferentes constantes de acoplamiento según se presenta a
continuación:

ρ

π

π

ρ

π

π

Figura E.1: Contribuciones de alto orden resumadas en el acoplamiento efectivo.
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Acoplamiento γ − V : gV .

Esta constante de acoplamiento es el corazón de la dominancia vectorial ya que es la
que nos indica la probabilidad de transición de un fotón (γ) en un mesón vectorial (V ). El
término del lagrangiano relevante para esta constante está dado por la ecuación (E-1)

L = . . .+
em2

V

gV
VµA

µ + . . . (E-1)

donde e es la carga del positrón, mV es la masa del mesón vectorial, y Vµ y Aµ los campos
del mesón y del fotón correspondientemente.

V gV γ

e+

e−

Figura E.2: Proceso V → e+e−.

Esta constante es determinada por medio del decaimiento del mesón a un par electrón-
positrón (Fig. E.2), cuyo elemento de matriz esta dado por

M =
e2m2

V

gV

1

q2
ǫµūγ

µv, (E-2)

aqúı q, ǫµ son el momento del mesón y su vector de polarización; ūγµv es la parte leptónica
del proceso y refiere a los campos del electrón y del positrón respectivamente.

El ancho de decaimiento a dos cuerpos según la referencia [1] está dada por la ecuación
(E-3)

Γ(P,M)→(p1,m1);(p2,m2) =
|p̄1|

32π2M2

∫

|M̄|2dΩ. (E-3)

A partir de esta expresión es posible conocer el valor de la constante de acoplamiento gV ,
si se conoce el valor experimental de ΓV→e+e−.

Con los valores experimentales que aparecen en la sección anterior obtenemos que los
valores numéricos para gρ y gω son

gρ = 4.96± 0.02

gω = 17.06± 0.3. (E-4)
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gρ−πγ 0.22± 0.02
gρ0πγ 0.24± 0.02
gωπγ 0.69± 0.07

Tabla E.1: Valores para las constantes gV πγ de diferentes procesos.

Acoplamiento gV πγ.

La constante de acoplamiento gV πγ puede ser calculada de manera análoga al caso anterior
utilizando el proceso V → πγ (Fig. E.3), el cuál tiene un elemento de matriz dado por

M = −gρπγηµεβναµkβqαǫ∗ν , (E-5)

donde ηµ, q y ǫ∗ν , k son los vectores de polarización y los momentos del mesón vectorial (V ) y
del fotón correspondientemente. Realizando el cálculo del ancho de decaimiento del proceso

ρ

γ

π

Figura E.3: Proceso V → πγ.

V → πγ se obtiene la expresión (E-6) para la constante de acoplamiento.

gV πγ =

√

12πΓV→πγ

(

2mV

m2
V −m2

π

)3

, (E-6)

con la cuál obtenemos los valores mostrados en la Tabla E.1.

Acoplamiento σ − π − π: gσππ.

Este es un acoplamiento de tres part́ıculas escalares que tiene el siguiente elemento de
matriz

M = −gσππ. (E-7)

Al igual que en los casos anteriores, a partir del cálculo del decaimiento a dos cuerpos del
mesón σ, se obtiene la siguiente expresión para la constante de acoplamiento gσππ:

gσπ+π− =

(

16πΓ(σ → π+π−)
m2

σ
√

m2
σ − 4m2

π

)

1/2. (E-8)
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a1

ρ−,0

π0,−

Figura E.4: Proceso a1 → ρ−,0π0,−.

Debido que queremos la constante de acoplamiento para el caso general, tenemos que consi-
derar la relación

Γ(σ → ππ) =
3

2
Γ(σ → π+π−), (E-9)

por lo que nuestro resultado final es

gσππ =

(

32

3
πΓ(σ → ππ)

m2
σ

√

m2
σ − 4m2

π

)

1/2. (E-10)

Lo que nos da un valor numérico de

gσππ = 3.69± 1.6 GeV. (E-11)

Acoplamiento a1 − ρ− π: ga1ρπ.

Para la obtención de esta constante de acoplamiento hemos considerado el proceso de
decaimiento a1 → ρ−,0π0,− (Fig. E.4) y hemos trabajado en la aproximación de isoesṕına,
esto debido a que la masa de los mesones ρ cargados y neutros han sido considerados con la
misma masa.

Este proceso tiene el elemento de matriz

M = −2ga1ρπ(k · qηµǫ∗µ − kµqνηµǫ
∗
ν), (E-12)

en donde q, k son los momentos de los mesones a1 y ρ respectivamente y ηµ y ǫ∗ν sus
correspondientes vectores de polarización.

Al igual que en los casos anteriores utilizando la formula para el ancho de decaimiento a
dos cuerpos (Ec. E-3), uno puede despejar la constante de acoplamiento y obtener la siguiente
ecuación

ga1ρπ =

(

12πΓa1→ρ−,0π0,−

√

(ma1
2 +mρ

2 −mπ
2) 2 − 4ma1

2mρ
2

ma1
3

1
2
(ma1

2 +mρ
2 −mπ

2) 2 +ma1
2mρ

2

)

1

2 .

(E-13)

aMasas de piones cargados y neutros iguales.
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Utilizando los valores experimentales que presentamos anteriormente, tenemos un valor
numérico para esta constante que va de los 2.55 a los 3.95 GeV, esto es debido al rango
en el ancho de decaimiento del mesón a1. Tomando un promedio de estos valores obtenemos
como resultado

ga1ρπ = 3.25± 0.3 GeV. (E-14)

Acoplamiento ρ− π − π: gρππ.

El proceso a considerar en este caso, es el decaimiento del mesón ρ a dos piones (Fig.
E.5), ya sean cargados o neutros; sin embargo, debido a que el decaimiento de un mesón
ρ neutro a dos piones igualmente neutros tiene una probabilidad de un orden de magnitud
menor que la correspondiente al caso cargado, se ha ignorado este decaimiento durante el
cálculo.

El elemento de matriz para este proceso está dado por

ρ

π

π

Figura E.5: Proceso ρ→ ππ.

M = −gρππǫµ(p1 − p2)
µ; (E-15)

donde ǫµ es el vector de polarización del mesón ρ y ahora p1 y p2 son los momentos de los
piones emitidos. Utilizando la ecuación (E-3) podemos despejar en favor de la constante de
acoplamiento para obtener

gρππ =

(

48πmρ
2Γρ→ππ

λ (mρ
2, mπ+

2, mπ0
2) 5/2

)

1/2, (E-16)

con λ(x, y, z) = x2+y2+z2−2xy−2xz−2yz. Usando los valores experimentales, obtenemos
que el valor numérico de esta constante es

gρππ = 5.96± 0.02. (E-17)

Acoplamiento ρ− ρ− σ: gρρσ.

Esta constante a diferencia de otras no puede ser obtenida por un decaimiento, sin em-
bargo podemos considerar que en el proceso ρ → ρσ uno de los mesones ρ viene por la



Constantes de Acoplamiento. 101

hadronización del fotón en el proceso ρ→ σγ como se puede ver en la Figura (E.6). Por me-
dio de la igualdad de los elementos de matriz de los procesos a) y b) en dicha figura podemos
identificar cuanto vale la constante de acoplamiento gρρσ en términos de las constantes gρσγ
y gρ.

El elemento de matriz del proceso ρ→ ρσ en la Figura (E.6a)) está dado por

Ma = −gρρσǫµη∗µ, (E-18)

donde ǫµ y η∗µ son los vectores de polarización de los mesones ρ; mientras que el elemento
de matriz del proceso ρ → σγ mas la hadronización del fotón a un mesón ρ, como aparece
en la Figura (E.6b)), está dado por

Mb = gρσγ

(

em2
ρ

gρq2

)

ǫµη
∗µ, (E-19)

en donde q es el momento del mesón ρ inicial.

Al igualar estos elementos de matriz podemos entonces identificar que la constante gρρσ
está dada por

gρρσ = −
(

em2
ρ

gρq2

)

gρσγ . (E-20)

La expresión para la constante gρσγ puede obtenerse, al igual que las anteriores, por medio
del decaimiento ρ→ σγ y utilizando el ancho de decaimiento experimental de este proceso,
lo que da por resultado

gρσγ =
3

α
Γρ→σγ

(

2mρ

m2
ρ −m2

σ

)3

, (E-21)

aqúı α ≈ 1
137

, es la constante de estructura fina. El valor numérico de esta constate es

gρσγ = 0.63± 0.15 GeV −1. (E-22)

Las constates de acoplamiento gωρπ, gωρ′π y gρρππ, han sido obtenidas con detalle dentro
del texto en los caṕıtulos 5 y 6 correspondientemente.

ρ(q) ρ(p) ρ(q) ρ(p)

σ σ

γ

a) b)

Figura E.6: Proceso ρ→ ρσ, visto desde el punto de vista de dominancia vectorial como el proceso
radiativo ρ→ σγ seguido de la hadronización del fotón en un mesón ρ.
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Apéndice F

El proceso e+e−→ ρ+ρ− a altas
enerǵıas.

En este trabajo hemos parametrizado el vértice γρρ como lo ı́ndica la ecuación (3.16) para
poder extraer los diferentes momentos multipolares del mesón ρ, pero no es la única manera
de hacerlo; por ejemplo en la referencia [35] utilizan una función compleja dependiente de la
enerǵıa para los diferentes multipolos que, aunque en dicho trabajo se menciona no es válida
para todo rango de enerǵıas, lo es al menos para altas enerǵıas (10.58 GeV).

En lo que refiere al mdm, su parametrización está dada por

β(q2) =
β(0)m4

M

(m4
M − q2 + imMΓM) 2

, (F-1)

donde los valores β(0) = 2.14 y mM = 1.42 GeV, son utilizados para estar en acuerdo con los
resultados en [26], en donde además se explica que la forma de parametrizar el vértice consta
de estas funciones reguladoras tipo propagador, que garantizan que la corriente hadrónica
sea finita. Tanto el valor de mM , como el de ΓM no hacen referencia a una part́ıcula f́ısica
y por lo mismo el ancho de decaimiento sólo se toma en un rango de 1 a 10% del valor de
mM , aunque este efecto es despreciable para el rango de enerǵıas que ellos emplean.

En la Figura (F.1) presentamos la comparación de nuestro resultado para la sección eficaz
en el caso β = 1.95 y el obtenido por [35]. En este trabajo explican que sus resultados no
coinciden con el resultado experimental de la sección eficaz dada por BaBar a una enerǵıa
de 10.58 GeV (σ(10.58) = 19.5 ± 4.8 fb), por lo que tienen que multiplicar por un factor
para corregirlo. Nosotros tampoco podemos reproducirlo, según se puede observar en dicha
figura, pero en nuestro caso es debido al hecho de que se tendŕıan que considerar resonancias
de más alto orden.
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Figura F.1: Comparación de la sección eficaz para el proceso e+e− → ρ+ρ− a altas enerǵıas entre
nuestro resultado, considerando β = 1.95, y el resultado en la referencia [35].



Apéndice G

Dependencia en enerǵıa del ancho de
decaimiento para el mesón ρ(770).

Lo que buscamos es hacer al ancho de decaimiento Γ una función de la enerǵıa que tenga
la siguiente forma

Γρ(q
2) = f(q2)Γρ, (G-1)

y que cumpla con el ĺımite

ĺım
q2→m2

ρ

Γρ(q
2) = Γρ, o bien ĺım

q2→m2
ρ

f(q2) = 1; (G-2)

donde q2 = s, con s la variable de Mandelstam para la enerǵıa y Γρ es el valor teórico
(constante) para este parámetro. Para hacerlo, partimos de la expresión del decaimiento del
mesón ρ0 a dos piones (cargados)

Γρ→ππ =
|p̄1|

32π2m2
ρ

∫

|M̄ρ→ππ|2dΩ, (G-3)

donde p̄1 es el 3-momento de uno de los piones; Mρ→ππ, la amplitud de este decaimiento y
Ω, el ángulo sólido.Mρ→ππ está dada por la expresión

Mρ→ππ = −gρππǫµ(p1 − p2)
µ; (G-4)

con ǫµ el vector de polarización del mesón ρ y p1 y p2 son los 4-momentos de los piones
emitidos.

La integral de la expresión G-3 da como resultado

Γρ =
g2ρππ
48π

m−5
ρ

(

λ
[

m2
ρ, m

2
π, m

2
π

])

3/2, (G-5)

con λ[a, b, c] ≡ a2+b2+c2−2ab−2ac−2bc; debido a que hemos considerado que el mesón ρ0

sólo puede decaer en piones cargados, la masa mπ es precisamente la de los piones cargados.
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Si en esta ecuación hacemos el reemplazo m2
ρ → q2 obtenemos

Γρ(q
2) =

g2ρππ
48π

(

√

q2
)−5

(

λ
[

q2, m2
π, m

2
π

])

3/2. (G-6)

Sustituyendo (G-5) y (G-6) en (G-1) encontramos que

f(q2) =

(

√

q2
)−5

(λ [q2, m2
π, m

2
π])

3/2

mρ
−5 (λ [mρ

2, m2
π, m

2
π])

3/2
, (G-7)

que cumple el ĺımite en (G-2). Con lo que podemos escribir

Γρ(q
2) =

(

√

q2
)−5

(λ [q2, m2
π, m

2
π])

3/2

mρ
−5 (λ [mρ

2, m2
π, m

2
π])

3/2
Γρ. (G-8)

Esta es la función para el ancho de decaimiento del mesón ρ, que hemos considerado a lo
largo de todo este trabajo.



Apéndice H

Promedios Pesados y El parámetro χ2.

Promedios Pesados y Varianza.

Para calcular un promedio pesado de una serie de datos de la forma xi ± σi, se utiliza la
expresión

x̄ =

∑n
i=1

xi

σ2
i

∑n
i=1

1
σ2
i

. (H-1)

La varianza para este promedio está dada por

σ2
x̄ =

1
∑n

i=1
1
σ2
1

. (H-2)

Este estilo de promedio no considera todo el rango de valores posibles de los datos de
los cuales se obtiene sino que da un factor de peso debido a la incertidumbre de cada dato
y señala al más precisamente medido como el más probable.

Bondad de Ajuste.

La prueba estad́ıstica de χ2 para una muestra se emplea frecuentemente como prueba de
bondad de ajuste; la eficacia de la prueba está de acuerdo con el tamaño de la muestra. La
función χ2 está dada por la expresión

χ2 =
n
∑

i=1

(xi − xexp)
2

σi

. (H-3)

En nuestro caso los valores xi fueron los valores teóricos calculados a partir de nuestro modelo,
xexp son los valores experimentales de la sección eficaz y σi la incertidumbre experimental
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asociada a cada punto. Para nuestro ajuste lo que hicimos fue calcular esta función para
distintos valores de la constante gωρπ y tomar el que arrojaba el valor mı́nimo para dicha
función, dividida por el número de grados de libertad, los cuales son iguales al número de
puntos utilizados para calcular la función χ2 menos el número de parámetros ajustados.



Apéndice I

Cinemática.

Las expresiones que utilizamos aqúı están basadas en el trabajo realizado por R. Kumar
y puede ser encontrado con mayor detalle en la referencia [83], donde se desarrolla el de-
caimiento y la producción de n part́ıculas en el estado final. Lo que nosotros presentamos
aqúı son las expresiones expĺıcitas para el caso de la producción de 4 part́ıculas como estado
final.

Si uno considera el proceso de producción de n cuerpos A1(q1) + A2(q2) →
∑n

i=1 ai(pi),
el espacio fase que se presenta en la referencia [83] está dado por la expresión

Pn =

[

n
∏

i=1

∫

d4piδ
(

pi
2 +mi

2
)

]

δ4

(

q1 + q2 −
n
∑

i=1

pi

)

. (I-1)

La expresión I-1 difiere de la que presentan en el Compendio de Part́ıculas [1] en un factor de
(2π)−3n por lo que para poder comparar con datos o referencias que utilizan esta convención
es necesario dividir por este factor nuestros resultados.

Utilizando la expresión (5) del art́ıculo de Kumar para el caso especifico de 4 cuerpos en
el estado final uno obtiene que el espacio fase está dado por

P4 =
π

2s

∫ s1+

s1−

ds1

∫ s2+

s2−

ds2

∫ u1+

u1−

du1

[

λ (s, s1, s
′
1) λ

(

s,mπ0
2, u1

)]

−1/2

∫ u2+

u2−

du2

[

λ (s, s2, s
′
2) λ

(

s,mπ+
2, u2

)]

−1/2

∫ t0+

t0−

dt0

∫ t1+

t1−

[(

1− ξ1
2
) (

1− η1
2
) (

1− ζ1
2
)]

−1/2 dt1

∫ t2+

t2−

[(

1− ξ2
2
) (

1− η2
2
) (

1− ζ2
2
)]

−1/2 dt2, (I-2)

con la función λ(x, y, z) = x2+ y2+ z2−2xy−2xz−2yz, en donde también hemos utilizado
la aproximación de que la masa del electrón es igual a cero. El factor de espacio fase FEF
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utilizado en la ecuación 6.37 está dado por todas las funciones entre corchetes en la expresión
anterior y el factor π

2s
.

Para definir las demás variables, considérese el proceso e+(k1)e
−(k2)→ π+(p1)π

0(p2)π
−(p3)π

0(p4);
tal que k1 + k2 = q = p1 + p2 + p3 + p4. Entonces

s1 = (q − p1)
2

s2 = (q − p1 − p2)
2

u1 = (q − p2)
2

u2 = (q − p3)
2

t0 = (k1 − p1)
2

t1 = (k1 − p2)
2

t2 = (k1 − p3)
2 (I-3)

s
′

1 = m2
π+

s
′

2 = s2 + s+m2
π+ +m2

π0 − s1 − u1

ξ1 =
[

s (s + s′1 − s1)− 2s
(

mπ+
2 − t0

)]

[λ(s, 0, 0)λ (s, s1, s
′
1)]

−1/2

ξ2 =
[

s (s + s′2 − s2)− 2s
(

mπ+
2 +mπ0

2 − t0 − t1
)]

[λ(s, 0, 0)λ (s, s2, s
′
2)]

−1/2

η1 =
[

2s
(

s1 +mπ0
2 − s2

)

−
(

s+mπ0
2 − u1

)

(s+ s1 − s′1)
] [

λ
(

s,mπ0
2, u1

)

λ (s, s1, s
′
1)
]

−1/2

η2 =
[

2s
(

s2 +mπ+
2 −mπ0

2
)

−
(

s+mπ+
2 − u2

)

(s+ s2 − s′2)
] [

λ
(

s,mπ+
2, u2

)

λ (s, s2, s
′
2)
]

−1/2

ζi = (ωi − ξiηi)
[(

1− ξi
2
) (

1− ηi
2
)]

−1/2 (I-4)

con la función ωi = [s (s+mi+1
2 − ui)− 2s (mi+1

2 − ti)] [λ(s, 0, 0)λ (s,mi+1
2, ui)]

−1/2.

Los limites de integración según esta referencia están dados por

s1− = (mπ+ + 2mπ0)2

s1+ = (
√
s−mπ+)2 (I-5)

s2− = (mπ+ +mπ0)2

s2+ = (
√
s1 −mπ0)2 (I-6)

u1± = s+mπ0
2 − (s1 +mπ0

2 − s2) (s+ s1 − s′1)

2s1
± [λ (s1, mπ0

2, s2) λ (s, s1, s
′
1)]

1/2

2s1
(I-7)
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u2± = s+mπ+
2−(s2 +mπ+

2 −mπ0
2) (s+ s2 − s′2)

2s2
± [λ (s2, mπ+

2, mπ0
2) λ (s, s2, s

′
2)]

1/2

2s2
(I-8)

t0± = mπ+
2 − (s+mπ+

2 − s1)

2
± [λ(s, 0, 0)λ (s,mπ+

2, s1)]
1/2

2s
(I-9)

t1± = mπ0
2− (s+mπ0

2 − u1)

2
+
[λ(s, 0, 0)λ (s,mπ0

2, u1)]
1/2

2s

(

ξ1η1 ±
[(

1− ξ1
2
) (

1− η1
2
)]

1/2
)

(I-10)

t2± = mπ+
2−(s+mπ+

2 − u2)

2
+
[λ(s, 0, 0)λ (s,mπ+

2, u2)]
1/2

2s

(

ξ2η2 ±
[(

1− ξ2
2
) (

1− η2
2
)]

1/2
)

.

(I-11)

Con ayuda de estas expresiones para los ĺımites de integración y habiendo definido las
variables según se presentaron en este apéndice, es como fuimos capaces de realizar un
programa de computo que nos auxiliara en el cálculo de la sección eficaz para el proceso de
producción de cuatro piones.
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and Department of Physics, Florida State University, Tallahasse, Florida 32306, USA

(Received 13 January 2010; revised manuscript received 17 March 2010; published 16 April 2010)

The inclusion of the unstable features of a spin-1 particle, without breaking the electromagnetic gauge

invariance, can be properly accomplished by including higher order contributions as done in the so-called

fermion loop scheme (for the W gauge boson) and the boson loop scheme (for vector mesons). This

induces a nontrivial modification to the electromagnetic vertex of the particle, which must be considered

in addition to any other contribution computed as stable particles. Considering the modified electromag-

netic vertex, we obtain general expressions for the corresponding corrections to the multipoles as a

function of the mass of the particles in the loop. For theW gauge boson no substantial deviations from the

stable case are observed. For the � and K� mesons the mass of the particles in the loop has a significant

effect, and can be comparable with corrections of a different nature.

DOI: 10.1103/PhysRevD.81.073006 PACS numbers: 13.40.Gp, 11.10.St, 14.40.�n

I. INTRODUCTION

The electromagnetic properties of spin-1 particles (V)
can help us to understand the symmetry structure and
interactions of the fundamental particles. For example,
considering V as a stable state, the electromagnetic prop-
erties of theW gauge boson are predicted by the symmetry
structure of the standard model, while for the � meson
several predictions exist, based on effective models of the
strong interaction binding the quarks [1–5], and from
lattice QCD [6,7]. However, they are not stable states.
Therefore, in order to draw definite conclusions, a com-
plete study of the additional effects due to their instability
is mandatory.

The proper theoretical description of such states requires
the incorporation of their unstable features (parametrized
by their finite decay width �) in an electromagnetic gauge
invariant way. To do so, several schemes have been devel-
oped; we can mention, for example, the so-called fermion
loop scheme [8–10] and the boson loop scheme [11] (suit-
able for theW and � bosons, respectively), which consider
that � is naturally included in the calculations by taking
into account the absorptive contributions in the electro-
magnetic vertex and in the propagator. Under these
schemes, the electromagnetic vertex VV� is modified
with respect to the tree-level form in a nontrivial way.
This implies that the electromagnetic structure itself suf-
fers modifications.

In the present work we analyze the most general results
for the electromagnetic vertices obtained in the loop
schemes, which include the mass of the particles in the
loops, and extract the expressions for the modified form
factors. In order to exhibit the size of the corrections due to
the unstable nature of the particles, we compare our results
for the magnetic dipole moment (MDM) and electric

quadrupole moments of the W, �, and K� mesons with
others computed in the literature for contributions of a
different nature. The gauge invariance requirement, along
with the modification in the propagator inherent to the
schemes, allows us to identify the proper complex renor-
malization factor of the vector field, which keeps the
electric charge free of radiative correction contributions.

II. FINITE WIDTH EFFECTS

The schemes developed in [8–11] for the introduction of
the finite width effects, while keeping electromagnetic
gauge invariance, are based on two main observations: In
quantum field theory the width is naturally included in the
imaginary part of the self-energy of the particles, and the
Ward identity is respected at all orders in perturbation
theory. These facts are exploited in those schemes by
including the resummation of the fermion/boson loops in
the propagator and the corrections in the electromagnetic
vertices. Then, the imaginary part of the fermion/boson
loops introduces the tree-level width in the gauge boson
propagator, and the gauge invariance is not violated since
the fermion/boson loops obey the Ward identity order by
order.
At tree level, the propagator for a vector boson of mass

MV can be set as

D
��
0 ðqÞ ¼ � iT��ðqÞ

q2 �M2
V

þ iL��ðqÞ
M2

V

; (1)

where T��ðqÞ � g�� � q�q�=q2 and L��ðqÞ � q�q�=q2

are the transversal and longitudinal projectors, respec-
tively. The vertex for the process Vðq1Þ ! Vðq2Þ�ðkÞ is
defined by the electromagnetic current
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hVðq2ÞjJ�ð0ÞjVðq1Þi ¼ Ay
�ðq2ÞA�ðq1Þ����: (2)

At tree level, the vertex can be set as that given by the
standard model for the W boson:

����
0 ¼ g��ðq1 þ q2Þ� � g��ðq1 þ kÞ� � g��ðq2 � kÞ�:

(3)

These expressions satisfy the Ward identity

k��
���
0 ¼ ½iD��

0 ðq1Þ��1 � ½iD��
0 ðq2Þ��1: (4)

Upon the inclusion of the finite width of the boson, by
considering the loop contributions, the propagator is modi-
fied in a generic form as

D��ðqÞ ¼ � iT��ðqÞ
q2 �M2

V þ iIm�Tðq2Þ

þ iL��ðqÞ
M2

V � iIm�Lðq2Þ ; (5)

where Im�Tðq2Þ and Im�Lðq2Þ are the transverse and
longitudinal parts of the absorptive contribution of the self-
energy induced by the particles in the loop. Similarly, the
vertex becomes

ie���� ¼ ieð����
0 þ ����

1 Þ; (6)

where �
���
1 contains the loop corrections. The Ward iden-

tity relates the loop contributions by requiring

k��
���
1 ¼ iIm���ðq1Þ � iIm���ðq2Þ: (7)

For a boson likeW, the scheme considers that such loops
are produced by fermions, while for vector mesons, like �,
bosons are the natural particles in the loop.

In general, the CP conserving electromagnetic vertex
can be decomposed into the following Lorentz structure:

���� ¼ �ðk2Þg��ðq1 þ q2Þ� þ �ðk2Þðg��k� � g��k�Þ
� �ðk2Þðq1 þ q2Þ�k�k�; (8)

where the electromagnetic form factors can be identified as
follows: jQj � �ðk2Þ is the electric charge form factor (in
e units), j ~�j ¼ �ðk2Þ � 1þ �þ � is the magnetic dipole
moment form factor (in e=2MV units), and jXEj ¼ ��
�ðk2ÞM2

V � �� � is the electric quadrupole form factor

(in e=M2
V units). The parameters � and � are commonly

used in the literature to refer to the electromagnetic multi-
poles [12,13]. The static electromagnetic properties of a
particle are defined for the case when the particle is on shell

and in the limit ~k ! 0. At tree level, for example, the
standard model predicts that the W will have �ð0Þ ¼ 1,
�ð0Þ ¼ 2, and �ð0Þ ¼ 0 (� ¼ 1 and � ¼ 0), corresponding
to jQj ¼ 1, j ~�j ¼ 2, and jXEj ¼ 1. Deviations from these
values are generically called anomalous and are produced
by the inclusion of higher order contributions [14]. In the
present case such contributions are exclusively those re-
quired to maintain the electromagnetic gauge invariance,
upon the introduction of the finite decay width.

A. W boson form factors

Let us identify the modification to the W boson form
factors introduced by the correction to the electromagnetic
vertex. For that purpose we consider the explicit expression
of the vertex obtained in Ref. [10], where the mass of the
emitting particles in the loop (m) and its weak partner (m0)
have been considered. The Lorentz structure, transversal-
ity, and on-shell condition of the boson, along with the
proper limit for k ! 0, lead to the following expressions
for the form factors, defined in Eq. (8):
(i) Electric charge:

�ð0Þ ¼ 1þ i
X

i

Qi

�i

MW

�
1

� 3
M2

W�
2ð3�2 � 2M2

WÞ þ�4ðM2
W � 2�2Þ

2M6
W�

2

�
;

(9)

where �2 � m2 þm02, �2 � m2 �m02, Qi is the
electric charge of the radiating particle in the loop,

�i=MW � g2i �
3=2=48	 is the partial decay width for

the modes corresponding to the particles in the loop,
gi denotes the coupling, and � � ðM4

W þ�4 �
2�2M2

WÞ=M4
W . A sum over all the allowed flavors

and color degeneracies is explicitly included. Since
the schemes consider the particles in the loop to be
on shell, the flavors include all the leptons and the u,
d, s, and c quarks.

(ii) Magnetic dipole moment:

�ð0Þ ¼ 2þ i
X

i

Qi

�i

MW

�
2� 3

�2ð6�2 � 4M2
WÞ þ�2ð�2 þ 3�2Þ þ �4

M4
W

ð2�4 �M2
Wð�2 þ 7�2Þ

2M4
W�

2

�
: (10)

(iii) Electric quadrupole moment:

�ð0Þ ¼ �i
X

i

Qi

�i

MW

M2
W�ð2�4 �M2

Wð�2 þ�2ÞÞ þ ð�2 � �2Þð�4 �M2
W�

2Þ
M6

W�
2

: (11)

D. GARCÍA GUDIÑO AND G. TOLEDO SÁNCHEZ PHYSICAL REVIEW D 81, 073006 (2010)

073006-2



(iv) Isospin limit: Let us show, just for illustration, the
above expressions in the case of m ¼ m0. They
become

�ð0Þ ¼ 1þ i
X

i

Qi

�i

MW

�
1� 3�2ð3�2 � 2M2

WÞ
2M4

W�
2
I

�
;

(12)

�ð0Þ ¼ 2þ 2i
X

i

Qi

�i

MW

�
1� 3�2ð3�2 � 2M2

WÞ
2M4

W�
2
I

�
;

(13)

�ð0Þ ¼ i
X

i

Qi

�i

MW

�2ðM2
W�I þ�2Þ
M4

W�
2
I

; (14)

where �I ¼ ðM4
W � 2�2M2

WÞ=M4
W .

B. � and K� mesons

Proceeding along the same lines as the W gauge boson,
we obtain the modifications to the � meson form factors,
taking the complete expressions for the modified vertex
computed in [11]:
(i) Electric charge:

��ð0Þ ¼ 1þ i
��

M�

�
1� 3ð�4 ��2M2

�Þ
M4

��

�
; (15)

where ��=M� � g2�3=2=48	, g is the effective

�		 coupling constant, and �2 � m2
	 �m2

	0 and

�2 � m2
	 þm2

	0 .

(ii) Magnetic dipole moment:

��ð0Þ ¼ 2þ i
��

M�

�
2þ 3ð�2 ��2Þ

M2
��

�
: (16)

(iii) Electric quadrupole moment:

��ð0Þ ¼ i
��

M�

M2
��ð2�4 �M2

�ð�2 þ �2ÞÞ þ ð�2 ��2Þð�4 �M2
��

2Þ
M6

��
2

: (17)

(iv) Isospin limit: The neutral and charged pions are
almost degenerated. Taking the isospin limit the
form factors become

��ð0Þ ¼ 1þ i
��

M�

�
1þ 3�2

M2
��I

�
; (18)

��ð0Þ ¼ 2þ i
��

M�

�
2þ 3�2

M2
��I

�
; (19)

��ð0Þ ¼ �i
��

M�

�2ðM2
��I þ �2Þ
M4

��
2
I

; (20)

where �I ¼ ðM4
� � 2�2M2

�Þ=M4
�.

The corrections for the K�þ meson follows from the
results for the � meson by including the two possible
channels for the loop contributions: K�þ ! Kþ	0 and
K�þ ! K0	þ, with the corresponding masses and partial
decay widths.

C. Chiral limit

The chiral limit correction to the vertex is known to be
proportional to the tree level, in both the fermion and boson
loop corrections [11]. Therefore, in this limit we can write
the modification to the form factors in a generic form as
follows:

���� ¼
�
1þ i

�

MV

�
����
0 : (21)

III. NUMERICAL RESULTS

The correction to the vertex seems to induce a modifi-
cation to the electric charge. However, since the Ward
identity is fulfilled, the modification to the vertex is fol-
lowed by a modification to the propagator, which produces
an exact cancellation of the correction to the electric
charge. Let us illustrate this point in more detail. For the
sake of clarity, we consider the expression in the chiral
limit: The modified propagator can be set as [11,15]

D��ðqÞ ¼ i

ð1þ i�Þ
��g�� þ q�q�

�M2
V�i �MV

��

q2 � �M2
V þ i �MV

��

�

� h0jTA0�yðxÞA0�ðyÞj0i; (22)

where �MV ,
�� � MV , �=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ �2

p
, ð� � �=MVÞ; i.e., it can

be seen as a renormalization of the vector field by the
inclusion of the finite width

A0� ¼ Z1=2A�; (23)

where Z1=2 ¼ 1=ð1þ i�Þ1=2. Then, the electromagnetic
current becomes

A0y
� ðq2ÞA0

�ðq1Þ���� ¼ ZAy
�ðq2ÞA�ðq1Þð�ðk2Þ

� g��ðq1 þ q2Þ� þ . . .Þ: (24)

Therefore, gauge invariance requires that Z�ðk2Þ ¼ 1,
which is indeed the case, and the electric charge does not
receive any correction. Note that the modification to the
vertex given by Eq. (21) implies that none of the multipoles
receive corrections in the chiral limit. An analysis for

FINITE WIDTH INDUCED MODIFICATION TO THE . . . PHYSICAL REVIEW D 81, 073006 (2010)

073006-3



unstable spin-1=2 particles has also been performed in
Ref. [16], pointing out complex renormalization factors
as a requirement for properly defined physical quantities.
Further considerations on the renormalizability of the wave
function can be seen in Ref. [17]. The proper values of the
modifications to the form factors are then found by the
expressions given in the previous section divided by �0ð0Þ.
In Table I, we present the corresponding results for the W
gauge boson and the � and K� mesons. Recall that the
particles in the loops are restricted to be on shell. For theW
we have included all the leptons and the u, d, s, and c
quarks, and the numerical values are similar to those
obtained in the chiral limit (the largest fermion-to-W
mass ratio is only � 0:022). As a reference of the magni-
tude of the modification, we recall several results obtained
for contributions of a different nature: Reference [18] finds
a correction to the MDM induced by the Higgs of � ¼
2� 0:0151, while Ref. [19] finds a correction from quark,
lepton, and Higgs loops in the standard model of � ¼ 2þ
0:002 58; i.e. the width induced corrections are at least 2
orders of magnitude smaller than other standard contribu-
tions. Note that, due to the renormalization condition, the
argument that the finite width correction to the vertex is of
order �=MV ( � 0:03, 0.19, and 0.06 for theW, �, and K�,
respectively) does not extend to the electromagnetic
multipoles.

For the � meson, pions are the only on-shell particles
allowed in the loops. In this case the pion-to-� mass ratio
( � 0:18) is not as small as the corresponding one for the
fermion-to-W, and therefore a significant effect from the
mass of the particles in the loop is expected. We can
compare our results shown in Table I with those shown

in Table II as obtained from several approaches to QCD:
light-front framework with constituent quarks [2–4] and
covariant formulations based on the Dyson-Schwinger
equations of QCD [1,5]. In general, the latter are about
the same or 1 order of magnitude larger than the finite
width induced corrections computed in this work.
Recently, lattice calculations of the form factors have
become available [6] and, in particular, the dependence
on the pion mass they are able to reproduce has been
exhibited. In Fig. 1, we compare our result for the MDM
with lattice calculations as a function of the pion mass [6];
we also include predictions from the models at the physical
mass of the pion. We observe that the pion mass depen-
dence of our results is mostly flat with a slight tendency to
rise for very large masses. Lattice results are also flat with a
tendency to increase for low masses.
The corrections for the K�þ meson are dominated by the

kaon-to-K� mass ratio ( � 0:55) which is very large; thus,
although the width-to-mass ratio of theK� is only� 0:056,
the corrections to the multipoles are important. Compared
with the predictions listed in Table II, they can be about the
same or 1 order of magnitude smaller.
As a by-product, the mean square radius can be com-

puted following [20] as hR2i ¼ ð�þ �Þ=M2
V . For the � we

obtain a deviation of �0:0012 fm with respect to the
normal value (defined for � ¼ 1 and � ¼ 0), which can
be compared, for example, with the one computed in
Ref. [21], where they observe a correction of 0.06 fm,
due to the inclusion of the pion contribution with respect
to a pure quark-antiquark state. For K� the deviation is
�0:0005 fm.

IV. CONCLUSIONS

The inclusion of the unstable features of spin-1 particles,
without breaking the electromagnetic gauge invariance,
induces a nontrivial modification to the electromagnetic
vertex of the particle. In this work we have extracted the

TABLE I. W gauge boson, and � and K� meson multipoles,
including the corrections due to their finite width.

Multipole W boson � meson K� meson

jQj [e] 1 1 1

j ~�j [e=2MV] 2.0 2� 0:0091 2� 0:0047
jXEj [e=M2

V] 1� 4:23� 10�7 1� 0:0387 1� 0:097

TABLE II. Numerical values for the � and K� meson multi-
poles from several references, computed as stable particles.

Reference j ~�j [e=2MV] jXEj [e=M2
V]

[2] �: 2þ 0:26 �: 1þ 0:22
[3] �: 2þ 0:14 �: 1þ 1:65
[4] �: 2� 0:08 �: 1� 0:57
[5] �: 2þ 0:01 �: 1� 1:41
[1] �: 2þ 0:69 �: 1þ 1:8

K�þ: 2þ 0:37 K�þ: 1þ 0:96
[6] �: 2þ 0:25 �: 1� 0:75

K�þ: 2þ 0:14 K�þ: 1� 0:62

( )

)
(

FIG. 1 (color online). Comparison of the � meson MDM as
obtained from different approaches: This work (solid line),
Ref. [1] (square), Ref. [2] (triangle up), Ref. [3] (triangle
down), Ref. [4] (circle), Ref [5] (diamond), and Ref. [6] (squares
with error bars).
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corresponding modifications to the multipole structure of
the W and vector mesons. Our numerical results for the W
gauge boson multipoles show no substantial deviations
from the stable case. For the � and K� mesons, the mass
of the particles in the loop has a significant effect, pointing
out that the unstable nature of the vector mesons can be as
relevant as other dynamical effects and should be consid-
ered in refinements when accounting for their properties.
The modifications in both the propagator and the electro-
magnetic vertex, in combination with the gauge invariance,
show that the properly defined form factors can be seen as
accompanied by a complex renormalization of the vector
fields.

The general grounds of the loop schemes for spin-1
particles, to account for the finite decay width in a gauge
invariant way, have been invoked to study spin-3=2 parti-
cles [22]. Since in this case the mass ratio between the
unstable particle and the ones in the loop can be very large,
further studies are desirable to understand to which extent
the finite decay width contributes to the multipoles.
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We determine the value of the ω − ρ − π mesons coupling (gωρπ), in the context of the
vector meson dominance model, from radiative decays, the ω → 3π decay width and the
e+e− → 3π cross section. For the last two observables we consider the effect of either a
heavier resonance (ρ′(1450)) or a contact term . A weighted average of the results from
the set of observables yields gωρπ = 13.9± 0.1 GeV−1 in absence of those contributions,
and gωρπ = 11.9 ± 0.2 GeV−1 or gωρπ = 11.4 ± 0.1 GeV−1 when including the ρ′ or
contact term respectively. Improved measurements of these observables and the ρ′(1450)
meson parameters are needed to give a definite answer on the pertinence of the inclusion
of this last one in the considered processes.

Keywords: vector meson dominance; strong decays; radiative decays.

PACS numbers: 13.25.-k, 12.40.Vv,11.10.St

1. Introduction

The ω, ρ and π mesons strong interaction can be encoded in a single parameter, de-

noted by gωρπ. These mesons are produced in experiments devoted to the hadronic

production from electron-positron annihilation and tau decays 1,2,5,6,7,3. The in-

creasing experimental accuracy allows to determine the strong parameters involved

in the processes, which may have implications in other observables like the muon

magnetic moment 4. The direct determination of the magnitude of gωρπ would re-

quire the observation of the ω decaying into the others, which is not allowed, since

there is not enough phase space for the three particles to be on the mass shell.

Therefore, it must be extracted by indirect means, for example, from the above

mentioned annihilation process and tau decays. A theoretical framework is required

to describe such processes and link the parameters to the physical states, a Chiral

approach based on the low energy symmetries of Quantum Chromodynamics (QCD)

and the so called vector meson dominance model (VMD) are able to describe them.

Although they have different spirit, they both manage to resume the low energy

manifestation of the strong interaction.

In this work we determine the value of gωρπ, in the context of VMD, from

1
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V V’

Fig. 1. Radiative decay of vector mesons.

several processes: i) radiative decays of the form V → πγ (V : vector meson), ii) the

ω → 3π decay and iii) the e+e− → 3π cross section. In the last two cases we explore

the possible corrections due the presence of the heavier resonance ρ′(1450) and a

ω → 3π contact term.

The VMD Lagrangian including the ρ, π and ω mesons can be set as:

L = gρππǫabcρ
a
µπb∂µπc + gωρπδabǫ

µνλσ∂µων∂λρa
σπb

+ g3πǫabcǫ
µνλσωµ∂νπa∂λπb∂σπc +

em2
V

gV

VµAµ + ... (1)

This Lagrangian exhibits only the relevant pieces for this work. Terms with higher

derivatives and additional terms which allow to preserve gauge invariance are not

shown 9. We have made explicit the notation regarding the couplings and the cor-

responding fields and, in the last term, V refers in general to vector mesons and

Aµ refers to the photon field. Here gV = 2α
√

πmV /(3Γ(V → e+e−), although in

general it corresponds to the inclusive leptonic decay Γ(V → l+l−) (l = e, µ, τ). The

couplings, in this context, are free parameters to be determined from experiment.

Relations between them and those coming from low energy theorems can be drawn

by building models which incorporate vector mesons into the chiral symmetric la-

grangians 12,13,14,15,16. In the following we will determine such couplings from the

experimental data and draw some comparisons whenever possible.

2. Radiative decays

The gωρπ coupling can be obtained from vector mesons radiative decays considering

that the photon emission is mediated by a neutral vector meson 17.

• The ω → πγ decay is driven by the ω → πρ → πγ process. Thus, the

couplings from both descriptions are related by:

gωρπ = gωπγ

gρ

e
. (2)

• The ρ → πγ decay is driven by the ρ → πω(φ) → πγ processes. The

presence of the φ meson channel can make a sizably contribution 18, and the

relation between the couplings from both descriptions takes the following

form:

gωρπ =
gω

e

(

gρπγ − gφρπ

e

gφ

)

. (3)
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Table 1. Determination of |gωρπ|
from radiative decays.

Decay |gωρπ| [GeV−1]

ρ− → π−γ 11.3 ± 0.9
ρ0 → π0γ 13.1 ± 0.9
ω → π0γ 11.4 ± 0.2
π0 → γγ 12.8 ± 0.3

Weighted Average 11.9 ± 0.2

For the above cases, we can compute the gV πγ coupling using that the

radiative decay width is Γ(V → πγ) = g2
V πγ(M2

V −m2
π)3/(96πm3

V ) and the

corresponding experimental value 3. Here, as an approach, we use |gφρπ| =

0.86± 0.01 GeV−1 obtained by considering the decay width of the φ → 3π

to be fully accounted by the ρπ channel (contributions from other channels

are relatively smaller 5), with the φ described similarly to the ω meson 19.

• For the π0 → γγ decay there are two ways the process can go through:

π0 → ρω(φ) → γγ. Taking a global decay constant, gπγγ, the width can be

written as Γ(π → γγ) = g2
πγγα2πm3

π/4. On the other hand, the destructive

interference between the ρ−ω and the ρ−φ channel 20 requires the couplings

to be related by :

|gπγγ | =
2

gρ

(

|gωρπ|
gω

− |gφρπ|
gφ

)

. (4)

In Table 1 we show the numerical values for |gωρπ| obtained from the above

processes. The two most precise determinations are not in agreement with each

other, at this stage we can not point out to the source of such deviation. Neglecting

the small correlations induced by gV , we can compute a weighted average, which

yields 11.9± 0.2 with the error dominated by the most precise ω → π0γ channel. A

standard average gives gωρπ = 12.2± 1.3 GeV−1, with errors added in quadratures

and is dominated by the uncertainty in the ρ0 → π0γ decay width. In the following

we will refer to the weighted average from radiative decays as VMDr.

As a way of comparison, let us get the expected value from the agreement

between VMD and low energy theorems 21 for the π → γγ decay 14. Considering

only the ρ−ω channel (the ρ−φ channel makes a small effect), the couplings from

both descriptions are related by |gωρπ| = |gρgω/8π2fπ| = 11.5 GeV−1, which is

in agreement with the value from radiative decays. If, in addition, we impose the

universality condition (gρ = gρππ) and SU(3) symmetry (3gρ = gω) then |gωρπ| =

|3g2
ρππ/8π2fπ| = 14.4 GeV−1. From this result and using the KSFR relation (gρππ =

mρ/(
√

2fπ)) 22 it takes the form |gωρπ| = |3m2
ρ/16π2f3

π | = 14.2 GeV−1, where

fπ = 0.093 GeV. In these cases there is a significant deviation from the radiative

estimate.
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Fig. 2. ω → 3π process. The contribution from the ρ channel (a, b, c) and higher order contribu-
tions including the contact term (d).

3. The ω → 3π decay

Lets consider the process ω(η, q) → π+(p1)π
−(p2)π

0(p3). Where the pi are the cor-

responding 4-momenta and η is the ω meson polarization. This decay was proposed

to be dominated by the ω → ρπ → 3π process 11.

The contributions to the amplitude from the ρ channel (Fig. 2a-c) and the

contact term (Fig. 2d ) can be set as follow:

MD = ıǫµαβγηµpα
1 p

β
2p

γ
3A, (5)

where A is given by:

A = 6g3π + 2gωρπgρππ

(

D−1[ρ0, p1 + p2]+

D−1[ρ+, p1 + p3] + D−1[ρ−, p2 + p3]
)

, (6)

where, D[ρ, Q] = Q2 − m2
ρ + imρΓρ and the factors of 6 and 2 in A come from the

cyclic permutations and momentum conservation used to bring the amplitude into

the current form. The coupling gρππ = 5.95 ± 0.02 is fixed by the decay width of

ρ → ππ, Γρ = 149.1 ± 0.8 MeV. Using these values and gωρπ from radiative decays

we can check that the prediction for the width, without taking into account the con-

tact term (g3π = 0), is Γρ
ω→3π = 4.4 ± 0.2 MeV, which is 58% of the experimental

value (Γexp
ω→3π = 7.56 ± 0.13 MeV 3). The correction by using an energy dependent

width of the ρ is negligible compared with the error bars and the radiative correc-

tions have been also estimated to be negligible 23.

In order to reach the 100% of the experimental width it may be necessary either

to increase the coupling constant value from radiative decays up to 15.7 GeV−1 or to

keep such value and include additional contributions as an effective contact term.

A blind inclusion of the contact term, to account for the observed decay width,

would require : g3π = −62± 7 or +409± 10 GeV−3. However, the proper inclusion

is not arbitrary. It is strongly related to the Wess-Zumino-Witten anomaly 24. In

the following we illustrate this point:
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The WZW anomaly fixes the amplitude for the ω → 3π decay to be:

AWZW =
α

πf3
π

(7)

In a VMD description, the ρ meson amplitude ?? (with g3π = 0), at Q2 = 0 and

Γρ = 0 in the propagators becomes

Aρ =
6e

gω

geff
ωρπgρππ

m2
ρ

=
3

2

e

4π2f3
π

=
3

2
AWZW , (8)

that is three halves of the total amplitude as obtained from the Chiral anomaly 24,

while respecting the KSFR relation 25,?.

Therefore, all the remaining contributions are collected in the g3π coupling. Thus,

the equivalence between both descriptions requires:

−1

2

α

πf3
π

=
e26g3π

gω

→ g3π = − gρππ

16π2f3
π

= −47 GeV −3, (9)

where we have made use of the relationship among the couplings as discussed in the

previous section. Considering this value we get Γω→3π = 6.8 ± 0.2 MeV. Note that

Eqn. (9) is close to g3π = −62±7, obtained blindly to account for the experimental

decay width.

This procedure establishes the proper way to include additional contributions in

the VMD framework, while keeping the agreement with the low energy theorems.

3.1. The ρ
′
channel

So far, we have considered the ρ channel and a Wess-Zumino fixed contact term

as the only ways the decay can go through. However, decays via radial excitations

may be also important, provided the mass suppression factor is not extremely large

compared to the energies involved in the process. The ρ′(1450) meson (mρ′ = 1465

MeV and Γρ′ = 400± 60 MeV), satisfies this condition for the ω decay regime. Let

us explore the role of such contribution: The heavy mass of the ρ′ allows to simplify

its propagator leading to identify the global coupling as an effective contact term

(Fig.3), in full analogy to Eqn. (1):

|g′3π| ≈
gωρ′πgρ′ππ

m2
ρ′

. (10)

The couplings involved in the right hand side are not settled, neither in the theoret-

ical side nor experimentally 2,27. In order to make an estimate of their magnitudes,

we assume that gωρ′π/gρ′ππ = gωρπ/gρππ = 2. Studies on the value of |gωρ′π| have

found it to lay in the interval 10-18 GeV−1 27. Under these assumptions we get

|g3π| ≈ 46 ± 23 GeV−3. We have evaluated the deviations from this value in Eqn.

(10) due to momentum and width dependence of the propagators, which combined

produce an increase of 6%. Thus, our estimate for the coupling is |g′3π| = 49 ± 24

GeV−3.
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Fig. 3. ρ′(1450) as an effective contact term.

Table 2. Determination of |g3π|-like terms
from several approaches. See text for details.

Reference |g3π| [GeV−3]

Rudaz, Cohen 25,26 47
Dominguez 28 29 ± 3

Kuraev 12 123
Kaymakcalan 13 37

This work from Γ(ω → 3π) 65 ± 7
This work from ρ′ 49 ± 24

Note that the ρ′ contribution can not be taken simultaneously with the contact term,

Eqn. (9), since this last already resumes all additional vectors an point contribu-

tions. Here we limit ourselves to show at what extend the role of the ρ′ contribution

becomes important. Recomputing the total width for ω → 3π including the ρ′ term

yields that, although the contribution itself turns out to be only 4 ± 5% (0.3 ± 0.4

MeV) of the total width, its interference with the ρ channel becomes 29 ± 14% (

2.2 ± 1.1 MeV), making a global result closer to the experimental value.

In Table 2, we have collected a set of values for the contact coupling computed

in the literature from different approaches. 25 uses the VMD approach being con-

sistent with low-energy theorems. 28 Extended the previous idea by including an

infinite number of radial excitations. 12 works within a framework of a chiral effec-

tive langrangian. 13 uses an extension to the chiral lagrangian adding spin-1 fields,

and our results obtained from different approaches.

It can be argued that given the different nature of these approaches a direct

comparison between them is meaningless. However, we consider that it is interesting

to quote their magnitudes as a way to exhibit that, besides the model dependence,

there seems to exist a regularity on these contributions.

4. The e
+

e
−

→ ω → 3π cross section

Now, we explore the implications of the contact term or the ρ′ in the e+e− → 3π

cross section. Following the same notation as in the previous section, we can write

the amplitude for the ω channel as follows:

M =
e2mω

2

gω

v̄γµuǫµαβγp1
αp2

βp3
γ

q2 (q2 − mω + imωΓω)
A (11)
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Fig. 4. e+e− → ω → 3π cross section. Experimental data (circle symbols) and the prediction from
VMD using gωρπ from radiative decays (solid line), and including either the ρ′ term (decreased
by 1stdv., dashed line) or the contact term (dot-dashed line)

where e is the positron electric charge, mω and Γω are the mass and total width

of the ω meson. In Figure 4 we have plotted the cross section as function of the

center of mass energy for several cases: The experimental data from CMD2 1 (circle

symbols), the VMD prediction when the ω decay proceeds via the ρ meson for three

cases: i) Using the central value for gωρπ coupling determined from the radiative

decays (VMDr , solid line), ii) Including the ρ′ contribution (decreased by 1 standard

deviation, long dashed line) and iii) Including the contact contribution (dotted line).

It is clear that the inclusion of either the ρ′ or the contact term increases the central

theoretical prediction based only on the ρ channel. The uncertainties on the ρ′ allows

to bring it down to the experimental data within one standard deviation. For the

fixed contact term data can be only approached using the VMDr own error bars

(not displayed).

A fit to the CMD2 data considering only the ρ channel, leaving gωρπ as a free

parameter leads to |gωρπ| = 13.1 ± 0.1 GeV−1.

5. Discussion

We have performed an analysis to obtain the gωρπ coupling in the VMD approach,

considering radiative decays, the ω → 3π decay width and the e+e− → ω → 3π

cross section. Our global result from all these observables are presented within two

possible scenarios (See Table 3): i)Without contact nor ρ′ term: In this case we

average (weighted) the value predicted from radiative processes, the value which

reproduces the experimental decay width for ω → 3π and the value for the coupling

obtained to fit the experimental e+e− → ω → 3π cross section. ii)With either ρ′ or

contact term: In this case we average the value predicted from radiative processes,
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Table 3. The ωρπ coupling (GeV−1) from different sce-
narios.

ρ channel ρ + contact ρ + ρ′

VMDr 11.9 ± 0.2 11.9 ± 0.2 11.9 ± 0.2
Γ(ω → 3π) 15.7 ± 0.1 12.8 ± 0.1 12.6 ± 1.3

σ(e+e− → 3π) 13.1 ± 0.1 9.8 ± 0.1 9.7 ± 1.4
Average 13.9 ± 0.1 11.4 ± 0.1 11.9 ± 0.2

the values from the decay width for ω → 3π and the e+e− → ω → 3π cross section

considering the effect of a contact term or that produced by the ρ′ meson.

There is no ambiguity on the ρ′ resonance contributions, besides the uncertain-

ties associated to its corresponding mass, decay width and couplings. The inclusion

of the contact term and the ρ channel in the ω → 3π decay is consistent with the low

energy theorems while fulfilling the KSFR relation. On the other hand, the inclu-

sion of the ρ′ shows that its contribution is not small and therefore the inclusion of

heavier resonances and point terms have a delicate combination to keep consistency

with low energy theorems.

The value obtained for gωρπ is sensitive to the inclusion of other contributions,

in the context discussed above. Estimates, based on different approaches, yield sim-

ilar values 25,28,30,31, pointing out to the small model dependence of our results.

Improved measurements of these observables and the ρ′(1450) meson parameters

are needed to settle the issues above mentioned.
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The extracted value for the geffωρπ effective coupling from experimental data, considering only the
ρ meson, resumes not only the ρ meson effect but also all its additional radial excitation modes. By
explicitly adding the radial excitations of the ρ meson, considering a particular form of the spectrum
and relations among the couplings, we identify the single gωρπ and the ρ radial excitations effect in
the ω → π0γ decay. We obtain that the individual coupling is in the range gωρπ = 8.2 − 8.6 GeV −1,
which is about 40% smaller than the effective geffωρπ. We verify the consistency with the chiral
approach in the π0 → γγ and γ∗ → 3π processes. Besides the model dependence, our description
succeeds in exhibiting how each contribution came into the game. In particular, we show that for the
γ∗ → 3π decay, the usual relation AV MD

γ3π = (3/2)AWZW
γ3π , encodes all the vector contributions and

not only the ρ meson one. In addition, we find that there is an almost exact (accidental) cancelation
between the radial excitations and the contact term contributions.

PACS numbers: 14.40.Be, 13.25.-k, 12.40.Vv.

I. INTRODUCTION

The study of the low energy regime of the strong inter-
action among quarks relies on the use of effective theories.
A description based on the effective hadronic degrees of
freedom, namely the vector meson dominance approach
(VMD), assigns an effective coupling to the hadronic in-
teraction, which must be determined from the experi-
mental information. Based on that approach, the deter-
mination of the coupling between the ω, ρ and π mesons
from different observables has been found to lay in a wide
range of values from 11.9 to 15.7 GeV−1 [1], pointing out
to possible experimental or theoretical problems.
The experimental issues, if any, will be settled with the
advent of more precise measurements. On the other hand
the theoretical treatment considers that, since phase
space forbids the three of the mesons to be on-shell, at
least one of them must be off-shell, and considers the low-
est lying resonance as the only relevant state. That is,
the extracted effective strong coupling resumes all possi-
ble additional contributions from higher states and not
only the ω−ρ−π interaction. A proper description to in-
clude all of them would require the knowledge of the full
excited spectrum and their corresponding couplings. At-
tempts in this direction have been made [2] by invoking
the factorizable dual model which turns out to modify all
the tree level diagrams by a form factor to account for
all the possible off-mass-shell mesons.
In this work we propose a model to explicitly include the
effect of the radial excitations considering a particular
structure of the spectrum and obtain the truly gωρπ cou-
pling from the ω → π0γ decay and verify the consistency
with the chiral approach in the π0 → γγ and γ∗ → 3π
processes.

II. BASELINE

Let us make a review of the results from the decays
when no radial excitations are included. This will be the
baseline of the calculation to compare with.
The VMD Lagrangian including the ρ, π and ω mesons
can be set as:

L = gρππǫabcρ
a
µπ

b∂µπc + gωρπδabǫ
µνλσ∂µων∂λρ

a
σπ

b

+ g3πǫabcǫ
µνλσωµ∂νπ

a∂λπ
b∂σπ

c +
em2

V

gV
VµA

µ + ...(1)

This Lagrangian exhibits only the relevant pieces for this
work and should be part of any effective Lagrangian de-
scribing these mesons. Terms with higher derivatives
and additional terms which allow to preserve gauge in-
variance are not shown [3]. We have made explicit the
notation regarding the couplings and the correspond-
ing fields and, in the last term, V refers in general to
vector mesons and Aµ refers to the photon field. Here
gV = 2α

√

πmV /3ΓV→l+l− (l = e, µ, τ).
On the other hand, the chiral symmetry of the strong in-
teraction dictates that the Wess Zumino Witten anomaly
[4] is responsible for the π0 → γγ and γ∗ → 3π decays.
For our purposes the relevant part of the Lagrangian is
given by:

LWZW =
iNCe

2

24π2fπ
ǫµνλσπ0FµνFλσ (2)

+
NC

3× 6

e

4π2f3
π

ǫabcǫ
µνλσBµ∂νπ

a∂λπ
b∂σπ

c + ...,

where Nc is the number of colors and fπ = 0.093 GeV,
and we did split the coefficients for the sake of clarity
when writing the amplitudes below.

http://arxiv.org/abs/1209.6565v1
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A. The π → γγ decay

The amplitude for the process has a generic form:

Mπγγ = ǫµνλσk
µ
1 η

ν
1k

λ
2 η

σ
2Aπγγ , (3)

where k1 (η1) and k2 (η2) are the photons momenta (po-
larizations) and Aπγγ encodes the model details. In the
chiral approach it is given by the WZW, as mentioned
above, while in the VMD approach, the decay can be
seen as proceeding through the emission of the ρ and ω
mesons which eventually decay into photons. Using the
above Lagrangians, and taking the zero momentum limit,
they correspond to:

AVMD
πγγ =

2e2gωρπ

gρgω
; AWZW

πγγ =
6e2

24π2fπ
(4)

Matching both descriptions, it is possible to relate the
couplings. Namely,

|geffωρπ| = |gρππgω/8π2fπ|. (5)

Note that this parameter, initially considered as due to a
single channel (ρ and ω), when imposed to account for the
total effect of the anomaly becomes an effective coupling

resuming all the possible additional contributions. This
observation will be crucial in the interpretation of the
corresponding magnitude.
An additional relationship between the ρ and the pion

properties is given by the so-called KSFR relation[5]:

gρππ =
mρ√
2fπ

. (6)

Considering that the KSFR relation, SU(3) symmetry
(gω = 3gρ) and universality condition (gρ = gρππ) are
hold, the effective coupling Eqn. (5) becomes

|geffωρπ| =
3m2

ρ

16π2f3
π

= 14.2 GeV −1. (7)

B. The γ∗ → 3π decay

The amplitude of the process can be written in general
as:

M = ıǫµαβγη
µpα1 p

β
2p

γ
3Aγ3π, (8)

where Aγ3π encodes the details of the model used to de-
scribe the process, and p1, p2, p3 are the pions momenta
and η is the photon polarization.
The decay of the photon into three pions in the chi-

ral description also has its origin in the WZW anomaly
as discussed above. In the VMD approach, it has been
shown that this decay is mainly produced through the ω
into ρπ decay channel [6], followed by the break down of

the ρ into another two pions. At zero momentum they
correspond to:

AWZW
γ3π =

e

4π2f3
π

AV MD
γ3π =

6e

gω

gωρπgρππ

m2
ρ

(9)

(a factor of 6 arises from the momenta permutations
when bringing the amplitude to Eqn.8 form)
By linking the anomaly term to the corresponding am-

plitude from VMD, the KSFR relation is not hold any-
more. The reason lies on the fact that, although the ρ

channel approach is well motivated, it is unable to fully
capture the anomaly information. i.e. the decay have
additional axial contributions which can not be captured
in the effective vector channel. Thus, in the VMD de-
scription, an additional contact interaction between the
ω and the 3π mesons must be added:

Lc
ωπππ = gc3πǫabcǫ

µνλσωµ∂νπ
a∂λπ

b∂σπ
c (10)

where gc3π is the corresponding effective coupling
strength. Then, by considering that the KSFR relation
is hold and SU(3) symmetry (gω = 3gρ), the ρ meson
channel amplitude at zero momentum becomes:

AV MD(ρ)
γ3π =

6e

gω

geffωρπgρππ

m2
ρ

=
3

2

e

4π2f3
π

=
3

2
AWZW

γ3π , (11)

that is three halves of the total amplitude from the Chiral
anomaly [4]. Therefore, the contact term must account
for the one half excess of the total amplitude. This was
found by Rudaz [7] as a consistency requirement and by
Cohen [8] as the one which satisfies axial Ward identities.

Ac =
6e

gω
gc3π =

−1

2
AWZW (12)

this condition fixes the corresponding coupling to be:

gc3π = − gρππ

16π2f3
π

= −47 GeV −3. (13)

where we have made use of the relationship among the
couplings as discussed above.
The previous analysis relies mainly on the consideration
that the vector channel is saturated by the ρ meson, and
upon matching VMD with the WZW anomaly the gωρπ

coupling constant becomes an effective coupling which
not only accounts for the ω − ρ− π interaction but also
all additional terms. In order to determine the truly
gωρπ coupling, the radial excitations spectrum and the
corresponding couplings are required. In the following
we study a particular model to include these excitations
and show their implications.

III. ADDING THE RADIAL EXCITATIONS

CONTRIBUTION.

To include the radial excitations of the ρ meson we
make the following assumptions:
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i) The relation (gωρπgρ)/(gωV πgV ) = 1, where V is any
ρ radial excitation. That is, the radial excitation infor-
mation makes no difference on the above combination of
the couplings.
ii) SU(3) symmetry, which allows to relate gω = 3gρ.
iii) KSFR-like relation for each V ππ vertex, that is

gV ππ = mV /(
√
2fπ)

iv) The spectrum of the radial excitations is given
by: m2

V = m2
ρn

2 with n = 1, 2, ... . The n = 1 is by
construction the ρ mass and for n = 2 it is 1540 MeV to
be compared with the ρ′(1450).

As a first case we will consider the ω → π0γ decay to
identify the gωρπ and the ρ radial excitations effect. This
process is clean in the sense that it is sensitive to the ρ
radial excitations but not to the ω ones. This fact allows
to avoid any assumption on the ω excitations. Then,
the implications on the cases discussed in the previous
section will be addressed.

A. The ω → π0γ decay

The amplitude for this process is of the form:

Mωπγ = iǫµνλσq
µ
1 η

νkλ2 ǫ
σAωπγ , (14)

Again, in this notation Aωπγ encodes the model details.
For this process, the VMD description, including the ra-
dial excitations, requires that at zero momentum:

Aωπγ = e
∑

V

gωV π

gV
. (15)

Now, using the above assumptions the global coupling
can be set as:

∑

V

gωV π

gV
=

∑

V

gωρπgρ

g2V
=

∑

V

gωρπgρ2f
2
π

m2
V

=
gωρπgρ2f

2
π

m2
ρ

∑

n

1

n2
=

gωρπgρ2f
2
π

m2
ρ

π2

6
(16)

where the convergence on the series above is equal to
π2/6. Using this in the amplitude, we can compute the
decay width

Γ(ω → π0γ) =
αg2ωρπ

432
π4f2

πmω

(

mω

mρ

)2 (

1− m2
π

m2
ω

)3

(17)
Using the experimental branching ratio for the process
BR(ω → π0γ) = 8.28±0.28% [9], we obtain the following
value for the individual ω − ρ− π coupling

gωρπ = 8.2± 0.2 GeV −1 (18)

B. The π → γγ decay

Lets us reconsider the π → γγ decay. It is important to
explore the effect of the radial excitations in the relation

for the geffωρπ. In the VMD description, the coefficient in
the amplitude, Eqn. (4), including an infinite sum of
vector-like contributions V , becomes :

AV MD+
πγγ = 2e2

∑

V

(

gV ωπ

gωgV

)

, (19)

Using the assumptions about the couplings and masses
of the vector mesons, it takes the following form:

2e2
∑

V

gV ωπ

gωgV
=

4e2gωρπf
2
π

3m2
ρ

∑

n

1

n2

=
2e2gωρππ

2f2
π

9m2
ρ

. (20)

The consistency with the anomaly, Eqn. (4), requires
that:

gωρπ =
9m2

ρ

8π4f3
π

= 8.6 GeV −1

= geffωρπ

6

π2
(21)

which is consistent with the extracted value for the gωρπ

coupling, Eqn. (18). In addition, if we take the value
from Eqn. (18), the last relation for the effective coupling
gives:

geffωρπ = 13.6± 0.3 GeV −1, (22)

we can observe that this value is also consistent with the
corresponding one obtained in section II.A (Eqn. 7).
Note that geffωρπ in that case was defined as the one that

resumed all the contributions in the ρ channel and made
to agree with the anomaly. Thus, the above result tell us
that the individual channel coupling is about 40% smaller
than that value. It is trivial to check that by using this
value when adding all the contributions we recover the
amplitude of the previous section.

C. The γ∗ → 3π decay

Proceeding along the same lines, we can compute the
contribution of the radial excitations. The amplitude for
the vector channel is given by:

AVMD+
γ3π =

6e

gω

∑

V

gV ωπgV ππ

m2
V

= 2e
gωρπ

m2
ρ

∞
∑

n=1

1

n2

= eπ2 gωρπ

3m2
ρ

=
3

2
AWZW

γ3π (23)

That is, by adding all the vector contributions we recover
the result of the previous section for the ρ, but now cor-
responding to the full vector contributions.
The, now obvious, purely axial contribution in the con-

tact term remains the same:

Ac =
−1

2
AWZW

γ3π , (24)
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Coupling Process Value

|gωρπ| ω → π0γ 8.2 ± 0.2 GeV−1

π0 → γγ 8.6 GeV−1

|geffωρπ| π0 → γγ 14.2 GeV−1

ω → π0γ and π0 → γγ 13.6 ± 0.3 GeV−1

gc3π γ∗ → 3π -47 GeV−3

gre3π γ∗ → 3π 46 GeV−3

TABLE I: Couplings

while the relationship for the ρ channel (n = 1) now
accounts for

Aρ
γ3π = 2e

gωρπ

m2
ρ

=
e

4π2f3
π

9

π2
=

6

π2

3

2
AWZW

γ3π (25)

Since we have estimated all the vector contributions,
the radial excitations contributions are just that with the
ρ contribution removed:

Are
γ3π = 2e

gωρπ

m2
ρ

(
π2

6
− 1) (26)

We can also treat this contribution as a contact dia-
gram and estimate a magnitude for its effective coupling
gre3π. The corresponding contact and radial excitations
contributions can be written in an equivalent form as
follows:

6egre3π
gω

= 2e
gωρπ

m2
ρ

(
π2

6
− 1), (27)

from this equivalence we get

gre3π =
gρgωρπ

m2
ρ

(
π2

6
− 1) = 44 GeV −3. (28)

Therefore, the remaining vector and axial contribu-
tions combine to account for a fraction of the total am-
plitude which is:

Are + c = (1− 9

π2
)AWZW (29)

Note that the global factor suppresses this contribution,
which is in accordance with the individual effective
couplings obtained above.
In table I we summarize the numerical results for the
couplings in the different scenarios we have considered.

IV. DISCUSSION

The extraction of the gωρπ coupling is by nature made
by indirect means. In this work we have pointed out that

the usually quoted value corresponds not to it but to an-
other geffωρπ effective coupling which resumes not only the
ρ meson effect but also all its additional radial excitation
modes.
Here, we have explicitly added the radial excitations of
the ρ meson, considering a particular form of the spec-
trum and relations among the couplings. First, we con-
sidered the ω → π0γ decay to identify the single gωρπ

and the ρ radial excitations effect. This process is clean
in the sense that it is sensitive to the ρ radial excitations
but not to the ω ones. This fact allows to avoid any as-
sumption on the ω excitations. Certainly, the description
used for all those excitations is model dependent. How-
ever, the low lying excitations are well approached and
expected to be the dominant ones. Besides this model
dependence, our description succeeds in exhibiting how
each contribution came into the game while fulfilling gen-
eral requirements like the agreement between the VMD
and chiral anomaly descriptions. We obtained that the
individual coupling is gωρπ = 8.2 − 8.6 GeV −1, which
is about 40% smaller than the effective geffωρπ.
We have verified the consistency with the chiral approach
in the π0 → γγ and γ∗ → 3π processes. Besides the
model dependence, our description succeeds in exhibit-
ing how each contribution came into the game. In par-
ticular, we show that, for the γ∗ → 3π decay, the usual
relation AV MD+

γ3π = (3/2)AWZW
γ3π , encodes all the vector

contributions and not only the ρ meson one. Thus, the
additional contact term is fully axial and fixed by the
WZW anomaly. In addition, we have obtained that there
is an almost exact (accidental) cancelation between the
radial excitations and the contact term contributions.
The relations here stablished are hold in the zero mo-
mentum limit. More elaborated assumptions would be
required to explore in a reliable way the momentum de-
pendence.
We would like to conclude by stressing that the usually
neglected contributions from radial excitations may be
relevant even though they can be very heavy. There-
fore, consistency requirements like the ones here exhib-
ited must be carefully considered.
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