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MOTIVACION

El tratamiento de polimeros fundidos irradiados con ultrasonido es una
herramienta relativamente nueva; el ultrasonido aplicado a polimeros ha
encontrado un gran acogimiento en los laboratorios de los investigadores debido a
sus interesantes efectos sobre el comportamiento de los polimeros. No esta muy
desarrollada la teoria del ultrasonido aplicado en medios viscoelasticos, es por eso
que es muy interesante este tema. Lo que se estd buscando es un mejoramiento
de las propiedades de los materiales ya existentes o bien sintetizar nuevos
materiales. La técnica de ultrasonido esta dando oportunidad para que esto se
logre, pero para poder optimizar las operaciones y obtener caracteristicas
deseadas en el material es importante saber la teoria del ultrasonido en polimeros.
Por esta razén se considera que es un grandioso tema que ademas puede ser tan
complejo como uno desee; este es un tema muy amplio, que da la oportunidad a
quien lo investiga de entretenerse, asombrarse, inspirarse y obtener mayor

conocimiento como el investigador esté dispuesto.



OBJETIVOS

Analizar los efectos viscoelasticos sobre la propagacion y atenuacion de las

ondas acusticas.

Analizar la propagacion de ondas acusticas en medios viscoelastico confinado
en un tubo y entre dos placas paralelas para un flujo de corte y para un flujo

extensional en un medio infinito.
HIPOTESIS

Los efectos viscoelasticos se observaran al decrecer la velocidad de
propagacion y la atenuacion de las ondas acusticas en comparacion del mismo
comportamiento de éstas en un liquido newtoniano, independientemente de la

geometria en el problema a tratar.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

En este capitulo se presenta la ecuacion de la onda y su andlisis. Ademas, se
presentan los modelos viscoelasticos de Maxwell, Oldroyd y Jeffreys, y se
estudian sus limites, sumado a esto, se obtienen las consideraciones necesarias
para pasar de un modelo a otro, esto con la finalidad de obtener las soluciones
para cada modelo sin la necesidad de hacer el mismo tratamiento y andlisis con
cada modelo viscoelastico diferente. También se estudia la ecuacién de estado.

1.1 ECUACION DE ONDA

Al propagarse una onda en un medio, éste es perturbado por un movimiento
periédico, ocasionando que surja una fuerza de restitucion para que el medio
retorne a su estado inicial. La ecuacion de onda es un balance entre la fuerza de
perturbacion (fuerza inercial) y la fuerza de restitucion. La fuerza inercial de un
fluido de densidad p es expresada con la segunda ley de movimiento de Newton
aplicada a un elemento del fluido, esto es, a través de la ecuacion de cantidad de
movimiento, considerando que hay ausencia de fuerzas externas y la viscosidad
es despreciable [8]. Para linealizar la ecuacion de momentum se utilizan las

siguientes variables de perturbacion,

vV, =V, +V, (1.1)
Py =Po+ P (1.2)
Pt =P TP (1.3)

Donde el subindice cero representa las variables en el estado estacionario, Vy, Ps
y p son las variables de perturbacion de la velocidad en la direccion x, de la presion
y de la densidad, respectivamente. Se sabe que p 1 >> p, po>> Py, Vx >> Vy, ¥ en el
estado estacionario V, = 0. Entonces, se tiene que la ecuacion de cantidad de

movimiento en variables de perturbacion es,

oV
£o E* =-VP (1.4)



donde V es el vector de velocidad del fluido y P es la presion del fluido. La fuerza
de restitucion en ondas acusticas es debida a la compresibilidad del medio, esto
es que la densidad del fluido pueda cambiar, y se expresa mediante la ecuacion
de continuidad en términos de variables de perturbacion [8],

0
PV =0 (15)

Se sustituye la ecuacién de continuidad en la ecuacidon de momentum y con la

ecuacion de estado p = ¢°P, donde ¢ es la velocidad del sonido en el medio, se

obtiene,

82
B=eiVip (16)

La ec. (1.6) es la ecuacion de onda, cuya solucién es de la forma,
p=f(kx—wt) (1.7)

donde k es el numero de onda y w es la frecuencia, f (kx) es la forma de la onda en
el tiempo t = 0. De hecho k es un vector y da la direccién de la propagacién de la
onda en el medio, la solucién, ec. (1.7), es para una onda longitudinal y plana que
se propaga en la direccidon x. A través de un andlisis de Fourier se tiene que, la

solucion para una onda plana harmonica es de la forma,
p = pexpi(kx—wt) (1.8)
donde p es la amplitud de la densidad.

Cuando una onda acustica se propaga por un medio existen dos tipos diferentes
de ondas: onda de corte y onda de presion. La onda de corte es debida a la
perturbacion de la velocidad del fluido y se obtiene a partir de la ecuacion de
movimiento, mientras que la onda de presion es debida a las fluctuaciones de la

presion en el medio y se obtiene a partir de la ecuacion de estado, continuidad y



momentum. La onda de presion considera en su solucion a la onda de corte y la

compresibilidad del medio.
1.2 ECUACION DE ESTADO

La ecuacion de estado sirve para describir las propiedades del medio, y es una
expresion matemética que relaciona la presion y la densidad del medio.

Las ondas acusticas viajan por el medio compresible por medio de ciclos
alternos de compresion y rarefaccion. La variacion en la presion del sistema es tan
rapida que se puede considerar que el intercambio de calor con el alrededor es
despreciable, por lo que se considera al sistema adiabatico. A partir de la siguiente

ecuacion dU = dQ — pydV, se puede reescribir de la siguiente forma,

ouU ouU
dO=dU+p.dV=| — | dT +| — | dV + p,dV =0 1.9
0= pav=[2) ar+(%) v, a9

Donde U es la energia interna del sistema, Q es el calor que se suministra, T es
la temperatura, V es el volumen y ps es la presion. Para un gas ideal la energia U

es Unicamente funcion de la temperatura, asi la ec. (1.9) se reduce a,

¢, NdT + p,dV =0 (1.10)

Donde N es el numero de moles, N =1, ¢y es la capacidad calorifica a volumen

C e ouU .  ,
constante y esta definida de acuerdo a, ¢, = (61’) . Para relacionar la presion y el
\Y

volumen se utiliza la ley del gas ideal, por lo tanto la ec. (1.10) resulta en,
¢, dT + F\{/Tdv 0 (1.11)

Donde R es la constante universal de los gases. Ademas, se sabe que para un
gas ideal R = ¢, —cy, sustituyendo la anterior relacion en la ec. (1.11) y simplificando,

se llega a,



T G- vV _, (1.12)
T c, V
Se integra la ec. (1.12),
TV Y = const (1.13)

Donde y = cy/cy. La ec. (1.13) se obtuvo a partir de la primera ley de la
termodinamica aplicada a un sistema adiabatico. Para un gas ideal, la ec. (1.13)

gueda expresada de la siguiente forma,
p;V’ =const (1.14)

La velocidad del sonido, c¢;, en un medio depende del mddulo volumétrico, B, y de

la densidad py, de acuerdo a la siguiente relacion,

C, = (BJ (1.15)
P

El médulo es una relacién entre el esfuerzo al que es sometido un material y la
deformacion que presenta éste, es decir, B = -Vdpy/dV, sustituyendo la ec. (1.14) en
la definicion del médulo volumétrico, y considerando que la presion se puede

describir con la ley de gases ideales, p;s = piRT/M, se obtiene que,

_ 7o RT
M

B (1.16)

Donde M es el peso molecular. Al sustituir la ec. (1.16) en la ec. (1.15) se obtiene,

1/2
C =(7RTJ (1.17)
M
O en términos de la derivada parcial de la presion respecto a la densidad a
temperatura constante, la ec. (1.14) queda expresada de la siguiente forma,



2_7/ apf

C. = o, T (1.18)
La relacion entre p y p para una onda acustica es [2, 8],
o =y Pr (1.19)
do; opy ).
Sustituyendo la ec. (1.18) en la ec. (1.19) e integrando, se llega a,
pi = Po =¢(p; — piro) (1.20)

1.3VISCOELASTICIDAD LINEAL

La viscoelasticidad es la caracteristica que presentan ciertos materiales con
propiedades tanto viscosas como elasticas cuando experimentan una
deformacion. En un solido puramente elastico, el esfuerzo es independiente del
tiempo, mientras que en fluidos viscoelasticos este esfuerzo se disipara
gradualmente. En contraste con los fluidos puramente viscosos, los fluidos
viscoelasticos sometidos a esfuerzos recuperan gradual y parcialmente su forma
una vez eliminada la deformacién inicial. Se tiene un comportamiento viscoelastico
lineal en un material cuando existe una relacién lineal entre el esfuerzo y la

rapidez de deformacion.

En este trabajo, se presentan los tres modelos viscoelasticos mas
representativos en el estudio de la deformacion del material cuando son sujetos a
un esfuerzo, los modelos son: modelo de Maxwell, modelo de Jeffreys y modelo
de Oldroyd. Para entender el comportamiento de estos modelos y su relacién
entre ellos, se obtendran para cada modelo su limite inferior y su limite superior,
ademas se estudiara en el espacio de Laplace el médulo cortante y la viscosidad

compleja. Esto con el fin de entender el comportamiento del material.


http://es.wikipedia.org/wiki/Viscosidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Elasticidad_%28mec%C3%A1nica_de_s%C3%B3lidos%29

1.3.1 MODELO DE MAXWELL

Los modelos viscoelasticos consideran los efectos de memoria en el polimero,
esto es, incorporan la historia de deformacién en el célculo del esfuerzo en el
tiempo actual. EI modelo de Maxwell es una ecuacion constitutiva que involucra
los efectos de memoria, y el comportamiento elastico y viscoso del polimero. El

modelo para el esfuerzo cortante 7, es,

oo

yX

Donde y es la rapidez de deformacion o rapidez de corte, yZ%VyX oy €s el

esfuerzo cortante en direccidn X, ny es la viscosidad de corte, 1 es el tiempo de
relajamiento. La ec. (1.21) es la forma diferencial del modelo de Maxwell, y la
forma integral esta representada por la siguiente expresion,

[’70 exp(t._tﬂ y(t)dt (1.22)

A A

Oy (t) = J‘_‘w

Donde t' es una variable muda de integracion y t es el tiempo actual. Notese que

la ec. (1.22) se integra sobre el tiempo pasado, es decir, el esfuerzo cortante no
sélo ser& funcion del tiempo actual sino que también sera funcion de la historia del
esfuerzo cortante, observando que las deformaciones previas influirdn en el
estado actual del esfuerzo. La funcion entre los corchetes se le conoce como
modulo de relajacion y se acostumbra escribirlo como G(t' - t) en lugar de toda la

funcién entre corchetes.

A partir de la ec. (1.21), a régimen permanente, la derivada temporal del
esfuerzo cortante es cero, y la ecuacidon se simplifica a la de un liquido

newtoniano:

Ow=M7 (12.23)



Para movimientos rapidos en tiempos cortos, el término de la derivada temporal
predomina frente al término del esfuerzo cortante y, por tanto, la ec. (1.21) se
reduce a la ecuacién que describe el comportamiento de un sélido eléstico o de

Hooke,
o, =Gy (1.24)

Donde Gy = 7oA es el modulo elastico del material. Entonces el modelo de
Maxwell describe el comportamiento de materiales que exhiben caracteristicas

viscosas y caracteristicas elasticas cuando son sujetos a una deformacién.

Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial constitutiva del

modelo de Maxwell, ec. (1.21), cuya transformada de Laplace del esfuerzo

cortante y de la deformacion es: {ayx(s), y(s)}: J’:’ {ny(t)’ y(t)kfstdt.

0y, (8)+ [0, (5)-0, (t = 0)] =75 [s7(s)- 1t = 0)] (1.25)

Se considera que al tiempo cero 7o = yo = 0, por tanto, la ec. (1.25) se expresa de

la siguiente manera,

R/
Oy (S)— T4 s 7(8) (1.26)

En el espacio de Laplace el moédulo cortante G(s) se define de la siguiente

manera,

o(s)= 7o) _ Gots

~(s)  1+7s (1.27)

En el espacio de Fourier (s — iw), donde w es la frecuencia, la ec. (1.27) queda
de la forma,

iAw
“1+iiw

G*(iw)=G (1.28)



Se multiplica y divide a la ec. (1.28) por el conjugado del denominador, (1- iiw),

separamos parte real y parte imaginaria de G (iw).

22w LG AW
12w %14 AW

G'(iw)=G =G'(w)+iG" (w) (1.29)

Donde G"(w) es el modulo viscoso o de pérdida, esta relacionado con la
viscosidad del material y representa los procesos de disipacion que tienen lugar a
lo largo del ciclo de deformacion. G'(w) es el modulo elastico o de
almacenamiento, esté relacionado con la elasticidad del material y representa los

procesos de almacenamiento que tienen lugar a lo largo del ciclo de deformacion.

La viscosidad compleja esta definida como,

n(iw)="—" (1.30)

A partir de la ec. (1.28) y de la definicion del médulo elastico del material, se

tiene que la viscosidad compleja del modelo de Maxwell es,

(v _ Mo
n"(iw)= Lo (1.31)

A partir de la ec. (1.31) se puede definir la parte real e imaginaria de la
viscosidad compleja, es decir,

7 (w)=—"T —ip,

=0 =n'-in" 1.32

1+ 2w
Por analogia con la ec. (1.29) se obtienen las siguientes relaciones:
G'=wy" (1.33)
G'=wnp' (1.34)

En el caso de un liquido newtoniano, 1 — 0, la ec. (1.32) se reduce a n' =50 y

n" =0, entonces con las relaciones anteriores se tiene que: G' =0y G" = wy. Para



el caso de un sélido de Hooke, 1 — o, la ec. (1.32) sereduce an'=0y n" = noliw, y

entonces G' =7y/A=Goy G"=0.

Para obtener la variacion de G' y G" en funcién de la frecuencia se deben
obtener los limites de estos términos. Para la zona de bajas frecuencias, 1 >> 12w,

se obtiene de la ec. (1.29) los limites del médulo elastico y viscoso, a saber:
G'= G AW (1.35)
G'=G,Aw (1.36)

Ahora, en la zona de altas frecuencias, 1 << 2*w?, por lo que en esta regién los

l[imites son:
G'=G, (1.37)
G
G'=—2 1.38
W (1.38)

Para construir las graficas del médulo elastico y viscoso en funcion de la
frecuencia y observar las tendencias antes descritas, se utiliza la ec. (1.29). El
moédulo de almacenamiento para el modelo de Maxwell en variables

adimensionales, G' = G'/Gy, W' = Aw, es,

s (w)
G- Wy (1.39)

En el caso del médulo de pérdida para el modelo de Maxwell en variables

adimensionales, G" = G"/Gy, W' = Aw, la expresion es la siguiente,

G'=—F (1.40)



Log (G / Log (G")

10 1w 10
Frecuencia
Fig. 1.1. Variacion del modulo eléstico y del mddulo viscoso adimensionales en funcién de la frecuencia
adimensional para el modelo de Maxwell. Ec. (1.39)-(1.40).

En la Fig. 1.1 se observa que en la zona de baja frecuencias las pendientes del
modulo elastico y del modulo viscoso toman valores de 2 y 1, respectivamente.
Mientras que en la region de altas frecuencias la curva del moddulo de
almacenamiento tiende asintéticamente a 1 y la pendiente de la curva del modulo

de pérdida toma el valor de -1.

Para la condicién del maximo de G", al derivar respecto a w' la ec. (1.40) e
igualar a cero, se obtiene que Wmax = 1, en términos dimensionales wWmax = 1/4, que

coincide con el cruce de G"y G'.
1.3.2 MODELO DE JEFFREYS

El modelo de Jeffreys es empleado para describir el comportamiento lineal de
los polimeros en viscoelasticidad lineal, este modelo consta de tres propiedades
fisicas y la ecuacion diferencial constitutiva para el componente 7, del tensor de

esfuerzos esta dada por:

00

. 0
O vy +4 at =1o| 7+ 4, 817:/ (1.41)

10



Donde y es la rapidez de corte, ;'/= 5any , oyx €s el esfuerzo cortante, 7o es la

viscosidad de corte, i; es el tiempo de relajamiento y 1, es el tiempo de
retardamiento. La ec. (1.41) es la forma diferencial del modelo de Jeffreys. La

forma integral del modelo de Jeffreys es,

j“1 2“1 1 1

o t)=] {770(1— ’12} exp(t;tﬂ y(t)dt 47, 1“2 (1) (1.42)

A partir de la ec. (1.41), a régimen permanente, la derivada temporal del
esfuerzo cortante y de la rapidez de deformacion es cero, por lo que la ecuacion

se simplifica a la de un liquido newtoniano:

O =17 (1.43)

Para movimientos rapidos en tiempos cortos, el término de la derivada temporal
del esfuerzo cortante y de la rapidez de corte predominan, la ec. (1.41) se reduce
a,

Ay *
O =M /1—7 (1.44)
1

La ec. (1.44) tiene la misma forma que el modelo newtoniano, salvo que en la
ec. (1.44) se esta multiplicando a la rapidez de deformacién por la relacién entre
los tiempos caracteristicos del material. A diferencia del modelo de Maxwell, en el
cual los limites inferior y superior definen la ecuacién que describe a un sélido
elastico y a un liquido newtoniano, respectivamente, mientras que para el modelo
de Jeffreys los limites inferior y superior tienden al modelo que describe a un
liquido newtoniano, salvo que en el limite inferior estd multiplicando una relacion

de los tiempos de relajacion y retardamiento a la rapidez de corte.

11



Como casos particulares del modelo de Jeffreys se tiene que:

a) Si el tiempo de retardamiento es cero, se obtiene el modelo de Maxwell, es

decir,

00,

Maxwell, 2, =0 > o, +4, ——=n,7 (1.44a)

b) Si el tiempo de relajamiento y de retardamiento son cero, la ecuacion se

convierte en un modelo newtoniano,

Newtoniano, 4, =4, =0 —>o,, =1, ;/ (1.44b)

Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial constitutiva del
modelo de Jeffreys, ec. (1.41), y aplicando las condiciones iniciales antes descritas
para el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion, se llega a,

s(1+4,5) )

UW(S)Z Mo L+ 4,5) 4 (1.45)
Asi, el médulo cortante G(s) queda expresado como,
Gsyzawcﬂ:60130+ﬂ§) (1.46)

1+ 4,5)

En el espacio de Fourier (s — iw), donde w es la frecuencia, la ec. (1.46) es de

la forma,

iw(l+it,w)

G'(iw) =G4, “ridw)

(1.47)

Al multiplicar y dividir a la ec. (1.44) por el conjugado del denominador, (1- i4;w),

se obtiene la parte real y la parte imaginaria de G(iw), a saber,

12



6" (w)=G, AW A= %) g Pl 2oA0) _ s
° {1+ 2w ° L+ 2w

(1.48)

Donde G"(w) es el moddulo viscoso o de pérdida, y G'(w) es el modulo elastico o

de almacenamiento.

A partir de la definicion del médulo elastico del material, la viscosidad compleja
del modelo de Jeffreys esta dada por,
1+id,w

n"(iw) =1, iAW (1.49)

La parte real e imaginaria de la viscosidad compleja son,

L+ AW W —4,)
=1 =n'—I 1.50
0 1+ﬂfW2 770 1+212W2 77 77 ( )

n*(iw) =7

Por analogia con la ec. (1.48) se obtienen las siguientes relaciones:
G'=wpg" (1.51)
G'=wn' (1.52)

Para la zona de bajas frecuencias, 1 >> w, de la ec. (1.48) se obtienen los

limites del modulo elastico y viscoso, a saber:
G'=GoAw’ (4~ 4,) (1.53)
G"'=G,L,W (1.54)

Con las relaciones de la ec. (1.51) y ec. (1.52) se obtienen las definiciones de la

parte real e imaginaria de la viscosidad compleja para la regién de baja frecuencia:

n'=noyn"=now(is—4z).

13



En la zona de altas frecuencias, 1 << w?, la forma de los médulos son:

A
G'=G,|1-"2% 1.55
( ﬂlj (-59)
G"=G,,wW (1.56)

A partir de las anteriores ecuaciones se obtiene la forma de la viscosidad

compleja para el modelo de Jeffreys en la regidn de altas frecuencias, esto es,
n'=nolldry 0" = (no/2aW)(1 — ZolA1).

Para observar la tendencia del médulo de almacenamiento y del médulo de
pérdida para el modelo de Jeffreys en las regiones de baja y alta frecuencia se
construye la grafica correspondiente. EI mddulo elastico es variables

adimensionales, G' = G'/Gy, W' = 14w, €s,

1+ (w)
En el caso del médulo de pérdida en variables adimensionales, G" = G"/Gy,

w' = 41w, la expresion es la siguiente,

o WA, /A (W)
Wy

(1.58)

14



Log (B" / Log(G'"}

Frecuencia

Fig. 1.2. Variacion del modulo elastico y del médulo viscoso adimensionales en funcién de la frecuencia
adimensional para el modelo de Jeffreys. A,/A; = 2/3. Ec. (1.57)-(1.58).

De la Fig. 2.1, se puede observar que, para la zona de baja frecuencias las
pendientes del modulo elastico y del médulo viscoso toman valores de 2 y 1,
respectivamente, mientras que en la region de altas frecuencias la curva del
modulo de almacenamiento tiende asintdéticamente a 1 y la pendiente de la curva

del médulo de pérdida toma el valor de 1.
1.3.3 MODELO DE OLDROYD

En el modelo de Oldroyd el esfuerzo cortante para la componente z, del tensor

de esfuerzos que se aplica al material esta definido como:
O =0 pmt0O, (1.59)

El esfuerzo cortante del modelo de Oldroyd es la suma de las contribuciones

por la parte no newtoniana y por la parte newtoniana del material.

De la ec. (1.57) ayxm €s el esfuerzo cortante de la parte no newtoniana, y esta
descrito por el modelo de Maxwell; oy, es el esfuerzo cortante de la parte

newtoniana y esta definido de acuerdo al modelo newtoniano.

15



O pemn + 4 aytx =10 ¥ (1.60)
Opn =My 7 (1.61)

Donde 75 es la viscosidad del disolvente y 7 es la viscosidad de corte. Del

sistema de ecuaciones, ec. (1.59)-(1.61) se llega a,

oo, . 0
! = (7700 +775v)7+ /1773\/ l (162)

onxtA
ot

La ec. (1.62) es la forma diferencial del modelo de Oldroyd, y considera que el
esfuerzo cortante total que se aplica al sistema es la suma de la contribucién no
newtoniana y newtoniana del material. Por analogia con el modelo de Jeffreys,
ec. (1.41), no = noo *+ 7sv» Y Mok2 = sk, CON este cambio de variables se obtiene el

modelo de Oldroyd a partir del modelo de Jeffreys.

La forma integral del modelo de Oldroyd es,

A

o (1) J'{nexp(tjﬂ e, ) (163

En la ec. (1.63) se observa que el primer término del lado derecho es el
esfuerzo cortante descrito por el modelo de Maxwell y el segundo término es el
esfuerzo cortante en un liquido newtoniano. Este modelo describe a un material
que tiene un solo tiempo de relajamiento, pero los materiales reales no
necesariamente tienen un solo tiempo de relajamiento sino un espectro de tiempos
de relajamiento, 4 = /Gy para i = 1 hasta «. Para el modulo de relajamiento en

flujo cortante es,

G(t)= iGOi exp(—t/4,) (1.64)

i=1

A régimen permanente, la ec. (1.62) queda simplificada de la siguiente forma:
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Ow = (7700 + 775v)7 (1.65)

La ec. (1.65) es el modelo newtoniano, salvo que la viscosidad es la viscosidad

no newtoniana mas la contribucién de la viscosidad newtoniana.

Para movimientos rapidos en tiempos cortos, el término de la derivada temporal
del esfuerzo cortante y de la rapidez de corte predominan, y la ec. (1.62) se

reduce a la ecuacion de un liquido newtoniano,

O =Ty ¥ (1.66)

Al aplicar la transformada de Laplace al modelo de Oldroyd en su forma

diferencial, ec. (1.62), y sustituir la condicion inicial, oyx=7y =v'= 0, se obtiene,

o, (s)= S(mv + 1225)7(5) (1.67)

Por tanto, el médulo cortante G(s) queda expresado en la siguiente forma,

_ Oy (S) _ oo
G(s)—y(s)—s(nsv +1+/15j (1.68)

En el espacio de Fourier (s — iw), donde w es la frecuencia, la ec. (1.68) se

expresa de la forma,

G*(iw)= iW(mv + 13;’;\/\/) (1.69)

La viscosidad compleja esta definida como,

Moo
1+idw

n'(iw)=1,, + (1.70)
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Al multiplicar y dividir por el conjugado del denominador del segundo término de
la ec. (1.68), se puede definir la parte real e imaginaria de la viscosidad compleja
como,

‘(s Moo . AW C s
W)= +—— (1 —=n-1 1.71
77 ( ) (ﬂsv 1+12W2j 77001+ﬂ,2W2 77 77 ( )

Con la ayuda de la relacién entre el modulo cortante y la viscosidad compleja,
ec. (1.71), se obtiene el modulo elastico y el modulo viscoso, a saber,

222
G'lw)=G, ——— 1.72

G"(w)=7,W+G, (1.73)

1+ 2°w?

Donde G"(w) es el mddulo viscoso o de pérdida, y G'(w) es el mdédulo elastico o
de almacenamiento. El médulo viscoso esta definido por la suma de la
contribucion newtoniana y de la contribucibn no newtoniana, mientras que el
moddulo elastico sélo contempla la parte no newtoniana debido a que la parte

newtoniana no contiene parte elastica.

Para la zona de bajas frecuencias, 1 >> w, de la ec. (1.72) y ec. (1.73) se

obtiene el limite del modulo elastico y viscoso, a saber:
G'=G, AW’ (1.74)
G"=n,W+GyAw (1.75)

Para la viscosidad compleja, las definiciones de la parte real e imaginaria para la

region de baja frecuencia: 7' = noo + 77sv, Y 71" = oW1 — 12).
En la zona de altas frecuencias, 1 << wz, la forma de los médulos son:

G'=G, (1.76)
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G
G--:nwwjuﬁ (1.77)

A partir de las anteriores ecuaciones se obtiene la forma de la viscosidad
compleja para el modelo de Oldroyd en la region de altas frecuencias, esto es,

n' =Nt 1100//12W2 y 7" = noo/Aw.

Para observar la tendencia del médulo de almacenamiento y del médulo de
pérdida para el modelo de Oldroyd en las regiones de baja y alta frecuencias se
construye la grafica correspondiente. EI mdédulo eldstico en variables

adimensionales, G' = GGy, W' = lw, €s,

s (W)
G- w7 (1.78)

En el caso del modulo de pérdida en variables adimensionales, G" = G"/Go,

w' = Aw, la expresion es la siguiente,

— 77 , W
G'=Sw4+ —
Mo Lo (W) )

10° 0’ *
Frecuencia

Fig. 1.3. Variacién del médulo elastico y del médulo viscoso adimensional en funcién de la frecuencia
adimensional para el modelo de Oldroyd. Ec. (1.78)-(1.79).
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En la Fig. 1.3 se observa que, para la zona de baja frecuencias, las pendientes
del mddulo elastico y del médulo viscoso toman valores de 2 y 1, respectivamente,
mientras que en la region de altas frecuencias la curva del moédulo de
almacenamiento tiende asintéticamente a 1 y la pendiente de la curva del médulo

de pérdida toma el valor de 1.

Ahora bien, se compara el modulo viscoso de los tres modelos vicoelasticos que

se han estudiado.

10 10° 10
Frecuencia

Fig. 1.4. Variacion del médulo elastico adimensional en funcion de la frecuencia adimensional. (-) Modelo de
Maxwell, Ec. (1.39); (*) Modelo de Jeffreys, Ec. (1.57); (0) Modelo de Oldroyd, Ec. (1.78).

Por lo anterior se tiene que la tendencia del modulo elastico que predicen los
tres modelos viscoelasticos es la misma. De la Fig. 1.4 se observa que el modulo
elastico que predice el modelo de Maxwell es el mismo que predice el modelo de
Oldroyd, debido a que la parte elastica en el modelo de Oldroyd Unicamente esta
contemplada por el modelo de Maxwell, mientras que para el médulo elastico del
modelo de Jeffreys disminuye a causa del tiempo de retardamiento. EI modulo de
almacenamiento para el modelo de Maxwell y Oldroyd tiende asintéticamente a 1,
0 en términos dimensionales tiende a Gy, mientras que para el modelo de Jeffreys
el médulo elastico tiende asintéticamente al valor de 1/3, lo que corresponde a
Go(1 — A2/41).
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Para el modulo de pérdida se tiene la siguiente gréfica,

,,,,,,,,,,,, 99990‘3’06

107 10° 10
Frecuencia
Fig. 1.5. Variacion del médulo viscoso adimensional en funcién de la frecuencia adimensional. (-) Modelo de
Maxwell, Ec. (1.40); (*) Modelo de Jeffreys, Ec. (1.58); (0) Modelo de Oldroyd, Ec. (1.79).

El médulo viscoso para el modelo de Maxwell tiene una pendiente de 1 a bajas
frecuencias, un maximo en Wna = 1, que equivale a Wna = 1/4, y en la region de
altas frecuencias la pendiente es igual a -1; mientras que el modulo de pérdida
para el modelo de Jeffreys siempre va en aumento conforme la frecuencia
aumenta, por otro lado, en la regidn de bajas frecuencias se comporta igual que el
modelo de Maxwell pero a altas frecuencias tiene una pendiente igual a 1. En el
modelo de Oldroyd el modulo viscoso es la suma del médulo viscoso del modelo
de Maxwell y de la parte newtoniana, a bajas frecuencias predomina el modulo no
newtoniano sobre el newtoniano, por la tendencia del médulo viscoso de Oldroyd
es igual que el de Maxwell, salvo que la gréfica se encuentra arriba, esto por la
contribucion de la parte newtoniana, y en la region de alta frecuencia, predomina
la contribucién newtoniana por lo que sigue creciendo y tiene una pendiente igual
al.
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CAPITULO 2. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS EN UN MEDIO

VISCOELASTICO INFINITO

En este capitulo se estudiard la propagacién de ondas acusticas en un flujo
extensional uniaxial en un medio infinito, ademas se analizara la ecuacion de
dispersion obtenida a partir de la solucion para la velocidad del fluido. El andlisis
se efectda con el modelo de Jeffreys y se obtienen la velocidad de propagacion y
la atenuacion de la onda acustica. A partir de estos resultados se obtendréan las

soluciones para los demas modelos viscoelasticos.
2.1 FLUJO EXTENSIONAL EN UN MEDIO INFINITO

Para analizar la influencia de las propiedades viscoelasticas en la propagacion
de ondas acusticas se necesita una relacion entre el esfuerzo y la deformacién del
material. Para este estudio se utiliza el modelo de Jeffreys en forma diferencial, el
cual esta representado por la ecuacion:

60—)()( * 8c;x
e 2n| ex+ 4,

Tt (2.1)

Donde oy es el esfuerzo normal, la velocidad del fluido es en direccién x y el
transporte de cantidad de movimiento es en direccion x,&x es la rapidez de
elongacion o extensional, &« = a—x n es la viscosidad extensional del fluido, 4; es

X

el tiempo de relajamiento y 1, es el tiempo de retardamiento.

El esfuerzo de la ec. (2.1) tiene como casos particulares, al fluido de Maxwell y

al fluido newtoniano, a saber,

Maxwell,22:0—>axx+ﬂl(%:t“=2n;‘x (2.2)
Newtoniano, 4, =4, =0 —> o, :277<;x (2.3)
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El estado hidrodinamico para un fluido queda definido por la ecuacion de

movimiento, la ecuacion de continuidad y la ecuacion de estado.

pf(ZZW-VV}—fo +V-o+g (2.4)
op;

+V-Vp, +pV-v=0 (2.5)

Pi = Po ZCsZ(IOf _Pfo) (2.6)

Donde ps es la densidad del fluido, pr es la presion en el fluido, g es el vector de
fuerza de gravedad y v es el vector de velocidad del fluido, v = [vy vy v,]. Por las
consideraciones para el sistema, se utlizan coordenadas rectangulares,
Vx = Vx (X, t), flujo extensional o flujo elongacional uniaxial, el andlisis se centrara
Unicamente en la deformacion en la direccion x. Este sistema de ecuaciones,
ec. (2.4)-(2.6), es valido para cualquier tipo de fluido, newtoniano o no newtoniano,
compresible o incompresible. El analisis de un tipo concreto depende de la forma
de la ecuacion constitutiva que relaciona el tensor de esfuerzos con el tensor de

deformacion [1,2].

Consideraciones para la ec. (2.4): para despreciar al término de fuerzas
inerciales sobre el término del gradiente de presion, esto es, V2 << pylp| = ¢V, por lo
tanto, V << ¢, donde c es la velocidad del sonido. Es decir, las fluctuaciones de la
velocidad del fluido deben de ser mucho menores que la velocidad del sonido.
Esto se expresa en términos del nimero de Mach, M = Vy/c, donde V, es la
amplitud de las oscilaciones de la velocidad. Asi, que se requiere que M << 1 para
obtener una buena aproximacion de la linealidad acustica [3]. Mas aun, la
componente en x de la fuerza gravitacional, gx, no afecta al sistema, por tanto se

considera cero.

Para linealizar el sistema de ecuaciones antes descrito se utilizan las
variables de perturbacién, ecs. (1.1)-(1.3). Los términos de las ec. (2.4) y ec. (2.5)

que estén multiplicados por una variable de perturbacion, Ps, p 0 V¢ son
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despreciables, puesto que las variables de perturbacion son mucho menores a las
variables en estado estacionario. Y las derivadas de la densidad y la presion en
estado de equilibrio respecto al tiempo y la posicion, respectivamente, son cero.
Asi, se tiene que el sistema de ec. (2.4) y (2.5) es lineal y estad en funcion de

variables de perturbacion.

%:— 1 VP, + 1 V.o (2.7)
ot Pio Pto  —

0

a’t’+pf0v-vzo (2.8)

Se desarrolla la ec. (2.7) para un flujo extensional en la direccion x.

X =— + —X 2.9
Pto ot x ax (2.9)
Por lo tanto, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,
oo oV 0 oV

On+A4 —2=2 X+ A, 2.10
4 ot 77( ox 2 5%t ox j ( )

oV oP; oo
s . 2.11
Pto ot x x ( )

op oV

4+ —*=0 2.12
ot Pio ox ( )
P, =cip (2.13)

El sistema de ecuaciones estd completamente definido, puesto que se tiene 4
ecuaciones y 4 incognitas. Se resuelve el sistema de ecuaciones en el espacio de

Laplace.

V.00, P = ZZUL‘X,F’f*} (2.14)

Se sustituye la ec. (2.13) en la ec. (2.12) y se aplica la transformada de Laplace

a la ecuacion resultante y a las ecs. (2.10)-(2.11). De esta forma se llega a:
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v, + 4, da
dx dx

o; 4 A5 0, (0))= zn[

pfO(SVx* _VX(O)>:_SdX dx

dv, 0
dx

Clz[spf* - P (0)]+Pfo

S

0.0

1 de dO"x<
+

XX

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Se necesitan las condiciones iniciales de cada variable. Al inicio, no hay

velocidad del fluido, por lo que no se genera un gradiente de velocidades,

entonces no hay fuerza motriz alguna que genere un esfuerzo normal, y la presion

del fluido es cero.

de* dG*
sV, =——+ X%

S dv’
—P +p;,—2=0
Csz t T Pso dx

Se sustituye las ec. (2.18) en la ec. (2.19).

dpP;

ProSVy == —+2n

1+s4, d?V;

dx 1+s, dx?

Se deriva la ec. (2.20) respecto a x.

dP; _ _CszpfO d 2VX*

dx s dx®

Y se sustituye la ec. (2.22) en la ec. (2.21).

d?v;

A =0

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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-1
C2
Donde A2 :pfo{ P10 +2771+ S/;j (2.24)
s +s

La ec. (2.23) es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

homogénea cuya solucion general esta dada por,
V) =C, exp(x)+ C, exp(— Ax) (2.25)

De la fisica del sistema, se sabe que si x tiende al infinito la velocidad del fluido
no tiende al infinito, entonces necesariamente C; = 0, y en x = 0, la velocidad del

fluido es Vo, por lo que C, = Vo/s. De esta forma la ec. (2.25) resulta en

V= \goexp (- Ax) (2.26)

Debido a la compleja relacién entre s y el valor propio 4, es complicado obtener

la transformada inversa de Laplace de la ec. (2.26). Sin embargo, se puede

obtener informacion acerca de la velocidad de propagacion y atenuacion de la

onda de corte en el medio viscoelastico al hacer que 4 — ik, s — iw, en la
ec. (2.24).

W2

k? = 2.27
2 2 IW—w’/, (227)

C. + -
Pio 1+IWA

S

Se multiplica el denominador de la ec. (2.27) por el conjugado de 1+ iwl;, y se

agrupa la parte real separada de la parte imaginaria.

2

W

= M (2.28)

1+w2 A A
Donde M :2p’7 ( 1+Wf;122J (2.29)

fo

2 —

y c’=ci+ 21 Ay 2/122 (2.30)
Pro 1+WA
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La ec. (2.28) es la ecuacion de dispersion. M es la viscosidad cinematica total, y
se observa que tiene una contribucion por la viscosidad cinemética newtoniana del
sistema y por la viscosidad no newtoniana. Para entender el significado del
namero de onda se debe de obtener la ec. (2.28) de la forma k = k; + iky, donde k;
es la parte real del numero de onda y ofrece informacion sobre la propagacion de
la onda en el medio, k; es la parte imaginaria del niumero de onda y da informacién

sobre la atenuacion de la onda. Entonces,

K2 o wh o cl-iwM W

c+iwM c?—iwM ¢t +w'M?

[c? —iwMm |

Se completa un binomio cuadrado perfecto en los términos dentro de los
corchetes cuadrados, se obtiene:

k = W [(\/c“ +WM? +02)U2 -~ i(x/c4 +W*M? —CZ)UZ} (2.31)

x/E(C4 + W2M 2)1/2

En la ec. (2.31) ya se tiene explicitamente la parte real e imaginaria del nUmero

de onda. Esto es,

Re(k)=k, = v (et rwim? +c?)” (2.32)

ol vwm )"

—Im(k) =k, W (\/c“ +W'M? —c2)U2 (2.33)

"l rwme )

A partir de la ec. (2.32) se obtiene la propagacion de la onda en un fluido
viscoelastico, ya que el nimero de onda esta definido como: k = w/V, + i$, donde
V, es la velocidad de propagacion del sonido y ¢ es la atenuacion de la onda
acustica en el medio. Entonces se tiene que la velocidad de propagacion de la

onda acustica es:

4 2n 12 172
v = W_ 2c* +w'M?) (2.34)
p k \

. lc* +W2M % +¢?
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Al analizar la ec. (2.34) se observa que para bajas viscosidades (y = 0), véase
ec. (2.29):

V,=c (2.35)

Entonces c es la velocidad de propagacion del sonido para bajas viscosidades.
Definida en la ec. (2.30) estan las contribuciones por la parte newtoniana y no

newtoniana del sistema.

La atenuacion de la onda acustica en el medio es igual a:

W{\/c +WM? —¢? J

2(c* +w?M?) (2.36)

SiM — 0, ec. (2.29), la ec. (2.36) se reduce a ¢ =0, esto es, no hay atenuacion
de la onda acustica en el medio, de aqui se deduce que la atenuaciéon de una
onda por el medio se debe a la resistencia que ofrece el medio debido a su

viscosidad.
2.2 CONSTRUCCION DE LAS GRAFICAS

Se construirdn las graficas de velocidad de propagacion y atenuacion de la
onda acustica en el medio viscoelastico, esto con el objetivo de analizar su

comportamiento y tendencias en las regiones de alta y baja frecuencia.

A partir de la ec. (2.34) y ec. (2.36) se obtienen las graficas para la velocidad de
propagacion de la onda acustica y para la atenuacién de la onda en el medio,

respectivamente.
w 2<C4+W2|\/|2) e
V== (2.37)
k, /e +wPM? +c?

(2.38)

C+W|\/|
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La ec. (2.37) y ec. (2.38) se utilizan independiente del modelo viscoelastico que

se desea utilizar, lo que cambia son los términos M y c?, a saber,

2
Para el modelo de Jeffreys:M =2 n [1rwhl, (2.39)
Pio 1+Wzﬂ‘f
2n wWi(4, -4
¢ =c’+ p” 1?\2%2) (2.40)
fo

Para el modelo de Oldroyd se hace un cambio de variable n = 5, + 5, ¥
A2 = Mnsy. A partir del modelo de Jeffreys se obtienen las expresiones para My N

del modelo de Oldroyd (para mayor aclaraciéon véase el capitulo 1. Introduccion).

2 78
m- 2 (qsv +1+W2ﬁj (2.41)
fo
2n, WA
c2=c?+ p’7v 1+Wf1212 (2.42)
fo

Para el modelo de Maxwell se tiene que, 4, =0, por consiguiente,

- 2[’722] (2.43)
Pro\1+wW4

2
c2octy 21 Wh (2.44)
Pro 1+W A

Y para el modelo newtoniano, con 4, = 4; =0, se tiene que,

M=2" (2.45)
Pro

c’=c’ (2.46)

Se grafica la velocidad de propagacién y la atenuacion en funcion de la

frecuencia. Para los valores numéricos de las propiedades fisicas que caracterizan
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al sistema se recurre a la literatura Ref. [4]. Se tiene que n = 4000 g/cm*s,

ns = 1 glem*s, 25(1- AalA1) poriCo? = 0.01, pro = 1.4 glem®, A2/, = 2/3, 4, = 1.5x10° s.
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Fig. 2.1. Variacién de la velocidad de propagacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de

Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (2.37).

La velocidad de propagacion crece al aumentar la frecuencia. Cuando la

frecuencia tiende a cero la velocidad de propagacion cae con una pendiente que

tiende a c, mientras que si la frecuencia tiende al infinito la velocidad de

propagacion crece y tiende a una pendiente igual a la raiz cuadrada de 2M.

A continuacion se presenta la grafica de algunos valores obtenidos para la

ecuacion (2.36), con la finalidad de observar la relacion entre la atenuacion y la

frecuencia en los modelos de Jeffreys, Oldroyd, Maxwell y Newton.
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Fig. 2.2. Variacién de la atenuacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de Jeffreys, (-)
modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (2.38).

Se puede observar que la atenuacion crece cuando aumenta la frecuencia. En
el limite inferior de la atenuacion de la onda, la pendiente de la curva tiende a cero
cuando la frecuencia tiende a cero, y en el limite superior cuando la frecuencia
tiende al infinito la pendiente de la curva de la atenuacion tiende al inverso de
(2M)1/2.
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CAPITULO 3. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS EN UN MEDIO VISCOELASTICO

ENTRE DOS PLACAS PARALELAS

Para el analisis del problema de la propagacion de ondas acusticas en un medio
viscoelastico entre dos placas paralelas se utilizan coordenadas rectangulares. La

Fig. 3.1 presenta la geometria del problema a tratar,
y

I y=H |
X

y=0 |

Fig. 3.1. Geometria del problema
3.1 FLUJO DE CORTE SIMPLE

Partiendo del modelo de Jeffreys para un flujo de corte simple en forma

diferencial para la componente gy,

oo,
ot

. a.
Oy th——=1 7+/126t7 (3.1)

Donde oy, es el esfuerzo cortante, la velocidad del fluido es en direccion x y el

transporte de cantidad de movimiento es en direccion y,y es la rapidez de corte o

rapidez de deformacion, }: Z\;X , n es la viscosidad de corte del fluido, 1; es el
tiempo de relajamiento y 4, es el tiempo de retardamiento.

De la ecuacion de momentum linealizada en el espacio de Laplace para la
componente x y sustituyendo la ecuacién constitutiva, ec. (3.1), en el término

difusivo de la ecuacion de cantidad de movimiento, se llega a,

1+5s4, d?V;
1+s4, dy?

P1oSY, =17 (3.2)

Debido a que el flujo de corte simple es un flujo por arrastre el término del

gradiente de presién es cero y la gravedad no afecta al sistema. Reacomodando la
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ec. (3.2) se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

homogénea. A saber,

 —uV; =0 3.3
dy? s (3.3)
S
donde u? = P10 1454 (3.3a)
n 1+s4,
La solucién general de la ec. (3.3) es,
V, =C,ep(y)+C, e (- 1) (3.4)

Se aplican las condiciones de frontera a la ec. (3.4). Eny = 0, la velocidad es
cero, se obtiene que C, =-C;. En la pared, y = H, la velocidad del fluido es igual a

la velocidad de la placa, esto es Vi* = Vo/s. Por lo tanto,

Vo

©~ e () —ep (2]

(3.5)

Entonces sustituyendo el valor de la constante y agrupando, la ec. (3.4) resulta

en:

V- _V{ em(w)—em(—ﬁty)} (3.6)

s [ep(uH)-ep(-uH)

En términos de senos hiperbdlicos, la expresién anterior se puede escribir

como,

.V, | senh(wy)
Ve = sLenh(,uH )} (3.7)
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Del valor propio de la ec. (3.3a) se puede obtener la ecuacion de dispersion al

sustituir 4 — ik, s — iw, a saber

Ko iw B iw
n 1+iwd, 1-iwd 5 1-iwd, +iwd, + W44,
Pro 1+iwd 1-iwh  p 1+ W22
k2= W (3.8)
N +iM

Donde N :LW(L_Z%) (3.9)

Pro 1+W A

2

M= 1 WAL (3.10)

Pro 1+WA4

Se coloca la ec. (3.8) de la forma k = k; + ik,, donde k; es la parte real del

namero de onda y k; es la parte imaginaria del numero de onda.

W e 2 2 2. 2 2 12
k:( MZJ [(\WJFN) —|(\/N +M —N)L} (3.11)

2(N? +

De esta manera se tiene explicitamente la parte real e imaginaria del nimero de
onda, por tanto:

1/2
_ W(\N2+|\/|2+N)
k1_|: 2(N2+|\/|2) :l (3.12)

N

(3.13)

= {w(\m 2—) N )Tz

2N+

<

A partir de la ec. (3.12) se obtiene la propagacion de la onda en un fluido
viscoelastico, ki = w/V,, donde V, es la velocidad de propagacion del sonido.

Entonces se tiene que la propagacion de la onda de corte es,
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w 2(N?+M?)

1/2
v _kl_w{w(\/N%er +NJ

Y de la parte imaginaria del nimero de onda se obtiene la expresion para la

(3.14)

atenuacion de la onda de corte, debido a que k; = ¢.

¢{w(\/N2+M2 —N)T2

2(N2+M?) (3.15)

Ahora bien, se calcula el promedio de la ec. (3.7) a lo largo del eje transversal,

. 2 (H ‘vd
es decir V :W'[vay v,

.V
yizo 2 11 (3.16)
s H?| u tanh(uH) p

La ec. (3.16) es la velocidad promedio del fluido en el espacio de Laplace para
una geometria rectangular. A partir del modelo de Jeffreys en el espacio de

Laplace se obtiene el esfuerzo cortante en la pared de la placa superior, y = H.

_ 1484, 0V
v~ T1sa oy

£

Oy

(3.17)

y=H

Se deriva a la ec. (3.7) respecto a la posicion, y al evaluarla en la pared de la

placa superior se llega a,

oV

V, u
Yo H 3.18
: (3.18)

s tanh(uH)

y=H
Se sustituye la ec. (3.18) en la ec. (3.17).

oy =pit Ve M (3.19)
" 771+s/11 s tanh(uH) '

En la ec. (3.19) V, es una constante y bien se le puede dar un valor pero, debido

a tratamientos posteriores del esfuerzo cortante es recomendable poner al
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esfuerzo cortante en la pared en funcion de la velocidad, para este caso, de la
velocidad promedio en el espacio de Laplace. De la ec. (3.16) se despeja Vo/s y se

sustituye en la ec. (3.19).

ol =—4n DV (3.20)

-1
1 1 1+sA . ,

Donde D=--Hu?1-—tanh(uH = 2 La variable esta
o u[ e (44 )} Y o=y u

definida en la ec. (3.3a).

Finalmente del sistema de ecuaciones se obtiene la ecuacion de dispersion

para la presion.

ol =—4n. DV’ (3.21)
P, b
pro x =01 O (3.22)
ot X oy
op oV
T x =0 3.23
at Pto o ( )
P, =c’p (3.24)

En la ec. (3.22) se incluyen las perturbaciones en la presion del liquido.
Ademas, en la ecuacion de continuidad la divergencia de la velocidad del fluido es
diferente de cero, debido a la propagacion de la onda por el medio, pues la onda
viaja por medio de ciclos alternos de compresién y de rarefaccion, lo que hace que
el medio sea compresible. Se sustituye la ecuacion de estado en la ecuacién de

continuidad, para obtener que

1P, Mg (3.25)
¢z ot F1 o |
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Se calcula el promedio de las ec. (3.22) y (3.25). Se define a P = HZZIOH P ydy y

2 H
V= |-|2.[0 V., ydy . Entonces,

N__P, 2o, (3.26)
Pio s = x H '
L (3.27)
cZat P10 o '

Después se aplica la transformada de Laplace a la ec. (3.26) y (3.27), y se

sustituyen las condiciones iniciales antes descritas:

dP* 2o
sVi=——" 4 W 3.28
Pio dx H ( )
S . dv”’
P =—p, — 3.29

S

Se sustituye la ec. (3.21) en la ec. (3.28) se agrupan términos iguales y se

deriva respecto a x.

_dZP*
dx?

dv”
(p05+87H D) (3.30)
Al sustituir la ec. (3.30) en la ec. (3.29) resulta una ecuacion de segundo orden

homogénea para la presion del liquido, entonces:

d’pP*
- 2P =0 3.31
dx® (3:31)
slp,,s+8n.H'D
Donde A= ( o > ! ) (3.31a)
Cs pfO
La solucién de la ec. (3.31) es,
P* =C, exp(Ax)+C, exp(— Ax) (3.32)
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Con las siguientes condiciones a la frontera: si x tiende al infinito la presion no

constante e igual a Py, se obtiene la expresion para la presion del liquido,

P* = F;"exp(— X)

tiende al infinito, asi que necesariamente C; =0, y al inicio x = 0, la presion es una

(3.33)

Del valor propio, ec. (3.31a), se puede obtener la ecuacion de dispersion al

hacer un cambio de variable, 1 — ik y s — iw, asi se tiene que,

2
k? = \::\Iz[:l'+877T (iW)_1<pf0H )_l D]

S

(3.34)

Debido a que 5t y D tienen parte real e imaginaria, se debe de colocarlas

explicitamente en la forma z = Re(z) + ilm(z). Entonces se tiene que,

1+iwd, 1-iwd _ 1-iwd +iwd, +w’A 4,

T =771+iw21 1—iwA, 7 1T+w? A2
7 = A+iB
1+w? —~
Donde Azn;w Zﬂqu y B:niw(ﬂz 2/121)
1+w A 1+w A
,  PrdW A—iB oW . PioW .
= . = A-iB)= B+IA
A+iB A-iB A2+BZ( ) A2+BZ( )
u>=J+il
Wp;,B Wpoi oA
Donde J = | = .
prp?) T AT B
u=C+IiE
1/2 1/2
pmw(\/A2 +B? + B) pfOW(x/AZ +B* - B)
Donde C = . s y E= Y :
2(A% + B?) 2(A? +B?)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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Para el caso de D se tiene que,

-1
1 1
D=-—"Hu?1- ~ tanh(uH

g u{ rten (u )}

Haciendo uso de identidades trigonométricas para la tangente hiperbdlica y
sustituyendo la ec. (3.36) y (3.37) en D, se llega a,

H(J +il)

1
D= _él 1 tanh(HC)+itan(HE) (3.38)

H(C +iE)1+itanh(HC)tan(HE)

Por comodidad y espacio, se desarrolla por separado el denominador de la
ec. (3.38). Se define a L = tanh(HC)tan(HE).

1 tanh(HC)+itan(HE) L1 tanh(HC)+ i tan(HE)

B = —P+iQ (3.39
H(C +iE) 1+iL H (C—EL)+i(CL+E) +iQ (3.39)
Donde 5_1_ 1 tanh(HC)C- E|;)+ tan(H E)Z(CL +E)
H (C—ELY +(CL+E)

o L tan(HE)C - EL)-tanh(HC)CL + E)
H (C-EL)+(CL+E)

Se sustituye la ec. (3.39) en la ec. (3.38) y se agrupan términos semejantes.

:_E(JJril).P—iQ:_R_iS (3.40)
8 P+iQ P-iQ '

Donde R = EM S= iw En la ec. (3.40) se tiene la parte real
8 P°+Q 8 P°+Q

separada de la parte imaginaria para D. Ahora bien, se sustituye la ec. (3.35) y
(3.40) en la ec. (3.34) para obtener,

S

oW [1+8(A+iB)(iR—S)}_ e

= v CT[U +iV] (3.41)
fo s
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AS +BR y V :BM. Se coloca la ec. (3.41) de la forma

wp;oH wp; o H

Donde U =1-8

k = k; + ik;, donde a partir de k; se obtendra la expresion para la velocidad de
propagacion de la onda de presion, y a partir de k, se tendra la atenuacion de la
onda de presion en el medio.

k

{(\ 2+U? +U)U2 +i(\/92 +U? —U)UZ} (3.42)

- W
\ECS

En la ec. (3.42) ya se tiene explicitamente la parte real e imaginaria del nUmero
de onda.

= w (\ 2+U2+U)U2 (3.43)
A 2Cs

k, = W («/VZ +U? —U)U2 (3.44)
x/iCs

A partir de la ec. (3.43) se puede obtener la propagacion de la onda en un fluido

viscoelastico. Se tiene que la propagacion de la onda acustica es:

JJ2c,
AVERVEIT)

Mientras que la atenuacion de la onda acustica en el medio es igual a:

p (3.45)

v =V _
K,

p= \%Vcs VERTET) (3.46)

3.2 CONSTRUCCION DE GRAFICAS

A partir de la ec. (3.14) y ec. (3.15) se obtienen las graficas para la velocidad de
propagacion de la onda acustica y para la atenuacion de la onda en el medio,

respectivamente.
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v 2N M) " 3.47)
S % NN VERSN) |

¢{W(\WN)T2

2(N?+M2)

(3.48)

La ec. (3.47) y ec. (3.48) se emplean independiente del modelo viscoelastico
que se desea utilizar, lo que cambia son los términos M y N, a saber,

Para el modelo de Jeffreys: N = LW(L;%) (3.49)
Pro 1+wW4
2

M= 1 WAL (3.50)

Pro 1+WA4

Para el modelo de Oldroyd, 7 =5y + 55y Y A2 = Aangsiln.
W

_ I WA (3.51)

Pro L+W A

1 n

M= " + 3.52
pfo[ﬂsv 1+W%J (3.52)

w
Para el modelo de Maxwell, ,=0. N = i% (3.53)

Pro 1+W°A

m="7_1_ (3.54)

Pro 1+W A
Para el modelo newtoniano, 1, =4;=0. N=0 (3.55)
M =" (3.56)

Pro

De la literatura [4] se obtienen los siguientes datos para las propiedades fisicas

que caracterizan al sistema: 7 = 4000 glcm*s, 55, = 1 glem™*s, p = 1.4 glem®,
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A= 15x10° s, 4, /75 = 2/3. Al evaluar estos datos con la ec. (3.47) se obtiene la

siguiente gréfica.

12000
. § . *
P : : : : : : : : it t + ¥ .
T P p pT e
: : : ! ‘ : L+ * i L+t -
* + T 3: PP
: : : : : R i + 7 g-—o*e“ee'
5000 i i i | I T S Ol i
T [ T CTTTTTTTTTTTT, T AR e S - s S -]
i + ¥ § io/o*’&ﬁr
1iee T

i i i S ? i ? i

e e e Lo e | e | e
L Fossnoosnoosooe Foremeooneonee P e —
T S SR, SUUSPRSUUUOSS USROS S EUIORSTUS HOUSIRRORS SOOI SRS ]

B

Velocidad de Propagacidn

4
Frecuencia %10

Fig. 3.2. Variacién de la velocidad de propagacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de
Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (3.47).

De la grafica se puede observar que la velocidad de propagacion crece cuando
aumenta la frecuencia. Mas aun, cuando la frecuencia tiende a cero se tiene que

2 mientras

la pendiente de la curva de la velocidad de propagacion tiende a (2N)
que si la frecuencia tiende al infinito la pendiente de la velocidad de propagacion

tiende a (2M)*2,

Con los mismos datos antes dados y con la ec. (3.48) se grafica la atenuacion

de la onda acustica en el medio en funcién de la frecuencia.
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Fig. 3.3. Variacion de la atenuacion en funcion de la frecuencia. (+) Modelo de Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd,
(o) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (3.48).

La atenuacion crece cuando aumenta la frecuencia. Cuando la frecuencia tiende
a cero la curva de la atenuacion tiende a una pendiente igual a cero, mientras que
si la frecuencia tiende al infinito la pendiente de la curva de la atenuacion tiende al

inverso de (2M)*2,

Ahora bien, para la ecuacion de dispersién obtenida a través de la expresion
matematica para la presién se puede a partir de la ec. (3.45) y ec. (3.46) obtener
las gréficas para la velocidad de propagacion de la onda acustica y para la
atenuacioén de la onda en el medio, respectivamente.

V, = /2, (3.57)

" (V7w o)

’= \%Vcs SVERVERT) & (3.58)

Las ec. (3.57) y ec. (3.58) se utilizan independiente del modelo viscoelastico que
se vaya a emplear, lo Unico que cambia son los términos A y B, pues estos son los

términos que contienen la informacién acerca del modelo viscoelastico. A saber,
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1+ W24 A
Para el modelo de Jeffreys: A= nLﬁizz
1+wA;

W(/lz B /11)

B w222

Para el modelo de Oldroyd, 1 = 5y + sy, A2 = a7

U

A=n,+ "
& 1+ w2 A2
W
B=-n, izl 2
1+wA;
Para el modelo de Maxwell, 1,=0. A= 772 5
1+w A
W
B=-7 /1; 2
1+w A

Para el modelo newtoniano, 1,=14,=0. A=n

B=0

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Al saber que 7 = 4000 glcm*s, s, = 1 glem™*s, po = 1.4 glem®, 21 = 1.5x107 s,

Ao 31 = 213, n(1- Aalia)lpoiacs’ = 0.005, H = 1 cm. Se obtiene la siguiente gréfica, al

evaluar estos datos en la ec. (3.57).
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Fig. 3.3. Variacion de la velocidad de propagacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de
Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd, (o) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (3.57).

De la grafica anterior se puede observar que la velocidad de propagacion
aumenta cuando la frecuencia aumenta. Los limites de la velocidad de
propagacion son: la pendiente de la curva tiende a cs cuando la frecuencia tiende a

1/2

cero, y tiende al valor de (2/V)~“cs cuando la frecuencia tiende al infinito.

Mientras que la atenuacion de la onda acustica en el medio viscoelastico se

comporta de la siguiente manera,
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Fig. 3.5. Variacion de la atenuacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de Jeffreys, (-)
modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (3.58).

De acuerdo a la Fig. (3.4) y Fig. (3.5) la atenuacion de la onda tiene el mismo
comportamiento que la velocidad de propagacion de la onda acustica; esto es, la
atenuacion crece al aumentar la frecuencia, en su limite inferior la pendiente de la
curva de atenuacion tiende a cero y en el limite superior tiende al valor de
(VI2)Y2c.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE ONDAS QUE VIAJAN A TRAVES DE UNA SOLUCION

POLIMERICA

En este capitulo se estudiara los efectos de irradiar ondas acusticas a una
solucion polimérica confinada en un tubo elastico. Se analizara la ecuacion de
dispersion en coordenadas cilindricas con la finalidad de observar los cambios en

la atenuacién y la velocidad del sonido provocados por los efectos viscoelasticos.
4.1 FLUJO DE CORTE EN UN TUBO.

Se utiliza el modelo de Oldroyd en forma integral, el cuél se obtuvo a partir del
modelo de Maxwell generalizado mas el modelo newtoniano (véase el Capitulo 1.

Introduccion).

Ojj = 2.[; G(t _tlhj dt, + 21,S; (4.1)

Donde G (t - t1) es una funcion de relajamiento, gj;, son los componentes del
tensor de esfuerzos, sjj son los componentes del tensor de rapidez de deformacion
y 1w €S la viscosidad del disolvente. El tensor de rapidez de deformacién esta

definido como:

Donde e es la parte deviatorica, v es el vector de la velocidad del fluido y Jj; es

la delta de Kronecker. La geometria del problema esta representada en la Fig. 1.

Coraza elastica

(7

I I
| L |
Fig. 1. Geometria del problema.
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El radio interno R es muy pequeiio frente a la longitud L, es decir (R << L). Se
obtiene la expresion para la componente rx del esfuerzo cortante, 7 a partir de la
ec. (4.1). Conociendo al tensor de rapidez de deformacion en funcion de variables

10V,
s 2 or
cero, ya que la divergencia de la velocidad del fluido multiplica a la componente rx

de perturbacion s,, =€, , el segundo componente de la definicion de s; es

de la delta de Kronecker, y ésta es cero.

t oV oV
= Glt- *d X .
o, = [ Blt-t)_rdt+n, (4.3)

La ecuacion de movimiento para un fluido viscoelastico no estacionario,
compresible, simétrico respecto al eje x y considerando que las fuerzas externas

no afectan al sistema, tiene la forma:

0
pf(a\lx+v Nty ﬁvaz_r)f+18(rer)+Gar;x (4.4)

ot "or T ox OX ror

Donde v = [vy, V/] es el vector de velocidades, vy = W(t, X, r) es la velocidad del
fluido viscoelastico en direccion axial, vi = Vv(t, X, r) es la velocidad del fluido en
direccion radial, pr = (t, X) ¥y pr = (t, X) son la densidad y la presion del fluido

viscoelastico.

Para linealizar la ecuaciéon de momentum, se definen las siguientes variables.

vV, =V,, +V, (4.5)
V, =V, +V, (4.6)
P; =P, + P (4.7)
Pi = Prg+ P (4.8)

Donde el subindice “0” denota al estado estable, es decir vy = Vip = 0, Vy << Vy,

Vi <<y, p <<p; y Ps<<py, y al sustituir las ecs. (4.5)-(4.8) en la ec. (4.4) resulta:
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oV oP, 10
CACT R " 4.9
Pro 5 oxX ar( o) (4.9)

El término del esfuerzo normal es despreciable frente al término del esfuerzo

. o%v, v o%v v,
cortante, debido a que —*~-% y —*~_2_ donde « = R/L, y como se
OX L or a’l
menciond anteriormente R << L, asi que el término de la segunda derivada del
esfuerzo normal respecto a x tiende a cero, mientras que el término que involucra

al esfuerzo cortante no tiende a cero.

Se sustituye la ecuacién constitutiva en la ecuacion de cantidad de movimiento,
con las consideraciones pertinentes segun el sistema. Asi se llega a la siguiente

ecuacion en términos de variables de perturbacion,

oV od; 190 oV
Ne o P LM G )y Vo ety gt 4.10
o X rarU ( )r arj (4.10)

Se desarrolla el segundo término del lado derecho de la ec. (4.10).

V, V, vV, \ vV, V
It Glt-t, )l 0,9 “dt, + 7, 10,9 It Glt-t, o +}a—X dt, + 7, 6 — +Ea X
= ror or ror or o? ror ore ror

Se sustituye la ecuacién anterior en la ec. (4.10).

oV op; oV, 10V, oV, 1 oV,
X = 4| G(t-t += dt, + 4.11
Pro X J:w ( {ar ror |0 ot T (4-11)

Ahora se adimensionaliza la ec. (4.11) con las siguientes variables

adimensionales.

— K 1 op oV, - sv t r s
K:L! K:_iif! XZO v My 7 ) = é::i! K_p
R Pio OX R Prolo ty R Pio
B Gt-t,)
t,=R 2| ,ti=2, G(r-t:)= ! (4.12)
Pro ty Pro

Por comodidad se adimensionaliza término a término la ec. (4.11).
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N, @, &N, 0r RN,
ot N« or ot t; or

N, N, N, LN,
or N, 0F or t, 9

t, 05

OV, 0V, d[1Nx)|o&_ 1 3V,
or?  or or o

o& o t,R o9&

Al sustituir los términos adimensionales en la ec. (4.11) se obtiene,

AWa N/ 2\7 N/
Vo Kk G(r—tl){a\’* 16\’*}dt1+mw[a\“ 1‘3\’*} (4.13)

+ = +
or 0 & O o0& & o0&

Se aplica la transformada de Laplace a la ec. (4.13) para obtener la expresion

de la velocidad del fluido, 3(F(z))= I:exp(—ST)F(r)dr.

Vi(s,&,6)-V(0,&,6)= :+ G(s)F(s. & 6)+xmy,F(s.&,6) (4.14)

Con el teorema de convoluciéon: 3

N

[[Fs( —t)dtj —G(S)F(s),

donde, G(s) = SUOTG(r —tl)dtlj =G (5)y
F(S)::{azvzx +1ava: azvz*x 1V
05" & 0¢ o5 & 0¢

Al aplicar la condicion inicial Vx(0,&,5)=0, la ec. (4.14) se llega a,

s(v’; -~ KZJ = K7, [azvz’; + 16Vi] (4.15)
S 0E* & O
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Donde la viscosidad de la solucién polimérica es: n, =7, + nf’ e fgk :
012(a) = sO« +1

El tiempo de relajamiento adimensional, esta definido como 6« =6y /t, . La forma de

la viscosidad del polimero se obtuvo suponiendo que el espectro de relajamiento
del liquido es discreto y el tiempo de relajamiento son obtenidos de acuerdo a la

ley de Rouse-Spriggs (6« = 61/k”, z(a) es la funcion zeta de Riemann del parametro

a) [4].
Para evaluar la viscosidad de la solucion polimérica se utiliza la relacion
empirica de Martin [4].

To —1+ pexp(k, B) (4.16)

sV

Donde ky = 0.4, f es la concentracion reducida del polimero, S = cy[#], ¢, es la

concentracion usual y [5] es la viscosidad intrinseca.

El tiempo de relajamiento, ¢, a partir del cuél se obtendran los demas tiempos

de relajamiento del sistema, esta definido como,
01 = 0.60877,, Aexp(k,, ) (4.17)

Donde el parametro adimensional A = [#]M*pw/Rs (M es la masa molecular del
polimero, Rg es la constante universal de los gases) el cual es igual a 500, este
valor corresponde al rango de variacion de éste parametro que usualmente se

considera para soluciones de polimeros en disolventes organicos.

. : o K - o
Se define una nueva variable U =Vx—— con el objetivo de simplificar la
S

solucion de la ec. (4.15), se sustituye en la ec. (4.15).

62U 1oU

?+E%+yu =0 (4.18)
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donde ur=— > (4.19)

K11y

Se multiplica a la ec. (4.18) por el inverso de 4.

o°U 1 ou

- U=0 4.20
o) e o(ué)” (4.20)

La ec. (4.20) es la ecuacion de Bessel de primer tipo de orden cero, cuya

solucion esta dada por:

U :ClJo(ﬂ§)+C2Yo(ﬂ§) (4.21)

Se sustituye la definicion de U en la ec. (4.21); ahora bien, cuando el radio
adimensional tiende a 0, Y, tiene una singularidad logaritmica en ¢ = 0, es decir,
Yo(¢) se comporta como (2/z)In x. Debido a que la solucidn de la ec. (4.21) debe ser
finita en ¢ = 0 necesariamente C, = 0.

K
V- =CJy(ué) (4.22)

Ya que el tubo contiene una solucion de baja concentracién de polimero puede

aplicarse la condicién de frontera de adherencia, esto es, el flujo del liquido

viscoelastico es cero en la pared del tubo, por tanto,

. . . K J
La ec. (4.22) tiene la siguiente forma: V x = Kz(l— JO ((li)] (4.23)
S o\H

A partir de la ec. (4.23) se calcula el promedio de la velocidad del fluido,

V' =2[ Ve
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1K (f) K 2 1
V-2 0s? [1 JO(’LL)}d Uédé— (ﬂ)j (”§)fd5] 2 JO(#)IOJo(ﬂf)ﬁdf

Se desarrolla la integral con la siguiente relaciéon de la funcién de Bessel:

d n n
dX[X ‘]n(x)]:X ‘]n—l(x)'
Se hace un cambio de variable, x = ué, dx = udé,
1 1 11
[[ &, (uehe =", j XJo (X kix = X3, (%)= ﬂéJl(ﬂﬁ)o = ﬂJl(ﬂ)

Por lo que la velocidad promedio del fluido resulta en:

i K[l_ 2 Jl(/‘)J (4.24)

La ec. (4.24) es la definicion de la velocidad promedio del fluido en la direccion
axial, y es la velocidad que se obtiene experimentalmente. Ahora se define al
esfuerzo cortante en funcion de variables que se puedan medir
experimentalmente, es decir, en funcién de la velocidad promedio. Para esto se

evalla el esfuerzo cortante en la pared. De la ec. (4.3) se tiene que:

v, oV

X

t
O = J._wG(t _tl) or +775vaT

Se adimensionaliza la ec. (4.3) con las variables adimensionales propuestas y
— O
Orx = i.

pfO

_ N, - N,
on=| Glr- tl)agdtlmw 5 (4.25)

Al aplicar la transformada de Laplace a la ec. (4.25) resulta,
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Orx =1; 5 (4.26)
Se evaltua la ec. (4.26) en &= 1.
Ow =1 N x (4.27)
o0& o
Después, se deriva la ec. (4.23) respecto al radio adimensional.
N _oK (1_ Jo(ﬂf)} (4.28)
05, os Jolu) ).,
dJ. (X) n
La derivada de una funcién de Bessel de primer tipo es (:])E )= . Jn(x)— JM(X)
. La ecuacion resultante de (4.28) es:
N HK K J,(u)
= J =4 4.29
AR R E R X ) (429

Se sustituye la ec. (4.29) en (4.27), teniendo en consideracion el hecho de que

— % —k
Orx =O0Ow.
¢=1

. ~ KJ
o = Uiy 12" ) (4.30)
o\H

w
(&

~—

Se despeja K/s* de la ec. (4.24) y se sustituye en la ec. (4.30), para obtener

finalmente que,
ow=-4n.DV’ (4.31)
Donde D:_l lLlT(lLl) T(/J)_ ‘]l(lu)

41-247'T (u) Jo(w)
ec. (4.19). La ec. (4.19) es la ecuacion (3) del articulo de Levitsky, et al. Ref. [4].

El término u esta definido en la
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La ec. (4.31) es la ecuacion constitutiva que relaciona al esfuerzo cortante
evaluado en la pared del tubo en funcion de la velocidad promedio de la solucion
diluida de polimero. La ec. (4.29) es el modelo Oldroyd en el espacio de Laplace

para un tubo elastico con solucién polimérica.

Para el caso de un flujo de corte y en estado estacionario, la ec. (4.15) se

reduce a,

1o N K (4.32)
gog\” o SK1 s
Se integra la ec. (4.32) y se evalla la condicion de frontera de adherencia en la

pared del tubo y la condicion de que en el centro del tubo la velocidad es maxima,

y su derivada respecto a la posicidn es cero, asi se tiene que,

K
V= e (L-¢2) (4.33)

Se calcula el promedio de la velocidad del fluido.

K
85,

V' =2[ Ve = (4.34)

Para las condiciones antes establecidas se tiene el esfuerzo cortante es de la

forma,

.V
Orx =1], E (435)

La derivada de la velocidad respecto a la posicion evaluada en & =1, se obtiene

a partir de la ec. (4.35).
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NV K

= e (4.36)
o |, SK1 4,
Sustituyendo la ec. (4.36) y (4.34) en la ec. (4.35) se tiene que,
ow=-4n N (4.37)

Donde la ec. (4.37) es la relacion de Poiseuille para la fuerza de friccién en la
pared del tubo y la velocidad promedio del fluido newtoniano en flujo laminar y en
estado estacionario en el espacio de Laplace. Entonces, de la ec. (4.31) para

frecuencia pequefias, Q — 0, se tiene que nt — 55, D — 1.

A partir de la ecuacion de movimiento, y de la ecuacién de continuidad

linealizada, se tiene que:

oV P 10
A S R 4.38
Pro ot x r 8!‘( Trx) ( )
op 10 oV
+ - rV)+—*1=0 4.39
o pfo(rar( ) axj (4.39)

De acuerdo con las siguientes definiciones:
2 (R 2 (R 2 (R
Vv =?L V. rdr, F>=?j0 P, rdr, p=?J‘0 ordr (4.40)

Se reescribe la ec. (4.38) en variables promedio.

2 (R oV oP, 190
= “x = 2" (ro,)|rdr 4.41
R2 J.O |:pf0 6,[ 8X r ar( O_rx)j| ( )

Debido a la propiedad lineal de una integral, se tiene que la integral de una
suma es igual a la suma de las integrales. Haciendo uso de este hecho se obtiene

quea

O 2 (r O 2 (R 2 R1 0
o at(F\’ZIO erdr]:_ax(szo P, rdrj+F\)2‘[0 Fg(rcrrx)rdr (4.42)
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La ec. (4.48) es la ecuacion de estado, donde c; es la velocidad del sonido en el
medio. La ec. (4.49) es la aproximacion de Kirchoff-Love que se obtiene a partir de
la ecuacion de continuidad para una coraza delgada elastica cilindrica, donde u, es
el desplazamiento de la superficie de la coraza en la direccion transversal al flujo,
h es la mitad del ancho de la coraza y E es el modulo de Young del material del
tubo, las deformaciones longitudinales y la inercia en la pared del tubo se

consideran despreciables.

A patrtir del sistema de ecuaciones (4.45)-(4.49) puede obtenerse la ecuacion de
dispersion, y observar los efectos de la viscoelasticidad en la propagacion de la
onda acustica y la atenuacion de ésta.

Se sustituye la ec. (4.48) en la ec. (4.46).

1 0P 2pf0(vr )r:R oV
it N A LA o Y S Y 4.50
c? ot R Pro 5 (4.50)

Al saber que (Vr )r:R = U, se puede sustituir la ec. (4.49) en la ec. (4.50).

R
(1 N pijap N _g (4.51)

R + N
¢z En Jat P ox

Se sigue con la adimensionalizacion de las ecs. (4.45) y (4.51), con las

variables adimensionales previamente descritas y con las nuevas variables

. Ct=—eacE, g:E, E- 5 p- "  Entonces la

R pfo’ Pto

ec. (4.45) y (4.51) en forma adimensional son expresadas como:

. ) A
adimensionales: Cs =——

1 1P IV, (4.52)
Cs Ce ot Kag

1V _ 0P, 53
K OT og
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Se aplica la transformada de Laplace a las ecuaciones (4.52) y (4.53), puesto
que con la ayuda de la transformada se quita la dependencia explicita de la
velocidad del fluido con el tiempo, es decir, en lugar de resolver las ecuaciones en

derivadas parciales, en el espacio de Laplace, se resuelven estas ecuaciones en

derivadas ordinarias. S(ﬁ(r,g)): P(s,¢).

I R V- = 1dv”

(2+2J(3P (S,g)—P(O,g))z——— (4.54)
Cs CE K dg

Con la siguiente condicion inicial para la presion adimensional, cuando 7 = 0,

P =0, para toda posicién en el eje axial, la ec. (4.54) queda definida como:

(12+ %jsP*(S,g)=—1dV (4.55)
Cs Ce K dg

Mientras que la ec. (4.53) en el espacio de Laplace, y tomando en
consideracion que al inicio la velocidad del fluido es cero, es:

—

V(¢ g):-di+ 20 (4.56)
K dg

Se sustituye la ec. (4.47) en la ec. (4.56).

Sy =-9P g pv’ (4.57)
K dg

Se deriva la ec. (4.57) respecto a la posicion ¢.

o \1dvt o d?p
(S+877TKD); "o (4.58)

Se sustituye la ec. (4.58) en la ec. (4.55).

1 1) .. 1dVv” 1 d?p’
(2+ZJSP(S,g)=— :[ j 2

ce cCt K dg¢ s+8n,xD ) dg
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Por el teorema fundamental del calculo, el segundo término del lado derecho

de la ec. (4.40) es igual a: RZZIOR iaar(rorx)rdr = RZZJ'OR d(ro,)= Rzz(rarx);e - ;aw,

N P 20,
_I_

Pro ~ =

- 4.43
ot ox R ( )

Se realiza el mismo procedimiento que se hizo con la ec. (4.38) a la ecuacion de
conservacion de masa, ec. (4.39).

o 2 R 2 R1 0 o 2 (R
at[RZIO ,ofrdrj+,ofo(R2 ) rar(rvr)'drj+pfoax[szo erdrjzo

op 2pf0(vr )r:R oV

T Ty —=0 4.44

P R P+o o ( )
Las ec. (4.43) y la ec. (4.44) son las ecuaciones correspondientes a la ecuacion

(4) de Levitsky, et. al, Ref. [4].

Para completar el sistema de ecuaciones, se necesita la ecuacion de estado y
la ecuacion que describa el comportamiento de la pared elastica de la coraza, a

saber

N __oP 20, (4.45)

Proa ™ xR '

op 2,Ofo(Vr )r=R oV
op TR heR |, Y 4.46
P R Pio x ( )
7w =—4n, DV’ (4.47)
P-P; :Csz(p_Pfo) (4.48)
R2

— 4.49
= 2En (4.49)
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*

d’P

i - 2P =0 (4.59)

—2 2

donde 2% =s(s +877TKD{1+ 1) (4.60)
Cf Cs

La solucién de la ec. (4.59) es de la forma:

P (r,6)=C,e0(4s)+C,ep(45) (4.61)
L L 172 1 1 1/2

donde 4, = {s(s +877TKD{2+ zﬂ y A, = —|:S(S+877TKD(2+ 2}} .
Cs Ce Cs Ce

De acuerdo a la fisica del sistema, si x tiende al infinito, ¢ — o, la presion no

tiende al infinito, P* = «, entonces C; = 0. Entonces, la ec. (4.60) resulta en:

P'(r.5)=C,exp(- A) (4.62)

Se evalla la condicién a la frontera, en la posicion ¢ = 0, P = Py, para cualquier
tiempo. Se aplica la transformada de Laplace a la condicién y se evalta en la ec.

(4.62), se tiene que:
- P,
P (e.)=[ % Jool- 1) (4.63)

La ec. (4.63) es la ecuacion (5) que presenta Levitsky, et al., en su articulo [4].

La ec. (4.63) tiene la forma de una onda (1 — ik, k es el numero de onda
adimensional) con amplitud igual a Po/s para la perturbacién en la presion del
fluido. Ademas, da informacioén sobre la variacion de la presion en una solucion
polimérica diluida confinada a un tubo elastico con deformacion transversal en la

coraza.

La ec. (4.63) describe en el espacio de Laplace la propagacion de un pulso de

la presion, generado en el momento inicial del tiempo y en la seccién transversal
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¢ = 0. Debido a la complicada relacion entre la amplitud y el parametro del espacio
de Laplace, s, no es posible obtener una relaciéon analiticamente exacta al aplicar
la transformada inversa de Laplace. Sin embargo, las caracteristicas mas
importantes del proceso pueden ser deducidas a partir de la ecuacion de
dispersion para la onda acustica, con un cambio de variable para la ec. (4.59),
s — i, A —ik.
f: cx1+8(i) 7, 4D (4.64)
Donde ck :ESEE((:? +Ct )_1/2. Para un liquido inviscido (7 = 0) la ec. (4.64) da la
velocidad de Korteweg-Joukowski, ck, que es la propagacion de un pulso de
presion en un tubo elastico. La ec. (4.64) es la ecuacion (6) del articulo de
Levitsky, et al. Ref. [4].

De la ec. (4.64) se observa que si la frecuencia tiende a cero, Q — 0, la
velocidad de propagacion de la onda acustica tiende a cero, V, = Q/Re(k) — 0. En
la regidon de bajas frecuencias la dispersion se produce en Q - Q; = 8knytD y es
conectada con la transicién del régimen de flujo por arrastre al régimen de flujo
inercial en la onda acustica. La viscoelasticidad de la solucién polimérica se
manifiesta en esta region de frecuencia, si el tiempo de relajamiento principal del

liquido es cercano a Q™.

Para un sistema donde no ocurre desplazamiento alguno en la coraza, es decir
la condicién de frontera para la velocidad en la direccion r evaluada en la pared

del tubo es cero. La ecuacion de dispersién queda de la siguiente forma,

f: csfu+8(0) 7, D" (4.65)
Donde k es el numero de onda adimensional y Q es la frecuencia adimensional,
Q =wty, Ahora, se coloca la ec. (4.64) de la forma k = Re(k) + Im(k), para obtener la

propagacion de la onda acustica en el medio y la atenuacién de la onda acustica,
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para esto se necesita obtener una expresion que contenga explicitamente parte

real y parte imaginaria para sty para D.

- = Usv = Ok
= e 4.66

Tr =M 6’12 Z Qb +1 (4.66)
Se multiplica por el conjugado del denominador a la ec. (4.66) y se agrupan

términos semejantes.

" nsv = 19 IQék +1 .
- — " =A-iB 4.67
e 6’12 kz QO +1-100, +1 (4.67)
o -
Donde Ay + 10 Mgy O g Ty g QO

0:12(c) S1+0%07 0:12(a) T1+Q%6¢

Para el valor propio se tiene que, 4 = -slyr

9 iQ A+iB Q ) )
__ . _ B—iA)=J —il 4.68
A =T ACIB A+iB A2+BZ( ) (4.68)
Donde J =2Q782 el :ZLAZ.
A°+B A°+B

p=C—iE (4.69)

ponde C= L (3712 +3)°y E= L (57417 —a)"
2 2

Para el término D:—E ﬂT('u) donde T(ﬂ):M
Jo(ﬂ)

41-247T (u)

argumento de la funcion de Bessel de orden cero y uno es un numero complejo,

, debido a que el

se debe de obtener una expresién que contemple la parte real separada de la
parte imaginaria, a partir de la definicion de las funciones de Bessel se obtiene la

parte real separada de la parte imaginaria.
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Jo(u)=J3,(C—iE =i 1)2( _iEjzn (4.70)

n=0 n')

J,(u)=1 i 1) (C-ie)y™ (4.71)

& 27 (n+1) n'

Desarrollando los términos de la ec. (4.70) y de la ec. (4.71) hasta n = 2 y

agrupando los términos semejantes, resulta la siguiente forma,
Jo(u)=L+iM (4.72)
J,(1)=F +iG (4.73)

Luego se divide J; entre Jo y se multiplica por el conjugado del denominador,

esto es,
T:Jl(,u):F+'lG.L iM FL+GI\£I GL- Fhf_N+iO (4.78)
Jo(u) L+iM L-iM  L*+M L? +M
Donde N = FL*CM | o _GL—FM
L2+ M L2+M

Se sustituye la ec. (4.68), (4.69) y (4.74) en la definicién de D.

1 4'T(u) 1 (J—ilN+i0O) _ 1R+iS

4u-2T(u) 4(C-iE)-2(N+i0) 4P-iQ

(4.75)

Donde R=JN+10, S=JO—-IN, P=C-2N, Q=E +20yR es el radio del tubo.

1 R+|S P+|Q

D=- U+iv 476
-iQ P+|Q ( ) ( )
Donde U = 1 RP=5Q , _1SP+RQ.
4 P> +Q°? 4 P?+Q°
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Una vez que se han obtenido expresiones para 5r, ec. (4.67), y para D,
ec. (4.76), en las cuales la parte real e imaginaria estan separadas, se sustituyen
la ec. (4.67) y ec. (4.76) en la ec. (4.65).

2 ; ; ; 2
k2o & [1+|8K(A—|B)(U +|v)} Q iy 1iz) 4.77)
CK Q CK
Donde W =1—M y Zzw. Finalmente, se tiene en la

Q Q
ec. (4.77) explicitamente la parte real separada de la parte imaginaria, por lo que a
partir de la ec. (4.77) se puede obtener la propagacién y atenuacién de una onda

acustica que viaja en un medio viscoelastico.

k= ﬁQcK [(\/Wz vzt ew) vl w22 —W)UZJ (4.78)

Lo que resulta en,

Re(k)= ﬁi(\/vﬁz vz +w )" (4.79)
Im(k) = ( W2+ W)1 (4.80)

\FCK

A partir de la parte real del nimero de onda obtenemos la velocidad de
propagacion de la onda acustica en el medio, y de la parte imaginaria del nUmero

de onda obtenemos la atenuacion de la onda acustica en el medio viscoelastico. A

saber,
O Jac
e (wzrz? sw)” @8
\FCK( )“2 4.82)
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4.2 CONSTRUCCION DE GRAFICAS

Los valores numéricos de las propiedades fisicas que caracterizan al sistema
son: R =0.01 m, & = 0.05, E = 7x10"°Nm?, ps = 2.7x10% kg*m™ (aluminio), pr = 10° Pa,
pro = 103 kg*m™, cs = 1500 m*s™, 55, = 0.1 Pa*s [4].

De la ec. (4.81) y ec. (4.82) se obtienen las gréficas para la velocidad de

propagacion de la onda acustica y para la atenuacion de la onda en el medio,

respectivamente.
\J2ck
Vp = . . 5 (4.83)
(x/W +7Z +W)1
Q 7 7 /2
= —|W*"+2° -W (4.84)
¢ \/ECK ( )L

240~ "

Welocidad de Propagacién

Concentracian,

Frecuencia, 02
Fig. 4.1. Variacion de la velocidad de propagacion como funcién de la frecuencia Q y la concentracion
reducida del polimero 8. Ec. (4.83).
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0.06 "
0.05 |-~
0.04 .

003~

Atenuacidn

002~

001 —-—""

Concentracidn, B

Frecuencia, 02

Fig. 4.2. Variacion de la atenuacién como funcion de la frecuencia Q y la concentracion reducida del polimero
B. Ec. (4.84).

La Fig. 4.1 y la Fig. 4.2, muestran la variacion de la velocidad de propagacion y
la atenuacién, respectivamente, en una solucién polimérica confinada en un tubo

de coraza elastica de aluminio, analizada a través del modelo de Oldroyd.

Para soluciones poliméricas de baja concentracion la velocidad de propagacion
crece al aumentar la frecuencia y tiende a la velocidad de Korteweg-Joukowski
ck = 192.3 (el valor dimensional correspondiente es 1170 ms™). En valores
suficientemente altos de la concentracion reducida del polimero g, la velocidad de

propagacion cambia su signo como un resultado del maximo, apareciendo en la

vecindad de Q ~ ;". Este maximo es enteramente atribuido a la manifestacion de
los efectos viscoelasticos y estd acompafado por un decremento en la atenuacion
causado por la reduccion de la viscosidad dinamica del polimero con la frecuencia.
En las regiones fuera de la region de transicion, es decir para Q > Q;y 2 < Q; la
atenuacion de la onda acustica crece con la frecuencia, y para la velocidad de
propagacion de la onda acustica en la region para Q < Q; crece con la frecuencia,

y en la region cuando Q > Q; su variacion con la frecuencia es despreciable.
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Ahora bien, para un cilindro de coraza rigida, ck = ¢s, la propagacion y
atenuacién de la onda acustica en una solucién polimérica diluida se comporta de

la siguiente manera:

Velocidad de Propagacion

X Concentracidn, f
Frecuencia, €

Fig. 4.3. Variacion de la velocidad de propagacion como funcién de la frecuencia Q y la concentracion
reducida del polimero 3, ck = c¢x.

0.045 "
0.04 1"
0.035 "
0.03—|-"
0.025 "

002"

Atenuacidn

0.015 |-~
0.01 "
0.005 —}--"

Concentracidn, p

Frecuencia, 0

Fig. 4.4. Variacion de la atenuacion como funcion de la frecuencia Q y la concentracién reducida del polimero
B, ck = ct.
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Por tanto, se observa que la velocidad de propagacion tiene el mismo
comportamiento en un tubo con paredes rigidas que con paredes flexibles, el
cambio consiste en que la velocidad de propagacion tiende a la velocidad del
sonido en el medio, cs, y el valor del maximo es mayor en el tubo con paredes
rigidas. Ademas se tiene que la atenuacion presenta el mismo comportamiento
tanto en paredes rigidas como en paredes flexibles s6lo varia una de la otra en los

valores de ésta.
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CAPITULO 5. PROPAGACION DE ONDAS ACUSTICAS EN UN MEDIO VISCOELASTICO

CONFINADO A UN TUBO

Se estudiaran las ondas acusticas que viajan en un medio viscoelastico
confinado en un tubo elastico. Se comienza el analisis con el modelo de Jeffreys, y
a partir de la solucion con este modelo se obtendran las soluciones para el modelo
de Oldroyd, de Maxwell y el newtoniano. Se analizara la ecuaciéon de dispersion
obtenida a partir de la solucion para la velocidad el fluido y de la solucién para la

presion del fluido para los cuatro modelos.
5.1 FLUJO DE CORTE

Para la ecuacion constitutiva se utiliza el modelo de Jeffreys en forma

diferencial. El cual esta dado por la siguiente ecuacion:

. 0
=7 7+12 ai/ (51)

oo

rx

O-rx + 2’1

Para la geometria del problema se utilizan coordenadas cilindricas, y se
considera que el radio interno del tubo R es muy pequefio frente a la longitud del
tubo L, es decir (R << L). La ecuacion de movimiento para un flujo no estacionario,
compresible, simétrico respecto al eje x y considerando que las fuerzas externas

no afectan al sistema, tiene la forma:

0
pf(avxwr il +V, avxj =Ty 1g(r%% 00 (5.2)
ot or OX OX ror oX

Donde v = [v, Vv,] es el vector de velocidades, vy = v (1, X, r) es la velocidad del
fluido viscoelastico en direccién axial, v, = V(t, X, r) es la velocidad del fluido en
direccion radial, pr = (t, X) y pr = (t, X) son la densidad y la presion del fluido

viscoelastico.

Se linealiza la ec. (5.2) con las variables definidas en ecs. (4.5)-(4.8), lo que

resulta en:
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oV P, 10
Dig—r=——+-——(ro 5.3
0 ot oX r 6r( rX) ®-3)

El término del esfuerzo normal es despreciable frente al término del esfuerzo

. ov., v. 0% v
cortante, debido a que x ~ 0 X ~ 0% donde a=RIL.
g Ox? L? y or? a’l?

Se aplica la transformada de Laplace a la ec. (5.1) y ala ec. (5.3) en variables
de perturbacion y al sustituir las condiciones iniciales mencionadas en los

capitulos previos, se llega a:

. 1+sd, OV

O,y = 5.4
S sA, or 4)
* 1 an 1 a *
S =———+——Ir 5.5
pfO X S aX r ar_( rx) ( )
Se sustituye la ec. (5.4) en la ec. (5.5).
oV, 10V,
p Lo, _S(v;+K2j=o (5.6)
or ror S
, , . . . 1+sA
Donde la viscosidad del medio y la presion del fluido son: 7 /AR
Pro 1454
1 OP; )
K=-"~-——, respectivamente.
Pro
. . K ) S
Se define a U=V, +5y u" =—— (5.7)
S A
Al sustituir U en la ec. (5.6) se obtiene,
2
1
o'V ot +U =0 (5.8)

(Y ur our)
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La ec. (5.8) es la ecuacion de Bessel de primer tipo de orden cero, cuya

solucién es:
U= (:1‘]0(/"")+ C,Yo (,ul’) (5.9)

La ec. (5.9) es la solucion general de U, ahora bien, cuando el radio tiende a 0,
Yo (r) se comporta como (2/z)In r. Debido a que la solucion de la ec. (5.8) debe ser
finita en r = 0 necesariamente C, = 0. Y al aplicarse la condicion de frontera en la

pared del tubo, V, =0 en r =R, se obtiene la siguiente ecuacion,

v =K£‘]°(“r) —1j (5.10)

" ? Jo(ﬂR)

S

La ec. (5.10) es el perfil de velocidades del fluido viscoelastico en direccion axial
en el espacio de Laplace. Del valor propio, definido en la ec. (5.7) se obtiene la

ecuacion de dispersion al sustituir p — ik, s — iw.

W

e =- (5.11)
)
Donde N = p" Vi(fiwz /1122) (5.12)
fo
n 1+w A
- 1+wzz§2 (5.13)
fo

Se coloca la ec. (5.11) de la forma k = k; + ik;, donde a partir de k; se obtiene
informacion sobre la propagacion de la onda, mientras que para analizar la

atenuacion de la onda acustica se utiliza k,.

2(N? +

k:( WMZ]1/2[(\/W—N)U2+i(\/m+N)m} 5.14)

En la ec. (5.14) esta explicitamente la parte real e imaginaria del numero de
onda. A saber,
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1/2

(5.15)

klz{w(\/N2+M2 )]

2(N2+M2)

1/2

(5.16)

" [W(\/N2+M2 +N)_

2(NZ+M2)

A partir de la ec. (5.16) se obtiene la propagacién de la onda en un fluido
viscoelastico. Debido a que k; = w/V,, donde V, es la velocidad de propagacion de

la onda de corte. La propagacién de la onda acustica esta dada por la expresion:

9 9 1/2
v o W_ 2(N +M ) (5.17)
P K, W(\/N2+|\/|2—N) '
Mientras que la atenuacion de la onda de corte en el medio es,

¢_{W(\/N2 M2+ N)T2

| 2NZ M2

(5.18)
Se calcula el promedio de la velocidad del fluido de la ec. (5.10),
*_ 2 R *

Vv _?J'OVX rdr.

. 2 rK JO(,ur)_ 2 KR Jg(ur) (R 2K
Vv _?J‘O sz(Jo(,uR) 1]rdr_RZSZUO JO(,uR)rdr J.O rdr oy

R Jo(ur) R®
[ oare)

Se desarrolla la integral de la funcion de Bessel de orden cero con la siguiente

relacién ;X[XHJH(X)]= x"J ,(x) ysellegaa,

V= K[ 2 Jl(ﬂR)—lJ (5.19)

s ﬂiRJo(ﬂR)

La ec. (5.19) es la definicion de la velocidad promedio del fluido en la direccion

axial. Ahora se define al esfuerzo cortante en funcién de la velocidad promedio.
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Para esto se evalla al esfuerzo cortante en la pared, es decir cuando r = R. De la

ec. (5.4) se tiene que:

. 1+sd, oV

O =
R 771+s/1l or

(5.20)

O-rx

r=R

Se deriva la ec. (5.10) con respecto al radio y se evalla en la pared del tubo.

K (eR)
; = 'uSTJO(,uR) (5.21)

Se sustituye la ec. (5.21) en la ec. (5.20).

* K J1(,UR)
O, =Nt l— (5.22)
st Jo(uR)
Se despeja K/s? de la ec. (5.19), y se sustituye en la ec. (5.26), obteniendo,
ol =—4n. DV’ (5.23)

1 4l (u) 3, (u) : g
Donde D=~ - y T(u)= . El valor propio x esta definido en
4 2(;R) T (1) -1 () Jo(u)

la ec. (5.7).

La ec. (5.23) es la ecuacion constitutiva que relaciona al esfuerzo cortante
evaluado en la pared del tubo en funcion de la velocidad promedio de la solucion
diluida de polimero, ademas 71 contiene la informacion del modelo viscoelastico
que se ha utilizado y D contiene informacion acerca de la geometria del sistema y

del modelo viscoelastico.

Para el caso de pequefas frecuencias, w — 0, se tiende al estado estacionario,

la ec. (5.6) se reduce de esta manera a,

Lof V) _K 24
ror or sn
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Al integrar la ec. (5.24) y evaluarla con las siguientes condiciones de frontera:
de adherencia en la pared del tubo y la condicién de que en el centro del tubo la

velocidad es maxima, y su derivada respecto a la posicion es cero, se obtiene que,

V= R'K [1—(rﬂ (5.25)
4sn R

.2 . R’K
Se calcula el promedio de la velocidad del fluido V™ = RZJ‘:VX rdr = Bsn (5.26)
n

Para las condiciones antes establecidas el esfuerzo cortante es,

A
Cw =1 or

(5.27)

r=R

La derivada de la velocidad respecto a la posicién evaluada en r = R, se obtiene

a partir de la ec. (5.25), de esta manera se tiene que,

Nyl __RK (5.28)
or | . 2sn
Finalmente al sustituir la ec. (5.28) y (5.26) en la ec. (5.27) resulta en,
» vV’
o, =—4n R (5.29)

Donde la ec. (5.33) es la relacion de Poiseuille para la fuerza de friccién en la
pared del tubo y la velocidad promedio del fluido newtoniano en flujo laminar y en
estado estacionario en el espacio de Laplace. Entonces, de la ec. (5.24) para

frecuencia pequefias, cuando w — 0, se tiene que nr — 5, D — 1/R.

De la ecuacion de movimiento, ec. (5.3), y de la ecuacién de continuidad

linealizadas,
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op, 10 oV
ot fo(r ar( ) X j (5-:30)

Y de acuerdo con las siguientes definiciones:
2 (R 2 (R 2 R
V=RTLerdr’ P:FI0 p,rdr, sz—ZL o, rdr (5.31)

Se coloca a la ec. (5.3) en funcion de variables promedio, esto es,

N P 20,
_I_

Poa T o R

(5.32)

Se realiza el mismo procedimiento que se hizo con la ec. (5.3) a la ecuacion de
conservacion de masa, ec. (5.30), obteniendo,
op pro(vr )r:R oV
T Ty —=0 5.33
ot R Pto x ( )
Utilizando la ecuacion constitutiva, ec. (5.24), la ecuacion de momentum,
ec. (5.32), la ecuacién de continuidad, ec. (5.33) y la ecuacion de estado en
variables promedio, puede obtenerse la ecuacién de dispersion, a saber:

o, =—4n.DV” (5.34)
N __P 20 (5.35)
Ploa = xR '
op zpfO(Vr )r:R oV
ot R Pso x ( )
Pt — Po :Csz(pf _pfO) (5.37)

Donde la ec. (5.37) es la ecuacion de estado en variables promedio y ¢ es la
velocidad del sonido en el medio. A partir del sistema de ecuaciones (5.34)-(5.37)

puede obtenerse la ecuacién de dispersién, y de esta forma observar los efectos
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de la viscoelasticidad en la propagacion de la onda de presion y la atenuacion de
ésta. En este sistema de cuatro ecuaciones hay cinco variables, por lo que es
necesario recurrir a la ecuacion de la dinamica de la pared del tubo para resolver

el problema.

Andlisis de la dindmica del tubo para el caso de ondas largas y simétricas
respecto al eje x han mostrado que los esfuerzos de flexion en la coraza son muy
pequefios en comparacion a los esfuerzos en la membrana. Ademas, en tales
casos las deformaciones longitudinales y la inercia en la pared del tubo pueden
considerarse despreciables. Como resultado, a partir de la ecuacion de

continuidad para una coraza delgada elastica cilindrica, escrita en la aproximacion

2

: . R .
de Kirchoff-Love se tiene que u, = ﬁP, donde u , es el desplazamiento de la

superficie de la coraza en la direccién transversal al flujo, h es la mitad del ancho

de la coraza y E es el modulo de Young del material del tubo, ademas

0 R? R* oP -
(Vr)r:R =u,=——P=———_ Entonces la ec. (5.36) se puede describir de la
ot 2Eh 2Eh ot

forma:

op RewoP v

+ —=0 5.38
at Eh ot Pfoax ( )

Se sustituye la ecuacion de estado en la ec. (5.38) y se agrupan términos

semejantes.

R
(1 + p“’]ap N _g (5.39)

7774— I
¢z En Jat P ox

Ahora bien, se le aplica la transformada de Laplace a la ecuaciéon de cantidad

de movimiento, ec. (5.35) y se sustituye la ec. (5.34) en ella.

L. dP
(005 +87,R'D) = (5.40)
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Se aplica la transformada de Laplace a la ec. (5.39), sabiendo que
S(P(t,x)): P*(s,x), con la condiciéon inicial para la presién. La presién se
considera como la diferencia de presiones, es decir, la presion del fluido menos la
presion inicial, y en el tiempo igual a cero, esta diferencia es cero, es decir t = 0,
P=0.

c2  Eh dx

S

R
{1+ /’fOJSp*wde:o (5.41)

Ya teniendo la ec. (5.40) y la ec. (5.41) en el espacio de Laplace, se deriva la

ec. (5.40) con respecto a x y se sustituye en la ec. (5.41), obteniendo,

d’P* ...
-A°P" =0 5.42
dx? (542)
R
donde A :s(s+877T(pfoR)’lD{12+ ;';Oj (5.43)
CS

La ec. (5.43) es una ecuacion diferencial de segundo orden homogénea con

coeficientes constantes, cuya solucion es,

P*(s,x)=C, ep(4,x)+C, exp(4,x) (5.44)
R 1/2
Donde A = [s(s +8n; (pyoR)™ D(Clﬁ g:o ﬂ y

1/2
A, :{s(s+877T (pfOR)_lD{lz+ Rg r:"ﬂ

c

S

De acuerdo a la fisica del sistema, si x tiende al infinito, X — oo, la presion no

tiende al infinito, P* =, entonces C; = 0. La ec. (4.44) resulta en:

P*(s,x)=C, exp(4,X) (5.45)
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Se evalla la condicion a la frontera, en la posicion x = 0, P = Py, para cualquier
tiempo. Se aplica la transformada de Laplace a la condicion y la se evalua en la

ec. (5.44), se tiene que:

P
P*(s,x)= (Sojexp (= Ax) (5.46)

Ademas, la ec. (5.46) tiene la forma de una onda viajera (1 — ik, k es el nUmero
de onda) con amplitud igual a Py/s para la perturbacién en la presion del fluido.
Ademas, da informacion sobre la variacion de la presion en un medio viscoelastico

confinado a un tubo elastico con deformacion transversal en la coraza.

La ec. (5.50) describe en el espacio de Laplace la propagacion de un pulso de
la presion, generado en el momento inicial del tiempo y en la seccion transversal
x = 0. Se aplica un cambio de variable a la ec. (5.46), s — iw, 1 — ik, para deducir

la ecuacion de dispersion de la onda acustica.

k? = \2/22[1+ 81, (infoR)_l D] (5.47)

K

1
c;

L

Ce

1 Rpg
Yy == .

Donde 5 Para un sistema donde no ocurre
CE

_l_

xow‘ =

desplazamiento alguno de la coraza, es decir la condicion de frontera para la
velocidad en la direccién r evaluada en la pared del tubo es cero. La ecuacion de

dispersién queda de la siguiente forma,

k? = ‘(’:Vj[1+ 817, (wp,oR)" D] (5.48)

S

De aqui se puede apreciar que cg contiene la informacion de la deformacion
radial de la coraza del tubo, si el tubo fuese de coraza rigida entonces 1/c seria

igual a cero.

De la ec. (5.47), donde k es el nUmero de onda y w es la frecuencia, se debe de

colocar a la ec. (5.47) de la forma k = Re(k) + Im(k), para obtener la propagacion y
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atenuacion de la onda acustica en el medio. Para esto, se necesita obtener una
expresion que contenga explicitamente parte real y parte imaginaria para #ty para
D.

n 1l+iwd, 1-iwAi,

T lviwA, 1-iwi, (5.49)
2 —
Donde A= "1 1*W f’lfz B=" w2, 222“)
Pro 1+W°A Pro 1+wW4
Para el valor propio se tiene que, 1 = -s/yt
2 iw A-iB w . .
=— . =— B+iA)=—(J +il 5.50
W= avi Alip T ATy BTN (5:50)
Donde J = ZWB ,; € |:2W7A2_
A°+B A°+B
u=-C+iE (5.51)

1 /2 1 /2
Donde C= " |\/J?+1% =] E= " (J/J%+12+J] .
ondo ¢ L (571 o]y £ L (157

Para el término D = lllz(yR/y)TEf(l;)z)—ldonde T(u)= J:((zg

real separada de la parte imaginaria para el argumento de la funcion de Bessel,

. Se obtiene la parte

(&)

esto es,

JO(/J)ZJO(—C+iE)=i(_1n(_c—i_iEjzn (5.52)

Jl(ﬂ)le(—c:+iE):i(‘1)n__(—C+iE)2“*1 (5.53)

Desarrollando los términos de las ec. (5.52) y ec. (5.53), respectivamente, hasta
n = 2 (ya que para valores superiores los coeficiente tienden a cero) y

agrupandolos, resultan las siguientes expresiones,
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Jo(u)=L+iM (5.54)
J,(u)=F +iG (5.55)
Al dividir J; entre Jo y multiplicar por el conjugado del denominador, se obtiene,

J,(#) _F+iG L-iM

T= = =
Jo(e) L+iM L-iM

N +iO (5.56)

Donde N:My@:%_
L“+M L*+M

Se sustituye la ec. (5.56), (5.50) y (5.51) en la definicién de D, obteniendo:

1 u°RT R (J+ilN+iO) RU +iS
D=" - _ ’ =—— - (5.57)
42T 4R 42(N+i0)-(-C+iE)R 4 P+iQ

Donde U=JN-10, S=JO+IN, P=2N+CR, Q=20-ERY R es el radio del

tubo.
p-_RYFB P=I0_ ¢ i) (5.58)
4 P+1IQ P-IQ
Dondevziw ywziw
4 P*+Q° 4 P> +Q°?

Una vez que se han obtenido expresiones para 5r, ec. (5.49), y para D,
ec. (5.58), en las cuales la parte real e imaginaria estan separadas, se sustituyen
en la ec. (5.47).

_w . i8(A+iB)V +iw) |  w?

k? = 1 = (X +iY 5.59

Ci wpoR C|2< ( ) ( )

Donde X:1—M y Y:S(AV—_BW). En la ec. (5.59) se tiene
Wp R WpoR

explicitamente la parte real separada de la parte imaginaria, por lo que a partir de
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ésta se obtiene la propagacion y atenuacion de una onda de presion que viaja en

un medio viscoelastico. Es decir,

k =

T [( X% +Y? +x)l +|(xw x)l } (5.60)

Lo que resulta en,

Re(k) =

WXz ey ax)” (5.61)
\/ECK

Im(k) =

= (\/x +Y? - x)l (5.62)

A partir de la parte real del nimero de onda se obtiene la velocidad de
propagacion de la onda acustica en el medio, y a partir de la parte imaginaria del
ndmero de onda se deduce la atenuacién de la onda acustica en el medio
viscoelastico.

Vp = e (5.63)

(/xz4vz o x "

- 7. (\/x +Y? - x)1 (5.64)

5.2 CONSTRUCCION DE GRAFICAS

Para construir la grafica de la velocidad de propagacion y atenuacion para la
onda de corte y para la onda de presion en funcién de la frecuencia, se necesitan
valores numéricos para las constantes del sistema. Estos valores numéricos se
obtienen del articulo de la Ref. [4, 5].

A partir de la ec. (5.20) y ec. (5.21) se grafican la velocidad de propagacion y la

atenuacion de la onda acustica, respectivamente.
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v - anzeme) T 5.65)
" wlNZ M7 -N) |

B w(\/N2+M2+N)1/2
¢{ 2N+ M?) } (5.66)

La ec. (5.65) y ec. (5.66) se utilizan independiente del modelo viscoelastico que

se desea utilizar, la diferencia entre un modelo y otro radica en los términos My N,

a saber,
w4, — 4
Para el modelo de  Jeffreys: N=" < 5 22)
Pro 1+WA4
(5.67)
_n 1+ w244, (5.68)
Pro 1+W2212
Para el modelo de Oldroyd, n =5y + 5y Y A2 = Ainsln.
W
_ I WA (5.69)
Pro L+W A
1 n
M= " + v 5.70
o (USV 1+W2%2J (5.70)
W
Para el modelo de Maxwell, ;,=0. N = ﬂ; 5 (5.71)
Pio 1+ W4
S/ (5.72)
Pro 1+ WA
Para el modelo newtoniano, A,=4;=0. N=0 (5.73)
M =" (5.74)
Pro
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Conociendo que 5 = 4000 g/cm*s, ns, = 1 glem™s, pp = 1.4 glem®, 11 = 1.5x107° s,

A2121=2/3. Se obtiene la siguiente representacion grafica de la ec. (5.65):

“elocidad de Propagacian

14000 T T T T T T T T T

L e i I oo M e
s s s s s s s 1 P

1 5 5 5 5 5 5 A
1 e e e e e e AT SR

10000 = eacarena s proeaseeanee oo oo oo = e S SR .
1 | | | | SO TR 1
1 | | | Pesettaaa 1 1

8000 [~ -m oo e O/O/@;a‘i’ﬂﬂ ———————————————— R -
: s s ; + 3 s s : |
1 i i g i i 1 1
: : : E : : : : :

T S — S T S A ——— S A — S S — .
| e ¥ e e e e | |
s | | | | 1 1

4000 (- -----mmm e A Formemnneod s Fosrmemneoond ks Fosemmnn o e L ESLRCOE TR s EECERERREEE —
ﬁ’@ s s s s s s : :
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Frecuencia o 104

Fig. 5.1. Variacién de la velocidad de propagacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de
Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (5.65).

De lo anterior se puede observar que la velocidad de propagacion crece cuando

aumenta la frecuencia. Cuando la frecuencia tiende a cero la velocidad de

propagacion tiene una pendiente igual a N*?, mientras que si la frecuencia tiende

al infinito la pendiente de la curva de velocidad de propagacion tiende a la raiz

cuadrada de M.

La siguiente gréafica presenta el comportamiento de la atenuacion de la onda

acustica en el medio.
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Fig. 5.2. Variacion de la atenuacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de Jeffreys,
(-) modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (5.66).

De la Fig. 5.2 se observa que la atenuacién crece cuando aumenta la
frecuencia. Cuando la frecuencia tiende a cero la pendiente de la atenuacion
tiende a cero, mientras que si la frecuencia tiende al infinito la pendiente de la

atenuacion tiende al inverso de N*2.

Para la ecuacion de dispersion obtenida a través de la expresion matematica
para la presién se puede, a partir de la ec. (5.63) y ec. (5.64), obtener las graficas
para la velocidad de propagacion de la onda acustica y para la atenuacién de la
onda en el medio, respectivamente, de esta forma,

Vp = e (5.75)

(/xz4vz o x )"

b= (/x +Y? - x)‘ (5.76)

\/7CK

La ec. (5.75) y ec. (5.76) se utilizan independiente del modelo viscoelastico con
el que se desea modelar, lo Unico que cambia son los términos A y B, pues estos

son los términos que contiene la informacion acerca del modelo viscoelastico.
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n 1+wA A,

Para el modelo de Jeffreys: A= Y (5.77)
Pro 1+wW A4
g 1 Wh-%) (5.78)
Pto 1+W2/ﬁ
Para el modelo de Oldroyd, n = 5y + #sv, A2 = A1suly.
1 n
A= + v 5.79
,Ofo (nsv 1+W22-5J ( )
w
o WA (5.80)
Pro L+W4
Para el modelo de Maxwell, ;,=0. A= i% (5.81)
Pro L+W°4
w
_ WA (5.82)
Pro 1+ W4
Para el modelo newtoniano, 4,= ;=0 A= _" (5.83)
Pto
B=0 (5.84)

A partir de los siguientes datos: 5 = 4000 glcm*s, 75, = 1 glem™*s, p = 1.4 glcm®,
J1=1.5x107s, J, /A = 213, n(1- /12//11)/,00/11002 =0.005, R =1 cm, se calcula la velocidad

de propagacion de la onda acustica mediante la ec. (5.75) obteniendo la gréfica,
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Fig. 5.3. Variacion de la velocidad de propagacion de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de
Jeffreys, (-) modelo de Oldroyd, (o) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (5.75).

El comportamiento de la velocidad de propagacion de la onda acustica en
funcién de la frecuencia es similar para los cuatro modelos. El limite inferior, es
decir cuando la frecuencia tiende a cero, la pendiente de la curva tiende a cs, y
cuando la frecuencia tiende al infinito, la curva de la velocidad de propagacion
tiende a (2/Y)"2c..

Mientras que para la atenuacion de la onda acustica en el medio viscoelastico

se comporta de la siguiente manera,
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Fig. 5.4. Variacion de la atenuacién de una onda acustica con la frecuencia w. (+) Modelo de Jeffreys, (-)
modelo de Oldroyd, (0) modelo de Maxwell, (*) modelo newtoniano. Ec. (5.76).

De acuerdo a la Fig. (5.3) y Fig. (5.4) la atenuacién de la onda tiene el mismo
comportamiento que la velocidad de propagacion de la onda acustica, esto es, la
atenuacion crece al aumentar la frecuencia, en el limite inferior la pendiente de la

curva de atenuacién tiende a cero y en el limite superior tiende a (Y/2)"2cs.

87



CAPITULO 6. CONCLUSIONES

En este Ultimo capitulo se explicardn detalladamente las graficas que se
obtuvieron en los capitulos anteriores, y se daran las conclusiones obtenidas para

este trabajo.
6.1 ANALISIS DE GRAFICAS

De acuerdo a la Fig. (2.1) los cuatro modelos (Jeffreys, Oldroyd, Maxwell y
newtoniano) tienen la misma tendencia para la curva de la propagacion de la onda
acustica. Para bajas frecuencias los cuatro modelos predicen la misma velocidad
de propagacion, pero a medida que la frecuencia aumenta los modelos se van
separando uno del otro. En la region de altas frecuencias, alrededor de los 20 kHz
que esta en el intervalo de ultrasonido, los modelos predicen diferentes
velocidades de propagacion, es decir, para una misma frecuencia, el modelo
newtoniano es el que predice la mayor velocidad de propagacién de la onda
acustica, mientras que el modelo de Oldroyd y Maxwell son los que predicen la
misma velocidad de propagacion y ademas la mas baja. Los efectos viscoelasticos
se manifiestan al decrecer la velocidad de propagacion. En el caso del modelo de
Maxwell y Oldroyd, que en toda frecuencia predicen la misma velocidad de
propagacion, se debe a que la diferencia entre estos sélo es el término de
viscosidad del disolvente que es la contribucion newtoniana de la solucion
polimérica, y éste término no es lo suficientemente alto para que se muestre sus

efectos en la velocidad de propagacion.

La atenuacion de la onda acustica en el flujo extensional en un medio infinito
tiene la misma tendencia para los cuatro modelos. A bajas frecuencias todos los
modelos estudiados predicen la misma atenuacion, pero a frecuencias altas la
atenuacion que se obtiene al utilizar el modelo newtoniano es la mayor, y el menor
valor de atenuacion es por parte de los modelos de Oldroyd y Maxwell. Los
efectos viscoelasticos se manifiestan al disminuir la atenuacion de la onda en el

medio.
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Para el flujo de corte simple, tanto para la propagacion de la onda acustica
como para su atenuacion en el medio que se obtuvieron a partir de la solucién
para velocidad del fluido o de la solucién para la presion muestran la misma
tendencia y se observa la misma manifestacion de la viscoelasticidad en la
reduccion de la velocidad de propagacion y de la atenuacion de la onda acustica.
La diferencia que se observa es que para el flujo extensional es mayor la
velocidad de propagacion y la atenuacion obtenida por cualquier modelo que la
velocidad de propagacion y atenuacion obtenida por el mismo modelo en flujo

cortante.

La tendencia de la velocidad de propagacion y de la atenuacion de ondas
acusticas en un tubo es la misma para los cuatro modelos que se estudiaron. En la
zona de baja frecuencias los cuatro modelos predicen el mismo valor tanto para la
velocidad de propagaciéon de la onda acustica como para su atenuacion, pero a
altas frecuencias, la velocidad de propagacion y atenuacion que arroja el modelo
newtoniano es la menor mientras que para el modelo de Maxwell y Oldroyd
predicen el mismo valor y es el méas alto. A diferencia de las placas paralelas que
los efectos viscoelasticos se manifiestan en la reduccion de la velocidad de
propagacion y de la atenuacion, en el cilindro los efectos viscoelasticos se
manifiestan con el aumento de la velocidad de propagacion de la onda acustica y

de la atenuacion.

En un cilindro, tanto para la velocidad de propagacion y la atenuacion de la
onda acustica, dada una frecuencia el modelo viscoelastico de Jeffreys predice
mayor velocidad de propagaciéon y atenuacioén que el modelo newtoniano, mientras
gue en las placas paralelas, dada una frecuencia, la velocidad de propagacion y
atenuacion de la onda acustica que predice el modelo de Jeffreys es menor que
las que predice el modelo newtoniano. Una explicacion tentativa para esto, puede
obtenerse a partir de los perfiles de rapidez de deformacion. El perfil de rapidez de
deformacion entre dos placas paralelas es el mismo tanto para el fluido
newtoniano como para el no newtoniano, por lo que la diferencia esta en la

concentracion de los fluidos o en la viscosidad de los fluidos. Al haber mayor
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viscosidad en fluidos no newtonianos, la propagacion de la onda se ve
mayormente impedida al igual que la atenuacién de la onda. Ahora bien, en un
tubo el perfil para un fluido newtoniano es una parabola, mientras que para un
fluido no newtoniano es un perfil que tiende a flujo homogéneo (esta achatada en
el centro del tubo), entonces el transporte de cantidad de movimiento es un
impedimento para la velocidad de propagacion y la atenuacion de la onda
acustica, debido a que el perfil del fluido no newtoniano es achatado al centro del
tubo la cantidad de movimiento que se transporta a las capas adyacentes es
menor que en un flujo newtoniano, que dado su perfil el transporte de momentum
es mayor, entonces la propagacion vy la atenuacién de la onda acustica sera

mayor en el fluido no newtoniano que en el fluido newtoniano.

Se dedujo la ecuacion de dispersion para la velocidad y para la presion del
fluido, de aqui se obtiene la onda de corte y la onda de presion, respectivamente.
Para la ecuacion de dispersion obtenida a partir de la velocidad del fluido solo se
atendié a la ecuacién de cantidad de movimiento y se considero constante al
gradiente de presion, esto para no considerar las fluctuaciones de la presion.
Ahora bien, para la ecuacion de dispersion a partir de la presion del fluido se
contemplaron a la ecuacion de momentum, de continuidad y de estado, para
considerar las fluctuaciones en la presion del fluido, para la ecuacién de cantidad
de movimiento se calcul6 el promedio a lo largo del eje transversal para eliminar

las fluctuaciones de la velocidad, y asi obtener Unicamente la onda de presion.
6.2 CONCLUSIONES

Se analiz6 la propagacion de ondas acusticas en medios viscoelasticos para un
fluido en estado no estacionario, unidireccional, para el caso del flujo cortante en
geometria rectangular y cilindrica, y para el flujo extensional en un medio infinito.
Los modelos viscoelasticos lineales que se utilizaron para describir el
comportamiento no newtoniano del medio son: el modelo de Jeffreys y el modelo
de Oldroyd, y como casos particulares el modelo de Maxwell y el newtoniano. El
modelo obtenido bien puede ser usado para incorporar efectos no lineales en la

propagacion de las ondas acusticas.
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El problema trabajado es demasiado extenso, pueden hacerse infinidad de
modificaciones y todas tendrdn algo de interesante, por ejemplo se puede
considerar modelos viscoelasticos no lineales, considerar la energia que se
transporta en el medio, las reacciones que suceden, consideraciones sobre las
paredes del tubo: pueden ser flexibles y que se deformen en mas de una
direccion, permeables, o que el fluido contenga pequefias burbujas, y muchas

7

mas.

En este trabajo se obtuvieron las misma ecuaciones que presenta el articulo
“Influencia de las propiedades viscoelasticas en la propagacion de ondas sonoras
de pequefia amplitud”, a partir del modelo viscoelastico en su forma diferencial y
en el espacio de Laplace. En el articulo [5] utilizan la forma integral del modelo
viscoelastico y proponen la solucién en forma de una onda generalizada. El
articulo solamente contempla el caso de flujo extensional en un medio infinito. En
el presente trabajo se obtuvieron las mismas ecuaciones que obtiene el autor del
articulo pero con un tratamiento diferente, y ademas se afadio el caso del flujo de

corte simple.

Al estudiar los diferentes modelos viscoelasticos, que todos ellos desean
explicar el comportamiento real de los fluidos, y al hacer tantas consideraciones a
los sistemas para simplificar su solucion, que si bien el deseo es modelar un fluido
real se deberia de resolver a las ecuaciones sin ninguna simplificacion, y al
entender que los modelos sb6lo son diferentes interpretaciones de una misma
naturaleza, entonces ¢acaso una interpretacion hecha por el hombre podra

explicar a la naturaleza misma?
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NOMENCLATURA

oyx, esfuerzo cortante, g/cm*s,

0w, €sfuerzo extensional, g/cm*s®.

oyx*, esfuerzo cortante en el espacio de Laplace.
O« , esfuerzo extensional en el espacio de Laplace.

Ow, esfuerzo cortante evaluado en la pared.

}, rapidez de deformacion o rapidez de corte, s™.

(;x , rapidez de elongaci6n o extensional, s™.

Vv = [vx vy V;], vector velocidad del fluido.

Vi, vVelocidad del fluido en direccion x, cm/s.

Vy, velocidad perturbada del fluido en direccion x, cm/s.

V,’, velocidad perturbada del fluido en direccién x en el espacio de Laplace.
vr, velocidad del fluido en direccion r, cm/s.

Vi, velocidad perturbada del fluido en direccion r, cm/s.

V", velocidad perturbada del fluido en direccion r en el espacio de Laplace.

V", velocidad de perturbacion en el espacio de Laplace y promediada a lo largo del

eje transversal.

pr, densidad del fluido, g/cm?.

p, densidad perturbada del fluido, g/cm®.
pr, presion en el fluido, g/cm*s?.

Ps, presién perturbada en el fluido, g/cm*s?.
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P; presion perturbada en el fluido en el espacio de Laplace.
w, frecuencia, s™.

k, nimero de onda, cm™.

V,, velocidad de propagacion de la onda acustica, cm/s.

¢, atenuacion de la onda acustica.

no, Viscosidad, g/cm*s.

nsv, Viscosidad del disolvente, g/cm™s.

A, tiempo de relajamiento (para el modelo de Maxwell y de Oldroyd), s.

A1, tiempo de relajamiento (para el modelo de Jeffreys), s.

A2, tiempo de retardamiento (para el modelo de Jeffreys), s.

t, tiempo, s.

Go, moédulo elastico del material, g/cm*sz.

G(s), médulo cortante, g/cm*s?.

n*(iw), viscosidad compleja, g/cm*s.

G'(w), médulo de elasticidad o médulo de almacenamiento, glcm*s?.
G"(w), médulo viscoso o médulo de pérdida, g/cm*s®.

Cs, velocidad del sonido en el medio.
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