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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es contextualizar una pregunta que Graciela Salicrup y
Roberto Vazquez formulan en el articulo “Fibraciones y Correflexiones” [1]; concretamente,
saber si toda A, ,-correflexién es una fibracién de Hurewicz.

De esto se desprenderia inmediatamente, gracias a los resultados expuestos en dicho
articulo, si A4, es o no una h-subcategoria bicorreflexiva de Top.

A fin de aclarar el contexto de la conjetura, se estudian las subcategorias correflexivas de
Top desde dos perspectivas diferentes.

En el capitulo 2 se da la definicién de subcategoria correflexiva de Top y algunos ejemplos
que ilustran un método para obtener subcategorias correflexivas a partir de una propiedad
determinada.

En el capitulo 3 se muestra un método para obtener subcategorias correflexivas de Top
a partir de ciertas clases de funciones.

Por 1ltimo en el capitulo 4 se describe a un tipo particular de 1-clase, y a través de
una de ellas se define la subcategoria A;,. Se describe a dicha subcategoria junto con sus
correflexiones y se formula la conjetura.

El capitulo 1 tiene como objetivo servir de glosario, fijar notacién, y en caso de ser
necesario, como recordatorio de ciertos conceptos o resultados.

No hay mejor introduccién al articulo ”Fibraciones y Correflexiones” [1], que la que
realizé Leticia Montoya en su trabajo homénimo [2], el presente texto sigue el orden de dicho
trabajo y se recomienda su lectura a quien encuentre poca claridad en alguna demostracion
aqui expuesta u omitida. Asi mismo, si este trabajo parece abundar en detalles, se recomienda
la lectura directa del articulo.



Capitulo 1

Preliminares

El presente capitulo tiene como objetivo servir de glosario, fijar notacion, y en caso de
ser necesario, como recordatorio de ciertos conceptos o resultados. Se recomienda por tanto
iniciar la lectura en el capitulo 2 y sélo consultar este cuando sea necesario.

Se entenderd, a lo largo de este texto, por Get a la categoria que consta de:

1. la clase de todos los conjuntos, la cual se denotard por Ob(Get)
2. la clase de todas las funciones entre ellos, la cual se denotard por Mor(Set)
3. la clase de las funciones identidad, la que se denotard por [d(Set)

4. una ley de composicién entre funciones, que es la composicion usual de funciones.

Al hacer referencia a una funcion f cuyo dominio sea el conjunto X y cuyo contradominio
sea el conjunto Y, se abreviard todo esto con la siguiente notacién: f € Get(X,Y).

A la funcién identidad de dominio X se le denotard por 1x.

Asf mismo, a lo largo de este texto se entendera por Top a la categoria que consta de:

1. la clase de todos los espacios topoldgicos, la cual se denotard por Ob(Top)
2. la clase de todas las funciones continuas entre ellos, la cual se denotarda por Mor(Top)

3. la clase de las funciones identidad de cada espacio en si mismo, la que se denotard por
Id(%op)

4. una ley de composicién entre funciones continuas, que es la composicion usual de
funciones.

Cuando 7 es una estructura topoldgica para el conjunto X, el espacio topoldgico corre-
spondiente se denotard por (X, 7). En caso de no requerir especificar la estructura topoldgica
de que estd dotado un conjunto, el espacio topoldgico se denotara tinicamente con el simbolo
asignado al conjunto subyacente; asi, en vez de escribir (X, 7) se escribird simplemente X.
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Cuando se haga referencia a una funcién continua f cuyo dominio es el espacio topoldgico
(X, 7) y cuyo contradominio es el espacio topolégico (Y, o), se abreviara todo esto con la
siguiente notacién: f € Top((X,7), (Y, 0)), o simplemente f € Top(X,Y).

Al conjunto de todas las topologias para un conjunto X, se le donotara por Top[X].

A continuacion se presentan algunas definiciones y resultados, todos sin demostracion,
que en caso de ser necesario se pueden consultar en el libro “Introduccién a la Topologia”
de Graciela Salicrup [3].

1.1. Inicialidad y finalidad

Definicién 1.1 Una fuente de funciones es una clase de funciones con dominio comun
(fi: X = X,),;

donde I es una clase que puede ser vacia, singular o propia. Si
(f i X — Xi)]

es una fuente y (X;,7;); es una clase de espacios topoldgicos, la topologia inicial de X
respecto a (fi,7;); estd dada por

T=mf{aeTop[X]:Viel, fiecTop(X,a),(X;n))}
Un sumidero de funciones es una clase de funciones con codominio comin
(fi: Xi — X)),
donde I es una clase que puede ser vacia, singular o propia. Si
(fi: X — X),;

es un sumidero y (X;,7;); es una clase de espacios topoldgicos, la topologia final de X
respecto de (7;, f;); estd dada por

T=sup{a€eTop[X]:Viel, ficTop((Xs,7),(X, )}
Definicién 1.2 Se dice que una fuente de funciones
(.fz X — Xz’)]

1. separa puntos, si para cualesquiera x,y € X,x # y, existe i € I tal que f; (x) #

fi (y)

2. es una monofuente si para cualesquiera g,h € Set (W, X)) tales que para toda i € I,
fig = fih, se tiene que g = h.
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Proposicion 1.1 Una fuente de funciones separa puntos si, y solo si, es monofuente.

Definicién 1.3 Se dice que un sumidero de funciones (f; : X; — X);

1. cubre puntos, si X = J fiX;
il

2. es un episumidero si para cualesquiera g,h € Get (X, Y) tales que para toda i € I,
gfi = hf;, se tiene que g = h.

Proposicion 1.2 Un sumidero de funciones cubre puntos si, y solo si, es episumidero.

Teorema 1.1 Si (f; : (X,7) — (X;,7)); es una fuente de funciones entre espacios topoldgi-
cos, entonces son equivalentes

1. 7 es inicial respecto a (f;,7:),;

2. Ufitm={fi"(U)C X :iel,Uecmr} essubbase de 7

i€l

3. Para toda i € I, f; es continua y si g : (W,w) — (X, 7) es una funcién tal que f;g es
continua para toda ¢ € I, entonces g es continua.

4. Para toda i € I, f; es continua y, si conmuta el siguiente diagrama para toda i € I,

(X, 7)—L e (X, )

h gi
(Y, o)

con h biyectiva y continua y ¢; continua, entonces h es un homeomorfismo.

Teorema 1.2 Si(f;: (X;,7) — (X, 7)); es un sumidero de funciones entre espacios topologi-
cos, entonces son equivalentes

1. 7 es final respecto a (7, f;);
2. 7= {U C X : f71(U) €, para toda i € I}

3. Para toda i € I, f; es continua y si g : (X,7) — (Y,0) es una funcién tal que gf; es
continua para toda ¢z € I, entonces g es continua.
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4. Para toda i € I, f; es continua y, si conmuta el siguiente diagrama para toda i € I,

(Xi7) —L (X, 7)

(Y,0)

con h biyectiva y continua y g; continua, para toda ¢ € I, entonces h es un homeomor-
fismo.

Teorema 1.3 Sean (f; : (X,7) = (Xs,7)); y (9 (Y,0) — (Xi, 7)), dos fuentes de fun-
ciones continuas y f : (X,7) — (Y,0) y una funcion continua tal que para toda i € I
conmuta el siguiente diagrama

(X> 7_) fZ (XZ> Ti)
f gi
(Y. o)
entonces se satisfacen:
1. Si T es inicial respecto a (fi,7);, T es inicial respecto a (f, o).

2. 8i 7 es inicial respecto a (f,0) y o es inicial respecto a (g;,7:);, T es inicial respecto a

(.fi> Ti)]-

Teorema 1.4 Sean (f; : (Xi, 1) = (X, 7)); vy (9; : (Xi, 1) — (W,w)); dos sumideros de fun-
ciones continuas y f : (W,w) — (X, 7) y una funcion continua tal que para toda i € I
conmuta el siguiente diagrama

(X 73) —L2 (X, 7)
(W, w)
entonces se satisfacen:

1. Si 7 es final respecto a (7, f;);, T es final respecto a (f,w).

2. Si 7 es final respecto a (w, f) y w es final respecto a (7;,g;);, 7 es final respecto a

(ﬂ’;fi)]'
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1.2. Productos y coproductos

Definicién 1.4 Se dice que una fuente de funciones (f; : X — X;); cumple la propiedad
universal del producto si dada cualquiera otra fuente de funciones (g; : W — X;), existe
una unica funcion f: W — X tal que conmuta el siguiente diagrama

gi

w Xi

/ £
X

En caso de que I sea un conjunto, se dice que X es un producto cartesiano de (X;); con
proyecciones (f;);.

Definicién 1.5 Se dice que un sumidero de funciones (f; : X; — X)), cumple la propiedad
universal del coproducto si dado cualquier otro sumidero de funciones (g;: X; —Y),
existe una unica funcion g : X —'Y tal que conmuta el siguiente diagrama

X, gi
I

X

Y

En caso de que I sea un conjunto, se dice que X es un coproducto cartesiano de (X;),
con coproyecciones (f;);.

Teorema 1.5 Dadas cualesquiera dos fuentes (f; : X — Xi); y (9: Y — Xi); que cumplen
la propiedad universal del producto (cartesiano) existe una unica funcion h : X — 'Y biyectiva
que hace conmutativo al diagrama

v fi X
h 9i
Y
Debido a esto se habla de X como de el producto (cartesiano) del conjunto (X;);, y se denota
por [ [ X;.
i€l

Observacion 1.1 FEstd notacion generalmente se emplea para denotar al conjunto

{fEGet <I7UXZ»> (i) € X, pamtodaiel}

i€l
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FEs fdcil probar que la fuente (de proyecciones canonicas)

o)

donde para toda i € 1
pi: [[Xi — X,
i€l
foo= 10
cumple la propiedad universal del producto (cartesiano). Esto y el teorema anterior justifican
el empleo de esta notacion.

Teorema 1.6 Dados cualesquiera dos sumideros (fi: X; — X); y (g: : Xi = W), que cum-
plen la propiedad universal del coproducto (cartesiano) existe una unica funcion h: W — X
biyectiva que hace conmutativo al diagrama

Gi
W

Debido a esto se habla de X como de el coproducto (cartesiano) del conjunto (X;);, y se
denota por [[X;.

i€l
Observacion 1.2 FEstd notacion generalmente se emplea para denotar al conjunto
U (X x {i})
iel

FEs fdcil probar que el sumidero (de coproyecciones candnicas o inclusiones canonicas)

i€l

donde para toda i € 1
L; - Xz — HXZ
i€l
x o~ (z,1)
cumple la propiedad universal del coproducto (cartesiano). Esto y el teorema anterior justif-
ican el empleo de esta notacion.
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Definicién 1.6 Dado un conjunto I, se dice que una fuente de funciones continuas (f; : X — X;);
cumple la propiedad universal del producto topologico si dada cualquiera otra fuente

de funciones continuas (g; : W — X;); existe una unica funcion continua f : W — X tal

que conmuta el siguiente diagrama

En tal caso se dice que X es un producto topoldgico de (X;); con proyecciones (f;);.

Definicién 1.7 Dado un conjunto I, se dice que un sumidero de funciones continuas (f; : X; — X),;
cumple la propiedad universal del coproducto topologico si dada cualquier otro sum-

idero de funciones continuas (g; : X; — YY), existe una unica funcion continua g : X — 'Y

tal que conmuta el siguiente diagrama

gi

Xi

fi

Y

X

En tal caso se dice que X es un coproducto topoldgico de (X;); con coproyecciones

(fi);-

Teorema 1.7 Dado un conjunto I y dadas cualesquiera dos fuentes de funciones contiuas
(fi: X = X)), y(gi:Y — X;); que cumplen la propiedad universal del producto topoldgico
existe un unico homeomorfismo h : X — 'Y que hace conmutativo al diagrama

h
9i
Y
Debido a esto se habla de X como de el producto topologico del conjunto (X;);, y se denota
por [ [ X;.
i€l

Teorema 1.8 Dado un conjunto I y dados cualesquiera dos sumideros de funciones con-
tinuas (fi: X — X); y (9 : Xo = W), que cumplen la propiedad universal del coproducto
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topoldgico existe un unico homeomorfismo h : W — X que hace conmutativo al diagrama

gi
h
|44
Debido a esto se habla de X como de el coproducto topoldgico del conjunto (X;);, y se denota
por [[X:.
i€l

Definicién 1.8 Si (f; : X; — Vi), es un conjunto de funciones, el producto (cartesiano)
de (fi);, que denotaremos por I1f;, es la inica funcion que para toda i € I hace conmutativo
el diagrama:

1 X Ifo T Y

mel mel
y2 q;
X; Y
Ji

Definicién 1.9 Si (f;: X; — Y;); es un conjunto de funciones, el coproducto (carte-
siano) de (f;);, que denotaremos por [[ fi, es la inica funcion que para toda i € I hace
conmutativo el diagrama:

Xi i H Xm

<

Teorema 1.9 FEl producto cartesiano de funciones continuas es continuo.
Teorema 1.10 El coproducto cartesiano de funciones continuas es continuo.
Teorema 1.11 Sea [ x J un conjunto de indices. Entonces:

H <HX(Z'J€)>TZ’> = H (X(m')ﬁ (m’))

i€l \keJ IxJ

donde 7; es la topologia inicial para [] X respecto de las proyecciones canénicas; y
keJ

I <HX(Z'J€)>TZ’> > [T (X mi.0)

i€l \keJ IxJ

donde 7; es la topologia final para [] Xk respecto de las inclusiones candnicas.
keJ
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Teorema 1.12 Dados, un espacio topologico (X, T) y una particion (X;); de X en conjuntos
abiertos, se tiene que:

Xi)

(X, 7) =[x

iel
Observacion 1.3 Para simplificar la notacion, y dado que la proyeccion canonica

p: H (Xi>7_ |Xz) - (X>7_)
i€l
(x,1) = T
es un homeomorfismo, no se hard distincion entre ambos espacios.

Definicién 1.10 Una funcion continua s : X — Y se llama seccion en Top si existe
r:Y — X continua tal que rs = 1x.

Definicién 1.11 Una funcion continua r : X — Y se llama retraccion en Top si existe
s:Y — X continua tal que rs = ly.

Definicién 1.12 Una funcion f: (X, 7) — (Y,0) se llama inmersion si es inyectiva y T
es inicial respecto a (f, o).

Definicién 1.13 Una funcion p : (X, 7) — (Y, 0) se llama identificacion si es suprayec-
tiva y o es final respecto a (7, f).

Teorema 1.13 Toda seccion es una inmersion.

Teorema 1.14 Toda retraccion es un identificacion.

1.3. Fibraciones

Definicién 1.14 Un espacio topolégico X es totalmente inconexo por trayectorias si
para toda x € X, la componente por trayectorias de x es {x}.

Observacion 1.4 [ denotard al intervalo [0,1] con su topologia usual.
Proposicion 1.3 Dado un espacio topologico X, son equivalentes:

(1) X es totalmente inconexo por trayectorias.
(13) Si f € Top (I, X)), entonces f es constante.

Definicién 1.15 Dado {f,g} C Top (X,Y), se dice que f es homotdpica a g (f ~ g) si
eziste H € Top (X x 1,Y) tal que:

H ’XX{O}: f ) H |X><{1}: g

H
En este caso H es una homotopia entre f yg, (f~g o H:f~g).
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Definicién 1.16 Se dice que dos espacios topologicos X, Y son del mismo tipo de ho-
motopia (X ~Y ) si existen

feTop(X,Y) y geTop(Y,X)

tales que
9f~1x y fg=1ly

En tal caso se dice que f y g son equivalencias homotopicas.

Definicién 1.17 Un espacio topologico X es contraible si 1x es homotdpica a una con-
stante.

Definicién 1.18 Dados {f,g} C Top (X,Y) y A C X, se dice que f es homotdpica a g
relativa a A (f ~ g relA) si existe H € Top (X x 1,Y) tal que:

H |X><{0}: fy H |X><{1}:g y H |A><I: f |A

Definicién 1.19 Se dice que f € Top (X,Y) tiene la propiedad del levantamiento
(inico) de homotopias respecto a un espacio topolégico W si, dado el siguiente
diagrama:

%74 X
ho f
W x I Y

donde para toda w € W, ho (w) = (w,0), eziste (exactamente una) H € Top (X x 1,Y) tal
que

g
W X
ho| 1L f
W x 1T 7 Y

En tal caso, la aplicacion H se llama levantamiento de H que empieza con g.

Definicién 1.20 Una funcion continua p : E — B se llama fibracion de Hurewicz si p
tiene la propiedad del levantamiento de homotopias respecto a cualquier espacio topoldgico.

Proposicion 1.4 Toda aplicacion cubriente es una fibracion de Hurewicz.

Proposicion 1.5 Si un espacio topolégico B es totalmente inconexo por trayectorias y b €
B, entonces {b} — B es una fibracion de Hurewicz.
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Proposicion 1.6 Si B y I’ son espacios topoldgicos, entonces la proyeccionp : Bx F — B
es una fibracion de Hurewicz que se llama fibracion trivial.

Definicién 1.21 Dados f € Top (X, 7),(Y,0)) yy € Y, la fibra de f sobrey es (f_l (y), T |f_1(y)).

Observacion 1.5 Las fibras de la fibracion trivial p : B x F' — B son homeomorfas a F,
por lo tanto, st F' no es discreto, entonces p no es aplicacion cubriente.

Definicién 1.22 Se dice que una fibracion de Hurewicz p : E — B tiene la propiedad del
levantamiento inico de trayectorias si dadas wi,ws € Top (I, E) se tiene que:

i pwy = pwa Yy wi (0) = wq (0), entonces w1 = wo
Teorema 1.15 Sip: E — B es una fibracion de Hurewicz, entonces son equivalentes:

1. p tiene la propiedad del levantamiento tinico de trayectorias.

2. Dados Y conexo por trayectorias, f,g € Top (Y, E), yo € Y tal que f (v0) = g (v0) v
pf = pg, entonces f = g.

3. p tiene la propiedad del levantamiento tinico de homotopfia.

4. Para toda b € B, p~! (b) es totalmente inconexo por trayectorias.

Corolario 1.1 Sip: E — B es una fibracion de Hurewicz con la propiedad del levantamien-
to dnico de trayectorias y wy,ws son tales que wy (0) = wo (0) y pw1 =~ pwo el {0, 1}, entonces
w1 >~ wy el {0,1}.

Proposicién 1.7 La composicion de fibraciones de Hurewicz (con la propiedad del levan-
tamiento unico de trayectorias) es fibracion de Hurewicz (con la propiedad del levantamiento
unico de trayectorias).

Teorema 1.16 Si p € Top (E,B) y E es localmente conectable por trayectorias, entonces
son equivalentes:

1. p es fibracién de Hurewicz (con la propiedad del levantamiento tinico de trayectorias).
2. Para cada componente por trayectorias C' de E, la restriccion de p

p: C — p(C)
c = plo)

es fibracién de Hurewicz (con la propiedad del levantamiento unico de trayectorias) y
p(C) es componente por trayectorias de B.
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1.4. Espacios de funciones

Definicién 1.23 Dados X,Y espacios topologicos, A C X y B CY, se define:
(A,B) = {f € Top (X, Y) : f (4) B}

Definicién 1.24 La topologia compacto abierta para Top ((X,7),(Y,0)), que serd de-
notada por k, es la que tiene por subbase a:

B:={(K,U)C%op((X,7),(Y,0)):U€eo y (K,7|g) es compacto}
El espacio (Zop ((X,7),(Y,0)), k) serd denotado por M ((X,7),(Y,0)). En caso de que se
denote a los espacios unicamente como X y Y, el espacio (Top (X,Y), k) serd denotado por
M(X,Y).
Definicién 1.25 Dados los conjuntos X, Y, Z, se definen:
p: Get(X xY,Z) — Get(X,Get(Y,2))
[: X XY —=>Z — o(f): X - 6et(Y,2)
donde [¢ ()] () = f [{zyxy ¥
v Get(X,6et(Y,7)) — Get(X xY,7)
g: X —-6et(Y,Z) — Y(g9): XxY —Z

donde [¢ (g)] (z,y) = [g (v)] (y)-

Proposicion 1.8 Dados los conjuntos X,Y, Z, se satisfacen:

Yo =lewxxyz)y Y PV = lewx,ceny,2)

Proposicion 1.9 Dados los espacios topologicos X,Y,Z, si Y es localmente compacto y
reqular, entonces:
w:%op (X xY,Z) — Top (X, M(Y, 2))

es biyectiva.
Observacion 1.6 Como I es localmente compacto y reqular, entonces:
p:Top (X xI,Z)— Top (X, M([,2))
es biyectiva.
Observacion 1.7 Dado t € I, la evaluacion en t
ee: M, 7)) — Z
[0
es continua.

Observacion 1.8 Dados los espacios topoldgicos X,Y y f € Top (X,Y), entonces IIf €
Set (M (I, X),M(1,Y)) es continua. Cabe aclarar que I1f no es precisamente el produc-
to de funciones, sino la restriccion de dicho producto al dominio correspondiente, pero se
denotard de esta forma por simplificar la notacion.
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1.5. Reticulas

Definicién 1.26 Si o es un orden parcial (i.e. es una relacion binaria en X reflexivo, anti-
simétrico y transitivo) en un conjunto X, se dice que (X, a) es un conjunto parcialmente
ordenado (copo).

Definicién 1.27 Si (X, «) es un copo yY C X, entonces:

» 2 € X es un infimo para Y si, y solamente si, x es una cota inferior de Y (i.e.
(x,y) € «, para toda y € Y) y es la mds grande de las cotas inferiores de Y (i.e.
(z,y) € a implica (z,2) € «)

= £ € X es un supremo para Y si, y solamente si, x es una cota superior de Y (i.e.
(y,x) € a, para toda y € Y) y es la mas grande de las cotas superiores de Y (i.e.
(y,2) € a implica (z,2) € a)

Definicién 1.28 Una reticula es un copo en el que toda pareja de elementos tiene infimo
Y supremo.

Definicién 1.29 Una reticula es completa si todo subconjunto tiene infimo o supremo (una
implica a la otra).

Definicién 1.30 En una reticula completa (X, a) los elementos inf X y sup X reciben los
nombres de elemento cero y elemento uno, respectivamente, y se denotan por 0 y 1,
respectivamente.

1.6. Subcategorias de Sop

Definicién 1.31 Una subcategoria de Top es la categoria A que consta de:

1. una clase de espacios topoldgicos, la cual se denotard por Ob(A) y cuyos elementos se
llamaran A-espacios.

2. una clase de funciones continuas entre ellos, la cual se denotard por Mor(A).

3. la clase de las funciones identidad de cada A-espacio en si mismo, la que se denotara por
1d(4).

4. una ley de composiciéon entre funciones continuas, que es la composicion usual de
funciones.

Definicién 1.32 Dada A una subcategoria de Top, se dice que es:

1. plena si dados dos A-espacios cualesquiera X, Y se tiene que f € Top (X,Y) implica
f e Mor(A).

2. repleta si Ob(A) es cerrada bajo homeomorfismos.
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Capitulo 2

Subcategorias correflexivas de Top

Puede pensarse a la Topologia como el estudio de las propiedades que se preservan bajo
transformaciones continuas. Bajo esta idea, el asociar a cada una de estas propiedades una
clase de espacios topoldgicos podria ayudar a entenderlas y clasificarlas.

Las subcategorias correflexivas logran en cierto modo esto, y tal vez el origen de su estudio
sea precisamente ese.

A continuacion se presentan las definiciones de dichas clases, algunos resultados y dos
ejemplos.

2.1. Definiciones

Definicién 2.1 Una Top-clase es una clase A de espacios topologicos cerrada bajo home-
omorfismos. Los elementos de la Top-clase A se llaman A-espacios.

Observacion 2.1 Al considerar a las subcategorias plenas y repletas de Top, se puede ob-
servar que esencialmente no existe diferencia entre dichas subcategorias, las propiedades
topologicas y las Top-clases.

Definicién 2.2 Dada A una Top-clase, una A-correflexion de un espacio topologico
X es una funcion continua ¢ : A — X que satisface: (i) A € A; (ii) Para toda A" € A y
para toda f € Top (A, X), existe una, y solamente una, g € Top (A’, A) tal que cg = f. Es
decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

En tal caso se dice que X es A-correflejable y que A es su A-correflector.

19
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Ejemplo 2.1 Si A es cualquier Top-clase y A es cualquier A-espacio, se tiene que la fun-
cion
la: (Aa) — (40)

a = a

es una A-correflexion de A.

Ejemplo 2.2 Si A es cualquier Top-clase y h un homeomorfismo cuyo dominio es un A-
espacio, se tiene que h es una A-correflexion de su codominio.

Definicién 2.3 i la Top-clase A es tal que cualquier espacio topologico X es A-correfleja-
ble, entonces, a la subcategoria plena y repleta cuya clase de objetos es precisamente A, se le

llama una subcategoria correflexiva de Fop, que por abuso de notacion se denotard como
A.

Proposicion 2.1 El A-correflector de un espacio X es unico salvo homeomorfismos.

Demostracion: Sean ¢ y ¢ A-correflexiones de X. Entonces se tienen los siguientes dia-

gramas conmutativos
/

C X A C

A

h , I
A’ A

donde h y A’ son las funciones continuas unicas que existen por ser A y A’ A-correflectores.
Siendo asi, la composicion h'h es una funcién continua de A en A tal que

c(h'h) = (ch'Yh=Ch=c

por lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

h'h
PRALIORgY
1a
c
A
Por lo tanto
Wh=14.

Analogamente se puede probar que hh' = 14.. Por lo tanto, A es un homeomorfismo.

Proposicion 2.2 Todo espacio homeomorfo al A-correflector del espacio X es también un
A-correflector de X.
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Demostracion: Sea A un A-correflector de X y sea h : A’ — A un homeomorfismo.
Sea f: B — X cualquier funcion continua, con B € A; entonces existe una funciéon con-
tinua unica g : B — A tal que cg = f. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

en el cual vemos que:
(ch) (h_lg) =c (hh_l) g=1f

es decir, ch es una A-correflexién, pues h~!g es unica por la unicidad de g.4
Proposicién 2.3 ({0},{1z},{1s},0) es la minima subcategoria correflexiva de Top.

Demostracion Para cualquier espacio topologico X se tiene el siguiente diagrama conmu-
tativo:

0
0
0
0
del cual queda claro que ({0},{1z},{1z},0) es una subcategoria correflexiva de Top. Que
es minima, se sigue de que el tinico correflector del espacio () es él mismo.4

X

Observacién 2.2 En adelante se denotard a ({0}, {1z}, {1z} ,0) como {0}, a fin de sim-
plificar la notacion.

2.2. Subcategorias bicorreflexivas

Teorema 2.1 Si A es cualquier subcategoria correflexiva cuya clase de objetos tiene ele-
mentos no vacios, entonces toda A-correflexion debe ser biyectiva.

Demostracion. Dados X € Top, ¢: A — X una A-correflexion de X y B € A tenemos
el siguiente diagrama conmutativo para cualquier f € Top (B, X)
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Si X = @ entonces ¢ = ¢ y por tanto biyectiva.
De otro modo, si z € X y f es tal que f (b) =  para toda b € B, entonces f es continua
y para toda b € B:

Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.
Si ay,a9 € A son tales que c¢(a1) = c(az) y f tal que f(b) = c(a1) para toda b € B,
entonces, como f es continua, g debe ser tunica y tal que:

c(g(b)) = f(b)=c(a;), parai € {1,2}
Definase
g: B — A
b — a;

y nétese que g; es continua y satisface que para toda b € B,
c(gi (b)) = f (b)> para i € {172}

Entonces g1 = g2, y por tanto a; = as, por lo cual ¢ es inyectiva.4
Debido a lo anterior, se tiene la siguiente

Definicién 2.4 Se llama subcategoria bicorreflexiva a toda subcategoria correfleriva de
Top con elementos no vacios.

Observacion 2.3 Si A es una subcategoria bicorreflexiva de Top y (X, T) es cualquier es-
pacio topoldgico, entonces una de las A-correflexiones de (X, 7) es de la forma 1x.

Demostracion. Supongase que
c:(A,a) = (X,71)
es una A-correflexién de (X, 1), sea
7'={V CX:c(U)=1V paraalgin U € a}
Como c¢ es biyectiva, 7" es una topologia para X y
(X, 7)) — (A Q)

se vuelve continua pues 7' es en realidad la topologia inicial para X correspondiente a
¢ X - (A )y aa, es decir,

T = {V € Pot(X) : (c_l)_1 (U) =V para algin U € a}
={V € Pot (X) :¢c(U) =V para algin U € o}
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En consecuencia,
(X, T) = (A )
es un homeomorfismo. Por lo tanto, (X, 7') € A y, por la proposicién 2.2,
ccl =1 X

es una A-correflexion de (X, 7).4

Teorema 2.2 La Fop-clase de los espacios discretos es la clase de objetos de la minima
subcategoria bicorrefleriva de Top.

Demostracion. Sea D la subcategoria plena y repleta de Top cuya clase de objetos es la

Top-clase de los espacios discretos.
(a) D es bicorrefleriva: Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(W, Pot(W))—L (X, 7)
f

(X, Pot(X))

Ix

donde cada funcién es continua, pues el dominio es discreto. Ademas Ob (D) tiene elementos
no vacios; por lo tanto D es bicorreflexiva.

(b) D es la minima bicorreflexiva: Sea A cualquier subcategoria bicorreflexiva de Top y
X cualquier espacio topologico discreto. Entonces existe una A-correflexion

c: A— X

que, como se sabe, es continua y biyectiva. Como X es discreto, también ¢!
por lo tanto ¢ es un homeomorfismo y X € A. Por lo tanto, D C A.¢
Ahora es posible, a través de un par de ejemplos, ilustrar una técnica para asociar una

subcategoria correflexiva de Top a una propiedad que se preserva bajo funciones continuas.

es continua;

2.3. Espacios finitamente generados

Definicién 2.5 Un espacio topoldgico (X, T) estd finitamente generado si es final el sum-
idero de inclusiones del conjunto de subespacios finitos de (X, 7). Es decir, T es la topologia
mas fina para X que hace continuas a las inclusiones de los subespacios finitos de (X, 7).

Definicién 2.6 Al conjunto de subespacios finitos de (X, T) se le denotard como Potg (X, 7);
es decir:
Potz (X, 7) :={F C X : I es finito}
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Ejemplo 2.3 Todo espacio discreto estd finitamente generado.
En efecto, las inclusiones son continuas y 7 = sup Top [X]|. ¢
Ejemplo 2.4 Todo espacio indiscreto estd finitamente generado.

En efecto, sea 7 la topologia indiscreta para X y considérese el sumidero

(e (BT [P) = (X, 7)pory (x.7)

de inclusiones de los subespacios finitos de (X, 7). Hay que probar que en este caso la
topologia final para X correspondiente a (7 |p)Pot?(X HYa ([’F)Pot S(xn esla topologia indisc-
reta. Sea 7’ dicha topologia; se procederd por reduccién al absurdo suponiendo que hay un
subconjunto propio de X, no vacio y miembro de 7’. Sea U tal subconjunto de X; entonces,
para toda F' € Potg (X, T)

i (U) e e

Por ser no vacio existe al menos un x € U. Por ser subconjunto propio, tampoco X — U es
vacio, por lo que existe y € X — U; entonces z # y y el subespacio de X

<{x>y}>7W{rw})

es un subespacio finito (e indiscreto) y miembro del conjunto (F, 7 | p)Pot? (x.-) de subespacios
finitos de (X, 7). Sin embargo, para la inclusién correspondiente

L ({x,y},T‘{z,y}) — (X, 7)

se tiene que
O = {2} Tl w

lo cual contradice el hecho de que U es miembro de la topologia final. Luego U = X, lo que
significa que 7 es la topologia final. Por lo tanto

(br o (B, 7T |R) = (X, T))Pot;g(X,T)

es final y (X, 7) estd finitamente generado.4

Teorema 2.3 Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:
(a) (X,7) estd finitamente generado.

(b) Las intersecciones arbitrarias de abiertos son abiertas.

(¢) Las uniones arbitrarias de cerrados son cerradas.

(d) Si (A;); es cualquier familia de subconjuntos de X, entonces

UA, = UA,.
iel iel
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Demostracion.
(a) = (b) : Sea (A;); cualquier conjunto de subconjuntos abiertos de (X, 7) y sea A = 'HIAZ"
1€

Por (a), U € 7 si, y solamente si, UNF € 7 |p, para todo F' € Potgz (X, 7). En consecuencia,
para cada F' que se fije, se tiene que

ANF =N (ANF)
el

es una interseccion finita de abiertos de F' (posiblemente de muchos intersectandos repetidos).
Luego, para toda F' € Potg (X, 7)
ANFer |F

Por lo tanto, A € 7.

(b) = (a) : Hay que probar que es final el sumidero de inclusiones del conjunto de subespacios
finitos de (X, 7)

S=(r: (F,7[r) = (X.7))pory(x)
para lo cual basta demostrar que si U C X es tal que UNF € 7|p para todo F' € Potg (X),

entonces U € 7. Escéjase U con esas caracteristicas y un punto x € U. Por (b), x posee una
vecindad abierta minima V (z) segin 7; a saber:

Vg)=n{Wer:zeW}
Ahora bien, si ocurriese que V (x) — U # @, entonces se podria escoger
yeV(x)-U
y formar el subespacio finito {z, y}. Entonces

Un{z,y} ={z} €7@y

lo cual implicaria que este abierto relativo {x} deberia producirse también al intersectar
el abierto absoluto mas chico que contiene a = con {x,y}. Pero esto seria falso, porque
V(z)N{z,y} = {x,y} V. Por lo tanto, V (x) C U; por lo que, U € 7y S es final.

(b) = (c) : Sea (A;); cualquier familia de subconjuntos cerrados de (X, 7) y sea A = 'UIAi'
1€

Por (b),
X—A:'H(X—AZ')ET

iel
Por lo tanto, A es cerrado.
(¢) = (d) : Sea (A;); una familia arbitraria de subconjuntos de (X, 7). Claramente, para
toda ¢ €I

A, CAC UA,

por lo tanto
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Tomando cerraduras y aplicando (c) se obtiene

que es lo que se querfa.
(d) = (b) : Sea (A;); una familia cualquiera de subconjuntos abiertos de (X, 7) y sea

A= NA;
icl
Por (d),
X—-—A=UX-A
icl
pero

X—-A=X-A4

Por lo tanto
UX-A=U(X-4)=X-A4

el el

O sea que X — A es cerrado y A es abierto, como se queria probar.4

Proposicién 2.4 Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario. Si
T7={UCX:UNF er|p, para toda F € Potz(X)}
entonces 7' es una topologia para X y es mds fina que T.
Demostracion. Considérese el sumidero de inclusiones
S = (Fi1]r) = X)pory (x)
7 hace continua a cada inclusién y 7 es final. Por lo tanto
TCT.¢
Proposicién 2.5 Sean (X, T) un espacio topoldgico arbitrario y
T7={UCX:UNF €7|p, para toda F € Potz(X)}

Entonces:
(a) (X,7') estd finitamente generado.
(b) Si f: (W,w) — (X, 7) es continua y (W,w) estd finitamente generado, entonces

I (W7w) - (X77J)

es continua.
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Demostracion de (a). (X, ') estd finitamente generado porque el sumidero

S=(r: (F,7[r) = (X,7)pory (x)

es final.
Demostracion de (b). Sea f: (W,w) — (X, 7) una funcién continua cuyo dominio (W, w)
estd finitamente generado, entonces el sumidero de inclusiones

S=(r: (Fwl|r) = (W,w))por. (w)

es final. Por otro lado, debido a la continuidad de la funcién f : (W,w) — (X, 7), para toda
F € Potg (W) resulta continua la restriccién

fr(Fwle) — (FE),7|m)
w — f(w)

Pero F' € Potz (W) implica f (F') € Potgz (X); entonces como consecuencia de la definicién
de 7/, para todo F' € Potg (V) resulta continua la inclusién

OIE (f(F), 7)) — (X,7)
Entonces, puesto que el diagrama

(F,w | p) ——— (W, w)

f f

(f(F),7 |f(F))W (X,7")

conmuta para todo F' € Potgz (W), resulta que la composicién
(F.wr) % (W,w) 5 (X, 7)

es continua, para todo F' € Potg (W). Esto implica, debido a la finalidad de w respecto a
(LF)PO,CK(W) ya (w |p)Pot€(W), y al teorema 1.2, que

f:Ww) = (X,7)

es continua, como se queria demostar. 4

Como corolario de los dos tltimos resultados se tiene que a un espacio topoldgico arbi-
trario (X, 7) se le puede dotar siempre de una nueva topologia 7" que lo hace un espacio
finitamente generado; este nuevo espacio (X, 7’) es llamado espacio finitamente gene-
rado asociado a (X,T).

Corolario 2.1 La Top-clase de los espacios finitamente generados es la clase de objetos de
una subcategoria bicorreflexiva de Top, la cual se denotard por F.
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2.4. Espacios compactamente generados.

Definicién 2.7 Un espacio topoldgico (X, T) se dice que estd compactamente generado
si es final el sumidero de inclusiones del conjunto de subespacios compactos de (X, 7).

Definicién 2.8 Definicion 2.9 Al conjunto de subespacios compactos de (X, T) se le de-
notard como Potg (X, 7); es decir:

Potg (X, 7) :={C C X : C es compacto}

Proposicién 2.6 Si (X, 1) es cualquier espacio topoldgico, son equivalentes:
(a) (X, T) estd compactamente generado.
(b) U € 7 si, y solamente si, UNC € 7T |c, para toda C € Potg (X, 7).

Demostracion.
(a) = (b): Por (a), es final el sumidero

(LC' : (077 |C') - (X> T))Potﬁ(X,q—)

Por lo tanto, para toda C' € Potg (X, 7), U € 7 si, y solamente si, t;' (U) € 7|¢; es decir,
para toda C € Potg (X, 7),

U € 7 si, y solamente si, UNC € 7¢

(b) = (a): De acuerdo a la definicién de sumidero final, (b) significa que 7 es la topologia
final corespondiente a (v¢ v (7o . Por lo tanto, el sumidero
POtg(X,T) POtg(X,T)

(e (C,7le) = (X, 7))oty (x.m)
es final y (X, 7) estd compactamente generado.4
Ejemplo 2.5 Todo espacio finitamente generado estd compactamente generado.

En efecto, sean (X, 7) un espacio topoldgico finitamente generado y U C X tal que, para
toda C € Potg (X, 7), UNC € 7|c. En particular, dado que cualquier subespacio finito de
(X, T) es compacto, se tiene que para toda F' € Potz (X), UNF € 7|p. Por tanto, U € 7y,
por la proposicién anterior, (X, 7) estd compactamente generado. 4

Proposicién 2.7 Sea (X, 7) un espacio topolégico arbitrario. Si
T, ={UCX:UNC €T1lc, para toda C € Potg (X, 7)}

entonces T, es una topologia para X mds fina que T.
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Demostracion. Considérese el sumidero de inclusiones
S = (LC : (077_ |C) - X)POtR(X,T)
7 hace continua a cada inclusién y 7, es final. Por lo tanto
TC T 4

Corolario 2.2 Si (X, 7) es cualquier espacio topoldgico y T, es la topologia para X de la
proposicion anterior, entonces (C, 7 |c) es compacto en (X,T) si, y sdlo si, (C,T..|c) es
compacto en (X, T,.).

Demostracion. Si (C,7|c) es compacto en (X,7) y (Uj); € 7, es una cubierta de C;
entonces, de acuerdo con la definicién de 7,,, para toda j € J se tiene que

Uj NnCcCer |C
En consecuencia, para toda j € J existe V; € 7 tal que
v,inC=U;nC

Entonces
c=UUne) =U®yno)
jeg jeg
Esto implica que (V;),; es una cubierta abierta de C' segin 7 y, por consiguiente, puede
extraerse de ella una subcubierta finita (V;), de (V). Pero entonces

0=<UVj>ﬂ0= U Wnc)= U U;nC)

J€Jo J€Jo J€Jo

lo cual significa que (Uj), es una subcubierta fnita de (Uj),. Por lo tanto (C,7.|c) es
compacto en (X, 7).
Reciprocamente, puesto que por la proposicién anterior s es més fina que 7, se tiene que

lx : (X,7) — (X, 7);

es continua; por lo tanto cualquier compacto C' de (X, 7,.) es aplicado por 1x en un compacto
de (X, 1), pero ese compacto es C; por lo que C' es compacto en (X, 7).4

Proposicién 2.8 Sea (X, T) cualquier espacio topoldgico. Si 7, es la topologia para X de la
proposicion 2.7, entonces:

(a) (X, T,) estd compactamente generado.

(b) Si f: (W,w) — (X, 7) es cualquier funcion continua, donde (W,w) estd compactamente
generado, entonces f : (W,w) — (X, 7,) es continua.
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Demostracion de (a). De acuerdo con la definicién de 7., es final el sumidero de inclusiones
de los subespacios compactos de (X, 7), es decir:

e ((Cy7le) = (X, T"‘))POtg(X,T)

es un sumidero final; por lo tanto (X, 7,.) estd compactamente generado, pues Potg (X, 7) =
Pot g (X, 7‘,,).

Demostracion de (b). La prueba es analoga a la de la proposicién 2.5 4

Obsérvese nuevamente la importancia de estos dos ultimos resultados al asegurar que a
un espacio topoldgico arbitrario (X, 7) se le puede dotar siempre de una nueva topologia 7,
que lo haga un espacio compactamente generado, a este nuevo espacio (X, 7,.) se le suele
denotar por (X) y es llamado el espacio compactamente generado asociado a (X, 7).

Corolario 2.3 La Top-clase de los espacios compactamente generados es la clase de objetos
de una subcategoria bicorreflexiva de Top, la cual se denotd por K.

Enseguida se veran algunos ejemplos de espacios que estan compactamente generados.
Ejemplo 2.6 Todo espacio topolégico localmente compacto estd compactamente generado.

En efecto, sea (X, 7) un espacio topoldgico localmente compacto. Sea U C X tal que
para toda C € Potg (X, 7) se satisface que

UncCerle
Sea x € U y sea (Cy una vecindad compacta de x; entonces
relUNCyeT|e,
Por tanto, existe alguna V' € 7 para la cual
VNnCy=UnNCy

Entonces
xreUNCy=VNCyCU

y como tanto Cy como V' son vecindades de z, entonces CyNV es una vecindad de x contenida
en U; por tanto U € 7.4

Teorema 2.4 Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico; son equivalentes:

a) (X, 1) estd compactamente generado.

b) Si f: (X,7) — (Y,0) es una funcion tal que f|c : C — (Y,0) es continua, para todo
subespacio compacto C de (X, T), entonces f es continua en (X, 7).
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Demostracion. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(C,7 |o)—L—(V,0)

lc

—

(X,7)
el cual muestra que 7 es final respecto de (7 |¢ 7[’C)Pot§(X,7—)“

2.5. Subcategoria correflexiva inducida por una propie-
dad

Los dos ejemplos anteriores ilustran una técnica para generar subcategorias correflexivas
de Top a partir de una propiedad dada, siempre que ésta se preserve bajo funciones continuas.

Los objetos de la subcategoria correflexiva S, seran los elementos de la clase de espacios
cuyas topologias sean finales respecto del sumidero de inclusiones de los subespacios que
satisfacen la propiedad p. El correflejo de un espacio topoldgico (X, 7) serd un espacio (X, 7,)
con el mismo conjunto subyacente X, estructurado por una topologia 7, que satisfaga las
tres condiciones siguientes: Que sea més fina que la topologia original (i.e. 7 C 7,), que al
topologizar a X dé lugar a un Sg-espacio (i.e. (X,7,) € Ob(S,)), y que sea la minima que
satisfaga estas dos condiciones.

A continuacion se define y construye lo antes mencionado:

Definicién 2.10 Una propiedad ¢ es una clase de espacios topologicos, es decir, o C

Ob (Fop).

Definicién 2.11 Se dice que un espacio topoldgico (X, 7) tiene la propiedad ¢ siy sola-
mente si (X, T) € p.

Ahora se define a la familia de subespacios de un espacio dado que tienen la propiedad
y a la topologia que es coherente con cada uno de ellos, y que resulta ser una identificacién
bajo la proyeccién canonica.

Definicién 2.12 Dados, el espacio topolégico (X,7) y ¢ C Ob(Top) una propiedad, se

define:
Poty (X, 7) :={P C X : (P,7|p) € p}

7, ={UC X:PNUET|p, para toda P € Poty (X, 7)}

La siguiente observacién sera relevante en la siguiente seccion.
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Observacion 2.4 La coproyeccion canonica

p: I (A7lp) — (X,7)

Potm (X,T)
xX (g X

es una identificacion.

Alser (X, 7,) un espacio de identificacion, 7, es final respecto de la coproyeccién canénica
y de la topologia del coproducto y, por tanto, del sumidero de inclusiones (P, 7 |p) — (X, 7).

Es importante advertir que lo que se busca es que (X, 7,) € Ob(S,,), para lo cual es nece-
sario que 7, sea final respecto del sumidero de inclusiones de los elementos de Potg (X, 7).
A continuacién se vera que ambos conjuntos coinciden bajo ciertas restricciones.

Proposicién 2.9 Dada P € Poty (X, 7) se tiene que T|p = T, |p

Demostracion. (C) Es claro que 7 C 7, y por tanto, 7|p C 7, |p.
D) Sea U € 7, |p, ; entonces existe alguna V' € 7, tal que:
( olpy g p tal

VNnBh=U
En consecuencia, para toda P € Potg (X, 7) se tiene que:
PnVerlp v VNPh=U

de lo cual se sigue que:
VﬂP0€T|PO y VNP =U

Por lo tanto, U € 7 |p, .4

Definicién 2.13 Se dice que una propiedad o C Ob(Top) se preserva bajo funciones
continuas si para todo espacio topolégico (X,7) y para toda f € Top (X, 7),(Y,0)) se
tiene que:

(X, 1) € p implica (f (X),a}f(x)) €p

Proposicién 2.10 Si p C Ob(Top) es una propiedad que se preserva bajo funciones con-
tinuas, entonces Potg (X, 7) = Potg (X, 7).

Demostracion.(C) Es inmediato, pues 7|p = 7, |p.

(D) Dado P € Potg (X, 7,,), como 7 C 7, se tiene que 1p : (P, 7, |p) — (P, 7 |p) es contin-
ua. Por tanto, como (P, 7, |p) satisface p, también (P, 7|p) la satisface. Consecuentemente,
P e Pthg (X, 7‘)0

Corolario 2.4 Dados, un espacio topoldgico (X,7) y ¢ C Ob(Top) una propiedad que se
preserva bajo funciones continuas, entonces T, es final respecto del sumidero:

(LP : (P> To |P) - (X> TKD))POtm(X,T)
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Definicién 2.14 Dada o C Ob(%op) una propiedad, se define:
S, = {(X, 7) € Ob(Top) : (1 = (P 1) = (X,7))pory () € ﬁnal}

Teorema 2.5 Dada o C Ob(Top) una propiedad, si p se preserva bajo funciones continuas,
entonces S, es una subcategoria correflexiva de Top.

Demostracion. (i) Dados (X,7) € Ob(S,) y un espacio topoldgico (Y,o) tales que

h
(X,7) = (Y, 0), entonces Poty (X, 7) = Potg (Y, o) por ser p una propiedad que se preserva
bajo funciones continuas, y ademas se tiene el diagrama conmutativo:

(P, |p)—— (X, 7)
h \ h
(h(P),o |h(P))T(P)> (Y,0)

del cual es inmediato que (Y, o) € Ob(S,); por lo tanto, S, es una Top-clase.

(¢4) Dado un espacio topoldgico (X,7), se tiene que (X, 7,) € Ob(S,) y ademds que
lx : (X, 7,) — (X, 7) es una correflexién, pues dada cualquier f € Top ((W,w), (X, 7)) con
(W,w) € Ob(S,), se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(P,w | p)—ts (W, w)

|

P T lre) gy (X 70)

f

con P € Poty (W,w) v Ksp), tp son las inclusiones canénicas. Como la restriccién

fi P — f(P)
r = f(x)

es continua, entonces (f (P),7 |yp)) € ¢ v, por tanto, f (P) € Poty (X, 7,). De aqui que
Ky(p) sea continua y, como para toda P € Poty (W, w) se satisface que:

kppyf =pf
y w es final respecto de (w|p ; tp)poyy () S€ tiene que f € Top (W,w), (X, 7). 4
Corolario 2.5 (X, 7) € Ob(S,) si y solamente si (X, 7) = (X, 7).

Demostracion. Todo S,-espacio es su propio correflector y S, es cerrada bajo homeomorfismos. ¢
Hasta el momento sélo se han asociado subcategorias correflexivas de Top a propiedades
que se preservan bajo funciones continuas, pero observando que S, se obtiene formando
identificaciones de coproductos de espacios que satisfacen la propiedad g, se puede generalizar
la técnica.
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2.6. Caracterizaciéon de las subcategorias bicorreflexi-
vas

Proposicion 2.11 Sir: X — Y es una retraccion yr = gf, donde
f:X—>2Z vy g:Z-—>Y
son continuas, entonces g e€s una retraccion.

Demostracion. Como r es retraccion existe una funcion continua s : Y — X tal que
rs = ly; puesto que r = ¢gf, entonces

ly =rs=gfs
es decir, fs es un inverso derecho continuo de la funcién g. Luego ¢ es retraccion. 4
Proposicion 2.12 Toda retraccion inyectiva es homeomorfismo.
Demostracion. v : X — Y es una biyeccién continua con inversa continua s: Y — X.4

Definicién 2.15 Se dice que una subcategoria A de Top estd cerrada bajo la formacion
de retracciones (6 de identificaciones) si el hecho de que r : A — B sea una retraccion
(0 una identificacion) con A € Ob(A) implica que B € Ob(A).

Lema 2.1 Toda subcategoria bicorreflexiva de Top estd cerrada bajo la formacion de retrac-
ClLOMES.

Demostracion. Sean, un espacio topolégico (X, 7), A una subcategoria bicorreflexiva de
Top, un A-espacio (A,a) y r: (A, a) — (X, 7) una retraccion.

Sea (X, 7') el correflector de (X, 7) en A. Entonces tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

(A, @) —— (X, 7)

,
Ix

(X, 7)

Por las dos proposiciones anteriores, 1y es una retraccién inyectiva y, por tanto, es un
homeomorfismo. ¢

Observacion 2.5 Notese que
{(X,7) € Ob(Top) : 7 =Pot(X) o 7={X,0}}

es una Top-clase que no es una clase de objetos para ninguna subcategoria bicorreflexiva de
Top.
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Proposicién 2.13 Dada una funcion continua y suprayectiva f: (X, 7) — (Y,0), ezisten
un espacio topoldgico (Z,p) y un par de funciones continuas h y p que hacen conmutar el
diagrama:

(X, 7)—L—(Y,0)

D

(Z,p)

con p una identificacion y h biyectiva.

Demostracion. Basta tomar (Z, p) = (X /~y ,7) donde para cualesquiera puntos x1, xs €
X

T ~px2 e f (z1) = f (22)

y T es la topologia final para X /~ respecto (7, p), siendo p la proyeccién candnica

p: X — X/~y
z o= 1]

y definir
h (X [~p,7)— (Y,0)

mediante h[z] = f (z)4

Teorema 2.6 Sea A cualquier subcategoria bicorreflexiva de Top. Entonces:
(a) A estd cerrada bajo la formacion de identificaciones.
(b) A estd cerrada bajo la formacion de coproductos.

Demostracion. Sean, (A;,a;); € Ob(A), un conjunto X y un sumidero (f; : A, — X);.
Si 7 es final respecto a (ay, f;);, se tiene que (X, 7) es homeomorfo al coproducto de (4;, o);,
que es un espacio de identificacién cuando § (1) = 1.

Sea (X, 7') el correflector de (X, 7).

Entonces, dado que para toda i € I se cumple que 13 f; = f;, por la finalidad del
sumidero

(fi i (A i) — (X, 7))

15" es continua y, por lo tanto, 1x es homeomorfismo. 4

Teorema 2.7 Sea A una subcategoria de Top cuya clase de objetos tiene elementos no
vacios. Son equivalentes:

a) A es bicorreflexiva.

b) A estd cerrada bajo la formacion de identificaciones y coproductos.
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Demostracion.
(a) = (b): Es el teorema anterior.
(b) = (a): Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si X = &, entonces (X, 7) es un A-espacio ya
que es el coproducto vacio de A-espacios.

Supongase X no vacio. Sea S la clase de funciones continuas con dominio un A-espacio
y codominio (X, ), es decir:

S = [Top (A, @), (X, 7))]opa

Noétese que S es un episumidero (pues entre sus elementos estén las funciones constantes).
Sea I una clase de indices tal que § = ( fi);- Obsérvese el siguiente diagrama conmutativo:

/ \ .

donde (¢;); son las inclusiones canénicas en el coproducto, « es la topologfa final respecto de
(i, ti), f esla funcién continua que existe por la definicién 1.7y p y h son la identificacion y
la biyeccion que existen por la proposicién2.13. En caso de ser (Z, p) un A-espacio, se tendria
que (Z, p) es un correflector de (X, 7) y h una correfleccion.

Se veréd que (Z, p) es un A-espacio.

Para cada € X considérese un A-espacio (A, a,) no vacio tal que f( ») = x. Para
cada V € Pot(Z) — p considérese un A-espacio (Ay,ay) tal que o' (p™1 (V) ¢ ay; tal
A-espacio existe debido a la finalidad de p. Sea

K =XU(Pot(Z)—p) ;

entonces "
p: H (Ak,&k) - (Z>p)
keK
a = pla)

es una identificacion, ya que:

= al ser cada (A, a,) un cofactor, p es suprayectiva
= al ser p una restriccion de p y p continua, p es continua

» siV ¢ p, pt (V) no es abierto en [] (A, ax) porque ¢yt (p71 (V) ¢ oy . ¢

keK
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2.7. Descripcién de la subcategoria bicorreflexiva ge-
nerada

Observacion 2.6 Obsérvese que la interseccion de subcategorias correflexivas de Top, tam-
bién es una subcategoria correfleriva de Top.

En efecto, dicha interseccion es plena y repleta, y estd cerrada bajo identificaciones y
coproductos.

Esta observacién y el hecho de que Top es una subcategoria correflexiva de Top justifica
la siguiente definicién.

Definicién 2.16 La subcategoria correfleriva generada por una Top — claseA es la
interseccion de todas las subcategorias correflerivas cuyas clases de objetos contienen a A.

Lema 2.2 Sean
() & (@) g ((Kam) & 0m)

coproductos topoldgicos arbitrarios. Si para toda i € I existe una identificacion
C; ! (AZ7 ai) - (Xi77_i)

entonces existe una unica funcion continua ¢ : (A,a) — (X, 7) que para toda i € I hace
conmutar el diagrama

fi

(Ai> ai) (A> Oz)
(Xi> Ti) (X, ’7')

7

y es una identificacion.

Demostracion. (gic;); es un sumidero, por lo que existe una funcién continua que hace
conmutar el diagrama, por la definicién 1.7.

Sean, un espacio topoldgico (Y,0) y h € Get (X,Y) tal que he es continua.

Entonces, para toda @ € I se tiene que

hefi = (hgi) C;

es continua; y como cada ¢; es una identificacién y (g;); es un sumidero final, resulta que h
es continua.
Por lo tanto, 7 es final respecto de («, ¢). Por lo tanto, ¢ es una identificacion. ¢



38 CAPITULO 2. SUBCATEGORIAS CORREFLEXIVAS DE TOP

Teorema 2.8 Sea A una subcategoria de Top arbitraria. Entonces:
A = {(X,7) € Ob(Top) : (X,7) es una identificacién de un coproducto de A-espacios}
es la clase de objetos de la subcategoria correfleriva generada por A.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

(Ai, i)

(Y,0) (I Am, @)

mel

donde (A;, o;); € A, « es final respecto de (s, ;) ¥ ¢ es una identificacién.

Entonces (X,7) € A.

(a) Si h es homeomorfismo, entonces (Y, o) € A pues he es una identificacién. Por tanto
A es una ‘Top-clase.

(b) Si h es una identificacién, entonces (Y, o) € A pues hc es una identificacién. Por tanto
A es cerrada bajo identificaciones.

(c¢) Sea I x J un conjunto de indices y sea (A(m),a(i’j))
diagrama conmutativo:

IxJ C Ob(A). Considérese el

(I Agiry, i)

keJ
i) X(X )
(Agig)s aig) Fi bi
L(i.j) . ( Igl X, T)
(1T Agg), i)
IxJ

donde «; es la topologia final para []Aqy) respecto de las inclusiones i(; j), 7; son las
keJ
topologias finales para X; respecto de las identificaciones ¢;, 7 es la topologia final para

[1 X; respecto de las inclusiones ¢;, ¢(; ;) son las inclusiones canénicas del teorema 1.11 y
mel
donde las inclusiones k; existen por la definicién 1.7. Entonces, ¢ es la identificacién que
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existe por el lema 2.2. Luego, ( [T X0, 7') es identificacién de un coproducto de A-espacios

mel
y, por lo tanto, A estd cerrada bajo coproductos.

Esto prueba que A es una Top-clase con la siguiente propiedad: Al anadir todos los
morfismos entre sus elementos, las identidades respectivas y la ley de composicion, se obtiene
una subcategoria bicorreflexiva que contiene a A y que, por construccién, es minima.4

Se seguird cometiendo un abuso de notacién en la siguiente

Definicién 2.17 Se denota porA a la subcategoria correflexiva generada por A.

Asi, se tienen dos métodos para obtener subcategorias correflexivas a partir de propiedades
determinadas.

Observacion 2.7 Para una propiedad o C Fop que se preserva bajo transformaciones con-
tinuas se tiene que ambos métodos generan la misma subcategoria correfleriva de Top, es
decir, S, = p.

Observacion 2.8 Sea p C Ob(%Top) la propiedad de ser finito y sea ¢ C Ob(%Top) la
propiedad de ser finitamente generado, entonces es claro que S, = Sy .

En resumen, a toda Top-clase se le puede asociar una propiedad que se preserva bajo
homeomorfismo, a saber, ella misma; ésta, a su vez, nos define una subcategoria correflexiva
de Top, a saber, su generada, pero no necesariamente es la inica que lo hace.

2.8. La reticulade subcategorias bicorreflexivas de Sop

Al estar cerradas bajo intersecciones y ordenadas por la contencion, resulta que las sub-
categorias bicorreflexivas de Top forman una reticula, cuyo elemento 0 es {(} y cuyo elemento
1 es Top. -

Se muestran a continuacién algunos ejemplos mas de subcategorias correflexivas y se dan
los primeros elementos de la reticula.

Ejemplo 2.7 Como un primer ejemplo de subcategoria correfleriva generada, se tiene a la
generada por la subcategoria vacia (). Puesto que @ es la subcategoria correflexiva mds chica
de Top, y puesto O C {0}, resulta que

0= {0}

Ejemplo 2.8 La subcategoria D, cuyos objetos son los espacios discretos es la subcategoria
bicorrefleriva generada por la Top-clase de los espacios singulares.
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En efecto, sea
A, = {(X/\>T/\) €O0b(ZTop): Xn={xx} o X,=0,con e A}

siendo A cierta clase de indices.
Sea (X;,73), CA considérese el siguiente diagrama conmutativo:
Y I m

(Xi, 73)

(1T Xk, 7)

kel

(X, 7)

Como las flechas del sumidero (¢;); siempre son continuas, 7 es discreta. Como 7 es discreta,
si ¢ es una identificacién, entonces 7’ es discreta. Por tanto, A,, € D; y como D es la minima
subcategoria bicorreflexiva de Top, se tiene que A,, = D.4

Ejemplo 2.9 Sea I, la Top-clase cuyos elementos son todos los espacios indiscretos con dos
puntos, y sea Iy la subcategoria plena y repleta de Top cuya clase de objetos son todos los
espacios topoldgicos cuyos conjuntos abiertos son cerrados. Entonces, I, es una subcategoria
bicorreflexiva de Top tal que Iy = I.

En efecto: (a) Sea (A,«a) € Ob (E), entonces existen un conjunto (X;,7;); C I y una
identificacion:
p: 11 (Xi,7) — (4, a)

i€l
Sea U € «; entonces, para toda i € I:
ptUNX; =0 o ptUNX; =X,
De aqui que, para toda i € I:

ptA-U)=X;, o pt(A-U)=0

Por lo tanto, A — U € «, de lo cual se concluye que (A, a) € Ob(IL) y, por lo tanto, E C IL.
(b) Sea (X, 7) un I -espacio. Definase, para cada z € X:

B, =n{Uer:2e€U}
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Noétese que para toda x € X se tiene que

B.et y 71|B,={B,0}
y que para cualesquiera x,y € X

B,NnB,=0 o B,=B,
Por tanto:

(X,7) =11 (Ba,, 7 | B,)
i€l

donde (x;); es un conjunto de representantes de las componentes indiscretas.

Entonces, para demostrar que Ob (I) € Ob <E), basta expresar a cada B,, como una
identificacién de coproductos de Ip-espacios.

Si t(B;,) = 1, considérese la constante.

De otro modo, definase:

EBzi :{Bngzﬁ(B):Q y .CEZEB}
y sea

p: I (B{B,0}) = (B, 7| Bx)

BGEBZZ,

donde p es la coproyeccion canonica, es decir, coincide con la identidad en cada cofactor.
Entonces p es suprayectiva y es continua.

Sea V C B,, tal que p~* (V) es abierto; entonces, para toda B € []Bzi, p~' (V) es abierto
en B; y por tanto, para toda B € C B,, se tiene alguna de las siguientes igualdades:

p(V)=B o p ' (V)=0
Distinganse dos casos, a saber:
Si z; € V se tiene que para toda B € EBzi se satisface que:
p'(V)NB=B
y por tanto V = B,,.
Si z; ¢ V se tiene que para toda B € EBzi se satisface que:
pt(V)NB=10
y por tanto V = 0.

Consecuentemente, V' € 7 | B,,, de lo cual se sigue que p es una identificacion. ¢
I, es la subcategoria de los espacios localmente indiscretos. Este nombre obedece a
que cada punto tiene una vecindad indiscreta..
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Proposicion 2.14 Toda subcategoria bicorreflexiva de Top distinta de D tiene entre sus
objetos a los espacios indiscretos de dos puntos.

Demostracidn. Sea A una subcategoria bicorreflexiva de Top distinta de D. Sea (2, 7) el
A-correflector de (2,{@,2}), donde 2 = {0, 1}.

Sea (A, «) un A-espacio tal que « no es discreta. Entonces existe B & A tal que B ¢ «.

Considérese el siguiente diagrama conmutativo

(4,0) — 42 {0,2))
fi

(2,7)

Lo

donde para i € 2 se define
fi:A—2
mediante
i,sia € B
{ (i4+1) oqo-5ia ¢ B
Parai € 2, f; : (A, o) — (2,{9@,2}) es continua, porque el codominio es indiscreto; por
lo tanto, para i € 2, fZ : (A,a) — (2,7) es la unica funcién continua que hace conmutar el
diagrama.
Notese que
ffi{i}=B¢a
Por lo tanto, para i € 2, {i} ¢ 7, de lo cual se sigue que 7 = {2, 2}.4
Como consecuencia de la proposicién anterior se puede asegurar que Iy, es la subcategoria
bicorreflexiva inmediatamente superior a D segun el orden dado por la contencion C entre
categorias plenas; esta situacion entre D e I, quedard indicada escribiendo

DC I
¢
Definicién 2.18 Sea

5= {(X.7) € Ob(Top) : §(X) =2 y 2(r)=3)

es decir, es la clase de los espacios topoldgicos homeomorfos al espacio de Sierpinski (i.e.
({0,1},{0,{0},{0,1}}), que se puede escribir como (2,3)), debido a lo cual la denotaremos
por 2.

Lema 2.3 Dadas, (X;,7;); € X, (HXZ‘,T), donde T es final con respecto al sumidero de
i€l
inclusiones, yU € 7, siz € X;, {x} ¢ 7, yx € U, entonces U N X; = X;.
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Demostracion. Si U € 7, entonces para toda ¢ €
UNnX,ern

Por tanto, si UNX; # 0y {z} ¢ 7;, entonces U N X; = X;.4

Recuérdese que F denota a la subcategoria bicorreflexiva de los espacios finitamente
generados, es decir, aquéllos para los que resulta final el sumidero de inclusiones de los
subespacios finitos.

Proposicion 2.15 2 =F.

Demostracion. (C) Por ser finito, el espacio de Sierpinski esté finitamente generado, por
lo que ¥ C Ob (F); consecuentemente, Y CF.

(2) (a) Primeramente se vera que todo espacio finito (F, ) es identificacién de un co-
producto de Y-espacios, para lo cual se aplicard induccion sobre el nimero cardinal de F'.

Si t (F') = 0, entonces el coproducto vacio de YX-espacios es (F, ¢), con ¢ = {@}.

Sit (F') = 1, entonces la constante desde (2,3) a F' es una identificacién.

Supongase que (F, ¢) es identificacién de un coproducto de X-espacios, cuando f (F) = k.

Sean, F' un conjunto cuyo nimero cardinal es k + 1, ¢ € Top [F] y W C F tal que
¢ |lw={W, @}; tal conjunto existe por ser finito F.

1. Si W = F, basta observar que

c:(2,3)] |(2.3) = (2.{0,2})

dada por
c(0)=c(1)=0 y c(1)=c(0)=1

es una identificacién y que, en consecuencia, Iy C % y, por tanto, I, = HN_Q - % De
aqui que F' € Ob <%), pues F' € Ob (Hi)

2. SiW # FyseaV:=J{U € p: WNU=g}.Si F—V =W, entonces la coproyeccién
canonica:
c:W| |V—F
resulta un cociente. Para ver esto hay que tener en cuenta que F' es finito y, por con-
siguiente, cada punto tiene una vecindad abierta minima que se obtiene intersectando
todas las vecindades abiertas de dicho punto, la cual estard completamente contenida

en cualquier conjunto abierto de W | |V que tenga al punto. Ahora se examinard el
caso en el que F— (W UV) #@. Sean Y := F—(WUV), A, :== (WU {y},¢ lwu),

donde y € Yy
cﬂF—WHJOI%)aF

yey
la coproyeccion candnica, que resulta un cociente, nuevamente debido a que cada punto
tiene una vecindad abierta minima. Por hipétesis de induccién, F' — W y cada A, son
identificaciones de coproductos de 4-espacios.
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(b) Ahora se vera que todo F-espacio es identificacién de un coproducto de un conjunto
de espacios finitos.
Sea (X, 7) un F-espacio; entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L

(F,7 | —— (X, 7)

LIF 1X
( I 7 lp——(X,7)
FePotg (X) ¢
donde
c: I (Frlr) — (X,7)
FePotg (X)
(x, F) — T

y 7' es final para X respecto a ¢ y a la topologia de  [[  (F,7 |r). Puesto que cada
FePoty (X)

F-espacio es su propio correflector, (X, 7) = (X, 77).
SECE

Entonces queda probado que

Y=F

¢

Proposicion 2.16 Todo espacio localmente indiscreto estd finitamente generado, pero no
reciprocamente.

Demostracion. Es claro que I, C F. Para mostrar que lo reciproco es falso, basta pensar en
el espacio de Sierpinski que esta finitamente generado pero que, claramente, no es localmente
indiscreto. ¢

Proposicién 2.17 Toda subcategoria bicorreflexiva que contenga propiamente a I tiene
entre sus objetos al espacio de Sierpinski.

Demostracion. Si A es una subcategoria bicorreflexiva que contiene propiamente a I,
entonces existen un A-espacio A y un abierto U C A que no es cerrado. Sea

pU:A_){()?l}

dada por
0,siacU

pU(“):{1,sia¢U

Por lo tanto, la identificacién inducido por py es el espacio de Sierpinski. 4
Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores se tiene el siguiente
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Corolario 2.6 I, C F. 4
Los resultados anteriores pueden sintetizarse escribiendo
{o}chclL,cFcK

Una descripcién casi completa de la reticula de las subcategorias bicorreflexivas de Top puede
encontrarse en [5].
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Capitulo 3

Bicorreflexividad y clases de funciones

En el capitulo anterior se mostraron dos métodos para obtener subcategorias correflexivas
de Top, y se mostré a su vez que la dnica que no es bicorreflexiva es {(}. Horst Herrlich
menciona en un articulo [5] que el primer método es demasiado particular para obtener por
medio de él a todas las subcategorias bicorreflexivas de Top y desarrolla un método, por
medio de operadores limite, para obtenerlas todas, ademas de establecer una biyeccién entre
las subcategorias bicorreflexivas de Top y los operadores limite idempotentes.

Graciela Salicrup y Roberto Véazquez muestran en su articulo [1] otra forma de obtener
a todas las subcategorias bicorreflexivas de %op, de esto trata el presente capitulo.

Iniciamos con el concepto de producto fibrado.

3.1. Producto fibrado en <op

Definicién 3.1 Un cuadrado conmutativo de funciones continuas:
Ao
Jo 90

se llama cuadrado cartesiano si, dadas cualesquiera dos funciones continuas
a; - W — A;, i€ {0,1}

tales que
Joto = g1a1

47
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exista una unica funcion continua
fw-=X

tal que conmuta el diagrama:

/\
\\/

En tal caso se hablard de la fuente:

w

fZX%AZ,ZE{O,l}
como de un producto fibrado del sumidero:
gZAZHA,ZG{O,l}

en Top y se dird que la pareja de funciones (fi)ze{o,u tiene la propiedad universal del
producto fibrado.

Observacién 3.1 Todo producto fibrado es una monofuente.*

En efecto, obsérvese el siguiente diagrama conmutativo

Ao

fo 90

f
W X A
h
fi
aq g1
Ay

donde (f;),c (0.1yes un producto fibrado de (9i);c (0.1}- Entonces, por la propiedad universal
del producto fibrado, f = h.4

Qo

1Véase la definicién .
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Descripcion del producto fibrado en Top.

Proposicion 3.1 En Top cualesquiera dos funciones de codominio comun tienen un pro-
ducto fibrado.

Demostracion. Sea (g; : A; — A)ie{O 1y un sumidero de funciones continuas y sea:
x = {oe A anm @) = 01 (1 o)
ic2
Sean W € Top y ag, a; dos funciones continuas tales que conmuta el diagrama

Ao
ao

y41
a1 g1

Entonces, se tiene el diagrama conmutativo

[14;

je2

a;
Di

A;

donde f existe y es ﬁnica por la propiedad universal del producto topoldgico.
Dado w € W, goap (w) = gra1 (w); por lo tanto, f (W) C X y conmuta el siguiente

\\ /

Por abuso del lenguaje, se dice que X es el producto fibrado de la pareja (gi)z‘e{o,1}"
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Observacion 3.2 FEl producto fibrado también puede ser definido en Get.
Proposicion 3.2 FEl producto fibrado es inico salvo homeomorfismo.

Demostracion. Dado el Top-sumidero

(fiiAiHA)

1€{0,1}

sean
(gi: X — Ai)ze{m} ;o (hiY — Ai)z‘e{m}
productos fibrados de (f;),c (0,1}; entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
Ao
9o
ho Jo

G

Y A
H
hq
\\ %
Ay

donde G y H existen y son tunicas por la propiedad universal del producto fibrado. En
consecuencia para todo i € {0, 1}

X

gHG = glx 'y hGH =hily
Ademads, como (gi);c(o.1y+ (hi)ieqo1y Son monofuentes:
HG=1x y GH=1y

Por lo tanto, X = Y. ¢

Proposicion 3.3 Si
(fi: X — Ay)

1€{0,1}

es un producto fibrado de (g; : A; — A)ie{o,l} y h: W — X es un homeomorfismo, entonces
(fih)ic(0.1y €s un producto fibrado de (;);cq1y-
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Demostracion. Sean, un espacio topoldgico V' y para toda i € {0, 1}, v; € Top (V, Ai)z‘e{m}
tales que hacen conmutar al diagrama

Vo

Ao

fo 9o

=

n
Ay

U1

Entonces existe una tnica f: V — X tal que para toda ¢ € {0, 1}:
fif =wvi
Entonces para toda i € {0, 1}:
(fih) (™1 f) = v

donde h™!f es unica, por la unicidad de f. Por lo tanto, (f;h)

de (Qi)z‘e{o,l}"
Ahora se puede definir a un tipo especial de clases de funciones que servird para construir
subcategorias bicorreflexivas de Top.

icf{0,1} €S un producto fibrado

3.2. Definicion de 0-clase y de 1-clase
Definicién 3.2 Una 0-clase es cualquier clase de funciones continuas y suprayectivas.

Definicién 3.3 Una 0-clase M se llama 1-clase si para todo cuadrado cartesiano en Top

, el hecho de tener f en M implica que g pertenece a M.
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Ejemplo 3.1 La 0-clase mdzrima:
Miz == {f € Mor (%op) : [ es suprayectiva}
es 1-clase y, por lo tanto, es la 1-clase madxima.

En efecto, considérese el siguiente cuadrado cartesiano:

Ay

Si go € Mpmar y a1 € Aj, entonces existe ag € Ay tal que go(ag) = g1(aq).
Para i € {0,1} sea
w;: {@} — A
0] = a;
Entonces existe f : {@} — X tal que, para ¢ € {0,1}, fif = w;. Por lo tanto, fif (&) = a;.
Por lo tanto, f1 € M5, 4

Observacién 3.3 La union de 0-clases es una 0-clase.
Lema 3.1 La interseccion de 1-clases es 1-clase.

Demostracion. Sea J una clase y para toda j € J sea M; una I-clase; considérese el
siguiente diagrama conmutativo:

Ao

Ay

Si es un cuadrado cartesiano y go € ()M, entonces para toda j € J, fi € M; y, conse-
jed
cuentemente, f; € (| M;. Por lo tanto (| M; es una I-clase.¢
jed jed
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3.3. 1-clase generada por una 0-clase M

Definicién 3.4 M denotard a la interseccion de todas las 1-clases que contienen a una
0-clase arbitraria M y se hablard de M como de la 1-clase generada por la 0-clase M.

Definicién 3.5 Dada M una 0-clase, sea M’ la clase de funciones [’ tales que existe un
cuadrado cartesiano:

f/

con fe M.
Lema 3.2 M’ es I-clase y M' = M.

Demostracion: (i) Supéngase que se tiene el siguiente cuadrado cartesiano:

con f € M'. Entonces existe un cuadrado cartesiano:

w
v 9
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con g € M. Entonces, el siguiente diagrama:

ba' g

Y/

es un cuadrado cartesiano y, por lo tanto, f' € M’. Consecuentemente, M’ es una I-clase.
(i) Sea N una I-clase tal que M C N y sea f' € M'. Entonces existe un cuadrado
cartesiano:

X

X' Y
f/
Y/

con f € M. Entonces, f' € N y, por tanto, M’ C N. Consecuentemente, M’ C M.
(7i) Dada f € M, es claro que el siguiente diagrama:

f ly
Y

es un cuadrado cartesiano. Por lo tanto, M C M’. Por lo tanto, M CM.¢

3.4. ‘Sop-clase asociada a una 0-clase

Definicién 3.6 Sea M una 0-clase; se define:

A(M) :={A € Ob(%op) : para toda f € M, sicod(f)= A entonces f es identificacion}
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es decir, A (M) consta de los espacios topoldgicos que nunca son codominio de algin elemento
de M, o bien, de los que cada vez que aparecen como codominio de alguna funcion de M,
dicha funcion es una identificacion.

Observacion 3.4 Para cualquier 0-clase M se tiene que A (M) contiene a los espacios
singulares. Por lo tanto, no toda propiedad estd asociada a una 0-clase.

Proposicién 3.4 Si M es una I1-clase, entonces A(M) es una Top-clase.

h
Demostracion. Sean, A un A(M)-espacio, A= By f € M tal que cod (f) = B.
Considérese el siguiente cuadrado cartesiano:

Y
B f

A

Como f € M, entonces f' € M, por lo que f es una identificacién.

Sean, C' un espacio topolégico y g € Get (B, C) tal que gf es continua; entonces, gfh' es
continua y, por lo tanto, ghf’es continua. Por lo tanto, g es continua, de lo cual se sigue que
f es una identificacion. ¢

Entonces, se puede pensar que cada I-clase describe una propiedad topoldgica; de hecho,
se puede decir todavia mas, como se vera mas adelante.

Observacion 3.5 En general, no es cierto que A (M) es una Top-clase, pero si lo es, se
indicard escribiendo A (M).

Ejemplos de ¥op-clases asociadas a 0-clases.

Ejemplo 3.2 Si M es la clase de todos los homeomorfismos, entonces dado cualquier espacio
topologico A y dado cualquier homeomorfismo f : X — A se tiene que f es una identificacion.
Por lo tanto A(M) = Ob(%op) .

Ejemplo 3.3 Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una 0-clase y para

todo espacio topologico A, cualquier retraccion r : X — A es una identificacion. Es decir,
A(M) = Ob (Top).

Ejemplo 3.4 Sea A una subcategoria bicorreflexiva de Top y sea M la clase de todas las
A-correflexiones; entonces A(M) = Ob(A).
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En efecto, sea X un espacio topoldgico; entonces
X € A(M) implica X € Ob(A)

porque A es cerrada bajo identificaciones.
Reciprocamente
X € Ob(A) implica X € A(M)

porque toda A-correflexién de un A-espacio es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.5 Si M = () entonces es una clase de funciones continuas y suprayectivas y
ademads:

A(D)={A € Ob(Zop) : para toda f, si f €0 y cod(f) = A entonces f es identificacion}

Puesto que es falso que f € 0, se tiene que todo espacio topoldgico A satisface la condicién
de pertenencia a A (Q). Por lo tanto M es una 0-clase tal que A(M) = Ob(%op).

Observacion 3.6 Obsérvese que si M y M’ son 0-clases tales que M C M’ entonces
A(M'") C A(M).

En efecto, si A € A(M')y f: X — A es un miembro de M, entonces f € M’ y por lo
tanto f es una identificacién. Por lo tanto A € A(M).

Lema 3.3 Sea I una clase y para toda i € I sea M; una 0-clase; entonces se tiene que

A(Un) =N o

i€l

Demostracién. (C) Para toda i € 1,

por tanto, para toda i € I,

de lo cual se sigue que
() a0
(2) Supdngase que B € (,c; A (M;); entonces, para toda i € I, si:
feM, y cod(f)=B
entonces f es una identificacion. Por tanto, si:

feUM y cod(f)=B
i€l
entonces f es una identificacion. Por consiquiente:

BeA(UMi) ¢

i€l
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Lema 3.4 Siendo J un conjunto de indices arbitrario, si (B;), es una particion de un
conjunto Y y f : X — Y es una funcidn suprayectiva, entonces siendo A; = f~1(B;), j € J,
se tendrd que (A;j); es una particion de X.

Demostracion. Se tiene que

Ua=Ur's)=r" <UBj> = (v)=X

jeJ jeJ jeJ

Debido a la suprayectividad de f tenemos que para cualquier j € J y cualquier b € Bj,
existe x € X tal que f(x) = b. Por lo tanto, A; # @, para toda j € J. Finalmente, si para
J,k € J se tiene que x € A; N Ay, entonces x € [f~H(B;) N f~1(By)] = f~1(B; N By). Por
lo tanto f (z) € Bj N By. Por lo tanto, B; = By y Aj = Ay. Esto prueba que (A;); es una
particién de X .4

Proposicion 3.5 Dado un conjunto de espacios topologicos no vacios y ajenos dos a dos
(A, aj)J y una funcion continua y suprayectiva

[ (X>T) - H (Aj>aj)

jeJ

entonces, siendo X; = f~1(A)) y 1 = T|X]., se tiene que (X, 7) = [ (X, 7).
jEJ

Demostracion. Por el lema anterior, X = [[X;. Ademés, para toda j € J:
jed

Xj = f_l(Aj) eT
Por lo tanto, (X, 7) = [[(Xj,7;), con 75 = 7 | x,. 4
jes
Ahora se cuenta con todos los elementos que permiten mostrar la relacién existente entre
las I-clases y las subcategorias bicorreflexivas.

3.5. 1-clases y bicorreflexividad

Teorema 3.1 Si M es una 1-clase, entonces A(M) es la clase de objetos de una subcategoria
bicorrefleriva de Top.

Demostracion. (a) Sea (A;, a;); una clase de A(M)-espacios, y sea f € M, con f :
(X,7) — ][ (Ai, ai); definase, para cada i € I, X; := f~'(A;). Entonces:

i€l

(X> T) = H(Xw Ti)

i€l
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con 7; =T |x,. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(1T X, 7o)

mel

Ki f

(Xi, ) (LI Amsam)

mel

f ‘i
(Ai> ai)

que para cada 7 € I es un cuadrado cartesiano. Entonces, para cada i € I, es una M-flecha
la restriccién

froo(Xom) — (Ana)
= f(x)

por ser M una I-clase, y como A; € A(M), se tiene que fes una identificacién. Por tanto,

f es una identificacién. Por tanto [] (A;, ;) € A(M).
iel
(b) Sean, (A, a) un A(M)-espacio, ¢ : (A, ) — (X, 7) una identificacion y f: (W,w) —
(X, 7) una M-flecha. Se construye el producto fibrado (¢, ') de (¢, f):

(W, w)

(Y, o) (X,7)

(4,a)

f’ es una identificacién porque es una M-flecha de codominio en A(M); también ¢ es una
identificacién; consecuentemente, también f es una identificacién. Por lo tanto, (X,7) €
A(M).

Al formar la subcategoria plena y repleta de Top cuya clase de objetos es A(M), ésta
resulta ser cerrada bajo coproductos e identificaciones, como se ha visto en (a) y (b); por lo
tanto, es bicorreflexiva. 4

Observacion 3.7 Como ha venido haciéndose, se abusard de la notacion denotando a la
subcategoria bicorreflexiva de Top inducida por una 1-clase M por A(M).

Proposicion 3.6 Si A es una subcategoria bicorrefleziva de Top y M es la 1-clase generada
por la clase de las A-correfleziones, entonces A = A(M).
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Demostracion. Sea M la clase de las A-correflexiones y seaNM la I-clase generada por
M. Puesto que M C M, se tiene por la observacién 3.6, que A(M) C A(M) = A. Ahora sea
Ae Aysea f: X — A un elemento de M. Mis arriba, en el lema 3.2, quedaron descritos
los elementos de la I-clase generada por una 0-clase arbitraria; de ahi que para f exista un

cuadrado cartesiano
X/

A

donde [’ es una A-correflexion de A’ es decir, f* € M. Puesto que A € A, existe una unica
g: A — X' continua y tal que f'g = v. Entonces conmuta el diagrama

X/

14
A

Puesto que el cuadrado es cartesiano, existe una tnica h : A — X continua tal que uh =gy
fh =14, entonces h es seccién de f y por lo tanto f es una identificacién. Esto prueba que
A C A(M), con lo que la proposicién queda demostrada.4

Corolario 3.1 Para una I1-clase M arbitraria, si A = A(M) y si M" es la clase de las
A-correflexiones, entonces A=A (M' U M).

Demostracion. En efecto:

AMUM)=AM)NAM)=ANA=A .4
Al estar cerradas bajo intersecciones y ordenadas por la contencién, resulta que las I-
clases forman una reticula cuyo elemento 0 es () y cuyo elemento 1 es M4, que es la clase
de todas las funciones continuas y suprayectivas.
Recuérdese que si M y N son un par de I-clases tales que M C N, entonces A(N) C
A(M).
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Obsérvese la estrecha relacion existente entre la reticula de las subcategorias bicorreflex-
ivas de Top y la reticula de las 1-clases.

Ahora surge la pregunta de si existe un isomorfismo reticular entre la reticula de las
subcategorias bicorreflexivas de Top y el dual de la reticula de las 1-clases.

A continuacién se verd que éste es el caso moédulo una identificacion reticular.

Sean, B una subcategoria bicorreflexiva de Top, M la 1-clase generada por la O-clase de
las B-correflexiones, H la 1-clase de los homeomorfismos y P la 1-clase generada por

P:={f € Mor(Zop) : cod(f) ={2}}

Entonces se tiene:

Ahora definase:
Np :={N C Mor(%op) : N es l-clase y A(N) = B}
Entonces
AlUN)=nam)=nB=B
Np Ng Np
Ademas obsérvese que la union de 1-clases es una 1-clase, con base en lo cual se define

N (B) = UN

donde N (B) resulta ser la 1-clase maxima de Ng. Tan sélo resta observar que
({N(A(L)) : L es l-clase}, C)

es una reticula isomorfa al dual de la reticula de las subcategorias bicorreflexivas de Top.



Capitulo 4

La subcategoria A(sub h)

Se ha llegado a la parte final de este trabajo, sélo falta definir y describir a la subcategoria
bicorreflexiva de Top que aparece en la pregunta que se quiere contextualizar. Para esto, se
estudia a continuacién un tipo especial de familias de funciones.

4.1. FE-fibraciones

Definicién 4.1 Sean, E una clase no vacia de espacios topologicos y f € Top (X,Y). Se
dice que f es una E-fibracion si tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto
de cualquier E-espacio.

Proposicion 4.1 Sea E cualquier clase no vacia de espacios topologicos y sea Mg la clase
de las E-fibraciones suprayectivas. Entonces Mg es una 1-clase.

Demostracion. Considérese el siguiente diagrama conmutativo de funciones continuas
Ao

fo 90

qn

Z x 1

donde g9 € Mg, Z € E, (fi);cy es el producto fibrado de (g;),., y para cada z € Z,
ho (2) = (2,0).
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Como gy € Mg, existe H' € Top (Z x I, Ap) tal que:

goH =g H y Hho= fog

A
fog 90
A H' A
h() ng
Z x 1

Puesto que (f;),c, es el producto fibrado (g;);.,, existe una tinica H” € Top (Z x I, X)

tal que:

1€2)

foH"=H 'y fiH"=H

//\
\\/

fi(H'ho) = (f1H") ho = Hho = fig y  fo(H"ho) = (foH") ho = H'ho = fog

Ademas, como

¥ (fi);eo €8 monofuente, se tiene que

H"hy = g
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Ay
fo 90
H/
X A
i g

A H" Ay

ho H

Z x 1

Por consiguiente, H” es un levantamiento, de lo cual se sigue que f; € Mg. Por lo tanto, Mg
es una I-clase. ¢

Definicién 4.2 A la funcion f, se le llama E-fibracion inducida por g, a través de
gi1-

Definicién 4.3 Dados, una clase no vacia de espacios topologicos E y la 1-clase Mg de
E-fibraciones suprayectivas, se denota a A(Mg) por Ag.

Definicién 4.4 Cuando E consta de todos los espacios topolégicos, las E-fibraciones reciben
el nombre de fibraciones de Hurewicz; debido a esto, la subcategoria asociada a la clase
de las fibraciones suprayectivas de Hurewicz se denotard como Ay,.

Tan sélo falta describir a esta subcategoria y a sus correflexiones, para facilitar esto, se
prueban a continuacién algunos resultados.

4.2. Fibraciones de Hurewicz

En adelante, el empleo de las letras ¢ y ¢ remite a las funciones dadas en la definicién
1.25 de los preliminares.

Proposicién 4.2 Dada p € Top (E, B), son equivalentes:

() p es fibracién de Hurewicz
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(77) Dado el diagrama conmutativo:
g / \
Y

con py y qo las evaluaciones en 0, entonces existe F' € Top (Y, M (1, E)) tal que conmuta el

diagrama:
E
g
/ \
y =L —om(1, B B
~ Hp\\ %
M(I, B)
(1i1) Sea

W ={(e;a) € Ex M(L,B) : a(0) = p(e)}
Entonces existe I' € Top (W, 9 (1, E)) tal que el siguiente diagrama conmuta:

E

— N\

w1 _on(1, Ef B
> m-\\ /
M(I, B)

donde 71 y w9 son las proyecciones candnicas restringidas a W.
Demostracion. (i) = (ii) Sea H = 1 (G); entonces H es una homotopia que comienza
en pg y que se levanta en una homotopia H que comienza en ¢g. Entonces, basta tomar

F:<p<ﬁ1).
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(17) = (ii1) Es inmediato, pero vale la pena notar que [I" (e, )] (0) = ey [[[p] (e, )] (t) =

a(t).
(131) = (ii) Supdngase que se tiene el diagrama conmutativo:
E
: / \
qo p
Y M, E) B
N\ %
M(I, B)
Definase
h:'Y — W
y = (9(y),G(y))
Entonces:
[IpI'A] (y) = L] (9 (y) , G (y)) = 2 (9 (), G () = G (y)
y

[qoT'R] (y) = [q0T] (9 (). G (y)) = m1 (9 (v) .G (y)) = g (y)

Por consiguiente se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
E

qo p

Y L M1, E) B
N\ %
M(1, B)
(17) = (i) Supdéngase que se tiene el diagrama conmutativo:
E
Y B
N %
Y x1I
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Tomando G = ¢ (H) se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

E
y M1, E) B
M(1, B)

M(I, B)
Basta tomar H = 1) (F).

Lema 4.1 Toda fibracion suprayectiva de Hurewicz p : E — B que tiene por codominio a
un espacio B que es contraible, es una retraccion y, consecuentemente, una identificacion.

Demostracion. Si B es contraible, se tiene una homotopia
H:BxI—B

tal que para toda b € B,
H(b,00=by y H(D1)=b

con by € B. Sea ey € p~t{by} y sea ¢ : B — FE la funcién constante de valor e¢y. Entonces
conmuta el diagrama:
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Como p es fibracion de Hurewicz, existe H: B x I — F continua tal que hace conmutar el
diagrama

E
c p
B H B
ho H
BxI

Ahora puede definirse una funcién ¢ : B — FE haciendo ¢ (b) = H (b, 1), para todo b € B.
Entonces

pq(b) =pH (b,1) = H (b, 1) =b

para todo b € B, lo cual prueba que p es retraccion. ¢

Lema 4.2 Dada p : E — B una fibracion suprayectiva de Hurewicz, si B es un espacio
localmente conectable por trayectorias, entonces p es una identificacion.

Demostracion. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:
E
T
/% \
r
M(I, E B
N %
T2
M(I, B)

donde (71, m2) es el producto fibrado candnico de (p,py) y I' es la funcién que existe por la
proposicion anterior. Se define

w

r: MU, E) — W
a = (qo(a),Ip(e))

que es continua puesto que cada componente es continua. Ademas:
(rT) (w) = r (I'(w)) = (go (I' (w)) , Tp (I' (w))) = (m1 (w) , m2 (w)) = w

de aqui que rI" = 1y y, consecuentemente, r es una retracion y, por tanto, una identificacion.
1, T SON proyecciones y, por tanto, identificaciones.
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po también es una identificacion, pues es abierta, ya que por ser B localmente conectable
por trayectorias, su topologia tine una base de abiertos conectables por trayectorias. Si V' es
un elemento de dicha base, entonces, dado un abierto subbésico (K, V') de M (1, B), se tiene
que:

p (K, V)=V, si0eK o p(K,V)=U,si0¢ K

donde U es la componente por trayectorias que contiene a V', que es abierta (porque B es
localmente conectable por trayectorias), y K un subconjunto compacto de B.

Por consiguiente, dado que pmir = pomar, se tiene que p es una identificacion. ¢

Definicién 4.5 Dados, un espacio topologico X y x € X, se denota por P (X, z) al espacio
de trayectorias de X cuyo origen es x, con la topologia compacto abierta.

Lema 4.3 Dados, un espacio topolégico X y x € X, se tiene que P (X, z) es contraible y
que

p: P(X,z) —

o = a(l)

es una fibracion de Hurewicz.

Demostracion. (i) Sea

H: P(X,2)xI — P(X,x)
(1) =

donde 3 (s) = a (ts). Entonces, para toda o € P (X, x),

[H (e, 0)](s) =2y [H(,1)](s) = a(s)

Basta ver que H es continua para mostrar que P (X, x) es contraible.

Sea (a,t) € P(X,z) x I y sea (K,V) un elemento de la subbase de P (X, z) tal que
H(a,t) € (K, V).

Sean Ky = {r€l:r=tk,k€ K}y J abiertoen I tal que K; CJ C J C a~! (V) que
existe por ser I normal.

Sea {J¢}; la coleccién de componentes conexas de J; entonces egLJZ es una cubierta
abierta de K, por lo que existe M C L finito tal que K; C eeUMJK'

Sea
e = méx {|sup (Je N K) —sup (Jo)|, [inf (Je N K) —inf (Jo)|},,

Entonces (o, t) € (K, V) x (t — £,t + ¢) y ademds H (K, V) x (t —£,t+2)) C (K, V);
por lo tanto, H es continua en (o, t).
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(#7) Por la proposicién anterior, basta mostrar que existe I' continua tal que conmuta el
diagrama:

1 2
7N
w1, P(X 2)) P(X,2)
M(I, X)

con (7, ) el producto fibrado candnico de (rg, p1). Definase I' (e, 3) = 7 con

v: I — P(X,x)

t +— (St
donde §; : I — (X, 7) estd dada por
x sids <t
3 (s) = Oz(js_;) sit<4s<4-—t
B(H)  sid—t <ds

Notese que
v(y): IxI — X
(t,s) — 6 (s)

es continua puesto que es el pegado de tres funciones continuas sobre un dominio cerrado
que coinciden en la interseccién. Puesto que 1 es una biyeccion entre espacios de funciones
continuas, v es continua; consecuentemente, I' esta bien definida.
Ademas,
Y (T): W x I? — X
((Oé, ﬂ) ) (t> S)) = 0 (S)

es continua, pues dados ((ao, 5o), (to, S0)) € W x I? y un abierto V de X tales que

[QW (F)] ((O‘0> 50) ) (t0> 30)) eV

existen A, B C I intervalos abiertos tales que (t, o) € A x By [¢ (70)] (Ax B) C V.

Sea K C A x B un compacto tal que (%o, so) € K.
Sea Ky ={rel:r=25 con (t,s)e Kyt<4s<4—t}.
Seang{TGI:T:4S+t_4 con (t,s)GKy4—t§4s}.

25—1 7
Entonces

(00, Bo) , (to, 50)) € (K1, V) x (Ko, V) x K
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0 O] (R0, V) x (Ko V) %K) €7
Por lo tanto,
() WxI — P(X,z)
((a,8),8) — ~7(t)

es continua y, por consiguiente, I' es continua.
Por construccion, oI’ = 71 v IIp I = 5. Por lo tanto p; es fibracién de Hurewicz. 4

Lema 4.4 Dados, un espacio topolégico (X, 1), (Xj,T |X].)J el conjunto de componentes
conectables por trayectorias de (X, T) y

1: ] (Xj,T |X].) — (X,7)
jeJ
x — o
se tiene que 1 es fibracion de Hurewicz.

Demostracion. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:

]g[J(Xj’ 7 ;)
g 1
(W, w) H (X,7)

ho o

(Wyw) x I

donde H es la tinica funcién que hace conmutar al diagrama, es decir, H (w,t) = H (w,t).
Nétese que (97" (X;)), es una particién de (W,w) y que cada g~ (X)) € w.
Entonces, (W,w) = [[¢7* (X;) y por tanto, (W,w) x I = [[g™* (X;) x 1.
jeJ jeJ
Dado que |J7 |x, es una base para la topologia de [] (Xj,T |X].), y quesi U €7 |x;
jeJ jeJ
entonces existe V € 7 tal que VN X, = U, se tiene:

HYU)=H*(VnX))=H(V)NH Y (X)) =H (V)N (¢ (X)) x ) €w
Por tanto, H es continua. ¢

Lema 4.5 Dados, un espacio topologico X, (Xj), el conjunto de componentes conectables

por trayectorias de X vy
p: HP(XJ',.CL"]') — X
jet
a = a(l)

se tiene que p es fibracion suprayectiva de Hurewicz.
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Demostracion. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:

g
P( Xk, x
W k]E[J (X, 2)
ho

VX
W x 1 fl X

X

Donde p = 1]]p; con (p; : P(Xj,z;) — X;), la familia de evaluaciones en 1 de cada
P (X;,z;). Por los dos lemas anteriores, H es homotopia y cada p; es fibraciéon de Hurewicz
que levanta a H |1§—1(X]-) en H;.4

4.3. Descripcién de la subcategoria A(sub h)

Definicién 4.6 Sea C la clase de los espacios topoldgicos contraibles.

Observacion 4.1 C es una Top-clase.

Teorema 4.1 C = Ay,

Demostracion. (C) En vista del lema 4.1 se tiene que todo C-espacio es un A,,-espacio.
(2) Dado un A;,-espacio X, sea (X;) ; el conjunto de componentes conectables por trayec-
torias de X.
Sea {z;}; tal que, para cada j € J, z; € Xj.
Sea (p; : P (Xj,x;) — Xj), la familia de evaluaciones en 1 de cada P (Xj, z;).
Entonces, la funcién p : [[ P (X}, 2;) — X, con p |p(x; ;)= pj, €s una identificacion, ya
e
que es una fibracion de Hurjewicz y X es un A, -espacio.
Como cada P (X, ;) es contraible, X € C.4

Corolario 4.1 Dado un Ay -espacio X, sea (Xj); el conjunto de componentes conectables
por trayectorias de X. Entonces, para cada j € J, X; es abierto y por consiguiente, X =

[1X;.

jeJ

Demostracion. X es abierto ya que la funcién p : [P (Xj,z;) — X, con p |p(x, «,)= Pj
jed
es una identificacién y p~! (X;) = P (X;, x;). 4



72 CAPITULO 4. LA SUBCATEGORIA A(SUB H)

Definicién 4.7 Dados, un espacio topolégico X, (X;) ; el conjunto de componentes conecta-
bles por trayectorias de X y

p: HP(XJ',.CL"]') — X
jeJ
= a(l)

se define
Cn(X) == <HP (Xj>$j)> / ~

donde o ~ 3 si, y sdlo si, p(a) =p ().

Lema 4.6 Dados, un espacio topologico X, (Xj), el conjunto de componentes conectables
por trayectorias de X vy
p: HP(Xm) — X
jeJ
a = a(l)

entonces existe una funcion continua y biyectiva
C: O’H (X) — X

tal que conmuta el diagrama:

I P(Xj, z;)

jeJ
p

Cr(X)
siendo q la identificacion natural.

Demostracion. Puesto que p es constante en las fibras de ¢, definase a ¢ como

C: OH(X) — X
y = plg " (y))

Entonces c esta bien definida, es tal que cq = p y es continua porque ¢ es final. ¢

Teorema 4.2 Para todo espacio topoldgico X, la funcion ¢ : Cy (X) — X es una Ay -
correflexion.
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Demostracion. Sea a : A — X una A,,-correflexién. Entonces existe

52 HP (Xj,.iﬂj) — A

jed
que hace conmutativo al diagrama:
I1 P(Xj, z;) X
jed
p
a
A

Por ser a inyectiva y p una fibracién de Hurewicz, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

I P(X;. ;) —

jeJ

p H

del cual es claro que p es una fibracion de Hurewicz. Ademas, dado que p es suprayectiva y
A es un Ay -espacio, se sigue que p es una identificacion, en conformidad con la definicién de
Ajy,. Observando el diagrama conmutativo:

[1 P(Xj, %)
jeJ
p
p
A
a
X
C

es claro que p y ¢ son identificaciones correspondientes a la misma relacién, a saber: a ~ 3
si, y solo si, p(«) = p(fF); consecuentemente existe un homeomorfismo h : Cy (X,7) — A
tal que ¢ = ah.¢
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Recuérdese el resultado del lema 4.2 en el cual se establece que dada una fibracién
suprayectiva de Hurewicz p : E — B, si B es un espacio localmente conectable por trayec-
torias, entonces p es una identificacién. A consecuencia de esto y de la definicién de A, se
tiene el siguiente

Corolario 4.2 Todo espacio localmente conectable por trayectorias es un A, -espacio. 4
Observacion 4.2 No todo A,-espacio es localmente conectable por trayectorias.

En efecto, considérese al conjunto:

Y:{(x,y)€R2:0§y§1 v ze ({L}Num})}uqo,uxm})

n+1

con la topologia inducida por la usual de RZ Este es el espacio peine; se sabe que es
contraible, que no es localmente conectable por trayectorias y, por el teorema 4.1 es un
A, ~espacio. ¢

4.3.1. A(sub h)-correflexiones y fibraciones de Hurewicz

De [1]: “Tiene sentido preguntarse si toda A;-correflexién es una fibracién de Hurewicz.
Creemos que no es asi, pero no conocemos ningin ejemplo de una A, -correflexién que no
sea fibracién de Hurewicz”.

Del siguiente diagrama conmutativo, y del lema 4.4, es claro que H' es un levantamiento
de H si, y solo si, lo es de H.

[1X;

jeJ
Cl
Cr(X) 1
g c
H
W H' X
ho H
W x 1T

Donde ¢ = 17!¢ es continua debido a que ¢ : [] P(X;,z;) — Cy(X) es una identificacién
jed
y ¢q=]]p; es continua.
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Ademas, del diagrama conmutativo siguiente, resulta que H se levanta si, y solo si, se
levanta en cada uno de sus cofactores

Cn(X)
g c
X
W It
hg I
W x 1T

Por consiguiente, la pregunta se puede restringir al caso en que X es conectable por trayec-
torias. Debido a esto, a partir de este momento se consideraran solo espacios conectables por
trayectorias.

Lema 4.7 No todo espacio conectable por trayectorias es un A, -espacio.

Demostracion. Sea f : [0,00) — R? la siguiente funcién:

(0,1-9t),si0<t<3
B (3t—1 2), sit<t<?
1) 1,3[sin1+2] [t—2] -2),si2<t<1
3 3
(% 1nt) sil<t

(1) El espacio f (][0, 00))
trayectorias.

(1) [0, 00) es contraible y, por el teorema 4.1 es un A, -espacio.

(¢4i) Siendo ¢ la A;- correflexién de f ([0, 00)), la funcién

N
7

2 que se llama circunferencia polaca, es conectable por

fi0,00) — Cr(f([0,00)))
t = H{f ()}

es el Ay -correflejo de f y es continua y biyectiva.
(1v) Dada o € Top (I, f ([0,00))), se tiene que & € Top (I, [0, 00)), donde para toda s € I,
a(s)= f'(a(s)). En efecto, si x € RT, la restriccién

o [0755) - f([O,.CE))
t = f(t

es un homeomorfismo. Ademads, existe M € N tal que o (1) C f ([0, M)), pues si no fuese asi,
para cada n € N existiria t,, € I tal que f (t,) ¢ f ([0,n)) y se podria formar una subsucesién

convergente en I, (tn].)JCN. Si el limite de esta subsucesién es ¢, entonces 0 < [ (a (¢)) < %;
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ademds, para cada ¢ > 0 existiria 0 > 0 tal que « (Bs (t)) C B (« (t)), de lo cual se seguiria
que B. (a (t)) N f(]0,00)) es conectable por trayectorias, lo que en general es falso.
(v) Obsérvese el siguiente diagrama conmutativo:

C1[0, 00)
f, q
0,00) ¢ P00, F(0))
f D
£10, 00)

/™! es continua, puesto que dada [a] € Cy (f([0,00))), si a (1) = f(t), se tiene que

F(a]) = f(cla]) = f (@ (1) = fL(f (t)) =t y se distinguen dos casos:
(a) Si % < t, entonces para toda ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que si

U={[6] € Cn (f([0,00))): 5(1) € Bs (f (1))}

se tiene que £~ (U) C B. (t), donde U es abierto porque ¢+ (U) = ({1}, Bs (f (t)) N £ ([0, 0)))
es un abierto subbésico en P (f ([0,00)), f (0)).

(b) Si 0 <t < 2, entonces para cada ¢ € (0,5) se tiene que 7 (B.(t)) es abierto en

Cr (f ([0,00))), pues dado v € ¢! <]?(BE (t))), siy () C f([0,a)), existe 6 > 0 tal que si

U={BeP(f([0,00),f(0):6(1)eBs(f(t)) v B)<[f(0,a)}
se tiene que y € U C ¢ ¢ <]?(BE (t))), donde U es abierto porque

U=({1},Bs(f (1) N (L,V(f]0,a)))
es un abierto basico en P (f ([0,00)), f(0)) si V (f[0,a)) = (R* —{f (a)}) N f ([0, 00)).

(vi) Por lo tanto, [0, 00) L Cr (f([0,00))). Se sabe que la circunferencia polaca no es
contraible y, en consecuencia, no es un A,-espacio, puesto que de serlo serfa homeomorfo
a su Ay,-correflector, que es contraible, y es ésta es una propiedad que se preserva bajo
homeomorfismos. ¢

Corolario 4.3 Top (I, f ([0,00))) = Top (1,[0,00)).

Demostracidn. Se sigue del inciso (iv) anterior y de la biyectividad de f.4

Para determinar si una correflexion tiene la propiedad de levantamiento de homotopias
resultard 1til el siguiente resultado, recordando la equivalencia establecida en la proposicién
4.2.
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Proposicién 4.3 Para un espacio topologico X considérense, su Ay -correflexion ¢ : Cyp (X) —
X y el siguiente diagrama conmutativo:

CnX
T
/%' \
L X

W —)m(17 CHX)

N\ %
M1 X)

con W el producto fibrado correspondiente; entonces I' : W — I (I, Cy (X)) existe si, y
solamente si, Ilc : M (1, Cy (X)) — M (1, X) es biyectiva.

Demostracion. Por la biyectividad de ¢ se tienen, la biyectividad de 75 y la inyectividad
de Ilc. En efecto:

1. Para toda a € M (I, X) se tiene que o € my (7 "¢~ {po (@)})
2. Sim (z, ) = m2 (y, #), entonces a = [3; ademaés:
poma (z, @) = poma (y, 3)

de lo cual se sigue que:
€T (,CE, Q) = Cm (y> ﬁ)

se tiene entonces:

c(z) =c(y)
por lo tanto:
r=y
3. Sille(a) = Tle(B), entonces:
ca=cf
y por tanto:
a=7

Ademas, si [Icl’ = m, de la suprayectividad de 75 se sigue la suprayectividad de Ilc. Por
otro lado, si Ilc es suprayectiva, basta definir

T: W — M(I,Cx(X))
w = (Te) ™ (s (w)
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Observacion 4.3 La Ay,-correflezion de la circunferencia polaca es una fibracion de Hurewicz.

Demostracion. Por la proposicion 4.2, basta probar que existe I' continua que hace con-

mutar al diagrama
0,0)
N
W Loz, [0.0)) 710,00)
SN, A

M(1, £10,00))

Por el corolario 4.3, IIf es biyectiva. Por la proposicién anterior, I' existe y es tnica. Se
vera que también es continua.
Sea (K, V) un abierto subbésico de 9 (I,[0,00)) y sea (t,a) € T7' (K, V). Dada a € RT
tal que a (1) C [0, a) se tiene que si
U={(tAeW:B(K)CV' vy teloa) v AU)CF(0,a))

donde V' es un abierto de R? tal que f (a (1)) CV'N f([0,a)).
Entonces U es abierto en W porque es interseccién de abiertos subbdsicos, (t,a) € Uy
I'(U) S (K,V).¢

Proposicién 4.4 Ilc: M (I, Cx (X)) — M (L, X) es biyectiva.

Demostracion. Considérese el diagrama conmutativo

P(X,z)

Dada a € 9 (1, X), basta probar que existe o/ € Top (I, P (X, z)) tal que po/ = «, puesto
que haciendo & := qo/ resulta
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Para exhibir a o/ basta tomar x = «(0) y definir o/ (t) := [, donde §(s) = a(st). La
continuidad de o/ es consecuencia de la continuidad de la homotopia definida en (¢) del lema
4.3.4

Corolario 4.4 T' es biyectiva, es unica y en caso de ser continua, es un homeomorfismo.

Demostracion. La biyectividad de I" es consecuencia de la biyectividad de Ilc y de ms. De
esto se infiere su unicidad. De aqui y de que W sea el producto fibrado resulta que sea I' un
homeomorfismo. ¢

Se abre a continuacién un paréntesis para presentar a una subcategoria bicorreflexiva de
Top que ayudard a la descripcion de los Ay -correflectores.

4.3.2. Espacios localmente conectables por trayectorias

Proposicién 4.5 Si (X, 1) es un espacio topolégico, son equivalentes:

(a) (X,7) es localmente conectable por trayectorias.

(b) Las componentes por trayectorias de cualquier abierto A de X son abiertas.
(¢) T posee una base cuyos elementos son conectables por trayectorias.

Demostracion.
(a) = (b) : Sean A € Ty a € A. Sea ¢4 (a) la componente conexa por trayectorias de a en
(A7 L),
Dado x € cy4 (a), existe N conectable por trayectorias tal que x € intN y N C A;
entonces:
x €N Cca(x)=cala)

Por tanto ca (a) es abierto.
(b) = (c) : Sea
Bx ={B C X :existen A€ 7yac Atales que B=cy(a)}

el conjunto de componentes por trayectorias de abiertos de (X, 7). Por (b) fx C 7; ademés se
sabe que todo abierto A de X se ve partido en las componentes por trayectorias c4 (a), a € A.
Esto implica que fx es una base de 7 cuyos miembros son conectables por trayectorias.

(¢) = (a) : Sea [ una base para 7 de conjuntos conectables por trayectorias. Entonces, para
cualesquiera A € 7y x € A existe B € (3 tal que

ae BCA

Por lo tanto (X, 7) es un espacio localmente conectable por trayectorias. 4

Lema 4.8 Dados f € Top (X,Y), y € f(X) y c(y) la componente conexa por trayectorias
dey en'Y entonces 7' (c(y)) es unidn de componentes por trayectorias de X .
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Demostracion. Sean y € f (X), c¢(y) la componente conexa por trayectorias de y en Yy
C={CC X existex € [ (c(y)) tal que C = c(z)}

donde ¢(z) es la componente conexa por trayectorias de z.
Como f es continua, entonces f (¢ (z)) es conectable por trayectorias, por tanto para
toda z € 7! (c(y))
fle(z)) € e(y)

de lo cual se sigue que f (UC) C c(y) y por tanto, UC C f~! (c(y)).
Por construccién, f! (¢(y)) € UC. Por lo tanto, f~* (c(y)) = UC.4

Teorema 4.3 La clase de los espacios localmente conectables por trayectorias es la clase de
objetos de una subcategoria bicorreflexiva de Top.

Demostracion.
Es claro que la clase de los espacios localmente conectables por trayectorias es una Top-clase.
Se vera que es cerrada bajo coproductos y bajo identificaciones.

Sean, I un conjunto y, para toda ¢ € I, X; un espacio localmente conectable por trayec-

torias. Dados « € [[X; y U abierto en [[X; tal que z € U, entonces existe j € I tal que
iel i€l
x € (UNX;) abierto en Xj; por lo tanto existe V' abierto en X; conectable por trayectorias
tal que x € V C (U N X;). Puesto que V es abierto en [[X;, se tiene que [[X; es un espacio
iel i€l
localmente conectable por trayectorias.

Por otro lado, dados, un espacio localmente conectable por trayectorias X y q¢: X — Y
una identificaciéon, se tiene que Y es un espacio localmente conectable por trayectorias. En
efecto, dados, U abierto de Y, y € U y ¢(y) la componente por trayectorias de y en U, se
tiene que ¢! (c(y)) es unién de componentes conectables por trayectorias de ¢~ (U), que
es abierta; de aqui que sea abierta ¢ (y).4

Definicién 4.8 La subcategoria bicorreflexiva cuya clase de objetos consta de los espacios
localmente conectables por trayectorias se denotard por IL;%.

4.3.3. Acotamiento de la topologia del A(sub h)-correflector.
Observacion 4.4 IL;% G Ay

Demostracion. La contencion es inmediata del corolario 4.2. Para ver que la contencién
es propia, basta considerar al subespacio de R? conocido como escoba de bruja cuyo conjunto
subyacente es:

{xERQ:x:t(l,%),tEI,nEZ+}U(Ix{O})

Este espacio es contraible pero no es localmente conectable por trayectorias. 4
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Observacién 4.5 Dado (X,7) € Ob(%op), si (X,7') es su Lg-correflector y (X, 7") es su
A, -correflector, se tiene que T C 77 C 7',

Demostracion. Puesto que (X, 7') € A,,, se tiene que 1 : (X,7') — (X, 7”) es continua
porque es el correflejo de 1: (X, 7') — (X, 7).

¢

A diferencia del A, -correflector, el LS-correflector de un espacio topolégico (X, 7) resulta
facilmente calculable, pues su topologia 7’ tiene como base al siguiente conjunto:

B=Acv(x): 2 e XyUEe€r}

donde ¢y (z) es la componente por trayectorias de x en U.

En efecto, por un lado 3 C 7/ puesto que 7 C 7' y (X, 7') € LS.

Por otra parte, dados By, By € 3, existen Uy, Us € 7 tales que By, By son componentes
por trayectorias de Uy, Us, respectivamente. Entonces By N By es una unién de componentes
por trayectorias de U; N Us; en consecuencia, J es base de una topologia para X que resulta
en un L%-espacio, y por tanto es una base para 7.

Obsérvese que si 3’ es una base de la topologia para X que resulta en su A,,-correflector,
sus elementos serfan uniones de elementos de (3. Consecuentemente, el célculo del A, -
correflector se vuelve menos complicado de hacer.

Otra observacién que debe hacerse es que no todo LS-correflector es fibracién de Hurewicz,
como lo muestran la escoba de bruja y su contraccion.
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Apéndice A
Fundamentos

Al estudiar las categorias de conjuntos estructurados aparecen “colecciones” extremada-
mente grandes, tales como “todos los conjuntos” o “todos los espacios topoldgicos”.

En vista de esto, el estudio de las categorias concretas de conjuntos estructurados no se
puede llevar a cabo dentro de la axiomética de ZFC (Zermelo-Fraenkel-Choice) por el simple
motivo de que los objetos de las categorias en cuestion son conjuntos, y la coleccién de todos
los conjuntos no es un conjunto.

Si bien este problema se resuelve con la axiomética de BGC (Bernays-Godel-Choice),
surgirda mas adelante la necesidad de considerar colecciones de clases que bien pudieran
resultar ser propias (basta revisar la definicién de la 1-clase generada por una O-clase) y
algunas operaciones que se definen extendiendo las operaciones entre conjuntos a operaciones
entre colecciones de clases.

Existen diversas formas de resolver este problema, como los universos de Grothendieck, la
categoria de todas las categorias de Lawvere o la de un conjunto universal de Isbell, MacLane
y Feferman.

Es ésta ultima la que se utiliza en este trabajo siguiendo a Herrlich, Salicrup y Vazquez.

A continuacion se expone brevemente dicho modelo.

Primeramente se toman los axiomas usuales de ZFC. Sin embargo, se cambia el nombre
de conjunto por el de conglomerado.

A continuacion se agrega un axioma de existencia de un universo, donde dicho universo
U es un conglomerado con las siguientes propiedades:

1. Neu

2. AcU = UAclU

3. AeUU =Pot(A) el

4. TelUy f:1— U esuna funcibon = f[I] e U

5. a€AcU =acl

83
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Llamamos ahora conjuntos a los elementos de U y a los subconglomerados de U clases.
Todas las operaciones y definiciones se pueden llevar a cabo ahora, como por ejemplo:

1.

Todo conjunto es una clase.
En efecto, dados x € U y z € x, entonces z € U por la transitividad de U; por tanto
x CU.

Todo subconglomerado de un conjunto es un conjunto.
En efecto, si © C y € U, entonces x € Pot (y) € U, por lo tanto = € U.

. Stz y y son conjuntos, entonces {x,y} es un conjunto.

En efecto, definiendo f : N —=U como f(0) =z y f(a) =y si a # 0, se tiene que
f(N) = {z,y} es un conjunto.

Si x'y y son conjuntos, entonces (x,y) es un conjunto.
En efecto, (z,y) = {{z},{z,y}}.

St x 'y y son conjuntos, entonces x X y es un conjunto.
En efecto, x x y C Pot (Pot (U{z,y})).

Si I es un conjunto y f:1 — U, entonces |J f (i) y [[ f (i) son conjuntos.
i€l i€l
En efecto, |J f (i) =Uf(I)eU y [[ f(i) CPot(L xUf(I)).

i€l el

Para quien quiera mayores detalles, se sugiere la lectura directa de dos excelentes textos:

“Enriched Stratified systems for the Foundations of Category Theory” de Solomon Fefer-

man, disponible en
http://math.stanford.edu/ " feferman/papers/ess.pdf |

“Elementary Set Theory with a Universal Set” de M. Randall Holmes, disponible en

math.boisestate.edu/ "holmes/holmes/head.pdf
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