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ABSTRACT

Preserving Order Observers provide an estimation that is always above or below the
true variable and, in the absence of uncertainties/perturbations, the estimation con-
verges asymptotically to the true value of the variable. In this paper we propose a
novel methodology to design preserving order observers for a class of nonlinear sys-
tems in the nominal case or when perturbations/uncertainties are present. This objective
is achieved by combining two important systemic properties: dissipativity and cooper-
ativity. Dissipativity is used to guarantee the convergence of the estimation error dyna-
mics, while cooperativity of the error dynamics assures the order preserving properties
of the observer. The use of dissipativity for observer design offers a big flexibility in the
class of nonlinearities that can be considered while keeping the design simple: it leads
in many situations to the solution of a Linear Matrix Inequality (LMI). Cooperativity
of the observer leads to a LMI. When both properties are considered simultaneously
the design of the observer can be reduced, in most cases, to the solution of both a Bili-
near Matrix Inequality (BMI) and a Linear Matrix Inequality (LMI). Since a couple of
preserving order observers, one above and one below, provide an interval observer, the
proposed methodology unifies several interval observers design methods. The design
methodology has been validated experimentally in a three-tanks system, and it has also
been tested numerically and compared to an example from the literature.



RESUMEN

Los observadores que preservan el orden proporcionan timaesn que est siem-
pre por encima o por debajo de la variable real, en ausengartigrbaciones e incer-
tidumbres, la estimagn converge asidticamente al valor verdadero de la variable.
En este trabajo, se propone una novedosa metodopaga disiar observadores que
preservan el orden para una clase de sistemas no linealésasoaominal o cuando
las perturbaciones e incertidumbresaespresentes. Este objectivo es llevado a cabo,
combinando dos importantes propiedadesgistas:disipatividady cooperatividad
La Disipatividad es usada para garantizar la convergereitasl diramicas del er-
ror de estimadin, mientras que la cooperatividad de lasagiicas del error asegura
las propiedades de presen@tidel orden del observador. El uso de la disipatividad
para el disBo del observador ofrece una gran flexibilidad en el caso tieeadida-
des que pueden ser consideradas, se mantiene Bbdisaple: se conduce en muchas
situaciones para la soldri de una Desigualdad Matricial Lineal (LMI, en ig). La
Cooperatividad del observador conduce a una LMI. Cuando aptbpgedades se con-
sideran simulineamente el dige del observador puede ser reducido, en la niayor
de los casos, a la soldti de una Desigualdad Matricial Bilineal (BMI, en ig) y
una Desigualdad Matricial Lineal (LMI). Pues un par de obadores que preservan
el orden, una por encima y otro por debajo, proporcionamhservador intervalp
la metodologa propuesta unifica variosétodos de did@ de observadores intervalo.
La metodologa de diséo ha sido validada experimentalmente en un sistema de tres
tanques, y tamin se ha probado y comparado rarimamente con un ejemplo de la
literatura.



1. INTRODUCCION

Un topico primordial en la teda de control es la observéci de estados para sis-
temas diamicos, la cual se deriva de la falta de conocimiento de alwuariables de
estado, ya sea porque los dispositivos de sensado &o disponibles, o bien porque
tienen un alto costo y requieren de un mantenimiento cotestAd que, para conocer
estas variables, caimmente se propone un observador o estimador de estadog&mamb
llamado sensor de software, el cuabesbmpuesto por una copia de la planta 'y por una
inyeccbn de salida (Luenberger, 1971).

Los observadores de estado proporcionan una estimdeilas variables del estado,
la cual converge asiaticamente a sus valores verdaderos, al menos cuando elanode
de la planta es perfectamente conocido y/o cuando las padiones desconocidas no
actlan en el sistema. En general, el problema defidisie los observadores lineales
ha sido resuelto por el esquema del estimador de Luenbéngenlferger, 1971) y por
el filtro de Kalman (Kalman y Bucy, 1961), mientras que el peoi de diso de
observadores para sistemas no lineales r tesalmente solucionado. Sin embargo,
el desarrollo deécnicas no lineales de observadores de estado ha tenidammngr
pulso en la teda de control en estadtimas decadas (Tuan, 1973; Rajamani, 1998;
Gauthieret™al,, 1992; Gauthier y Kupka, 2001) ver targhi (Bastin y Dochain, 1990;
Dochainet™al, 1992; Goug et™al., 2000; Moreno, 2004; Avis y Moreno, 2009). Esto
se debe a que al ser los sistemasadiitos son no lineales, es de esperarse que los
observadores de estado tomen en cuenta las no linealidadsistéma con la finali-
dad de ofrecer mejores resultados. Generalmente, el\abiincipal de lasécnicas
de diséo de los observadores no lineales se enfoca en aseguraaltdidad de los
errores de estiman.



Una desventaja para ciertas aplicaciones es el hecho qaetdal tiempo de con-
vergencia no es posible confiar en la estirbaailada por el observador. Decisiones
tomadas en base a tal estintatpuede conducir a un mal comportamiento en control
(rellamamos el uso de funciones de satuagiara evitar el efecto en la realimentaci
de salida), o decisiones equivocadas en la ddiaade falla. La situaéin es incluso
peor cuando perturbaciones y/o incertidumbre&reptesentes. Adems en numerosas
aplicaciones existen variables de estado que tienden @zalcaiveles dticos que po-
nen en riesgo el adecuado funcionamiento de los sistemasaltémnativa de solugn
sefia tener una estimamn de una variable de estado queeesempre por encima o por
debajo del valor verdadero. Esto pernigjrpor ejemplo, enviar una $al de alarma
cuando la temperatura de un reactor nucleas estca de alcanzar el valoritico
maximo, antes que realmente lo alcance, si se garantiza gaenfgeratura estimada
esh por arriba de la temperatura verdadera.

Por tal motivo, en el presente trabajo se estudia el problesmna acotar diami-
camente tanto por encima como por debajo a la trayectoriasiatio para cualquier
instante de tiempo, con la finalidad que cuando las variatdesstado tiendan a exce-
der los niveles dticos, las cotas damicas lo hagan primero, previniendo al esquema
de control de estos eventos, el cual reafizis correcciones pernitentes para evitar
danos en el sistema. Tal comportamiento es descrito pdDhservadores que Preser-
ven el OrdenlLos sistemas que preservan el orden se han estudiado desdalgunas
décadas en mateaticas y en control (Angeli y Sontag, 2003; Hirsch, 2003)akEtase
de sistemas es conocida comorbtona de la cual una subclase importante @sspre-
sentada loSistemas Cooperativaes cuales se definen como aquellos que preservan el
orden parcial entre las trayectorias del estado y de lassalisean considerados como
un tpico distinguido a lo largo del presente trabajo. Aunqeesistemas maronos
han encontrado un intes de crecimiento en el modelado y control, relativamentego
trabajos han aparecido para pbsfios de observaan.

Los observadores intervalo ast conformados por un par de observadores que
preservan el orden, uno que proporciona una estimguor arriba y otro por debajo,
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los cuales han sido propuestos en la literatura para prigmaiccotas garantizadas en
algln instante de tiempo para los estados de un sisteramilio incierto.

El objetivo de este trabajo es dar contindeca la Inea de investigadh iniciada
en (Gouget™al, 2000) (ver tamtén (Rapaport y Dochain, 2005; Moisan y Bernard,
2005)). La idea principal es plantear una novedosa metgaotte diséo de los obser-
vadores que preservan orden para una clase de sistemasaledien el caso nominal
o cuando las perturbaciones/incertidumbrearegresentes, que integra eétodo de
disdio de los observadores disipativos con la impésiade una propiedad de preser-
vacion del orden para que el error de obsergadlegue a ser un sistema cooperativo
(Angeliy Sontag, 2003; Hirsch, 2003). Los sistemas son wtensbn de aquellos
propuestos en (Goézt™al, 2000), donde los observadores intervalo son introduci-
dos. El procedimiento de die, cuando las perturbaciones noaespresentes, con-
siste en tomar la damica del error y descomponerla en un subsistema linealae inv
riante en el tiempo con una no linealidad variante en el teognectada en reatroal-
imentacon. Si la no linealidad es disipativa con respecto a una undée suministro,
entonces la parte lineal debe ser d&s#a para ser disipativa con respecto a una imci
de suministro vinculada para garantizar que el lazo cersadcexponencialmente es-
table, y asegurando de esta formactavergencia del observadoAsimismo, si el
sistema del error de observagies un sistema cooperativo (con respecto a las pertur-
baciones/incertidumbres en caso que existan), enton@segera el ordenamiento de
las trayectorias del error, dando como consecuencia guestosados del observador
acotan diramicamente tanto por encima como por debajo a la trayectieleestado
dependiendo del orden del error inicial. Lasservadores propuestos para sistemas no
linealesque cumplan cabalmente con las dos propiedadem sequellos observadores
gue preservan el ordeny el error de estiraaa@onverge a cero en caso libre de pertur-
baciones/incertidumbres, o el error eatacotado para el caso perturbado. Esta clase
de estimadores fueron definidos en (&gily Moreno, 2009). Para construir un obser-
vador intervalo, dos observadores que preservan el ordeorsen en paralelo: uno
proporcionad una estimaéin por arriba y otro por debajo del estado. El ds€le los
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1.1. ESTADO DEL ARTE

observadores puede ser reducido, en la mMayae los casos, a una desigualdad matri-
cial lineal (LMI, por sus siglas en ing$) y una desigualdad matricial bilineal (BMI),
las cuales son herramientaséstar en la teda de control. El funcionamiento de los
observadores que preservan el orden se ha probado en asjjmuteciones nugricas.

1.1. Estado del arte

Los sistemas reactivos son una subclase de los sistengasidos no lineales que se
caracterizan por ser muy complejos, debido a diversosrizs:tal imero de reacciones
en un sistema; a su alta no linealidad; a la gran incertidarebrel conocimiento de
sus paametros y de la estructura exacta de las ecuaciones, ats. dfstiemas son am-
pliamente utilizados en lageas de la ingeniix biogumica y qumica, biotecnddgica
y de ecologp. El tema de observdni para esta clase de sistemas es importante de-
bido a la disponibilidad limitada de los sensoresieed y a las incertidumbres rela-
cionadas a las damicas del modelo. Para estos sistemas, se han desariokaolo-
servadores que preservan el orden, cuya primera agitagared en (Gouz et™al,,
2000; Rapaport y Dochain, 2005), donde los observadoresahbeson introducidos
y aplicados a una clase de sistemas no lineales con incatirdu El dis@éo de es-
tos observadores se fundamenta en laiéede los sistemas damicos cooperativos,
considerando que las cotas por intervalos de las incertickg@sin disponibles; pero
no se asegura la estabilidad de los observadores. Estomdsties son principalmente
aplicados a los sistemas kiglicos para estimar pametros o variables que no son
medibles en los sistemas higiicos, para los cuales loépicos de observa@n son
muy desafiantes debido a la disponibilidad limitada de gessen inea y las incerti-
dumbres relacionadas a las @imicas del modelo, como ejemplo en el monitoreo de
plantas de tratamiento de aguas residuales (Had-SadokzeG2001). La validaéin
experimental ha sido reportada en (Alcaraz-Gonzeféd., 2002) para bioreactores
altamente inciertos.

Una combinadin de los observadores intervalo y de losliasnados observadores
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1.1. ESTADO DEL ARTE

asintticos (Bastin y Dochain, 1990; Dochagtial, 1992; Bernard y Goug, 2004) es
propuesta en (Rapaport y Dochain, 2005), donde la obsérvale estados para bio-
procesos bajo entradas del proceso y/cpeatros del proceso inciertos es resuelta,
sin requerir del conocimiento de la éitica del proceso. Esta clase de observadores se
ha aplicado a una amplia variedad de procesomigos y biogimicos. La desven-
taja potencial de los observadores a#igbs es que la velocidad de convergencia de la
estimacdbn depende totalmente de las condiciones de operaci

Una caractéstica importante de los observadores intervalo es qus pdomiten la
comparadn de los estimados de algunos observadores intervalojde aoda superior
es la nés pequia de las cotas superiores, y viceversa para las cotasoi@griEsto
conduce a un paquete de observadores intervalo, conoalolote de observadores
(del ttrmino en ingks, observers bundle), el cual fue propuesto en (Bernard g&sou
2004). Estos observadores se corren en paralelo y la mejprag®n es tomada en
cada instante de tiempo. En este paquete de estimadoressigstimaciones pueden
ser inestables. En este caso, las estimaciones son llarfradess ya que no tienen
propiedades de estabilidad.

Un disdio de observadores intervalo para una clase de sistemas mtamnos
es propuesto en (Moisan y Bernard, 2005), y aplicados a medeldioprocesos; el
diseio requiere del conocimiento de las cotas de las incertidesnbara asegurar el
acotamiento tanto por arriba como por abajo de la trayectedl del estado. Los ob-
servadores intervalo han sido aplicados en el proceso nhefeacbn por alimentaén
por lotes de E. coli (Veloset™al., 2007), con el objetivo de monitorear la concentaci
de la biomasa, ya que la @gimica del modelo tiene perturbaciones y algunas variables
del estado, como la concentragide substratos son desconocidas. Recientemente, en
(Moisan y Bernard, 2010) se presenin observador intervalo que estima las variables
desconocidas del sistemaetrico @otico de Chua, para lo cual, las incertidumbres
deben satisfacer las propiedades de Lipschitz.

Debido a que la cooperatividad es una propiedad dependierites coordenadas,
es posible usar transformaciones de coordenadas par&pbb=ervadores intervalo en
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

coordenadas apropiadas. Esta idea ha sido utilizada tegiente en (Mazenc y Bernard,
2010, 2011) para mostrar que es posible fthsaun observador observador intervalo
convergente exponencialmente paraial@istema Lineal Invariente en el Tiempo con
perturbaciones aditivas, para usar transfordradie coordenadas variantes en el tiempo
lineales

1.2. Planteamiento del Problema

Hasta aqy se han mencionado trabajos comtodos particulares de dise de
observadores intervalos aplicados a ciertas clases aensistcon incertidumbres o
perturbaciones, como por ejemplo: en una planta de tramiéataguas residuales
(Had-Sadok y Gouwg, 2001), en sistemas reactivos inciertos (Rapaport y Dochad5),
en el sistema éktrico catico de Chua (Moisan y Bernard, 2010), entre otros. Desafor-
tunamente, no se ha reportado riindrabajo en la literatura que generalice a l@&tan
dos particulares de diBe de observadores intervalo, lo cual denega posibilidgahal
para que esta clase de observadores sean aplicados aslsistemas dimicos. Adi-
cionalmente, la may@a de los rétodos de dise de observadores intervalo toman en
cuenta la propiedad de cooperatividad, pero no considégama propiedad de con-
vergencia. Taml@én, es importante mencionar que logtodos propuestos de obser-
vadores intervalo existentes en la literaturaestiséiados para sistemas perturbados,
pero no contemplan el caso libre de perturbaciones. Pa, taltroblema principal del
proyecto consiste en diar un observador que sea cooperativo y estable para uea clas
de sistemas no lineales, en ausencia y en presencia debaertures o incertidumbres.
Tal metodologa de dis@o pretende incluir y generalizar a algunoétodos de diseo
de observadores intervalo de la literatura.

El problema planteado torr&en cuenta una clase de sistemas no lineales en ausen-
cia de perturbaciones

EN{ & i g((t%u% z(0) = 2o (1.1)
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

donde xz € R" es elestadou € R™ es la entrada, ang € R? es la salida del sistema.
El observador de estados para el sistéinaest dado por la forma

é:f*(t,z,u), Z+:g+(37)
QN{f:h+(t,z,u) ’ ' (1.2)

dondez es el estimado del observador. El error de estibrase puede definir arfiita-
mente coma £ 7 — x, por consecuencia, las dimicas del error de observanison

expresadas de la forma:

é=v(te,u), e0)=e (1.3)

Tomando en cuenta la estructura maidioa de los sistemas mencionados, el problema

de observaéin definido para la clase de sistemas no lineales libres derpaciones
consiste en dise&r un observadd®, que cumpla con las siguientes peculiaridades:

= El observadof)y debe preservar el orden, es decir, que el estimé@dosiempre
ese por encima o por debajo de la trayectoria real del estado

= El observadof?, debe ser convergente, es decir, que el equilibrio del sesstem
de error de estima@n sea asitdtticamente estable, lo que implica qa€t) con-
vergea a los valores verdaderos del estado, ||z(¢) — z(t)|| — 0 comot —

Q.
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

&

Fig. 1.1:Comportamiento del observadsf, cooperativo y estable

En la Figura 1.1 se muestra un ejemplo del comportamienteradp del obser-
vador () para los sistemas no lineales en ausencia de perturbacelnasl tiene
un estimado que e&ssiempre por encima, y converge a sus valor verdadero eraform
asinbtica. Es posible extender el problema de obseovaaion la finalidad de utilizar
sistemas no lineales en presencia de perturbaciones. Adlgpeoblema consiste en
disehar un observador para una clase de sistemas no linealagyaeits, que sea coo-
perativo y estable. En este caso, se propone que el obsefvad®ea utilizado para la
clase de sistemas en presencia de perturbaciones.

Considere el sistema no lineal

b=t ud), 2(0) =2
EP{ y=h(tzud), ' (1.4)

donded € R” representa las perturbaciones o incertidumbres del sis@gresume que

el termino de la perturbagn d(¢) est acotado por intervalog: (t) = d(t) = d(t),
donded™(t) y d~(t) son conocidas. Como se ha mencionado arriba, se propone el
observadof)y en (1.2) para el sistema perturbadp en (1.4).
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Si el error de observaon se define come = 7z — z, entonces la dimica del error
esfin dadas por

é=v(teu,d), e0)=e (1.5)

En este caso, el problema de estimhaces disBar el observadof2y con las carac-
teristicas siguientes:

= El sistema del error de observanien (1.5) es cooperativo, es decir, dado para
cualquier condidn inicial de la estimaéin conocida, preserva el orden parcial
con respecto a la del estad®: = x, entonces

~

Z(t, 7o) = x(t, zo)
paratoda > tg.

= El observadoK?, debe ser convergente a pesar de las perturbaciones, lo que
implica que, el estimado del observador converge a unadadinercana de los
valores verdaderos del estad@(t) — x(t)|| < 5(d) comot — oo.

El comportamiento esperado del estimado del observ@dordefinido para sis-
temas en presencia de perturbaciones, se muestra en la EiQuEn caso que la per-
turbacbn sea desvaneciente, el error de estigraconverge a cero, adquiriendo un
comportamiento alogo al de la Figura 1.1.

Cabe reiterar que los observadores que sdidisen este trabajo, pueden ser com-
parados en la literatura con los observadores intervafocl@les edéin solamente
definidos para sistemas perturbados, ya que en los proceskseales tales como
biologicos, (bio) gimicos y de ecolog, frecuentemente se tiene la presencia de per-
turbaciones. Tales observadores se fundamentan en la thotos sistemas coopera-
tivos (Angeli y Sontag, 2003; Hirsch, 2003), la cual es unackase de los sistemas
dinamicos montonos.
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Fig. 1.2:Comportamiento del observador cooperativo con estabilidactipa.

1.3. Motivacbn

Hasta aqy se han mencionado diversos trabajos que considecaicas de dis®
de observadores intervalo existentes en la literaturaguases utilizan la propiedad
sisémica de cooperatividad con la finalidad de asegurar la ywesen del orden par-
cial de la estimaéin observador con respecto al estado de la planta, tomarzieata
una inicializacbn adecuada. Adicionalmente, los observadores interedialiteratura
estin dados para sistemas en presencia de perturbacionestilimbres paraktri-
cas, pero no consideran el caso de filisde estimadores para sistemas libres de per-
turbaciones e incertidumbres. Tampoco existe trabajo quangce la propiedad de
estabilidad del observador que preserve el orden dado istemas perturbados.

Las dificultades mencionadas p@r ser consideradas, por ejemplo, con etado
de disipatividad propuesto en (Moreno, 2004), el cua ésfinido para una clase de
sistemas muy amplia, que considera los casos en ausencesgnpra de perturba-
ciones. Adicionalmente, una ventaja para utilizar eséonio es la unificadn y gen-
eralizacon de diversosicnicas de dis® de observadores no lineales (Moreno, 2004).

14 it UNAM 2013



1.4. OBJETIVOS

1.4. Objetivos

Objetivo general:Proponer y desarrollar una metoddiagle diséo de los obser-
vadores que preservan el orden, tanto para sistemas erceug@nesencia de pertur-
baciones, utilizando como herramientas la propiedad deezatividad y el ratodo de
disipatividad.

Objetivos particulares:

Desarrollo de un @todo de observadores que preservan el orden para sistemas
no lineales basado en la propiedad de disipatividad y catipetad.

a.- Proponer un observador que sea cooperativo y convergard sistemas
no lineales en ausencia de perturbaciones.

b.- Proponer un observador que sea cooperativo y convergar sistemas
no lineales en presencia de perturbaciones.

c.- Analizar la factibilidad del die de los observadores que preservan el
orden, mediante los tipos de funciones que pueden ser dasciala clase de
sistemas no lineales.

d.- Analizar la generalizagn de diversos &todos de dide de observadores
intervalo de la literatura con el@odo propuesto.

e.- Validar los resultados&ecos en simulaéin y experimentalmente.

1.5. Contribuadn de la tesis

Las principales aportaciones de este trabajo son:

= El diséio de observadores que preservan el orden para una clasteieas no
lineales, en ausencia y presencia de perturbaciones,dsasada cooperativi-
dad y disipatividad. La primera propiedad éisica garantiza la preservanidel
orden, y la segunda asegura la convergencia del error devabée.
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= Se propone el di$® de los observadores intervalo para sistemas no lineales e
ausencia de perturbaciones, la cual no es restrictiva ase de sistemas coope-
rativos. Para construir este observador intervalo, seesgjejecutar de manera
simultanea un par observadores que preservan el orden; las estiesmacotan
dinamicamente al estado, por arriba y debajo de la trayectetiasiado y con-
vergean a los valores verdaderos del estdfiola literaturatnicamente existen
trabajos que consideran el caso perturbado.

= Se planté el disdio de los observadores intervalo para sistemas no lineates p
turbados: la estimagn preservar el orden y tendr una convergencia @ctica
gue depende de la presencia de la perturbaciones e incebids.Enfatizamos
en la propiedad de convergencia de los observadores in@mp@puestos en
este trabajo, que no es considerada en trabajos relaciosatibobservadores
intervalo en la literatura.

= La metodologa de observadores que preservan el orden propuestaratica y
generaliza algunos @odos de dis® de los observadores intervalo de la litera-
tura.

= Con el objetivo de probar experimentalmente el idisde los observadores que
preservan el orden, tanto cooperativos como intervalogakézaron pruebas en
el sistema de tres tanquedsico modelo de Amira DTS-200.

1.6. Organizadn de la tesis

Este trabajo eétorganizado de la siguiente manera. En estétuwapse ha pro-
porcionado una introduc@n de los observadores que preservan el orden, el estado del
arte y los objetivos que se pretenden alcanzar en este poogednvestigadin. En
el captulo 2 se presentan los fundamento&rieos, que posteriormente son utilizados
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en la metodolo@ de dis@o de los observadores intervalo para sistemas no lineales
sin perturbaciones. El céplo consta de cuatro secciones en las que se presenta el
concepto de orden parcial en el espacio vectorial y maltridespies se introducen
los sistemas dimmicos positivos y cooperativos,j@®mo las relaciones existentes en-
tre dichos sistemas. Luego se presenta &loaho de disipatividad con la finalidad de
asegurar la estabilidad del observador que preserva ehoydeor Gltimo se expone
el concepto del radio de estabilidad para sistemas linealegpeturbaciones lineales
eshticas y bajo perturbaciones no lineales variantes en raptie Asimismo en esta
seccon se muestra elimculo entre el ratodo de disipatividad y el radio de estabilidad.
En el cafitulo 3 se presenta la metodolagde dis@o del observador que preserva
el orden para los sistemas no lineales en ausencia de @arinmbs, considerando un
par de algoritmos de dige. El primero es la forma general de construir este obser-
vador y el segundo es un caso especial para generarlo, edstudiado por la reladn
entre el netodo de disipatividad y el radio de estabilidad, con laajnde reducir el
calculo materatico que se requiere en el primer caso. Finalmente, serpagsies re-
sultados obtenidos en simulénicon un par de ejemplos. En el dao 4 se extiende
la metodolog@a de dis@o del observadorque preserva el orden a los observaddges in
valo. La rabn es que, al considerar el observador cooperativo paratams con per-
turbaciones, la cooperatividad en lasatimnicas de los errores de obsergacse pierde.
Para recuperarla es necesario construir un par de obseegadlus cuales forman un
observador intervalo y que se describen en la primera&ecci
En la segunda sedni se analiza la estabilidad de los observadores intentedwés
de las diamicas de los errores de estin@agilas cuales tienen un comportamiento que
es descrito mediante el concepto de estabilidad entrdddess En la tercera seoai
se plantea un algoritmo de dis® para esta clase de observadores. .(Rono, en
el captulo 5 se presentan un alisis computacional del dife de los observadores
gue preservan el orden; en el dajp 6 se esponen una serie de ejemplos en los que
los observadores que preservan el orden fueron aplicadesnettacon y validados
experimentalmente en el sistema de Tres-Tanques del mddedmira DTS200. Fi-
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nalmente, en el cdjulo 7 seindicanlas conclusiones del presente trabaj@oaso el
trabajo futuro para complementar los resultados obtenidos
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El proposito de este cafulo es introducir los conceptos primordiales de la melmgia
de diséo de los observadores que preservan el orden, la caabasada en el @odo
de la teora disipativa (Moreno, 2004) en combinaaicon la propiedad sisinica de
cooperatividad (Hirsch, 2003). Adicionalmente, se pr@ana estructura novedosa
para asegurar la presen@idel orden del estimado del observador con respecto al es-
tado de la planta, la cual éstelacionada con el concepto de radio de estabilidas. M
adelante, se toman en cuenta las nociones deipmpos, propuesta para hacer factible
el diséio de los observadores intervalos presentados en esttraba

En la pimera secon, se introducen algunas definiciones que son utilizadas a |
largo del presente trabajo, como es la represdintad® un orden parcial, las matrices
positivas, no negativas (positivas o cero) y Metzler (Luggbr, 1979).

En particular, la matriz Metzler es una extémsde las dos primeras, y mediante
ella, se pueden caracterizar a los sistemas positivos yecaiws, los cuales tienen
ciertas peculiaridades en cdm Los sistemas positivos son aquellos que siempre preser-
van la no negatividad en sus variables de entrada, salidd gsteedo (Luenberger,
1979); los sistemas cooperativos son aquellos que fundamda conservadn del
orden entre las trayectorias del estado, de la entrada y siditha (Angeli y Sontag,
2003), y son descritos en la segunda satdEn la tercera sedm se presenta el@odo
de disipatividad, que sarutilizado en el dig& de los observadores que preservan el
orden con la finalidad de asegurar la convergencia de lasadtis. Finalmente, en la
seccon cuatro se presenta el concepto ddtppbs, utilizados para hacer factible el
disdio de los observadores propuestos, y cuya apboaesh dada en cdfulos subse-
cuentes.
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2.1. Conceptos 8sicos

A lo largo del presente trabajo se utiliza frecuentemensam@bolo = para realizar
comparaciones entre vectores y matrices. Es por ello quelsg € la definicdn formal.

Definicion 1: El Smbolo > define unorden parcialen el espacio de vectores y matri-
ces, lo cual estdenotado mediante

r = yer—y >0 z,yeR" Vie{l,...,n}
M = N@MZJ—NUZO, M,NGRnxm, VZ,]G{l,,n}

Particularmente, representana negatividadde los vectores y matrices, tal que,

x = 02,20, Vie{l,...,n}

M = O@MUZO, VZ,]G{L,H}

Es decir, el operador es interpretado como un conjunto de desigualdades apli-
cadas componente a componente- y se cumple cuando ocurre para todos sus
elementosz; > y;, Y en un caso especial cuandp > 0. Cabe mencionar que, en
este trabajo, elimbolo> se emplea para definir tanto comparaciones entre cantidades
escalares como matrices semidefinidas positivas. Otroeptmenuy utilizado, es el
cuadrante no negativo del espacio Euclidiano, cuya repi@asen matenatica se in-
troduce enseguida.

Definicion 2: La regbn no negativa de los vectores reales queda definida por
Ry ={zeR"| 2; 20, i=1,...,n}

de manera equivalente,
reR} & x=0.

Algunas definiciones y conceptos referentes a las matricpgesentan a continuéai.
Especificamente se citan tres tipos de matrices, las cuahestciertas relaciones entre
si, y son usadas en caplos posteriores.
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2.1.1. Matrices Positivas

En este apartado se estudian las matrices positivas. Laci@fifiormal de estas
matrices se incorpora enseguida.

Definicion 3: Una matrizP” = [p;;] espositivasi todos sus elementos son mayores que
cero, lo que se describe por,

P>=0 sip;>0, V.

En particular, esta definioh tambén se aplica para el caso vectorial. Es importante
mencionar que el concepto de una matriz positiva es comnpégiee diferente al de
una matriz definida positiva, ya que en la primera se pide aghestlos elementos son
mayores que cero, mientras en la segunda se satisface quenases principales y/o
los valores propios de la matriz sean positivos.

Una matriz positivaP se caracteriza coimmente por poseer un valor propio po-
sitivo dominante(\, > 0) en su espectrp(P). Dicha caractéstica se muestra en el
teorema siguiente.

Teoremal (Frobenius-Perron, (Luenberger, 1979)): Aes una matriz positiva, ex-
presada comel > 0, entoncesd \y > 0y z, > 0 tales que,

1. A.I'O = )\0.’[’0.
2. Si\ # )\ es aldin otro valor propio de A, entoncés| < .

3. )\ es un valor propio de multiplicidad algebraica y g&drita 1. &

Lo anterior asegura la existencia del valor profjo> 0, conocido comealor pro-
pio de Frobeniusy de un correpondiente vector propig > 0. Esto significa que para
el sistema diamicoi = Az, las trayectorias del estado convergen de forma@tsiat
al espacio generado por el vector propio de Frobenius.
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2.1.2. Matrices No Negativas

Dado que uno se enfrenta en lgégtica con matrices no negativas, que no son
positivas, es necesario considerar la extamsie la teda desarrollada para el caso en
gue no todas las entradas de una matriz sean estrictamesitegso La ampliadn
est dada mediante el Teorema de Perron.

Definicion 4: La matrizP esno negativasi todos sus elementos son no negativos, lo
cual esh descrito por,
P>0 Si p”ZO VZ‘J

0 de manera equivalente,
PeRY™ & P 0.

Est definicbn es completamente distinta a la que se utilizada en el ptmde de-
sigualdades de la formd > B, ya que un par de matrices son comparadas: decimos
que A > B para dos matriced y B de la misma dimenénh siA — B > 0.

Muchos de los resultados importantes para las matriceByasgpueden ser exten-
didos a las matrices no negativas. A continbacge muestra una extedsidelTeorema
del Frobenius-Perromara esta clase de matrices.

Teorema?2 (Luenberger (1979)): Sela - 0. Entonces existey > 0y z, = 0 tales
que,

1. PI’O = /\0{E0

2. Si\ # )\ es aldin otro valor propio del, entoncesg\| < \g O

2.1.3. Matrices Metzler

La mayofia de los resultados que existen en las matrices positivasgkan a las
matrices no negativas, que a su vez tienen una estrecharetan las matrices Metzler
(Luenberger, 1979). Este tipo de matrices son ampliaméifizadas en el dis&o de los
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observadores que preservan el orden. A contifiuase presenta la definisi formal
de este tipo de matrices.

Definicion 5: Una matrizA esMetzler o cooperativalo cual se expresa matética-
mente por
M
A=0
si todos los elementos fuera de la diagonal de la matrson no negativos, es decir,
Qg5 > O, V1 7é ]

La matriz MetzlerA tiene la propiedad de poseer un valor propio realy un
vector propiox = 0; ya que SiA es una matriz Metzler, existe una constante 0,
tal que la matriz? = ol + A es no negativa. El espectpdP) tiene un valor propio
dominante)\, > 0 dado por el teorema de Perron-Frobenius. Por consiguiexitte
un valor propio real dominante, = Ay — « (ver Figura 2.1) de la matri2 con su
correspondiente vector propio no negatiyp>- 0, dondei = Az = (P — al) z. Lo
anterior, se presenta en el Teorema siguiente

A Im

>

Re

Fig. 2.1:Ubicacbn de los valores propios de una matriz Metzler.
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Teorema3 (Luenberger (1979)): SA es una matriz Metzler, entonces existe un valor
propiouo > 0y un vectorz, ~ 0 tales que,

1. ALL’(] = Moo
2. Si\ # )\ es aldin otro valor propio dei, entonceRe(i) < po. &

dondeRe(1) representa la parte real de los valores propios definidos gom A — a,
los cuales sémn siempre menores qug, por similitud al Teorema de Perron-Frobenius.
El Lema siguiente es una herramiefitd para la comparadin de los valores propios

de una matriz Metzler perturbada.

Lemal (Sony Hinrichsen (1996)): Sean las matricess R"*" , B € RV, C €
]RTLXTL

cl<B = Mo (A+C) < i (M (A) + B) (2.1)
donde|C| € RY"™, M (A) = Ag+ |A,| = Aq + |A — Ag4| es la matriz Metzler del y
Ay = diag (a11, ..., an), Y po €S €l valor propio de Frobenius de la matriz Metzler y

Ao €s el valor propio dominante de la matdz En un caso en particular

Ao (A) < o (M (A)) (2.2)

Si A es una matriz Metzler,
po (A) < po (A + B) (2.3)
&

Es importante resaltar que los sistemasdiitos positivos y/o cooperativos pueden
ser caracterizados por una matriz Metzler, dando como oocoseacia que poseat
trayectorias del estado que conveageal cuadrante no negatilis; .

2.2. Sistemas Positivos y Cooperativos

En esta secon se estudia el comportamiento @mico tanto de los sistemas posi-
tivos como de los sistemas cooperativos, los cuales seautiéin los cdpulos de dis&o
de los observadores que preservan el orden.
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2.2.1. Sistemas Positivos

En la actualidad existen diversos sisteniagbs como los bidlgicos, meanicos,
quimicos, fisiobgicos, entre otros, cuyas variables de estado, de entrsalalg expre-
san cantidades con informéai real mediante valores no negatiyo§t) = 0, wu(t) =
0, y y(t) = 0]. En la literatura, estos sistemas se conocen csisiemas positivot.a
caracteistica mas importante de estos sistemas es que si la cé@ndiaicial del estado
[x(0)] est en el cuadrante no negativo del espacio Euclidi&fg, entonces la trayec-
toria del estaddz(¢)] permanece dtpara todo tiempo futuro. Debido a lo anterior,
los sistemas positivos tienen un comportamientcutiico (asinbtico) restringido. A
continuacdbn se describen a los sistemasaiinicos positivos.

Sistema No Lineal Positivo

Considere el sistema no lineal dado por

y=H(t,z,u)
donde = € R" es elestado el cual representa el comportamiento interno del sistema,

S { t=F(t,z,u), x(0)=xg (2.4)

u € R™ es la entraday € R? es la salida del sistematye R es la variable del tiempo.
F es un funddn de campo vectorial suavely es una fun@n no lineal suave, ambas
dependen de las variablés x, y). Asumiremos que el sistema esmpleto i.e., las
trayectorias existen para todos los tiempos positives,.

Definicion 6: El sistematy;, en (2.4) epositivosi
o= 0, u(t)=0 = z(t)=0, y(t)>=0, Vt>0.

Es decir, el sistema; es positivo silas trayectorias|z(¢, x¢)] generadas por
el sistemaXy;, e influidas por una entrada no negativa y con copdighicial no
negativajpermanecen en la regn no negativgpara todo tiempo futuro. Esto equivale
a decir que el sistemay,, espositivosi y lo si, el cuadrant®’, es unconjunto
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invariante positivo Los sistemas no lineales positivos (sin entrada ni salidayen
caracterizan de una forma sencilla. Sin embargo, la reptasen de los sistemas no
lineales positivos puede ser expresada mediante la Poiosiguiente.

Proposicion 1 ((Mailleret, 2004)): El sistema&y, en (2.4) sin entrada es positi¥o
Fi(xy>0,...,2;,=0,...,2,>0) >0, Vie{l ... n}

&

Lo anterior tiene como significado que las trayectorias dé&hd® nunca aban-
donan la redn no negativdz(t) = 0], y adenas, si alguna variable del estado es
cero entonces, la dire@i de movimiento de la trayectoria siempre es no negativa
[Fi(z(t)) = 0], permaneciendo siempre &t . En la Figura 2.2 se muestra el com-
portamiento de un sistema positivo de segundo orden, cugtdraate no negativo es
un conjunto invariante, donde toda trayectoria que emanastieregdn permanece
ah para todo tiempo futuro.

Sistema Lineal Positivo

Los sistemas lineales positivos tienen un comportamiesitatodico limitado, el
cual esh relacionado con el teorema algebraico de Frobenius yriPereo fagina. 21),
ya que asegura la existencia de un valor propio real doménadée su correpondiente
vector propio no negativo, en el cual las trayectorias dgésia convergen asotica-
mente a su subespacio generado.

Sea el sistema lineal dado por

Ji=At)z+B{t)u, x(0)=ux
EL'{y—C’(t)x, (2.5)

dondeA € R™" B € R™™ (C € RP*" son matrices variantes en el tiempo, y
(z,u,y) € R" x R™ x R? son los vectores de estado, entrada y salida respectivament
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La clase de sistemas linealeég que son positivos puede ser caracterizada de una simple
forma, lo cual est descrito en la Propos@m siguiente:

Proposicibn 2: (Dautrebande y Bastin, 1999) El sistefaen (2.5) egositivos
M
(Cl) A>0%a;; >0, Vi#j; (C2) B*0; (C3) C*>o0. <&

Lo anterior muestra la caracterizanide la propiedad de positividad en el sistema
¥, en (2.5). Esta caracterizéai hace referencia a que si la entrada tiene una influen-
cia no negativa en todas las variables del estado, y adeanasndicon inicial es no
negativa del sistems;, en (2.5), entonces se garantiza que las trayectorias @elcest
nunca abandonan el cuadraiit¢. Por consecuencia, la salida es no negativa. Esto es
debido a la direcéin de movimiento de la trayectoridt) es no negativa:;(t) = 0],
provocando que(t) siempre tienda a la regm no negativa (ver Figura 2.2 ), lo cual es
asegurado si los elementos de entrada fuera de la diagoleahdsriz A son mayores
o iguales que cero, es decir,Aies una matriz Metzler.

2.2.2. Sistemas Cooperativos

Los sistemas cooperativos constituyen una clase impertEnips sistemas dami-
cos debido a su comportamiento peculiar. Estos sistemaaqgmilos que sus trayec-
torias preservan el orden parcial en el estado, en la entrgden la salida en cada
tiempo, cuando las $ales de entrada (si existen) y los estados iniciales sortigda
mente) ordenado@ngeli y Sontag, 2003), cuya descripnimatenatica esh dada en
la definicbn siguiente.

Definicion 7: El sistema no lineal v, (2.4) escooperativosi dados

zo = xg, ul () = ut(t) vVt >0 (2.6)
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z,(t) z.(t)

-:rrt(t) ;;_.(t)

Fig. 2.2: Dos trayectorias a) y b) obtenidas al aplicar una entrada no negativa a un sistema
positivo de segundo orden

entonces, las trayectorias del estado y de la salida peesehorden parcial

x (t, to, zg,u' (t)) = (¢, to, x5, u” (1)) Yt >t (2.7)
Houw (tto,x5,u' (t) = Houwx (t,to,x5,u” ().

En otras palabras, la propiedad de cooperatividad producedenamiento en las
trayectorias del estado y de la salida. En la figura 2.3 setmauglscomportamiento de
un sistema cooperativo de segundo orden en las trayecigtias

Sistema No Lineal Cooperativo

En los sistemas cooperativos (Hirsch, 2003) cada variadllestado tiene una in-
fluencia no negativa de las otras variables del estado, ytladentiene una influencia
no negativa en estas variables, lo cuahestacionado en la caracterizawide dichos
sistemas. A continua@n se describe a los sistemas no lineales cooperativos.

Proposicion 3 (Angeli y Sontag (2003)): El sistemay;, en (2.4) exooperativosi y
solo si,
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x,(t)

z,(t)

Fig. 2.3:Un sistema cooperativo preserva el orden en las trayectorias del estado

OF;

S0Vt (C2) [au o8,

]zo; (©3) {8

Ly

8Fi] M OF;

(C1) L,) -0 }zo.

Ly j Lj

El simbolog 0 representa que el Jacobiaggj}j esMetzler, es decir, los elemen-
tos fuera de la diagonal son no negativos. Note que cuandmteadas y salidas no
estin presentes, la defin@i anterior reduce a la formaéadica, en la cual los estados
iniciales ordenados implica las trayectorias del estadermado (Smith, 1995), lo cual
es equivalente a la condari (C1).

Sistema Lineal Cooperativo

Particularmente, la caracterizanide los sistemas lineales cooperativo& estda
por,

Proposicion 4: (Angeliy Sontag, 2003) El Sistema Lin€a}, en (2.5) esooperativo
g

M
(Cl) A=0&a;>0Vi#j; (C2) B=0; (C3) C=0. <

Comparando l&roposicbn 2 y 4 se obtiene que ambas propiedades, cooperativi-
dad y positividad, definidas para la clase de sistemas éeesan equivalentes, ya que
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sixzg = 0 andu(t) > 0, entonces:(t, ty, xo, u(t)) = 0. Sin embargo para sistemas no
lineales esto no ocurre.

2.2.3. Relaciones de los sistemas positivos y cooperativos

Con base en los conceptos de los sistemas positivos y cogpsi@gilie se presentan
arriba, se obtienen las siguientes relaciones,

1. En el caso no lineal:

El sistemaXy (2.4) cooperativoes positivosi f(¢,0,0) = 0 (Mailleret,
2004).

2. Enel caso lineal:

El sistema:;, (2.5) cooperativoesequivalentel sistemaX;, positivo.

En otra palabras, la reld@m existente en la clase de sistemas no lineales consiste
en que un sistema cooperativo pueder ser positivo, si setgarauef(t,0,0) > 0.
Sin embargo, no todo sistema positivo es cooperativo, yédagueayectorias del estado
permanecen en el cuadrante no negativo pero no siempriasatil ordenamiento
de dichas trayectorias, y esto tiene que ver directamemntéaaonservacin del orden
parcial de las trayectorias de estado. Para el caso lirmsatelaciones entre los sis-
temas cooperativos y positivos son equivalentes. Estolsealque los sistemas linea-
les tienen un punto de equilibrio en el origen, que frecuaatde representa al estado
inicial, prevaleciendo la no negatividad de las trayeaesdel estado y de la salida.

2.2.4. Observadores intervalo

En la literatura, se han propuesto una clase especial deagkires, llamadosb-
servadores intervaldGouz et™al, 2000) para sistemas no lineales con incertidum-
bres, y que eéh basados en las propiedades de los sistemas cooperatamsgnadas
arriba). Para esta clase de estimadores, se requiere goeotm de las cotas por inter-
valo de las incertidumbres de la planta (Geat al., 2000; Rapaport y Dochain, 2005),
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dando como resultado que los estimados acotednditemente a las trayectorias del
estado. Estos observadores han sido aplicados a una clasteeas no lineales con
incertidumbres, especialmente modelosdjidos, procesos gmicos y ecabgicos. A
continuacbn se enuncia la definimn de estos observadores.

Definicion 8: Un observador intervalces un conjunto de observadores que propor-
cionan un intervalo entre las estimaciones quéresor encima y por debajo de la
trayectoria real del estado.

Consicerese el sistema no lineal (Moisan, 2007),

= f(t,z,u,d), x(0)=mxg
QD{ (o (2.8)

dondex € R" es el estado del sistema,c R™ es la entraday € R” es la salida,
d € R" es el €rmino de perturbacn, el cual representa incertidumbres y/o variables
exogenas del sistema. Se asume que se conocen las cotas dauthgoén y que
satisfacen,

d™(t,y) = d(t,z) = d”(t,y) (2.9)

Sea un par de observadores de la forma

st = f+ (t, Z‘i"d‘i"u7y)7 Z(O)-‘r _ h+($ )
Qop { 2 =f"(t,z7,d",u,y), z(0)" = h*(azg) (2.10)

donde 2", 2~ € R" son los estimados del estado de estos observadores. Lossateo
observadn pueden estar definidos por = z* —zy e~ = x — z~, por consecuencia,
sus diramicas se describen por:

éJr

(t,e*,u, C+) , e (0)=¢f (2.11)
(t,e_,u, c_) , e (0)=¢y (2.12)

dondect = d* (t,y) — d(t,z)y ¢& = d(t,x) — d (t,y). Si los sistemas (2.11) y
(2.12) pueden ser representados como sistemas coopsyatgdn esan definidos en

=g
€ =g
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la Proposiddn 4, entonces las trayectorias de los errores de obsemnvadit) y e (t)
preservan el orden.

El conjunto de observadorék,, en (2.10) forman umbservador intervalpsi y
sblo si se cumple que el estado del sistema asbtado diamicamente por los estima-
dos de dicho observad®x,, es decir,

27(0) = 2(0) = 27 (0) = 2(t) = x(t) =2z (t) (2.13)

En general, esta clase de observadores garantiza el origeniaiate las trayectorias del

estado en (2.13), bajo la suposicide conocer el acotamiento de la perturbaan
(2.9).

2.3. Meétodo de Disipatividad

En este trabajo, las propiedades de estabilidad é¢bao de disipatividad se uti-
lizan en el dis@o de los observadores que preservan el orden, con la fidaleasegu-
rar la convergencia de los estimados. Esto se puede realidascomponer la estruc-
tura de la diamica del error de observaci en subsistemas que poseen las propiedades
disipativas, obteniendo una represeriacdada por la interconed de un sistema
lineal e invariante en el tiempo con una no linealidadhtist en retroalimentaan
(Moreno, 2004). A continuadh se enuncian los conceptossimportantes de este
tema.

El método disipativo ha tenido un importante auge en laigede control moderna,
ya que al aplicarse a los sistemé&sidos, sus modelos matéticos expresan formal-
mente la ley de conservaci de enera. En otras palabras, la cantidad de ereeagma-
cenada en el interior de los sistemas es siempre nieigoial a la cantidad que ha sido
suministrada por otros sistemas, |0 que equivale a deciesfssistemas son capaces
de almacenar y consumir enéagpero no de generarla

Definicion 9: (Willems, 1972,) El sistemaXy;, en (2.4) LTI edisipativo si existen
unafuncion de almacenamiento de enixdinterna)V’ : R™ — R (continua y positiva
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semidefinida) y un&ncion de suministro de endgg(externayw : R? x R™ — R tales
gue se satisface esigualdad disipativa

Vi(x(t) <V (xg) + /Otw(u (1),y (7)) dr; V(xp,t) € R" xR (2.14)

Los sistemas pasivos constituyen el caso espe@alimportante de los sistemas disi-
pativos, dado para igualimero de entradas que de salidesnm = p),

V) <wu®),y®)=y"u ;¥ (z,u) € R" x R™, (2.15)

Comunmente, las funciones de almacenamiento de @nesn descritas por fun-
ciones cuaditicas del estado.

Consicerese una fundin de suministro cuadtica dada por,

T
w(y,u) = [;ﬂ [SQT ]S%HZ] (2.16)
(2.17)
= 47Qy+ 2y" Su +u" Ru

donde € RP*P S € RP*™ R € R™™ con(@ y R simétricas. En el caso lineal
de los sistemas LTI el; con funciones de suministro en (2.16) no h&ydida de
generalidad si la fundn de almacenamiento es restringida ser una forma atiear
positiva definida

V=a"Px P=P">0. (2.18)

Esto puede ser caracterizado por medio de una LMI.

Definicion 10: El sistema (LTI)X; en (2.5) esde estado estrictamente disipativo
(SSD)con respecto a una fur@i de suministrav (y, «) en (2.16), o en forma corta
(Q,S,R)SSD, sid una matrizP? = P > 0y una constante > 0 tal que se satisface la
desigualdad disipativa:
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PA+ AP +cP PB } - [ cTQC TS

BTP 0 STC R }SO' (2.19)

Definicion 11: Unano linealidad esatica variante en el tiempo

y=f(tu) (2.20)

continua a tramos ehy localmente Lipschitz em, tal quef (¢,0) = 0 esdisipativa

con respecto a la fun@n de suministrav (y, «) en (2.16)0 en forma cortdQ,S,R)D
siVt>0yueR™,
w (y,u) = w (f (t,u) 1) > 0. (2.21)

Las condiciones de sectoislicas para no linealidades cuadradas (Khalil, 2002), es
decir,m = p, pueden representarse en la forma siguiente.

1. Sif est en el sectofK, K»), es decir(y — Kyu)" (Kou — 1) > 0
entonces efQ,S,R)D con:

1
(K0t K) 3 (KTt K2TK1)>

N —

(Q.5,R) = (—L

2. Sif est en el sectofK, oo|, es decir(y — Kyu)" u > 0
entonces efQ,S,R)D con:

Una no linealidad multivariablg’ puede ser@;, S;, R;)-D para algunas ternas
(Qs, S;, R;) (Moreno, 2004), es decir,

wilFt,u),uw) = fFQif + 2T Siu+ v Ryu > 0,fori = 1,2, ..., (2.22)

En este caso, eadil ver quef es> ! | 6;(Q;, S, R;)-D para todod; > 0, es decir,
/ es disipativa con respecto a una fusrcde suministrav(f, u) = > i, Qiwi(f, u).
Note que la desigualdad (2.21) proporciona la caractetinade la no linealidad’, ya
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que significa que el gfico def est contenido en el subespacio correspondiente a los
valores propios no negativos de la forma céaida (@, S, R). Si la forma cuadatica
(@, S, R) es semidefinida positiva, entonces la desigualdad (2.2pyeoworciona al-
guna informadn acerca de la no linealidgdy por lo tanto no tiene utilidad en lo que
sigue.

El Lema siguiente proporciona una generaligadiel criterio del trculo para sis-
temas no cuadrados, y muestra que la interc@meste realimentadn negativa de los
sistemas disipativos es internamente estable.

Lema?2: (Moreno, 2004) Sea la interconéride la retroalimentagn

&= Az (t) + Bu(t),z(0) = zg
=8 y=Cx(t) (2.23)
u=—f (ta y)

dondex € R", u € R™ ey € RP son los vectores de estado, entrada y salida, respecti-

vamente. SHQ, S, Rtales que
= f(t,y)es(Q, S, R)-D,y
» el subsistem&;, LTI es(—R, ST, -Q)-SSD

entonces el punto de equilibrio= 0 delsistema en lazo cerrado es global y exponen-
cialmente establegs decir, existen las constantes- 0 andp > 0 tal que para todo
o

[z ()] < & [|lzol| exp(—ot) . (2.24)

&

El lema 2 representa la estructura principal detodo disipativo, y consiste en que
silanolinealidadf es(@®, S, R)-D con respecto a una furizi de suministro cuadtica,
entonces la parte lineal tiene que ser data(— R, ST, —Q)-SSD con respecto a una
funcion de suministro complementaria, lo cual produce que ladatexbn sea global
y exponencialmente estable. La figura 2.4 muestra el lazad®E; en (2.23). Este
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X=Ax(t)+Bu(t)

v

y=Cx(t)

172/ —

Fig. 2.4:Estructura del ratodo del disipatividad.

esquema se usa en ¢aos posteriores para el dise de observadores que preservan
el orden y observadores disipativos, ya que ladiita del error de observaai tiene
un arreglo i@ntico al de la figura 2.4.

Cuando las perturbaciones externas aditivasaacen estos sistemas, la estabilidad
es debilitadaxz no converge asidticamente a cero. En vez de eso, la estabilidad es
practica: las trayectorias del sistema no convermgex origen: = 0, pero si la seal de
entradab(t) esh acotada, las trayectorias conveégea una bola centrada en el origen,
con un radio dependiente de la cotailg permaneceér alli para todo tiempo futuro.
Esto esh determinado por la propiedad de Estabilidad EntradadBsta

Definicion 12 (Khalil (2002)): El sistem&» esEstable Entrada-Estad@EEE) con

respecto a (t) si existe una funéin  clase L, una funcdn v clasekC tal que para
algin estado iniciak(t,) y aguna entrada acotabld@), la solucbn z(t) existe para todo
tiempo futurot > t, y satisface

[z (@O < BUlz(to)ll  t = to) + < sup Hb(T)H)

to<t<t
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Lema 3: Considere el sistema perturbado
= Ax+ Bu+b(t), z(0)=xg
Zp: y=Cx (2.25)
dondeb(t) es una sial de entrada. Suponga que las condiciones del Lema 2 sen sat
fechas. Bajo estas condiciones, el sistéfpaesentrada-estado-estable (ISS, por sus
siglas en ingds) con respecto @ &

Prueba. Damos las pruebas a los Lemas 2 y 3. Pobtepis (2.16) es satisfecho con
(=R, ST, —Q). TomandoV (z) = 2¥ Pz como la funcdn candidata de Lyapunov del
sistema en lazo cerrado, la derivada del tiempd’de) a lo largo de las soluciones
deZp esV = (Az 4+ Bu)" Pz + 27 P (Az + Bu) + 227 Pb(t), 0, porque de (2.19) y
(2.25)

T
. |z PA+ATP PB x T
v_{u] [ A b Hu}”l’ 0

< [ _“Tf r { _%?C Cff; } { _“Tf ] — ea” Px + 227 Pb(t)
__ H]T { SC?T f%} [5]_ev@)wﬂpb(t)g—EV(x)mprb(t),

ya quef es(Q, S, R)-disipativa. Cuando la perturb#@ci se desvanece, es deldit) =
0, entonced” < —eV vy, usando el Lema de comparagikKhalil (2002), sigue que

V(z(t) <V (x(0))e .
Esto significa que
At (P) lz()[3 < 2" () P(t) < 27 (0)Pr(0)e™ < Amax (P) [|2(0)[3¢™,

donde) i max(P) son los valores propios&s pequios y nas grandes d€, respec-
tivivamente. Entonces

max P _€
At (P) 0 e3¢,

()]l < 1) 225
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ad quez = 0 es un punto de equilibrio exponencial globalmente estéista finaliza
la prueba del Lema 2.

Cuandob es diferente de cero, la desigualdad< —eV + 227 Pb puede ser ree-
scrito, para algné € (0,1), como

V(z) < —(1—0)eV — ez’ Pz + 227 Pb
< —(1 = 0)eV — 0hnan (P21 + 2 (P bl
< (1= O + Asn (P22 — el
< 1=V, izl > ol

Aplicando (Khalil, 2002, Theorem 4.19) sigue dtig es EEE con respectoh&). m

2.4. Radio de Estabilidad

El concepto de radio de estabilidadédefinido para los sistemas lineales; y per-
mmite que para ciertas perturbaciones (lineales o no bsgate pueda garantizar que
estos sistemas permanecen estables (Son y Hinrichser), E®9€sta tesis se relaciona
la nocbn del radio de estabilidad bajo pertubaciones no lineadgames en el tiempo
con la del netodo disipatividad, ya que ambas poseen afinidad en swestauEl
resultado de esta reld@xi es un aélculo mas sencillo para asegurar la estabilidad de
sistemas no lineales en realimenéaccon una no linealidad variante en el tiempo. A
continuacbn se mencionan los conceptoasrimportante de este tema.

2.4.1. Perturbaciones lineales
Considere el sistema lineal
Q: &= Az, (2.26)
es asinbticamente estable siy solo sila matdizs Hurwitz, es deciméax {\; A € p(A)} <

0, dondep(A) C C_ es el espectro dd. Cuando el sistem& en (2.26) est sujeto a
perturbaciones estructuradael tipo de realimentaén de salida, es decir,

A— A+ BAC,
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el sistema perturbado éstepresentado por
Q,: &= (A+BACQ)z, ||All <~y (2.27)

dondeA es Hurwitz,B € R™™ y C' € RP*™ son matrices que definen la estructuras
de la perturbaciones, & es una matriz de perturbaciones desconocida. Esta puede ser
compleja, real y no negativa (es deck,e C™*? A € R™* A € RT™). |Al es

el tamdio de la perturbabn lineal yy > 0 es una cota de dicha perturb@ei Para la
terna(A4; B, C') conA € K™*? conK = C6R 6 R, se definen 3 radios de estabilidad.

Definicion 13: Si el sistem& en (2.26) es perturbado, y toma la formageen (2.27),
entonces el radio de estabilidad@dges:

(2.28)

. mxp
TK=TK<A;B,C>=fnf{ |A]; A € K, }

AMA+ BAC) >0
dondeK =C, R, R,..

En otras palabras, el radio de estabilidad se define comorameeta de la per-
turbacbn que desestabiliza al sisterfia.. Los tres radios de estabilidad tienen la

propiedad,
0<rc(4;B,C)<rp(A;B,C) <rr, (A;B,C) (2.29)

En el caso complejo, el radio de estabilidad es definido por
. o / . -1 -1
rc (A; B,C) —I}Jleaﬂi(HC(ij A )BH (2.30)

El radio de estabilidad complejo es utilizado para defirsipeopiedades de estabilidad
del sistema perturbado,. Particularmente, si el sistema es positivose reduce a un
calculo simple. Los resultados transcendentales son mesmis aqu

Proposicion 5 (Hinrichsen y Pritchard (1986)): Suponga que el espectrb) € C_.
SirZ >~ entonces, es asinbticamente estable.
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Teorema4 (Son y Hinrichsen (1996)): . $1, en (2.27) es un sistema positivo, es de-
cir, A € R™*" es Metzler, y adeds Hurwitz,D > 0y E > 0 son matrices no negativas.
Entonces, los radios de estabilidadaestiados por

r= HC’A‘lBH_l . Tp—C = TR = T'p+ (2.31)
&

El Teorema anterior muestra que los tres tradios de estatiion equivalentes, por
consecuencia, la propiedad de estabilidad del sistemarpado(?, puede ser asegu-
rada mediante unatculo simple dado paor.

2.4.2. Perturbaciones no lineales variantes en el tiempo

Ahora, se considera queen (2.26) est sujeto gerturbaciones no lineales varian-
tes en el tiempg (Cz, t) (Son y Hinrichsen, 1996). Este sistema perturbad® regtre-
sentado por

Ny & =Ax — Bf(Cux,t), t>0 (2.32)

Se asume quég(t,y) es globalmente Lipschitz epny continua a tramos et tal
que
If WO <ylyll, vy €R?,t>0,7>0 (2.33)

El tamdio de la perturbabn no lineal se mide por

IfIl =inf{y eRy; Vy e R?, £ 2 0:[[f (y, )l <vllyll}

En la siguiente Propositin se establece la propiedad de estabilidad del sistema
perturbadd?,,,,.

Proposicion 6 (Son y Hinrichsen (1996)): Suponga que el sistema pendora, en
(2.32) es positivo 4 Aé 0, B> 0, C *=0),y adenas A es Hurwitz. Se asume que
f(y,t) es globalmente Lipschitz eny continua a tramos ental que la desigualdad en
(2.33) sea satisfecha.
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Si|[CA'B||"" > v cony > || f|, entonces el sistema perturbadg, es exponen-
cialmente estable, es decir, existen las constdnte$), 7 > 0 tal que se satisface

[z (O] <k llzoll exp(=5t), >0, 7> [l (2.34)
o

Es importante mencionar que,, se puede reescribir de la forn@, en (2.23)
definido por un sistema LTI con una realimenéacidada por no linealidad ésica
variante en el tiempo. Por lo tanto, el mismo resultado sel@ubtener utilizando el
método disipativo (Moreno, 2004; Aéb y Moreno, 2009). Enseguida se presenta el
resultado principal que combina la teedel radio de estabilidad con ebtodo disipa-
tivo, en el cual la desigualdad no lineal que caracterizaéabdo mencionado es reem-
plazada por el&@culo materatico del radio de estabilidad. Este resultadé esfinido
para no linealidades que se encuentran en un sectorifispec

Lema4: Suponga qug,, en (2.23) es positivo 4 Q_{ 0,B>0yC = 0),yadenasA
es una matriz Hurwitz. Se asume qfig/, t) es(Qn, Sy, Rn)-D= (—1,0,7?I)-D, es
decir, se cumple 2.33.Si se satisface
7—2] BT (A_I)T cT ] -
CA™'B I
convy > 0, entonces existeR, = P7T > 0ye > 0tal que=, es global y exponencial-
mente estable &

Prueba. f (t,y) es globalmente Lipschitz epy continua a tramos et es decir, es

-2 T ( A-I\T ~T
(Qn.Sx, Ry) = (~1,0,921)-D. Suponga[ Pl BATCT S g, en-

CA'B I

tonces existe una matrfz, > 0 y una constante > 0 tal que se satisface
A"P,+ P A+ eP,+~°C"C+ P,BB"P, =0 (2.35)

Esto es porque el radio de estabilidachasiracterizado por la ecuéanialgebraica de

Riccati (Hinrichsen y Pritchard, 1986). Por consiguienteste un conjunto de solu-

ciones deP, y etal que se satisface

A"P,+ P)A+¢eP,++°C"C+ P,BB"P, <0 (2.36)
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Aplicando Lema de Schur, se obtiene la desigualdad quetearzca=, con(Q, S, R) =
(—~%I,0,1)-SSD:

T 2T
ATP,+ LA+ P, +°CTC PB (2.37)
BTP, —1

2.5. Estabilidad entrada-estado

Considere el sistema lineal e invariante en el tiempo
= Ax + Bu (2.38)

donde la matrizA es Hurwitz y se puede escribir la soléricomo

¢
z(t) = elt—to) Ay (to) + / c=1ABy (1)dr

to
y se usa la cotg ("4 < ke~ conA > 0y k > 0 para estimar la solugn

por

t
lz (O] < ke )| 2 (to) +/ ke XD Bl u (7)]| dr

to

k| B
< ke || g (o)l + LB sup ()
A pp<r<t

Lo anterior significa que con una entrada-cero el estadoedexponencialmente a
cero mientras que la respuesta a estado-ceacaestado para alguna entrada acotada.
Ademas se muestra la propiedad de entrada acotada-estadocaizotdiin se observa
que la cota de la respuesta de estado-cero es proporci@ebtalde la entrada . Con-

sidere el sistema (Khalil, 2002)

&= f(t,z,u) (2.39)
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dondef : [0,00) x R” x R™ — R™ es continua a tramos e1y localmente Lipschitz en
x Y u. La entradas(t) es una fun@n acotada y continua a tramostgpara toda > 0.
Suponga que el sistema nominal

&= f(t,z,0) (2.40)
tiene un punto de equilibrio global y uniformemente estaplel origen: = 0.

Definicion 14: El sistema: = (¢, z,u) (2.39) es estable entrada-estado (ISS) si exis-
ten una fundn (5 de claseK' L y una funcon ¢ de claseK tal que para cualquier
estado inicialz(ty) y cualquier entrada acotaddt), la solucon z (¢) existe para todo

t >ty y satisface

[ (O < B ([l (Eo)ll ,t —to) + 7 ( sup |[|u (T)H) (2.41)
to<r<t
La desigualdad (2.41) garantiza que para cualquier entreatada. (¢), el estado
x(t) se va a mantener acotado. Adicionalmente, con la desiglié®dél) siu (t) con-
verge a cero cuando— oo, entonces el estado tarébiconverge a cero (Khalil, 2002).
Asimismo, siu (t) = 0 la desigualdad (2.41) se reduce a

[z (@)1 < 5 (lz (o)l T = to)

La estabilidad entrada-estado equivale a que el origenistehsa nominal (2.40) sea
global uniforme y asintoticamente estable. El siguientesles consecuencia del teo-
rema converso de Lyapunov para la estabilidad exponencial.

Lema5: Khalil (2002) Suponga qué (¢, x,u) en (2.39) es continuamente diferencia-
ble y globalmente Lipschitz efx, u) y continua a tramos eh Si el sistema nominal
f (t,z,0) (2.40) tiene un punto de equilibrio global y exponencialtaerstable en el
origenz = 0, entonces el sistema (2.39) es ISS. &

43 it UNAM 2013



2.6. POLITOPOS

2.6. Poitopos

La teoiia sobre los conjuntos convexos fue desarrollada prinoipate por el famoso
matenatico Herman Minkowski del siglo XIX, cuyas investigacisnelacionan con-
ceptos tales como: @, funciones convexas, hiperplano soporte, funcionatesles
sobre un conjunto convexo, entre otras. Estos concept@saeios son muy impor-
tantes en muchaareas de aplicagh como la econoi, optimizacdn, programadn
lineal, y computadin, entre otras. La convexidad de un conjunto es un concepto p
mordial de una rama de las mat@ticas, la Geomeét de conjuntos convexos; a tés/
de este concepto, se puede hablar de lddete programabn lineal cuyo objetivo es
encontrar la soluéin 6ptima a un conjunto de restricciones lineales, resultajcoel
conjunto donde hay que buscar la sofurces un conjunto convexo.

Este apartado contiene los conceptos fundamentales idegus, los cuales consti-
tuyen una parte transcendental en eliliisde los observadores que preservan el orden,
que es descrito en el caplo 5. En geometa, un poitopo hace menbn a la general-
izacion de un pdgono de dimensinn. Por ejemplo, un paédjono es un pdlopo-2, un
polihedro es un pdtopo-3 y policobn es un pdtopo-4. Esteérmino es utilizado en
varios conceptos mateaticos relacionados.

En (Giinbaum, 2003) un piibpo convexo es un caso especial de uritppb,
teniendo la propiedad adicional que es ta@nbun conjunto convexo en el espacio
de dimensdn n. Los poitopos convexos toman un papel importante earel de
matenaticas, habiendo muchas aplicaciones en programduieal. En este trabajo
se utilizan un par de definiciones dadas enifaum, 2003), considerando que los
politopos convexos san llamados simplemente pimpos; la primera eatdescrita por
la envolvente convexa de un conjuntos de puntos y la segwst@aada por la inter-
seccon de semi-espacios.

44 it UNAM 2013



2.6. POLITOPOS

2.6.1. Paitopo definido por envolvente convexa

En teofa de conjuntos es bien conocido que un conjunta R™ es convexo Siy
sblo si contiene todas las combinaciones convexas de sugube forma similar, es
posible definir el concepto de una envolvente convexa.

Definicion 15: La envolvente convexa de un conjuntee define como el conjunto de
todas las combinaciones convexas de los puntos$.de

Definicion 16: Un conjuntoP, C R" es llamado un pdtiopo si es la envolvente con-
vexa de un conjunto finito de puntos Bn.

De la definicon anterior, urpolitopoes el conjuntaP, ¢ R"™ determinado por el
conjunto finito de todos los puntos extremositidext P,). Estos puntos coommente
son llamados/értices(ver figura 2.9). De aquque la definicddn sea llamadaepre-
sentacbn de \ertices.En la Proposi@n siguiente se presenta la caracterizade un
politopo por medio de la envolvente convexa.

Proposicion 7: (Grunbaum, 2003) Un pdbpo P, es la envolvente convexa de un con-
junto de puntos, los cuales pueden ser representados continawiones convexas de
los puntos deP,. Es decir, los puntos pueden ser reescritos en la forma

P, = {Eﬂ:aliﬂz e R"”

i=1

aiZO,Zaizl,nzlﬂ} (2.42)

i=1

2.6.2. Paditopo definido por semi-espacios

Un hiperplano eétrepresentado comd = {x € R" : a”x = b} para al@in vector
a distinto de cero y unimmero reab. Otra representagn de un hiperplano estlada por
{z € R": ' (x — x0) = 0}, dondeu es el vector normal del hiperplana, permanece
en el hiperplano. Los hiperplanos son convexos, ya queartatiitodos los segmentos
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& X3
[ ] X, xz
x.'.
L
P
x‘ L
[ 3.4
L ] X
X5 Xs 1
Conjunto Finito Envolvente convexa

Fig. 2.5:Politopo definido por una envolvente convexa

de linea asociados a algunos de sus puntos. Cada hiperplane divedpacio en dos
conjuntosH* = {z e R" : a2z > b}y H- = {x € R" : 'z < b}. EStos conjuntos
H*y H~ son llamados semi-espacios. Otra represemiaes{z € R" : a’ (v — xq) >
0}, dondeu es el vector normal y, permanece en la frontera.

Los poltopos tamk#n pueden representarse como la interéecde un imero
finito de semi-espacios. Estlefinicbn es llamadaepresentadin de semi-espacios
(ver figura 2.6). La caracterizdxri esh dada en la siguiente Proposici

Proposicion 8: (Grunbaum, 2003) Un p@bpo P, est descrito por la intersedn de
semiespacios:
P, = {x € R"| -51 Ax < b} (2.43)

donde A es una matriz de dimeasim x n, m es el mumero de semi-espacios que
definen al pdtopo.
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Fig. 2.6:Politopo definido por una semi-espacios

2.6.3. Paditopos definidos a partir de un conjunto cerrado

Ahora bien, dado un conjunto convesoc R", se dice que un hiperplan@ so-
porta a S en un puntox € S, siz € SN H y S queda contenido en uno de los
semiespacios/* o H~, lo cual se muestra en la figura 2.7. Esta idea permite definir e
concepto fundamental deperplano soporte a un conjunts.

Definicion 17: Dado un conjunto convexs € R", se dice qued es unhiperplano
soporte aS si H es tangente & en aldin puntoz, que es un punto de su frontera.

En otras palabras, el hiperplano sopdrtec R" : a”(z — ) > 0} soporta & en
19 €0Ssizre S = alx < alxy.

Adenas, si el hiperpland] soportaaS'y S C H~ (respectivamente C H™),
entonces se dice qu#~ (respectivamentd/*) es unsemiespacio soporte .

Teorema5 (Grinbaum (2003)): S% es un conjunto convexo éi* con un interior no
vado, entonces a tr&s de cada uno de sus puntos frontera existe un hiperplaodeop
deS.

Es posible construir pabpos inscritos?; en un conjunto cerrado conveXy me-
diante la descrip6in de una envolvente convexa, dando como resultado questises
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Fig. 2.7:El hiperplano soporté/ soporta al conjunts.

de los poitopos deben estar ubicados en la frontera del conjtinEsto se muestra en
la figura 2.8.

Primeramente, se considera gtiees un conjunto cerrado convexo, que describe

maten@ticamente la forma cuaatica de una elipsoide:
S={zeR"(z—z)" Pz —z) <1} (2.44)

dondeP = P” > (. Las longitudes de los semiejes; del conjuntoS estin dados por
\/1/)\;, donde); son los valores propios de. Tomando en cuenta la ecuagianterior,
la frontera del conjunt® est dada por

Sp={zeR"(x—z)" Plx —z.) =1} (2.45)

Teorema6 (politopo inscrito en un conjunto cerrado): Considere el conjanttvexo
cerradoS'y cuya frontera es'; en (2.45). Sea el pibpo

k
o> 0, Y ai=1, i= 1k} (2.46)

Si los vertices de”;, A; , los cuales eén dados por\; C {+uv,1,...,tv,;m} U
i=1,...k

{xs1,...,xs,}, estn contenidos ey, entonces el pitopo P; esé inscrito enS.
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Prueba. Si los vertices de&”; estin enSy, es decir{ Ay,.., Ay} C S, entonces

k
ZaiAiCSf = P[CSf. [ |

i=1

Fig. 2.8:Politopo definido por una envolvente convexa

Para construir un pabpo que circunscriba a un conjunto cerrafise requiere la
aplicacbn del concepto de hiperplanos soportes, teniendo comadfudad| desarrollo
de semi-espacios, cuyas intersecciones faaman poitopo que contenga al conjunto
S. La representadbn matenatica esh descrita en el Teorema siguiente.

Teorema7: SeasS en (2.44) un conjunto cerrado convexo, cuya frontereb een
(2.45). Un paitopo que circunscribe &; est dado por

Pc = {x e R"| _[kwl dl'e < vi} (2.47)

donded! = S'(x;) es la normal de los hiplerplanos tangentes ¥ d'z;. Los \ertices

de P~ sonz; = D;l{/i, 1= 1,...k; D; y V; estin formadas por las componentes de

los hiperplanos soportessy que se intersecta en cadarticez;. &
Prueba.Considere el hiperpland = {a: eER? dTx =v, a # 0}, los semi-espacios

H ={zeR":d"z<v}yH" = {z €R":d"z > v}. Los vertices de’; pueden

definir la intersecdin de los hiperplanos tangentesiecond! = S (z;)yv; = dl ;.
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SiHestangenteden z; CS; H,={zeR":dlz=¢;, e;=dlz;, i=1,...k},
i=1,...k

k
entoncesS; C H; = S;C _an{ = Sy C Fe. ]
i=1,....k =

Fig. 2.9:Politopo definido por una envolvente convexa
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3. OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN PARA
SISTEMAS NO LINEALES: CASO NOMINAL

En este cajpulo se propone una metodolagie diséo de observadoresque preser-
vanel orden para sistemas no lineales libres de perturesigue tienen la estructura
de un subsistema LTI con una no linealidad conectada eratietientacon, la cual se
muestra en la primera seoai. El observador propuesto, que toma la forma en (Moreno,
2004), tiene una estructura semejante al esquema de Lgentdexr metodolo esh basada
en las propiedades de cooperatividad y disipatividad (&gimas 27 y 35), las cuales
se aplican en los sistemas de los errores de estimaoon la finalidad de que los esti-
mados e€tn por encimdz(t) > x(t)) o por debajqz(t) = Z(t)) de la trayectoria real
del estado, y adeas converjan a sus valores verdaderos, como se muestraigoia F
3.1.

Es importante resaltar que para obtener siamdamente un estimado por encima
y por debajo de la trayectoria real del estado, es necesamitrair un par de obser-
vadores que preserven el orden e inicializarlos adecuatantn esta etapa, existe una
ventaja: dos observadores que preservan el orden puedateeidos y desarrollados
por un $lo disdio. Esto se debe a la propiedad de simeque satisface el estimador,
lo cual se describe en la segunda s@aclLa clase de observadores analizada en este
caftulo se puede utilizar para monitoreo déakes en aquellos sistemas, cuya planta
es perfectamente conocida o se encuentren en ausencidw®aaones e incertidum-
bres. Estos observadores paamprevenir al esquema de control cuando las variables
del estado eéh cerca de alcanzar nivele&ximos citicos, ya que el estimado siempre
estaa por encima o por debajo de la trayectoria real del estado.



Definicion 18 (Observador que Preserva el Orden): Considere un sistelireal
Yap &= F(t,z,u,w), y=H((tx,u), xz(0)=ux,

dondex € R", u € R™ es unantradaconociday € R? y w € R? es una entrada des-
conocida, representando incertidumbres y/o perturbasiguoe actan en el sistema.
F'y H son funciones suaves, y asumiremos que el sistentarapleto El sistema
dinamico

Oup : 2= (6,7, u,y,w) , Z(0) =7,
es unObservador que Preserva el Orden Superior (Inferipgra el sistema&y, p Si (i)
es completo. (ii) El error de estimacie (1) = x (t)—x (t) converge global y asiatica-
mente a cero cuando la perturbities identicamente cero, es deairt) = 0. (iii)
Cuando los estados iniciales del observador sas grandes (&s pequos) que los
estados iniciales de la planta, es detir= z( (7o =< o), €l estado estimado semas
grande (nas pequio) que el estado de la planta para todo tiempo futuro y laadas
(u,w), es decirz (t, to, To, u,y (1)) = x (t,to, o, u,w (t)) 0 (Z (t,to, To,u,y (t)) <
x (t,to, zo, u, w (t))).

Aunque la condi@n de completitud no es estrictamente necesaria, simplidica
presentadn y parece tambn razonable para los sistemasdos. Un observador in-
tervalo(Mazenc y Bernard, 2010, 2011) puede ser obtenido por dosvalokees que
preservan el orden: uno superior y otro inferior, acotand@bktados de la planta. Si ex-
imimos la condidbn de convergencia (ii), entonces a una estructuremsadaframer
(por definicbn en el idioma ing#s) sea obtenido.

La condicbn (ii) en la Definicon 18 es una condigh de convergencia del obser-
vador, mientras que la condixi (iii) es una condidén de cooperatividad en el error
de estimadn. Con la finalidad de garantizar la convergencia del obderdaaremos
uso de la teda disipativa. Esta idea ha sido tarbipropuesta por uno de los au-
tores (Moreno, 2004, 2005; Rocha#atl y Moreno, 2010) para diBar observadores
para una clase de sistemas no lineales. Para la misma classtetaas extendemos
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el método para hacer el observador @dosconvergente, pero tanén preservando el
orden (Aviles y Moreno, 2009). Consideramos el primer caso de los sistemausen-
cia de perturbaciones.

3.1. Sistemas no lineales en ausencia de perturbaciones

En este trabajo se considere la planta no lineal sin peximbas e incertidumbres,
cuya estructura estdada por un subsistema LTI con una perturtracio lineal conec-
tada en retroalimentaim:

t=Ar+Gf (ot y,u) + ¢ (t,y,u), x(0) =19
Mg! o= Ha (3.1)
y=Cz

dondexz € R" es el estado del sistemg, € R? es la salida medibles € R” es
una funcon lineal del estado (no necesariamente medible}; R? es la entrada,
f(o;t,y,u) € R™ es una fundn no lineal localmente Lipschitz en que permite

la dependencia dey las variables medibles, ¢ es una fundn no lineal localmente
Lipschitz en(u, y) y continua a tramos en Ademas A € R"*" es la matriz de
estadosG € R™*™ es la matriz de entrad&] € R™*" es una matriz de pseudosalidas,
C € R?7*" es la matriz de salida. Note que muchos sistemas no lineadeep ser rep-
resentados pdis en (3.1) ya sea por descompoéitb mediante transformamn de
estados. Alsque la metodoloig propuesta es aplicable a una clase amplia de sistemas.
Cabe mencionar que el sistefda en (3.1) puede ser un sistema positivo o cooperativo,
pero no es un requisito para el digede un observador que preserva el orden.

En cualquier sistema no lineal, en particular para el sistégen (3.1) difcilmente
estn disponibles todas las variables del estado. Para coestesrvariables, se propone
un observador de orden completo basado en la estructuraedderger (Moreno, 2004,
2005; Rocha-G6zatl y Moreno, 2010) para el sisteriia en (3.1), el cual eatdado por
la forma
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T=AT+LH-y)+GfG+N@G—y)ityu)+e(tyu),
Mo! 5=Hz 7(0)=7 (3.2)
j=C%

dondez € R" es el estimado del estadodel sistemdls en (3.1). Las matrices de
diseho del observadadr, en (3.2) sonl, € R™*?7y N € R"*?, las cuales son utilizadas
para garantizar que el observador sea convergente, yaagdason estimado preserve el
orden con respecto a la trayectoria del estado real.

El error de estimadin se puede definir por la diferencia del estado estimado sneno
el estado reale £ 7 — z, el error de estimabn de la salida comg £ § — y, y el
error de estimaéin funcional com@ £ & — ¢. Por lo tanto, las diamicas del error de
observadn esan dadas por

E=(A+LC)e+Gf(@+NH—y);t,y,u)— f(o;t,y,u)]
7= Ce (3.3)
o= He

cone (0) = ey = Ty — . Por consecuencia, de las dmicas del error de observani
en (3.3),setiené + N (y —y) = Hx + He+ NCe =0 + (H + NC) e. Se define a
z 2 (H + NC)e =+ Ny como una fundn del error de estimati e, y a una nueva
no linealidad dada por

¢ (2, 0:t,y,u) 2 f(oyt,y,u) — f o+ 23t,y,u) (3.4)

Entonces, las damicas del error de estimaai en (3.3) pueden ser reescritas de la

forma
é=Are+ Gu, €(0)=e¢
HE : Z = HN€ (35)
v = —Qb(O',Z;t,y,U) )

dondedA; £ A+ LCy Hy £ H+ NC.
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3.2. Metodoloda de diséo

A lo largo del presente céplo, los conceptos de observadores disipativos y que
preservan el orden son utilizados frecuentemente. Es looged se incluye las defini-
ciones formales, las cuales son descritas para sistemaseateks en ausencia de per-
turbaciones, o cuando la planta del sistema es perfectaroenbcida.

Definicion 19: El observador edisipativosi es convergente,
|Z(t) — x(t)]| — 0 como t — oo

Es decir, para toda condicion inicia} las trayectorias de la planta del error de esti-
macbn convergen asiaticamente a cero.

Definicion 20: El observadofl, se dice un observador que preserva el orden supe-
rior (inferior) para el sistemélg, si las diramicas del error de estiméci satisfacen
dos propiedades:

1. El origene = 0 es un punto de equilibrio global y asiicamente estable.

2. El sistema del error de estiméanill; en (3.5) es cooperativo (en el sentido
clasico).

La primera condidn significax (t) — « (t) ast — oo. La Ultima condicon im-
plica que:

SiZo=a0=3t)=a(t), >0

Si B =y =>2(t) <a(t),Vt>0.

Es importante resaltar que la defidioide un observador disipativo asegura que
su estimado converger los valores verdaderos de la trayectoria del estadotnasen
gue un observador que preserva el orden (cooperativo) egrgemte, y adeas, la
estimacbn esh siempre por encima o por debajo de la trayectoria real deutagp El
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x(f) A

X (1)

x(f)

P

Fig. 3.1:Observador que preserva el orden para un sistema de segundo orden

comportamiento diamico de un observador que preserva el orden para sistdimes li
de perturbaciones/incertidumbres se muestra en la Figiira 3

Cabe resaltar que la propiedad tanto de convergencia comoederypadn del
orden, son aplicadas directamente a ladiica del error de estimagillz en (3.5). La
caracterizadén de ambas propiedadesastiescritas por el @todo disipativo (Moreno,
2004) y por la propiedad de cooperatividad (Angeli y Son28§3), respectivamente.

3.2.1. Metodo de disipatividad en el observador

Para asegurar que el error de obsea@s convergente, el siguiente Teorema
proporciona las condiciones suficientes para la estatliiganbdtica del origen de las
dinamicas del error, haciendo uso de la taatisipativa del capulo 2 (ver pag. 35).

Teorema8 ((Moreno, 2004)): Suponga que la no linealidaen (3.4) eQ, S, R)-D,
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es decir,
w(¢,z) =" Qo +2¢" Sz +2"Rz >0, Vo, 2

se cumple. Si existen las matricey N, y el sistemalineal dHz en (3.5) e:{—R ST, —Q)-
SSD, es decir, existen las matrices= P > 0, L, N y la constante > 0, tal que la
desigualdad matricial

PAL—FA%P—FEP—FH;\;RHN PG—HJY\;ST

GTP — SHy 0 <0 (3:6)

es satisfecha, entonces el observddlpren (3.2) eglobal y exponencialmente estable

paralls en (3.1), es decir, existen las constarites 0 y p > 0 tal que para tode,
le ()] <k [eol| exp(—et) 3.7)

es satisfecha. O

Lo anterior significa que el observador en (3.2esvergentesi la no linealidad
¢ en (3.4) es disipativa con respecto a una fanae suministrav (¢, z), y el subsis-
tema LTI del error de observaxi Il (3.5) debe ser dig@do estrictamente disipativo
con respecto a una fur@si de suministro vinculada (dada por la no linealidadLa
caracterizadin de la no linealidad puede ser extendida, usando algunas funciones de
suministro.

Teorema9: (Moreno, 2004; Rocha#zatl y Moreno, 2010) Suponga que una no li-
nealidad multivariable) en (3.4) eq(Q;, S;, R;)-D para alguna tern&?);, S;, R;), es
decir,

wi(6,2) = T Qi + 207 S;z + 2T Riz > 0, Vo0 = 1,2, ..., 1 (3.8)

Si existen las matrices, N y un vectord = (64, ...,0u), 6; > 0, tal que el subsistema
lineal dell; en (3.5) e{— Ry, 57, —Qy)-SSD conQy, Sp, Rg) = > i, 0;(Q:, S, Ry),
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es decir, existen las matricés = P > 0, L y N, un vectord = (6,....0u) y la
constante > 0 tal que la desigualdad matricial

PA,+ ATP+eP+ HLRyHy PG — HLST

GTP — SyHy Qs <0 (3.9)

se satisface, entoncesatiservadorl, en (3.2) eglobal y exponencialmente estable
parallg. <&

La prueba del Teorema édtasada en Lema 2 (ver la prueba del Lema 3). Efidiglési-

pativo de los observadores presentados enel Teorema 9 dtexible en el tipo de no
linealidades consideradas para el sistema. Adeita inclusbn de formas cuadticas
multiples (Q;, S;, R;) aumenta enormemente las posibilidades defotio para carac-
terizar a la no linealidad. En particular, algunoétodos diseo del observador, bien
conocido en la literatura, son casos especiales de est@diSemo ejemplos men-
cionamos el dis&o del observador de Alta Ganancia (Gautlei&al., 1992), del criterio

del drculo (Arcak y Kokotovic, 2001), y del observador Lipseh{Rajamani, 1998),

etc Para nas detalles, consultar las referencias (Moreno, 2004, Rf@¢ha-©zatl y Moreno,
2010).

3.2.2. Cooperatividad en el observador

De acuerdo al Teorema 8, el observatlgy es convergente, pero no tiene alguna
propiedad para preservar el orden. La cooperatividad ebsdreador es asegurada,
haciendo que los sistemas del error de estiorediz en (3.5) sean un sistema coopera-
tivo, lo cual esh caracterizado en la Propo$ini3, que es el caso si la matriz Jacobiana
delly es Metzler
If (z+o;t,y,u)

0z
Obtenemos estaltima expresbn notando que de (3.4) y la igualdad= H ye sigue

M
%{ALG—qu(Z,O';t,y,U)}_AL+G Hy =0, Vz,0,t,y,u.

que
0¢ (z,0:t,y,u)  Of (z4o03t,y,u)  Of (z+0;t,y,u)
Oe Oe 0z
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Note que esta condian es equivalente al hecho que la matriz
A M
M (z;t,y,u) = A+ GJ (z;t,y,u) Hy = 0, Vz € R", Vt,y,u (3.10)

es Metzler. Aqu J (z;t,y,u) = W es la matriz Jacobiana de la no linealidad
de la plantdIs en (3.1). Esto representa las condiciones necesarias iestég, para
asegurar la cooperatividad en el observador.

3.3. Procedimiento general de disede observadores que preservan
el orden

El Teorema siguiente proporciona las condiciones sufiegepaira el die de un
observador que preserva el orden para sistéigan ausencia de perturbaciones/incertidumbres:

Teoremal0: Considere el sistemag en (3.1), el observadadi, en (3.2) y las diami-
cas del error de estimagiIlz in (3.5). Suponga que una no linealidad multivariable
en (3.4) puede s€r);, S;, R;)-D para un @amero finito de formas cuaéglicas, es decir,
(3.8) se cumple. Suponga adasnque existen las matricés= P” > 0, L, N, una
constante > 0y un vectord = (6, ..., 0u) tal que:

1. La condicbn de Disipatividad, que es la desigualdad matricial en @%atis-
fecha, y

M
2. M > 0in (3.10), es decir, las componentes;(z) > 0, Vi # j, Vz € R".

Entonces]I, en (3.2) es unobservador que preserva el orden superior/inferior global
y exponencialmente convergente &

Prueba. La primera parte eatdada en (Moreno, 2004): por defidinisiIl; en (3.5)
es(—R, ST, —Q)-SSD existe una matri# = P > 0y una constante > 0 tal que
la desigualdad matricial en (3.6) es satisfecha. La apbicadel Lema 6 conduce a
V < —eV(e), conV(e) = e’ Pe. La segunda parte éstlada por la aplicagh de la
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Proposiobn 3: para asegurar que el observallgrpreserva el orden es necesario que
el Jacobiano dé&l; sea Metzler, es decir,

_ . . M
Oe de de
Esta condidn es equivalente aen vez de: + o, obteniendo
: M
01(€) _ 4, g0 ity ot
Oe 0z

La expresbn anterior est dada poi en (3.10) con/(z; ¢, y, u) = ZEet) g

En el Teoremaanterior se muestra el algoritmo general para desarratlaxbser-
vador que preserva el orden para sistemas en ausencia dépeidnes, basado en la
aplicacbn del metodo de dispatividad y la propiedad de coperatividad ermniandca

del error de observaun.

Notal: Note que el mismo sistenig es un observador que preserva el orden superior
o inferior, dependiendo de las condiciones iniciales dséolmdor estarriba o = zg)

o abajo {y < z,) de las condiciones iniciales de la planta respectivaméateue la
condicbn inicial de la planta es desconocida, para inicializaremtamente el obser-
vador que preserva el orden superior (inferior) es neaesariocer la cota superief
(inferior z;') de las posibles condiciones iniciales de la planta, es deci

R T e (3.11)

Seleccionando la condim inicial del observador que preserva el orden superfer{or)
comozy = zg (To < z,) asegura el comportamiento correcto.

Nota2: Note que para obtener simatteamente una estiméanipor encima y por de-
bajo de la trayectoria del estado, es necesario constryraurde observadores que
preserven el orden e inicializarlos adecuadamente. Esistittoye unobservador in-
tervalo.En esta etapa,existe una ventaja que los dos observadesypser obtenidos
y desarrollados de un solo dise
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Nota 3: Note que el dig&o del observador que preserva el orden impone una condici
adicional con respecto a un observador disipativo conméeg@or lo que se espera que:
i) la clase de sistemas para los cuales un observador coiwpgraede ser diseado es
un subconjunto de la del observador disipativo, y ii) lagpprdades diamicas de un
observador que preserva el orden samsmestrictivas que para un simple observador
convergente. Por ejemplo, para un sistema es posibl@atisen observador conver-
gente con convergencia @dmica asignable, pero que la dnica de convergencia de
un observador que preserva el orden (si existe) se restiumggemente. El estudio
de estosdpicos es un tema importante para futuras investigacidreggya en cuenta
gue el dis@o de un observador que preservael orden no requiere quantafls sea
cooperativa.

3.4. Procedimiento particular: observadores basados en la téir
radio de estabilidad

En este apartado se propone una estrategvedosa para di8e de observadores
disipativos y que preserven el orden, que consiste en la ioaibn del metodo de
disipatividad (Moreno, 2004) con la téardel radio de estabilidad de los sistemas pos-
itivos bajo perturbaciones no lineales variantes en el te(@mgeli y Sontag, 2003).
Esta reladdn garantiza unaculo sencillo en comparam con la desigualdad matri-
cial que se muestra en el Teorema 10 (ver pag. 58). Cabe mancjoa este dis®
esh definido para no linealidades que pertenecen al sgotar, 2)|| < v ||z||, lo cual
es equivalente a que la no linealidades(—1,0,~21)-D

Enseguida se presenta el resultado que combina letdel radio de estabilidad
con el nmétodo disipativo, en el cual la desigualdad no lineal queatariza al retodo
mencionado es reemplazada palcalo materatico del radio de estabilidad.

Teoremall (Observador Disipativo): Considere el sistdiaen (3.1), el observador
II, en (3.2) y el sistema del error de estin@acil; en (3.5). Se asume gueen (3.4)

61 it UNAM 2013



3.4. PROCEDIMIENTO PARTICULAR

es(Q, S, R) = (—1,0,~2I)-D, es decir, satisface
¢ (z,0) [ <7vllzll, Vz,0 € R (3.12)
Suponga qué&; = 0. Si existen las matrices y N tales que se satisface,
1. A, es Metzler y Hurwitz
2. Hy =0,y
3. |[HNADG|| T >y
Entonces]l, es global y exponencialmente estable. &

Prueba.La prueba de este Teorema consiste en la apboaidel Lema 4 en el sistema
del error de observamn I15. Es decir, se asume qlig; es un sistema positivod(, es
Metzler,Hy > 0, G > 0) ad comoA,, es Hurwitz. SiHHJ\;AglGH*1 > ~ entonces
ALhy+ P”ALC};? P RO g (3.13)
]
Bajo estas condiciones ebservador (3.2esglobal y exponencialmente estable
paralls (3.1), lo cual implica que existan las constantes 0y o > 0 tales que para

toda condiddn inicial e, se satisface:
le ()] < k|leoll exp(—ot) (3.14)

Este resultado es obtenido a teawde la afinidad que tienen la estructura del radio
de estabilidad bajo perturbaciones variantes en el tieropelsistema del error de ob-
servacbn. El siguiente algoritmo proporciona las condicionesseiites para el dis®
de un observador que preserva el orden:

Teoremal2 (Observador que Preserva el Orden): Considefésetn (3.1), el obser-
vadorIl, en (3.2) y el sistema del error de estintacilz en (3.5). Se asume gue

en (3.4) eSQ,S,R) = (—1I,0,72I)-D, es decir, satisface la desigualdad en (3.12).
Suponga qué&; > 0. Si existen las matrice5y N tales que se satisface,
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1. Las condiciones del Teorema 11 para un Observador Digipat
M
2. M (2) =0, Vz€eR".

Entonces]I, es unobservador que preserva el orden superior/inferior, glopaxpo-
nencialmente estable. <&

Prueba. La primera parte eatdada en la prueba del Teorema 11. La segunda parte
M
est dada por la Proposim 3 enHE:ag—(j) = A + Gag—(j)HN =0 m

Nota4: Obsrvese que para obtener sinaméamente un estimado por encima y otro
por debajo de la trayectoria del estado, se requiere candtrsiobservadores coopera-
tivos e inicializarlos adecuadamente. Esto descrilobs¢rvador intervalo

Es importante mencionar que tanto en los iGisede los observadores disipativos
como los que preservan el orden, ambos utilizan la comtinatgl nétodo disipativo
con el radio de estabilidad de sistemas positivos, se neguiencontrar solo un par
de variables y N. En contraste con el @iodo general propuesto en la séccante-
rior, se requieren hallar cuatro variablds (N, Py ¢) que satisfagan un problema de
factibilidad de desigualdad matriciales no lineales.

3.5. Propiedad de simédr

Para asegurar que el estado se encuentre acotaalmidamente tanto por arriba
como por abajo, se necesitan construir dos observadorgueservan el orden, o bien
un observador intervalo, y deben ser inicializados ademadte.

Considere el observador no lind&}, en (3.2). El error de observaci tambén se
puede definir poe~ £ = — z, el error de estimaon de la salida comg~ £ y — 7, y el
error de estimaéin funcional com@~ £ ¢ — 7, las diramicas del error de estimaci
e~ estin dadas por
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& =(A+LC)e +Gf(0) = f(6+ NG —y))
y- =Ce” (3.15)
o0 =He

cone™ (0) = e, = xy — Tp. La dinamica del error de observaci (3.15) se tiene
ques + N(y—y) = Hxr — He- — NCe" = 0 — (H+ NC)e~. Definiendo a
2~ 2 (H+ NC)e™ =&~ + Ny~ una funcon del error de estima@ e, y a la no
linealidad como

6 (:0) 2 f(o—27) ~ /(o) (3.16)
Por consiguiente, las damicas del error de estimaci (3.15) pueden ser reescritas de
la forma
e =Are +Guv, e (0)=¢;
[Mg- ¢ 27 = Hye™ (3.17)
vT=—¢ (0,27)

dondeA;, £ A+ LC'y Hy & H + NC. De la comparaéin entre las no linealidades
¢ (z,0)(3.4)y¢~ (27, 0) (3.16) se obtiene la siguiente relaej

¢ (270) = —¢" (_Z>0) (3.18)

En la siguiente proposich se muestra qued® es necesario desarrollar un ob-
servador que preserva el orden para acotardioamente, tanto por arriba como por
abajo, a la trayectoria real del estado, .

Proposicion 9: Sea el sistemdals (3.1), el observadoll, (3.2) y las diramicas del
errorll; en (3.5) yIIg- en (3.17). Suponga que la no linealida@, 2) es(Q;, S, R;)-
D. Si existen las matrices, N, P = PT > 0, la constante > 0y un vectorf =
(64, ...,0,) tal que son satisfechas las condiciones siguientes

¢ [I; (3.5) esestables I1- (3.17) esestable Esto se debe, a que

le(®)Il < kexp(—et) lleoll < [le™(1)]] < kexp(—et) [[eg |
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4 Adicionalmente,
¢ es (Q)Sa R)-D < ¢ es (Qasa R)-D

¢ Il es cooperatives I1;- es cooperativo.

entonces, eldisdio dell, en (3.2) corly < disdio dell, en (3.2) collg- . &

La proposiobn anterior se refiere a que una vez resuelto efidiske un observador
gue preserva el orden superior, no se requiere hacer otidode®n el estimado por
debajo del estado, ya que eftémo esh resuelto por el primero, y viceversa. Esto se
debe a la propiedad de simetque tiene el observaddi, en (3.2) : si el observador
es estable para el error de obsergadi ;;, entonces tambn va a ser estable pdrg;-
porque se trata de la misma represedade la didmica del error pero definida de
diferente manerée~ = —e). Ademas, las no linealidades disipativag:, o) en (3.4)

y ¢~ (z,0) en (3.16) tienen las mismas matridég, S, R). Por esta ram, se propone
que las matrices de die (L, V) de los observadores (3.2) sean iguales, obteniendo
gue las desigualdades disipativas tanto del observadoelaestimado por encima de
la trayectoria del estado y del observador con el estimaddeiajo (3.6) son equiv-
alentes. Asimismo, los Jacobianos de lasadiitas de los errores de estinm@ctison
idénticos, es deciy/ (z) = M~ (z7).
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4. OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN PARA
SISTEMAS NO LINEALES: CASO PERTURBADO

En este cajpulo se complementa la metodolagpropuesta del dige de los ob-
servadores que preservan el orden, proponiendo los estiggadonocidos comab-
servadores intervaladesarollados para una clase de sistemas no lineales emgiges
de perturbaciones. Los observadores intervalo propuesteste trabajo son aglos a
los introducidos en el trabajo Gaaiet™al. (2000), teniendo la diferencia que la propiedad
de la convergencia fpctica es asegurada aglua radn de proponer estos observadores
es que si se considera un observador que preserva el orgearpaistema en presen-
cia de perturbaciones, entonces se pierde la propieda@&@ividad en las dimmicas
de los errores de estimaci. Para recuperar la cooperatividad en los errores de esti-
macbn, se necesitan construir dos observadores que preséroeder con &rminos
de correcdn ante las perturbaciones del sistema, los cuales formanodservador
intervalo. Los érminos de corredn esén definidos como las cotas superior e inferior
de las perturbaciones.

Las estimaciones de los observadores intervalo acotaamitamente, tanto por
encima como por debajo, a la trayectoria real del estadosar ke las presencia de
las perturbaciones, lo cual se describe en la primera@edestas estimaciones deben
ser inicializadas adecuadamente para asegurar la preiéerdel orden. Es importante
mencionar que la convergencia a cero del error de estimas debilitada, y se con-
sideraa la convergencia factica, que es descrita por medio de la Estabilidad Entrada-
Estados en los sistemas de los errores de obsérveen la secéin 2 se presentan los
algoritmos de dig& de los observadores que preservan el orden para siseras pe
bados, los cuales representan las generalizaciones dkiyéwgraos propuestos en el



4.1. SISTEMAS EN PRESENCIA DE PERTURBACIONES

caftulo anterior.

4.1. Sistemas en presencia de perturbaciones

Consickrese el siguiente sistema no lineal en presencia de pactanes:

T =Ax(t)+Gf (o;t,y,u) + 7 (t,x) + ¢ (t,y,u), x(0)=xg
Us{ o= Hz(t) (4.1)
y=Cz(t)

dondexr € R"™ es el estadoy € R? es la salida medible; € R" es una fundn
lineal del estado (no necesariamente medihle, R? es la entradaf (o) € R™ es
una funcon no lineal localmente Lipschitz enque permite la dependencia £y en
las variables medibles; es una fun@n no lineal conocida localmente Lipschitz en
(u, y) y continua a tramos ehy 7 (t,z) € R" es una perturbadn que representa las
variables ekgenas y las incertidumbres del sistema.
Si el observadofl, en (3.2) se utiliza para la plantas, entonces las resultantes
dinamicas de los errores de estintaci
é=Are+Guv—m(t,x), e(0)=e
1%, . ¢ z=Hye (4.2)
v=—0¢(0,2),
Nno convergean a cero, si la perturbamsi no es desvaneciente. Adaspya que en gene-
ral = (t,z) no es una deal de entrada ordenada, las&hinicas del error de estimaci
tampoco sean cooperativas. Es decit(t, ) puede estar dada por,

» Sin(t,z) < 0= lacooperatividad prevalece &, .

» Sin(t,z) = 0 = la cooperatividad no prevalece &f}, .

Esto significa que cuando la entrada toma valores negapv@slece la propiedad
de cooperatividad en el sistema de error de estiomddf,en (4.2), y como consecuen-
cia el estimado del observaddyp, en (3.2) acota por encima a la trayectorialde Sin
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embargo, cuando la entrada toma valores no negativos, sk fpgecooperatividad en
dicho error.

40)

Fig. 4.1:0bservador que no preserva el orden.

Para solucionar estos problemas referentes a la presenerdrddas desconocidas,
requeriremos que el error de estin@tno sea convergente, peroéestotado cuando la
incertidumbre e&tacotada, y converja cuando la perturbagea desvanenciente. Esto
esh planteado por losbservadores intervalpara sistemas perturbados. Estos obser-
vadores contienen ugtmino de correcon 7+ (¢, y) definido como la cota superior de
la entradar (¢, z), con la finalidad de recuperar la cooperatividad en laérdinas del
error de observaon en (4.2). Los observadores que preservan el orden p&emas
VU 5 difieren de los observadores presentados en @uta@nterior por el hecho de que
su convergencia esatica: la estimadin del observador converge a una vecindad de la
trayectoria real del estado, y es de un solo lado cooper&ista significa que un solo
observador asegura proporcionar una estiémapor encima o por debajo del estado.
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Asumiremos obtener un observador que preserve el ordemicufieferior) que
contenga las cotas superior (inferior) conocidas de laigeatdn, y (¢, x) satisface

™ (ty) =7 (tx) =7 (ty), V>0, Va,y (4.3)

donder™ (¢,y) y 7~ (¢, y) son funciones continuas Lipschitz conocidas.

En la literatura existen algunos trabajos relacionadosl@®mbservadores inter-
valo, que han sido introducidos en (Géwt™al.,, 2000). Estos observadores no tienen la
propiedad de convergencia; en contraste, los observaidteeslo propuestos agase-
guran esta propiedad.

Considere los estimadores supenias+ e inferior V- para el sistema s de la
forma

T = ATt + Gf (BT + N* (G —))

+ LT —y) + 7t (Ly) + ety u)
v : Y 4.4
) G=Hzt, TH(0) =7 #4)
§=CFt
f_:Af—Jrgf(&”rN_@_—y))
\:[107 . _J:,L E\y, _y_)j:_ﬂ- (t7y)+¢(t7yau) (45)
o=Hz, = (0) =27,
\ @\ZO/ZII\_

dondex™ y 7~ son los estimaciones superior e inferioradé.as matriced.* € R™*¢,
Nt e Rty L~ € R"™4, N~ € R"™ 1 tienen que ser di§eadas para garantizar las
propiedades de convergencia y cooperatividad. Note qué&geny en ¥,- se han
introducidos las cotas superior e inferior de la pertudba¢it.3). Esto permite que las
dinamicas de los errores sean cooperativas. Definiendo lagsmmoma:* £ 2+ — z
ye~ £z — 7 (ylas otras variables de forma similar), lasatimicas de los errores de
observadn esan dadas por

et =Afet + Got + bt
Upe {27 =Hjet, e(0)=¢f =0 (4.6)
vt =—¢" (z",0)
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e = AZe_ +Gv +b”
Up-q z-=Hye , e (0)=¢, =0 4.7)
vT=—¢ (27,0)
dondeA} £ A+ L*C, H; £ H+ N*C,A; £ A+ L~C,Hy £ H+ N-CYylas
no linealidade®™ (z*,0) y ¢~ (27, o) estn definidas en una forma similar a (3.4).
Los errores de incertidumbre

bt 2 gt (t,y) — 7 (t,x) (4.8)
b 27 (ta)—7 (ty) (4.9)

actian como entradas en los sistemas de errores de esiimbgi en (4.6) yV -
en (4.7). Note que el observaddy,+ (V,-) es unobservador que preserva el orden
superior (inferior) paraVg si las diramicas de los errores de estim@ciV z+ (Vg-)
satisfacen dos propiedades:

1. Es Estable Entrada-Estados (EEE) con respetta@ ), y

2. El sistema de errob o+ (¥ 5-) es cooperativo con la entratia (b~) y salidae™
(7).
La primera condidin significa que el error de estimanie™ (¢~) se@a finalmente

acotado por una cota dependientebde(b) y que convergeér a cero sbt(t) — 0
(b~ (t) — 0) ast — oo. Lalltima condicon implica que

T mzo=T"(t)=z(t) ,(zo=Tg = z(t) =T (t)) ,Vt>0,

es decir, los observadores que preservan el orden, y lasctaaas delo+ (Vp-)
estin siempre por arriba (por abajo) de las trayectorias verdadie la planta, a pesar
de las perturbaciones. Note que B@n contraste con el caso nominal, el observador
que preservan el orden superior (inferiorgesvlo ordenado de un lado. Esto significa
quezd <z = T (t) 2 x(t) @y = w02 T (1) = z (1))

El comportamiento diamico de los observadores observadores que preservan el
orden superior e inferior se muestra en la Figura 4.2.
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x(0) A

Fig. 4.2:comportamientoo démmico de un observador intervalo

4.2. Procedimientos de dise de observadores intervalo

En esta secon se presentan un par de algoritmos defdisge los observadores
gue preservan el orden superior/inferior. En estos, ungigaad que se modifica con
respecto a los observadores que preservan el orden panaassen ausencia de per-
turbaciones es la convergencia de los errores de estmagi+ en (4.6) yUz- en
(4.7), obteniendo como resultado qug+, Y- No convergean exponencialmente a
los valores verdaderos de la trayectoria del estado, corebaaso de los observadores
no lineales para sistemas libre de perturbaciones. Sinrgmbse puede asegurar la
convergencia es debilitada, y es considerada coractipa: la estabilidad d& -+ en
(4.6) ydeV ;- en (4.7) se define con el concepto entrada-estados est&it (Ehalil,
2002).

El caso de dis&o de observadores que preservan el orden para sistema®Hpdds
generaliza al de los observadores para sistemas en auderégsturbaciones, ya que
si las entradas™ y b~ de las dilamicas de los errores de obsergacl + en (4.6) y
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V- en (4.7) son desvanecientes, entonces los errores de @stima y e~ conver-
gen a cero. En caso que las entrablay b~ no desvanezcan, las estimaciones de los
observadore¥,+ y VU,- acotan diamicante, tanto por encima como por debajo, a la
trayectoria del estado dis y convergen asidtitamente a una vecindad de los valores
verdaderos del estado.

El Teorema siguiente establece las condiciones suficiparasel diséo de un ob-
servador que preservan. Establecemos el resultado so& plservador que preserva
el orden superiow -+, pero es taml@n valido para el observador que preserva el orden
inferior.

Teoremal3: Considere la planta perturbadig en (4.1), y asumimos que la no linea-
lidad¢™ in (3.4) eS(Q;, S;, R;)-Disipativa para unémero finito de formas cuadalicas,
es decir, (3.8) permanece. Suponga aaenue existenlas matrices constantés=
P >0, L*, N*,un escalar constantg > 0,y un vectod™ = (67, ...,61), ;" >

0, tal que:

1. La condicdn de Disipatividad, es decir la desigualdad matricial e9)(8s satis-
fecha, y

M
2. M (z;t,y,u) = 0en(3.10) es Metzlevz € R", Vt,y, u.

Bajo estas condiciones el sistefig+ in (4.4) es urobservador que preserva el orden
superior EEE globalmentgara la plantal .

Prueba. La condicbn de convergencia 1 es derivada del Lema 3. La coblide
cooperatividad 2 sigue de la Propoéiti3, pero note que los mapeos entrada y salida
son para nuestro caso la identidad, y por lo tanto su mat@bdana es no negativa

Ya que ambas no linealidades y ¢~ dependen solo de la misma no linealidad
f, por consiguiente sht es(Q;, S;, R;)-D entonces tambn lo es¢~. Esto implica
que si las condiciones del Teorema 13 son satisfechaslparatamben debeian ser
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satisfechas par&,- los mismos valores de los [@netros y, en particular, con las
mismas matrices del observador = L~y N* = N~. Esto significa que si es posible
disdlar un observador que preserva el orden superior, tamds posible dig&r un
observador que preserva el orden inferiogigeversa Ademas, ambos observadores
pueden tener (pero no es necesario) las mismas mafrices.- y N* = N—.

Si ambos observadores que preservan el orden sugeyiogn (4.4) e inferior -
en (4.5) son puestos(se ejecutan) en paralelo, y aslesnexisten las cotas conoci-
das de las condiciones iniciales (3.11) y de las perturbasi¢4.3) de la planta, y los
observadores osn inicializados adecuadamente, entoncedservador intervales
obtenido para la planta perturbadlg, as que las siguientes condiciones permanecen:

To=maf mao=ag =Ty = T (t)=x(t) =7 (t). (4.10)

Note que el Teorema 13 puede ser visto como una generalizdel Teorema 10.
De hecho, configurando' (¢, y) = 0 el observador que preserva el orden superipr
in (4.4) er—(t,y) = 0 en el inferior¥,- en (4.5), se obtiene un observador intervalo
para el caso nominal. Adeas, el conjunto de valores para las matrices del observador
Ly N que satisfacen las condiciones de los Teoremas 13 y 10 sanido®s, ya que
las condiciones en estos Teoremas no dependen de las peidarb

Con el objetivo de extender la metodolagpropuesta de los observadores que
preservan el orden para los sistemas libres de pertanbacios observadores para
sistemas perturbados, a contindacse presenta el Teorema que combina eloaio
disipativo con la teda del radio de estabilidad definido para sistemas posjtolote-
niendo un simple @culo que requiere de un par de variables, en comimacion la
desigualdad matricial no lineal que requiere de cuatr@ties.

Teoremal4: Considerelg en (4.1), el observadob+ en (4.4) y el sistema del er-
ror de estimadin ¥+ en (4.6). Se asume que(t, x) satisface (4.3). Suponga que
ot (2%,0) es(Q, S, R) = (—1,0,~+*I)-D, es decir, satisface la desigualdad en (3.12).
Si existen las matrices™ y N tales que se satisface:

1. A} es Metzler y Hurwitz
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2. Hf;, =0,
3. |HxAZG) T >y,

4. M+ = A + GEEDHY es Metzlew=+ € R

Entonces¥ .+ esEEE con respecto & tal que
He+ (t)H <k He+ (O)H exp(—ot) + 0 sup (Hb+H) (4.11)

conk > 0y o > 0. Adenas, ¥+ es un sistema cooperatives decire™ (0) = 0 =
et (t) = 0, ¥t > 0, pero siet (0) < 0 # et (t) < 0, Vt > 0. Por lo tanto, las
estimaciones d& -+ (4.4) eshn siempre por encima de las trayectorias reales de la
planta, es decir,

Tg=xg = T (t)=ax(t), Vt>0

a pesar de las perturbaciones. &

Prueba. La prueba es similar a la demosti@eidel Teorema 11, cambiando en la se-
gunda parte que éstlada por la aplicagh de la Proposiéin 3. m

Si el Teorema anterior es satisfechaly,- (4.7) tambén cumple con las condi-
ciones, entonceg,+ (4.4) yV,- (4.5) forman urobservador intervalpara el sistema
U s porque se cumple:

Tg=xo-Tg = @) =z(t) =7 (¢) (4.12)
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5. TOPICO COMPUTACIONAL

El diséio general de losbservadores que preservan el ord@ara sistemas no
lineales en ausencia y presencia de perturbaciones eidwrelres, se reduce a la
solucbn de un par de desigualdades matriciales: (a) una desaglaidtricial bilineal
(BMI, por sus siglas en ingk) para asegurar la convergencia y (b) una desigualdad
matricial lineal (LMI, por sus siglas en ingg) para asegurar la cooperatividad. En este
cagtulo se hace un estudio minucioso de las desigualdadesonadas, proponiendo
gue la desigualdad disipativa sea considerada como ungonalde factibilidad de una
BMI, y la desigualdad que caracteriza a la propiedad coopetad sea una LMI. Esto
es hecho para evitar el acoplamiento entre variables deekiguhldades de disipa-
tividad y de cooperatividad, cuando son llevadas al améidatlas LMI’'s. Adicional-
mente, se realiza un alisis detallado para la desigualdad que caracteriza lpecoo
ratividad en los observadores; es importante resaltar sjaedesigualdad depende de
una variable del estado, por consecuencia, sef@mdue calcular infinitas LMI's para
asegurar esta propiedad. Ante ello, se ha obtenido lostadssl siguientes: cuando
se maneja una fun@n escalarf(o), se puede resolver este inconveniente con un par
de LMI’s; en el caso general, cuando se utilice una fomanultivariable, es posible
solucionar el problema con un conjunto finito de LMI's. Elefis se ha probado con
algunos ejemplos que son utilizados en la literatura dedosobservadores intervalo
(Gouz et™al, 2000; Rapaport y Dochain, 2005; Moisan y Bernard, 2010).
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5.1. Disdio general de los observadores que preservan el orden

El diséio de los observadores que preservan el orden (o intervata)l@ clase de
sistemas no lineales en el caso nominal o en presencia del@ariones/incertidumbres,
se reduce a la solum de dos desigualdades matriciales (ver Teorema 10y 13):

(i) Para las matrices de convergengiaN, P = PT > 0, una constante > 0y
un vectord = (04, ...,0,) = 0 tienen que ser encontradas tal que la Desigualdad
Matricial (DM) (3.9) es satisfecha, y

(i) Para las matrices de cooperatividad N tienen que ser encontradas tal que la
M
condicibn M > 0 en (3.10) es tambn satisfecha.

A continuacon discutiremos algunoépicos en la soluéin de estas desigualdades.

5.1.1. Ladesigualdad de disipatividad

La naturaleza de la desigualdad matricial en (3.9) se hdiastmen (Moreno, 2004,
2005; Rocha-6zatl y Moreno, 2010). Adgumencionamos algunos resultados y pro-
porcionamos algunos nuevos. En general, esta desiguaddades no lineal en las
variables(L, N, P, ¢,0). Aunque, bajo algunas condiciones importantes, el pradblem
anterior puede ser convertido en un problema de factililda una desigualdad ma-
tricial lineal (LMI, por sus siglas en ingk), para lo cual una soldci puede ser efec-
tivamente encontrada por algunos algoritmos en la liteagidl"Ghaoui y Niculescu,
1999; Boydet™al,, 1994) y en Matlab.

1. Una primera observam es que el producteP convierte a (3.9) no lineal en
las dos variables. Aunque, eacfl ver que puede ser reemplazade siempre
por el €rminoel, dondel es la matriz identidad, la factibilidad del problema no
cambia. Para ver esto, que existg P que cumplen la desigualdad en (3.9), la
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DM puede ser reescrita como

PAp + ALP +el + HLRgHy PG — HLST } < { el —eP 0
GTP — SyHy Qo = 0 0
(5.1)

Sie < \un(P)e, entonces la matriz de la parte izquierda de la desigualdad e
(5.1) es negativa semidefinida. En contraste, un argumanil@smuestra que si
matriz de la parte izquierda de la desigualdad en (5.1) egtimagsemidefinida,
existe una constante > 0 tal que DM (3.9) sea satisfecha. iA@mbas de-
siguadades son equivalentes. Para discusio@ssagfelante, asumiremos que en
(3.9) el €rminoeP se ha sustituido por eétminoe!.

2. La fuente principal de la no linealidad en (3.9) es debidlmsaerminossSy H v
y HL RyHy, donde los érminos bilineales ed y N aparecen, pero tanén
un termino cuadatico enN. Si N es fijado, por ejemplo, para el disede un
observador de Alta Ganancia, dondle = 0 (Moreno, 2004, 2005), entonces
(3.9) es una LMI enP, ¢, PL, A. Note que, una vez que los valores ®ey PL
han sido obtenidos, entonces el valor dguede serdcilmente calculado de
L = P~Y(PL),yaqueP es invertible.

3. Una alternativa es haceéffijo. Esta es una situamn natural cuando la no linea-
lidad ¢ es(Q, S, R)-Disipativa parauna forma cuadatica, es decir, (3.8) per-
manece com = 1. Esto es siempre el caso si la no lineallidaenIls es escalar,
es decirrm = r = 1, 0 si es cuadrada (es decit, = ) y las no linealidades
son desacopladag(c) = [fi(01),..., fm(om)]. En estas situacionesuitiples
(no triviales) de las condiciones de disipatividad pason imposibles (Moreno,
2005; Rocha-6zatl y Moreno, 2010). Consideraremos situaciones difesent

a) Si Ry = 0, por ejemplo si todd?; = 0, (3.9) es nuevamente una LMI en
P e, PL, N. En algunas situaciones es posible transformar el probdema
Ry # 0 enuno comky = 0 por la transformaéin de lazo (ver (Rocha#zatl y Moreno,
2010)).
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b) Si Ry > 0, y usando el complento de Schur, uno puede transformar la
desigualdad (3.9) en una Desigualdad Matricial equivalent

-R,! —Hy 0
_HL PA,+ATP+el PG—HIST | <0, (5.2)
0 GTP — SyHy Qo

que es otra vez una LMl eR, ¢, PL, N.

¢) Si Ry < 0 una condidbn suficientepara (3.9) es la Desigualdad Matricial

PA,+A[P+el PG-HEST | _
GTP— SQHN Qg - ’

que es una LMl e, e, PL, N.

En general, una solumn a (3.9) puede ser encontrada usando software espedaliza
para problemas de Desigualdades Matriciales No Lineatasejemplo el software
Pennon/Penbmi. Alternativamente uno puede usar un solgda LMI eficiente, fi-
jando iterativamente la matri¥, o el vectord en casos (3a-3c) de arriba.

5.1.2. La Desigualdad de Cooperatividad
Considere el conjuntg’ C R™*" de todos los valores tomados por el Jacobiano de
la no linealidadf, es decir,

7- {r € R™|T = J (4, y,u) = vau} (63
z

La desigualdad (3.10) es una LMI én N, para todo/ € J. Sin embargo, ya qug

es un conjunto con undmero infinito incontable de puntos, (3.10) corresponde a un
nimeroinfinito de LMIs. Esta es una taredfidl, y es de integs reducir el imero de
LMIs para ser checado por uiimero finito. En los farrafos siguientes semostrado
que es posible encontrar umerofinito ¢ de puntog?; enR”*" tal que si la desigual-
dad (3.10) es satisfecho en estos puntos, es dgcir G2, Hy > ovi=1,...,q,
entonces sérsatisfecho para todb e 7.
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La idea lasica es muy simple. Asumimos que el conjugt@s acotado. Este es el
caso si la no linealidad (o; ¢, y, u) es globalmente Lipschitz en uniformemente en
(t,y,u). En este caso, es siempre posible encontrar un politopoaqiece7 (tomar
por ejemplo un hipercubo que contiengZ7a Debido a la propiedad de convexidad de
la desigualdad (3.10) es suficiente checarlo en &tices de tal pdlopo para con-
cluir que es satisfechen el conjunto complety’. El refinamiento del pdiopo, agre-
gando ‘ertices extras mientras reduce su tamaproporciona condiciones menos
conservativas. La desigualdad (3.10) es una LMI en las blesa., N, para cada
J (zt,y,u) = 2E2 ya queJ (z;t,y, u) toma un fimero infinito de valores, ten-
emos que tratar con la dificultad del problema de resolveriameno infinito de LMIs.

Mostraremos que silanolinealidadz; o,t,y,u) = f (o;t,y,u)—f (z + o t,y, u),
definida en (3.4), satisface una conditde sector, es decir, si existen dos matrices con-
stantedy; € R™*"y K, € R™*" tal que paratode, ¢, y, u y para todc: la desigualdad

6 (250, y,u) — Ki2]" [Koz — ¢ (2;0,t,y,u)] > 0 (5.4)

es satisfecha, entonces el conjunto de valores en los daalesigualdad (3.10) tiene
gue ser verificada puede ser reducido considerablementeedd®, mostraremos que
bajo la condiddbn (5.4) el conjuntq/ est contenido en un conjuntmnvexadY, y solo
sel necesario verificar la desigualdad (3.10) efrdatera deY. Esto es establecido
en la siguiente propositin.

Proposicion 10: Seaz — f(z;t,y,u) : R — R™ es una fundn multivariable,
continua ert, y, v y continuamente diferenciable enSuponga que (z;0,t,y,u) =
f(oit,y,u)—f(z+ o;t,y,u) esen el sectdik; , K5], es decir, para algunas matrices
constanteg(; € R™*"y K, € R™*" (5.4) se cumple. Si las matrices

M
AL +GAHN =0 (5.5)
son Metzler para todd € Y, definido por

Tf:{reRm”\ (F+K1)T(K2+F):O}, (5.6)
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M
entonces la condioh M (z;t,y,u) > 0 en (3.10) es satisfechivz € R", y para todo
t,y, u. &

Prueba.La demostradin esh dada en tres partes:

(i) Primero, mostramos que cuando la no linealigdgeérmanecen al sectk’;, K5,
entonces’/ C T, donde

T2 {FeRm”] T+ K" [Ky + T go} . (5.7)
Por el Teorema de Valor Medio (ver (Vidyasagar, 2002, p. 5i9)puede escribir

o(z;0,t,y,u) = — (/OIJ (0 +0zt,y,u) d9> z, (5.8)

1
donde la matri® (z; 0, t,y,u) = / J (04 0z;t,y,u) df es continua en todos
sus argumentos. °

.
0.5

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 0.8 1

Fig. 5.1:Conjunto del" € R?, cuandof(-) es una fundn multivariable.
La condicbn del sector (5.4) puede ser equivalentemente expresata co

1
_ (/ T (o402t y,u) + K1) [Ky+ J (0 + 0z t,y,u)] zdf | > 0.
" (5.9)
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Esto implica que7 C Y. Es obvio que si (5.5) es satisfecho para tdde& T
desigualdad (3.10) continua.

(i) Ahora mostramos qué& es un conjunto convexo. La convexidadfisigue del

hecho de la desigualdg + K;]" [K, + I'] < 0, usando el Lema de Shur, puede
ser reescrita como

KK, + Ki\T +TTK, -IT <0
-T N

que es una LMl e,

(i) Finalmente, mostramos que si (5.5) es satisfecho mtaA € Ty, la frontera

de T, entonces es tamdm satisfecha para todd € Y. Para esto note que si
Ap+GAHy Ai[ 0y AL +GAyHN Aé 0 para dos matriced; y A,, entonces ;p
que sigue para cada escafae [0, 1]

M

(6% (AL + GAlHN)-F(l — a) (AL + GAQHN) = AL+G (aA1 + (1 — Oé) AQ) HN i 0,

mostrando que la desigualdad (5.5) es convexa eRsto implica que es sufi-
ciente checar (5.5) en la frontera e

Nota5: Recordamos qugestando en el sectfk’; , K| es equivalenteacon(Q, S, R)-
Disipativa, dond€Q, S, R) = (=1, % (K1 + K»), —3 (K{ K2 + K] K1)).

Una versbn mas general de la Proposiai, conla misma pruebabicamente, puede

ser obtenido de la siguiente forma. Cuangles (@, S, R)-Disipativa, conQ) < 0,
entonces

¢T Qo+ 290" Sz + "Rz = / ZLIT(0)QJI (0) —2J7 (0) S+ R} 2df > 0
0
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dondeJ (0) = J (o + 0z;t,y,u). Es claro que s C T, dondeY es el conjunto de
matricesl’ € R™*" tal que
R-TTSs - st 17
r Q!

Ya queY es convexo, es suficiente con verificar la desigualdad (5.SydronterdY [,
definida como el conjunto dé € R™*" tal quel'”QI" — 2I'"'S + R = 0.

Note tambén que sip satisface algunas condiciones de disipativitad S;, R;),
parai = 1,...,u, con@; < 0, entonces la Proposam anterior es &lida para cada

r’Qr —2r's + R = > 0.

condicbn de sector con un conjunto de la front&ra. Para simplificar la presentaéi,
restringimos en lo que sigue al caso de una coadide disipatividad, o cuando el
vectorf es fijado.

La proposicbn anterior reduce substancialmente el thonde matrices, en donde
la condicbn de cooperatividad (3.10) tiene que ser verificada. Elwrdojde vectores
I' € R™, que satisfacen la exprési (5), es decir,

TE{T eR™TTQr —2I"S+ R>0}

donde@ < 0, representa una elipsoide Bfi" (Boyd et™al, 1994) (ver Figura 5.2).
Dada una elipsoid& construimos patopos convexos:

i) Seleccione: > 1 puntosA; € C R™ de la fronter eY, y construya e

Sel & > 1 puntosA; € Ty, C R™ de la fronterdl ; de Y t I
politopo convexo cerrad®; C R™ como la envolvente convexa ( combinaei
convexa) de todos estos puntosii@ivaum, 2003), es decir,

k
Pr = {ZOQAZ‘ e R™
i=1

A;, 1 = 1,...,k son los ertices deP;. En particular, seleccionamos todos los
vértices de la elipsoide como loéntices del pdgono P;. En un refinamiento de
Py, otros puntos d& ; son agregados al conjunto dertices deP;. Es facil ver
gue el poitopo P; est inscrito erY, es decir,P; € T (ver Figura 5.2).

k
>0, a=1, i=1, k} . (5.10)
i=1
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(i) En cada ertice A; de P; hay unhiperplano soportef;, que es tangente ;.
El politopo P € R™ puede ser equivalentemente definida como la interSecci
de los semi-espacios cerrados obtenidos de los hiperptapostes, o de la en-
volvente convexa de los puntos de intersené?; de los hiperplanos soporfé;
(see (Giinbaum, 2003)), es decir,

P = {ialQl e R™

i=1

>0, a=1, i= 1,...,5} . (5.11)

i=1
Q;,i =1,...,x son los wertices deP. (ver Figura 5.2). Esécil mostrar que el
politopo P, circunscribe &, es deciff’ C Pc.

150

Polytope
Fe

Jo

0.5

-05F

| | | | |
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Fig. 5.2:Aproximaciones d& enR?: P es el poitopo que circunscribe # ¢, P; es& inscrito
en Tf.

Los vertices de ambos pbposP; y P juegan un papel crucial agwya que hay
un niumero finito de puntos (ver Figura 5.2) en los cuales la codide cooperatividad
es probada. Esto corresponde a amero finito de LMI’s.

Para satisfacer que la matriz Jacobignat GJ (z) Hy Aé 0in (3.10)V z € R" se
requiere el cumplimiento de la Proposicisiguiente

Proposicibn 11: SedY en (5.7) un conjunto convexo cerrado, cuya fronterd ggen
(5.6).
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M
Coopl) Sique la condion de cooperatividad ;, + GJHy > 0 en (3.10) es satisfecha

M
para todoJ € J. Entoncesd; + GA;Hy = 0 es satisfecha para todé@nice
{Alv . Ak} deP[.

M
Coop2) SiA; + GQ;Hy = 0 es satisfecha en cadénice{(2y, ..., Q. } de P-. Entonces

M
Ap 4+ GJHy = 0 en (3.10) es satisfecha para todle 7.

Prueba.

0.

(ii).

Primeramente mostraremos que elifpgo P; es& inscrito en el conjuntd ;.

k
Silos \ertices de”; estin en ;, es decif Ay, .., A} C Ty, entonce “a;A; C

i=1

Tf :>P[CTf.

La segunda parte es probar que elifogdo P circunscribe &l ;.

Considere el hiperplanpd = { Q € R™™| d"Q = f, a # 0}, los semi-espacios
H ={QeR>m . d"Q< flyH" = {QeR™ :d"Q > f}. Los \ertices
de P; pueden definir la intersedsi de los hiperplanos tangentesieen (5.11)
cond! = Y'(A) y e =dl'A,.

SiHestangente®in A, ,H;={AeR":dlA=e¢;, ¢, =dl'A;, i=1,..k},
i=1,...k

k
entoncesl'y C H, = T;C ingi‘ = Ty C Fe
i=1,....k =

M
(iii). Por convexidad, la tercera parte se trata de qué;st- GA;Hy = 0y Ay +

M M
GGHy =0, i =2m,...,k, entoncesV (z) = 0,Vz € R".
Las aproximaciones del conjunt estn dadas por los piwbposP; y P, las
cuales representan las condiciones necesarias y sufgaregarantizar la coo-
M
peratividad en (3.10). Es necesario qug z) = 0 evaluada en losértices deP;

es satisfecha; en otro caso, la restbocde cooperatividad no es satisfecha en
los observadores que preservan el orden propuestbésAsdpnas, es suficiente
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M
quel (z) = 0 evaluada en losartices deP- (politopo que circuncribe &) es

M
satisfecha para asegurar que(z) = 0 es satisfech& € R".

La prueba de estos hechos es similar a la prueba de la Pridpo$@ Verificando
la condicbn de cooperatividad del dbpo inscritoP;, que constituye una condani
necesarigpara (3.10). Si no es satisfechaadgln vértice deP;, entonces la condién
en (3.10) no se cumple. Por otro lado, checando la caide cooperatividad en
el politopo que circunscrib&. constituye una condion suficientepara (3.10). Si es
satisfecho emodoslos \értices deP, entonces la condién en (3.10) es verificada.

Es importante mencionar que para asegurar que UtopolP; esg inscrito en el
conjuntoY ; y otro poltopo P, circunscriba & ;, se requieren conocer lognices de
hiperelipsoide. La construmn de los pdtopos sea inicializada con los &rtices de la
hiperelipsoide, agregando uamero mayor de &rtices para tener una mayor afinidad
con la hiper-elipsoide.

Nota6: Note que si el amero de @rtices de los paiopos es incrementado, las aprox-
imacionesP; y P tendé&n una mayor afinidad & ;. Cuando esto sucede lo&lcu-
los para asegurar la propiedad de cooperatividad &md®an incrementados. Por lo
tanto, el problema de cooperatividad en (3.10) se puede iapgioRrbitrariamente por
un conjunto de LMI’s, el cual eatdado por el amero de @rtices de los pitoposP; y
Pe.

Es importante mencionar que &i(z) no es Metzler en alguno de lognices deF,
llamado(2,, entonces un refinamiento €f: con respecto &), es propuesto. Este
refinamiento consiste en generar nueverites para el pabpo P¢, el cual sed mas
ceracano &, y al verice(,. El procedimiento para refinar es el siguiente,

(a) Disdiar unainea recta del origen del conjuritoal vértice(2,,
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(b) Encontrar la interseamn A,.; de estaihea conY;. A,y es un ertice del
politopo refinadaP;.

(c) Construir un hiperplano soporte (hiperplano sopaokig); de Y enAx,; y en-
contrar los puntos de intersecnicon todos los hiperplanos soporte. Estos puntos
definen a los nuevosvtices(2,., 1, . . ., (2,1, para el pakopo refinadac. ,

(d) Las condicione€oopl)y Coop2)son checadas en los nuevastices deP; y
Pc. Si el resultado no es certero, entonces un nuevo refinaongsnpropuesto,
que va desde el inciso (a).

Laiteracdn finaliza cuando un resultado adecuado es obtenido ($ieadaipropiedad
de cooperatividad), o cuando dlmero de iteraciones es suficientemente grande.

I
15 . Q” — L
Polytope ’

H QTH—I )

~

Polytope

Fig. 5.3:Calculo de nuevosarticesvy, cuandav, no satisface la restrioon de cooperatividad

Es importante mencionar que el disede los observadores que preservan propuesto
esh restringido en el manejo de las funciones multivarialfles) : R* — R en el
sistemalls 0 en¥g, debido a la definiéin de los pdtopos que circunscriben a la
elipsoideP: no esh descrita en el espacio de matrices.
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La solucbn propuesta para resolver el problema de la verificade la condidin
de cooperatividad (3.10), que incluye las proposicionesarid 11 como tambn el
criterio de refinamiento se ha implementado en un algoritomoénico para dis@ar
los observadores que preservan el orden, usanso el softaraercial PENBMI, y ha
sido utilizado para elaculo de algunos ejemplos que son presentados en el siguien
caftulo.

Caso particular: una funcion escalar

En particular, cuandg (z) es una fund@n escalar, el requisito que es Metzler
esh dado por la desigualdad

M
My(2) = A+ LC+ YEGH + NC] = 0, V2 (5.12)

gue es visto como un conjunto (infinito) de LMI's en las valestl y V.
M
En este caso, mostramos qlig(z) > 0 en (5.12) se satisfacé: si y solo si
M
M,(z) * 0es satisfecho en dos valores. El siguiente algoritmo poipaa las condi-

M
ciones necesarias y suficientes para fily¢z) > 0 se satisfaga.

Proposicion 12: Considere el Jacobiand,(z) en (5.12). Asuma qué¢ (z) es una
funcion escalar y que la no linealidadl € [K;, Ky conK; € Ry K, € R. La

M
condicbn queM,,(z) > 0 es satisfecha siy solo si es satisfecho por dos valores:

= Tomar pareéZ® el valor K; = min 22, y

= Tomar pard2®) el valor K = méx 2. o

Prueba. Considere el conjunto de valores déz), obttenido por las condiciones de
sector chsicas para la no linealidady del Teorema del Valor Medio (TVM) para una
funcion escalar,

== {J(z) R R|[J(2) = K]  [Ka — J (2)] >0, vz}
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donde/(z) = 22 K, = min {%(j)} y K, = méx{%(j)}. Adicionalmente, con-

sidereK = (1 — a)K; + aK; cona € [0,1] conK; < K < K, es decir,K es el
valor del conjunto/(z) que se encuentra entfg y K.
Es satisfecho que

M
1. Mg, = A+ Ki\GHy =0, Y

M
2. Mg, = A+ KoGHy =0

M
= (1 —Oé)]\4K1 +CIMK2 >~ 0, o€ [0, 1]
M
S AL+ [(1—a)K; +aK,)|GHy = 0, a € [0, 1]

M
© AL+ KGHy =0, Ki <K<K,

Fig. 5.4:Conjunto de valores que puede tonfér

Con la proposidin anterior, los a@lculos son reducidos considerablemente, y solo

M
se requieren calcular dos LMI's con la finalidad qug(z) > 0 es satisfech# .

Nota7: En particular, en el caso escalar— f(z;t,y,u) : R — R, el conjuntoY
es el intervald K, K] y su frontera son los dos puntos extremos = {K;, Ks}.
En este caso es suficiente checar (3.10) para estos dossvdlre Una situaddn
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similar ocurre en el caso diagonal, es decir~ f(z;t,y,u) : R™ — R™ conz; —
filzit,y,u) : R — R parai = 1,...,m, dondeY; consiste de undmero finito de
puntos.

5.1.3. Acoplamiento de condiciones de cooperatividad ipdisidad

En los farrafos anteriores, se pudo observar que la comide cooperatividad
(3.10) puede ser reducida a uimmero finito de LMI’s en las variables de disedel y
N. La condicbn de disipatividad (3.9), aunque en general es una dedaphabatricial
no lineal, puede ser reducida bajo algunas circunstanciaa &Ml en los paimetros
de diséo P, ¢, PL, N. Note que cuando se intenta resolver sigm#tamente ambas
desigualdades un problema aparece: mientras (3.10) eséiné la desigualdad disi-
pativa (3.9) es lineal eR L, ad que ambas desigualdades son acopladas en una manera
no lineal (bilineal).

Una solucdn posible es resolver las desigualdades en una formavterae pro-
pone aquuna soluddn adicional a este problema, consistiendo en mirar a lagudgs
dad de disipatividad como una desigualdad matricial ali&MI, por sus siglas
en ingks) enP y L, y usando un software adecuado para su soludentonces, el
acoplamiento de las variables de ambas desigualdadesy(890) no es consider-
ado, y por lo tanto, el dis® de los observadores que preservan el orden consiste en
la solucbn de una BMI y una LMI. La primera estlada por la desigualdad (3.9) y la
segunda por (3.10).

Las BMI’s son bien conocidasen control (ver (E"Ghaoui y Nesgu, 1999; Tuan y Apkarian,
2000) y la referencia dentro de ellas), y existen algunosriifgos para resolverlas. El
software PENBMI es un solucionador para las BMI's (Kocvaraiggdt 2003, 2004).
Hemos implementado la soldei anterior, incluyendo la Proposici 12 como el crite-
rio de refinamiento con ayuda del software PENBMI y YALMIP.d&sbftware ha sido
usado para calcular los ejemplos ejemplos presentadossendan siguiente.
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5.2. Disédio particular de los observadores que preservan el orden

El dis€io particularizado de los observadores disipativos y deglas preservan
el orden (cooperativo e intervalo convergente), quéa datlo por la combinamn del
método de disipatividad con la téardel radios de estabilidad de sistemas positivos, se
reduce a la solubn de cuatro y cinco desigualdades matriciales, respeutite (ver
Teorema 11y 12):

» Para las matrices de convergentig Ntienen que ser encontradas tal que

1. A, es Metzler y Hurwitz.
2. Hy =0
3. |[HNADG|| T >y

son satisfechas.

» Para las matrices de cooperatividadN tienen que ser encontradas tal que la
M
condicibn M = 0 en (3.10) es tambn satisfecha.

Las tres primeras condiciones del disede un observador disipativo pueden ser
convertidas en un problema de factibilidad de las desigulglsl matriciales lineales
(LMI) en las variabled. y N, y la Gltima condicon es& dada por un problema de una
Desigualdad Matricial No lineal.

Para ello, una soluon puede ser encontrada utilizando un software espedaliza
para problemas de Desigualdades Matriciales No Lineadespes el caso del software
Pennon/Penbmi, primer solucionador de @sifo general para las Desigualdades Ma-
tricales No Lineales (Kocvara y Stingl, 2003, 2004).

Ahora bien, el disiéo de los observadores que preservan el orden (cooperativo e
intervalo convergente) se reduce a la sd@uaaile un observador disipativo en combi-

M
nacibn con la condidén M > 0 en (3.10), la cual puede ser tratado como un problema
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de factibilidad de las LMI's en las variabldsy N. Un problema de dis® de los ob-
servadores que preservan el orden surge en (3.10), yadqdepende de la variable
z, ad que representa urumero infinito de LMI’s. En particular, cuandf(z) es una
funcion escalar en (3.10) el requisito para quesea Metzler edtdada por un par de
LMI's: tomando %22 por el valor dek, = méx(%2) y tomando?2 por el valor
de K, = min(ag—(j)). Desafortunamente, cuang@z) es una fund@n multivariable en
(3.10) no puede ser reducido a uimnmero finito de LMI’s, pero puede ser aproximado
a un conjunto de LMI's. Esto se puede mirar en la s@teinterior.

Tomando en cuenta estos diss particulares, que relacionan la faade disipa-
tividad con el radio de estabilidad de los sistemas posities importante mencionar
que para el diseo de ambos observadores, disipativos y los que preservanteh,
solo se requiere encontrar un par de matriéeg, N, lo cual hace ras sencillo esta
metodoloda de dis@o, ya que en el caso general se requiere del conocimienteade ¢
tro variablesl, N, Py e.
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6. RESULTADOS: SIMULACIONES Y VALIDACION
EXPERIMENTAL

En este cajpulo se presentan los resultados, tanto en simoteigurrérica como en
forma experimental, de la aplicaci de la metodoldg de diséo de los observadores
gue preservan el orden (A@s y Moreno, 2009), descrita en los tafps 4 y 5. A
continuacdn se ilustra la metodoldg de dis@o de los observadores propuestos, us-
ando algunos ejemplos de observadores intervalo propuestta literatura. Adeas,
la metodologa es validada experimentalmente en el sistema de tresdaegsico del
modelo Amira DTS-200.

6.1. Disdio general de observadores que preservan el orden

En este apartado se presentan algunos ejemplos, con lddithalée disbar obser-
vadores que preserven el orden para sistemas en ausenegenqa de perturbaciones
e incertidumbres, mediante la desigualdad matricial realique caracteriza alétodo
disipativo en conjunéin con la desigualdad matricial lineal (LMI, por sus siglas e
inglés) que representa a la propiedad de cooperatividad.

Es importante mencionar que la desigualdad que caractdripatodo de disipa-
tividad es tratada como un problema de factibilidad de |asgdeldades matriciales
bilineales (BMI’s, por sus siglas en irgg). El objetivo de esto es desacoplar las varia-
bles de las desigualdades de cooperatividad y disipativiéara ello, los observadores
gque preservan el orden se han desarrollado mediante elaseffenmbi. Este solu-
cionador est completamente integrado dentro del ambiente de Matladvestde la
versbn 3.0 de la interface de Yalmip. La combin@tide Penbmi y Yalmip propor-
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ciona una herramienta efectiva para resolver muchos pratse&le control.

6.1.1. Ejemplo 1: Reactor tanque agitado

Considere un reactor tanque agitado (STR, por sus siglaslés)riRapaport y Dochain,
2005):

Ty = —D (t) xp + p (s) zp
S d &= D (1) (Sin —5) — 2y (s) 7, (6.1)
y=s
dondek es el coeficiente de produéai, . es la tasa de crecimiento especifich,
es la tasa de disolum, s es la concentraoh del substrato en el reactdt;, es la
concentrad@n del subtrato influente, yx, es la concentradh de la biomasa en el
reactor. La tasa de crecimiento especifica esida por la Ley Monod:
S
ke + s
dondey es la naxima tasa de crecimiento especific&yes la constante de satu-
racion. En (Rapaport y Dochain, 2005) observadores intervalogstessistema fueron
propuesto, con el objetivo de estimar la concentracie la biomasa, a partir de las

w(s) = po (6.2)

mediciones enihea des,y teniendo como incertidumbres la tasa de crecimiento es-
pedficau y S;,. Ademas un aalisis detallado de las condiciones de convergencia y los
limites del comportamiento alzanzado de los observadoesdado.

llustraremos los resultados usando nuestra aproxémacia relacbn con el tra-
bajo detallado (Rapaport y Dochain, 2005). Consideraremegamiente dos escenar-
ios para el diséo del observador intervalo:

(i) Consideramos que no hay perturbaciones en el modelo ejatisos el obser-
vador usando los resultados del ttajp 3. (i) Consideramos que la tasa de crecimiento
espedica i es incierta, disgamos un observador intervalo usando los resultados del
cagtulo 4.

Para este ejemplo es imposible digeun observador intervalo en las coordenadas
deX,, ya que la condidin de cooperatividad (3.10) no puede ser satisfecha, |dweal
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notificado en (Rapaport y Dochain, 2005). Para explicar esite primero que para
esta matriz\/ tiene la forma
D) +h—ply)§  —n)y
M (z;t,y) = Y Y
(t.9) btuwN D)+ n()
Ya que hay uné@rmino negativo fuera de la diagonal, que dependg,deN, entonces
la cooperatividad es violada por el observador.
Debido a que la cooperatividad es una propiedad que depends doordenadas,
es posible diggar un observador que preserva el orden en las nuevas cadeden
z=[m, z ]T, conz = z;, + Y's, donde el modelo estdado por
Ty =—D (t) xp + () zp
Yy = %, (z —xp) .
Es posible escribir el sistema nominal en la formdideen (3.1) con las matrices
dadas por:

1
Y

D) 0
S

H= 1[0 1], C=]

Q

|
1
= O
—_

|
<=

El vector de inyecdn de entrada/salida(t,y,«), que consiste de Bales conocidas
que afectan la diamica dela planta, eéstlada por

D(t)Y
e =| PO su .
y f(o,y) = u(y)o. La no linealidad incrementat (0,2) = p(y)o — pu(y) (o +
z) = —p(y)zis (Q, S, R)-D with (@, S, R) = (-1,-0,5,0), i.e.¢ € [-1,0]. La
convergencia del observador es garantizado si la desepialel disipatividad (3.9) es
satisfecha. Para este caso la matrfizn (3.10) es

—D () + ¢ ~

Y Y

MED =il —o+B+u -9 |
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ad que la condidn de Cooperatividad es satisfechd,;sk 0 andiy + p(y) N > 0.
Cuando ambas desigualdades de disipatividad (3.9) y cdofédad (3.10) son sa-
tisfechas, d@sque el Teorema 10 es satisfecho, un observador intervdi fdema de
(4.4)-(4.5) puede ser diBado, con losérminost* = 7~ = 0. Note que este obser-
vador intervalo es similar al propuesto por (Rapaport y Datt2805), excepto por dos
diferencias: (i) Asumimos qué&- es siempre no negativo,iagie nuestro observador es
un poco nas sencillo que el de (Rapaport y Dochain, 2005). Nuestrasatipo es ra-
zonable, y es usualmente satisfecha. (ii) Nuestro observatgrvalo tiene unérmino
de inyecobn extra,N* (7= — y), ingresado en la no linealidad. Aunque, ya que la no
linealidad en este ejemplo esraén el estado no medido, es degifs) 3, entonces el
error de estimaéin es de hecho lineal variante en el tiempo, \éeiino de inyec@n
debido aV llega a ser tamiéin lineal, agregando atmino de corre@n con la ganan-
cia l,. Por lo tanto, el&rmino de correcéin adicional no ocasiona niag compor-
tamiento cualitativo diferente al observador en (Rapap®oghain, 2005) para este
ejemplo. Esto es claro en las simulaciones de abajo. Notewgstro nétodo genera-
liza el metodo propuesto en (Rapaport y Dochain, 2005).

Utilizando los mismos pametros como en (Rapaport y Dochain, 2005), es decir,
ks =5gll, S =59/, D=0,05h"", up=0,33h"'yY = 0,5, dondeD y S;, son
constantes, es posible encontrar uicamente (usando por el software Penbmi) que
para los valores
19,991 —0,0007 0,00004 |* 7 183,232
ambas desigualdades (3.9) y (3.10) son satisfechas. ®elantws en el observador
intervaloN* =N =Ny L" =L = L.

La figura 6.1 muestra el comportamiento del observadonialerLas condiciones
iniciales para la planta fuerany,, = 1,05 g/l andsy, = 0,9 g/l, y para el observador
intervalo fueron

L:[ 0 },N:—m,P:Mf 7.8109 —0,0007

& 0) = 159/, 2, (0)=09l/,
0,459/, 27 (0) =1,959l/l.

N2>
—

(@)
S~—

I
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Tal como se esperaba el error de estihagdreserva el ordeny converge exponen-
cialmente a cero. Como es explicado en (Rapaport y Dochairh)28Welocidad de
convergencia no puede ser mejorada mucho sin violar la ci@mdile cooperatividad.

3| 2.5

2|

= 15

g/

0.5

50 100 0 50 100
time t [h] time t [h]
(a) (b)

0.5 0.5

0 50 100 0 50 100
time ¢ [h] time ¢ [h]

(©) ()

Fig. 6.1: Simulacbn del bioreacto(—.), la estimaddn del observador intervalo propueste)
y sus errores de estimaéci para el caso nominal.

Disefio del Observador Intervalo para el reactor tanque agitadencertidumbres

Ahora consideramos que la tasa de crecimiento éspeg en (6.2) es incierta, y
esh acotada entre las cotas inferior y superior conocida

po(s) S plts) <pt(s) .

En particular, asumimos qye* (s) esn dados por modelos Monod (6.2) cafh =
0,495 ™'y uy; = 0,165 h™'. El observador intervalo es de la forma (4.4)-(4.5), donde
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los terminost™ y 7~ estin dados por

Yy o+

_ Yy _
i +yxb , ™ (t,y) = —0,165

Ty .
ks +y°

7t (t,y) = 0,165

Usando los mismos pametros como en el diBe anterior, encontramos némnica-
mente un conjunto diferente de paretros que satisfacen ambas desigualdades (3.9) y
(3.10)

[ —0,5847 B [ 42000  —0,0025 B
L= [ 561,2413 }  N==10 P=107) 6025 00068 | €~ 2000
Elegimos tamkén un observador intervald™ = N~ = NandLt = L~ = L.

Para comparaon diséiamos tamléin el observador propuesto en (Rapaport y Dochain,
2005), que corresponde a la estrcutura dada por (4.4)€drd) = 0, [, = 2,255,y

N = 0. Lafigura 6.2 muestra el comportamiento de las trayectdeda planta, ambos
observadores intervalo y sus respectivos errores de estim&uando las condiciones
iniciales son las mismas como en @rmafo anterior.

Como es de esperarse el error de estigrapreserva el orden y converge exponen-
cialmente a una cota final (diferente de cero). La velocidadahvergencia otra vez
no puede ser mejorada sin violar la conditde cooperatividad, ya que ambos obser-
vadores intervalo son esencialmenteriticos, y tienen el mismo comportamiento. El
punto de integs aqiies que la metodoldg de los observadores que preservan el orden
permite unificar algunos @todos de observadores intervalo.

6.1.2. Ejemplo 2 Validaéin experimental en el sistema de tres tanques

Para el Sistema @sico de Tres-Tanques, hemos utilizado el modelo Amira DUS2
y diséhado observadores intervalo usando étado propuesto en las secciones an-
teriores. Este sistema puede ser visto como un prototipo adasuaplicaciones de
procesos industriales y nuestros resultados fueron posbe simulacin y validados
experimentalmente, para ilustrar el comportamiento yipaaxes de los observadores
gue preservan el orden en un ambiente realista (ver figuya 6.3
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2 [g/1]

% 50 w % 50
time t [h] time t [h]

(a) (b)

100

0.5

0 50 100 0 50 100
time ¢ [h] time ¢ [h]

(© (d)

Fig. 6.2:Simulacbn de las trayectorias del bioreacter.), las estimaciones inferior/superior
de nuestro observador intervale-—), las del observador intervalo propuesto en

(Rapaport y Dochain, 2008)—) , y sus errores de estiméa cuando hay una in-
certidumbre en la tasa de crecimientp e$fe maximag.

El sistema a tratar consiste de tres tanques dicacctonectados entré por valvu-
las, y aderas se considera unalvulva para el flujo de salida en el tanque 2; un par de
flujos de entrada y un par de mediciones son contemplados.

El problema de observam consiste en estimar el nive} del Tanque 3, a partir
de las mediciones efiniea de los niveleé; y h, de los Tanques 2 y 3. El modelo
matenatico del sistema de tres tanquesagsipresentado por

A Q1 (t) — Qus(r1 — x3)
Y ArTE = Qo (t) + Qs(r3 — 12) — Qoo(x2) - (6.4)
A Q13(331 - 963) - Q32(UC3 - 372)
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.
h, h, % hJ V2
— —F =
Q13 Q32 on

Fig. 6.3:Sistema de tres tanques, modelo de Amira DTS-200.

El estado del sistema @stado por los niveles de los tres tanques [hy, hs, hs]. Las
mediciones del sistema son los nivelgsy h,. A representa érea de la base de los
tres tanques dihdricos. Los flujos de entrada (volumetrica) en los Tanqugd son
Q2 Yy @, respectivamentd)s; es el flujo entre Tanques 2 y 3, a teavde la alvula
V1,y Qo es el flujo, a traks de la @alvula V2, que va del Tanque 2 al exterior del
sistema():; es el flujo entre los Tanques 1y 3. Estos flujos, que son depeedide
la diferencia de niveles de los tanques conectados, soritdeguor:

Q32($3 - 132) = K3y sgn (563 - ZEQ) vV 29 ’l‘3 - $2|
Q13($1 - 353) £ K3 ($1 - I3)

Qa0(72) = Kagr/2972

dondeKi3 = a13S,, K32 = a325, Y Ko = aS,. LOS padmetros de estasalvulas
para la configuradin experimental eah enlistados en la Tabla 6.1.
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PalametrosH Valores nun@ricos

Sh, 5x107° m?
g 9.81m/s*
a13 8.5720

aso 0.7026

a3 0.4883

-~ 64.9771/m?

Tab. 6.1:Paametros para la configuraci experimental del sistema de Tres tandues

Es posible escribir el sistema (nominal) en la forthaen (3.1) con las matrices

dadas por:
(=K31) 1
Y. % 01 10
A= 0 o0 0 |,G=|-+|,B=]0 1],
o0 o ar 00
H=[01 —1],(1—[3J (1) 8]

El vector de entradas conocidasonsiste de dos fluja3; y @, es deciu = [Q; , QQ]T,
y el vector de inyecéin entrada/salida (¢, y, u), consistente de las&ales que afectan
las diramicas de la planta, éstlado por

Q1 (1)

Pty ) = | ()= Q)
T 0

Finalmente, la no linealidad (interna) en el mod¢ltr) esé dada porf (o) £
Ksysgn (0) \/2g o], y depende de la variable = =, — 23, la cual es una funén
lineal de los estados, es deeir= Hzx, y no es medible, ya que depende de la variable
del estado no medible;.

Consideraremos dos escenarios para efdiske los observadores intervalo:
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1. Consideramos que no hay presencia de perturbaciones edebmnpdiséiamos
el observador usando los resultados de la Sub&e&clL.

2. Consideramos una perturb@cipara el sistema que consiste en una fuga en el
Tanque 3, la cual fluye hacia afuera del sistema. Es posiblibgsel sistema
(perturbado) en la formi& s en (4.1) con las mismas matrices como para el mo-
delo nominal y con un vector de perturb@eir (¢, z) = [0, 0, m3(¢)]*. Cono-
cemos quers(t) permanece entre los valores < x(¢) < nt. Disehamos un
observador intervalo usando los resultados de la Sulisedcl.

Diséfio del observador intervalo

Para ambos escenarios diaenos las mismas matrices del ovservablgr V. La
no linealidad incremenetal definida en (3.4)edada por

o (z,0) = K3y (sgn (0)v/2g|o| —sgn (o + 2)\/2g |0 + z\) ,
la cual es una no linealidad escalar en el selctap, 0]. Aunque es posible satisfacer
las condiciones del Teorema 10 usando este sector, lasgasaaqueridas del obser-
vador son muy altas. Ya que el valor infinito se debe a la fatdiftrenciabilidad de la
raiz cuadrada efy),, €s razonable considerar una aproxirbaguave de esta furii,
gue tiene una pendiente finita en zero, sin alterar la exdatiél modelo para predecir
los resultados experimentales. Hemos encontrado que aisaradfuncon de aproxi-
macbn, perteneciente al sectore [—0,1, 0], o equivalentemente, siend@, S, R)-
Disipativo con(@, S, R) = (—1, —0,05, 0) resultados experimentales razonables son
obtenidos, con ganancias para implementarse enaletipa. Usando estos datos re-
solvemos ambas deisgualdades, la disipativa en (3.9) yolgetativa en (3.10) usando
un solucionador BME, y hemos obtenido como soluciones las matrices siguientes

1 hemos usado el software PENBMI.
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[ 518,317 53,9564

L= | 1189967 —3034840 |, N=[0 10],
| 122,9429  278,2979

[ 18,6334 39,3332 39,3332

P=| 393332 84,2404 84,2334 |, e =0,1796.
| 39,3332 84,2334 84,2327

Ya que el Teorema 10 es satisfecho es posibleidisan observador que preserva el
orden, y por lo tanto un observador intervalo por correr aalpbb dos observadores
gue preservan el orden inicializados adecuamente, umazefin superior y otra infe-
rior con respecto a la trayectoria de la planta. Hemos atlizalgunas ganancias para
ambos observadores, y entondes- L™ = L, N = N* = N-,P = Pt = P,
e = ¢t = ¢ . Para propsitos de compara@n un observador en lazo abierto ha sido
disdiado, es decir,

L=0and N =0.

Note que este observador en lazo abierto es @ambn observador que preserva el
orden, ya que las condiciiones del Teorema 10 son satig§edmestos valores dey
N.

Validacibn experimental de los observadores intervalo.

Realizamos tres experimentos en el sistema para probardasbdervadores inter-
valo diséiados. Los dos primeros toman en cuenta el caso nominalirasejue en el
tercer experimento una fuga en el Tanque 3 causa una paitumtgara el problema de
observadn.

Experimento 1: Para esta prueba consideramos el caso sin fuga en el tanjos 3.
flujos de entrada saronstanteson los valores)) = 2,4425 x 10‘5”1?3 y QY = 1,9889x
10‘5”‘?3. Los estados iniciales para la planta fuergyn= 0,14 m, zoo = 0,04 My x3, =
0,09 m, y las condiciones iniciales para ambos observadoravaitey en lazo abierto
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fueronzs = (0,22,0,13,0,16) para el observador que preserva el orden superior, y
z, = (0,07,0,02,0,05) para el inferior.

La figura 6.4 muestra el comportamiento de los estados rga@esmados de los
observadores intervalo y en lazo abierto bajo estas camgisi Note que ambos obser-
vadores preservan el orden, asi que los estados estimdédongesencimay por debajo
de los valores reales para todo tiempotése adeids que los estados estimadgsy
Ty, 75 Yy T, del observador intervalo, que corresponden a las variabéeidas, con-
verge muy apido, pero esto no es el caso para el observador en laztoah&conver-
gencia de la estimawmn para el estado no medidg no es tan&pida como en el caso
de las variables medibles, pero los errores de estonagiy c; convergen mucho &s
rapido para el observador intervalo que en lazo abierto.r&g&stra que la inclusion de
los terminos de inyecéin N (7= — y) and L (= — y) en el observador intervalo acel-
era la convergencia de la estimati Note que:s para el observador intervalo crece
muy rapido en la fase inicial, y entonces decrece atonamente. Esto explica porque
en la figura 6.4 los estados iniciales para ambos obsensdoneaparentemente difer-
entes. En este caso, ya que no han sido consideradas ino@sties para el modelo de
la planta, los estados estimados de ambos observadoresgem{exponencialmente)
a los valores verdaderos.

Experimento 2: Para esta prueba consideramos el caso sin fuga en el Tarlcuers.
trada de flujos sowariantes periodicamentmoQ; () = 7,3284x107° sin((),lt)”‘—s3 y
Q2(t) = 1,9889 10—5%3. Las condiciones iniciales para la planta fuergn= 0,14 m,
90 = 0,04 my x3, = 0,15 m, mientras que las condiciones para ambos observadores
son las mismas como en el Experimento anterior 1.

La figura 6.5 muestra el comportamiento del estadoxegl su estimadn por el
observador intervalo bajo estas condiciones. Nuevamestedtados estimados a&st
por encima/por debajo de los valores verdaderos para texshpd, y convergen (expo-
nencialmente) a sus valores verdaderos.
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0.25 T T T T T T T T
o2k T 1
0.15[ - .
g —zt
0.1} z ]
===zt con L=0
T~ con L=0
0.05 . . ‘ . . . ‘ .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

tiempo  (seg)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

tiempo  (seg)
r T — -
0.25 —z" 1
.

— 0.2 ‘2t con L =0 A

= ~ T~ con L=0
0.15F ST 1

- - e ————
8 0.1 i
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00 50 100 150 200 250 300 350 400 450

tiempo  (seg)

Fig. 6.4:Comportamiento del sistema de tres tanques, y de los observadores cooperativo y en
lazo abierto.

Experimento 3: Para este caso consideramos el casuina fuga en el Tanque 3. Los
flujos de entradaonstantestomando los mismos valores como en el Experimento 1.
Las condiciones iniciales para la planta y para el observadervalo son las mis-
mas que en el Experimento anterior 1. Las cotas para la fuga @rcer Tanque
son consideradas ser niasigrandes que; = 3,5899 x 10*6"‘?3 ni menores que
Ty = 1,763 X 10—6”’?3, ad que (4.3) permanece.

La figura 6.6 muestra el comportamiento del estadorgal su estimadn para
el observador intervalo bajo estas condiciones. Note guedtados estimados @&st

104 il UNAM 2013



6.1. DISENO GENERAL DE OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN

_O'OJO 50 100 150 200 250 300 350 400

tiempo (seg)

Fig. 6.5: Estado real y estimado; para el sistema de Tres-Tanques con entradas variantes en
el Experimento 2. El estado real esilada continua — (rojo) y los estados estimados
del observador intervalo son ldaéas continuas — (azul y verde).

arriba/abajo de sus valores verdaderos para todo tiempau&y en contraste al caso
nominal considerado en los dos Experiments previos, el dgastimadn no con-
verge a cero, pero converge (exponencialmente) a una catalfancota inferior esti-
madaz; del nivel en el Tanque 3 (no medible) puede servir como urcatdr cuando
el Tanque e&t cerca de vaciarse, antes de que pase realmente. O la cetepsepti-
madaz; del mismo estado es un indicador del posible sobreflujo ensehmtanque.

0.3 \
0.25¢ —at 1

z
0.2r —tanque vacio 7

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

tiempo  (seg)

Fig. 6.6: Estado real y estimado; para el sistema de Tres-Tanques con una fuga en el Tanque
3 en el experimento 3. El estado real es im&d continua — (rojo)y los estados
estimados del observador intervalo sorehs continuas — (azul y verde).
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6.1.3. Ejemplo 3: Sistema ético de Chua

Considere el sistemaéddtrico catico de Chau que se caracteriza principalmente
por dos aspectos: primero, es no forzado, es decir, @oadistentado por fuentes de
corriente alterna y segundo, @stompuesto por dos partes: una parte que presenta un
comportamientaipico de un oscilador amortiguado(dos condensadores, siséenecia
y una bobina) y otra parte que constituyéeico elemento no lineal denominadimdo
de Chua Este elemento, causante de la no linealidadlaacbmo la fuente de enéag
de todo el circuito; se ocupa de retroalimentarlo y lo maretiescilando.

El sistema de Chua éstlescrito por las ecuaciones @inicas:

i1 = o[z — 21 (1+b) — g (21)]
(tg:l‘l—fEQ—f‘(Eg

i3 = —fry — Y3

Y= T2

I (6.5)
con

9(01) =5 (0= 8) oy + 1] = |21 ~ 1]

dondex, 3,7 € Rt ya, b € R~ son paametros del sistema.
Disefio del observador cooperativo

Para este dis® Il IIo IIx son considerados. El estado del sistema éatio por
v=[m, x3 3 }T. Por ello, las matrices dés 1o 11z esn definidas por

—a(l+b) o 0 —5(a—0b)
A= 1 -1 1 , G = 0 )
0 -0 —v 0

H=[100], C=[010],
flo)=llo+1] o —1]]
donde los valores de los @anetros esin dados en la siguiente tabla

Las condiciones iniciales sary, = 0, 250 = 0y z3 = 0. La no linealidad
d(o,2)=[lo+ 1] =|o=1|]-[le+z+ 1| — o+ 2z — 1| es(Q, S, R)-D= (-1, 0.5 0)-
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] PalametrosH Valores nun@ricos\

o 11.85
3 14.9
~ 0.29
a -1.14
b 0.71

D, esdecirp € [0, 1] . Las matrices de di$® del observador cooperativo son obtenidas
a traves del software comercial Penbmi/Tomlab junto con el aadéz Yalmip 3.0 son

0,043426
L=1x10"| —1,44326 |, N =-10
0,077343
0.69344 0.0110 -0.182
P=| 0.0110 1.6381 0.491Q , ¢ =1.2770

-0.182249 0.4910 9.264
tal que la desigualdad de disipatividad y cooperatividaoch satisfechas. Por lo tanto,
el Teorema 10 es satisfecho y un observador cooperativeemezdlisgado.
En la figura 6.7 se presenta el comportamiento de los obsaesgropuestos en
este trabajo y de observadores intervalos propuestos esdMpiBernard, 2010). El
sistema considerado es el circuit@tiao de Chua.

6.1.4. Ejemplo 4: Modelo acédhico

Para ilustrar el ratodo general de dife de los observadores que preservan el
orden, se considera el modelo no lineal:

iy = —18) + 14xg + 613 + f (21, o, 73)
l"Q =T — 31’2 + 31‘3

“AN g = 201 + 19 — 30y (6.6)
Y=
dondef (z1, 2, x3) = m En este caso, el problema de obserdaaonsiste
2

en estimar las variables y x5 a partir de las medion dez;.
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tiempo t
(@)
4
+ 8§
v o2
0
| 572
[\8}
0 5 10 15
tiempo t

Fig. 6.7:Simulaciones del sistema de Chua (-.), comportamientandiico del observador in-
tervalo prepuesto en este trabajoé€la continua) y del observador intervalo propuesto
en Moisan y Bernard (2010) (-) , y sus respectivos errores de obgarvaci

Es recomendable que al dise los observadores que preservan el orden, ya sea el
obsevardor cooperativo o intervalo, el sistemaen (6.6) sea llevado a la forma de
los sistemasls, Iy, y I1z, con el objeto de aplicar la metodolagde dis@o que ha
sido mencionada con anterioridad en programas computdemrrcomo es el caso de
Matlab en conjunto con Penbmi/Tomlab y el analizador YaJmgippor consecuencia

(©

0 5 10 15
tiempo t
(b)
5 10 15
tiempo t

(d)

Disefio del observador cooperativo

obtener las variables de los estimadores.
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Las matrices délg, Iy, I1; esin dadas por

—18 14 6 1
A = -1 -3 2 |, G=1]0
2 1 -3 0
1 01
C =1[10 O],H_[O ) 0]
conf (o) = 1+61++02 cono, = x; +x3Y 0y = 15. Adicionalmente, la no linealidad
¢(0,2) = 1+(021)2+01 — 1+(02+221)2+01+Zl es(@,S,R)-Dcon@Q =1,5 =5/2[0,1]y
R= 2??2 250/2 . Las matrices de di$® del observador cooperativo son obtenidas

a traves del software comercial Penbmi/Tomlab junto con Yalmp 3.

[ -1.1153 10
L=1x10°| 0.0020 |, N:[ 6}
| 0.0013

[ 0.000001663 0.000000006 -0.0000001B8
P=1x10"| 0.000000006 0.466873223 -0.80616682 ¢ = 2.6857
| -0.000000188 -0.80616682 1.412925

tales que la desigualdad de disipatividad y cooperativegadumplen. Por lo tanto, el

Teorema 10 es satisfecho y un observador cooperativo peedéesgiado.

Para verificar el cumplimiento de la propiedad de coopeadai/ en los obser-
vadores propuestos, se aplicaron las herramientas raitasrcomputacionales pre-
sentadas en el caplo anterior. Primeramente, definimos el conjunto de reslale
J(z) en (5.7) para este ejemplo:

JE(2) + (b +c1) Ji (2) + bier + J5 (2) + (ba + ¢2) Jo (2) + baca < 0

dondeb, = —5,¢; = 5, by = 0, ¢ = 5. ESta expresin matenatica representa
geonetricamente una elipse, cuyos ejes coordenadé® ektdos pot/;(z) y Jo(z),
como se muestra en la figura 6.8.
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)
o
ol T
d
o
i , T

Fig. 6.8:Conjunto de valored(z) proporcionado por el sistenlay

Jo

En este ejemplo, la propiedad de cooperatividad asegurada en los observadores
propuestos, si la condimn (5.5) se cumple en todos los valores de la frontera del con-
junto J(z), T, lo cual constituye untmero infinito de élculos. Por ende, se ha pro-
puesto en el cdfulo anterior la construcon de un par de aproximaciones del conjunto
T, mediante un pdaiopo inscrito enY' ; y un poltopo que circunscribe a dicho con-
junto. El primero est definido por la envolvente convexa de l@stices de la elipse
T

—-5.5901  —2.5
5.5901 —2.5

A= 0 —8.0901
0 3.090

aunado con valores que pertenecéfi;aEstos valores san tomados en cuenta en la
restriccon (5.5), y son parte fundamental debéisis de cooperatividad, ya que forman
una condigdbn necesaria para dis&r observadores que preservan el orden.
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2k
P
Ok
9 &\
_4k
-6F Tf
_8k a Y:-8.09
_10 | | 1 | 1 |

6 -4 -2 0 2 4 6

Fig. 6.9:Politopo P; inscrito en el conjuntd’ ;.

La segunda aproximami consiste en la credxei del poltopo que circunscribe al
conjunto de valores dd(z), P.. Este politopo esét formado por la intersecm de
hiperplanos soportes al conjunto dg:), que en este caso particular son segmentos de
recta tangentes a lo€xtices deY. Los \ertices del politopa”. son obtenidos por la
intersecabn de los hiperplanos soportes:

5.5901  3.0901
—5.0901  3.0901
—5.5901 —8.0901
5.0901 —8.0901

Q:

y tambén son parte primordial del atisis de cooperatividad; la segunda conaficen

el Teorema 11 indica que la matriz Jacobidi@z) sea cumplida en los valores de
2, ya que proporcionan una condiai suficiente para asegurar la coperatividad en los
observadores que han sido propuestos en este trabajo gvér. 10).
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X: 559 X:5.59

¥:-8.09 | | | | | Y:-809

Fig. 6.10:Politopo P, que circunscribe al conjunt®

La simulaciones presentadas en la figura 6.11 muestran go@rglortamiento
dinamico tanto del sistem&, como de los observadores cooperativos, cuyas esti-
maciones acotan dimicamente por encima y por debajo al estado Es claro ver
que la velocidad de convergencia de las estimaciones deibMamedible(z;) es
mucho nas @épida que la de las variables no medibles, x3), para ambos obser-
vadores cooperativos. Para los observadores las mateadisélo sonL = L™ = L,

N =Nt=N",P=P"=P ye=¢c" = ¢.Las condiciones iniciales de los
observadores safy, = (1, 1, 1), 7, = (0.1, 0.1, 0.1

En la figura 6.12 se presenta el comportamiento de los emerestimadn de los
observadores cooperativos. Eif ver que el error de estima&cei parar, converge a
cero mucho ras @apido que los errores pafa y zs.
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—z
—zt oc
z~ oc

0.8f
0.6 b

0.4
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0.2F

Tiempo [seg]

0.6
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0.4r

0.2r
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Tiempo [seg]
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0.8 T~ oc

0.6

3

0.4r

0.21 —

0 1 2 3 4 5
Tiempo [seg]

Fig. 6.11:.Comportamiento diamico del sistema 4 y de estimados de los observadores coo-
perativos.

Es importante mencionar que la conditide cooperatividad en el Teorema 10 es
satisfecha mediante las aproximaciones pplitas deP; y P., considerando las ma-
trices de disBo L y N obtenidas de los programas computacionales Matlab, Penbmi
Yalmip. En el a@ndice A se muestra el algoritmo computacional utilizada jgalcu-
lar las matrices de dige y verificar las condiciones de cooperativad para el ptesen
ejemplo. Si algn véertice de la aproximaén P, no hubiera satisfecho la condici de
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0.4 e
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Tiempo [seg]
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0 1 2 3 4 5
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Fig. 6.12:Comportamiento diamico de los errores de estimawi

cooperatividad, entonces se realiza un proceso de refintorgee consiste en hallar
vértices cercanos que cumplan con dicha coodicBi un \ertice deP; no cumple
con las condidin de cooperatividad, entonces no es posible construinamares que
preserven el orden, ya que los valores que perten€céambién pertenecen al con-
junto fronterdY ;, y estos representan condiciones necesarias para el cugmo de
la cooperatividad.
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6.2. Disdio de observadores utilizando eétndo del radio de
estabilidad

El funcionamiento de los observadores disipativos y qusgpwan el orden ha sido
probado en algunas simulaciones ranitas, y tamkén ha sido validado experimental-
mente en el sistema de tres tanques.

6.2.1. Ejemplo 1: Sistema no lineal

Objetivo del ejemploSe desea dis&r un observador cooperativo con la finalidad
gue sus estimados acoten @inicamente a las trayectorias del estado tanto por arriba
como por abajo. Esto se debe realizar corunico diséo del observador cooperativo.
Adicionalmente, se pretende comparar con un observadezerabierto

Para ilustrar la metodoldg de dis@o de los observadores disipativos y de los que
preservan el orden, utilizando eletodo del radio de estabilidad se considera el sigu-
iente ejemplo acamico.

EI ZilQ = —4331 -+ 3272 (67)
y=xa
dondef (z;) = 177 El estado del sistema éstlado por: = | 21, }T.

Primeramente, el sistema no linga| tiene que ser llevado a la forma de los sis-
temaslls, Ilp, IIx. Para ello, las matrices dés I1p 11z estn definidas por

—18 14 1
o[ o= 1]

H=[0 1], C=[1 0],

1
f(o)=(0)= T4 o2
La no linealidad¢ (0,z) = f(0) = f(o+2) = Fomeme €S (@S, R)D =

(—1, 0,0.2109 -D con v = 0.4593 es decip € [-0.6495, 0.649b
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Las matrices de di$® del observador cooperativo son obtenidas a&talel soft-
ware comercial Penbmi/Tomlab junto con el analizador Yal&0:

—94

_ 7
L=1x10 [ 43

|, -0

tal que el Teorema 12 es satisfecho y un observador coopepatede ser digedo. El
disdio del observador cooperativo se desarolla utilizandoléeiten del radio de esta-
bilidad con el nétodo de dispatividao”Q{NA;lGH_1 > ~), derivando las restricciones
gue contemplan a las variables de ds@ara el cumplimiento del Teorema 12:

= Para garantizar la estabilidad, las matrices dgidiseimplen con:

e A; sea Metzler, se requiere qlye> —1,
e A; sea Hurwitz, es necesario qRie > [1,y 2.8571 — 0.2142[; > I,

e Hy = 0,loqueimplicaqueV > 0

= Para garantizar cooperatividad:

M (z) sea Metzler,se requiere qlse> —1.

Las condiciones anteriores muestran que elfaisse un observador disipativo es
aralogo al de un observador cooperativo, debido a la similitadas restricciones.
Es posible comparar los resultadoérieos entre los observadores propuestos, con un
observador en lazo abiertb,= 0y N = 0. A continuacdn se presenta la comparaci
entre los resultados obtenidos para este par de obsersadore

1y (A G| > HATG] T >
9623636 > 40 > 0.4593

En particular, en este ejemplo el radio de estabilidad cpaccibn de salida (dado por
el observador cooperativo) se incrementa en compgaracin el radio de estabilidad sin
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inyeccibn de salida (el observador en lazo abierto) aésade la ganancia, siempre y
cuando se garantice que la matdz sea Metzler y Hurwitz. Lo anterior se debe a que
la matriz de ganancia se considera un grado de libertad peardie de estabilidad con
inyeccibn de salida.

Los valores propios de la parte lineal de los observadores so

A(A) =[ —1881, —2.1185 ]
A(Ap) =] —35.84, —2.9531 |

En este caso,atese que el valor propio dominante (-2.9531) del obseneatupe-
rativo es mayor que el valor propio dominante del observaaomyeccon de salida
(-2.1185), lo que resulta queevelocidad de convergencia del observador con iny@tci
de salida es @s rapida que la del observador sin inyeoni

Por otro lado, si la matriz de ganancia tiene elementos nativeg, por ejemplo
conL™ = [3.5, 1.0], entonces el radio de estabilidad con inyéodie salida se reduce
en comparadin con la constante,

e [ A
40 > 7.6418 > 0.4593

>

Los valores propios et ubicados en:
MAp+) = [ -16.5732 -0.926&§

De lo anterior se observa que el observador en lazo abienteogpea mas apido
que el observador cooperativo con la matriz de ganancia gatima. Esto se debe a
que(ver. pag 24)

Si A es una matriz Metzler entonces(A) < u(Ap+), L > 0.
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Es decir, el valor propio de Frobenius del observador cotiperas mayor o igual
que el valor propio de Frobenius del observador en lazo tabieor lo tanto, al pro-
poner una matriz de ganancia con elementos no negativosngedi inconveniente de
reducir el radio de estabilidad con respecto al del observsidt inyecon de salida,
incluso con respecto a la cota

En las figuras 6.13 y 6.14 se muestra el comportamiento diel deedestabilidad
(HHNA;lGH_1 > ) para el sistema en lazo cerrado, con respecto a las matéces
diseho L y N, tomando en cuentas las restricciones anteriores parasiraocon de
observadores cooperativos.

e e X:-194
000 Y

| 1 ‘\“"
B |l|
\'\',
l|"

Fig. 6.13:Comportamiento del radio de estabilidad vs las ganardciagv.
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X -196
e : ] ‘ : Y099
0 | [ | 237143

i

30‘ PR

Fig. 6.14:Comportamiento del radio de estabilidad vs las ganardciagv.

A continuacon se muestran los resultados obtenidos en sinmaraéin las figuras
6.15y 6.16 se realiza la comparaeide un observador cooperativo con un observador
en lazo abiertdL = 07]. Es facil ver que la velocidad de convergencia del observador
cooperativo es @s apida que la del observador en lazo abierto. Debido a la gdagl
de simetra del observador cooperativo no es necesario hacer oeodara que el
estado e&t acotado diamicamente por debajo, ya que este itlisesh resuelto por el
diseio del observador cooperativo con el estimado por arribaloRanto, las matrices
de diséio del estimador por encima del estado satisfacen al oluk®rean el estimado
por debajo y como consecuencia, la velocidad de conve@gradiradio de estabilidad
en ambos estimadores son los mismos.
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-z
—zt oc
T~ oc
-2t occon L =0
Z-occon L=0 ]

T

(@)

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Tiempo [seg]

Fig. 6.15:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto;para

1‘ T T T T X
\\ —z" oc
\\ Z~ oc
0.8r \. -zt occon L=0
ZT7 occon L =0
06 \. |
™ *
53 =
0.4} |
O |
0 ! s e — - = —
0 05 1 15 2 25 3

Tiempo [seg]

Fig. 6.16:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abiertopara

En las figuras 6.17 y 6.18 se realiza la compdnacie un observador cooperativo,
que tiene matrices de dise no negativas, con un observador en lazo abjérte 07].
En este caso, se observa que la velocidad de convergeneistiehdor cooperativo es
mas lenta que la del del observador en lazo abierto.

6.2.2. Ejemplo 2: Sistema étco de Chua

Considere el sistemaésdtrico catico de Chua, donde su modelo maédito es
descrito en el ejemplo no. 2 de la séntprevia. A continuaéin se presentan el dise
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1 —2" occon LT
\ 2~ occon Lt

+ occon L =0
occon L =0

z
z”

o
o
3]
-

1.5 2 2.5 3
Tiempo [seg]

Fig. 6.17:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto;para

T T T T 77:1:
—2Z" occon LT
&N z7 occon LT
\ ---zT occon L=10
0.8 T~ occon L =0
06F
2
& -\
0.4f ~-
0.2F . L
O- T Tmm- s o IIintsrzarccs e N ]
0% 0.5 1 15 2 25 3

Tiemp;) [seg]

Fig. 6.18:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abiertopara

del observador disipativo y de los observadores que prasehorden.

Dis&fio de observador cooperativo

Para este dis®11g, I1y, y [1z son considerados. El estado iniciakgs= [—0,1, 0,2, 0,005].
Las matrices ofllg, Iy, andIl; estin dadas en el ejemplo no.2 de las s&tan-
terior As que, la funodn no lineal esf (¢) = [|o + 1| — |o — 1|]. Los valores de
los paametros son los mismos del ejemplo de Chua de la Geqmievia. La no li-
nealidad¢ (0,2) = [[o+1]—|o—=1|] = [lo+ 2+ 1| —|o+2z—1]] is (@, S, R)-
D = (-1, 0, 2)-D, es decir,p € [-2, 2, donde la constante = 1. Las matrices
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6.2. DISENO DE OBSERVADORES UTILIZANDO EL M ETODO DEL RADIO DE
ESTABILIDAD

de diséo del observador disipativo son obtenidas aésasiel software comercial de
Penon/Tomlab:

~10
L=|-154 |, N=[0]
15

asi que las restricciones del Teorema 12 son satisfechéandas, el observador
cooperativo puede ser construido. El diselel observador cooperativo se desarolla uti-
lizando la reladdn del radio de estabilidad con eétodo de dispatividacj}QL]J\;A;lGH71 >
~), derivando las restricciones que contemplan a las vasat# disio para el cumplim-
iento del Teorema 12:

= Para garantizar la estabilidad, las matrices defidiseimplen con:

e A, sea Metzler, se requiere qye> —11.85,y 13 > 14.9
e A; seaHurwitz, es necesario glde< 4.7265,y 7.7731 —3.7265l, — I; > I3

e Hy >~ 0, loqueimplicaqueV > 0

= Para garantizar cooperatividad:

M (z) sea Metzler, se requiere qie> —11.85,y I3 > 14.9.

Tomando en cuenta los [@amnetros del sistema ylas matrices de fitseel radio de
estabilidad estdado por

lHn (A6 2
1.3462 > 1
En este ejemplo, el radio de estabilidad con iny@tcie salida (dado por el observador

cooperativo) se incrementa de forma limitada con respetdccatay. En las figuras
6.19 se muestra el comportamiento del radio de estabiliH:IHqi,;(ﬁlglGH71 > 7) para
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X:-19.39 X:-15.89
Y:212 Y231 X -3.79

151 7139 Z1M9 VLT
| a 2139
e =0
=118
1\
d
05-

Fig. 6.19:Comportamiento del radio de estabilidad vs las ganardciagv.

el sistema en lazo cerrado, con respecto a las matrices @edisy N, tomando en
cuentas las restricciones anteriores para la constmicid observadores cooperativos.
Los valores propios de la parte lineal de los observadores so

A(AL) = [-10.94, —3.19, —0.27]

Las condiciones anteriores muestran que elfise un observador disipativo es afin
al de un observador cooperativo, debido a la similitud dedasicciones. Como con-
secuencia de las restricciones que se deben cumplir en te Mat la convergencia
de los estimados de los observadores propuestos tienermpodamiento asigtico
limitado. Mediante la propiedad de sinietde los observadores propuestos, es posi-
ble obtener simutneamente un par de observadores ooperativos: una egtimpami
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6.2. DISENO DE OBSERVADORES UTILIZANDO EL M ETODO DEL RADIO DE

ESTABILIDAD
encima y por debajo de la trayectoria del estado con unalizacbn adecuada. En-
toncesL.=LT"=L",N=Nt=N",yzs =(3, 3, 3),z7, =(-3,-3, -3).

w
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/

[

[

/ T

/ X

s \

/ —7 \
| z od \
/ \
/
/
/

7t oc
—I” oc

' VANVAR \
/ \/ \ / v/ 0\ / \ |

/ \
~ \V W/ \ / \ o/ P
\/ \ / -7t oim
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15

20
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i
!
I}
I}
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v
\ ]
v

\/

20

15

5 10
time t

Fig. 6.20:Comportamiento diamico del sistema de Chua, del observador disipativo (od) y del
observador cooperativo,y de un observador intervalo (oim).

El observador cooperativo propuesto es comparado con @malaior intervalo de

Moisan y Bernard (2006), con valores para el fiselel estimado® = [—« 0 f].
En la figura 6.20 se ilustra el comportamiento afirico del sistema de Chua, del

observador disipativo (od), de los observadores coopesapropuestos aguy esti-

madores propuestos en (Moisan y Bernard, 2006) (oim)aé&ikver que la convergen-
cia del observador cooperativo es similar que la del obdeniatervalo propuesto en
(Moisan y Bernard, 2006). El punto atractivo &ga que la metodoldg del observador

cooperativo unifica algunosé&todos de did® de los observadores intervalo.
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ESTABILIDAD

6.2.3. Ejemplo 3: Validaéin experimental en el sistema tres tanques

El observador disipativo y los observadores que preservarden han sido vali-
dados experimentalemente en el sistenaaicb de tres tanques del modelo de Amira
DTS200 (ver Figura 6.3) para ilustrar su comportamientoop@dades. Este sistema
pueder ser visto como un prototipo de muchas aplicaciorsinales. El estado del
sistema est

Diseio del observador disipativo

Para este disw Ilg, II,, y IIx son considerados. El modeloatenatico del sis-
tema de tres tanques, las condiciones iniciales, los fllgentrada y de lasalvulas,
ad como los paametros del sistema @stdados en el ejemplo no. 4 de la séocnte-
rior Las matrices del observador disipativo son obtenidaspsoftware de Tomlab:

-15 1
L=| 1 1|, N=[0 2]
2 1

ad que las restricciones del Teorema 11 son satisfechas y senvauaor disipativo
pueder ser disedo.

Disefio del observador cooperativo

Para este dis® 11, I, ¥z son considerados. Las matricés G, C, H,y las no
linealidadesf (o) eséin en el disko del ejemplo no. 4 de la seodi previa. Para este
observador, las soluciones son:

-15 1
L= 1 -1 ,N=[0 2]
2 5x10°°

Entonces las restricciones del Teorema 12 son satisfechas opservador coope-
rativo puede ser disado. Adicionalmente, es posible obtener sigm#tamente un
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par de observadores cooperativos con el mismondisan estimado por encima y
otro por debajo de la trayectoria del estado, teniendo uiélizacion adecuada.
Entonces,. = Lt = L, N = N = N-,zf = (0.22n,0.13n, 0.016n), y
z, = (0.07m, 0.02n, -0.05n).

La validacbn experimental del observador disipativo (od) y de los nlasores
cooperativos (oc) es presentada en la figura 6.21. Es clagueesl observador disipa-
tivo converge ras rapido que los observadores cooperativos. Esto es depgeaque
el observador cooperativo adamde satisfacer la propiedad de disipatividad tiene que
satisfacer la cooperatividad. No necesariamente la estimadel observador disipativo
debe preservar el orden.

Diséfio del observador intervalo

Paraeste dis® Vg, Vg, Y+ Yy V- son considerados. Las matricésG, C, H,y
la no linealidadf (o) estin en el diso del observador disipativo. Para este observador,
las soluciones son las mismas que el fiisdel observador cooperativo, es degir=
Lt =L~y N = N"= N—.Entonces las restricciones del Teorema 14 son satisfechas
y los observadores intervalo se han disdo.

Adicionalmente, una fuga de agua en el tercer tanque esdesada (r (¢, v) € R?;

m = 0,m = 0y solo es tomado en cuents). Tal fuga no sé&x mas grande que
75 = -0.0005 y menor que; = -0.0009. Por lo que, se satisface (4.3).

La figura 6.22 muestra el comportamiento del observadorvalie que acota por
encimay por debajo a3, apesar de la perturbaci o incertidumbre de la fuga de agua
(73). Adenas, el tercer estimado de,- indica cuando el tercer tanque @stpunto de
vaciarse, antes de que pase realmenteghs este estimado proporciona unaaale
alarma al sistema de control con la finalidad de evitéiodap accidentes en el sistema
de tres tanques.
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ESTABILIDAD

0.2 T
—
---T od
0.15} —toc
7~ oc
e
= 0.1
8
0.05{ =
0 . . . .
0 50 100 150 200 250
time [sec]
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0.2+ —zt oc
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Fig. 6.21:Comportamiento del sistema de tres tanquessgnlel observador disipativo (od) y
de los observadores cooperativos (oc).
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—1I

0.3 —zt o
I ol
0.25 —~Empty tank |

0 50 100 150 200 250

time [sec]

Fig. 6.22:Comportamiento del sistema de tres tanques£en presencia de una fuga y del
observador intervalo
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7. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una metodalatp dis@o de los observadores que
preservan el orden, para una amplia clase de sistemas adeBnen ausencia y pre-
sencia de perturbaciones e incertidumbres, utilizandeeébdo de disipatividad con la
propiedad sigmica de cooperatividad. La metoddlagsegura taicamente que los
estimados de los observadores que preservan el ordanssmpre por encima o por
debajo de la trayectoria del estado, tomando en cuenta @wtaadh inicializaéin, y
convergen asilticamente a sus valores verdaderos, en el caso libre delpssiones.
Los observadores que preservan orden aunados con la ceneerglel error de esti-
macbn cero se definen en este trabajo como observadores cooperat

La metodolo@a propuesta es ampliada para utilizar sistemas no linealegper-
turbaciones aditivas. En este caso perturbado, la coopdeat en los sistemas de los
errores de estima@n juega un rol crucial, requiriendo un par de observadoeessd
tados que contienegitminos de correbn conocidos, para segurar esta propiedad. Sin
embargo, la convergencia converge a una vecindad de sugvalerdaderos. Estos
estimadores son definidos en este proyecto como obsergddt@e/alo convergentes.

En los cafitulos 3 y 4 se proporcionan un par de algoritmos defisge los ob-
servadores que preservan el orden. El primero represedisegd general de los esti-
madores propuestos, el cual@staracterizado por una Desigualdad Matricial No Lin-
eal, dada por el gtodo de disipatividad, y por una desigualdad Matriciakkin dada
por la condicdn de cooperatividad. Para este @isese necesitan encontrar cuatro va-
riables. El segundo algoritmo es un disgoarticularizado, que combina eétodo disi-
pativo con la teda del radio de estabilidad de los sistemas positivos, cprogbsito de



simplificar dicho disBo mediante la sustituan de la Desiguldad Matricial No Lineal
por un @lculo sencillo. En este difie se requiere hallar solo un par de variables.

Un estudio minucioso de la factibilidad del dimegeneral de los observadores que
preservan se muestra en el tafp 5, donde son resueltas un par de dificultades. La
primera consiste en el desacoplamiento de las variableasdddsigualdades men-
cionadas, cuando se intenta resolverlas de forma simedt Para esto, se propone que
el disdio de los observadores que preservan el orden se ha reduaisiolacbon de una
BMIy una LMI. El segundo problema hace referencia a la condidie cooperatividad,
donde se requiere resolver uiamero infinito de LMI's. La solud@n a esta dificultad es
gue debe de solucionar un conjunto finito de LMI's, cuandoesiderada una funin
multivariable en el sistema, y solamente umero finito de LMI’'s, cuando se trata
de una fundn escalar. El dise de estos observadores fue desarrollado en software
comercial Penon/Tomlab.

Finalmente, en el cafulo 6 se valida experimentalmente la metodddode dis@o
de los observadores propuestos en el sistema de tres tatejnesdelo de Amira DTS-
200, y es probado con algunos ejemplos que han sido utikzeddea literatura de los
observadores intervalo.
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A. ALGORITMO COMPUTACIONAL

En este apndice se presenta el algoritmo computacional que fueaditi en el
ejemplo 5 del cajpulo anterior para la aplica@n de la metodold@ de diséo de los
observadores que preservan el orden @s/if Moreno, 20097?).

Definicion de los paametros del sistema
En esta parte del programa se definen todos Idnpetros del sistema no lineal, el
cual es llevado a la forma dé&,

clc
clear all

disp( * INSTITUTO DE INGENIER {A - UNAM °);

disp( ' DEPARTAMENTO DE ELECTRICA Y COMPUTACN *);

disp( )

disp( ' PROGRAMA PARA DISENAR OBSERVADORES...
QUE PRESERVAN EL ORDEN oF

disp( ’ )

disp( ’ y:
disp( ’ INGRESA LOS DATOS DE TU SISTEMA )
disp( );
disp( )i

disp(MATRIZ AY);
A=input('A=");



disp(* ’);
[NA,mA]=size(A);
while  nA™=mA
disp(" *);

disp(LA MATRIZ A DEBE SER CUADRADA!I"
disp(" 7);
disp(MATRIZ AY);
A=input('A=");
disp(" ’);
[NA,mA]=size(A);
end

disp(MATRIZ GY);
G=input('G=");
disp(" ’);
[NG,mG]=size(G);
while  nA™=nG
disp(* ’);

disp(LA MATRIZ G NO TIENE LA DIMENSI ON ADECUADAI)
disp(" ’);
disp(MATRIZ G.);
G=input('G=");
disp(* );
[NG,mG]=size(G);
end

disp(MATRIZ C:%);
C=input('C=");
disp(" ’);
[nC,mC]=size(C);
while  nA™=mC
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disp(" );

disp(LA MATRIZ C NO TIENE LA DIMENSI ON ADECUADAI!!)
disp(" );
disp(MATRIZ C.);
C=input('C=");
disp(" );
[nC,mC]=size(C);
end

disp(MATRIZ H:%);
H=input(H=");
disp(" ’);
[nH,mH]=size(H);
while  mH™=mC
disp(" );

disp(LA MATRIZ H NO TIENE LA DIMENSI ON ADECUADAI!!)
disp(" );
disp(MATRIZ H!);
H=input(H=");
disp(" );
[nH,mH]=size(H);
end

Definicion de la no linealidad f (o)
Aqui se define el tipo de no linealidad que utliza el sistema reslinrAdenas, se
desarrolla el conjunto de valores déz), T.

clc

disp(QUE TIPO DE FUNCI ON f(z) TIENE TU SISTEMA? )
disp(’ 1. £ R ->R)

disp(’ 2. £ R"n > R)
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disp( 3. R’n -> Rm )

disp(" )

nolinealidad=input(’>> Opci on: ");

if nolinealidad==2

disp(PROPORCIONA LOS SECTORES [K1,K2]:");

Kl=input(K1l= ");

disp(’ );

K2=input('K2=");

%%%%%%%%%% COBRICE SECTOR %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
S= 0.5 *(K1+K2) 9%(1.2 =*K23)/2 % 0.4683
R= -0.5 *(K1'" *K2+K2' xK1)
Q

-eye(nA-mG)

syms xx yy A B

bl =-5; cl1 =5;

b2 = 0; c2 =5;

xcl=-(b1l+cl)/2;

xc2=-(b2+c2)/2;

a=sqrt(((b1-cl1)/2)"2+((b2-c2)/2)"2)
b=sqrt(((b1l-c1)/2)"2+((b2-c2)/2)"2);

F=((xx-xcl)/a)."2+ ((yy-xc2)/b)."2-1,

hold on

x0=[xc1;xc2];

plot(xcl, xc2,’r *”)

x=0;

gamma=(x+b1l) *(c1+x);

X_min=-0.5 =*(cl+b1)-0.5 =*sqgrt((cl-bl)"2+(c2-b2)"2);
x_max=-0.5 =*(cl+bl1l)+0.5 =*sqgrt((cl-bl)"2+(c2-b2)"2);
%%%%% CONJUNTO J(z)%%%%%%%%%
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contador1=0;

for x= x_min:0.0001:x_max

contadorl=contadorl+1;

if gamma<0.25 =*(b2-c2)"2

% disp('Se cumplio la parte positiva’);

% roots=solve(f);

% raices = vpa(roots,4);

yM1(contadorl)=-0.5 *(c2+b2)+0.5 =« sqrt((b2-c2)2+4 *(x-bl) = (cl-x));
ym1(contadorl)=-0.5 *(c2+b2)-0.5 *sqgrt((b2-c2)"2+4 * (X-bl) *(cl-x));
xe(contadorl)=x;

end

end

yyl=[ym1;yM1];

plot(xe,yyl,’b * ")

hold on

Definicion de los poltopos P, y P.
En esta parte se definen laartices de los patoposP; y P., que se@n considerados
en la condidbn de cooperatividad.

%%%%%%%% %% %% % %% %%

ppll= 1/(((b1l-c1)/2)"2+((b2-c2)/2)°2);
pp12=0;

pp21=0;

pp22= 1/(((b1l-c1)/2)"2+((b2-c2)/2)"2);
PP=[ppll ppl2; pp2l pp22]
sqrt(eig(inv(P)))
eigP=eig(P);val_P=sqrt(1./eigP)
%%%%%%%%%ces de P_i %%%%%%%
x0=[xcl xc2]
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DELTA=[x0-[sqgrt(1./eigP(1)) 0]

x0+[sgrt(1./eigP(1)) 0]
X0-[0 sqrt(1./eigP(2))]
x0+[0 sqrt(1./eigP(2))]

%%%%%%Ropo  P_i%%%%%%%%%%%%%%

contador=0;

for  lambda= 0:0.001:1
contador=contador+1;
h1(:,contador)=lambda
h2(:,contador)=lambda
h3(:,contador)=lambda
h4(:,contador)=lambda
end

* (v1)+(1-lambda)
* (v1)+(1-lambda)
* (v3)+(1-lambda)
* (v2)+(1-lambda)

%%%%%% politopo P_C %%%%%

Syms yy Xxx
ccc=0.000000000000001;
plla=diff(F,xx);

plla=subs(plla,vertices(l,1)+ccc);

pl1b=diff(F,yy);

pllb=subs(pllb,vertices(1,2)+ccc);

p2la=diff(F,xx);

p2la=subs(p2la,vertices(2,1)+ccc);

p21b=diff(F,yy);

p21lb=subs(p21b,vertices(2,2)+ccc);

p3la=diff(F,xx);

p3la=subs(p3la,vertices(3,1)+ccc);

p31b=diff(F,yy);

p31b=subs(p31b,vertices(3,2)+ccc);

*v4;
*V3;
*V2;
* V4,
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p4la=diff(F,xx);

p4la=subs(p4la,vertices(4,1)+ccc);

p41b=diff(F,yy);

p41lb=subs(p41lb,vertices(4,2)+ccc);

contador1=0;

xxe=0;

for xxx= 2 *x_min:0.0001:2  *X_max

contadorl=contadorl+1;

ml=-(plla/pllb);

bbl=(plla/pllb) =vertices(1,1)+vertices(1,2);

m2=-(p21a/p21b);

bb2=(p2la/p21b) =*vertices(2,1)+vertices(2,2);

m3=-(p31a/p31b);

bb3=(p3la/p31b) =*vertices(3,1)+vertices(3,2);

m4=-(p4la/p4lb);

bb4=(p4la/p4lb) =vertices(4,1)+vertices(4,2);

yyyl(1l,contadorl)= ml * XXx+bb1,;

yyy2(1,contadorl)= m2 * XxX+bb2;

yyy3(1,contadorl)= m3 * XXX+bb3;

yyy4(1l,contadorl)= m4 * XxX+bb4;

xxe(contadorl)=xxx;

end

%%%%%%%% vertices de P_c %%%%%%%%

AAO= [p2la p21b; p3la p31lb]

BO = -1+[p2la *(-vertices(2,1))+ p21b * (-vertices(2,2));
p3la=* (-vertices(3,1))+ p31lb * (-vertices(3,2))]

V0= inv(AAO) =*BO

AAl= [plla pllb; pdla p4lb]

Bl = -1+[plla *(-vertices(1,1))+ pllb * (-vertices(1,2));
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p4la=(-vertices(4,1))+ p4lb * (-vertices(4,2))]

V1= inv(AAl) =*B1

AA2= [plla pllb; p3la p31b]

B2 = -1+[plla =(-vertices(1,1))+ pllb * (-vertices(1,2));
p3la=* (-vertices(3,1))+ p31lb * (-vertices(3,2))]

V2= inv(AA2) =*B2

AA3= [p2la p21b; pdla p4lb]

B3 = -1+[p2la *(-vertices(2,1))+ p2lb * (-vertices(2,2));
p4la=* (-vertices(4,1))+ p4lb * (-vertices(4,2))]

V3= inv(AA3) =*B3

Definicion de las condiciones de los observadores que preservan etlen En
esta parte se describen las restricciones pardalisgbservadores que preservan el
orden, en el algoritmo computacional.

%%%%%%%%%%%RESTRICCIONES  %%%%%%%%%%%%%%
F = set(DD<=0);
%set(DD<=0.005 =eye(size(DD +1)))
F= F + set(norm(L,1)<=2700)
F= F + set(P>0);
%F= F + set(P>0.0001 =*eye(3)) % chua
%F= F + set(P([1 2 3 5])>=0.5) ;
F = F + set(epsi>0);
% F + set(HN([1 2 3 4 5 6])>=0)

F = F + set(M1(EFD)>=0)
F = F + set(M2(EFD)>=0)
F = F + set(M3(EFD)>=0)
F = F + set(M4(EFD)>=0)
%F = F + set(M1O(EFD)>=0)
%F = F + set(M20O(EFD)>=0)
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%F
%F
%
%%%%%%%%%%%% SOLUCIONES  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%solution = solvesdp(F)

F + set(M3O(EFD)>=0)
F + set(M4O(EFD)>=0)

solution = solvesdp(F, det(P), sdpsettings('solver’,’penbmi’))

checkset(F)

P_opt=double(P)

epsi_opt=double(epsi)

L_opt=double(L)

N_opt=double(N)

%%%%%%%%% VERIFICACION  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
vp_P=eig(P_opt)

DD1=[(A+L_opt *C)' *P_opt+P_opt *(A+L_opt *C)... ... +HN’ * R« HN+epsi_opt * |
P opt *G-HN'*S ; (P_opt *G-HN'*S’) ..

- QI

vp_DD=eig(DD1)

epsi_opt=epsi_opt/2

N=N_opt

HN=H+NC

M1=  A+L_opt*C+GDELTA(1,:)) *HN

M2=  A+L_opt*C+G DELTA(2,:) *HN

M3=  A+L_opt*C+GDELTA(3,:) *HN

M4=  A+L_opt*C+GDELTA(4,:) *HN

M1=  A+L_opt* C+GOMEGA(1,:) * HN

M2= A+L_opt * C+G OMEGA(2,:) *HN

M3=  A+L_opt *» C+G-OMEGA(3,:) *HN

M4=  A+L_opt * C+G OMEGA(4,)) *HN
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