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5.1. Disẽno general de los observadores que preservan el orden . . . . . .. 76

5.1.1. La desigualdad de disipatividad . . . . . . . . . . . . . . . . .76
5.1.2. La Desigualdad de Cooperatividad . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.1.3. Acoplamiento de condiciones de cooperatividad y disipatividad 89
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RESUMEN

Los observadores que preservan el orden proporcionan una estimación que est́a siem-
pre por encima o por debajo de la variable real, en ausencia deperturbaciones e incer-
tidumbres, la estimación converge asintóticamente al valor verdadero de la variable.
En este trabajo, se propone una novedosa metodologı́a para disẽnar observadores que
preservan el orden para una clase de sistemas no lineales en el caso nominal o cuando
las perturbaciones e incertidumbres están presentes. Este objectivo es llevado a cabo,
combinando dos importantes propiedades sistémicas:disipatividady cooperatividad.
La Disipatividad es usada para garantizar la convergencia de las dińamicas del er-
ror de estimacíon, mientras que la cooperatividad de las dinámicas del error asegura
las propiedades de preservación del orden del observador. El uso de la disipatividad
para el disẽno del observador ofrece una gran flexibilidad en el caso de nolinealida-
des que pueden ser consideradas, se mantiene el diseño simple: se conduce en muchas
situaciones para la solución de una Desigualdad Matricial Lineal (LMI, en inglés). La
Cooperatividad del observador conduce a una LMI. Cuando ambaspropiedades se con-
sideran simult́aneamente el diseño del observador puede ser reducido, en la mayorı́a
de los casos, a la solución de una Desigualdad Matricial Bilineal (BMI, en inglés) y
una Desigualdad Matricial Lineal (LMI). Pues un par de observadores que preservan
el orden, una por encima y otro por debajo, proporcionan unobservador intervalo;
la metodoloǵıa propuesta unifica varios métodos de disẽno de observadores intervalo.
La metodoloǵıa de disẽno ha sido validada experimentalmente en un sistema de tres
tanques, y también se ha probado y comparado numéricamente con un ejemplo de la
literatura.



1. INTRODUCCIÓN

Un tópico primordial en la teorı́a de control es la observación de estados para sis-

temas dińamicos, la cual se deriva de la falta de conocimiento de algunas variables de

estado, ya sea porque los dispositivos de sensado no están disponibles, o bien porque

tienen un alto costo y requieren de un mantenimiento constante. Aśı que, para conocer

estas variables, coḿunmente se propone un observador o estimador de estados, también

llamado sensor de software, el cual está compuesto por una copia de la planta y por una

inyeccíon de salida (Luenberger, 1971).

Los observadores de estado proporcionan una estimación de las variables del estado,

la cual converge asintóticamente a sus valores verdaderos, al menos cuando el modelo

de la planta es perfectamente conocido y/o cuando las perturbaciones desconocidas no

act́uan en el sistema. En general, el problema de diseño de los observadores lineales

ha sido resuelto por el esquema del estimador de Luenberger (Luenberger, 1971) y por

el filtro de Kalman (Kalman y Bucy, 1961), mientras que el problema de disẽno de

observadores para sistemas no lineales no está totalmente solucionado. Sin embargo,

el desarrollo de t́ecnicas no lineales de observadores de estado ha tenido un gran im-

pulso en la teorı́a de control en estaśultimas d́ecadas (Tuan, 1973; Rajamani, 1998;

Gauthieret˜al., 1992; Gauthier y Kupka, 2001) ver también (Bastin y Dochain, 1990;

Dochainet˜al., 1992; Gouźeet˜al., 2000; Moreno, 2004; Aviĺes y Moreno, 2009). Esto

se debe a que al ser los sistemas dinámicos son no lineales, es de esperarse que los

observadores de estado tomen en cuenta las no linealidades del sistema con la finali-

dad de ofrecer mejores resultados. Generalmente, el objetivo principal de las t́ecnicas

de disẽno de los observadores no lineales se enfoca en asegurar la estabilidad de los

errores de estimación.



Una desventaja para ciertas aplicaciones es el hecho que durante el tiempo de con-

vergencia no es posible confiar en la estimación dada por el observador. Decisiones

tomadas en base a tal estimación puede conducir a un mal comportamiento en control

(rellamamos el uso de funciones de saturación para evitar el efecto en la realimentación

de salida), o decisiones equivocadas en la detección de falla. La situación es incluso

peor cuando perturbaciones y/o incertidumbres están presentes. Adeḿas en numerosas

aplicaciones existen variables de estado que tienden a alcanzar niveles cŕıticos que po-

nen en riesgo el adecuado funcionamiento de los sistemas. Una alternativa de solución

seŕıa tener una estimación de una variable de estado que esté siempre por encima o por

debajo del valor verdadero. Esto permitirı́a, por ejemplo, enviar una señal de alarma

cuando la temperatura de un reactor nuclear está cerca de alcanzar el valor crı́tico

máximo, antes que realmente lo alcance, si se garantiza que latemperatura estimada

est́a por arriba de la temperatura verdadera.

Por tal motivo, en el presente trabajo se estudia el problemapara acotar dińami-

camente tanto por encima como por debajo a la trayectoria delestado para cualquier

instante de tiempo, con la finalidad que cuando las variablesdel estado tiendan a exce-

der los niveles crı́ticos, las cotas dińamicas lo hagan primero, previniendo al esquema

de control de estos eventos, el cual realizará las correcciones pernitentes para evitar

dãnos en el sistema. Tal comportamiento es descrito por losObservadores que Preser-

ven el Orden. Los sistemas que preservan el orden se han estudiado desde hace algunas

décadas en mateḿaticas y en control (Angeli y Sontag, 2003; Hirsch, 2003). Esta clase

de sistemas es conocida comomońotona, de la cual una subclase importante esstá repre-

sentada losSistemas Cooperativos, los cuales se definen como aquellos que preservan el

orden parcial entre las trayectorias del estado y de la salida, y seŕan considerados como

un tópico distinguido a lo largo del presente trabajo. Aunque los sistemas mońotonos

han encontrado un interés de crecimiento en el modelado y control, relativamente pocos

trabajos han aparecido para propósitos de observación.

Los observadores intervalo están conformados por un par de observadores que

preservan el orden, uno que proporciona una estimación por arriba y otro por debajo,
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los cuales han sido propuestos en la literatura para proporcionar cotas garantizadas en

algún instante de tiempo para los estados de un sistema dinámico incierto.

El objetivo de este trabajo es dar continuación a la ĺınea de investigación iniciada

en (Gouźeet˜al., 2000) (ver tambíen (Rapaport y Dochain, 2005; Moisan y Bernard,

2005)). La idea principal es plantear una novedosa metodoloǵıa de disẽno de los obser-

vadores que preservan orden para una clase de sistemas no lineales en el caso nominal

o cuando las perturbaciones/incertidumbres están presentes, que integra el método de

disẽno de los observadores disipativos con la imposición de una propiedad de preser-

vación del orden para que el error de observación llegue a ser un sistema cooperativo

(Angeli y Sontag, 2003; Hirsch, 2003). Los sistemas son una extensíon de aquellos

propuestos en (Gouzéet˜al., 2000), donde los observadores intervalo son introduci-

dos. El procedimiento de diseño, cuando las perturbaciones no están presentes, con-

siste en tomar la dińamica del error y descomponerla en un subsistema lineal e inva-

riante en el tiempo con una no linealidad variante en el tiempo conectada en reatroal-

imentacíon. Si la no linealidad es disipativa con respecto a una función de suministro,

entonces la parte lineal debe ser diseñada para ser disipativa con respecto a una función

de suministro vinculada para garantizar que el lazo cerradosea exponencialmente es-

table, y asegurando de esta forma laconvergencia del observador. Asimismo, si el

sistema del error de observación es un sistema cooperativo (con respecto a las pertur-

baciones/incertidumbres en caso que existan), entonces seasegura el ordenamiento de

las trayectorias del error, dando como consecuencia que losestimados del observador

acotan dińamicamente tanto por encima como por debajo a la trayectoriadel estado,

dependiendo del orden del error inicial. Losobservadores propuestos para sistemas no

linealesque cumplan cabalmente con las dos propiedades, serán aquellos observadores

que preservan el orden y el error de estimación converge a cero en caso libre de pertur-

baciones/incertidumbres, o el error estará acotado para el caso perturbado. Esta clase

de estimadores fueron definidos en (Avilés y Moreno, 2009). Para construir un obser-

vador intervalo, dos observadores que preservan el orden seponen en paralelo: uno

proporcionaŕa una estimación por arriba y otro por debajo del estado. El diseño de los
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1.1. ESTADO DEL ARTE

observadores puede ser reducido, en la mayorı́a de los casos, a una desigualdad matri-

cial lineal (LMI, por sus siglas en inglés) y una desigualdad matricial bilineal (BMI),

las cuales son herramientas estándar en la teorı́a de control. El funcionamiento de los

observadores que preservan el orden se ha probado en algunossimulaciones nuḿericas.

1.1. Estado del arte

Los sistemas reactivos son una subclase de los sistemas dinámicos no lineales que se

caracterizan por ser muy complejos, debido a diversos factores: al ńumero de reacciones

en un sistema; a su alta no linealidad; a la gran incertidumbre en el conocimiento de

sus paŕametros y de la estructura exacta de las ecuaciones, etc. Estos sistemas son am-

pliamente utilizados en laśareas de la ingenierı́a bioqúımica y qúımica, biotecnoĺogica

y de ecoloǵıa. El tema de observación para esta clase de sistemas es importante de-

bido a la disponibilidad limitada de los sensores en lı́nea y a las incertidumbres rela-

cionadas a las dińamicas del modelo. Para estos sistemas, se han desarrolladolos ob-

servadores que preservan el orden, cuya primera aplicación aparecío en (Gouźeet˜al.,

2000; Rapaport y Dochain, 2005), donde los observadores intervalo son introducidos

y aplicados a una clase de sistemas no lineales con incertidumbre. El disẽno de es-

tos observadores se fundamenta en la teorı́a de los sistemas dinámicos cooperativos,

considerando que las cotas por intervalos de las incertidumbres est́an disponibles; pero

no se asegura la estabilidad de los observadores. Estos estimadores son principalmente

aplicados a los sistemas biológicos para estimar parámetros o variables que no son

medibles en los sistemas biológicos, para los cuales los tópicos de observación son

muy desafiantes debido a la disponibilidad limitada de sensores en ĺınea y las incerti-

dumbres relacionadas a las dinámicas del modelo, como ejemplo en el monitoreo de

plantas de tratamiento de aguas residuales (Had-Sadok y Gouzé, 2001). La validación

experimental ha sido reportada en (Alcaraz-Gonzalezet˜al., 2002) para bioreactores

altamente inciertos.

Una combinacíon de los observadores intervalo y de los ası́ llamados observadores

8 ii UNAM 2013



1.1. ESTADO DEL ARTE

asint́oticos (Bastin y Dochain, 1990; Dochainet˜al., 1992; Bernard y Gouźe, 2004) es

propuesta en (Rapaport y Dochain, 2005), donde la observación de estados para bio-

procesos bajo entradas del proceso y/o parámetros del proceso inciertos es resuelta,

sin requerir del conocimiento de la cinética del proceso. Esta clase de observadores se

ha aplicado a una amplia variedad de procesos quı́micos y bioqúımicos. La desven-

taja potencial de los observadores asintóticos es que la velocidad de convergencia de la

estimacíon depende totalmente de las condiciones de operación.

Una caracterı́stica importante de los observadores intervalo es que ellos permiten la

comparacíon de los estimados de algunos observadores intervalo: la mejor cota superior

es la ḿas pequẽna de las cotas superiores, y viceversa para las cotas inferiores. Esto

conduce a un paquete de observadores intervalo, conocido como lote de observadores

(del t́ermino en ingĺes, observers bundle), el cual fue propuesto en (Bernard y Gouzé,

2004). Estos observadores se corren en paralelo y la mejor estimación es tomada en

cada instante de tiempo. En este paquete de estimadores algunas estimaciones pueden

ser inestables. En este caso, las estimaciones son llamadasframers, ya que no tienen

propiedades de estabilidad.

Un disẽno de observadores intervalo para una clase de sistemas no monótonos

es propuesto en (Moisan y Bernard, 2005), y aplicados a modelos de bioprocesos; el

disẽno requiere del conocimiento de las cotas de las incertidumbres para asegurar el

acotamiento tanto por arriba como por abajo de la trayectoria real del estado. Los ob-

servadores intervalo han sido aplicados en el proceso de fermentacíon por alimentacíon

por lotes de E. coli (Velosoet˜al., 2007), con el objetivo de monitorear la concentración

de la biomasa, ya que la dinámica del modelo tiene perturbaciones y algunas variables

del estado, como la concentración de substratos son desconocidas. Recientemente, en

(Moisan y Bernard, 2010) se presentó un observador intervalo que estima las variables

desconocidas del sistema eléctrico ćaotico de Chua, para lo cual, las incertidumbres

deben satisfacer las propiedades de Lipschitz.

Debido a que la cooperatividad es una propiedad dependientede las coordenadas,

es posible usar transformaciones de coordenadas para obtener observadores intervalo en
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1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

coordenadas apropiadas. Esta idea ha sido utilizada recientemente en (Mazenc y Bernard,

2010, 2011) para mostrar que es posible diseñar un observador observador intervalo

convergente exponencialmente para algún Sistema Lineal Invariente en el Tiempo con

perturbaciones aditivas, para usar transformación de coordenadas variantes en el tiempo

lineales

1.2. Planteamiento del Problema

Hasta aqúı, se han mencionado trabajos con métodos particulares de diseño de

observadores intervalos aplicados a ciertas clases de sistemas con incertidumbres o

perturbaciones, como por ejemplo: en una planta de tramiento de aguas residuales

(Had-Sadok y Gouźe, 2001), en sistemas reactivos inciertos (Rapaport y Dochain, 2005),

en el sistema eléctrico cáotico de Chua (Moisan y Bernard, 2010), entre otros. Desafor-

tunamente, no se ha reportado ningún trabajo en la literatura que generalice a los méto-

dos particulares de diseño de observadores intervalo, lo cual denega posibilidad alguna

para que esta clase de observadores sean aplicados a diversos sistemas dińamicos. Adi-

cionalmente, la mayorı́a de los ḿetodos de disẽno de observadores intervalo toman en

cuenta la propiedad de cooperatividad, pero no consideran alguna propiedad de con-

vergencia. También, es importante mencionar que los métodos propuestos de obser-

vadores intervalo existentes en la literatura están disẽnados para sistemas perturbados,

pero no contemplan el caso libre de perturbaciones. Por tanto, el problema principal del

proyecto consiste en diseñar un observador que sea cooperativo y estable para una clase

de sistemas no lineales, en ausencia y en presencia de perturbaciones o incertidumbres.

Tal metodoloǵıa de disẽno pretende incluir y generalizar a algunos métodos de disẽno

de observadores intervalo de la literatura.

El problema planteado tomará en cuenta una clase de sistemas no lineales en ausen-

cia de perturbaciones

ΣN

{
ẋ = f (t, x, u) , x(0) = x0

y = h (t, x, u)
(1.1)
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donde x ∈ Rn es elestado, u ∈ Rm es la entrada, andy ∈ Rp es la salida del sistema.

El observador de estados para el sistemaΣN est́a dado por la forma

ΩN

{
ż = f

+ (t, z, u) , z

+
0 = g

+(x0)
x̂ = h

+ (t, z, u)
(1.2)

dondêx es el estimado del observador. El error de estimación se puede definir analı́tica-

mente comoe , x̂ − x, por consecuencia, las dinámicas del error de observación son

expresadas de la forma:

ė = ν (t, e, u) , e(0) = e0 (1.3)

Tomando en cuenta la estructura matemática de los sistemas mencionados, el problema

de observación definido para la clase de sistemas no lineales libres de perturbaciones

consiste en disẽnar un observadorΩN , que cumpla con las siguientes peculiaridades:

El observadorΩN debe preservar el orden, es decir, que el estimadox̂(t) siempre

est́e por encima o por debajo de la trayectoria real del estadox(t).

El observadorΩN debe ser convergente, es decir, que el equilibrio del sistema

de error de estimación sea asintóticamente estable, lo que implica que,x̂(t) con-

vergeŕa a los valores verdaderos del estadox(t), ‖x̂(t) − x(t)‖ → 0 comot →

∞.

11 ii UNAM 2013



1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Fig. 1.1:Comportamiento del observadorΣN cooperativo y estable

En la Figura 1.1 se muestra un ejemplo del comportamiento esperado del obser-

vadorΩN para los sistemas no lineales en ausencia de perturbaciones, el cual tiene

un estimado que está siempre por encima, y converge a sus valor verdadero en forma

asint́otica. Es posible extender el problema de observación, con la finalidad de utilizar

sistemas no lineales en presencia de perturbaciones. Ahora, el problema consiste en

disẽnar un observador para una clase de sistemas no lineales perturbados, que sea coo-

perativo y estable. En este caso, se propone que el observador ΩN sea utilizado para la

clase de sistemas en presencia de perturbaciones.

Considere el sistema no lineal

ΣP

{
ẋ = f (t, x, u, d) , x(0) = x0

y = h (t, x, u, d) ,

(1.4)

donded ∈ Rn representa las perturbaciones o incertidumbres del sistema. Se asume que

el término de la perturbación d(t) est́a acotado por intervalos:d+(t) � d(t) � d

−(t),

donded

+(t) y d

−(t) son conocidas. Como se ha mencionado arriba, se propone el

observadorΩN en (1.2) para el sistema perturbadoΣP en (1.4).
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Si el error de observación se define comoe = x̂− x, entonces la dińamica del error

est́an dadas por

ė = ν (t, e, u, d) , e(0) = e0 (1.5)

En este caso, el problema de estimación es disẽnar el observadorΩN con las carac-

teŕısticas siguientes:

El sistema del error de observación en (1.5) es cooperativo, es decir, dado para

cualquier condicíon inicial de la estimación conocida, preserva el orden parcial

con respecto a la del estado:x̂0 � x0 entonces

x̂(t, x̂0) � x(t, x0)

para todot ≥ t0.

El observadorΩN debe ser convergente a pesar de las perturbaciones, lo que

implica que, el estimado del observador converge a una vecindad cercana de los

valores verdaderos del estado,‖x̂(t) − x(t)‖ < β(d) comot → ∞.

El comportamiento esperado del estimado del observadorΩN , definido para sis-

temas en presencia de perturbaciones, se muestra en la Figura 1.2. En caso que la per-

turbacíon sea desvaneciente, el error de estimación convergeŕa a cero, adquiriendo un

comportamiento ańalogo al de la Figura 1.1.

Cabe reiterar que los observadores que se diseñan en este trabajo, pueden ser com-

parados en la literatura con los observadores intervalo, los cuales están solamente

definidos para sistemas perturbados, ya que en los procesos no lineales tales como

biológicos, (bio) qúımicos y de ecoloǵıa, frecuentemente se tiene la presencia de per-

turbaciones. Tales observadores se fundamentan en la teorı́a de los sistemas coopera-

tivos (Angeli y Sontag, 2003; Hirsch, 2003), la cual es una subclase de los sistemas

dinámicos mońotonos.
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Fig. 1.2:Comportamiento del observador cooperativo con estabilidad práctica.

1.3. Motivacíon

Hasta aqúı, se han mencionado diversos trabajos que consideran técnicas de disẽno

de observadores intervalo existentes en la literatura, loscuales utilizan la propiedad

sist́emica de cooperatividad con la finalidad de asegurar la preservación del orden par-

cial de la estimación observador con respecto al estado de la planta, tomando encuenta

una inicializacíon adecuada. Adicionalmente, los observadores intervalo de la literatura

est́an dados para sistemas en presencia de perturbaciones e incertidumbres paraḿetri-

cas, pero no consideran el caso de diseño de estimadores para sistemas libres de per-

turbaciones e incertidumbres. Tampoco existe trabajo que garantice la propiedad de

estabilidad del observador que preserve el orden dado para sistemas perturbados.

Las dificultades mencionadas podrı́an ser consideradas, por ejemplo, con el método

de disipatividad propuesto en (Moreno, 2004), el cual está definido para una clase de

sistemas muy amplia, que considera los casos en ausencia y presencia de perturba-

ciones. Adicionalmente, una ventaja para utilizar este método es la unificación y gen-

eralizacíon de diversos técnicas de disẽno de observadores no lineales (Moreno, 2004).
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1.4. Objetivos

Objetivo general:Proponer y desarrollar una metodologı́a de disẽno de los obser-

vadores que preservan el orden, tanto para sistemas en ausencia y presencia de pertur-

baciones, utilizando como herramientas la propiedad de cooperatividad y el ḿetodo de

disipatividad.

Objetivos particulares:

Desarrollo de un ḿetodo de observadores que preservan el orden para sistemas

no lineales basado en la propiedad de disipatividad y cooperatividad.

a.- Proponer un observador que sea cooperativo y convergente para sistemas

no lineales en ausencia de perturbaciones.

b.- Proponer un observador que sea cooperativo y convergente para sistemas

no lineales en presencia de perturbaciones.

c.- Analizar la factibilidad del disẽno de los observadores que preservan el

orden, mediante los tipos de funciones que pueden ser asociadas a la clase de

sistemas no lineales.

d.- Analizar la generalización de diversos ḿetodos de disẽno de observadores

intervalo de la literatura con el ḿetodo propuesto.

e.- Validar los resultados teóricos en simulación y experimentalmente.

1.5. Contribucíon de la tesis

Las principales aportaciones de este trabajo son:

El disẽno de observadores que preservan el orden para una clase de sistemas no

lineales, en ausencia y presencia de perturbaciones, basados en la cooperativi-

dad y disipatividad. La primera propiedad sistémica garantiza la preservación del

orden, y la segunda asegura la convergencia del error de observación.
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Se propone el diseño de los observadores intervalo para sistemas no lineales en

ausencia de perturbaciones, la cual no es restrictiva a la clase de sistemas coope-

rativos. Para construir este observador intervalo, se requiere ejecutar de manera

simult́anea un par observadores que preservan el orden; las estimaciones acotaŕan

dinámicamente al estado, por arriba y debajo de la trayectoria del estado y con-

vergeŕan a los valores verdaderos del estado.En la literaturaúnicamente existen

trabajos que consideran el caso perturbado.

Se plantéo el disẽno de los observadores intervalo para sistemas no lineales per-

turbados: la estimación preservaŕa el orden y tendrá una convergencia práctica

que depende de la presencia de la perturbaciones e incertidumbres.Enfatizamos

en la propiedad de convergencia de los observadores intervalo propuestos en

este trabajo, que no es considerada en trabajos relacionados de observadores

intervalo en la literatura.

La metodoloǵıa de observadores que preservan el orden propuesta aquı́ unifica y

generaliza algunos ḿetodos de disẽno de los observadores intervalo de la litera-

tura.

Con el objetivo de probar experimentalmente el diseño de los observadores que

preservan el orden, tanto cooperativos como intervalo, se realizaron pruebas en

el sistema de tres tanques clásico modelo de Amira DTS-200.

1.6. Organizacíon de la tesis

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. En este capı́tulo se ha pro-

porcionado una introducción de los observadores que preservan el orden, el estado del

arte y los objetivos que se pretenden alcanzar en este proyecto de investigacíon. En

el caṕıtulo 2 se presentan los fundamentos teóricos, que posteriormente son utilizados
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en la metodoloǵıa de disẽno de los observadores intervalo para sistemas no lineales

sin perturbaciones. El capı́tulo consta de cuatro secciones en las que se presenta el

concepto de orden parcial en el espacio vectorial y matricial; despúes se introducen

los sistemas dińamicos positivos y cooperativos, ası́ como las relaciones existentes en-

tre dichos sistemas. Luego se presenta el método de disipatividad con la finalidad de

asegurar la estabilidad del observador que preserva el orden, y por último se expone

el concepto del radio de estabilidad para sistemas linealescon peturbaciones lineales

est́aticas y bajo perturbaciones no lineales variantes en el tiempo. Asimismo en esta

seccíon se muestra el vı́nculo entre el ḿetodo de disipatividad y el radio de estabilidad.

En el caṕıtulo 3 se presenta la metodologı́a de disẽno del observador que preserva

el orden para los sistemas no lineales en ausencia de perturbaciones, considerando un

par de algoritmos de diseño. El primero es la forma general de construir este obser-

vador y el segundo es un caso especial para generarlo, el cualest́a dado por la relación

entre el ḿetodo de disipatividad y el radio de estabilidad, con la ventaja de reducir el

cálculo mateḿatico que se requiere en el primer caso. Finalmente, se presentan los re-

sultados obtenidos en simulación con un par de ejemplos. En el capı́tulo 4 se extiende

la metodoloǵıa de disẽno del observadorque preserva el orden a los observadores inter-

valo. La raźon es que, al considerar el observador cooperativo para un sistema con per-

turbaciones, la cooperatividad en las dinámicas de los errores de observación se pierde.

Para recuperarla es necesario construir un par de observadores, los cuales forman un

observador intervalo y que se describen en la primera sección.

En la segunda sección se analiza la estabilidad de los observadores intervalo através

de las dińamicas de los errores de estimación, las cuales tienen un comportamiento que

es descrito mediante el concepto de estabilidad entrada-estados. En la tercera sección

se plantea un algoritmo de diseño para esta clase de observadores. . Porúltimo, en

el caṕıtulo 5 se presentan un análisis computacional del diseño de los observadores

que preservan el orden; en el capı́tulo 6 se esponen una serie de ejemplos en los que

los observadores que preservan el orden fueron aplicados ensimulacíon y validados

experimentalmente en el sistema de Tres-Tanques del modelode Amira DTS200. Fi-
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nalmente, en el capı́tulo 7 seindicanlas conclusiones del presente trabajo, ası́ como el

trabajo futuro para complementar los resultados obtenidos.
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El proṕosito de este capı́tulo es introducir los conceptos primordiales de la metodoloǵıa

de disẽno de los observadores que preservan el orden, la cual está basada en el ḿetodo

de la teoŕıa disipativa (Moreno, 2004) en combinación con la propiedad sistémica de

cooperatividad (Hirsch, 2003). Adicionalmente, se propone una estructura novedosa

para asegurar la preservación del orden del estimado del observador con respecto al es-

tado de la planta, la cual está relacionada con el concepto de radio de estabilidad. Más

adelante, se tomarán en cuenta las nociones de polı́topos, propuesta para hacer factible

el disẽno de los observadores intervalos presentados en este trabajo.

En la pimera sección, se introducen algunas definiciones que son utilizadas a lo

largo del presente trabajo, como es la representación de un orden parcial, las matrices

positivas, no negativas (positivas o cero) y Metzler (Luenberger, 1979).

En particular, la matriz Metzler es una extensión de las dos primeras, y mediante

ella, se pueden caracterizar a los sistemas positivos y cooperativos, los cuales tienen

ciertas peculiaridades en común. Los sistemas positivos son aquellos que siempre preser-

van la no negatividad en sus variables de entrada, salida y del estado (Luenberger,

1979); los sistemas cooperativos son aquellos que fundamentan la conservación del

orden entre las trayectorias del estado, de la entrada y de lasalida (Angeli y Sontag,

2003), y son descritos en la segunda sección. En la tercera sección se presenta el ḿetodo

de disipatividad, que será utilizado en el disẽno de los observadores que preservan el

orden con la finalidad de asegurar la convergencia de los estimados. Finalmente, en la

seccíon cuatro se presenta el concepto de polı́topos, utilizados para hacer factible el

disẽno de los observadores propuestos, y cuya aplicación est́a dada en capı́tulos subse-

cuentes.



2.1. CONCEPTOS BÁSICOS

2.1. Conceptos B́asicos

A lo largo del presente trabajo se utiliza frecuentemente elśımbolo� para realizar

comparaciones entre vectores y matrices. Es por ello que se incluye la definicíon formal.

Definición 1: El śımbolo� define unorden parcialen el espacio de vectores y matri-

ces, lo cual está denotado mediante

x � y ⇔ xi − yi ≥ 0, x, y ∈ R
n
, ∀i ∈ {1, . . . , n}

M � N ⇔ Mij − Nij ≥ 0, M,N ∈ R
n×m

, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}

Particularmente, representa lano negatividadde los vectores y matrices, tal que,

x � 0 ⇔ xi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}

M � 0 ⇔ Mij ≥ 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n} .

Es decir, el operador� es interpretado como un conjunto de desigualdades apli-

cadas componente a componente;x � y se cumple cuando ocurre para todos sus

elementosxi ≥ yi, y en un caso especial cuandoxi ≥ 0. Cabe mencionar que, en

este trabajo, el sı́mbolo≥ se emplea para definir tanto comparaciones entre cantidades

escalares como matrices semidefinidas positivas. Otro concepto muy utilizado, es el

cuadrante no negativo del espacio Euclidiano, cuya representacíon mateḿatica se in-

troduce enseguida.

Definición 2: La regíon no negativa de los vectores reales queda definida por

R
n
+ = {x ∈ R

n | xi ≥ 0, i = 1, . . . , n }

de manera equivalente,

x ∈ R
n
+ ⇔ x � 0.

Algunas definiciones y conceptos referentes a las matrices se presentan a continuación.

Especificamente se citan tres tipos de matrices, las cuales tienen ciertas relaciones entre

śı, y son usadas en capı́tulos posteriores.
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2.1.1. Matrices Positivas

En este apartado se estudian las matrices positivas. La definición formal de estas

matrices se incorpora enseguida.

Definición 3: Una matrizP = [pij] espositivasi todos sus elementos son mayores que

cero, lo que se describe por,

P ≻ 0 si pij > 0, ∀i,j.

En particular, esta definición tambíen se aplica para el caso vectorial. Es importante

mencionar que el concepto de una matriz positiva es completamente diferente al de

una matriz definida positiva, ya que en la primera se pide que todos los elementos son

mayores que cero, mientras en la segunda se satisface que losmenores principales y/o

los valores propios de la matriz sean positivos.

Una matriz positivaP se caracteriza coḿunmente por poseer un valor propio po-

sitivo dominante(λ0 > 0) en su espectroρ(P ). Dicha caracterı́stica se muestra en el

teorema siguiente.

Teorema1 (Frobenius-Perron, (Luenberger, 1979)): SiA es una matriz positiva, ex-

presada comoA ≻ 0, entonces∃ λ0 > 0 y x0 ≻ 0 tales que,

1. Ax0 = λ0x0.

2. Siλ 6= λ0 es alǵun otro valor propio de A, entonces|λ| < λ0.

3. λ0 es un valor propio de multiplicidad algebraica y geométrica 1. 3

Lo anterior asegura la existencia del valor propioλ0 > 0, conocido comovalor pro-

pio de Frobenius, y de un correpondiente vector propiox0 ≻ 0. Esto significa que para

el sistema dińamicoẋ = Ax, las trayectorias del estado convergen de forma asintótica

al espacio generado por el vector propio de Frobenius.
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2.1.2. Matrices No Negativas

Dado que uno se enfrenta en la práctica con matrices no negativas, que no son

positivas, es necesario considerar la extensión de la teoŕıa desarrollada para el caso en

que no todas las entradas de una matriz sean estrictamente positivas. La ampliacíon

est́a dada mediante el Teorema de Perron.

Definición 4: La matrizP esno negativasi todos sus elementos son no negativos, lo

cual est́a descrito por,

P � 0 si pij ≥ 0 ∀i,j

o de manera equivalente,

P ∈ R
n×m
+ ⇔ P � 0.

Est́a definicíon es completamente distinta a la que se utilizada en el concepto de de-

sigualdades de la formaA ≥ B, ya que un par de matrices son comparadas: decimos

queA ≥ B para dos matricesA y B de la misma dimensión siA − B ≥ 0.

Muchos de los resultados importantes para las matrices positivas pueden ser exten-

didos a las matrices no negativas. A continuación se muestra una extensión delTeorema

del Frobenius-Perronpara esta clase de matrices.

Teorema2 (Luenberger (1979)): SeaP � 0. Entonces existeλ0 ≥ 0 y x0 � 0 tales

que,

1. Px0 = λ0x0

2. Siλ 6= λ0 es alǵun otro valor propio deA, entonces|λ| ≤ λ0 3

2.1.3. Matrices Metzler

La mayoŕıa de los resultados que existen en las matrices positivas seamplian a las

matrices no negativas, que a su vez tienen una estrecha relación con las matrices Metzler

(Luenberger, 1979). Este tipo de matrices son ampliamente utilizadas en el disẽno de los
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observadores que preservan el orden. A continuación se presenta la definición formal

de este tipo de matrices.

Definición 5: Una matrizA esMetzler o cooperativa, lo cual se expresa matemática-

mente por

A

M

� 0

si todos los elementos fuera de la diagonal de la matrizA son no negativos, es decir,

aij ≥ 0, ∀i 6= j.

La matriz MetzlerA tiene la propiedad de poseer un valor propio realµ0 y un

vector propiox � 0; ya que siA es una matriz Metzler, existe una constanteα > 0,

tal que la matrizP = αI + A es no negativa. El espectroρ(P ) tiene un valor propio

dominanteλ0 ≥ 0 dado por el teorema de Perron-Frobenius. Por consiguiente,existe

un valor propio real dominanteµ0 = λ0 − α (ver Figura 2.1) de la matrizA con su

correspondiente vector propio no negativox0 � 0, dondeẋ = Ax = (P − αI) x. Lo

anterior, se presenta en el Teorema siguiente

Fig. 2.1:Ubicacíon de los valores propios de una matriz Metzler.
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Teorema3 (Luenberger (1979)): SiA es una matriz Metzler, entonces existe un valor

propioµ0 ≥ 0 y un vectorx0 � 0 tales que,

1. Ax0 = µ0x0

2. Siλ 6= λ0 es alǵun otro valor propio deA, entoncesRe(µ) ≤ µ0. 3

dondeRe(µ) representa la parte real de los valores propios definidos como µ = λ − α,

los cuales serán siempre menores queµ0, por similitud al Teorema de Perron-Frobenius.

El Lema siguiente es una herramientaútil para la comparación de los valores propios

de una matriz Metzler perturbada.

Lema 1 (Son y Hinrichsen (1996)): Sean las matricesA ∈ Rn×n , B ∈ R
n×n
+ , C ∈

Rn×n

|C| ≤ B ⇒ λ0 (A + C) ≤ µ0 (M (A) + B) (2.1)

donde|C| ∈ R
n×n
+ , M (A) = Ad + |Ao| = Ad + |A − Ad| es la matriz Metzler deA y

Ad = diag (a11, . . . , ann), y µ0 es el valor propio de Frobenius de la matriz Metzler y

λ0 es el valor propio dominante de la matrizA. En un caso en particular

λ0 (A) ≤ µ0 (M (A)) (2.2)

Si A es una matriz Metzler,

µ0 (A) ≤ µ0 (A + B) (2.3)

3

Es importante resaltar que los sistemas dinámicos positivos y/o cooperativos pueden

ser caracterizados por una matriz Metzler, dando como consencuencia que poseerán

trayectorias del estado que convergerán al cuadrante no negativoRn
+.

2.2. Sistemas Positivos y Cooperativos

En esta sección se estudia el comportamiento dinámico tanto de los sistemas posi-

tivos como de los sistemas cooperativos, los cuales se utilizan en los caṕıtulos de disẽno

de los observadores que preservan el orden.
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2.2.1. Sistemas Positivos

En la actualidad existen diversos sistemas fı́sicos como los biológicos, mećanicos,

qúımicos, fisioĺogicos, entre otros, cuyas variables de estado, de entrada ysalida expre-

san cantidades con información real mediante valores no negativos[x(t) � 0, u(t) �

0, y y(t) � 0]. En la literatura, estos sistemas se conocen comosistemas positivos. La

caracteŕıstica ḿas importante de estos sistemas es que si la condición inicial del estado

[x(0)] est́a en el cuadrante no negativo del espacio Euclidiano(Rn
+), entonces la trayec-

toria del estado[x(t)] permanece ahı́ para todo tiempo futuro. Debido a lo anterior,

los sistemas positivos tienen un comportamiento dinámico (asint́otico) restringido. A

continuacíon se describen a los sistemas dinámicos positivos.

Sistema No Lineal Positivo

Considere el sistema no lineal dado por

ΣNL

{
ẋ = F (t, x, u) , x(0) = x0

y = H (t, x, u)
(2.4)

donde x ∈ Rn es elestado, el cual representa el comportamiento interno del sistema,

u ∈ Rm es la entrada,y ∈ Rp es la salida del sistema yt ∈ R es la variable del tiempo.

F es un funcíon de campo vectorial suave yH es una funcíon no lineal suave, ambas

dependen de las variables(t, x, y). Asumiremos que el sistema escompleto, i.e., las

trayectorias existen para todos los tiempos positivost ≥ t0.

Definición 6: El sistemaΣNL en (2.4) espositivosi

x0 � 0, u (t) � 0 ⇒ x (t) � 0, y (t) � 0, ∀t ≥ 0.

Es decir, el sistemaΣNL es positivo silas trayectorias[x(t, x0)] generadas por

el sistemaΣNL, e influidas por una entrada no negativa y con condición inicial no

negativa,permanecen en la región no negativapara todo tiempo futuro. Esto equivale

a decir que el sistemaΣNL espositivosi y śolo si, el cuadranteRn
+ es unconjunto
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invariante positivo. Los sistemas no lineales positivos (sin entrada ni salida) no se

caracterizan de una forma sencilla. Sin embargo, la representacíon de los sistemas no

lineales positivos puede ser expresada mediante la Proposición siguiente.

Proposición 1 ((Mailleret, 2004)): El sistemaΣNL en (2.4) sin entrada es positivo⇔

Fi (x1 ≥ 0, . . . , xi = 0, . . . , xn ≥ 0) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}

3

Lo anterior tiene como significado que las trayectorias del estado nunca aban-

donan la regíon no negativa[x(t) � 0], y adeḿas, si alguna variable del estado es

cero entonces, la dirección de movimiento de la trayectoria siempre es no negativa

[Fi(x(t)) � 0], permaneciendo siempre enRn
+. En la Figura 2.2 se muestra el com-

portamiento de un sistema positivo de segundo orden, cuyo cuadrante no negativo es

un conjunto invariante, donde toda trayectoria que emana deesta regíon permanece

ah́ı para todo tiempo futuro.

Sistema Lineal Positivo

Los sistemas lineales positivos tienen un comportamiento asintótico limitado, el

cual est́a relacionado con el teorema algebraico de Frobenius y Perron (ver ṕagina. 21),

ya que asegura la existencia de un valor propio real dominante y de su correpondiente

vector propio no negativo, en el cual las trayectorias del sistema convergen asintótica-

mente a su subespacio generado.

Sea el sistema lineal dado por

ΣL :

{
ẋ = A (t) x + B (t) u , x (0) = x0

y = C (t) x ,

(2.5)

dondeA ∈ Rn×n
, B ∈ Rn×m

, C ∈ Rp×n son matrices variantes en el tiempo, y

(x, u, y) ∈ Rn ×Rm ×Rp son los vectores de estado, entrada y salida respectivamente.
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La clase de sistemas linealesΣL que son positivos puede ser caracterizada de una simple

forma, lo cual est́a descrito en la Proposición siguiente:

Proposición 2: (Dautrebande y Bastin, 1999) El sistemaΣL en (2.5) espositivos

(C1) A

M

� 0 ⇔ aij ≥ 0, ∀i 6= j ; (C2) B � 0 ; (C3) C � 0 . 3

Lo anterior muestra la caracterización de la propiedad de positividad en el sistema

ΣL en (2.5). Esta caracterización hace referencia a que si la entrada tiene una influen-

cia no negativa en todas las variables del estado, y ademas, la condicíon inicial es no

negativa del sistemaΣL en (2.5), entonces se garantiza que las trayectorias del estado

nunca abandonan el cuadranteRn
+. Por consecuencia, la salida es no negativa. Esto es

debido a la dirección de movimiento de la trayectoriax(t) es no negativa[ẋi(t) � 0],

provocando quex(t) siempre tienda a la región no negativa (ver Figura 2.2 ), lo cual es

asegurado si los elementos de entrada fuera de la diagonal dela matrizA son mayores

o iguales que cero, es decir, siA es una matriz Metzler.

2.2.2. Sistemas Cooperativos

Los sistemas cooperativos constituyen una clase importante de los sistemas dinámi-

cos debido a su comportamiento peculiar. Estos sistemas sonaquellos que sus trayec-

torias preservan el orden parcial en el estado, en la entraday en la salida en cada

tiempo, cuando las señales de entrada (si existen) y los estados iniciales son (parcial-

mente) ordenados(Angeli y Sontag, 2003), cuya descripción mateḿatica est́a dada en

la definicíon siguiente.

Definición 7: El sistema no linealΣNL (2.4) escooperativosi dados

x

1
0 � x

2
0, u

1 (t) � u

2 (t) ∀t ≥ 0 (2.6)

27 ii UNAM 2013



2.2. SISTEMAS POSITIVOS Y COOPERATIVOS

Fig. 2.2: Dos trayectorias a) y b) obtenidas al aplicar una entrada no negativa a un sistema
positivo de segundo orden

entonces, las trayectorias del estado y de la salida preservan el orden parcial

x

(
t, t0, x

1
0, u

1 (t)
)
� x

(
t, t0, x

2
0, u

2 (t)
)

∀t ≥ t0 (2.7)

H ◦ x

(
t, t0, x

1
0, u

1 (t)
)
� H ◦ x

(
t, t0, x

2
0, u

2 (t)
)

.

En otras palabras, la propiedad de cooperatividad produce un ordenamiento en las

trayectorias del estado y de la salida. En la figura 2.3 se muestra el comportamiento de

un sistema cooperativo de segundo orden en las trayectoriasx(t).

Sistema No Lineal Cooperativo

En los sistemas cooperativos (Hirsch, 2003) cada variable del estado tiene una in-

fluencia no negativa de las otras variables del estado, y la entrada tiene una influencia

no negativa en estas variables, lo cual está relacionado en la caracterización de dichos

sistemas. A continuación se describe a los sistemas no lineales cooperativos.

Proposición 3 (Angeli y Sontag (2003)): El sistemaΣNL en (2.4) escooperativosi y

sólo si,
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Fig. 2.3:Un sistema cooperativo preserva el orden en las trayectorias del estado

(C1)
[
∂Fi

∂xj

]
M

� 0 ⇔
∂Fi

∂xj

≥ 0, ∀i 6= j ; (C2)
[
∂Fi

∂uj

]
� 0 ; (C3)

[
∂Hi

∂xj

]
� 0 .

El śımbolo
M

� 0 representa que el Jacobiano∂Fi

∂xj
esMetzler, es decir, los elemen-

tos fuera de la diagonal son no negativos. Note que cuando lasentradas y salidas no

est́an presentes, la definición anterior reduce a la forma clásica, en la cual los estados

iniciales ordenados implica las trayectorias del estado ordenado (Smith, 1995), lo cual

es equivalente a la condición (C1).

Sistema Lineal Cooperativo

Particularmente, la caracterización de los sistemas lineales cooperativos está dada

por,

Proposición 4: (Angeli y Sontag, 2003) El Sistema LinealΣL en (2.5) escooperativo

⇔,

(C1) A

M

� 0 ⇔ aij ≥ 0, ∀i 6= j ; (C2) B � 0 ; (C3) C � 0 . 3

Comparando laProposicíon 2 y 4, se obtiene que ambas propiedades, cooperativi-

dad y positividad, definidas para la clase de sistemas lineales son equivalentes, ya que
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si x0 � 0 andu(t) � 0, entoncesx(t, t0, x0, u(t)) � 0. Sin embargo para sistemas no

lineales esto no ocurre.

2.2.3. Relaciones de los sistemas positivos y cooperativos

Con base en los conceptos de los sistemas positivos y cooperativos que se presentan

arriba, se obtienen las siguientes relaciones,

1. En el caso no lineal:

El sistemaΣNL (2.4) cooperativoes positivo si f(t, 0, 0) � 0 (Mailleret,

2004).

2. En el caso lineal:

El sistemaΣL (2.5)cooperativoesequivalenteal sistemaΣL positivo.

En otra palabras, la relación existente en la clase de sistemas no lineales consiste

en que un sistema cooperativo pueder ser positivo, si se garantiza quef(t, 0, 0) � 0.

Sin embargo, no todo sistema positivo es cooperativo, ya quelas trayectorias del estado

permanecen en el cuadrante no negativo pero no siempre satisfacen el ordenamiento

de dichas trayectorias, y esto tiene que ver directamente con la conservación del orden

parcial de las trayectorias de estado. Para el caso lineal, las relaciones entre los sis-

temas cooperativos y positivos son equivalentes. Esto se debe a que los sistemas linea-

les tienen un punto de equilibrio en el origen, que frecuentemente representa al estado

inicial, prevaleciendo la no negatividad de las trayectorias del estado y de la salida.

2.2.4. Observadores intervalo

En la literatura, se han propuesto una clase especial de estimadores, llamadosob-

servadores intervalo(Gouźeet˜al., 2000) para sistemas no lineales con incertidum-

bres, y que están basados en las propiedades de los sistemas cooperativos (mencionadas

arriba). Para esta clase de estimadores, se requiere conocimiento de las cotas por inter-

valo de las incertidumbres de la planta (Gouzéet˜al., 2000; Rapaport y Dochain, 2005),
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dando como resultado que los estimados acoten dinámicamente a las trayectorias del

estado. Estos observadores han sido aplicados a una clase desistemas no lineales con

incertidumbres, especialmente modelos biológicos, procesos quı́micos y ecoĺogicos. A

continuacíon se enuncia la definición de estos observadores.

Definición 8: Un observador intervaloes un conjunto de observadores que propor-

cionan un intervalo entre las estimaciones que están por encima y por debajo de la

trayectoria real del estado.

Consid́erese el sistema no lineal (Moisan, 2007),

ΩD

{
ẋ = f (t, x, u, d) , x(0) = x0

y = h (t, x, u)
(2.8)

dondex ∈ Rn es el estado del sistema,u ∈ Rm es la entrada,y ∈ Rp es la salida,

d ∈ Rn es el t́ermino de perturbación, el cual representa incertidumbres y/o variables

exógenas del sistema. Se asume que se conocen las cotas de la perturbacíon y que

satisfacen,

d

+(t, y) � d(t, x) � d

−(t, y) (2.9)

Sea un par de observadores de la forma

ΩOD

{
ż

+ = f

+ (t, z+
, d

+
, u, y) , z(0)+ = h

+(x0)
ż

− = f

− (t, z−, d

−
, u, y) , z(0)− = h

−(x0)
(2.10)

donde z

+
, z

− ∈ Rn son los estimados del estado de estos observadores. Los errores de

observacíon pueden estar definidos pore

+ = z

+ − x y e

− = x− z

−, por consecuencia,

sus dińamicas se describen por:

ė

+ = g

(
t, e

+
, u, c

+
)
, e

+(0) = e

+
0 (2.11)

ė

− = g

(
t, e

−
, u, c

−
)
, e

−(0) = e

−
0 (2.12)

dondec

+ = d

+ (t, y) − d (t, x) y c

− = d (t, x) − d

− (t, y). Si los sistemas (2.11) y

(2.12) pueden ser representados como sistemas cooperativos, seǵun est́an definidos en
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la Proposicíon 4, entonces las trayectorias de los errores de observación e

+(t) y e

−(t)

preservan el orden.

El conjunto de observadoresΩOD en (2.10) forman unobservador intervalo, si y

sólo si se cumple que el estado del sistema está acotado dińamicamente por los estima-

dos de dicho observadorΩOD, es decir,

z

+(0) � x(0) � z

−(0) ⇒ z

+(t) � x(t) � z

−(t) (2.13)

En general, esta clase de observadores garantiza el ordenamiento de las trayectorias del

estado en (2.13), bajo la suposición de conocer el acotamiento de la perturbación en

(2.9).

2.3. Método de Disipatividad

En este trabajo, las propiedades de estabilidad del método de disipatividad se uti-

lizan en el disẽno de los observadores que preservan el orden, con la finalidad de asegu-

rar la convergencia de los estimados. Esto se puede realizaral descomponer la estruc-

tura de la dińamica del error de observación en subsistemas que poseen las propiedades

disipativas, obteniendo una representación dada por la interconexión de un sistema

lineal e invariante en el tiempo con una no linealidad estática en retroalimentación

(Moreno, 2004). A continuación se enuncian los conceptos más importantes de este

tema.

El método disipativo ha tenido un importante auge en la teorı́a de control moderna,

ya que al aplicarse a los sistemas fı́sicos, sus modelos matemáticos expresan formal-

mente la ley de conservación de enerǵıa. En otras palabras, la cantidad de energı́a alma-

cenada en el interior de los sistemas es siempre menoró igual a la cantidad que ha sido

suministrada por otros sistemas, lo que equivale a decir queestossistemas son capaces

de almacenar y consumir energı́a pero no de generarla.

Definición 9: (Willems, 1972a,) El sistemaΣNL en (2.4) LTI esdisipativo si existen

unafunción de almacenamiento de energı́a (interna)V : Rn → R (continua y positiva
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semidefinida) y unafunción de suministro de energı́a (externa)w : Rp×Rm → R tales

que se satisface ladesigualdad disipativa,

V (x (t)) ≤ V (x0) +

∫ t

0

w (u (τ) , y (τ)) dτ ; ∀ (x0, t) ∈ R
n × R (2.14)

Los sistemas pasivos constituyen el caso especial más importante de los sistemas disi-

pativos, dado para igual número de entradas que de salidas(conm = p),

V̇ (x (t)) ≤ w (u (t) , y (t)) = y

T
u ;∀ (x, u) ∈ R

n × R
m. (2.15)

Comúnmente, las funciones de almacenamiento de energı́a est́an descritas por fun-

ciones cuadŕaticas del estado.

Consid́erese una función de suministro cuadrática dada por,

w (y, u) =

[
y

u

]T [
Q S

S

T
R

] [
y

u

]
(2.16)

(2.17)

= y

T
Qy + 2yT

Su + u

T
Ru

dondeQ ∈ Rp×p
, S ∈ Rp×m

, R ∈ Rm×m con Q y R simétricas. En el caso lineal

de los sistemas LTI enΣL con funciones de suministro en (2.16) no hay pérdida de

generalidad si la función de almacenamiento es restringida ser una forma cuadrática

positiva definida

V = x

T
Px P = P

T
> 0. (2.18)

Esto puede ser caracterizado por medio de una LMI.

Definición 10: El sistema (LTI)ΣL en (2.5) esde estado estrictamente disipativo

(SSD)con respecto a una función de suministrow (y, u) en (2.16), o en forma corta

(Q,S,R)-SSD, si∃ una matrizP = P

T
> 0 y una constanteǫ > 0 tal que se satisface la

desigualdad disipativa:
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[
PA + A

T
P + ǫP PB

B

T
P 0

]
−

[
C

T
QC C

T
S

S

T
C R

]
≤ 0. (2.19)

Definición 11: Unano linealidad est́aticavariante en el tiempo

y = f (t, u) (2.20)

continua a tramos ent y localmente Lipschitz enu, tal quef (t, 0) = 0 esdisipativa

con respecto a la función de suministrow (y, u) en (2.16)ó en forma corta(Q,S,R)-D

si ∀ t ≥ 0 y u ∈ Rm
,

w (y, u) = w (f (t, u) , u) ≥ 0. (2.21)

Las condiciones de sector clásicas para no linealidades cuadradas (Khalil, 2002), es

decir,m = p, pueden representarse en la forma siguiente.

1. Sif est́a en el sector[K1, K2], es decir,(y − K1u)T (K2u − y) ≥ 0

entonces es(Q,S,R)-D con:

(Q,S,R) =

(
−I,

1

2
(K1 + K2) ,−

1

2

(
K

T
1 K2 + K

T
2 K1

))

2. Sif est́a en el sector[K1,∞], es decir,(y − K1u)T
u ≥ 0

entonces es(Q,S,R)-D con:

(Q,S,R) =

(
0,

1

2
I,−

1

2

(
K1 + K

T
1

))

Una no linealidad multivariablef puede ser(Qi, Si, Ri)-D para algunas ternas

(Qi, Si, Ri) (Moreno, 2004), es decir,

ωi(f(t, u), u) = f

T
Qif + 2fT

Siu + u

T
Riu ≥ 0, for i = 1, 2, ..., µ (2.22)

En este caso, es fácil ver quef es
∑µ

i=1 θi(Qi, Si, Ri)-D para todoθi ≥ 0, es decir,

f es disipativa con respecto a una función de suministroωθ(f, u) =
∑µ

i=1 θiωi(f, u).

Note que la desigualdad (2.21) proporciona la caracterización de la no linealidadf , ya
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que significa que el gráfico def est́a contenido en el subespacio correspondiente a los

valores propios no negativos de la forma cuadrática(Q,S,R). Si la forma cuadŕatica

(Q,S,R) es semidefinida positiva, entonces la desigualdad (2.21) noproporciona al-

guna informacíon acerca de la no linealidadf y por lo tanto no tiene utilidad en lo que

sigue.

El Lema siguiente proporciona una generalización del criterio del ćırculo para sis-

temas no cuadrados, y muestra que la interconexión de realimentación negativa de los

sistemas disipativos es internamente estable.

Lema 2: (Moreno, 2004) Sea la interconexión de la retroalimentación

ΞL :





ẋ = Ax (t) + Bu (t) , x(0) = x0

y = Cx (t)
u = −f (t, y)

(2.23)

dondex ∈ Rn, u ∈ Rm e y ∈ Rp son los vectores de estado, entrada y salida, respecti-

vamente. Si∃ Q, S, Rtales que

f (t, y) es(Q,S,R)-D, y

el subsistemaΞL LTI es
(
−R,S

T
,−Q

)
-SSD

entonces el punto de equilibriox = 0 delsistema en lazo cerrado es global y exponen-

cialmente estable,es decir, existen las constantesk > 0 and̺ > 0 tal que para todo

x0

‖x (t)‖ ≤ k ‖x0‖ exp(−̺t) . (2.24)

3

El lema 2 representa la estructura principal del método disipativo, y consiste en que

si la no linealidadf es(Q,S,R)-D con respecto a una función de suministro cuadrática,

entonces la parte lineal tiene que ser diseñada(−R,S

T
,−Q)-SSD con respecto a una

función de suministro complementaria, lo cual produce que la interconexíon sea global

y exponencialmente estable. La figura 2.4 muestra el lazo cerradoΞL en (2.23). Este
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Fig. 2.4:Estructura del ḿetodo del disipatividad.

esquema se usa en capı́tulos posteriores para el diseño de observadores que preservan

el orden y observadores disipativos, ya que la dinámica del error de observación tiene

un arreglo id́entico al de la figura 2.4.

Cuando las perturbaciones externas aditivas actúan en estos sistemas, la estabilidad

es debilitada:x no converge asintóticamente a cero. En vez de eso, la estabilidad es

práctica: las trayectorias del sistema no convergerán al origenx = 0, pero si la sẽnal de

entradab(t) est́a acotada, las trayectorias convergerán a una bola centrada en el origen,

con un radio dependiente de la cota deb, y permanecerá alĺı para todo tiempo futuro.

Esto est́a determinado por la propiedad de Estabilidad Entrada-Estado.

Definición 12 (Khalil (2002)): El sistemaΞP es Estable Entrada-Estado(EEE) con

respecto ab (t) si existe una función β claseKL, una funcíon γ claseK tal que para

algún estado inicialx(t0) y aguna entrada acotadab(t), la solucíonx(t) existe para todo

tiempo futurot ≥ t0 y satisface

‖x (t)‖ ≤ β(‖x(t0)‖ , t − t0) + γ

(
sup

t0≤τ≤t

‖b(τ)‖

)
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Lema 3: Considere el sistema perturbado

ΞP :





ẋ = Ax + Bu + b(t), x(0) = x0

y = Cx

u = −f (t, y)
(2.25)

dondeb(t) es una sẽnal de entrada. Suponga que las condiciones del Lema 2 son satis-

fechas. Bajo estas condiciones, el sistemaΞP esentrada-estado-estable (ISS, por sus

siglas en ingĺes) con respecto ab. 3

Prueba. Damos las pruebas a los Lemas 2 y 3. Por hipótesis (2.16) es satisfecho con
(
−R,S

T
,−Q

)
. TomandoV (x) = x

T
Px como la funcíon candidata de Lyapunov del

sistema en lazo cerrado, la derivada del tiempo deV (x) a lo largo de las soluciones

deΞP esV̇ = (Ax + Bu)T
Px + x

T
P (Ax + Bu) + 2xT

Pb(t), o, porque de (2.19) y

(2.25)

V̇ =

[
x

u

]T [
PA + A

T
P PB

B

T
P 0

] [
x

u

]
+ 2xT

Pb(t)

≤

[
x

−f

]T [
−C

T
RC C

T
S

T

SC −Q

] [
x

−f

]
− ǫx

T
Px + 2xT

Pb(t)

= −

[
f

y

]T [
Q S

S

T
R

] [
f

y

]
− ǫV (x) + 2xT

Pb(t) ≤ −ǫV (x) + 2xT
Pb(t) ,

ya quef es(Q,S,R)-disipativa. Cuando la perturbación se desvanece, es decirb(t) =

0, entonceṡV ≤ −ǫV y, usando el Lema de comparación Khalil (2002), sigue que

V (x (t)) ≤ V (x(0)) e

−ǫt
.

Esto significa que

λmı́n (P ) ‖x(t)‖2
2 ≤ x

T (t)Px(t) ≤ x

T (0)Px(0)e−ǫt ≤ λmáx (P ) ‖x(0)‖2
2e

−ǫt
,

dondeλmı́n,máx(P ) son los valores propios ḿas pequẽnos y ḿas grandes deP , respec-

tivivamente. Entonces

‖x(t)‖2 ≤

√
λmáx (P )

λmı́n (P )
‖x(0)‖2e

− ǫ
2
t
,
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aśı quex = 0 es un punto de equilibrio exponencial globalmente estable.Esto finaliza

la prueba del Lema 2.

Cuandob es diferente de cero, la desigualdadV̇ ≤ −ǫV + 2xT
Pb puede ser ree-

scrito, para alǵun θ ∈ (0, 1), como

V̇ (x) ≤ −(1 − θ)ǫV − θǫx

T
Px + 2xT

Pb

≤ −(1 − θ)ǫV − θǫλmáx(P )‖x‖2
2 + 2λmáx(P )‖b‖2‖x‖2

≤ −(1 − θ)ǫV + λmáx(P )‖x‖2(2‖b‖2 − θǫ‖x‖2)

≤ −(1 − θ)ǫV, ∀‖x‖2 ≥
2

θǫ

‖b‖2 .

Aplicando (Khalil, 2002, Theorem 4.19) sigue queΞP es EEE con respecto ab(t).

2.4. Radio de Estabilidad

El concepto de radio de estabilidad está definido para los sistemas lineales; y per-

mmite que para ciertas perturbaciones (lineales o no lineales), se pueda garantizar que

estos sistemas permanecen estables (Son y Hinrichsen, 1996). En esta tesis se relaciona

la nocíon del radio de estabilidad bajo pertubaciones no lineales variantes en el tiempo

con la del ḿetodo disipatividad, ya que ambas poseen afinidad en su estructura. El

resultado de esta relación es un ćalculo ḿas sencillo para asegurar la estabilidad de

sistemas no lineales en realimentación con una no linealidad variante en el tiempo. A

continuacíon se mencionan los conceptos más importante de este tema.

2.4.1. Perturbaciones lineales

Considere el sistema lineal

Ω : ẋ = Ax, (2.26)

es asint́oticamente estable si y solo si la matrizA es Hurwitz, es decir,máx {λ; λ ∈ ρ(A)} <

0, dondeρ(A) ⊂ C− es el espectro deA. Cuando el sistemaΩ en (2.26) est́a sujeto a

perturbaciones estructuradasdel tipo de realimentación de salida, es decir,

A → A + B∆C,
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el sistema perturbado está representado por

Ωp : ẋ = (A + B∆C)x, ‖∆‖ < γ (2.27)

dondeA es Hurwitz,B ∈ Rn×m
, y C ∈ Rp×n son matrices que definen la estructuras

de la perturbaciones, y∆ es una matriz de perturbaciones desconocida. Esta puede ser:

compleja, real y no negativa (es decir,∆ ∈ Cm×p
, ∆ ∈ Rm×p

, ∆ ∈ R
m×p
+ ). ‖∆‖ es

el tamãno de la perturbación lineal yγ > 0 es una cota de dicha perturbación. Para la

terna(A; B,C) con∆ ∈ Km×p conK = C ó R ó R+ se definen 3 radios de estabilidad.

Definición 13: Si el sistemaΩ en (2.26) es perturbado, y toma la forma deΩp en (2.27),

entonces el radio de estabilidad deΩp es:

rK = rK (A; B,C) = ı́nf

{
‖∆‖ ; ∆ ∈ Km×p

,

λ (A + B∆C) ≥ 0

}
(2.28)

dondeK =C, R, R+.

En otras palabras, el radio de estabilidad se define como la menor cota de la per-

turbacíon que desestabiliza al sistemaΩP . Los tres radios de estabilidad tienen la

propiedad,

0 ≤ rC (A; B,C) ≤ rR (A; B,C) ≤ rR+
(A; B,C) (2.29)

En el caso complejo, el radio de estabilidad es definido por

rC (A; B,C) = máx
ω∈R

∥∥
C

(
jωI − A

−1
)
B

∥∥−1
(2.30)

El radio de estabilidad complejo es utilizado para definir las propiedades de estabilidad

del sistema perturbadoΩp. Particularmente, si el sistema es positivo,rC se reduce a un

cálculo simple. Los resultados transcendentales son mencionados aqúı.

Proposición 5 (Hinrichsen y Pritchard (1986)): Suponga que el espectroρ (A) ∈ C−.

Si r2
C
≥ γ entoncesΩp es asint́oticamente estable.
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Teorema4 (Son y Hinrichsen (1996)): . SiΩp en (2.27) es un sistema positivo, es de-

cir, A ∈ Rn×n es Metzler, y adeḿas Hurwitz,D � 0 y E � 0 son matrices no negativas.

Entonces, los radios de estabilidad están dados por

r =
∥∥
CA

−1
B

∥∥−1
, rr=C = rR = rR+ (2.31)

3

El Teorema anterior muestra que los tres tradios de estabilidad son equivalentes, por

consecuencia, la propiedad de estabilidad del sistema perturbadoΩp puede ser asegu-

rada mediante un cálculo simple dado porr.

2.4.2. Perturbaciones no lineales variantes en el tiempo

Ahora, se considera queΩ en (2.26) est́a sujeto aperturbaciones no lineales varian-

tes en el tiempof(Cx, t) (Son y Hinrichsen, 1996). Este sistema perturbado está repre-

sentado por

Ωnp : ẋ = Ax − Bf(Cx, t), t > 0 (2.32)

Se asume quef(t, y) es globalmente Lipschitz eny y continua a tramos ent, tal

que

‖f (y, t)‖ ≤ γ ‖y‖ , y ∈ R
p
, t ≥ 0, γ > 0 (2.33)

El tamãno de la perturbación no lineal se mide por

‖f‖ = inf {γ ∈ R+; ∀y ∈ R
p
, t ≥ 0 : ‖f (y, t)‖ ≤ γ ‖y‖}

En la siguiente Proposición se establece la propiedad de estabilidad del sistema

perturbadoΩnp.

Proposición 6 (Son y Hinrichsen (1996)): Suponga que el sistema perturbado Ωnp en

(2.32) es positivo (A
M

� 0, B � 0, C � 0), y adeḿasA es Hurwitz. Se asume que

f(y, t) es globalmente Lipschitz eny y continua a tramos ent tal que la desigualdad en

(2.33) sea satisfecha.
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Si ‖CA

−1
B‖

−1
> γ conγ ≥ ‖f‖, entonces el sistema perturbadoΩnp es exponen-

cialmente estable, es decir, existen las constantesk > 0, β > 0 tal que se satisface

‖x (t)‖ ≤ k ‖x0‖ exp(−βt), t > 0, γ > ‖f‖ (2.34)

3

Es importante mencionar queΩnp se puede reescribir de la formaΞL en (2.23)

definido por un sistema LTI con una realimentación dada por no linealidad estática

variante en el tiempo. Por lo tanto, el mismo resultado se puede obtener utilizando el

método disipativo (Moreno, 2004; Avilés y Moreno, 2009). Enseguida se presenta el

resultado principal que combina la teorı́a del radio de estabilidad con el método disipa-

tivo, en el cual la desigualdad no lineal que caracteriza al método mencionado es reem-

plazada por el ćalculo mateḿatico del radio de estabilidad. Este resultado está definido

para no linealidades que se encuentran en un sector especı́fico.

Lema 4: Suponga queΞL en (2.23) es positivo (A
M

� 0 , B � 0 y C � 0), y adeḿasA

es una matriz Hurwitz. Se asume quef(y, t) es(QN , SN , RN)-D= (−I, 0, γ2
I)-D, es

decir, se cumple 2.33.Si se satisface
[

γ

−2
I B

T (A−1)
T

C

T

CA

−1
B I

]
> 0

conγ > 0, entonces existenPγ = P

T
γ > 0 y ǫ > 0 tal queΞL es global y exponencial-

mente estable. 3

Prueba. f (t, y) es globalmente Lipschitz eny y continua a tramos ent, es decir, es

(QN , SN , RN) = (−I, 0, γ2
I)-D. Suponga

[
γ

−2
I B

T (A−1)
T

C

T

CA

−1
B I

]
> 0, en-

tonces existe una matrizPγ > 0 y una constanteǫ > 0 tal que se satisface

A

T
Pγ + PγA + ǫPγ + γ

2
C

T
C + PγBB

T
Pγ = 0 (2.35)

Esto es porque el radio de estabilidad está caracterizado por la ecuación algebraica de

Riccati (Hinrichsen y Pritchard, 1986). Por consiguiente, existe un conjunto de solu-

ciones dePγ y ǫ tal que se satisface

A

T
Pγ + PγA + ǫPγ + γ

2
C

T
C + PγBB

T
Pγ ≤ 0 (2.36)
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Aplicando Lema de Schur, se obtiene la desigualdad que caracteriza aΞL con(Q,S,R) =

(−γ

2
I, 0, I)-SSD:

[
A

T
Pγ + PγA + ǫPγ + γ

2
C

T
C PγB

B

T
Pγ −I

]
≤ 0 (2.37)

2.5. Estabilidad entrada-estado

Considere el sistema lineal e invariante en el tiempo

ẋ = Ax + Bu (2.38)

donde la matrizA es Hurwitz y se puede escribir la solución como

x (t) = e

(t−t0)A
x (t0) +

∫ t

t0

e

(t−τ)A
Bu (τ) dτ

y se usa la cota
∥∥

e

(t−t0)A
∥∥ ≤ ke

−λ(t−t0) conλ > 0 y k > 0 para estimar la solución

por

‖x (t)‖ ≤ ke

−λ(t−t0) ‖ x (t0)‖ +

∫ t

t0

ke

−λ(t−τ) ‖B‖ ‖u (τ)‖ dτ

≤ ke

−λ(t−t0) ‖ x (t0)‖ +
k ‖B‖

λ

sup
t0≤τ≤t

‖u (τ)‖

Lo anterior significa que con una entrada-cero el estado decae exponencialmente a

cero mientras que la respuesta a estado-cero está acotado para alguna entrada acotada.

Además se muestra la propiedad de entrada acotada-estado acotado tambíen se observa

que la cota de la respuesta de estado-cero es proporcional a la cota de la entrada . Con-

sidere el sistema (Khalil, 2002)

ẋ = f(t, x, u) (2.39)
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dondef : [0,∞)×Rn×Rm → Rn es continua a tramos ent y localmente Lipschitz en

x y u. La entradau(t) es una funcíon acotada y continua a tramos ent para todot ≥ 0.

Suponga que el sistema nominal

ẋ = f(t, x, 0) (2.40)

tiene un punto de equilibrio global y uniformemente estableen el origenx = 0.

Definición 14: El sistemȧx = f(t, x, u) (2.39) es estable entrada-estado (ISS) si exis-

ten una funcíon β de claseKL y una funcíon ϑ de claseK tal que para cualquier

estado inicialx(t0) y cualquier entrada acotadau(t), la solucíonx (t) existe para todo

t ≥ t0 y satisface

‖x (t)‖ ≤ β (‖x (t0)‖ , t − t0) + ϑ

(
sup

t0≤τ≤t

‖u (τ)‖

)
(2.41)

La desigualdad (2.41) garantiza que para cualquier entradaacotadau (t), el estado

x(t) se va a mantener acotado. Adicionalmente, con la desigualdad (2.41) siu (t) con-

verge a cero cuandot → ∞, entonces el estado también converge a cero (Khalil, 2002).

Asimismo, siu (t) ≡ 0 la desigualdad (2.41) se reduce a

‖x (t)‖ ≤ β (‖x (t0)‖ , t − t0)

La estabilidad entrada-estado equivale a que el origen del sistema nominal (2.40) sea

global uniforme y asintoticamente estable. El siguiente lema es consecuencia del teo-

rema converso de Lyapunov para la estabilidad exponencial.

Lema 5: Khalil (2002) Suponga quef (t, x, u) en (2.39) es continuamente diferencia-

ble y globalmente Lipschitz en(x, u) y continua a tramos ent. Si el sistema nominal

f (t, x, 0) (2.40) tiene un punto de equilibrio global y exponencialmente estable en el

origenx = 0, entonces el sistema (2.39) es ISS. 3
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2.6. Poĺıtopos

La teoŕıa sobre los conjuntos convexos fue desarrollada principalmente por el famoso

mateḿatico Herman Minkowski del siglo XIX, cuyas investigaciones relacionan con-

ceptos tales como: afı́n, funciones convexas, hiperplano soporte, funcionales lineales

sobre un conjunto convexo, entre otras. Estos conceptos abstractos son muy impor-

tantes en muchaśareas de aplicación como la econoḿıa, optimizacíon, programacíon

lineal, y computacíon, entre otras. La convexidad de un conjunto es un concepto pri-

mordial de una rama de las matemáticas, la Geometrı́a de conjuntos convexos; a través

de este concepto, se puede hablar de la teorı́a de programación lineal cuyo objetivo es

encontrar la solución óptima a un conjunto de restricciones lineales, resultandoque el

conjunto donde hay que buscar la solución es un conjunto convexo.

Este apartado contiene los conceptos fundamentales de polı́topos, los cuales consti-

tuyen una parte transcendental en el diseño de los observadores que preservan el orden,

que es descrito en el capı́tulo 5. En geometrı́a, un poĺıtopo hace mención a la general-

ización de un poĺıgono de dimensiónn. Por ejemplo, un polı́gono es un polı́topo-2, un

polihedro es un polı́topo-3 y policoŕon es un polı́topo-4. Este t́ermino es utilizado en

varios conceptos matemáticos relacionados.

En (Gr̈unbaum, 2003) un polı́topo convexo es un caso especial de un polı́topo,

teniendo la propiedad adicional que es también un conjunto convexo en el espacio

de dimensíon n. Los poĺıtopos convexos toman un papel importante en elárea de

mateḿaticas, habiendo muchas aplicaciones en programación lineal. En este trabajo

se utilizan un par de definiciones dadas en (Grünbaum, 2003), considerando que los

poĺıtopos convexos serán llamados simplemente polı́topos; la primera está descrita por

la envolvente convexa de un conjuntos de puntos y la segunda est́a dada por la inter-

seccíon de semi-espacios.
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2.6.1. Poĺıtopo definido por envolvente convexa

En teoŕıa de conjuntos es bien conocido que un conjuntoC ⊆ Rn es convexo si y

sólo si contiene todas las combinaciones convexas de sus puntos. De forma similar, es

posible definir el concepto de una envolvente convexa.

Definición 15: La envolvente convexa de un conjuntoA se define como el conjunto de

todas las combinaciones convexas de los puntos deA.

Definición 16: Un conjuntoPv ⊂ Rn es llamado un polı́topo si es la envolvente con-

vexa de un conjunto finito de puntos enRn
.

De la definicíon anterior, unpoĺıtopo es el conjuntoPv ⊂ Rn determinado por el

conjunto finito de todos los puntos extremos dePv (ext Pv). Estos puntos coḿunmente

son llamadosvértices(ver figura 2.9). De aquı́, que la definicíon sea llamadarepre-

sentacíon de v́ertices.En la Proposicíon siguiente se presenta la caracterización de un

poĺıtopo por medio de la envolvente convexa.

Proposición 7: (Grünbaum, 2003) Un polı́topoPv es la envolvente convexa de un con-

junto de puntos, los cuales pueden ser representados como combinaciones convexas de

los puntos dePv. Es decir, los puntos pueden ser reescritos en la forma

Pv =

{
n∑

i=1

αixi ∈ R
n

∣∣∣∣∣ αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1, n = 1, 2

}
(2.42)

3

2.6.2. Poĺıtopo definido por semi-espacios

Un hiperplano está representado comoH = {x ∈ Rn : a

T
x = b} para alǵun vector

a distinto de cero y un ńumero realb. Otra representación de un hiperplano está dada por

{x ∈ Rn : a

T (x− x0) = 0}, dondea es el vector normal del hiperplano,x0 permanece

en el hiperplano. Los hiperplanos son convexos, ya que contienen todos los segmentos
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Fig. 2.5:Poĺıtopo definido por una envolvente convexa

de ĺınea asociados a algunos de sus puntos. Cada hiperplano divide el espacio en dos

conjuntosH+ = {x ∈ Rn : a

T
x ≥ b} y H

− = {x ∈ Rn : a

T
x ≤ b}. Estos conjuntos

H

+ y H

− son llamados semi-espacios. Otra representación es{x ∈ Rn : a

T (x−x0) ≥

0}, dondea es el vector normal yx0 permanece en la frontera.

Los poĺıtopos tambíen pueden representarse como la intersección de un ńumero

finito de semi-espacios. Está definicíon es llamadarepresentacíon de semi-espacios

(ver figura 2.6). La caracterización est́a dada en la siguiente Proposición.

Proposición 8: (Grünbaum, 2003) Un polı́topoPh est́a descrito por la intersección de

semiespacios:

Ph =

{
x ∈ R

n|
k
∩

i=1
Ax ≤ b

}
(2.43)

donde A es una matriz de dimensión m × n, m es el ńumero de semi-espacios que

definen al poĺıtopo.
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Fig. 2.6:Poĺıtopo definido por una semi-espacios

2.6.3. Poĺıtopos definidos a partir de un conjunto cerrado

Ahora bien, dado un conjunto convexoS ∈ Rn, se dice que un hiperplanoH so-

porta a S en un puntox ∈ S, si x ∈ S ∩ H y S queda contenido en uno de los

semiespaciosH+ o H

−, lo cual se muestra en la figura 2.7. Esta idea permite definir el

concepto fundamental dehiperplano soporte a un conjuntoS.

Definición 17: Dado un conjunto convexoS ∈ Rn, se dice queH es unhiperplano

soporte aS si H es tangente aS en alǵun puntox, que es un punto de su frontera.

En otras palabras, el hiperplano soporte
{
x ∈ Rn : a

T (x − x0) ≥ 0
}

soporta aS en

x0 ∈ ∂S si x ∈ S ⇒ a

T
x ≤ a

T
x0.

Además, si el hiperplanoH soporta aS y S ⊂ H

− (respectivamente,S ⊂ H

+),

entonces se dice queH− (respectivamente,H+) es unsemiespacio soporte aS.

Teorema5 (Grünbaum (2003)): SiS es un conjunto convexo enRn con un interior no

vaćıo, entonces a través de cada uno de sus puntos frontera existe un hiperplano soporte

deS.

Es posible construir polı́topos inscritosPI en un conjunto cerrado convexoS, me-

diante la descripción de una envolvente convexa, dando como resultado que, los vértices
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Fig. 2.7:El hiperplano soporteH soporta al conjuntoS.

de los poĺıtopos deben estar ubicados en la frontera del conjuntoS. Esto se muestra en

la figura 2.8.

Primeramente, se considera queS es un conjunto cerrado convexo, que describe

mateḿaticamente la forma cuadrática de una elipsoide:

S =
{

x ∈ R
n| (x − xc)

T
P (x − xc) ≤ 1

}
(2.44)

dondeP = P

T
> 0. Las longitudes de los semiejesvp,i del conjuntoS est́an dados por√

1/λi, dondeλi son los valores propios deP . Tomando en cuenta la ecuación anterior,

la frontera del conjuntoS est́a dada por

Sf =
{

x ∈ R
n| (x − xc)

T
P (x − xc) = 1

}
(2.45)

Teorema6 (poĺıtopo inscrito en un conjunto cerrado): Considere el conjuntoconvexo

cerradoS y cuya frontera esSf en (2.45). Sea el polı́topo

PI =

{
k∑

i=1

αi∆i ∈ R
n

∣∣∣∣∣ αi ≥ 0,
k∑

i=1

αi = 1, i = 1, ..., k

}
(2.46)

Si los vertices dePI , ∆i
i=1,...,k

, los cuales están dados por∆i ⊆ {±vp,1, ...,±vp,m} ∪

{xf,1, ..., xf,k}, est́an contenidos enSf , entonces el polı́topoPI est́a inscrito enS.
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2.6. POĹITOPOS

Prueba. Si los vertices dePI est́an enSf , es decir{ ∆1, .., ∆k} ⊂ Sf , entonces
k∑

i=1

αi∆i ⊂ Sf ⇒ PI ⊂ Sf .

Fig. 2.8:Poĺıtopo definido por una envolvente convexa

Para construir un polı́topo que circunscriba a un conjunto cerradoS, se requiere la

aplicacíon del concepto de hiperplanos soportes, teniendo como finalidad el desarrollo

de semi-espacios, cuyas intersecciones formarán un poĺıtopo que contenga al conjunto

S. La representación mateḿatica est́a descrita en el Teorema siguiente.

Teorema7: SeaS en (2.44) un conjunto cerrado convexo, cuya frontera esSf en

(2.45). Un poĺıtopo que circunscribe aSf est́a dado por

PC =

{
x ∈ R

n|
k
∩

i=1
d

T
i x ≤ vi

}
(2.47)

dondedT
i = S

′

(xi) es la normal de los hiplerplanos tangentes yvi = d

T
i xi. Los v́ertices

dePC sonxi = D

−1
i Vi, i = 1, ..., k; Di y Vi est́an formadas por las componentes de

los hiperplanos soportes aS, que se intersecta en cada vérticexi. 3

Prueba.Considere el hiperplanoH =
{

x ∈ Rn| d

T
x = v, a 6= 0

}
, los semi-espacios

H

− =
{
x ∈ Rn : d

T
x ≤ v

}
y H

+ =
{
x ∈ Rn : d

T
x ≥ v

}
. Los vertices dePI pueden

definir la interseccíon de los hiperplanos tangentes dePC cond

T
i = S

′

(xi) y vi = d

T
i xi.
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SiH es tangente aS en xi
i=1,...,k

⊆ Sf , Hi =
{
x ∈ Rn : d

T
i x = ei, ei = d

T
i xi, i = 1, ..., k

}
,

entoncesSf ⊂ H

−
i

i=1,...,k

⇒ Sf ⊂
k
∩

i=1
H

−
i ⇒ Sf ⊂ PC .

Fig. 2.9:Poĺıtopo definido por una envolvente convexa
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3. OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN PARA
SISTEMAS NO LINEALES: CASO NOMINAL

En este caṕıtulo se propone una metodologı́a de disẽno de observadoresque preser-

vanel orden para sistemas no lineales libres de perturbaciones, que tienen la estructura

de un subsistema LTI con una no linealidad conectada en retroalimentacíon, la cual se

muestra en la primera sección. El observador propuesto, que toma la forma en (Moreno,

2004), tiene una estructura semejante al esquema de Luenberger. La metodoloǵıa est́a basada

en las propiedades de cooperatividad y disipatividad (ver páginas 27 y 35), las cuales

se aplican en los sistemas de los errores de estimación, con la finalidad de que los esti-

mados est́en por encima(x̂(t) � x(t)) o por debajo(x(t) � x̂(t)) de la trayectoria real

del estado, y adeḿas converjan a sus valores verdaderos, como se muestra en la Figura

3.1.

Es importante resaltar que para obtener simultáneamente un estimado por encima

y por debajo de la trayectoria real del estado, es necesario construir un par de obser-

vadores que preserven el orden e inicializarlos adecuadamente. En esta etapa, existe una

ventaja: dos observadores que preservan el orden pueden serobtenidos y desarrollados

por un śolo disẽno. Esto se debe a la propiedad de simetrı́a que satisface el estimador,

lo cual se describe en la segunda sección. La clase de observadores analizada en este

caṕıtulo se puede utilizar para monitoreo de señales en aquellos sistemas, cuya planta

es perfectamente conocida o se encuentren en ausencia de perturbaciones e incertidum-

bres. Estos observadores podrán prevenir al esquema de control cuando las variables

del estado estén cerca de alcanzar niveles máximos cŕıticos, ya que el estimado siempre

estaŕa por encima o por debajo de la trayectoria real del estado.



Definición 18 (Observador que Preserva el Orden): Considere un sistema no lineal

ΣNLP : ẋ = F (t, x, u, w) , y = H (t, x, u) , x(0) = x0 ,

dondex ∈ Rn, u ∈ Rm es unaentradaconocida,y ∈ Rp y w ∈ Rq es una entrada des-

conocida, representando incertidumbres y/o perturbaciones que act́uan en el sistema.

F y H son funciones suaves, y asumiremos que el sistema escompleto. El sistema

dinámico

ΩNLP : ˙̂
x = Φ (t, x̂, u, y, w̄) , x̂(0) = x̂0 ,

es unObservador que Preserva el Orden Superior (Inferior), para el sistemaΣNLP si (i)

es completo. (ii) El error de estimacióne (t) = x̂ (t)−x (t) converge global y asintótica-

mente a cero cuando la perturbación es identicamente cero, es decir,w (t) = 0. (iii)

Cuando los estados iniciales del observador son más grandes (ḿas pequẽnos) que los

estados iniciales de la planta, es decir,x̂0 � x0 (x̂0 � x0), el estado estimado será más

grande (ḿas pequẽno) que el estado de la planta para todo tiempo futuro y las entradas

(u,w), es decir,̂x (t, t0, x̂0, u, y (t)) � x (t, t0, x0, u, w (t)) o ( x̂ (t, t0, x̂0, u, y (t)) �

x (t, t0, x0, u, w (t))).

Aunque la condicíon de completitud no es estrictamente necesaria, simplificala

presentacíon y parece también razonable para los sistemas fı́sicos. Un observador in-

tervalo (Mazenc y Bernard, 2010, 2011) puede ser obtenido por dos observadores que

preservan el orden: uno superior y otro inferior, acotando los estados de la planta. Si ex-

imimos la condicíon de convergencia (ii), entonces a una estructura ası́ llamadaframer

(por definicíon en el idioma ingĺes) seŕa obtenido.

La condicíon (ii) en la Definicíon 18 es una condición de convergencia del obser-

vador, mientras que la condición (iii) es una condicíon de cooperatividad en el error

de estimacíon. Con la finalidad de garantizar la convergencia del observador haremos

uso de la teorı́a disipativa. Esta idea ha sido también propuesta por uno de los au-

tores (Moreno, 2004, 2005; Rocha-Cózatl y Moreno, 2010) para diseñar observadores

para una clase de sistemas no lineales. Para la misma clase desistemas extendemos
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el método para hacer el observador no sólo convergente, pero también preservando el

orden (Aviĺes y Moreno, 2009). Consideramos el primer caso de los sistemas en ausen-

cia de perturbaciones.

3.1. Sistemas no lineales en ausencia de perturbaciones

En este trabajo se considere la planta no lineal sin perturbaciones e incertidumbres,

cuya estructura está dada por un subsistema LTI con una perturbación no lineal conec-

tada en retroalimentación:

ΠS





ẋ = Ax + Gf (σ; t, y, u) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx

y = Cx

(3.1)

dondex ∈ Rn es el estado del sistema,y ∈ Rq es la salida medible,σ ∈ Rr es

una funcíon lineal del estado (no necesariamente medible),u ∈ Rp es la entrada,

f (σ; t, y, u) ∈ Rm es una funcíon no lineal localmente Lipschitz enσ que permite

la dependencia det y las variables medibles, yϕ es una funcíon no lineal localmente

Lipschitz en(u, y) y continua a tramos ent. Adeḿas A ∈ Rn×n es la matriz de

estados, G ∈ Rn×m es la matriz de entrada,H ∈ Rr×n es una matriz de pseudosalidas,

C ∈ Rq×n es la matriz de salida. Note que muchos sistemas no lineales pueden ser rep-

resentados porΠS en (3.1) ya sea por descomposición ó mediante transformación de

estados. Aśı que la metodoloǵıa propuesta es aplicable a una clase amplia de sistemas.

Cabe mencionar que el sistemaΠS en (3.1) puede ser un sistema positivo o cooperativo,

pero no es un requisito para el diseño de un observador que preserva el orden.

En cualquier sistema no lineal, en particular para el sistemaΠS en (3.1) dif́ıcilmente

est́an disponibles todas las variables del estado. Para conocerestas variables, se propone

un observador de orden completo basado en la estructura de Luenberger (Moreno, 2004,

2005; Rocha-Ćozatl y Moreno, 2010) para el sistemaΠS en (3.1), el cual está dado por

la forma
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ΠO





˙̂
x = Ax̂ + L (ŷ − y) + Gf (σ̂ + N (ŷ − y) ; t, y, u) + ϕ (t, y, u) ,

σ̂ = Hx̂, x̂ (0) = x̂0

ŷ = Cx̂

(3.2)

dondex̂ ∈ Rn es el estimado del estadox del sistemaΠS en (3.1). Las matrices de

disẽno del observadorΠO en (3.2) sonL ∈ Rn×q y N ∈ Rr×q, las cuales son utilizadas

para garantizar que el observador sea convergente, y además, su estimado preserve el

orden con respecto a la trayectoria del estado real.

El error de estimación se puede definir por la diferencia del estado estimado menos

el estado real,e , x̂ − x, el error de estimación de la salida comõy , ŷ − y, y el

error de estimación funcional comõσ , σ̂ − σ. Por lo tanto, las dińamicas del error de

observacíon est́an dadas por

ė = (A + LC) e + G [f (σ̂ + N (ŷ − y) ; t, y, u) − f (σ; t, y, u)]
ỹ = Ce

σ̃ = He

(3.3)

cone (0) = e0 = x̂0 − x0. Por consecuencia, de las dinámicas del error de observación

en (3.3), se tienêσ + N (ŷ − y) = Hx + He + NCe = σ + (H + NC) e. Se define a

z , (H + NC) e = σ̃ +Nỹ como una funcíon del error de estimacióne, y a una nueva

no linealidad dada por

φ (z, σ; t, y, u) , f (σ; t, y, u) − f (σ + z; t, y, u) (3.4)

Entonces, las dińamicas del error de estimación en (3.3) pueden ser reescritas de la

forma

ΠE :





ė = ALe + Gv, e(0) = e0

z = HNe

v = −φ (σ, z; t, y, u) ,

(3.5)

dondeAL , A + LC y HN , H + NC.
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3.2. Metodoloǵıa de disẽno

A lo largo del presente capı́tulo, los conceptos de observadores disipativos y que

preservan el orden son utilizados frecuentemente. Es por ello que se incluye las defini-

ciones formales, las cuales son descritas para sistemas no lineales en ausencia de per-

turbaciones, o cuando la planta del sistema es perfectamente conocida.

Definición 19: El observador esdisipativosi es convergente,

‖x̂(t) − x(t)‖ → 0 como t → ∞

Es decir, para toda condicion inicialx̂0 las trayectorias de la planta del error de esti-

macíon convergen asintóticamente a cero.

Definición 20: El observadorΠO se dice un observador que preserva el orden supe-

rior (inferior) para el sistemaΠS, si las dińamicas del error de estimación satisfacen

dos propiedades:

1. El origene = 0 es un punto de equilibrio global y asintóticamente estable.

2. El sistema del error de estimación ΠE en (3.5) es cooperativo (en el sentido

clásico).

La primera condicíon significax̂ (t) → x (t) ast → ∞. La última condicíon im-

plica que:

Si x̂0 � x0 =⇒ x̂ (t) � x (t) , ∀t ≥ 0

Si x̂0 � x0 =⇒ x̂ (t) � x (t) , ∀t ≥ 0 .

Es importante resaltar que la definición de un observador disipativo asegura que

su estimado convergerá a los valores verdaderos de la trayectoria del estado, mientras

que un observador que preserva el orden (cooperativo) es convergente, y adeḿas, la

estimacíon est́a siempre por encima o por debajo de la trayectoria real de la planta. El
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Fig. 3.1:Observador que preserva el orden para un sistema de segundo orden

comportamiento dińamico de un observador que preserva el orden para sistemas libres

de perturbaciones/incertidumbres se muestra en la Figura 3.1.

Cabe resaltar que la propiedad tanto de convergencia como de preservacíon del

orden, son aplicadas directamente a la dinámica del error de estimaciónΠE en (3.5). La

caracterizacíon de ambas propiedades están descritas por el ḿetodo disipativo (Moreno,

2004) y por la propiedad de cooperatividad (Angeli y Sontag,2003), respectivamente.

3.2.1. Ḿetodo de disipatividad en el observador

Para asegurar que el error de observación es convergente, el siguiente Teorema

proporciona las condiciones suficientes para la estabilidad asint́otica del origen de las

dinámicas del error, haciendo uso de la teorı́a disipativa del caṕıtulo 2 (ver pag. 35).

Teorema8 ((Moreno, 2004)): Suponga que la no linealidadφ en (3.4) es(Q,S,R)-D,
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es decir,

ω(φ, z) = φ

T
Qφ + 2φT

Sz + z

T
Rz ≥ 0, ∀σ, z

se cumple. Si existen las matricesL y N , y el sistema lineal deΠE en (3.5) es
(
−R,S

T
,−Q

)
-

SSD, es decir, existen las matricesP = P

T
> 0, L, N y la constanteǫ > 0, tal que la

desigualdad matricial

[
PAL + A

T
LP + ǫP + H

T
NRHN PG − H

T
NS

T

G

T
P − SHN Q

]
≤ 0 (3.6)

es satisfecha, entonces el observadorΠO en (3.2) esglobal y exponencialmente estable

paraΠS en (3.1), es decir, existen las constantesk > 0 y ρ > 0 tal que para todoe0

‖e (t)‖ ≤ k ‖e0‖ exp(−̺t) (3.7)

es satisfecha. 3

Lo anterior significa que el observador en (3.2) esconvergente, si la no linealidad

φ en (3.4) es disipativa con respecto a una función de suministrow (φ, z), y el subsis-

tema LTI del error de observación ΠE (3.5) debe ser diseñado estrictamente disipativo

con respecto a una función de suministro vinculada (dada por la no linealidadφ). La

caracterizacíon de la no linealidadφ puede ser extendida, usando algunas funciones de

suministro.

Teorema9: (Moreno, 2004; Rocha-Ćozatl y Moreno, 2010) Suponga que una no li-

nealidad multivariableφ en (3.4) es(Qi, Si, Ri)-D para alguna terna(Qi, Si, Ri), es

decir,

ωi(φ, z) = φ

T
Qiφ + 2φT

Siz + z

T
Riz ≥ 0, ∀σ; i = 1, 2, ..., µ (3.8)

Si existen las matricesL, N y un vectorθ = (θ1, ..., θµ), θi ≥ 0, tal que el subsistema

lineal deΠE en (3.5) es
(
−Rθ, S

T
θ ,−Qθ

)
-SSD con(Qθ, Sθ, Rθ) =

∑µ

i=1 θi(Qi, Si, Ri),
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es decir, existen las matricesP = P

T
> 0, L y N , un vectorθ = (θ1, ..., θµ) y la

constanteǫ > 0 tal que la desigualdad matricial
[

PAL + A

T
LP + ǫP + H

T
NRθHN PG − H

T
NS

T
θ

G

T
P − SθHN Qθ

]
≤ 0 (3.9)

se satisface, entonces elobservadorΠO en (3.2) esglobal y exponencialmente estable

paraΠS. 3

La prueba del Teorema está basada en Lema 2 (ver la prueba del Lema 3). El diseño disi-

pativo de los observadores presentados enel Teorema 9 es muyflexible en el tipo de no

linealidades consideradas para el sistema. Además, la inclusíon de formas cuadráticas

multiples(Qi, Si, Ri) aumenta enormemente las posibilidades del método para carac-

terizar a la no linealidad. En particular, algunos métodos disẽno del observador, bien

conocido en la literatura, son casos especiales de este diseño. Como ejemplos men-

cionamos el disẽno del observador de Alta Ganancia (Gauthieret˜al., 1992), del criterio

del ćırculo (Arcak y Kokotovic, 2001), y del observador Lipschitz (Rajamani, 1998),

etc. Para ḿas detalles, consultar las referencias (Moreno, 2004, 2005; Rocha-Ćozatl y Moreno,

2010).

3.2.2. Cooperatividad en el observador

De acuerdo al Teorema 8, el observadorΠO es convergente, pero no tiene alguna

propiedad para preservar el orden. La cooperatividad en el observador es asegurada,

haciendo que los sistemas del error de estimaciónΠE en (3.5) sean un sistema coopera-

tivo, lo cual est́a caracterizado en la Proposición 3, que es el caso si la matriz Jacobiana

deΠE es Metzler

∂

∂e

{ALe − Gφ (z, σ; t, y, u)} = AL + G

∂f (z + σ; t, y, u)

∂z

HN

M

� 0, ∀z, σ, t, y, u .

Obtenemos estáultima expresíon notando que de (3.4) y la igualdadz = HNe sigue

que

−
∂φ (z, σ; t, y, u)

∂e

=
∂f (z + σ; t, y, u)

∂e

=
∂f (z + σ; t, y, u)

∂z

HN .
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Note que esta condición es equivalente al hecho que la matriz

M (z; t, y, u) , AL + GJ (z; t, y, u) HN

M

� 0 , ∀z ∈ R
r
, ∀t, y, u (3.10)

es Metzler. Aqúı J (z; t, y, u) = ∂f(z;t,y,u)
∂z

es la matriz Jacobiana de la no linealidad

de la plantaΠS en (3.1). Esto representa las condiciones necesarias y suficientes, para

asegurar la cooperatividad en el observador.

3.3. Procedimiento general de diseño de observadores que preservan
el orden

El Teorema siguiente proporciona las condiciones suficientes para el disẽno de un

observador que preserva el orden para sistemasΠS en ausencia de perturbaciones/incertidumbres:

Teorema10: Considere el sistemaΠS en (3.1), el observadorΠ0 en (3.2) y las dińami-

cas del error de estimaciónΠE in (3.5). Suponga que una no linealidad multivariableφ

en (3.4) puede ser(Qi, Si, Ri)-D para un ńumero finito de formas cuadráticas, es decir,

(3.8) se cumple. Suponga además que existen las matricesP = P

T
> 0, L, N , una

constanteǫ > 0 y un vectorθ = (θ1, ..., θµ) tal que:

1. La condicíon de Disipatividad, que es la desigualdad matricial en (3.9)es satis-

fecha, y

2. M

M

� 0 in (3.10), es decir, las componentesMij(z) ≥ 0, ∀i 6= j, ∀z ∈ Rr.

Entonces,Π0 en (3.2) es unobservador que preserva el orden superior/inferior global

y exponencialmente convergente. 3

Prueba. La primera parte está dada en (Moreno, 2004): por definición siΠE en (3.5)

es(−R,S

T
,−Q)-SSD existe una matrizP = P

T
> 0 y una constanteǫ > 0 tal que

la desigualdad matricial en (3.6) es satisfecha. La aplicación del Lema 6 conduce a

V̇ ≤ −ǫV (e), conV (e) = e

T
Pe. La segunda parte está dada por la aplicación de la
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Proposicíon 3: para asegurar que el observadorΠO preserva el orden es necesario que

el Jacobiano deΠE sea Metzler, es decir,

∂f (e)

∂e

= AL + G

∂ (−φ (z, σ; t, y, u))

∂e

= AL + G

∂f (z + σ; t, y, u)

∂e

M

� 0

Esta condicíon es equivalente az en vez dez + σ, obteniendo

∂f (e)

∂e

= AL + G

∂f (z; t, y, u)

∂z

HN

M

� 0

La expresíon anterior est́a dada porM en (3.10) conJ(z; t, y, u) = ∂f(z;t,y,u)
∂z

.

En el Teoremaanterior se muestra el algoritmo general para desarrollar un obser-

vador que preserva el orden para sistemas en ausencia de perturbaciones, basado en la

aplicacíon del ḿetodo de dispatividad y la propiedad de coperatividad en la dinámica

del error de observación.

Nota1: Note que el mismo sistemaΠ0 es un observador que preserva el orden superior

o inferior, dependiendo de las condiciones iniciales del observador está arriba (̂x0 � x0)

o abajo (̂x0 � x0) de las condiciones iniciales de la planta respectivamente. Ya que la

condicíon inicial de la planta es desconocida, para inicializar correctamente el obser-

vador que preserva el orden superior (inferior) es necesario conocer la cota superiorx

+
0

(inferior x

−
0 ) de las posibles condiciones iniciales de la planta, es decir

x

−
0 � x0 � x

+
0 . (3.11)

Seleccionando la condición inicial del observador que preserva el orden superior(inferior)

comox̂0 � x

+
0 (x̂0 � x

−
0 ) asegura el comportamiento correcto.

Nota2: Note que para obtener simultáneamente una estimación por encima y por de-

bajo de la trayectoria del estado, es necesario construir unpar de observadores que

preserven el orden e inicializarlos adecuadamente. Esto constituye unobservador in-

tervalo.En esta etapa,existe una ventaja que los dos observadores pueden ser obtenidos

y desarrollados de un solo diseño.
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Nota3: Note que el disẽno del observador que preserva el orden impone una condición

adicional con respecto a un observador disipativo convergente. Por lo que se espera que:

i) la clase de sistemas para los cuales un observador cooperativo puede ser disẽnado es

un subconjunto de la del observador disipativo, y ii) las propiedades dińamicas de un

observador que preserva el orden son más restrictivas que para un simple observador

convergente. Por ejemplo, para un sistema es posible diseñar un observador conver-

gente con convergencia dinámica asignable, pero que la dinámica de convergencia de

un observador que preserva el orden (si existe) se restringefuertemente. El estudio

de estos t́opicos es un tema importante para futuras investigaciones.Tenga en cuenta

que el disẽno de un observador que preservael orden no requiere que la plantaΠS sea

cooperativa.

3.4. Procedimiento particular: observadores basados en la teorı́a del
radio de estabilidad

En este apartado se propone una estrategı́a novedosa para diseño de observadores

disipativos y que preserven el orden, que consiste en la combinación del ḿetodo de

disipatividad (Moreno, 2004) con la teorı́a del radio de estabilidad de los sistemas pos-

itivos bajo perturbaciones no lineales variantes en el tiempo (Angeli y Sontag, 2003).

Esta relacíon garantiza un ćalculo sencillo en comparación con la desigualdad matri-

cial que se muestra en el Teorema 10 (ver pag. 58). Cabe mencionar que este diseño

est́a definido para no linealidades que pertenecen al sector‖φ (σ, z)‖ ≤ γ ‖z‖, lo cual

es equivalente a que la no linealidadφ es(−I, 0, γ2
I)-D

Enseguida se presenta el resultado que combina la teorı́a del radio de estabilidad

con el ḿetodo disipativo, en el cual la desigualdad no lineal que caracteriza al ḿetodo

mencionado es reemplazada por cálculo mateḿatico del radio de estabilidad.

Teorema11 (Observador Disipativo): Considere el sistemaΠS en (3.1), el observador

Π0 en (3.2) y el sistema del error de estimación ΠE en (3.5). Se asume queφ en (3.4)
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es(Q,S,R) = (−I, 0, γ2
I)-D, es decir, satisface

‖φ (z, σ)‖ ≤ γ ‖z‖ , ∀z, σ ∈ R
r (3.12)

Suponga queG � 0. Si existen las matricesL y N tales que se satisface,

1. AL es Metzler y Hurwitz

2. HN � 0, y

3.
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ

Entonces,Π0 es global y exponencialmente estable. 3

Prueba.La prueba de este Teorema consiste en la aplicación del Lema 4 en el sistema

del error de observación ΠE. Es decir, se asume queΠE es un sistema positivo (AL es

Metzler,HN � 0, G � 0 ) aśı comoAL es Hurwitz. Si
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ entonces

[
A

T
LPγ + PγAL + ǫPγ + γ

2
H

T
NHN PγG

G

T
Pγ −I

]
≤ 0 (3.13)

Bajo estas condiciones elobservador (3.2)esglobal y exponencialmente estable

paraΠS (3.1), lo cual implica que existan las constantesk > 0 y ̺ > 0 tales que para

toda condicíon inicial e0 se satisface:

‖e (t)‖ ≤ k ‖e0‖ exp(−̺t) (3.14)

Este resultado es obtenido a través de la afinidad que tienen la estructura del radio

de estabilidad bajo perturbaciones variantes en el tiempo con el sistema del error de ob-

servacíon. El siguiente algoritmo proporciona las condiciones suficientes para el diseño

de un observador que preserva el orden:

Teorema12 (Observador que Preserva el Orden): Considere elΠS en (3.1), el obser-

vadorΠ0 en (3.2) y el sistema del error de estimación ΠE en (3.5). Se asume queφ

en (3.4) es(Q,S,R) = (−I, 0, γ2
I)-D, es decir, satisface la desigualdad en (3.12).

Suponga queG � 0. Si existen las matricesL y N tales que se satisface,
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1. Las condiciones del Teorema 11 para un Observador Disipativo,

2. M (z)
M

� 0, ∀z ∈ Rr
.

Entonces,Π0 es unobservador que preserva el orden superior/inferior, global y expo-

nencialmente estable. 3

Prueba. La primera parte está dada en la prueba del Teorema 11. La segunda parte

est́a dada por la Proposición 3 enΠE:∂f(e)
∂e

= AL + G

∂f(z)
∂z

HN

M

� 0

Nota4: Obśervese que para obtener simultáneamente un estimado por encima y otro

por debajo de la trayectoria del estado, se requiere construir dos observadores coopera-

tivos e inicializarlos adecuadamente. Esto describe alobservador intervalo.

Es importante mencionar que tanto en los diseños de los observadores disipativos

como los que preservan el orden, ambos utilizan la combinación del ḿetodo disipativo

con el radio de estabilidad de sistemas positivos, se requieren encontrar solo un par

de variables,L y N . En contraste con el ḿetodo general propuesto en la sección ante-

rior, se requieren hallar cuatro variables (L, N, P y ǫ) que satisfagan un problema de

factibilidad de desigualdad matriciales no lineales.

3.5. Propiedad de simetrı́a

Para asegurar que el estado se encuentre acotado dinámicamente tanto por arriba

como por abajo, se necesitan construir dos observadores quepreservan el orden, o bien

un observador intervalo, y deben ser inicializados adecuadamente.

Considere el observador no linealΠO en (3.2). El error de observación tambíen se

puede definir pore− , x− x̂, el error de estimación de la salida comõy− , y− ŷ, y el

error de estimación funcional comõσ− , σ − σ̂, las dińamicas del error de estimación

e

− est́an dadas por
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ė

− = (A + LC) e

− + G [f (σ) − f (σ̂ + N (ŷ − y))]
ỹ

− = Ce

−

σ̃

− = He

−

(3.15)

con e

− (0) = e

−
0 = x0 − x̂0. La dińamica del error de observación (3.15) se tiene

que σ̂ + N (ŷ − y) = Hx − He

− − NCe

+ = σ − (H + NC) e

−. Definiendo a

z

− , (H + NC) e

− = σ̃

− + Nỹ

− una funcíon del error de estimación e

−, y a la no

linealidad como

φ

−
(
z

−
, σ

)
, f

(
σ − z

−
)
− f (σ) (3.16)

Por consiguiente, las dinámicas del error de estimación (3.15) pueden ser reescritas de

la forma

ΠE−





ė

− = ALe

− + Gv

−
, e

−(0) = e

−
0

z

− = HNe

−

v

− = −φ

− (σ, z

−)
(3.17)

dondeAL , A + LC y HN , H + NC. De la comparación entre las no linealidades

φ (z, σ) (3.4) yφ

− (z−, σ) (3.16) se obtiene la siguiente relación,

φ (z, σ) = −φ

− (−z, σ) (3.18)

En la siguiente proposición se muestra que sólo es necesario desarrollar un ob-

servador que preserva el orden para acotar dinámicamente, tanto por arriba como por

abajo, a la trayectoria real del estado, .

Proposición 9: Sea el sistemaΠS (3.1), el observadorΠ0 (3.2) y las dińamicas del

errorΠE en (3.5) yΠE− en (3.17). Suponga que la no linealidadφ(σ, z) es(Qi, Si, Ri)-

D. Si existen las matricesL, N , P = P

T
> 0, la constanteǫ > 0 y un vectorθ =

(θ1, ..., θµ) tal que son satisfechas las condiciones siguientes

� ΠE (3.5) esestable⇔ ΠE− (3.17) esestable. Esto se debe, a que

‖e(t)‖ ≤ k exp(−̺t) ‖e0‖ ⇔
∥∥
e

−(t)
∥∥ ≤ k exp(−̺t)

∥∥
e

−
0

∥∥
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� Adicionalmente,

φ es (Q,S,R)-D ⇔ φ

− es (Q,S,R)-D

� ΠE es cooperativo⇔ ΠE− es cooperativo.

e (0) , x̂ (0) − x (0) � 0 ⇒ e

+ (t) , x̂ (t) − x (t) � 0

e

− (0) , x (0) − x̂ (0) � 0 ⇒ e

− (t) , x (t) − x̂ (t) � 0

entonces, eldisẽno deΠ0 en (3.2) conΠE ⇔ disẽno deΠ0 en (3.2) conΠE− . 3

La proposicíon anterior se refiere a que una vez resuelto el diseño de un observador

que preserva el orden superior, no se requiere hacer otro diseño con el estimado por

debajo del estado, ya que esteúltimo est́a resuelto por el primero, y viceversa. Esto se

debe a la propiedad de simetrı́a que tiene el observadorΠO en (3.2) : si el observador

es estable para el error de observaciónΠE, entonces también va a ser estable paraΠE−

porque se trata de la misma representación de la dińamica del error pero definida de

diferente manera(e− = −e). Adeḿas, las no linealidades disipativasφ(z, σ) en (3.4)

y φ

−(z, σ) en (3.16) tienen las mismas matrices(Q,S,R). Por esta raźon, se propone

que las matrices de diseño (L, N) de los observadores (3.2) sean iguales, obteniendo

que las desigualdades disipativas tanto del observador conel estimado por encima de

la trayectoria del estado y del observador con el estimado por debajo (3.6) son equiv-

alentes. Asimismo, los Jacobianos de las dinámicas de los errores de estimación son

idénticos, es decir,M(z) = M

−(z−).
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4. OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN PARA
SISTEMAS NO LINEALES: CASO PERTURBADO

En este caṕıtulo se complementa la metodologı́a propuesta del diseño de los ob-

servadores que preservan el orden, proponiendo los estimadores conocidos comoob-

servadores intervalo, desarollados para una clase de sistemas no lineales en presencia

de perturbaciones. Los observadores intervalo propuestosen este trabajo son analógos a

los introducidos en el trabajo Gouzéet˜al.(2000), teniendo la diferencia que la propiedad

de la convergencia práctica es asegurada aquı́. La raźon de proponer estos observadores

es que si se considera un observador que preserva el orden para un sistema en presen-

cia de perturbaciones, entonces se pierde la propiedad cooperatividad en las dińamicas

de los errores de estimación. Para recuperar la cooperatividad en los errores de esti-

macíon, se necesitan construir dos observadores que preservan el orden con t́erminos

de correccíon ante las perturbaciones del sistema, los cuales forman a un observador

intervalo. Los t́erminos de correción est́an definidos como las cotas superior e inferior

de las perturbaciones.

Las estimaciones de los observadores intervalo acotan dinámicamente, tanto por

encima como por debajo, a la trayectoria real del estado, a pesar de las presencia de

las perturbaciones, lo cual se describe en la primera sección. Estas estimaciones deben

ser inicializadas adecuadamente para asegurar la preservación del orden. Es importante

mencionar que la convergencia a cero del error de estimación es debilitada, y se con-

sideraŕa la convergencia práctica, que es descrita por medio de la Estabilidad Entrada-

Estados en los sistemas de los errores de observación. En la seccíon 2 se presentan los

algoritmos de disẽno de los observadores que preservan el orden para sisemas pertur-

bados, los cuales representan las generalizaciones de los algoritmos propuestos en el



4.1. SISTEMAS EN PRESENCIA DE PERTURBACIONES

caṕıtulo anterior.

4.1. Sistemas en presencia de perturbaciones

Consid́erese el siguiente sistema no lineal en presencia de perturbaciones:

ΨS





ẋ = Ax (t) + Gf (σ; t, y, u) + π (t, x) + ϕ (t, y, u) , x (0) = x0

σ = Hx (t)
y = Cx (t)

(4.1)

dondex ∈ Rn es el estado,y ∈ Rq es la salida medible,σ ∈ Rr es una funcíon

lineal del estado (no necesariamente medible),u ∈ Rp es la entrada,f (σ) ∈ Rm es

una funcíon no lineal localmente Lipschitz enσ que permite la dependencia ent y en

las variables medibles,ϕ es una funcíon no lineal conocida localmente Lipschitz en

(u, y) y continua a tramos ent, y π (t, x) ∈ Rn es una perturbación que representa las

variables ex́ogenas y las incertidumbres del sistema.

Si el observadorΠ0 en (3.2) se utiliza para la plantaΨS, entonces las resultantes

dinámicas de los errores de estimación

Πp
E :





ė = ALe + Gv − π (t, x) , e(0) = e0

z = HNe

v = −φ (σ, z) ,

(4.2)

no convergeŕan a cero, si la perturbación no es desvaneciente. Además, ya que en gene-

ral π (t, x) no es una sẽnal de entrada ordenada, las dinámicas del error de estimación

tampoco seŕan cooperativas. Es decir,π(t, x) puede estar dada por,

◮ Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad prevalece enΠp
E .

◮ Si π(t, x) � 0 ⇒ la cooperatividad no prevalece enΠp
E .

Esto significa que cuando la entrada toma valores negativos,prevalece la propiedad

de cooperatividad en el sistema de error de estimaciónΠp
Een (4.2), y como consecuen-

cia el estimado del observadorΠO en (3.2) acota por encima a la trayectoria deΨS. Sin
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embargo, cuando la entrada toma valores no negativos, se pierde la cooperatividad en

dicho error.

Fig. 4.1:Observador que no preserva el orden.

Para solucionar estos problemas referentes a la presencia de entradas desconocidas,

requeriremos que el error de estimación no sea convergente, pero esté acotado cuando la

incertidumbre esté acotada, y converja cuando la perturbación sea desvanenciente. Esto

est́a planteado por losobservadores intervalopara sistemas perturbados. Estos obser-

vadores contienen un término de correcciónπ

+(t, y) definido como la cota superior de

la entradaπ(t, x), con la finalidad de recuperar la cooperatividad en las dinámicas del

error de observación en (4.2). Los observadores que preservan el orden para sistemas

ΨS difieren de los observadores presentados en el capı́tulo anterior por el hecho de que

su convergencia es práctica: la estimación del observador converge a una vecindad de la

trayectoria real del estado, y es de un solo lado cooperativa. Esto significa que un solo

observador asegura proporcionar una estimación por encima o por debajo del estado.

68 ii UNAM 2013



4.1. SISTEMAS EN PRESENCIA DE PERTURBACIONES

Asumiremos obtener un observador que preserve el orden superior (inferior) que

contenga las cotas superior (inferior) conocidas de la perturbacíon, yπ (t, x) satisface

π

+ (t, y) � π (t, x) � π

− (t, y) , ∀t ≥ 0, ∀x, y (4.3)

dondeπ+ (t, y) y π

− (t, y) son funciones continuas Lipschitz conocidas.

En la literatura existen algunos trabajos relacionados conlos observadores inter-

valo, que han sido introducidos en (Gouzéet˜al., 2000). Estos observadores no tienen la

propiedad de convergencia; en contraste, los observadoresintervalo propuestos aquı́ ase-

guran esta propiedad.

Considere los estimadores superiorΨO+ e inferior ΨO− para el sistemaΨS de la

forma

ΨO+





˙̂
x

+
= Ax̂

+ + Gf (σ̂+ + N

+ (ŷ+ − y))
+ L

+ (ŷ+ − y) + π

+ (t, y) + ϕ(t, y, u)
σ̂ = Hx̂

+
, x̂

+ (0) = x̂

+
0

ŷ = Cx̂

+

(4.4)

ΨO−





˙̂
x

−
= Ax̂

− + G f (σ̂− + N

− (ŷ− − y))
+ L

− (ŷ− − y) + π

− (t, y) + ϕ(t, y, u)
σ̂ = Hx̂

−
, x̂

− (0) = x̂

−
0

ŷ = Cx̂

−

(4.5)

dondex+ y x̂

− son los estimaciones superior e inferior dex. Las matricesL+ ∈ R

n×q,

N

+ ∈ R

r×q y L

− ∈ R

n×q, N

− ∈ R

r×q tienen que ser diseñadas para garantizar las

propiedades de convergencia y cooperatividad. Note que enΨO+ y en ΨO− se han

introducidos las cotas superior e inferior de la perturbación (4.3). Esto permite que las

dinámicas de los errores sean cooperativas. Definiendo los errores comoe+ , x̂

+ − x

y e

− , x − x̂

− (y las otras variables de forma similar), las dinámicas de los errores de

observacíon est́an dadas por

ΨE+





ė

+ = A

+
Le

+ + Gv

+ + b

+

z

+ = H

+
Ne

+
, e

+(0) = e

+
0 � 0

v

+ = −φ

+ (z+
, σ)

(4.6)
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ΨE−





ė

− = A

−
Le

− + Gv

− + b

−

z

− = H

−
Ne

−
, e

−(0) = e

−
0 � 0

v

− = −φ

− (z−, σ)
(4.7)

dondeA

+
L , A + L

+
C, H

+
N , H + N

+
C, A

−
L , A + L

−
C, H

−
N , H + N

−
C y las

no linealidadesφ+ (z+
, σ) y φ

− (z−, σ) est́an definidas en una forma similar a (3.4).

Los errores de incertidumbre

b

+ , π

+ (t, y) − π (t, x) (4.8)

b

− , π (t, x) − π

− (t, y) (4.9)

act́uan como entradas en los sistemas de errores de estimación ΨE+ en (4.6) yΨE−

en (4.7). Note que el observadorΨO+ (ΨO−) es unobservador que preserva el orden

superior (inferior) paraΨS si las dińamicas de los errores de estimación ΨE+ (ΨE−)

satisfacen dos propiedades:

1. Es Estable Entrada-Estados (EEE) con respecto ab

+ (b−), y

2. El sistema de errorΨE+ (ΨE−) es cooperativo con la entradab

+ (b−) y salidae

+

(e−).

La primera condicíon significa que el error de estimación e

+ (e−) seŕa finalmente

acotado por una cota dependiente deb

+ (b−) y que convergerá a cero sib+(t) → 0

(b−(t) → 0) ast → ∞. La última condicíon implica que

x̂

+
0 � x0 =⇒ x̂

+ (t) � x (t) ,

(
x0 � x̂

−
0 =⇒ x (t) � x̂

− (t)
)

, ∀t ≥ 0 ,

es decir, los observadores que preservan el orden, y las trayectorias deΨO+ (ΨO−)

est́an siempre por arriba (por abajo) de las trayectorias verdaderas de la planta, a pesar

de las perturbaciones. Note que aquı́, en contraste con el caso nominal, el observador

que preservan el orden superior (inferior) está solo ordenado de un lado. Esto significa

quex̂

+
0 � x0 ; x̂

+ (t) � x (t) (x̂−
0 � x0 ; x̂

− (t) � x (t)).

El comportamiento dińamico de los observadores observadores que preservan el

orden superior e inferior se muestra en la Figura 4.2.
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Fig. 4.2:comportamientoo dińamico de un observador intervalo

4.2. Procedimientos de diseño de observadores intervalo

En esta sección se presentan un par de algoritmos de diseño de los observadores

que preservan el orden superior/inferior. En estos, una propiedad que se modifica con

respecto a los observadores que preservan el orden para sistemas en ausencia de per-

turbaciones es la convergencia de los errores de estimación ΨE+ en (4.6) yΨE− en

(4.7), obteniendo como resultado queΨO+, ΨO− no convergeŕan exponencialmente a

los valores verdaderos de la trayectoria del estado, como enel caso de los observadores

no lineales para sistemas libre de perturbaciones. Sin embargo, se puede asegurar la

convergencia es debilitada, y es considerada como práctica: la estabilidad deΨE+ en

(4.6) y deΨE− en (4.7) se define con el concepto entrada-estados estable (EEE) (Khalil,

2002).

El caso de disẽno de observadores que preservan el orden para sistemas perturbados

generaliza al de los observadores para sistemas en ausenciade perturbaciones, ya que

si las entradasb+ y b

− de las dińamicas de los errores de observación ΨE+ en (4.6) y
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ΨE− en (4.7) son desvanecientes, entonces los errores de estimación e

+ y e

− conver-

gen a cero. En caso que las entradasb

+ y b

− no desvanezcan, las estimaciones de los

observadoresΨO+ y ΨO− acotan dińamicante, tanto por encima como por debajo, a la

trayectoria del estado deΨS y convergen asintótitamente a una vecindad de los valores

verdaderos del estado.

El Teorema siguiente establece las condiciones suficientespara el disẽno de un ob-

servador que preservan. Establecemos el resultado solo porel observador que preserva

el orden superiorΨO+, pero es también valido para el observador que preserva el orden

inferior.

Teorema13: Considere la planta perturbadaΨS en (4.1), y asumimos que la no linea-

lidadφ

+ in (3.4) es(Qi, Si, Ri)-Disipativa para un ńumero finito de formas cuadráticas,

es decir, (3.8) permanece. Suponga además que existenlas matrices constantesP

+ =

P

+T
> 0, L

+
, N

+, un escalar constanteǫ+
> 0, y un vectorθ+ = (θ+

1 , ..., θ

+
µ ), θ

+
i ≥

0, tal que:

1. La condicíon de Disipatividad, es decir la desigualdad matricial en (3.9) es satis-

fecha, y

2. M (z; t, y, u)
M

� 0 en (3.10) es Metzler∀z ∈ Rr
, ∀t, y, u.

Bajo estas condiciones el sistemaΨO+ in (4.4) es unobservador que preserva el orden

superior EEE globalmentepara la plantaΨS.

Prueba. La condicíon de convergencia 1 es derivada del Lema 3. La condición de

cooperatividad 2 sigue de la Proposición 3, pero note que los mapeos entrada y salida

son para nuestro caso la identidad, y por lo tanto su matriz Jacobiana es no negativa.

Ya que ambas no linealidadesφ

+ y φ

− dependen solo de la misma no linealidad

f , por consiguiente siφ+ es (Qi, Si, Ri)-D entonces también lo esφ−. Esto implica

que si las condiciones del Teorema 13 son satisfechas paraΨO+ , tambíen debeŕıan ser
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satisfechas paraΨO− los mismos valores de los parámetros y, en particular, con las

mismas matrices del observadorL

+ = L

− y N

+ = N

−. Esto significa que si es posible

disẽnar un observador que preserva el orden superior, también es posible diseñar un

observador que preserva el orden inferior, yviceversa. Adeḿas, ambos observadores

pueden tener (pero no es necesario) las mismas matricesL

+ = L

− y N

+ = N

−.

Si ambos observadores que preservan el orden superiorΨ0+ en (4.4) e inferiorΨ0−

en (4.5) son puestos(se ejecutan) en paralelo, y además si existen las cotas conoci-

das de las condiciones iniciales (3.11) y de las perturbaciones (4.3) de la planta, y los

observadores osn inicializados adecuadamente, entonces un observador intervaloes

obtenido para la planta perturbadaΨS, aśı que las siguientes condiciones permanecen:

x̂

+
0 � x

+
0 � x0 � x

−
0 � x̂

−
0 =⇒ x̂

+ (t) � x (t) � x̂

− (t) . (4.10)

Note que el Teorema 13 puede ser visto como una generalización del Teorema 10.

De hecho, configurandoπ+(t, y) ≡ 0 el observador que preserva el orden superiorΨ0+

in (4.4) eπ

−(t, y) ≡ 0 en el inferiorΨ0− en (4.5), se obtiene un observador intervalo

para el caso nominal. Adeḿas, el conjunto de valores para las matrices del observador

L y N que satisfacen las condiciones de los Teoremas 13 y 10 son losmismos, ya que

las condiciones en estos Teoremas no dependen de las perturbación.

Con el objetivo de extender la metodologı́a propuesta de los observadores que

preservan el orden para los sistemas libres de perturbación a los observadores para

sistemas perturbados, a continuación se presenta el Teorema que combina el método

disipativo con la teorı́a del radio de estabilidad definido para sistemas positivos, obte-

niendo un simple ćalculo que requiere de un par de variables, en compración, con la

desigualdad matricial no lineal que requiere de cuatro variables.

Teorema14: ConsidereΨS en (4.1), el observadorΨO+ en (4.4) y el sistema del er-

ror de estimacíon ΨE+ en (4.6). Se asume queπ (t, x) satisface (4.3). Suponga que

φ

+ (z+
, σ) es(Q,S,R) = (−I, 0, γ2

I)-D, es decir, satisface la desigualdad en (3.12).

Si existen las matricesL+ y N

+ tales que se satisface:

1. A

+
L es Metzler y Hurwitz
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2. H

+
N � 0,

3.
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ ,

4. M

+ = A

+
L + G

∂f(z+)
∂z+ H

+
N es Metzler∀z

+ ∈ Rr

Entonces,ΨE+ esEEE con respecto ab+ tal que

∥∥
e

+ (t)
∥∥ ≤ k

∥∥
e

+ (0)
∥∥ exp(−̺t) + δ sup

(∥∥
b

+
∥∥)

(4.11)

conk > 0 y ̺ > 0. Adeḿas,ΨE+ es un sistema cooperativo, es decir,e+ (0) � 0 =⇒

e

+ (t) � 0, ∀t ≥ 0, pero sie+ (0) � 0 ; e

+ (t) � 0, ∀t ≥ 0. Por lo tanto, las

estimaciones deΨO+ (4.4) est́an siempre por encima de las trayectorias reales de la

planta, es decir,

x̂

+
0 � x0 =⇒ x̂

+ (t) � x (t) , ∀ t ≥ 0

a pesar de las perturbaciones. 3

Prueba. La prueba es similar a la demostración del Teorema 11, cambiando en la se-

gunda parte que está dada por la aplicación de la Proposición 3.

Si el Teorema anterior es satisfecho yΨE− (4.7) tambíen cumple con las condi-

ciones, entoncesΨO+ (4.4) yΨO− (4.5) forman unobservador intervalopara el sistema

ΨS porque se cumple:

x̂

+
0 � x0 � x̂

−
0 ⇒ x̂

+ (t) � x (t) � x̂

− (t) (4.12)
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El disẽno general de losobservadores que preservan el orden, para sistemas no

lineales en ausencia y presencia de perturbaciones e incertidumbres, se reduce a la

solucíon de un par de desigualdades matriciales: (a) una desigualdad matricial bilineal

(BMI, por sus siglas en inglés) para asegurar la convergencia y (b) una desigualdad

matricial lineal (LMI, por sus siglas en inglés) para asegurar la cooperatividad. En este

caṕıtulo se hace un estudio minucioso de las desigualdades mencionadas, proponiendo

que la desigualdad disipativa sea considerada como un problema de factibilidad de una

BMI, y la desigualdad que caracteriza a la propiedad cooperatividad sea una LMI. Esto

es hecho para evitar el acoplamiento entre variables de las desigualdades de disipa-

tividad y de cooperatividad, cuando son llevadas al ambiente de las LMI’s. Adicional-

mente, se realiza un análisis detallado para la desigualdad que caracteriza la coope-

ratividad en los observadores; es importante resaltar que esta desigualdad depende de

una variable del estado, por consecuencia, se tendrı́an que calcular infinitas LMI’s para

asegurar esta propiedad. Ante ello, se ha obtenido los resultados siguientes: cuando

se maneja una función escalarf(σ), se puede resolver este inconveniente con un par

de LMI’s; en el caso general, cuando se utilice una función multivariable, es posible

solucionar el problema con un conjunto finito de LMI’s. El diseño se ha probado con

algunos ejemplos que son utilizados en la literatura de los con observadores intervalo

(Gouźeet˜al., 2000; Rapaport y Dochain, 2005; Moisan y Bernard, 2010).
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5.1. Disẽno general de los observadores que preservan el orden

El disẽno de los observadores que preservan el orden (o intervalo) para la clase de

sistemas no lineales en el caso nominal o en presencia de perturbaciones/incertidumbres,

se reduce a la solución de dos desigualdades matriciales (ver Teorema 10 y 13):

(i) Para las matrices de convergenciaL, N , P = P

T
> 0, una constanteǫ > 0 y

un vectorθ = (θ1, ..., θµ) � 0 tienen que ser encontradas tal que la Desigualdad

Matricial (DM) (3.9) es satisfecha, y

(ii) Para las matrices de cooperatividadL, N tienen que ser encontradas tal que la

condicíonM

M

� 0 en (3.10) es también satisfecha.

A continuacíon discutiremos algunos tópicos en la solución de estas desigualdades.

5.1.1. La desigualdad de disipatividad

La naturaleza de la desigualdad matricial en (3.9) se ha estudiado en (Moreno, 2004,

2005; Rocha-Ćozatl y Moreno, 2010). Aqúı mencionamos algunos resultados y pro-

porcionamos algunos nuevos. En general, esta desigualdad (3.9) es no lineal en las

variables(L,N, P, ǫ, θ). Aunque, bajo algunas condiciones importantes, el problema

anterior puede ser convertido en un problema de factibilidad de una desigualdad ma-

tricial lineal (LMI, por sus siglas en inglés), para lo cual una solución puede ser efec-

tivamente encontrada por algunos algoritmos en la literatura (El˜Ghaoui y Niculescu,

1999; Boydet˜al., 1994) y en Matlab.

1. Una primera observación es que el productoǫP convierte a (3.9) no lineal en

las dos variables. Aunque, es fácil ver que puede ser reemplazadoǫP siempre

por el t́erminoǫI, dondeI es la matriz identidad, la factibilidad del problema no

cambia. Para ver esto, que existeǫ y P que cumplen la desigualdad en (3.9), la
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DM puede ser reescrita como
[

PAL + A

T
LP + εI + H

T
NRθHN PG − H

T
NS

T
θ

G

T
P − SθHN Qθ

]
≤

[
εI − ǫP 0

0 0

]
.

(5.1)

Si ε ≤ λmin(P )ε, entonces la matriz de la parte izquierda de la desigualdad en

(5.1) es negativa semidefinida. En contraste, un argumento similar muestra que si

matriz de la parte izquierda de la desigualdad en (5.1) es negativa semidefinida,

existe una constanteǫ > 0 tal que DM (3.9) sea satisfecha. Ası́ ambas de-

siguadades son equivalentes. Para discusiones más adelante, asumiremos que en

(3.9) el t́erminoǫP se ha sustituido por el términoǫI.

2. La fuente principal de la no linealidad en (3.9) es debido alos t́erminosSθHN

y H

T
NRθHN , donde los t́erminos bilineales enθ y N aparecen, pero también

un t́ermino cuadŕatico enN . Si N es fijado, por ejemplo, para el diseño de un

observador de Alta Ganancia, dondeN = 0 (Moreno, 2004, 2005), entonces

(3.9) es una LMI enP, ǫ, PL, θ. Note que, una vez que los valores deP y PL

han sido obtenidos, entonces el valor deL puede ser f́acilmente calculado de

L = P

−1(PL), ya queP es invertible.

3. Una alternativa es hacerθ fijo. Esta es una situación natural cuando la no linea-

lidad φ es (Q,S,R)-Disipativa parauna forma cuadŕatica, es decir, (3.8) per-

manece conµ = 1. Esto es siempre el caso si la no lineallidadf enΠS es escalar,

es decir,m = r = 1, o si es cuadrada (es decir,m = r) y las no linealidades

son desacopladas,f(σ) = [f1(σ1), . . . , fm(σm)]. En estas situaciones múltiples

(no triviales) de las condiciones de disipatividad paraφ son imposibles (Moreno,

2005; Rocha-Ćozatl y Moreno, 2010). Consideraremos situaciones diferentes:

a) Si Rθ = 0, por ejemplo si todoRi = 0, (3.9) es nuevamente una LMI en

P, ǫ, PL,N . En algunas situaciones es posible transformar el problemacon

Rθ 6= 0 en uno conRθ = 0 por la transformación de lazo (ver (Rocha-Ćozatl y Moreno,

2010)).
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b) Si Rθ > 0, y usando el complento de Schur, uno puede transformar la

desigualdad (3.9) en una Desigualdad Matricial equivalente



−R

−1
θ −HN 0

−H

T
N PAL + A

T
LP + ǫI PG − H

T
NS

T
θ

0 G

T
P − SθHN Qθ


 ≤ 0 , (5.2)

que es otra vez una LMI enP, ǫ, PL,N .

c) Si Rθ ≤ 0 una condicíonsuficientepara (3.9) es la Desigualdad Matricial
[

PAL + A

T
LP + ǫI PG − H

T
NS

T
θ

G

T
P − SθHN Qθ

]
≤ 0 ,

que es una LMI enP, ǫ, PL,N .

En general, una solución a (3.9) puede ser encontrada usando software especializado

para problemas de Desigualdades Matriciales No Lineales, por ejemplo el software

Pennon/Penbmi. Alternativamente uno puede usar un solucionador LMI eficiente, fi-

jando iterativamente la matrizN , o el vectorθ en casos (3a-3c) de arriba.

5.1.2. La Desigualdad de Cooperatividad

Considere el conjuntoJ ⊂ Rm×r de todos los valores tomados por el Jacobiano de

la no linealidadf , es decir,

J =

{
Γ ∈ R

m×r
∣∣ Γ = J (z; t, y, u) =

∂f (z; t, y, u)

∂z

,∀z, t, y, u

}
. (5.3)

La desigualdad (3.10) es una LMI enL,N , para todoJ ∈ J . Sin embargo, ya queJ

es un conjunto con un número infinito incontable de puntos, (3.10) corresponde a un

númeroinfinito de LMIs. Esta es una tarea dı́ficl, y es de inteŕes reducir el ńumero de

LMIs para ser checado por un número finito. En los ṕarrafos siguientes será mostrado

que es posible encontrar un númerofinito q de puntosΩi enRm×r tal que si la desigual-

dad (3.10) es satisfecho en estos puntos, es decirAL + GΩiHN

M

� 0 ∀i = 1, . . . , q,

entonces será satisfecho para todoJ ∈ J .
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La idea b́asica es muy simple. Asumimos que el conjuntoJ es acotado. Este es el

caso si la no linealidadf (σ; t, y, u) es globalmente Lipschitz enσ, uniformemente en

(t, y, u). En este caso, es siempre posible encontrar un politopo que contieneJ (tomar

por ejemplo un hipercubo que contiene aJ ). Debido a la propiedad de convexidad de

la desigualdad (3.10) es suficiente checarlo en los vértices de tal polı́topo para con-

cluir que es satisfechòen el conjunto completoJ . El refinamiento del polı́topo, agre-

gando v́ertices extras mientras reduce su tamaño, proporcionaŕa condiciones menos

conservativas. La desigualdad (3.10) es una LMI en las variables L,N , para cada

J (z; t, y, u) = ∂f(z;t,y,u)
∂z

. Ya queJ (z; t, y, u) toma un ńumero infinito de valores, ten-

emos que tratar con la dificultad del problema de resolver un número infinito de LMIs.

Mostraremos que si la no linealidadφ (z; σ, t, y, u) = f (σ; t, y, u)−f (z + σ; t, y, u),

definida en (3.4), satisface una condición de sector, es decir, si existen dos matrices con-

stantesK1 ∈ Rm×r y K2 ∈ Rm×r tal que para todoσ, t, y, u y para todoz la desigualdad

[φ (z; σ, t, y, u) − K1z]T [K2z − φ (z; σ, t, y, u)] ≥ 0 (5.4)

es satisfecha, entonces el conjunto de valores en los cualesla desigualdad (3.10) tiene

que ser verificada puede ser reducido considerablemente. Dehecho, mostraremos que

bajo la condicíon (5.4) el conjuntoJ est́a contenido en un conjuntoconvexoΥ, y solo

seŕa necesario verificar la desigualdad (3.10) en lafrontera deΥ. Esto es establecido

en la siguiente proposición.

Proposición 10: Seaz → f(z; t, y, u) : Rr → Rm es una funcíon multivariable,

continua ent, y, u y continuamente diferenciable enz. Suponga queφ (z; σ, t, y, u) =

f (σ; t, y, u)−f (z + σ; t, y, u) es en el sector[K1 , K2], es decir, para algunas matrices

constantesK1 ∈ Rm×r y K2 ∈ Rm×r (5.4) se cumple. Si las matrices

AL + G∆HN

M

� 0 (5.5)

son Metzler para todo∆ ∈ Υf , definido por

Υf =
{

Γ ∈ R
m×r

∣∣ (Γ + K1)
T (K2 + Γ) = 0

}
, (5.6)
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entonces la condición M(z; t, y, u)
M

� 0 en (3.10) es satisfecho∀ z ∈ Rr, y para todo

t, y, u. 3

Prueba.La demostracíon est́a dada en tres partes:

(i) Primero, mostramos que cuando la no linealidadφ permanecen al sector[K1, K2],

entoncesJ ⊂ Υ, donde

Υ ,
{

Γ ∈ R
m×r

∣∣ [Γ + K1]
T [K2 + Γ] ≤ 0

}
. (5.7)

Por el Teorema de Valor Medio (ver (Vidyasagar, 2002, p. 51)) uno puede escribir

φ(z; σ, t, y, u) = −

(∫ 1

0

J (σ + θz; t, y, u) dθ

)
z , (5.8)

donde la matrizΘ (z; σ, t, y, u) ,

∫ 1

0

J (σ + θz; t, y, u) dθ es continua en todos

sus argumentos.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

Υ

Fig. 5.1:Conjunto deΓ ∈ R2, cuandof(·) es una funcíon multivariable.

La condicíon del sector (5.4) puede ser equivalentemente expresada como

−

(∫ 1

0

z

T [J (σ + θz; t, y, u) + K1]
T [K2 + J (σ + θz; t, y, u)] zdθ

)
≥ 0 .

(5.9)
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Esto implica queJ ⊂ Υ. Es obvio que si (5.5) es satisfecho para todo∆ ∈ Υ

desigualdad (3.10) continua.

(ii) Ahora mostramos queΥ es un conjunto convexo. La convexidad deΥ sigue del

hecho de la desigualda[Γ + K1]
T [K2 + Γ] ≤ 0, usando el Lema de Shur, puede

ser reescrita como
[

K

T
1 K2 + K1Γ + ΓT

K2 −ΓT

−Γ −I

]
≤ 0 ,

que es una LMI enΓ.

(iii) Finalmente, mostramos que si (5.5) es satisfecho paratodo∆ ∈ Υf , la frontera

de Υ, entonces es también satisfecha para todo∆ ∈ Υ. Para esto note que si

AL + G∆1HN

M

� 0 y AL + G∆2HN

M

� 0 para dos matrices∆1 y ∆2, entonces ;p

que sigue para cada escalarα ∈ [0 , 1]

α (AL + G∆1HN)+(1 − α) (AL + G∆2HN) = AL+G (α∆1 + (1 − α) ∆2) HN

M

� 0 ,

mostrando que la desigualdad (5.5) es convexa en∆. Esto implica que es sufi-

ciente checar (5.5) en la frontera deΥ.

Nota5: Recordamos queφ estando en el sector[K1 , K2] es equivalente aφ con(Q, S, R)-

Disipativa, donde(Q,S,R) =
(
−I,

1
2
(K1 + K2) ,−1

2

(
K

T
1 K2 + K

T
2 K1

))
.

Una versíon más general de la Proposición, conla misma prueba básicamente, puede

ser obtenido de la siguiente forma. Cuandoφ es (Q, S, R)-Disipativa, conQ < 0,

entonces

φ

T
Qφ + 2φT

Sz + z

T
Rz =

∫ 1

0

z

T
{
J

T (θ) QJ (θ) − 2JT (θ) S + R

}
zdθ ≥ 0
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dondeJ (θ) = J (σ + θz; t, y, u). Es claro que siJ ⊂ Υ, dondeΥ es el conjunto de

matricesΓ ∈ Rm×r tal que

ΓT
QΓ − 2ΓT

S + R =

[
R − ΓT

S − S

T Γ ΓT

Γ −Q

−1

]
≥ 0 .

Ya queΥ es convexo, es suficiente con verificar la desigualdad (5.5) en su fronteraΥf ,

definida como el conjunto deΓ ∈ Rm×r tal queΓT
QΓ − 2ΓT

S + R = 0.

Note tambíen que siφ satisface algunas condiciones de disipatividad(Qi, Si, Ri),

parai = 1, . . . , µ, conQi < 0, entonces la Proposición anterior es v́alida para cada

condicíon de sector con un conjunto de la fronteraΥfi. Para simplificar la presentación,

restringimos en lo que sigue al caso de una condición de disipatividad, o cuando el

vectorθ es fijado.

La proposicíon anterior reduce substancialmente el tamaño de matrices, en donde

la condicíon de cooperatividad (3.10) tiene que ser verificada. El conjunto de vectores

Γ ∈ Rm, que satisfacen la expresión (5), es decir,

Υ ,
{

Γ ∈ R
m|ΓT

QΓ − 2ΓT
S + R ≥ 0

}

dondeQ < 0, representa una elipsoide enRm (Boydet˜al., 1994) (ver Figura 5.2).

Dada una elipsoideΥ construimos polı́topos convexos:

(i) Seleccionek > 1 puntos∆i ∈ Υf ⊂ Rm de la fronteraΥf deΥ, y construya el

poĺıtopo convexo cerradoPI ⊂ Rm como la envolvente convexa ( combinación

convexa) de todos estos puntos (Grünbaum, 2003), es decir,

PI =

{
k∑

i=1

αi∆i ∈ R
m

∣∣∣∣∣ αi ≥ 0,
k∑

i=1

αi = 1, i = 1, ..., k

}
. (5.10)

∆i, i = 1, . . . , k son los v́ertices dePI . En particular, seleccionamos todos los

vértices de la elipsoide como los vértices del polı́gonoPI . En un refinamiento de

PI , otros puntos deΥf son agregados al conjunto de vértices dePI . Es f́acil ver

que el poĺıtopoPI est́a inscrito enΥ, es decir,PI ⊂ Υ (ver Figura 5.2).
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(ii) En cada v́ertice∆i dePI hay unhiperplano soporteHi, que es tangente aΥf .

El poĺıtopoPC ⊂ Rm puede ser equivalentemente definida como la intersección

de los semi-espacios cerrados obtenidos de los hiperplanossoportes, o de la en-

volvente convexa de los puntos de intersecciónΩi de los hiperplanos soporteHi

(see (Gr̈unbaum, 2003)), es decir,

PC =

{
κ∑

i=1

αiΩi ∈ R
m

∣∣∣∣∣ αi ≥ 0,
κ∑

i=1

αi = 1, i = 1, ..., κ

}
. (5.11)

Ωi, i = 1, . . . , κ son los v́ertices dePC (ver Figura 5.2). Es f́acil mostrar que el

poĺıtopoPC circunscribe aΥ, es decirΥ ⊂ PC .

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.5

0

0.5

1

1.5

J1

J
2

Υ

Υf

Polytope
PC

Polytope
PI

Fig. 5.2:Aproximaciones deΥ enR2: PC es el poĺıtopo que circunscribe aΥf , PI est́a inscrito
enΥf .

Los vértices de ambos polı́toposPI y PC juegan un papel crucial aquı́, ya que hay

un ńumero finito de puntos (ver Figura 5.2) en los cuales la condición de cooperatividad

es probada. Esto corresponde a un número finito de LMI’s.

Para satisfacer que la matriz JacobianaAL + GJ (z) HN

M

� 0 in (3.10)∀ z ∈ Rr se

requiere el cumplimiento de la Proposición siguiente

Proposición 11: SeaΥ en (5.7) un conjunto convexo cerrado, cuya frontera esΥf en

(5.6).
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Coop1) Si que la condición de cooperatividadAL + GJHN

M

� 0 en (3.10) es satisfecha

para todoJ ∈ J . EntoncesAL + G∆iHN

M

� 0 es satisfecha para todo vértice

{∆1, .., ∆k} dePI .

Coop2) SiAL + GΩiHN

M

� 0 es satisfecha en cada vértice{Ω1, ..., Ωk} dePC . Entonces

AL + GJHN

M

� 0 en (3.10) es satisfecha para todoJ ∈ J .

Prueba.

(i). Primeramente mostraremos que el polı́topoPI est́a inscrito en el conjuntoΥf .

Si los v́ertices dePI est́an enΥf , es decir{ ∆1, .., ∆k} ⊂ Υf , entonces
k∑

i=1

αi∆i ⊂

Υf ⇒ PI ⊂ Υf .

(ii). La segunda parte es probar que el polı́topoPC circunscribe aΥf .

Considere el hiperplanpoH =
{

Ω ∈ Rr×m| d

T Ω = f, a 6= 0
}

, los semi-espacios

H

− =
{
Ω ∈ Rr×m : d

T Ω ≤ f

}
y H

+ =
{
Ω ∈ Rr×m : d

T Ω ≥ f

}
. Los v́ertices

dePI pueden definir la intersección de los hiperplanos tangentes dePC en (5.11)

cond

T
i = Υ

′

(∆i) y ei = d

T
i ∆i.

SiH es tangente aΥ in ∆i
i=1,...,k

, Hi =
{
∆ ∈ Rn : d

T
i ∆ = ei, ei = d

T
i ∆i, i = 1, ..., k

}
,

entoncesΥf ⊂ H

−
i

i=1,...,k

⇒ Υf ⊂
k
∩

i=1
H

−
i ⇒ Υf ⊂ PC

(iii). Por convexidad, la tercera parte se trata de que siAL + G∆iHN

M

� 0 y AL +

GΩiHN

M

� 0, i = 2m, ..., k, entoncesM (z)
M

� 0,∀z ∈ Rr.

Las aproximaciones del conjuntoΥ est́an dadas por los polı́toposPI y PC , las

cuales representan las condiciones necesarias y suficientes para garantizar la coo-

peratividad en (3.10). Es necesario queM (z)
M

� 0 evaluada en los v́ertices dePI

es satisfecha; en otro caso, la restricción de cooperatividad no es satisfecha en

los observadores que preservan el orden propuestos aquı́. Adeḿas, es suficiente
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queM (z)
M

� 0 evaluada en los v́ertices dePC (poĺıtopo que circuncribe aΥ) es

satisfecha para asegurar queM (z)
M

� 0 es satisfecha∀z ∈ Rr.

La prueba de estos hechos es similar a la prueba de la Proposición 10. Verificando

la condicíon de cooperatividad del polı́topo inscritoPI , que constituye una condición

necesariapara (3.10). Si no es satisfecha enalgúnvértice dePI , entonces la condición

en (3.10) no se cumple. Por otro lado, checando la condición de cooperatividad en

el poĺıtopo que circunscribePC constituye una condición suficientepara (3.10). Si es

satisfecho entodoslos vértices dePC , entonces la condición en (3.10) es verificada.

Es importante mencionar que para asegurar que un polı́topoPI est́e inscrito en el

conjuntoΥf y otro poĺıtopoPc circunscriba aΥf , se requieren conocer los vértices de

hiperelipsoide. La construción de los poĺıtopos seŕa inicializada con los v́ertices de la

hiperelipsoide, agregando un número mayor de v́ertices para tener una mayor afinidad

con la hiper-elipsoide.

Nota6: Note que si el ńumero de v́ertices de los polı́topos es incrementado, las aprox-

imacionesPI y PC tendŕan una mayor afinidad aΥf . Cuando esto sucede los cálcu-

los para asegurar la propiedad de cooperatividad también seŕan incrementados. Por lo

tanto, el problema de cooperatividad en (3.10) se puede aproximar arbitrariamente por

un conjunto de LMI’s, el cual está dado por el ńumero de v́ertices de los polı́toposPI y

PC .

Es importante mencionar que siM(z) no es Metzler en alguno de los vértices dePC ,

llamadoΩx, entonces un refinamiento enPC con respecto aΩx es propuesto. Este

refinamiento consiste en generar nuevos vértices para el polı́topoPC , el cual seŕa más

ceracano aΥf y al vériceΩx. El procedimiento para refinar es el siguiente,

(a) Disẽnar una ĺınea recta del origen del conjuntoΥ al vérticeΩx,
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5.1. DISEÑO GENERAL DE LOS OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN

(b) Encontrar la intersección ∆k+1 de esta ĺınea conΥf . ∆k+1 es un v́ertice del

poĺıtopo refinadoPI .

(c) Construir un hiperplano soporte (hiperplano soporte)Hk+1 deΥ en∆k+1 y en-

contrar los puntos de intersección con todos los hiperplanos soporte. Estos puntos

definen a los nuevos vérticesΩκ+1, . . . , Ωκ+g para el poĺıtopo refinadoPC . ,

(d) Las condicionesCoop1)y Coop2)son checadas en los nuevos vértices dePI y

PC . Si el resultado no es certero, entonces un nuevo refinamiento es propuesto,

que va desde el inciso (a).

La iteracíon finaliza cuando un resultado adecuado es obtenido (se verifica la propiedad

de cooperatividad), o cuando el número de iteraciones es suficientemente grande.
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Polytope
PC

Polytope
PI

Fig. 5.3:Cálculo de nuevos v́erticesvH , cuandovx no satisface la restricción de cooperatividad

Es importante mencionar que el diseño de los observadores que preservan propuesto

est́a restringido en el manejo de las funciones multivariablesf(σ) : Rn → R en el

sistemaΠS o en ΨS, debido a la definicíon de los poĺıtopos que circunscriben a la

elipsoidePC no est́a descrita en el espacio de matrices.
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La solucíon propuesta para resolver el problema de la verificación de la condicíon

de cooperatividad (3.10), que incluye las proposiciones 10and 11 como también el

criterio de refinamiento se ha implementado en un algoritmo numérico para disẽnar

los observadores que preservan el orden, usanso el softwarecomercial PENBMI, y ha

sido utilizado para el ćalculo de algunos ejemplos que son presentados en el siguiente

caṕıtulo.

Caso particular: una función escalar

En particular, cuandof (z) es una funcíon escalar, el requisito queM es Metzler

est́a dado por la desigualdad

Mp(z) = A + LC + ∂f(z)
∂z

G[H + NC]
M

� 0, ∀z

(5.12)

que es visto como un conjunto (infinito) de LMI’s en las variablesL y N .

En este caso, mostramos queMp(z)
M

� 0 en (5.12) se satisface∀z si y solo si

Mp(z)
M

� 0 es satisfecho en dos valores. El siguiente algoritmo proporciona las condi-

ciones necesarias y suficientes para queMp(z)
M

� 0 se satisfaga.

Proposición 12: Considere el JacobianoMp(z) en (5.12). Asuma quef (z) es una

función escalar y que la no linealidadφ ∈ [K1, K2] con K1 ∈ R y K2 ∈ R. La

condicíon queMp(z)
M

� 0 es satisfecha si y solo si es satisfecho por dos valores:

Tomar para∂f(z)
∂z

el valorK1 = mı́n ∂f(z)
∂z

, y

Tomar para∂f(z)
∂z

el valorK2 = máx ∂f(z)
∂z

. 3

Prueba. Considere el conjunto de valores deJ(z), obttenido por las condiciones de

sector cĺasicas para la no linealidadφ y del Teorema del Valor Medio (TVM) para una

función escalar,

Ξ =
{

J (z) : R → R | [J (z) − K1]
T [K2 − J (z)] ≥ 0, ∀z

}
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dondeJ(z) = ∂f(z)
∂z

, K1 = mı́n
{

∂f(z)
∂z

}
y K2 = máx

{
∂f(z)

∂z

}
. Adicionalmente, con-

sidereK = (1 − α)K1 + αK2 conα ∈ [0, 1] conK1 ≤ K ≤ K2, es decir,K es el

valor del conjuntoJ(z) que se encuentra entreK1 y K2.

Es satisfecho que:

1. MK1
= AL + K1GHN

M

� 0, y

2. MK2
= AL + K2GHN

M

� 0

⇔ (1 − α)MK1
+ αMK2

M

� 0, α ∈ [0, 1]

⇔ AL + [(1 − α)K1 + αK2] GHN

M

� 0, α ∈ [0, 1]

⇔ AL + KGHN

M

� 0, K1 ≤ K ≤ K2

Fig. 5.4:Conjunto de valores que puede tomarK.

Con la proposicíon anterior, los ćalculos son reducidos considerablemente, y solo

se requieren calcular dos LMI’s con la finalidad queMp(z)
M

� 0 es satisfecha∀ z.

Nota7: En particular, en el caso escalar,z → f(z; t, y, u) : R → R, el conjuntoΥ

es el intervalo[K1, K2] y su frontera son los dos puntos extremosΥf = {K1, K2}.

En este caso es suficiente checar (3.10) para estos dos valores deJ . Una situacíon
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similar ocurre en el caso diagonal, es decir,z → f(z; t, y, u) : Rm → Rm con zi →

fi(zi; t, y, u) : R → R parai = 1, . . . ,m, dondeΥf consiste de un ńumero finito de

puntos.

5.1.3. Acoplamiento de condiciones de cooperatividad y disipatividad

En los ṕarrafos anteriores, se pudo observar que la condición de cooperatividad

(3.10) puede ser reducida a un número finito de LMI’s en las variables de diseño deL y

N . La condicíon de disipatividad (3.9), aunque en general es una desigualdad matricial

no lineal, puede ser reducida bajo algunas circunstancias auna LMI en los paŕametros

de disẽno P , ǫ, PL, N . Note que cuando se intenta resolver simultáneamente ambas

desigualdades un problema aparece: mientras (3.10) es lineal enL la desigualdad disi-

pativa (3.9) es lineal enPL, aśı que ambas desigualdades son acopladas en una manera

no lineal (bilineal).

Una solucíon posible es resolver las desigualdades en una forma iterativa. Se pro-

pone aqúı una solucíon adicional a este problema, consistiendo en mirar a las desigual-

dad de disipatividad como una desigualdad matricial bilineal (BMI, por sus siglas

en ingĺes) enP y L, y usando un software adecuado para su solución. Entonces, el

acoplamiento de las variables de ambas desigualdades (3.9)y (3.10) no es consider-

ado, y por lo tanto, el diseño de los observadores que preservan el orden consiste en

la solucíon de una BMI y una LMI. La primera está dada por la desigualdad (3.9) y la

segunda por (3.10).

Las BMI’s son bien conocidasen control (ver (El˜Ghaoui y Niculescu, 1999; Tuan y Apkarian,

2000) y la referencia dentro de ellas), y existen algunos algoritmos para resolverlas. El

software PENBMI es un solucionador para las BMI’s (Kocvara y Stingl, 2003, 2004).

Hemos implementado la solución anterior, incluyendo la Proposición 12 como el crite-

rio de refinamiento con ayuda del software PENBMI y YALMIP. Este software ha sido

usado para calcular los ejemplos ejemplos presentados en laseccíon siguiente.
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5.2. Disẽno particular de los observadores que preservan el orden

El disẽno particularizado de los observadores disipativos y de losque preservan

el orden (cooperativo e intervalo convergente), que está dado por la combinación del

método de disipatividad con la teorı́a del radios de estabilidad de sistemas positivos, se

reduce a la solución de cuatro y cinco desigualdades matriciales, respectivamente (ver

Teorema 11 y 12):

◮ Para las matrices de convergenciaL y N tienen que ser encontradas tal que

1. AL es Metzler y Hurwitz.

2. HN � 0

3.
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ

son satisfechas.

◮ Para las matrices de cooperatividadL, N tienen que ser encontradas tal que la

condicíonM

M

� 0 en (3.10) es también satisfecha.

Las tres primeras condiciones del diseño de un observador disipativo pueden ser

convertidas en un problema de factibilidad de las desigualdades matriciales lineales

(LMI) en las variablesL y N , y la última condicíon est́a dada por un problema de una

Desigualdad Matricial No lineal.

Para ello, una solución puede ser encontrada utilizando un software especializado

para problemas de Desigualdades Matriciales No Lineales, como es el caso del software

Pennon/Penbmi, primer solucionador de propósito general para las Desigualdades Ma-

tricales No Lineales (Kocvara y Stingl, 2003, 2004).

Ahora bien, el disẽno de los observadores que preservan el orden (cooperativo e

intervalo convergente) se reduce a la solución de un observador disipativo en combi-

nacíon con la condicíonM

M

� 0 en (3.10), la cual puede ser tratado como un problema
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de factibilidad de las LMI’s en las variablesL y N . Un problema de disẽno de los ob-

servadores que preservan el orden surge en (3.10), ya queM depende de la variable

z, aśı que representa un número infinito de LMI’s. En particular, cuandof(z) es una

función escalar en (3.10) el requisito para queM sea Metzler está dada por un par de

LMI’s: tomando ∂f(z)
∂z

por el valor deK2 = máx(∂f(z)
∂z

) y tomando∂f(z)
∂z

por el valor

deK1 = mı́n(∂f(z)
∂z

). Desafortunamente, cuandof(z) es una funcíon multivariable en

(3.10) no puede ser reducido a un número finito de LMI’s, pero puede ser aproximado

a un conjunto de LMI’s. Esto se puede mirar en la sección anterior.

Tomando en cuenta estos diseños particulares, que relacionan la teorı́a de disipa-

tividad con el radio de estabilidad de los sistemas positivos, es importante mencionar

que para el disẽno de ambos observadores, disipativos y los que preservan elorden,

solo se requiere encontrar un par de matrices,L y N , lo cual hace ḿas sencillo esta

metodoloǵıa de disẽno, ya que en el caso general se requiere del conocimiento de cua-

tro variablesL, N , P y ǫ.
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6. RESULTADOS: SIMULACIONES Y VALIDACIÓN
EXPERIMENTAL

En este caṕıtulo se presentan los resultados, tanto en simulación nuḿerica como en

forma experimental, de la aplicación de la metodoloǵıa de disẽno de los observadores

que preservan el orden (Avilés y Moreno, 2009), descrita en los capı́tulos 4 y 5. A

continuacíon se ilustra la metodologı́a de disẽno de los observadores propuestos, us-

ando algunos ejemplos de observadores intervalo propuestos en la literatura. Adeḿas,

la metodoloǵıa es validada experimentalmente en el sistema de tres tanques cĺasico del

modelo Amira DTS-200.

6.1. Disẽno general de observadores que preservan el orden

En este apartado se presentan algunos ejemplos, con la finalidad de disẽnar obser-

vadores que preserven el orden para sistemas en ausencia y presencia de perturbaciones

e incertidumbres, mediante la desigualdad matricial no lineal que caracteriza al ḿetodo

disipativo en conjunción con la desigualdad matricial lineal (LMI, por sus siglas en

inglés) que representa a la propiedad de cooperatividad.

Es importante mencionar que la desigualdad que caracterizaal método de disipa-

tividad es tratada como un problema de factibilidad de las desigualdades matriciales

bilineales (BMI’s, por sus siglas en inglés). El objetivo de esto es desacoplar las varia-

bles de las desigualdades de cooperatividad y disipatividad. Para ello, los observadores

que preservan el orden se han desarrollado mediante el software Penmbi. Este solu-

cionador est́a completamente integrado dentro del ambiente de Matlab a través de la

versíon 3.0 de la interface de Yalmip. La combinación de Penbmi y Yalmip propor-
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ciona una herramienta efectiva para resolver muchos problemas de control.

6.1.1. Ejemplo 1: Reactor tanque agitado

Considere un reactor tanque agitado (STR, por sus siglas en inglés) (Rapaport y Dochain,

2005):

Σ2a





ẋb = −D (t) xb + µ (s) xb

ṡ = D (t) (Sin − s) − 1
Y

µ (s) xb

y = s

(6.1)

dondek es el coeficiente de producción, µ es la tasa de crecimiento especifica,D

es la tasa de disolución, s es la concentración del substrato en el reactor,Sin es la

concentracíon del subtrato influente, yxb es la concentración de la biomasa en el

reactor. La tasa de crecimiento especifica está dada por la Ley Monod:

µ (s) = µ0
s

ks + s

(6.2)

dondeµ0 es la ḿaxima tasa de crecimiento especifica yks es la constante de satu-

ración. En (Rapaport y Dochain, 2005) observadores intervalo paraeste sistema fueron

propuesto, con el objetivo de estimar la concentración de la biomasaxb a partir de las

mediciones en lı́nea des,y teniendo como incertidumbres la tasa de crecimiento es-

pećıficaµ y Sin. Adeḿas un ańalisis detallado de las condiciones de convergencia y los

lı́mites del comportamiento alzanzado de los observadores fue dado.

Ilustraremos los resultados usando nuestra aproximación y la relacíon con el tra-

bajo detallado (Rapaport y Dochain, 2005). Consideraremos nuevamente dos escenar-

ios para el disẽno del observador intervalo:

(i) Consideramos que no hay perturbaciones en el modelo, y diseñamos el obser-

vador usando los resultados del capı́tulo 3. (ii) Consideramos que la tasa de crecimiento

espećıfica µ es incierta, disẽnamos un observador intervalo usando los resultados del

caṕıtulo 4.

Para este ejemplo es imposible diseñar un observador intervalo en las coordenadas

deΣ2a ya que la condicíon de cooperatividad (3.10) no puede ser satisfecha, lo cualfue
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notificado en (Rapaport y Dochain, 2005). Para explicar esto,note primero que para

esta matrizM tiene la forma

M (z; t, y) =

[
−D (t) + l1 − µ (y) N

Y
−µ (y) 1

Y

l2 + µ (y) N −D (t) + µ (y)

]
.

Ya que hay un t́ermino negativo fuera de la diagonal, que depende deL, y N , entonces

la cooperatividad es violada por el observador.

Debido a que la cooperatividad es una propiedad que depende de las coordenadas,

es posible disẽnar un observador que preserva el orden en las nuevas coordenadas.

x =
[

xb, z

]T
, conz = xb + Y s, donde el modelo está dado por

Σ2b





ẋb = −D (t) xb + µ (s) xb

ż = −D (t) z + D (t) Y Sin

y = 1
Y

(z − xb) .

(6.3)

Es posible escribir el sistema nominal en la forma deΠS en (3.1) con las matrices

dadas por:

A =

[
−D (t) 0

0 −D (t)

]
, G =

[
0
1

]
,

H =
[

0 1
]
, C =

[
1
Y

− 1
Y

]
.

El vector de inyeccíon de entrada/salidaϕ (t, y, u), que consiste de señales conocidas

que afectan la dińamica dela planta, está dada por

ϕ (t, y) =

[
D (t) Y

0

]
Sin (t) ,

y f (σ, y) = µ (y) σ. La no linealidad incrementalφ (σ, z) = µ (y) σ − µ (y) (σ +

z) = −µ (y) z is (Q, S, R)-D with (Q, S, R) = (−1,−0,5, 0), i.e. φ ∈ [−1, 0]. La

convergencia del observador es garantizado si la desigualdad de disipatividad (3.9) es

satisfecha. Para este caso la matrizM en (3.10) es

M (z; t, y) =

[
−D (t) + l1

Y
− l1

Y
l2
Y

+ µ (y) N
Y

−
(
D (t) + l2

Y

)
+ µ (y)

(
1 − N

Y

)
]

,

94 ii UNAM 2013
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aśı que la condicíon de Cooperatividad es satisfecha sil1 ≤ 0 andl2 + µ (y) N ≥ 0.

Cuando ambas desigualdades de disipatividad (3.9) y cooperativividad (3.10) son sa-

tisfechas, aśı que el Teorema 10 es satisfecho, un observador intervalo dela forma de

(4.4)-(4.5) puede ser diseñado, con los t́erminosπ+ = π

− = 0. Note que este obser-

vador intervalo es similar al propuesto por (Rapaport y Dochain, 2005), excepto por dos

diferencias: (i) Asumimos quêx− es siempre no negativo, ası́ que nuestro observador es

un poco ḿas sencillo que el de (Rapaport y Dochain, 2005). Nuestra suposición es ra-

zonable, y es usualmente satisfecha. (ii) Nuestro observador intervalo tiene un t́ermino

de inyeccíon extra,N± (ŷ± − y), ingresado en la no linealidad. Aunque, ya que la no

linealidad en este ejemplo es afı́n en el estado no medido, es decir,µ (s) xb, entonces el

error de estimación es de hecho lineal variante en el tiempo, y el término de inyeccíon

debido aN llega a ser también lineal, agregando al término de correción con la ganan-

cia l2. Por lo tanto, el t́ermino de corrección adicional no ocasiona ningún compor-

tamiento cualitativo diferente al observador en (Rapaport yDochain, 2005) para este

ejemplo. Esto es claro en las simulaciones de abajo. Note quenuestro ḿetodo genera-

liza el método propuesto en (Rapaport y Dochain, 2005).

Utilizando los mismos parámetros como en (Rapaport y Dochain, 2005), es decir,

ks = 5 g/l, Sin = 5 g/l, D = 0,05 h−1, µ0 = 0,33 h−1 y Y = 0,5, dondeD y Sin son

constantes, es posible encontrar numéricamente (usando por el software Penbmi) que

para los valores

L =

[
0

19,991

]
, N = −10 , P = 106

[
7,8109 −0,0007
−0,0007 0,00004

]
, ǫ = 183,232

ambas desigualdades (3.9) y (3.10) son satisfechas. Seleccionamos en el observador

intervaloN

+ = N

− = N y L

+ = L

− = L.

La figura 6.1 muestra el comportamiento del observador intervalo. Las condiciones

iniciales para la planta fueronxb0 = 1,05 g/l ands0 = 0,9 g/l, y para el observador

intervalo fueron

x̂

+
b (0) = 1,5 g/l , x̂

−
b (0) = 0 g/l,

ẑ

+ (0) = 0,45 g/l , ẑ

− (0) = 1,95 g/l .
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6.1. DISEÑO GENERAL DE OBSERVADORES QUE PRESERVAN EL ORDEN

Tal como se esperaba el error de estimación preserva el ordeny converge exponen-

cialmente a cero. Como es explicado en (Rapaport y Dochain, 2005) la velocidad de

convergencia no puede ser mejorada mucho sin violar la condición de cooperatividad.
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Fig. 6.1: Simulacíon del bioreactor(−.), la estimacíon del observador intervalo propuesto(−)
y sus errores de estimación para el caso nominal.

Diseño del Observador Intervalo para el reactor tanque agitado con incertidumbres

Ahora consideramos que la tasa de crecimiento especı́fica µ en (6.2) es incierta, y

est́a acotada entre las cotas inferior y superior conocida

µ

− (s) ≤ µ (t, s) ≤ µ

+ (s) .

En particular, asumimos queµ± (s) est́an dados por modelos Monod (6.2) conµ

+
0 =

0,495 h−1 y µ

−
0 = 0,165 h−1. El observador intervalo es de la forma (4.4)-(4.5), donde
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los t́erminosπ+ y π

− est́an dados por

π

+ (t, y) = 0,165
y

ks + y

x

+
b , π

− (t, y) = −0,165
y

ks + y

x

−
b .

Usando los mismos parámetros como en el diseño anterior, encontramos numérica-

mente un conjunto diferente de parámetros que satisfacen ambas desigualdades (3.9) y

(3.10)

L =

[
−0,5847
561,2413

]
, N = −10 , P = 104

[
4,2090 −0,0025
−0,0025 0,0068

]
, ǫ = 506,6 .

Elegimos tambíen un observador intervaloN+ = N

− = N and L

+ = L

− = L.

Para comparación disẽnamos tambíen el observador propuesto en (Rapaport y Dochain,

2005), que corresponde a la estrcutura dada por (4.4)-(4.5)con l1 = 0, l2 = 2,255, y

N = 0. La figura 6.2 muestra el comportamiento de las trayectoriasde la planta, ambos

observadores intervalo y sus respectivos errores de estimación, cuando las condiciones

iniciales son las mismas como en el párrafo anterior.

Como es de esperarse el error de estimación preserva el orden y converge exponen-

cialmente a una cota final (diferente de cero). La velocidad de convergencia otra vez

no puede ser mejorada sin violar la condición de cooperatividad, ya que ambos obser-

vadores intervalo son esencialmente idénticos, y tienen el mismo comportamiento. El

punto de inteŕes aqúı es que la metodologı́a de los observadores que preservan el orden

permite unificar algunos ḿetodos de observadores intervalo.

6.1.2. Ejemplo 2 Validación experimental en el sistema de tres tanques

Para el Sistema Clásico de Tres-Tanques, hemos utilizado el modelo Amira DTS200

y disẽnado observadores intervalo usando el método propuesto en las secciones an-

teriores. Este sistema puede ser visto como un prototipo de muchas aplicaciones de

procesos industriales y nuestros resultados fueron probados en simulacíon y validados

experimentalmente, para ilustrar el comportamiento y propiedades de los observadores

que preservan el orden en un ambiente realista (ver figura 6.3).
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Fig. 6.2:Simulacíon de las trayectorias del bioreactor(−.), las estimaciones inferior/superior
de nuestro observador intervalo(−−), las del observador intervalo propuesto en
(Rapaport y Dochain, 2005)(−−) , y sus errores de estimación cuando hay una in-
certidumbre en la tasa de crecimientp especı́fica máximaµ0.

El sistema a tratar consiste de tres tanques de acrı́lico conectados entre sı́ por válvu-

las, y adeḿas se considera una válvulva para el flujo de salida en el tanque 2; un par de

flujos de entrada y un par de mediciones son contemplados.

El problema de observación consiste en estimar el nivelh3 del Tanque 3, a partir

de las mediciones en lı́nea de los nivelesh1 y h2 de los Tanques 2 y 3. El modelo

mateḿatico del sistema de tres tanques está representado por

ΣT :





AT
dx1

dt
= Q1 (t) − Q13(x1 − x3)

AT
dx2

dt
= Q2 (t) + Q32(x3 − x2) − Q20(x2)

AT
dx3

dt
= Q13(x1 − x3) − Q32(x3 − x2)

. (6.4)
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Fig. 6.3:Sistema de tres tanques, modelo de Amira DTS-200.

El estado del sistema está dado por los niveles de los tres tanquesx = [h1, h2, h3]. Las

mediciones del sistema son los nivelesh1 y h2. AT representa eĺarea de la base de los

tres tanques cilı́ndricos. Los flujos de entrada (volumetrica) en los Tanques2 y 1 son

Q2 y Q1, respectivamente.Q32 es el flujo entre Tanques 2 y 3, a través de la v́alvula

V 1, y Q20 es el flujo, a trav́es de la v́alvula V 2, que va del Tanque 2 al exterior del

sistema.Q13 es el flujo entre los Tanques 1 y 3. Estos flujos, que son dependientes de

la diferencia de niveles de los tanques conectados, son descritos por:

Q32(x3 − x2) , K32 sgn (x3 − x2)
√

2g |x3 − x2|

Q13(x1 − x3) , K13 (x1 − x3)

Q20(x2) , K20

√
2gx2

dondeK13 = a13Sn, K32 = a32Sn y K20 = a20Sn. Los paŕametros de estas válvulas

para la configuración experimental están enlistados en la Tabla 6.1.
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Paŕametros Valores nuḿericos

Sn 5×10−5
m

2

g 9.81m/s

2

a13 8.5720
a20 0.7026
a32 0.4883
1

AT
64.9771/m2

Tab. 6.1:Paŕametros para la configuración experimental del sistema de Tres tanquesΣT .

Es posible escribir el sistema (nominal) en la formaΠS en (3.1) con las matrices

dadas por:

A =




(−K31)
AT

0 K31

AT

0 0 0
K31

AT
0 −K31

AT




, G =




0
− 1

AT
1

AT




, B =




1 0
0 1
0 0




,

H =
[

0 1 −1
]
, C =

[
1 0 0
0 1 0

]

El vector de entradas conocidasu consiste de dos flujosQ1 y Q2, es deciru = [Q1 , Q2]
T ,

y el vector de inyección entrada/salidaϕ (t, y, u), consistente de las señales que afectan

las dińamicas de la planta, está dado por

ϕ (t, y, u) =
1

AT




Q1 (t)
Q2 (t) − Q20 (x2)

0




.

Finalmente, la no linealidad (interna) en el modelof (σ) est́a dada porf (σ) ,

K32 sgn (σ)
√

2g |σ|, y depende de la variableσ = x2 − x3, la cual es una función

lineal de los estados, es decir,σ = Hx, y no es medible, ya que depende de la variable

del estado no mediblex3.

Consideraremos dos escenarios para el diseño de los observadores intervalo:
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1. Consideramos que no hay presencia de perturbaciones en el modelo, y disẽnamos

el observador usando los resultados de la Subsección 3.1.

2. Consideramos una perturbación para el sistema que consiste en una fuga en el

Tanque 3, la cual fluye hacia afuera del sistema. Es posible escribir el sistema

(perturbado) en la formaΨS en (4.1) con las mismas matrices como para el mo-

delo nominal y con un vector de perturbación π(t, x) = [0, 0, π3(t)]
T . Cono-

cemos queπ3(t) permanece entre los valoresπ

− ≤ π(t) ≤ π

+. Disẽnamos un

observador intervalo usando los resultados de la Subsección 4.1.

Diseño del observador intervalo

Para ambos escenarios diseñamos las mismas matrices del ovservadorL y N . La

no linealidad incremenetal definida en (3.4) está dada por

φ (z, σ) = K32

(
sgn (σ)

√
2g |σ| − sgn (σ + z)

√
2g |σ + z|

)
,

la cual es una no linealidad escalar en el sector[−∞, 0]. Aunque es posible satisfacer

las condiciones del Teorema 10 usando este sector, las ganancias requeridas del obser-

vador son muy altas. Ya que el valor infinito se debe a la falta de diferenciabilidad de la

ráız cuadrada enQ20, es razonable considerar una aproximación suave de esta función,

que tiene una pendiente finita en zero, sin alterar la exactitud del modelo para predecir

los resultados experimentales. Hemos encontrado que usando una funcíon de aproxi-

macíon, perteneciente al sectorφ ∈ [−0,1 , 0], o equivalentemente, siendo(Q,S,R)-

Disipativo con(Q,S,R) = (−1, −0,05, 0) resultados experimentales razonables son

obtenidos, con ganancias para implementarse en la práctica. Usando estos datos re-

solvemos ambas deisgualdades, la disipativa en (3.9) y la cooperativa en (3.10) usando

un solucionador BMI1, y hemos obtenido como soluciones las matrices siguientes

1 hemos usado el software PENBMI.
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L =




−518,317 53,9564
118,9967 −303,4840
122,9429 278,2979




, N =
[

0 10
]
,

P =




18,6334 39,3332 39,3332
39,3332 84,2404 84,2334
39,3332 84,2334 84,2327




, ǫ = 0,1796 .

Ya que el Teorema 10 es satisfecho es posible diseñar un observador que preserva el

orden, y por lo tanto un observador intervalo por correr en paralelo dos observadores

que preservan el orden inicializados adecuamente, una estimacíon superior y otra infe-

rior con respecto a la trayectoria de la planta. Hemos utilizado algunas ganancias para

ambos observadores, y entoncesL = L

+ = L

−, N = N

+ = N

−, P = P

+ = P

−,

ǫ = ǫ

+ = ǫ

−. Para proṕositos de comparación un observador en lazo abierto ha sido

disẽnado, es decir,

L = 0 and N = 0.

Note que este observador en lazo abierto es también un observador que preserva el

orden, ya que las condiciiones del Teorema 10 son satisfechas con estos valores deL y

N .

Validación experimental de los observadores intervalo.

Realizamos tres experimentos en el sistema para probar los dos observadores inter-

valo disẽnados. Los dos primeros toman en cuenta el caso nominal, mientras que en el

tercer experimento una fuga en el Tanque 3 causa una perturbación para el problema de

observacíon.

Experimento 1: Para esta prueba consideramos el caso sin fuga en el tanque 3.Los

flujos de entrada sonconstantescon los valoresQ0
1 = 2,4425×10−5 m3

s y Q

0
2 = 1,9889×

10−5 m3

s . Los estados iniciales para la planta fueronx10 = 0,14 m,x20 = 0,04 m yx30 =

0,09 m, y las condiciones iniciales para ambos observadores intervalo y en lazo abierto

102 ii UNAM 2013
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fueron x̂

+
0 = (0,22, 0,13, 0,16) para el observador que preserva el orden superior, y

x̂

−
0 = (0,07, 0,02, 0,05) para el inferior.

La figura 6.4 muestra el comportamiento de los estados realesy estimados de los

observadores intervalo y en lazo abierto bajo estas condiciones. Note que ambos obser-

vadores preservan el orden, asi que los estados estimados están por encima y por debajo

de los valores reales para todo tiempo. Nótese adeḿas que los estados estimadosx̂

+
1 y

x̂

−
1 , x̂

+
2 y x̂

−
2 del observador intervalo, que corresponden a las variablesmedidas, con-

verge muy ŕapido, pero esto no es el caso para el observador en lazo abierto. La conver-

gencia de la estimación para el estado no medidox3 no es tan ŕapida como en el caso

de las variables medibles, pero los errores de estimacióne

+
3 y e

−
3 convergen mucho ḿas

rápido para el observador intervalo que en lazo abierto. Estomuestra que la inclusion de

los t́erminos de inyección N (ŷ± − y) andL (ŷ± − y) en el observador intervalo acel-

era la convergencia de la estimación. Note quee3 para el observador intervalo crece

muy ŕapido en la fase inicial, y entonces decrece monótonamente. Esto explica porque

en la figura 6.4 los estados iniciales para ambos observadores son aparentemente difer-

entes. En este caso, ya que no han sido consideradas incertidumbres para el modelo de

la planta, los estados estimados de ambos observadores convergen (exponencialmente)

a los valores verdaderos.

Experimento 2: Para esta prueba consideramos el caso sin fuga en el Tanque 3.La en-

trada de flujos sonvariantes periodicamentecomoQ1(t) = 7,3284×10−5 sin(0,1t)m3

s y

Q2(t) = 1,9889×10−5 m3

s . Las condiciones iniciales para la planta fueronx10 = 0,14 m,

x20 = 0,04 m y x30 = 0,15 m, mientras que las condiciones para ambos observadores

son las mismas como en el Experimento anterior 1.

La figura 6.5 muestra el comportamiento del estado realx3 y su estimacíon por el

observador intervalo bajo estas condiciones. Nuevamente los estados estimados están

por encima/por debajo de los valores verdaderos para todo tiempo, y convergen (expo-

nencialmente) a sus valores verdaderos.
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Fig. 6.4:Comportamiento del sistema de tres tanques, y de los observadores cooperativo y en
lazo abierto.

Experimento 3: Para este caso consideramos el casoconuna fuga en el Tanque 3. Los

flujos de entradaconstantes, tomando los mismos valores como en el Experimento 1.

Las condiciones iniciales para la planta y para el observador intervalo son las mis-

mas que en el Experimento anterior 1. Las cotas para la fuga enel tercer Tanque

son consideradas ser ni más grandes queπ+
3 = 3,5899 × 10−6 m3

s ni menores que

π

−
3 = 1,5763 × 10−6 m3

s , aśı que (4.3) permanece.

La figura 6.6 muestra el comportamiento del estado realx3 y su estimacíon para

el observador intervalo bajo estas condiciones. Note que los estados estimados están

104 ii UNAM 2013
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Fig. 6.5: Estado real y estimadox3 para el sistema de Tres-Tanques con entradas variantes en
el Experimento 2. El estado real es la lı́nea continua — (rojo) y los estados estimados
del observador intervalo son las lı́neas continuas — (azul y verde).

arriba/abajo de sus valores verdaderos para todo tiempo. Aunque, en contraste al caso

nominal considerado en los dos Experiments previos, el error de estimacíon no con-

verge a cero, pero converge (exponencialmente) a una cota final. La cota inferior esti-

madax−
3 del nivel en el Tanque 3 (no medible) puede servir como un indicator cuando

el Tanque esté cerca de vaciarse, antes de que pase realmente. O la cota superior esti-

madax−
3 del mismo estado es un indicador del posible sobreflujo en el mismo tanque.
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Fig. 6.6: Estado real y estimadox3 para el sistema de Tres-Tanques con una fuga en el Tanque
3 en el experimento 3. El estado real es una lı́nea continua — (rojo)y los estados
estimados del observador intervalo son lı́neas continuas — (azul y verde).
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6.1.3. Ejemplo 3: Sistema caótico de Chua

Considere el sistema eléctrico cáotico de Chau que se caracteriza principalmente

por dos aspectos: primero, es no forzado, es decir, no está alimentado por fuentes de

corriente alterna y segundo, está compuesto por dos partes: una parte que presenta un

comportamiento tı́pico de un oscilador amortiguado(dos condensadores, una resistencia

y una bobina) y otra parte que constituye elúnico elemento no lineal denominadodiodo

de Chua. Este elemento, causante de la no linealidad actúa como la fuente de energı́a

de todo el circuito; se ocupa de retroalimentarlo y lo mantiene oscilando.

El sistema de Chua está descrito por las ecuaciones dinámicas:

Σ2





ẋ1 = α [x2 − x1 (1 + b) − g (x1)]
ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 = −βx2 − γx3

y = x2

(6.5)

con

g (x1) =
1

2
(a − b) [|x1 + 1| − |x1 − 1|]

dondeα, β, γ ∈ R+ y a, b ∈ R− son paŕametros del sistema.

Diseño del observador cooperativo

Para este diseñoΠS, ΠO, ΠE son considerados. El estado del sistema está dado por

x =
[

x1, x2, x3

]T
. Por ello, las matrices deΠS, ΠO, ΠE est́an definidas por

A =




−α (1 + b) α 0
1 −1 1
0 −β −γ




, G =




−α
2

(a − b)
0
0




,

H =
[

1 0 0
]
, C =

[
0 1 0

]
,

f (σ) = [|σ + 1| − |σ − 1|]

donde los valores de los parámetros están dados en la siguiente tabla

Las condiciones iniciales sonx10 = 0, x20 = 0 y x30 = 0. La no linealidad

φ (σ, z) = [|σ + 1| − |σ − 1|]−[|σ + z + 1| − |σ + z − 1|] es(Q, S, R)-D = (−1, 0.5, 0)-
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Paŕametros Valores nuḿericos

α 11.85
β 14.9
γ 0.29
a -1.14
b -0.71

D, es decir,φ ∈ [0, 1] . Las matrices de diseño del observador cooperativo son obtenidas

a trav́es del software comercial Penbmi/Tomlab junto con el analizador Yalmip 3.0 son

L = 1 × 107




0,043426
−1,44326
0,077343


 , N = -10

P =




0.69344 0.0110 -0.1822
0.0110 1.6381 0.4910

-0.182249 0.4910 9.2647




, ǫ = 1.2770

tal que la desigualdad de disipatividad y cooperatividad sean satisfechas. Por lo tanto,

el Teorema 10 es satisfecho y un observador cooperativo puede ser disẽnado.

En la figura 6.7 se presenta el comportamiento de los observadores propuestos en

este trabajo y de observadores intervalos propuestos en (Moisan y Bernard, 2010). El

sistema considerado es el circuito caótico de Chua.

6.1.4. Ejemplo 4: Modelo académico

Para ilustrar el ḿetodo general de diseño de los observadores que preservan el

orden, se considera el modelo no lineal:

ΣA





ẋ1 = −18x1 + 14x2 + 6x3 + f (x1, x2, x3)
ẋ2 = x1 − 3x2 + 3x3

ẋ3 = 2x1 + x2 − 3x3

y = x1

(6.6)

dondef (x1, x2, x3) = 1
1+x1+x2

2
+x3

. En este caso, el problema de observación consiste

en estimar las variablesx2 y x3 a partir de las medición dex1.
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Fig. 6.7:Simulaciones del sistema de Chua (-.), comportamiento dinámico del observador in-
tervalo prepuesto en este trabajo (lı́nea continua) y del observador intervalo propuesto
en Moisan y Bernard (2010) (–) , y sus respectivos errores de observación.

Diseño del observador cooperativo

Es recomendable que al diseñar los observadores que preservan el orden, ya sea el

obsevardor cooperativo o intervalo, el sistemaΣA en (6.6) sea llevado a la forma de

los sistemasΠS, Π0, y ΠE, con el objeto de aplicar la metodologı́a de disẽno que ha

sido mencionada con anterioridad en programas computacionales, como es el caso de

Matlab en conjunto con Penbmi/Tomlab y el analizador Yalmip, y por consecuencia

obtener las variables de los estimadores.
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Las matrices deΠS, Π0, ΠE est́an dadas por

A =




−18 14 6
−1 −3 2
2 1 −3




, G =




1
0
0




C =
[

1 0 0
]
, H =

[
1 0 1
0 1 0

]

conf (σ) = 1
1+σ2

1
+σ2

, conσ1 = x1 +x3 y σ2 = x2. Adicionalmente, la no linealidad

φ (σ, z) = 1
1+(σ2)2+σ1

− 1
1+(σ2+z2)2+σ1+z1

es(Q,S,R)-D conQ = 1, S = 5/2 [0, 1] y

R =

[
25 25/2

25/2 0

]
. Las matrices de diseño del observador cooperativo son obtenidas

a trav́es del software comercial Penbmi/Tomlab junto con Yalmip 3.0:

L = 1 × 103




-1.1153
0.0020
0.0013


 , N =

[
10
6

]

P = 1 × 107




0.000001663 0.000000006 -0.000000188
0.000000006 0.466873223 -0.80616682
-0.000000188 -0.80616682 1.412925




, ǫ = 2.6857

tales que la desigualdad de disipatividad y cooperatividadse cumplen. Por lo tanto, el

Teorema 10 es satisfecho y un observador cooperativo puede ser disẽnado.

Para verificar el cumplimiento de la propiedad de cooperatividad en los obser-

vadores propuestos, se aplicaron las herramientas matemáticas-computacionales pre-

sentadas en el capı́tulo anterior. Primeramente, definimos el conjunto de valores de

J(z) en (5.7) para este ejemplo:

J

2
1 (z) + (b1 + c1) J1 (z) + b1c1 + J

2
2 (z) + (b2 + c2) J2 (z) + b2c2 ≤ 0

dondeb1 = −5, c1 = 5, b2 = 0, c2 = 5. Esta expresión mateḿatica representa

geoḿetricamente una elipse, cuyos ejes coordenados están dados porJ1(z) y J2(z),

como se muestra en la figura 6.8.
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Fig. 6.8:Conjunto de valoresJ(z) proporcionado por el sistemaΣA

En este ejemplo, la propiedad de cooperatividad será asegurada en los observadores

propuestos, si la condición (5.5) se cumple en todos los valores de la frontera del con-

junto J(z), Υf , lo cual constituye un ńumero infinito de ćalculos. Por ende, se ha pro-

puesto en el capı́tulo anterior la construcción de un par de aproximaciones del conjunto

Υf , mediante un polı́topo inscrito enΥf y un poĺıtopo que circunscribe a dicho con-

junto. El primero est́a definido por la envolvente convexa de los vértices de la elipse

Υ

∆ =




−5.5901 −2.5
5.5901 −2.5

0 −8.0901
0 3.090




aunado con valores que pertenecen aΥf . Estos valores serán tomados en cuenta en la

restriccíon (5.5), y son parte fundamental del análisis de cooperatividad, ya que forman

una condicíon necesaria para diseñar observadores que preservan el orden.
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Fig. 6.9:PoĺıtopoPi inscrito en el conjuntoΥf .

La segunda aproximación consiste en la creación del poĺıtopo que circunscribe al

conjunto de valores deJ(z), Pc. Este politopo está formado por la intersección de

hiperplanos soportes al conjunto deJ(z), que en este caso particular son segmentos de

recta tangentes a los vértices deΥ. Los v́ertices del politopoPc son obtenidos por la

interseccíon de los hiperplanos soportes:

Ω =




5.5901 3.0901
−5.5901 3.0901
−5.5901 −8.0901
5.5901 −8.0901




y tambíen son parte primordial del análisis de cooperatividad; la segunda condición en

el Teorema 11 indica que la matriz JacobianaM(z) seŕa cumplida en los valores de

Ω, ya que proporcionan una condición suficiente para asegurar la coperatividad en los

observadores que han sido propuestos en este trabajo (ver Fig. 6.10).
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Fig. 6.10:PolitopoPc que circunscribe al conjuntoΥ

La simulaciones presentadas en la figura 6.11 muestran que elcomportamiento

dinámico tanto del sistemaΣA como de los observadores cooperativos, cuyas esti-

maciones acotan dinámicamente por encima y por debajo al estado (x). Es claro ver

que la velocidad de convergencia de las estimaciones de la variable medible(x1) es

mucho ḿas ŕapida que la de las variables no medibles(x2, x3), para ambos obser-

vadores cooperativos. Para los observadores las matrices de disẽno sonL = L

+ = L

−,

N = N

+ = N

−, P = P

+ = P

− y ǫ = ǫ

+ = ǫ

−. Las condiciones iniciales de los

observadores son̂x+
0 = (1, 1, 1), x̂

−
0 = (0.1, 0.1, 0.1)

En la figura 6.12 se presenta el comportamiento de los erroresde estimacíon de los

observadores cooperativos. Es fácil ver que el error de estimación parax1 converge a

cero mucho ḿas ŕapido que los errores parax2 y x3.
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Fig. 6.11:Comportamiento dińamico del sistemaΣA y de estimados de los observadores coo-
perativos.

Es importante mencionar que la condición de cooperatividad en el Teorema 10 es

satisfecha mediante las aproximaciones politópicas dePi y Pc, considerando las ma-

trices de disẽno L y N obtenidas de los programas computacionales Matlab, Penbmi-

Yalmip. En el aṕendice A se muestra el algoritmo computacional utilizado para calcu-

lar las matrices de diseño y verificar las condiciones de cooperativad para el presente

ejemplo. Si alǵun vértice de la aproximación Pc no hubiera satisfecho la condición de
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Fig. 6.12:Comportamiento dińamico de los errores de estimación.

cooperatividad, entonces se realiza un proceso de refinamiento que consiste en hallar

vértices cercanos que cumplan con dicha condición. Si un v́ertice dePi no cumple

con las condicíon de cooperatividad, entonces no es posible construir observadores que

preserven el orden, ya que los valores que pertenecenPi tambíen pertenecen al con-

junto fronteraΥf , y estos representan condiciones necesarias para el cumplimiento de

la cooperatividad.
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6.2. Disẽno de observadores utilizando el método del radio de
estabilidad

El funcionamiento de los observadores disipativos y que preservan el orden ha sido

probado en algunas simulaciones numéricas, y tambíen ha sido validado experimental-

mente en el sistema de tres tanques.

6.2.1. Ejemplo 1: Sistema no lineal

Objetivo del ejemplo.Se desea diseñar un observador cooperativo con la finalidad

que sus estimados acoten dinámicamente a las trayectorias del estado tanto por arriba

como por abajo. Esto se debe realizar con unúnico disẽno del observador cooperativo.

Adicionalmente, se pretende comparar con un observador en lazo abierto

Para ilustrar la metodologı́a de disẽno de los observadores disipativos y de los que

preservan el orden, utilizando el método del radio de estabilidad se considera el sigu-

iente ejemplo acad́emico.

Σx





ẋ1 = −18x1 + 14x(2) + f (x2)
ẋ2 = −4x1 + 3x2

y = x1

(6.7)

dondef (x2) = 1
1+x2

2

. El estado del sistema está dado porx =
[

x1, x2

]T
.

Primeramente, el sistema no linealΣx tiene que ser llevado a la forma de los sis-

temasΠS, ΠO, ΠE. Para ello, las matrices deΠS, ΠO, ΠE est́an definidas por

A =

[
−18 14
1 −3

]
, G =

[
1
0

]
,

H =
[

0 1
]
, C =

[
1 0

]
,

f (σ) = (σ) =
1

1 + σ

2

La no linealidadφ (σ, z) = f (σ) − f (σ + z) = 1
1+σ2

1
1+(σ+z)2

es (Q,S,R)-D =

(−1, 0, 0.2109) -D con γ = 0.4593 es decir,φ ∈ [-0.6495, 0.6495] .
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Las matrices de diseño del observador cooperativo son obtenidas a través del soft-

ware comercial Penbmi/Tomlab junto con el analizador Yalmip 3.0:

L = 1 × 107

[
−9,4
4,3

]
, N = 0

tal que el Teorema 12 es satisfecho y un observador cooperativo puede ser diseñado. El

disẽno del observador cooperativo se desarolla utilizando la relación del radio de esta-

bilidad con el ḿetodo de dispatividad (
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ), derivando las restricciones

que contemplan a las variables de diseño para el cumplimiento del Teorema 12:

Para garantizar la estabilidad, las matrices de diseño cumplen con:

• AL sea Metzler, se requiere quel2 ≥ −1,

• AL sea Hurwitz, es necesario que21 > l1, y 2.8571 − 0.2142l1 > l2

• HN � 0, lo que implica queN ≥ 0

Para garantizar cooperatividad:

M(z) sea Metzler,se requiere quel2 ≥ −1.

Las condiciones anteriores muestran que el diseño de un observador disipativo es

ańalogo al de un observador cooperativo, debido a la similitudde las restricciones.

Es posible comparar los resultados teóricos entre los observadores propuestos, con un

observador en lazo abierto,L = 0 y N = 0. A continuacíon se presenta la comparación

entre los resultados obtenidos para este par de observadores.

∥∥
HN(AL)−1

G

∥∥−1
≥

∥∥
HA

−1
G

∥∥−1
≥ γ

962.3636 > 40 > 0.4593

En particular, en este ejemplo el radio de estabilidad con inyeccíon de salida (dado por

el observador cooperativo) se incrementa en comparación con el radio de estabilidad sin
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inyeccíon de salida (el observador en lazo abierto) a través de la gananciaL, siempre y

cuando se garantice que la matrizAL sea Metzler y Hurwitz. Lo anterior se debe a que

la matriz de ganancia se considera un grado de libertad para el radio de estabilidad con

inyeccíon de salida.

Los valores propios de la parte lineal de los observadores son

λ (A) =
[
−18.81, −2.1185

]

λ (AL) =
[
−35.84, −2.9531

]

En este caso, ńotese que el valor propio dominante (-2.9531) del observador coope-

rativo es mayor que el valor propio dominante del observadorsin inyeccíon de salida

(-2.1185), lo que resulta quela velocidad de convergencia del observador con inyección

de salida es ḿas rápida que la del observador sin inyección.

Por otro lado, si la matriz de ganancia tiene elementos no negativos, por ejemplo

conL

+ = [3.5, 1.01], entonces el radio de estabilidad con inyección de salida se reduce

en comparación con la constanteγ,

∥∥
HA

−1
G

∥∥−1
≥

∥∥
HN(AL+)−1

G

∥∥−1
≥ γ

40 > 7.6418 > 0.4593

Los valores propios están ubicados en:

λ(AL+) =
[

-16.5732 -0.9268
]

De lo anterior se observa que el observador en lazo abierto convergeŕa más ŕapido

que el observador cooperativo con la matriz de ganancia no negativa. Esto se debe a

que(ver. pag 24):

Si A es una matriz Metzler entonces,µ (A) ≤ µ (AL+) , L � 0.
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Es decir, el valor propio de Frobenius del observador cooperativo es mayor o igual

que el valor propio de Frobenius del observador en lazo abierto. Por lo tanto, al pro-

poner una matriz de ganancia con elementos no negativos se tiene el inconveniente de

reducir el radio de estabilidad con respecto al del observador sin inyecíon de salida,

incluso con respecto a la cotaγ.

En las figuras 6.13 y 6.14 se muestra el comportamiento del radio de estabilidad

(
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ) para el sistema en lazo cerrado, con respecto a las matricesde

disẽno L y N , tomando en cuentas las restricciones anteriores para la construccíon de

observadores cooperativos.

Fig. 6.13:Comportamiento del radio de estabilidad vs las gananciasL y N .
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Fig. 6.14:Comportamiento del radio de estabilidad vs las gananciasL y N .

A continuacíon se muestran los resultados obtenidos en simulación. En las figuras

6.15 y 6.16 se realiza la comparación de un observador cooperativo con un observador

en lazo abierto[L = 0T ]. Es f́acil ver que la velocidad de convergencia del observador

cooperativo es ḿas ŕapida que la del observador en lazo abierto. Debido a la propiedad

de simetŕıa del observador cooperativo no es necesario hacer otro diseño para que el

estado esté acotado dińamicamente por debajo, ya que este diseño est́a resuelto por el

disẽno del observador cooperativo con el estimado por arriba. Por lo tanto, las matrices

de disẽno del estimador por encima del estado satisfacen al observador con el estimado

por debajo y como consecuencia, la velocidad de convergencia y el radio de estabilidad

en ambos estimadores son los mismos.
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Fig. 6.15:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto parax1.
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Fig. 6.16:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto parax2.

En las figuras 6.17 y 6.18 se realiza la comparación de un observador cooperativo,

que tiene matrices de diseño no negativas, con un observador en lazo abierto[L = 0T ].

En este caso, se observa que la velocidad de convergencia delestimador cooperativo es

más lenta que la del del observador en lazo abierto.

6.2.2. Ejemplo 2: Sistema caótico de Chua

Considere el sistema eléctrico cáotico de Chua, donde su modelo matemático es

descrito en el ejemplo no. 2 de la sección previa. A continuación se presentan el diseño
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Fig. 6.17:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto parax1.
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Fig. 6.18:Estimado del observador cooperativo y del observador en lazo abierto parax2.

del observador disipativo y de los observadores que preservan el orden.

Diseño de observador cooperativo

Para este diseñoΠS, Π0, y ΠE son considerados. El estado inicial esx0 = [−0,1, 0,2, 0,005].

Las matrices ofΠS, Π0, andΠE est́an dadas en el ejemplo no.2 de las sección an-

terior Aśı que, la funcíon no lineal esf (σ) = [|σ + 1| − |σ − 1|]. Los valores de

los paŕametros son los mismos del ejemplo de Chua de la sección previa. La no li-

nealidadφ (σ, z) = [|σ + 1| − |σ − 1|] − [|σ + z + 1| − |σ + z − 1|] is (Q, S, R)-

D = (−1, 0, 2)-D, es decir,φ ∈ [-2, 2], donde la constanteγ = 1. Las matrices
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de disẽno del observador disipativo son obtenidas a través del software comercial de

Penon/Tomlab:

L =




−10
−154

15




, N =
[

0
]

asi que las restricciones del Teorema 12 son satisfechas. Entonces, el observador

cooperativo puede ser construido. El diseño del observador cooperativo se desarolla uti-

lizando la relacíon del radio de estabilidad con el método de dispatividad (
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
>

γ), derivando las restricciones que contemplan a las variables de disẽno para el cumplim-

iento del Teorema 12:

Para garantizar la estabilidad, las matrices de diseño cumplen con:

• AL sea Metzler, se requiere quel1 ≥ −11.85, y l3 ≥ 14.9

• AL sea Hurwitz, es necesario quel2 < 4.7265, y 7.7731−3.7265l2− l1 > l3

• HN � 0, lo que implica queN ≥ 0

Para garantizar cooperatividad:

M(z) sea Metzler, se requiere quel1 ≥ −11.85, y l3 ≥ 14.9.

Tomando en cuenta los parámetros del sistema ylas matrices de diseño, el radio de

estabilidad está dado por

∥∥
HN(AL)−1

G

∥∥−1
≥ γ

1.3462 > 1

En este ejemplo, el radio de estabilidad con inyección de salida (dado por el observador

cooperativo) se incrementa de forma limitada con respecto ala cotaγ. En las figuras

6.19 se muestra el comportamiento del radio de estabilidad (
∥∥
HNA

−1
L G

∥∥−1
> γ) para
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Fig. 6.19:Comportamiento del radio de estabilidad vs las gananciasL y N .

el sistema en lazo cerrado, con respecto a las matrices de diseño L y N , tomando en

cuentas las restricciones anteriores para la construcción de observadores cooperativos.

Los valores propios de la parte lineal de los observadores son

λ (AL) = [−10.94,−3.19,−0.27]

Las condiciones anteriores muestran que el diseño de un observador disipativo es afin

al de un observador cooperativo, debido a la similitud de lasrestricciones. Como con-

secuencia de las restricciones que se deben cumplir en la matriz AL, la convergencia

de los estimados de los observadores propuestos tienen un comportamiento asintótico

limitado. Mediante la propiedad de simetrı́a de los observadores propuestos, es posi-

ble obtener simult́aneamente un par de observadores ooperativos: una estimación por
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encima y por debajo de la trayectoria del estado con una inicializacíon adecuada. En-

tonces,L = L

+ = L

−, N = N

+ = N

−, y x̂

+
0 =( 3, 3, 3),x̂−

0 =( -3, -3, -3).
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Fig. 6.20:Comportamiento dińamico del sistema de Chua, del observador disipativo (od) y del
observador cooperativo,y de un observador intervalo (oim).

El observador cooperativo propuesto es comparado con un observador intervalo de

Moisan y Bernard (2006), con valores para el diseño del estimadorΘ = [−α 0 β].

En la figura 6.20 se ilustra el comportamiento dinámico del sistema de Chua, del

observador disipativo (od), de los observadores cooperativos propuestos aquı́, y esti-

madores propuestos en (Moisan y Bernard, 2006) (oim). Es fácil ver que la convergen-

cia del observador cooperativo es similar que la del observador intervalo propuesto en

(Moisan y Bernard, 2006). El punto atractivo aquı́ es que la metodologı́a del observador

cooperativo unifica algunos ḿetodos de disẽno de los observadores intervalo.
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6.2.3. Ejemplo 3: Validación experimental en el sistema tres tanques

El observador disipativo y los observadores que preservan el orden han sido vali-

dados experimentalemente en el sistema clásico de tres tanques del modelo de Amira

DTS200 (ver Figura 6.3) para ilustrar su comportamiento y propiedades. Este sistema

pueder ser visto como un prototipo de muchas aplicaciones industriales. El estado del

sistema está

Diseño del observador disipativo

Para este diseño ΠS, Π0, y ΠE son considerados. El modelo máteḿatico del sis-

tema de tres tanques, las condiciones iniciales, los flujos de entrada y de las válvulas,

aśı como los paŕametros del sistema están dados en el ejemplo no. 4 de la sección ante-

rior Las matrices del observador disipativo son obtenidas por el software de Tomlab:

L =




-15 1
1 -1
2 1




, N =
[

0 2
]

aśı que las restricciones del Teorema 11 son satisfechas y un observador disipativo

pueder ser disẽnado.

Diseño del observador cooperativo

Para este diseñoΠS, Π0, ΨE son considerados. Las matricesA, G, C, H, y las no

linealidadesf(σ) est́an en el disẽno del ejemplo no. 4 de la sección previa. Para este

observador, las soluciones son:

L =




-15 1
1 -1
2 5× 10−5




, N =
[

0 2
]

Entonces las restricciones del Teorema 12 son satisfechas yun observador coope-

rativo puede ser diseñado. Adicionalmente, es posible obtener simultáneamente un
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par de observadores cooperativos con el mismo diseño: un estimado por encima y

otro por debajo de la trayectoria del estado, teniendo una inicialización adecuada.

Entonces,L = L

+ = L

−, N = N

+ = N

−, x̂

+
0 = (0.22m, 0.13m, 0.016m), y

x̂

−
0 = (0.07m, 0.02m, -0.05m).

La validacíon experimental del observador disipativo (od) y de los observadores

cooperativos (oc) es presentada en la figura 6.21. Es claro ver que el observador disipa-

tivo converge ḿas rapido que los observadores cooperativos. Esto es esperado, ya que

el observador cooperativo además de satisfacer la propiedad de disipatividad tiene que

satisfacer la cooperatividad. No necesariamente la estimación del observador disipativo

debe preservar el orden.

Diseño del observador intervalo

Para este diseñoΨS, Ψ0, ΨE+ y ΨE− son considerados. Las matricesA, G, C, H, y

la no linealidadf(σ) est́an en el disẽno del observador disipativo. Para este observador,

las soluciones son las mismas que el diseño del observador cooperativo, es decir,L =

L

+ = L

− y N = N

+ = N

−. Entonces las restricciones del Teorema 14 son satisfechas

y los observadores intervalo se han diseñado.

Adicionalmente, una fuga de agua en el tercer tanque es considerada (π(t, x) ∈ R3;

π1 = 0, π1 = 0 y sólo es tomado en cuentaπ3). Tal fuga no seŕa más grande que

π

+
3 = -0.0005 y menor queπ−

3 = -0.0009. Por lo que, se satisface (4.3).

La figura 6.22 muestra el comportamiento del observador intervalo que acota por

encima y por debajo ax3, apesar de la perturbación o incertidumbre de la fuga de agua

(π3). Adeḿas, el tercer estimado deΨO− indica cuando el tercer tanque está apunto de

vaciarse, antes de que pase realmente. Ası́ que este estimado proporciona una señal de

alarma al sistema de control con la finalidad de evitar daños o accidentes en el sistema

de tres tanques.
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Fig. 6.21:Comportamiento del sistema de tres tanques enx3, del observador disipativo (od) y
de los observadores cooperativos (oc).
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Fig. 6.22:Comportamiento del sistema de tres tanques enx3 en presencia de una fuga y del
observador intervalo
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En este trabajo se presenta una metodologı́a de disẽno de los observadores que

preservan el orden, para una amplia clase de sistemas no lineales, en ausencia y pre-

sencia de perturbaciones e incertidumbres, utilizando el método de disipatividad con la

propiedad sist́emica de cooperatividad. La metodologı́a asegura téoricamente que los

estimados de los observadores que preservan el orden están siempre por encima o por

debajo de la trayectoria del estado, tomando en cuenta una adecuada inicialización, y

convergen asintóticamente a sus valores verdaderos, en el caso libre de perturbaciones.

Los observadores que preservan orden aunados con la convergencia del error de esti-

macíon cero se definen en este trabajo como observadores cooperativos.

La metodoloǵıa propuesta es ampliada para utilizar sistemas no linealescon per-

turbaciones aditivas. En este caso perturbado, la cooperatividad en los sistemas de los

errores de estimación juega un rol crucial, requiriendo un par de observadores de es-

tados que contienen términos de correción conocidos, para segurar esta propiedad. Sin

embargo, la convergencia converge a una vecindad de sus valores verdaderos. Estos

estimadores son definidos en este proyecto como observadores intervalo convergentes.

En los caṕıtulos 3 y 4 se proporcionan un par de algoritmos de diseño de los ob-

servadores que preservan el orden. El primero representa eldisẽno general de los esti-

madores propuestos, el cual está caracterizado por una Desigualdad Matricial No Lin-

eal, dada por el ḿetodo de disipatividad, y por una desigualdad Matricial Lineal, dada

por la condicíon de cooperatividad. Para este diseño, se necesitan encontrar cuatro va-

riables. El segundo algoritmo es un diseño particularizado, que combina el método disi-

pativo con la teoŕıa del radio de estabilidad de los sistemas positivos, con elproṕosito de



simplificar dicho disẽno mediante la sustitución de la Desiguldad Matricial No Lineal

por un ćalculo sencillo. En este diseño se requiere hallar solo un par de variables.

Un estudio minucioso de la factibilidad del diseño general de los observadores que

preservan se muestra en el capı́tulo 5, donde son resueltas un par de dificultades. La

primera consiste en el desacoplamiento de las variables de las desigualdades men-

cionadas, cuando se intenta resolverlas de forma simultánea. Para esto, se propone que

el disẽno de los observadores que preservan el orden se ha reducido ala solucíon de una

BMI y una LMI. El segundo problema hace referencia a la condición de cooperatividad,

donde se requiere resolver un número infinito de LMI’s. La solucíon a esta dificultad es

que debe de solucionar un conjunto finito de LMI’s, cuando es considerada una función

multivariable en el sistema, y solamente un número finito de LMI’s, cuando se trata

de una funcíon escalar. El disẽno de estos observadores fue desarrollado en software

comercial Penon/Tomlab.

Finalmente, en el capı́tulo 6 se valida experimentalmente la metodologı́a de disẽno

de los observadores propuestos en el sistema de tres tanquesdel modelo de Amira DTS-

200, y es probado con algunos ejemplos que han sido utilizados en la literatura de los

observadores intervalo.
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A. ALGORITMO COMPUTACIONAL

En este aṕendice se presenta el algoritmo computacional que fue utilizado en el

ejemplo 5 del caṕıtulo anterior para la aplicación de la metodoloǵıa de disẽno de los

observadores que preservan el orden (Avilés y Moreno, 2009;?).

Definición de los paŕametros del sistema

En esta parte del programa se definen todos los parámetros del sistema no lineal, el

cual es llevado a la forma deΠs

clc

clear all

disp( ’ INSTITUTO DE INGENIER ÍA - UNAM ’);

disp( ’ DEPARTAMENTO DE EĹECTRICA Y COMPUTACIÓN ’);

disp( ’ ’);

disp( ’ PROGRAMA PARA DISEÑAR OBSERVADORES...

... QUE PRESERVAN EL ORDEN ’);

disp( ’ ’);

disp( ’ ’);

disp( ’ INGRESA LOS DATOS DE TU SISTEMA ’);

disp( ’ ’);

disp( ’ ’);

disp(’MATRIZ A:’);

A=input(’A=’);



disp(’ ’);

[nA,mA]=size(A);

while nA˜=mA

disp(’ ’);

disp(’LA MATRIZ A DEBE SER CUADRADA!!!’)

disp(’ ’);

disp(’MATRIZ A:’);

A=input(’A=’);

disp(’ ’);

[nA,mA]=size(A);

end

disp(’MATRIZ G:’);

G=input(’G=’);

disp(’ ’);

[nG,mG]=size(G);

while nA˜=nG

disp(’ ’);

disp(’LA MATRIZ G NO TIENE LA DIMENSI ÓN ADECUADA!!’)

disp(’ ’);

disp(’MATRIZ G:’);

G=input(’G=’);

disp(’ ’);

[nG,mG]=size(G);

end

disp(’MATRIZ C:’);

C=input(’C=’);

disp(’ ’);

[nC,mC]=size(C);

while nA˜=mC
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disp(’ ’);

disp(’LA MATRIZ C NO TIENE LA DIMENSI ÓN ADECUADA!!’)

disp(’ ’);

disp(’MATRIZ C:’);

C=input(’C=’);

disp(’ ’);

[nC,mC]=size(C);

end

disp(’MATRIZ H:’);

H=input(’H=’);

disp(’ ’);

[nH,mH]=size(H);

while mH˜=mC

disp(’ ’);

disp(’LA MATRIZ H NO TIENE LA DIMENSI ÓN ADECUADA!!’)

disp(’ ’);

disp(’MATRIZ H:’);

H=input(’H=’);

disp(’ ’);

[nH,mH]=size(H);

end

Definición de la no linealidadf(σ)

Aqúı se define el tipo de no linealidad que utliza el sistema no lineal. Adeḿas, se

desarrolla el conjunto de valores deJ(z), Υ.

clc

disp(’QUE TIPO DE FUNCI ÓN f(z) TIENE TU SISTEMA?’ )

disp(’ 1. f: R -> R’ )

disp(’ 2. f: Rˆn -> R’ )
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disp(’ 3. f: Rˆn -> Rˆm’ )

disp(’ ’)

nolinealidad=input(’>> Opci ón: ’);

if nolinealidad==2

disp(’PROPORCIONA LOS SECTORES [K1,K2]:’);

K1=input(’K1= ’);

disp(’ ’);

K2=input(’K2= ’);

%%%%%%%%%% CONDICIÓN DE SECTOR %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

S= 0.5 * (K1+K2) %(1.2 * K23)/2 % 0.4683

R= -0.5 * (K1’ * K2+K2’ * K1)

Q= -eye(nA-mG)

syms xx yy A B

b1 =-5; c1 =5;

b2 = 0; c2 =5;

xc1=-(b1+c1)/2;

xc2=-(b2+c2)/2;

a=sqrt(((b1-c1)/2)ˆ2+((b2-c2)/2)ˆ2)

b=sqrt(((b1-c1)/2)ˆ2+((b2-c2)/2)ˆ2);

F=((xx-xc1)/a).ˆ2+ ((yy-xc2)/b).ˆ2-1;

hold on

x0=[xc1;xc2];

plot(xc1, xc2,’r * ’)

x=0;

gamma=(x+b1) * (c1+x);

x_min=-0.5 * (c1+b1)-0.5 * sqrt((c1-b1)ˆ2+(c2-b2)ˆ2);

x_max=-0.5 * (c1+b1)+0.5 * sqrt((c1-b1)ˆ2+(c2-b2)ˆ2);

%%%%% CONJUNTO J(z)%%%%%%%%%
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contador1=0;

for x= x_min:0.0001:x_max

contador1=contador1+1;

if gamma<0.25 * (b2-c2)ˆ2

% disp(’Se cumplio la parte positiva’);

% roots=solve(f);

% raices = vpa(roots,4);

yM1(contador1)=-0.5 * (c2+b2)+0.5 * sqrt((b2-c2)ˆ2+4 * (x-b1) * (c1-x));

ym1(contador1)=-0.5 * (c2+b2)-0.5 * sqrt((b2-c2)ˆ2+4 * (x-b1) * (c1-x));

xe(contador1)=x;

end

end

yy1=[ym1;yM1];

plot(xe,yy1,’b * ’)

hold on

Definición de los poĺıtoposPi y Pc

En esta parte se definen los vértices de los polı́toposPi y Pc, que seŕan considerados

en la condicíon de cooperatividad.

%%%%%%%%%%%%%%%%%

pp11= 1/(((b1-c1)/2)ˆ2+((b2-c2)/2)ˆ2);

pp12=0;

pp21=0;

pp22= 1/(((b1-c1)/2)ˆ2+((b2-c2)/2)ˆ2);

PP=[pp11 pp12; pp21 pp22]

sqrt(eig(inv(P)))

eigP=eig(P);val_P=sqrt(1./eigP)

%%%%%%%%% vértices de P_i %%%%%%%

x0=[xc1 xc2]
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DELTA=[x0-[sqrt(1./eigP(1)) 0]

x0+[sqrt(1./eigP(1)) 0]

x0-[0 sqrt(1./eigP(2))]

x0+[0 sqrt(1./eigP(2))]

%%%%%%Polı́topo P_i%%%%%%%%%%%%%%

contador=0;

for lambda= 0:0.001:1

contador=contador+1;

h1(:,contador)=lambda * (v1)+(1-lambda) * v4;

h2(:,contador)=lambda * (v1)+(1-lambda) * v3;

h3(:,contador)=lambda * (v3)+(1-lambda) * v2;

h4(:,contador)=lambda * (v2)+(1-lambda) * v4;

end

%%%%%% politopo P_C %%%%%

syms yy xx

ccc=0.000000000000001;

p11a=diff(F,xx);

p11a=subs(p11a,vertices(1,1)+ccc);

p11b=diff(F,yy);

p11b=subs(p11b,vertices(1,2)+ccc);

p21a=diff(F,xx);

p21a=subs(p21a,vertices(2,1)+ccc);

p21b=diff(F,yy);

p21b=subs(p21b,vertices(2,2)+ccc);

p31a=diff(F,xx);

p31a=subs(p31a,vertices(3,1)+ccc);

p31b=diff(F,yy);

p31b=subs(p31b,vertices(3,2)+ccc);
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p41a=diff(F,xx);

p41a=subs(p41a,vertices(4,1)+ccc);

p41b=diff(F,yy);

p41b=subs(p41b,vertices(4,2)+ccc);

contador1=0;

xxe=0;

for xxx= 2 * x_min:0.0001:2 * x_max

contador1=contador1+1;

m1=-(p11a/p11b);

bb1=(p11a/p11b) * vertices(1,1)+vertices(1,2);

m2=-(p21a/p21b);

bb2=(p21a/p21b) * vertices(2,1)+vertices(2,2);

m3=-(p31a/p31b);

bb3=(p31a/p31b) * vertices(3,1)+vertices(3,2);

m4=-(p41a/p41b);

bb4=(p41a/p41b) * vertices(4,1)+vertices(4,2);

yyy1(1,contador1)= m1 * xxx+bb1;

yyy2(1,contador1)= m2 * xxx+bb2;

yyy3(1,contador1)= m3 * xxx+bb3;

yyy4(1,contador1)= m4 * xxx+bb4;

xxe(contador1)=xxx;

end

%%%%%%%% vertices de P_c %%%%%%%%

AA0= [p21a p21b; p31a p31b]

B0 = -1 * [p21a * (-vertices(2,1))+ p21b * (-vertices(2,2));

p31a * (-vertices(3,1))+ p31b * (-vertices(3,2))]

V0= inv(AA0) * B0

AA1= [p11a p11b; p41a p41b]

B1 = -1 * [p11a * (-vertices(1,1))+ p11b * (-vertices(1,2));
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p41a * (-vertices(4,1))+ p41b * (-vertices(4,2))]

V1= inv(AA1) * B1

AA2= [p11a p11b; p31a p31b]

B2 = -1 * [p11a * (-vertices(1,1))+ p11b * (-vertices(1,2));

p31a * (-vertices(3,1))+ p31b * (-vertices(3,2))]

V2= inv(AA2) * B2

AA3= [p21a p21b; p41a p41b]

B3 = -1 * [p21a * (-vertices(2,1))+ p21b * (-vertices(2,2));

p41a * (-vertices(4,1))+ p41b * (-vertices(4,2))]

V3= inv(AA3) * B3

Definición de las condiciones de los observadores que preservan el orden En

esta parte se describen las restricciones para diseñar observadores que preservan el

orden, en el algoritmo computacional.

%%%%%%%%%%%RESTRICCIONES %%%%%%%%%%%%%%

F = set(DD<=0);

%set(DD<=0.005 * eye(size(DD +1)))

F= F + set(norm(L,1)<=2700)

F= F + set(P>0);

%F= F + set(P>0.0001 * eye(3)) % chua

%F= F + set(P([1 2 3 5])>=0.5) ;

F = F + set(epsi>0);

% F + set(HN([1 2 3 4 5 6])>=0)

F = F + set(M1(EFD)>=0)

F = F + set(M2(EFD)>=0)

F = F + set(M3(EFD)>=0)

F = F + set(M4(EFD)>=0)

%F = F + set(M1O(EFD)>=0)

%F = F + set(M2O(EFD)>=0)
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%F = F + set(M3O(EFD)>=0)

%F = F + set(M4O(EFD)>=0)

%

%%%%%%%%%%%% SOLUCIONES %%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%solution = solvesdp(F)

solution = solvesdp(F, det(P), sdpsettings(’solver’,’penbmi’))

checkset(F)

P_opt=double(P)

epsi_opt=double(epsi)

L_opt=double(L)

N_opt=double(N)

%%%%%%%%% VERIFICACION %%%%%%%%%%%%%%%%%%%

vp_P=eig(P_opt)

DD1=[(A+L_opt * C)’ * P_opt+P_opt * (A+L_opt * C)... ...+HN’ * R* HN+epsi_opt * I3+I3’

... P_opt * G-HN’ * S’ ; (P_opt * G-HN’ * S’)’ ...

... Q];

vp_DD=eig(DD1)

epsi_opt=epsi_opt/2

N=N_opt

HN=H+N* C

M1= A+L_opt * C+G* DELTA(1,:) * HN

M2= A+L_opt * C+G* DELTA(2,:) * HN

M3= A+L_opt * C+G* DELTA(3,:) * HN

M4= A+L_opt * C+G* DELTA(4,:) * HN

M1= A+L_opt * C+G* OMEGA(1,:) * HN

M2= A+L_opt * C+G* OMEGA(2,:) * HN

M3= A+L_opt * C+G* OMEGA(3,:) * HN

M4= A+L_opt * C+G* OMEGA(4,:) * HN
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