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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Una
propiedad que se ha estudiado de manera importante en la topologia general
es la contractibilidad. Intuitivamente, decimos que un espacio es contrdctil si
puede deformarse continuamente a un punto (Definicién 1.7). En este trabajo
nos interesa estudiar un obstaculo particular que impide a algunos espacios
ser contractiles; este obstaculo es que el espacio en cuestion contenga ciertos
subespacios llamados R3-continuos.

Dados un continuo X y una sucesién (A, ),en de subconjuntos no vacios
de X, definimos su limite inferior, denotado por Li A,,, como

LiA, = {x € X : para cada subconjunto abierto U de X, con = € U,
existe N € N tal que U N A,, # () para cada n > N}.

Si X es un continuo y K un subcontinuo propio de X, decimos que K
es un R3-continuo de X si existe un subconjunto abierto U de X tal que
K C U y existe una sucesion (C),),en de componentes de U que satisface
que LiC, = K.

Dado un espacio topoldgico X, a las familias de subconjuntos de X con
alguna caracteristica en especial se les llama hiperespacios de X. Algunos de
los hiperespacios més estudiados son:

» 2X ={A C X : A es compacto y no vacio},
» O(X)={A€2¥: Aesconexo} y
» C,(X)={A4 € 2% : Atiene a lo mas n componentes} para cadan € IN.

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar algunas relaciones en-
tre los R3-continuos de un continuo X y los R3-continuos de sus hiperespa-
cios Cy,(X). En el Capitulo 1 introducimos las herramientas de la Teorfa de
Continuos e Hiperespacios que seran utilizadas en los siguientes capitulos.
Consideremos las siguientes condiciones para un continuo X:
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(I) X contiene R3-continuos,
(IT) 2% contiene R3-continuos y
(ITIT) C,(X) contiene R3*-continuos para alguna n € IN.

En [1, Teorema 3, p. 209] W. J. Charatonik probé que (I) implica (II).
Ademas, en [5, Ejemplo 2.1, p. 535] A. Tllanes demostré que (I11) no implica
(I) para n = 1. En el Capitulo 2 desarrollaremos este ejemplo (seccién 2.1) y
lo utilizaremos para construir un continuo que muestra que la condicién (I1I)
no implica la condicién (I) para ninguna n € IN (seccién 2.2). Por otro lado,
en [5, Teorema 1.5, p. 532] A. Tllanes prob6 que si X es hereditariamente
unicoherente, entonces (II) y (III) implican (I) para n = 1. En la tltima
seccion de este capitulo demostraremos que esto se cumple para toda n € IN.
No se sabe si (I) implica (III), si (III) implica (II), ni si (II) implica alguna
de las otras dos condiciones.

Por otra parte, si X es un continuo y £ es un hiperespacio de X, una
funcion de Whitney para L es una funcién continua p : L — R tal que
u({x}) = 0 para cada * € X y para cualesquiera A, B € L tales que
A C B, se tiene que pu(A) < u(B). Si pu es una funciéon de Whitney para
Lyte[0,u(X)),al conjunto u='(¢) se le llama nivel de Whitney para L.
Dada n € IN, una propiedad topoldgica P es llamada propiedad de Whitney
para C,(X) si siempre que un continuo X tenga la propiedad P, se sigue
que el nivel de Whitney p~!(¢) tiene la propiedad P para toda funcién de
Whitney o : C,(X) — R y para toda ¢ € [0, u(X)).

En el Capitulo 2 también se demuestra que para cualquier n € IN, la pro-
piedad de no contener R3-continuos no es una propiedad de Whitney para
C,(X). Finalmente, en el Capitulo 3 mostraremos que las propiedades de
ser contractil y tener hiperespacio contractil no son propiedades de Whitney
para C,(X). Esto fue probado para n = 1 por A. Illanes en [5, Ejemplo
2.2, p. 537]. Desarrollaremos este ejemplo (seccién 3.1) y lo utilizaremos para
construir un continuo que muestra lo anterior para toda n € IN (seccién 3.2).

Los resultados originales de esta tesis han sido utilizados para elaborar
un articulo de investigacion titulado On strong size levels, el cual fue enviado
a una revista con arbitraje internacional para su evaluacion.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos las herramientas de la Teoria de Conti-
nuos e Hiperespacios que se usaran a lo largo de este trabajo. Comenzaremos
presentando la notacién que sera utilizada. Si X es un espacio topolégico
y A C B C X, entonces intg(A), Clg(A), Frg(A) y extg(A) denotaran al
interior, la cerradura, la frontera y el exterior de A con respecto a B, respec-
tivamente. En el caso en que B = X omitiremos la B.

Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y € > 0. Denotaremos a la bola abierta
de radio € alrededor de x como

Bile,x) ={y € X :d(z,y) <}

En caso de que no exista confusion acerca de cudl es la métrica del espacio,
escribiremos solamente B(e, x).

Sean R™ el espacio euclidiano de dimensién m y Rt = {t € R : ¢ > 0}.
Si p1,...,p, son puntos en R™, denotamos por p; ---p, la linea quebrada
con vértices pi,...,p,. En particular p;ps denota el segmento que une p; y
p2. Ademads, sit € RT, p e R™y S C R™, entonces:

i) tS denota el conjunto {tq € R™: q € S},
ii) pS denota el conjunto (J{pg CR™ :q€ S}y
iii) p+ S denota el conjunto {p+ ¢ € R™: ¢ € S}.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topologico y p € X. Diremos que X es
localmente conexo en p si para cada subconjunto abierto U de X, tal que
p € U, existe un subconjunto abierto y conexo V', de X, tal que p e V C U.
Decimos que X es localmente conezo si es localmente conexo en cada uno de
sus puntos.
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Lema 1.2. Sean X un espacio métrico y compacto, p € X y (pn)nen una
sucesion en X tal que para toda subsucesion convergente (pn, )ken se liene
que lim p,, = p. Entonces lim p, = p.

k—o0 n—00

Demostracion. Supongamos que (p, ),en no converge a p. Entonces existe € >
0 y existe una subsucesion (p,, )rew de (Pn)nen tales que B(e,p) N {pn, 1 k €
IN} = (). Como X es compacto podemos suponer que (p,, JkeN Converge a un
punto en X. Por hipétesis la sucesion (p,, )rew converge a p, contradiciendo
que B(e,p) N {py, : k € N} = 0. Por lo tanto, nh_)rgopn =p. O

Teorema 1.3. [/, Corolario 3.1.5, p. 12/] Sean X un espacio compacto y U
un subconjunto abierto de X. Entonces para cada familia {F, : o € A} de
subconjuntos cerrados de X tal que (\{F, : o € A} C U, existe un conjunto
finito {ay,...,a,} C A tal que {Fo, :1<i<n} CU.

Corolario 1.4. Sean X un espacio compacto y U un subconjunto abierto de
X. Si {F, : n € N} es una familia de subconjuntos cerrados de X tal que
Fo.y1 C F, para cadan € N y ({F,:n € N} C U, entonces existe m € N
tal que F,, C U.

Demostracion. Por el Teorema 1.3 existe un conjunto finito {n,...,nx} C N
tal que (\{Fy, : 1 <j <k} CU. Seam =max{n; : 1 <j < k}. Usando que
F,.1 C F, para cada n € IN obtenemos que F,,, C U. O

Lema 1.5. /8, Teorema 18.3, p. 123] Sean X y Y espacios topolégicos, A
y B dos subconjuntos cerrados de X tales que X = AUB y f: A —Y
y g: B — Y funciones continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B,
entonces la funcion h : X —'Y definida como

| flx), st xe A
M) = { g(x), sixeB

esta bien definida y es continua.

Definicién 1.6. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una homotopia es una
funcién continua de la forma ¢ : X x [0,1] = Y. Si X C Y y ¢((2,0)) ==
para toda x € X, entonces la homotopia ¢ es una deformacion de X en Y.
Més ain, si existe y € Y tal que para cada x € X se tiene que ¢(z,1) =y,
entonces ¢ es una contraccion de X en Y.

Definicién 1.7. Sean X y Y espacios topoldgicos. Decimos que X es contrdc-
til en Y si X C Y y existe una contraccién ¢ de X en Y. En el caso en que
X =Y, diremos simplemente que X es contrdctil.



Lema 1.8. Sea X un espacio métrico. Para cada n € N U {0} sean «, :
[0,1] = X wuna funcidn continua y p, = a,(0). Sila sucesion (a,)new conver-
ge uniformemente a o, entonces la funcion F : {p, : n € NU{0}} x[0,1] —
X definida como F(p,,t) = a,(t) es continua.

Demostracion. Sea ((qx,tx))rew una sucesiéon convergente en {p, : n € N U
{0}} x [0,1] tal que kh'm (g, tx) = (qo,to). Como lim p, = po, entonces
qo = po o existen ng y K € NN tales que g, = p,, para toda k > K.
Si existen ng y K € IN tales que g, = p,, para toda k& > K, entonces
qo = Pny, Y Por la continuidad de «,,, se sigue que
kh’m F(qx, tx) = ka F(png,tr) = klim Qg (tr)
= aing (o) = F(pny, to) = F(qo, to)-

Supongamos ahora que ¢y = po. Sea € > 0; como g es continua existe
N; € N tal que

d(ao(tr), ao(to)) < §5 para toda k > Nj. (1.1)
Sea Ny > Nj tal que para toda n > N, se tiene que
d(an(t), an(t)) < § para toda t € [0,1]. (1.2)

Finalmente, sea N > N, tal que {¢; : ¢ > N} C {p, : n > No} U {po}. Para
cadai > N sean; € {n € N:n > Ny} U {0} tal que ¢; = p,,. Luego, por
(1.1) y (1.2), para cada k > N tenemos que

d(F(qr, tk), F(qo, to)) = d(F(antk) F(qo, o)) = d(cwm, (t), ao(to))
< d(am, (t), o(tr)) + d(co(te), ao(to))
<5+5=¢
Por lo tanto, F' es continua. ]

Lema 1.9. Sea X un espacio topolégico. St L es un subconjunto cerrado de
X y U es un subconjunto abierto de X tal que U C L, entonces Frp(U) =
FI')((U) .

Demostracion. Como L es un subconjunto cerrado de X se sigue que Fry (U)
C L. Asi, usando que U es un subconjunto abierto de X tenemos que

Fry(U) = Fry(U)N L = (Cly(U) N Cly(X \U)) N L
= (Clx(U)N(X\U))N L = Cl(U)N(L\U)
= CIL(U> N CIL(L \ U) = FI"L(U).
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Lema 1.10. /11, Teorema 4.7, p. 22] Sea X un espacio métrico y compacto.
Entonces X es totalmente disconexo si y solo si para todo x € X y todo
subconjunto abierto V de X tal que x € V existe un subconjunto abierto U
de X tal quex € U CV y Fr(U) = 0.

Definicién 1.11. Un conjunto de Cantor es un espacio métrico no vacio,
compacto, denso en si mismo y totalmente disconexo.

Teorema 1.12. Sea X un espacio métrico y compacto y sea K un subcon-
junto cerrado de X . Supongamos que C C X es un conjunto de Cantor y que
existe un subconjunto abierto V de X tal que VN K =V NC # (). Entonces
K es disconexo.

Demostracion. Notemos que VN K =CNVNK =V NC. Dado que V es
un conjunto abierto, VN C # () y C es un conjunto denso en si mismo, se
sigue que V N C tiene mas de un punto. Sean = y y dos puntos distintos de
V'NC, entonces z,y € CNK. Como (VNC)\{y} = (V\{y})N(CNK) es un
subconjunto abierto de C N K y el conjunto C N K es compacto y totalmente
disconexo, por el Lema 1.10 existe un subconjunto abierto W de C N K tal
que

reW C(VNnC)\{y} (1.3)

v Frenx (W) = 0. Entonces existe un subconjunto abierto W; de X tal que
W = (Cn K)NWj. Luego,

W=vVnWw=vVnCnKnW,=Kn(VnW).

Esto implica que W es un subconjunto abierto de K. Como K NC es un sub-
conjunto cerrado de K, por el Lema 1.9 tenemos que Frg (W) = Freng (W) =
(). Entonces W es un subconjunto abierto y cerrado de K y por (1.3) sabemos
que z € Wyye K\ W. Concluimos entonces que K es disconexo. O]

1.1. Teoria de Continuos

Definicién 1.13. Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo
y no vacio. Si Y C X y Y es un continuo, diremos que Y es un subcontinuo
de X.

El siguiente teorema es un resultado clésico en la teoria de continuos y es
una version de un resultado conocido como Teorema de golpes en la frontera.

Teorema 1.14. [10, Teorema 5.7, p. 75] Sean X un continuo, E un subcon-
Junto propio y no vacio de X y K una componente de E.
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» Si E es abierto en X, entonces CI(K) N (X \ E) # 0;
» Si E es cerrado en X, entonces K NCI(X \ E) # 0.

Definicién 1.15. Sea X un continuo. Diremos que X es unicoherente si para
cada par de subcontinuos A y B de X, tales que X = AU B, se cumple que el
conjunto A N B es conexo. Un continuo X es hereditariamente unicoherente
si cada subcontinuo de X es unicoherente.

Un ejemplo de un continuo hereditariamente unicoherente es el interva-
lo [0, 1], pues sus subcontinuos son intervalos o puntos y la interseccién de
cualesquiera dos de ellos es conexa. La curva cerrada simple S' = {(x,y) €
R? : z° + y* = 1} no es unicoherente, pues al considerar las semicircun-
ferencias superior e inferior como subcontinuos, su interseccién resulta ser
{(—1,0),(1,0)} que no es un conjunto conexo.

Definicién 1.16. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

El arco, el triodo simple "= (—1,0)(1,0) U (0,1)(0,0) y en general cual-
quier drbol! son ejemplos de dendritas. En este trabajo usaremos de manera
especial una dendrita particular, su nombre es dendrita de Gehman y la
definimos a continuacion.

Ejemplo 1.17. La dendrita de Gehman.

Como primer paso para construir esta dendrita consideramos los segmen-
tos J = (0,0)(3,1) y K = (1,0)(3,1) que unen los extremos del intervalo
[0,1] x {0} con el punto (%,1) (vea Figura 1.1). Definimos ¥} = J U K.

2
1

Inductivamente, suponiendo definido Yy, sea P11 = {(2,y) € Y, 1y = 5}

1
00 4 00) y, v

Figura 1.1: Primeros pasos de la construccion de la dendrita de Gehman.

1Un 4rbol es una grafica conexa sin ciclos.
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Para cada punto p € F,;1 consideramos los segmentos J, y K, paralelos a
J y a K, respectivamente, que tienen como puntos extremos a p y un punto
en el intervalo [0, 1] x {0}. Definimos

Yo =Y U U{Jp ‘p€ P U U{Kp :p € Py}

Por ejemplo, Y2 = Y1 U{(5,3)(5,0),(2,3)(3,0)} (vea Figura 1.1). Final-
mente definimos Y = CI(|{Y, : n € IN}) (vea Figura 1.2). La interseccion
de Y con el intervalo [0,1] x {0} constituye un conjunto de Cantor; la de-

mostracién de esto se puede consultar en [13, p. 423].

Figura 1.2: dendrita de Gehman.

Lema 1.18. Sean Y la dendrita de Gehman definida en el Ejemplo 1.17 y
C el conjunto de Cantor que resulta de Y N ([0,1] x {0}). Sea d' la métrica
del mdzimo en R?, es decir, d : R?> x R?> — R es tal que

d/((ﬁb y1), (ffzﬁyz)) = mébX{|5L“2 - 1’1|7 |y2 - y1|}

Sean p y q dos puntos distintos de Y tales que p € C. Entonces existe un
subcontinuo Z de Y tal que p,q € Z y didamg (Z) < 3d'(p, q).
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Demostracién. Para cada i € N sea M; = ([0,1] x [0, 55]) N'Y. Notemos
que para cualquier par de componentes A; y B; de M; se tiene que

d(Ai, B) = 5. (1.5)
Para cada i € IN, sea Z; la componente de M; tal que p € Z;. Notemos que
qg€Y = Z;. Por (1.4) tenemos que lim didmy(Z;) = 0. Asi, existe K € IN
tal que q ¢ Z,, para toda n > K. Sea

No=méx{neN:qe Z,}. (1.6)

Entonces Zy, es un subcontinuo de Y tal que p,q € Zy,. Como q ¢ Zn, 11,
obtenemos de (1.4) y (1.5) que

%diémd/(ZNo) = 3%0 < d(p,q).
Por lo tanto, didmy(Zy,) < 3d'(p, q). O

Corolario 1.19. Sean Y la dendrita de Gehman definida en el Ejemplo 1.17
y C el conjunto de Cantor que resulta de Y N ([0,1] x {0}). Sea d' la métrica
del mdzimo en R?, es decir, d : R?> x R?> — R es tal que

d'((z1,31), (w2, 92)) = max{|zs — 21, [y2 — v}

Sean p y q dos puntos distintos de Y tales que p € C y sea o : [0,1] =Y un
arco tal que a(0) = p y a(l) = q. Entonces diamy (a([0, 1])) < 3d'(p, q).

Demostracion. Por el Lema 1.18 existe un subcontinuo Z de Y tal que
p,q € Z y didmg(Z) < 3d'(p,q). Notemos que «([0,1]) C Z, por lo tan-
to didmy (a([0,1])) < didmg(Z) < 3d'(p, q). O

En la teoria de continuos frecuentemente se estudia la convergencia de
ciertas sucesiones de subconjuntos de un continuo. Como en este trabajo el
estudio de dicha convergencia es esencial, a continuacion presentamos algunos
de sus conceptos y resultados basicos.

Definicién 1.20. Dados un continuo X y una sucesién (A,),en de sub-
conjuntos no vacios de X, definimos su limite inferior y limite superior,
denotados por Li A, y Ls A,,, respectivamente, como:

» LiA, = {z € X : para cada subconjunto abierto U de X, con z € U,
existe N € N tal que U N A,, # () para cada n > N};
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» Is A, = {z € X : para cada subconjunto abierto U de X, con z € U,
existe un conjunto infinito J C IN tal que UNA,, # () para cadan € J}.

Algunas propiedades elementales de los limites inferior y superior se pre-
sentan en el siguiente lema.

Lema 1.21. [12, Teorema 0.6, p. 4] Sea X un continuo y sean (A,)nen Y
(Bn)nen sucesiones de subconjuntos no vacios de X . Entonces:

(a) LiA, C Ls A,;
(b) Li A, yLsA, son subconjuntos cerrados de X;

(c) si A, C B, para cada n € N, entonces Li A, C LiB, yLs A, C Ls B,
)

(d) si (An,)ken €s una subsucesion de (A,)nen, entonces LiA, C LiA,, y
LsA,, CLsA,.

Proposicién 1.22. Sea X un continuo y sea (Ap)new una sucesion de sub-
conjuntos no vacios de X. Entonces Li A,, = LiCl(4,,).

Demostracion. Del Lema 1.21-(c) se sigue que Li A, C LiCl(A,). Conside-
remos ahora x € LiCl(A,) y un subconjunto abierto U de X tal que z € U.
Entonces existe N € IN tal que UNCI(A,,) # () para cadan > N. Como U es
abierto, se tiene que UNA,, # () para cadan > N. Por lo tantox € LiA,,. [

A continuacién introducimos maneras equivalentes de tratar al limite in-
ferior y al limite superior de una sucesién, las cuales nos convendra usar
frecuentemente.

Lema 1.23. Sea X un continuo y sea (Ay,)nen una sucesion de subconjuntos
no vacios de X. Entonces v € 1i A, si y sélo si existe una sucesion (Tp)neN
en X tal que x, € A, para cadan y lim x, =x

n—oo

Demostracion. Sea x € LiA,. Para cada n € IN elegimos z,, € A, tal que
d(z, 2,) < f{d(z,y) : y € A,} + =. Probaremos que lim ,, = 2. Sea ¢ > 0;

n—00
como = € LiA,, existe N € N tal que B(5,2)NA, #0y % < 5 para toda
n = N. En particular, para cada n > N existe a, € B(5,7) N Ay; asi, por
la eleccion de z, se tiene que d(z,z,) < d(z,a,) + + < £+ £ = ¢ para cada
n > N. Por lo tanto, lim x, = x.

n—oo
Reciprocamente, sea (,)nen una sucesién en X tal que z, € A, para
cadan € Ny lim z, = x. Sea U un subconjunto abierto de X con z € U,
n—oo

entonces existe N € N tal que x, € U para cada n > N. Por lo tanto,
UN A, # () para todan > N vy, asi, v € Li A,. ]
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Lema 1.24. Sea X un continuo y sea (A, )nen una sucesion de subconjuntos
no vacios de X. Entonces x € Ls A, si y sdlo si existe una sucesion de
numeros naturales (ng)ken tal que ny < ng < --- y existen puntos x,, € A,,
para cada k € N tales que lim z,, = x.

k—o00

Demostracion. Sea x € Ls A,,. Tenemos que existe un conjunto infinito J; C
N tal que B(1,z) N A, # 0 para cada n € J;. Sean ny € J; y x,, €
B(1,z) N A,,. Inductivamente, supongamos que existen ny,ns,...,ngy € Ny
Ty, Tngs - -+, Tn, € X, tales que ng < mg < --- <y y xp, € B(%,x) N Ay,
para cada i € {1,2,...,k}. Sabemos que existe un conjunto infinito Jy3 C
N tal que B(k%l,x) N A, # 0 para cada n € Jy41. Sea ny; € Jypp tal

que Ny > Ny Y sea Ty, € B(k%l,x) N A,,,,. De esta manera, podemos
encontrar una sucesién (ny)reny de nimeros naturales con ny < ng < +-- y

puntos x,, € B(%, x)N A, para cada k € IN. Falta probar que kh’m Ty, = T.
—00

Sea € > 0, entonces existe N € IN tal que % < €; de esta manera, si k > N
se tiene que d(z, z,, ) < % < % < . En consecuencia, kh’m Ty, = .
— 0
Por otro lado, sea (ny)reny una sucesién de nimeros naturales tal que
ny < ng < ---, y supongamos que existe z,, € A,, para cada k € IN, tal
que ka T, = . Sea U un subconjunto abierto de X con = € U, entonces
—00

existe N € N tal que z,, € U para cada k > N. Tomemos J = {n; € N :
k> N} C IN; asi, tenemos que J es infinito y ademds U N A,, # () para cada
m € J. Por lo tanto, = € Ls A,,. O

Otro concepto muy utilizado en la teoria de continuos es el de nube; lo
definimos a continuacion.

Definicién 1.25. Sean X un continuo, ¢ > 0y A C X. Definimos la nube
de radio € alrededor de A como el conjunto

N(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.

Lema 1.26. Sean X wun continuo y A y B subconjuntos de X. Entonces
N(e,AUB) = N(e,A)U N(e, B).

Demostracion. Sea x € X. Entonces z € N(e, A)UN (e, B) siy sélo si existe
y € A tal que d(z,y) < € o existe y € B tal que d(z,y) < €. Esto ocurre si y
sélo si existe y € AU B tal que d(x,y) < ¢, es decir, x € N(g, AU B). ]

Proposicion 1.27. Sea X un continuo y sean A, B,C C X tales que A C
N(e1,B) y B C N(eg,C). Entonces A C N(e1 + e9,C).

Demostracion. Six € A C N(e1, B), entonces existe y € B tal que d(z,y)
g1. Como y € N(eq,C), existe z € C con d(y, z) < e5. Por lo tanto d(z, 2)
d(z,y) + d(y,z) < &1 + &2 y, asi, concluimos que z € N(e; + &2, C).

ON A
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Lema 1.28. Sea X un continuo. Sie >0 y (Ay)nen €s una familia de sub-
conjuntos no vacios de X, entonces existe M > 1 tal que 1i A,, C N(g, An)
para toda m > M.

Demostracion. Como Li A,, es compacto (vea Lema 1.21-(b)), existen k € IN
y {x1,..., 2} C LiA, tales que Li A, C (J{B(5, ;) : 1 <j < k}. Para cada
j€{l,... k} existe M; > 1 tal que B(5,z;) N A, # 0 para toda m > M;.
Definimos M = méx{M; : 1 < j < k}. Sean x € LiA, y m > M, entonces
existe jo € {1,...,k} tal que z € B(5, ;). Como m > M;, se tiene que
B(5,xj,) N Ap # (D, asi que existe a,, € Ay, con d(zj,,an,) < 5. Por lo tanto
d(z,am) < d(x,xj,) + d(xj,, am) < e,y asi x € N(e, Ap,). O

Concluimos esta seccién introduciendo el concepto de R®-continuo; este
sera el objeto de estudio en los capitulos subsecuentes.

Definicién 1.29. Sean X un continuo y K un subcontinuo propio de X.
Diremos que K es un R3-continuo de X si existe un subconjunto abierto y
propio U de X tal que K C U y existe una sucesion (C,),en de componentes
de U que satisface que LiC,, = K

Ejemplo 1.30. Existe un continuo X, el cual es una compactacién de un
rayo cuyo residuo es un arco, tal que uno de sus conjuntos singulares es un
R3-continuo de X:

En el plano euclidiano, sea p = (0,0). Para cada n € IN, definimos:

an:($>1)a bn :(Gn—i-l’o)’
cn = (e 1) dn = (Gops>—1)
en = (5ar1:0) fo= (G 1)

y sea [ = {0} x [—1, 1] (vea Figura 1.3). Definimos el espacio

X=1U U{&nbncndnenfnanﬂ :n € IN}.

Consideremos el subconjunto abierto U = (( ;, ; —% % ) X,de X,y
la sucesion de componentes de U, definida para cada n € IN com

Canl = anbncn N U7 y
CQn = dnenfn NnU.

Demostraremos que
LiC, ={p}. (1.7)
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Ap+1 Cn Qp,

fo dn

Figura 1.3: ejemplo de un R3-continuo.

Para cada n € N, definimos py,_1 = b, y p2n, = €,. Entonces p, € C,, para
cadan € Ny lim p, = p, asi que p € LiC,, (vea Lema 1.23).

Por otro lado, sea ¢ € X\{p}. Observemos que si ¢ € |J{anbrcndnen fnanii
: n € N}, entonces g ¢ LiC,,. Supongamos ahora que ¢ € I \ {p} y sea ¢ =
d(q,p). Entonces B(g, q)NCy,_1 = 0 para cadan € IN o B(e, q)NCy, = () para
cada n € IN. Esto implica que ¢ ¢ LiC,, y prueba (1.7). Asi concluimos que
{p} es un R*-continuo de X. O

Lema 1.31. Si un continuo X contiene un R®-continuo K, entonces X no
es localmente conexo en ningun punto de K.

Demostracion. Supongamos que X contiene un R3-continuo K = LiC,,, don-
de (C)nen es una sucesiéon de componentes de un subconjunto abierto y pro-
pio U, de X, tal que K C U. Sea xy € K y supongamos que X es localmente
conexo en xy. Como zy € U, existe un subconjunto abierto y conexo V', de
X, tal que zg € V C U. Sea N > 1 tal que VN C, # () para todan > N.
Como V es conexo se tiene que V' C ), para toda n > N. Luego, Cy = C,
para toda n > N. Por lo tanto K = LiC,, = CI(Cy). Por el Teorema 1.14
se tiene que K N (X \ U) # 0 contradiciendo que K esté contenido en U.
Entonces concluimos que X no es localmente conexo en x. O

1.2. Teoria de Hiperespacios

Definicién 1.32. Sea X un espacio topoldgico. A las familias de subconjun-
tos de X con alguna caracteristica en especial se les llama hiperespacios de



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

X. Algunos de los hiperespacios més estudiados son:
» 2X ={A C X : A es compacto y no vacio},
» C(X)={A¢€2%: Aes conexo},
» F,(X)={A€2%: A tiene a lo mds n puntos} y
» C,(X)={A€2%: Atiene a lo mas n componentes}

para cada n € IN.

1.2.1. Convergencia en hiperespacios

Si X es un espacio métrico y compacto, a partir de la métrica de X
podemos construir una métrica para el hiperespacio 2% y también para los
demés hiperespacios que estan contenidos en 2.

Definicién 1.33. Sea X un espacio métrico y compacto. Si A, B € 2%,
definimos:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.

Entonces H : 2% x 2¥ — R es una métrica para 2% (vea [12, Teorema 0.2,
p. 2]). Esta es llamada la métrica de Hausdorff.

Sea L € {C,(X) : m € N}. Si A € L, denotaremos a la bola de radio ¢
alrededor de A en 2% como B (e, A), mientras que para referirnos a la bola
de radio ¢ alrededor de A en £ escribiremos B (g, A) N L.

A continuacion definiremos de manera alternativa una topologia para el
hiperespacio 2% utilizando los subconjuntos abiertos de X (Teorema 1.35).
Es posible definir esta topologia aunque X no sea metrizable y coincide con
la topologia inducida por la métrica de Hausdorff cuando X es un espacio
métrico y compacto (Teorema 1.37).

Definicién 1.34. Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier familia finita
de subconjuntos Uy, ..., U, de X definimos (Uy, ..., U,) como

(Ul,...,Un>:{AGQX:ACUUiyAﬂUi%@paracadaie{1....,n}}.
i=1

Teorema 1.35. [12, Teorema 0.11, p. 8] Sea X un espacio topoldgico. En-
tonces la coleccion de subconguntos de 2% de la forma (Ui, ...,U,) donde
Uy, ..., U, son subconjuntos abiertos de X es una base para una topologia
para 2°X.
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Definicién 1.36. La topologia para 2% obtenida en el Teorema 1.35 es lla-
mada la topologia de Vietoris.

Teorema 1.37. [12, Teorema 0.13, p.8] La topologia de Vietoris y la to-
pologia inducida por la métrica de Hausdorff son la misma para un espacio
métrico y compacto X.

Lema 1.38. Sea (5 : C([0,1]) — [0,1] dada por (([a,b]) = a. Entonces (3 es
una funcion continua.

Demostracion. Sea U = (s,t) N[0, 1] un subconjunto abierto basico de [0, 1].
Demostraremos que

BHU) = ((s,00) N [0,1], (s, ) N [0,1]) N C([0, 1]). (1.8)

Sea [z,y] € 371(U). Entonces x € U = (s,t) N[0, 1]. Luego, [z,y] C (s,00) N
[0,1] v [z,y]N((s,t)N]0,1]) # 0, asi que [z,y] € {(s,00)N[0,1], (s,£)N[0,1])N
C([0,1]). Reciprocamente, si [z,y] € ((s,00) N[0, 1], (s,t) N[0, 1]) N C(]0,1]),
entonces [x,y] C (s,00) N[0,1] y [z, y] N (s,t) N[0,1] # O; esto implica que
s<xyux<t Ademds z € [0, 1], por lo que z € U y asf [z,y] € 371(U).
Finalmente, como (s,00) N[0, 1] y (s,¢) N[0, 1] son subconjuntos abiertos
de [0,1] se sigue de (1.8) y el Teorema 1.37 que 37!(U) es un subconjunto
abierto de C([0, 1]). Asi concluimos que [ es una funcién continua. O

Definicién 1.39. Sea X un continuo. Para cada subconjunto K de X defi-
nimos los conjuntos:

(a) 28 ={A€2¥: AC K},
b) DIK)={Ae2X :ANK #0}y
(c) Cn(K)={A € C,(X): AC K} para cada m € IN.

Corolario 1.40. Sea X un continuo. Si U es un subconjunto abierto de X
y K es un subconjunto cerrado de X, entonces:

(a) 2V es un subconjunto abierto de 2% ;

(b) D(U) es un subconjunto abierto de 2% ;

(c) C(U) es un subconjunto abierto de Cp,(X) para cada m € IN;
(d) 25 es un subconjunto cerrado de 2% y

(e) D(K) es un subconjunto cerrado de 2.
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Demostracién. Las afirmaciones (a) y (b) se siguen de que 2V = {A € 2% :
AcCU}=(U)yDWU)=(X,U), los cuales son subconjuntos abiertos de 2
(Teorema 1.37); ademés (c) se sigue de que C,,,(U) = {A € C,,(X) : A C
U} =2YNC,(X) para cada m € N.

Por otro lado, observemos que

2K ={Ae2X ACcK}y=2¥\{Ac2¥  ANn(X\K) # 0}
=2"\D(X\ K)y
DK)={Ae2X : AnNK #£0}=2"\{Ae€2¥  AC X\ K}
= 2%\ 2\,

Finalmente, usando (b) y (a) obtenemos que 2% y D(K) son subconjuntos
cerrados de 2%, O

Los siguientes cuatro resultados seran muy utilizados para trabajar con
la métrica de Hausdorff.

Lema 1.41. Sean X un continuo, ¢g > 0 y A, B € 2X. Entonces H(A, B) <
g sty solo si A C N(eg, B) y B C N(gg, A).

Demostracion. Si H(A, B) < &y, entonces existe 6 > 0 tal que H(A, B) <
d < ¢epy secumple que A C N(6,B) y B C N(d,A). Luego, A C N(go,B) y
B C N(Eo, A)

Supongamos ahora que A C N(gg, B) y B C N(gg, A). Como N (eg, B) =
U{N(@,B) : 0 < § < g} y A es compacto, existe un conjunto finito
{61,...,0,} C (0,e0) tal que A C U{N(6;,B) : 1 < i < n}. Sea 0,, =
max{J; : 1 < i < n}. Entonces 0, € (0,9) y A C N(6y,, B). Andlogamen-
te, existe d,, € (0,e9) tal que B C N(dz, A). Definimos § = max{d,,, dn, }
Entonces 0 < 0 < €9 y ademas A C N(6,B) y B C N(6,A). Por lo tanto,
H(A,B) <6 < <. O

Corolario 1.42. Sea X un continuo, sea ¢ > 0 y sean A, B € 2% tales que
H(A, B) < e. Entonces para cada a € A eziste b € B tal que d(a,b) < ¢.

Corolario 1.43. Sea X un continuo y sean A, B, C y K elementos de 2%,
conACBCC. S HAK)<eyH(C,K)<e¢, entonces HB,K) < ¢.

Demostracion. Usando el Lema 141 y que A C B, como H(A,K) < ¢
entonces K C N(e, A) C N(e, B). Ahora, puesto que H(C, K) < € tenemos
que B C C C N(g, K). Por lo tanto H(B, K) < ¢. O

Corolario 1.44. Sea X wun continuo, sean A, B € 2% y sean (Ap)nen ¥

(B,)nen sucesiones en 2% tales que im A, = A y lim B, = B. Entonces
lfm(A, UB,) = AU B.
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Demostracion. Sea € > 0. Entonces existe N € N tal que H(A4,,A) < ey
H(B,, B) < € paracadan > N. Por los Lemas 1.26 y 1.41 tenemos que para
cada n > N se cumple que:

A,UB, C N(e,A)UN(e,B)=N(¢,AUB) y
AUB C N(e,A,)UN(e,B,) = N(e, A, U By).

En consecuencia H(A, U B,,, AU B) < ¢ para cada n > N. Por lo tanto
lim(A,UB,) =AUB. O

Haciendo uso del limite inferior y limite superior obtenemos una forma
equivalente de trabajar la convergencia en 2%, la cual utilizaremos frecuen-
temente.

Teorema 1.45. Sea X un continuo, sea A € 2% y para cada n € N sea
A, € 2X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) la sucesion (Ay,)nen converge a A con respecto a la métrica de Hausdorff
y

(b) Ls A, C ACLiA,.

Demostracion. Supongamos que la sucesion (A N converge a A con res-
n/nec
pecto a la métrica de Hausdorff. Demostraremos primero que

X\ ACX\LsA,. (1.9)

Sea zg € X \ A. Como A € 2%, existe € > 0 tal que N (g, A)NN(e, {zo}) = 0.
Sea N € N tal que H(A, A,) < ¢ para toda n > N; en particular A, C
N(e, A) para cada n > N. Esto implica que A, N N(g,{xo}) = 0 para cada
n > N. Por lo tanto zy ¢ Ls A, con lo que queda probado (1.9). Ahora se
demostrara que

ACLiA,. (1.10)

Sean a € Ay e > 0. Como lim A,, = A entonces existe N € IN tal que
H(A,A,) < e para toda n > N. En particular « € A C N(e, A,) para
cada n > N (Lema 1.41). En otras palabras, para cada n > N existe a,, €
B(e,a) N Ay; asi, B(e,a) N A,, # 0 para toda n > N. Luego, a € Li A,. De
(1.9) y (1.10) concluimos que (a) implica (b).

Para demostrar que (b) implica (a) supongamos que la sucesién (A, ),en
no converge a A. Entonces existe ¢ > 0 tal que H(A,,A) > ¢ para una
cantidad infinita de n’s. Del Lema 1.41 se sigue que existe un conjunto infinito
J C N tal que A, € N(e, A) para cadan € Jo A Z N(e, A,) para cada
neJ.
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Si A, € N(e, A) para cadan € J, elegimos un elemento z,, € A, \N(e, A)
para cada n € J; como X es compacto podemos suponer que existe x € X
tal que lim z, = x. Notamos que x ¢ N(e,A) y en particular =z ¢ A.

n—oo

Ademas, por el Lema 1.24 sabemos que x € Ls A,,. Concluimos en este caso
que Ls A, ¢ A.

Supongamos ahora que A € N(e, A,,) para cadan € J. Por el Lema 1.28,
sabemos que existe M € IN tal que LiA,, C N(e, 4,,) para toda m > M.
Esto implica que A ¢ Li A,,. O

Corolario 1.46. Sea X un continuo, sean A, B € 2% y sean (Ap)nen ¥
(By)nen sucesiones en 2% tales quelim A,, = A ylim B,, = B. Si A,NB,, # 0
para cada n € N, entonces AN B # ().

Demostracion. Para cada n € IN elegimos un punto z,, € A, N B,. Como
X es compacto existe una subsucesion (z,, Jkew de (2,)nenw que converge
a un punto z € X. Por el Lema 1.24 y el Teorema 1.45 obtenemos que
re€lsA,NLsB, ClimA, Nlim B,,. O

Si tenemos una funcién continua entre dos continuos, podemos definir de
manera natural una funciéon continua entre sus hiperespacios del siguiente
modo.

Definicién 1.47. Sean X y Y continuos y sea f : X — Y una funcién
continua. Definimos la funcion inducida 27 : 2% — 2V como 27(A) = f(A);
ademds, para cada m € IN definimos la funcion inducida Cp,(f) : Cpn(X) —

Cn(Y) como Cp(f)(A) = f(A).

Teorema 1.48. Sean X y Y continuos y sea f : X — Y wuna funcion
continua. Entonces las funciones inducidas 2/ y C,,(f) estdn bien definidas
Y son continuas.

Demostracion. Si A € 2% tenemos que 2/(A) € 2¥ por ser imagen continua
de un espacio compacto, asi que 27 estd bien definida. Por otra parte, la
funcién f es uniformemente continua por estar definida en un espacio com-
pacto; por lo tanto, dada € > 0 existe § > 0 tal que si dx(x1,x2) < J, entonces
dy (f(x1), f(z2)) < e. Afirmamos que

si Hyx (A, B) < 6, entonces Hyv (2/(A),2/(B)) < e. (1.11)

Sea f(a) € 2/(A) y sea b € B tal que dx(a,b) < & (Corolario 1.42). Entonces
dy (f(a), f(b)) < e. Se sigue que f(a) € N(g,2/(B)) y por lo tanto 2/(A) C
N(g,2/(B)). Un argumento simétrico muestra que 2/(B) C N(g,2/(A)) con
lo que queda probado (1.11). Por lo tanto 2/ es continua.
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Finalmente, sea m € IN. Si A € C,,(X), entonces A tiene a lo méas m
componentes y la imagen de cada una bajo f es un subconjunto conexo de
Y, por lo que C,,,(f)(A) = f(A) € C,,(Y). La continuidad de C,,(f) se sigue
de que C,,(f) es la restriccién de la funcién 27 al subconjunto C,,(X). O

Lema 1.49. Sean X un continuo, p € X y (Y, )new una sucesion en 2% tal
que lim (didm(Y,)) =0 yp € LiY,. Entonces limY,, = {p}.

Demostracion. Como p € 1iY,, por el Lema 1.23 existe una sucesion (p,)nen
en X tal que p, € Y, para cada n € IN y lim p, = p. Supongamos que

LsY, € {p} vy sea ¢ € (LsY,) \ {p}; entonces por el Lema 1.24 existe una
sucesion (g, Jkenw en X tal que ¢,, €Y, paracada k€ Ny kh’m Gy = ¢

d(p, .
Sea ¢ = @. Entonces existen N, K € IN tales que d(p,,p) < € para

cadan > Ny d(qn,,q) < € para cada k > K. Sea Ky € IN tal que Ky > K y
Nk, > N. Entonces para cada k > K se tiene que

<MD 4 d(puys guy) + 152

Esto implica que @ < d(pn,,, qn, ) para cada k > Ky, lo cual contradice que
lim (didmY,) = 0. Por lo tanto LsY,, C {p} C LiY,, y por el Teorema 1.45

n—oo

concluimos que limY,, = {p}. O

Corolario 1.50. Sea X un continuo, sea p € X y sea (Yy,)new una sucesion
en 2% tal que lim (didam(Y,)) = 0 y p € Y, para cada n € N. Entonces

limY, = {p}.

Lema 1.51. [12, Lema 1.48, p. 78] Para cualquier continuo X, la funcion
U : 22" — 2% dada por J(A) = U{A : A € A} estd bien definida y es

continua y suprayectiva.

Teorema 1.52. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto conezo de 2%
y ANChp(X) # 0, entonces |J A es un subconjunto de X con a lo mds m
componentes.

Demostracion. Supongamos que | J A tiene més de m componentes. Entonces
existen subconjuntos Ki, ..., K11 de |J.A no vacios y mutuamente separa-
dos tales que (JA = |J{K;: 1 <i<m+1}. Sea B € ANC,,(X). Entonces
existe i € {1,...,m + 1} tal que BN K; = (). Sin pérdida de generalidad
supongamos que BN K1 = 0. Sea Ky = |J{K; : 1 <i < m}. Definimos

Li={LeA:LCKyly
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Notemos que £;ULy; = A. Como B € Ay B C K entonces £; # (). Adem4s,
como K1 # 0y K1 C A se sigue que Lo # ().

Sea L € CI(£;). Como £; C {L € A: L C Cl(K,)} C 2€1Ko) y 2CIKo) ¢
22" (Corolario 1.40-(d)), obtenemos que Cl(£;) C 2CMK0) Entonces L C
CI(Ky), asf que LN K11 = 0; luego L ¢ Lo. Por lo tanto C1(L£1) N Ly = 0.

Sea L € C1(Ls). Como Ly C {L € A: LNCYK41) # 0} C D(CH(Kny1))
y por el Corolario 1.40-(e) sabemos que D(Cl(Kn41)) € 227, se sigue que
L € Cl(Ls) C D(CU(Kp41)). Luego, L N CLKpi1) # 0, por lo que L ¢ Ko;
as{, L ¢ Ly y obtenemos que £ N Cl(Ly) = 0. Concluimos entonces que A
1O €es conexo. [l

Corolario 1.53. Sea X un continuo. Si A € C(2%) y AN Cp(X) # 0,
entonces |J A € Cp,(X).

Demostracién. Como A € C(2¥) € 22° se sigue del Lema 1.51 que |JA €
2X. Ademds, por el Teorema 1.52 el conjunto | J.A tiene a lo mas m compo-
nentes, es decir, [JA € Cp,(X). O

1.2.2. Arcos ordenados

Definicién 1.54. Sea X un continuo y sean A, B € 2X. Un arco ordenado
desde A hasta B es una funcién continua « : [0,1] — 2% tal que a(0) = A,
a(l) = B y para cada s,t con 0 < s < t < 1 se tiene que a(s) C «(t).

Teorema 1.55. [12, Teorema 1.8, p. 46] Sea X un continuo y sean A, B €
2X tales que A # B. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Emiste un arco ordenado en 2% desde A hasta B;
(b) A C B y cada componente de B interseca a A.

Lema 1.56. Sean X un continuo, A y B€2X, neN ya:[0,1] — 2% un
arco ordenado desde A hasta B. Si A € C,,(X), entonces a([0,1]) C C,(X).

Demostracion. Como A € C,,(X), existen k < n y componentes Ay, ..., A
de A tales que A = |J{A; : 1 <i < k}. Seat € (0, 1]. Entonces aho y 5 un

)

arco ordenado desde A hasta «a(t). Supongamos que «a(t) = J{B, : v € I},
donde B, es una componente de a(t) para caday € I y B,, # B,, si 1 # 72.
Definimos f : I — {1,...,k} como

f(y)=min{j € {1,...,k}: B,NA; # 0}

Por el Teorema 1.55 f estd bien definida. Sean 1,7, € I tales que f(71) =
f(72). Entonces existe jo € {1,...,k} tal que B,, N A, #0y B,,NA;, #0.
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Como B,, UA,, UB,, € C(a(t)) y tanto B,, como B,, son componentes de
a(t) se tiene que B, = B,, UA,;, UB,, = B,, vy as{ 71 = 7. Concluimos
entonces que f es inyectiva, por lo que |I| < k < n. Por lo tanto, a(t) €
C(X) para toda t € [0,1]. O

Los arcos ordenados son muy 1tiles para estudiar algunas propiedades de
los hiperespacios de un continuo. El siguiente resultado es una aplicacion en
el estudio de la conexidad local.

Corolario 1.57. Sea X un continuo y sea L € {28} U {C,(X) : n € N}.
Entonces L es localmente arcoconexo en X.

Demostracidén. Sea € > 0, probaremos que B (¢, X) N L es arcoconexo. Sea
A € BH(g,X)N L. Como A estd contenido en X y X es conexo, por el
Teorema 1.55 existe un arco ordenado « : [0,1] — 2% desde A hasta X.
Como «a(0) = A € L se tiene que Im(a) C L (vea Lema 1.56). Sea t €
[0,1]. Tenemos que X C N(e,A) C N(g,a(t)) y a(t) C N(e,X), asi que
a(t) € B (e, X)N L (vea Lema 1.41). Por lo tanto « : [0, 1] — £ es un arco
ordenado en B (e, X) N Ly, asi, B¥ (¢, X) N L es arcoconexo. O

1.2.3. Contractibilidad en hiperespacios

En esta seccién presentamos algunas relaciones que se conocen entre la
contractibilidad en hiperespacios y los R3-continuos.

Lema 1.58. Sean X un continuo, L' € {2X} U{F,(X):n € N}U{C,(X):
nelN}yLe{2X}U{C.(X):n € N}. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) L' es contrdctil en L y

(b) existe una homotopia H : L x [0,1] — L tal que H(A,0) = A y
H(A,1) = X para toda A € L'.

Demostracion. Claramente (b) implica (a).

Supongamos que L' es contractil en £. Entonces existen B € £ y una
homotopia H : £’ x [0,1] — L tales que H(A,0) = Ay H(A,1) = B para
toda A € L'. Como B C X y X es conexo, por el Teorema 1.55 sabemos que
existe un arco ordenado « : [0,1] — 2% tal que a(0) = B y a(1) = X. Més
aun, por el Lema 1.56 se tiene que

a([0,1]) C L. (1.12)
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Definimos H : L' x [0,1] — £ como

Por (1.12) y el Lema 1.5 se tiene que H estd bien definida y es continua.
Finalmente, notemos que H(A,0) = Ay H(A,1) = X paratoda A € L. [

Teorema 1.59. Para cualquier continuo X las siquientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) Fi(X) es contrdctil en C(X),

(b) 2% es contrdctil,

(c) Cr(X) es contractil para toda m € N y
(d) Cn(X) es contrdctil para alguna m € IN.

Demostracion. Supongamos que F;(X) es contractil en C(X). Entonces exis-
te una homotopia H : Fi(X) x [0,1] — C(X) tal que H({a},0) = {a} y
H({a},1) = X para toda a € X (Lema 1.58). Definimos H : 2X x [0,1] — 2¥
como

At) = J{H({a}.t) 1 a € A},
Veamos que H estd bien definida. Para esto, notemos que
{H({a},t):a € A} = H(F\(A) x {t}) para cada (4,t) € 2% x [0,1].

Como A € 2% entonces F;(A) es compacto, asi que Fy(A) x {t} es compac-
to; luego, H(Fi(A) x {t}) € 260 ¢ 22°. Por el Lema 1.51 tenemos que
H(A,t) = JH(Fi(A) x {t}) € 2%, asi que H esté bien definida.

Para ver que H es continua, sea ((A,,t,))nen Una sucesién convergente
en 2% x [0,1] tal que nhnolo (A, tn) = (Ao, to) para algin (Ag,tg) € 2% x
[0, 1]. Entonces por la continuidad de 27 (Teorema 1.48) y de | J (Lema 1.51)
tenemos que

lm A (A, ) = 1im JH(Fi(An) x {t}) = | lim 27 (F(4,) x {t.})

= J2"(lim (Fi(An) x {t}) = [J2" (Fi(40) x {to})
= JH(Fi(A) x {to}) = H (Ao, o).
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Luego, H es una homotopia. Ademds

H((A0) = {H{a},0):ac A} = J{{a} :ac A} = Ay
| = J{H{a}.1):ae A} = J{X:ac A} =X

para toda A € 2%. Por lo tanto 2% es contractil.

Supongamos ahora que 2% es contractil. Entonces existe una homotopia
H : 2% x [0,1] — 2% tal que H(A,0) = Ay H(A,1) = X para toda A € 2%
(Lema 1.58). Sea m € IN. Definimos H : C,,,(X) x [0,1] — C,(X) dada por

— U{H(A,s) s €[0,t]}.

Para ver que H estd bien definida, notemos que {H(A,s) : s € [0,¢]} =
H({A} x [0,t]). Como {A} x [0,t] es compacto y conexo entonces H({A} x
[0,¢]) € C(2%). Ademds, H(A,0) = A € C,,(X) N H({A} x [0,1]), asi que
Cm(X) N H({A} x [0,¢]) # 0. Luego, por el Corolario 1.53 tenemos que
H(A,t) = JH({A} x [0,1]) € C\n(X), asf que H esta bien definida.

Sea ((An,tn))nen una sucesion convergente en C,,(X) x [0,1] tal que
nh_)rgo (An,tn) = (Ao, to) para algin (Ao, tg) € Cp(X) x [0,1]. Usando el Le-

ma 1.51 y la continuidad de 2% (Teorema 1.48) obtenemos que
JLHC}OH(An,t ) = lim UH {A,} x U lim 2({A,} x [0, t,))
= U2H {Ao} x [0,%0]) UH {Ao} x [0,0]) = H(Ao. to).
Por lo tanto H es una homotopia. Notemos también que
H(A0)=| J{H(A s):s€{0}} =H(A,0)=Ay
= J{HA s):s€0,1]} =X
para toda A € C,,(X). Por lo tanto, C,,,(X) es contractil.

Claramente (c) implica (d).

Para concluir la prueba, supongamos que existe m € IN tal que C’ (X)
es contractil. Entonces existe una homotopia H : Cp,(X) x [0,1] — Cp,(X)
tal que H(A,0) = Ay H(A,1) = X para toda A € C,,(X) (Lema 1.58).
Definimos H : F1(X) x [0,1] — C(X) como

H({a},t) = | J{H{a},s) : s € [0,4]}.
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Notemos que {H ({a},s) : s € [0,t]} = H({a} x [0,t]) y que {a} x [0,t] es
compacto y conexo. Entonces H({a} x [0,t]) € C(C,,(X)) C C(2¥). Como
H({a},0) = {a} € C(X) entonces H({a} x [0,t]) N C(X) # 0. Luego, por
el Corolario 1.53 tenemos que H({a},t) = |JH({a} x [0,t]) € C(X), asi que
H esté bien definida.

Consideremos una sucesiéon convergente (({a,},t,))nen en F1(X) x [0, 1]
tal que nlLHolo ({an},tn) = ({ao}, to) para algin ({ap},to) € Fi(X) x [0, 1]. En-

tonces usando el Lema 1.51 y que 27 es continua (Teorema 1.48) obtenemos
que

nh—{lolo H({an} tn) = llm UH {a,} x U hm oH ({a,} x [0,t,])
= U2H {ao} x [0, o)) UH {ao} x [0,to]) = H({ao}, to).

Por lo tanto H es una homotopia. Finalmente, como

H({a},0) = | J{H({a} 5) : s € {0}} = H({a},0) = {a} y
H({a},1) = {H({a},5):s€[0,1]} =X

para toda a € X, concluimos que F;(X) es contréctil en C'(X). ]

Corolario 1.60. Si X es un continuo contrdctil, entonces 2% y C,,,(X) son
contractiles para toda m € IN.

Demostracion. Sea xg € X y sea ¢ : X x [0,1] — X una homotopia tal que
o(x,0) =2y p(z,1) = xy para toda z € X. Definimos ¢ : F;(X) x [0,1] —
C(X) como ¢({z},t) = {p(z,t)}. Observemos que para todo {z} € Fi(X)
se tiene que:

p({x},0) = {z}ty
¢({x},1) = {xo}.
Por otra parte, sea (({yn}, tn))nen una sucesiéon convergente en Fy(X) x [0, 1]
tal que nhjgo {ynt,tn) = ({yo},to) para algin ({yo},t) € Fi(X) x [0,1].
Entonces
T G({ynt, tn) = Mm {@(yn, tn)} = { 0 o (yn, t0)}
= {v (o, t0)} = ({yo} to)

asi que ¢ es una homotopia; luego, F;(X) es contractil en C'(X). Finalmente,
por el Teorema 1.59 concluimos que 2% y C,,(X) son contractiles para toda
m € IN. O
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Los siguientes resultados nos proporcionan una condicién suficiente para
que un continuo X y sus hiperespacios 2% y C,,(X) no sean contractiles.

Teorema 1.61. [1, Teorema 2, p. 209] Si un continuo X contiene un R3-
continuo, entonces X no es contrdctil.

Teorema 1.62. [1, Teorema 3, p. 209] Sea X un continuo. Si K C X es un
R3-continuo, entonces 25 es un R3-continuo en 2.

Corolario 1.63. Si un continuo X contiene un R3-continuo, entonces 2 y
Cin(X) no son contrdctiles para toda m € IN.

Demostracién. Por el Teorema 1.62 sabemos que 2% contiene un R-continuo
y del Teorema 1.61 obtenemos que 2% no es contractil. Finalmente, por el
Teorema 1.59 concluimos que C,,(X) no es contractil para toda m € N. [

1.2.4. Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney constituyen una manera de medir el tamano
de los elementos de 2% y son una herramienta muy 1til para estudiar la
estructura de los hiperespacios.

Definicién 1.64. Sean X un continuo y £ € {2¥} U{C,(X) : n € N}. Una
funcion de Whitney para L es una funcion continua p : £ — R tal que:

(a) u({zr}) =0paracadaz e Xy
(b) para cada A, B € L tales que A C B, se tiene que pu(A) < u(B).

Definicién 1.65. Sea X un continuo y sea p : C(X) — R una funcién
de Whitney. Un nivel de Whitney para C(X) es un conjunto de la forma
pt(t) ={A € C(X): u(A) =t} para alguna t € [0, u(X)).

Lema 1.66. [6, Lema 8.4, p. 112] Los niveles de Whitney son continuos no
degenerados.

Definicién 1.67. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es totalmente
acotado si para cada & > ( existe un subconjunto finito F' = {z1,...,x,} de
X tal que X = {B(e,z;) : 1 <i<n}

Las funciones de Whitney no son sencillas de construir, sin embargo en
el Ejemplo 1.69 presentamos la construccién de una de ellas. Dado que usa-
remos dicha funcién de Whitney mas adelante (Ejemplo 3.1) consideramos
conveniente presentarla con detalle. Antes de ello introducimos un lema au-
xiliar.
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Lema 1.68. Sea X un espacio métrico totalmente acotado. Para cada n > 2
definimos una funcion d,, : F,(X) — R como

0, si |A] < n;
min{d(a;, a;) : a;,a; € A y a; # a;}, si |Al =n.

d,(A) = {

Entonces para cada n > 2 la funcion p, : 2% — R dada por
pin(S) = sup{dn(A) : A € F,,(S)}
estd bien definida. Ademds, si S,S" € 2% se cumple que:
(1) tns1(S) < pn(S) para cada n > 2;
(1) Hm 1, (S) = 0;
(iii) po(S) = didm(S) y
() si S C S, entonces p,(S) < pn(S’) para cada n > 2.

Demostracion. Sea S € 2X. Observamos que si A € F,(S), entonces d,,(A) <
didm(S) para cada n > 2. Se sigue que p,(S) estd bien definida y p,(S) <
didm(S) para cada n > 2.

Sean > 2ysea A€ F,1(S). Digamos que A = {ay,... a1}, con k < n.
Entonces A" = A\{ags1} € Fi(S) vy dns1(A) < dp(A') < pn(S). Por lo tanto
tnt1(S) < pn(S), con lo que queda probado (i).

Para demostrar (ii), sea ¢ > 0. Como X es totalmente acotado, existe un
subconjunto finito F = {z1,..., 2y} de X tal que X = (J{B(5,2;) : 1 <i <
N}. Sean > N ysea A€ F,(5). Probaremos que

2
d(4) < 5 (1.13)
Si A tiene menos de n puntos, entonces d,,(A) = 0. Si A tiene n puntos, en-
tonces, como n > N, existe k € {1,..., N} tal que la bola B(%, a:k) contiene

més de un punto de A. Sean a; y a; dos puntos distintos en AﬂB(%, xk) Esto
implica que d,(A) < d(a;,a;) < % y prueba (1.13). Con esto concluimos que
1in(S) < % < e para cada n > N. Por lo tanto lim 4,,(5) = 0.

Para probar (iii), notemos que

po(S) = sup{da(A) : A € F5(5)} = sup{d(ai, a;) : {a;,a;} C S}
= sup{d(a;, a;) : aj,a; € S} = didam(9).
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Finalmente, sea S’ € 2% tal que S C S’ y sea n > 2. Entonces
{d,(A): Ae F,(S)} C {d.(A): Ae F,(5)}.
Se sigue que f1,,(S) < pn(S’), con lo que queda probado (iv). O
Ejemplo 1.69. Una funcion de Whitney.

Sea X un espacio métrico totalmente acotado. Para cada n > 2 sean
dy: Fr(X) = Ry py,: 2%¥ — R como en el Lema 1.68. Definimos la funcién

p: 2% — R como
Z 2n 1'

n=2
Sea S € 2%. Por el Lema 1.68-(i),(iii) sabemos que p,(S) < didm(S) para
cada n > 2, por lo que p(S) estd bien definido y ademds p(S) < didm(S).
Demostraremos ahora que p es una funcion de Whitney.

Para demostrar que p es continua primero se probara que dada § > 0 se
tiene que

si 8" C N(6,S5), entonces pu(S") < u(S) + 20. (1.14)

Supongamos que S’ C N(0,S5). Sean > 2y sea P, = {p},...,p,} € FL.(5).

Para cada i € {1...,k} elegimos p; € S tal que d(p;,p;) < ¢. Entonces

P, ={p1,...,pr} € F.(S) y para cualesquiera i,j € {1,...,k} tenemos que

d(p;, ;) < d(p, pi) + d(pi, p;) + d(p;s, p) < d(ps, pj) + 20.

Se sigue que d,(F,) < d(p;,p}) < d(pi,p;) + 20 para cada 4,5 € {1,...,k}.
Entonces
d.(P)) < dn(P,) + 20

y asi
pn(S") = sup{d,(A) : A € F,(5)}
<sup{d,(A) : A€ F,(S)} + 20
= pin(S) 4 26 para cadan > 2

En consecuencia

o0

(') =

= i (S) + 20
ZM 1 = u(S) + 296,
n=2

n=2

con lo que queda probado (1.14).
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Ahora bien, dada € > 0, si H(S,5") < g, entonces S C N(5,5)y S C
N(£,5"). De (1.14) obtenemos que p(S') — pu(S) < 3¢y pu(S) — u(S) < 3e.
Por lo tanto |p(S") — u(S)] < 3¢ < e y asf obtenemos que

 es continua. (1.15)

Por otro lado, si x € X, entonces, como d,({z}) = 0, para toda n > 2
tenemos que
p({x}) = 0 para cada = € X. (1.16)

Supongamos ahora que S C S’. Seap € S"\ S y sea § = d(p,S) > 0.
Por el Lema 1.68-(ii), existe N > 2 tal que u,(S) < ¢ para toda n > N. Sea
i > N tal que p;(S) < p;i—1(S). Sea P,_y € F;_1(S) y sea P/ = {p} U P,_;.
Entonces P} € F;(S') y

di—1(P—1) < pi1(S) < 6.

Puesto que d;_1(P—1) < § < d(p,q) para cada ¢ € P,_;, tenemos que
d;(P!) = d;_1(P;_1). Luego, para cada P,_; € F,_1(S) existe P! € F;(5)
tal que d;—1(Pi—1) = d;(P/). Se sigue que p;(S) < pi—1(S) < pi(S’). Como
we(S) < pp(S') para cada k > 2 (Lema 1.68-(iv)) obtenemos que u(S) <
wu(S"). Por lo tanto, de (1.15) y (1.16) concluimos que p es una funcién de
Whitney. O

Los siguientes resultados seran utilizados en los proximos capitulos como
herramientas para estudiar si un continuo o sus hiperespacios contienen R3-
continuos. También son ttiles en el estudio de los hiperespacios en general.

Lema 1.70. Sean m € N, pu : C(X) — R wuna funcién de Whitney y
A € Cp(X). Sean Ay, ..., Ay las componentes de A. Si a; es un punto de
A; para cada i € {1,...,k}, entonces para cada t € [pu({ay,...,ax}), p(X)]
eriste B € Cy,,(X) tal que

(1) w(B) =t
(i) BCAoACBuy
(iii) {ay,...,ax} C B.

Demostracion. Por el Teorema 1.55 y el Lema 1.56 existe un arco ordenado
aj : [0,1] — C,(X) desde {ay,...,ax} hasta A y existe un arco ordenado
as : [0,1] — C(X) desde A hasta X. Definimos « : [0, 1] — C,,(X) como

alt) = aq(2t), si 0<t< %;
T (2t -1), si <<



1.2. TEORIA DE HIPERESPACIOS 33

Por el Lema 1.5 la funcién « es continua. Ademads, para cada s,t con 0 <
s <t <1 se tiene que a(s) C «(t); en otras palabras a es un arco ordenado
desde {ay, ..., a;} hasta X. Luego, a([0, 1]) es conexo y como p es una funcién
de Whitney entonces pu(a([0,1])) = [u({a1,...,ar}), p(X)]. Asi, existe B €
a([0,1]) € Cp(X) tal que u(B) = t. Como « es un arco ordenado tenemos
que {ai,...,ax} C B. Finalmente, sea r € [0, 1] tal que B = a(r). Si r < %,
entonces B = a(r) C a(3) = Aysir > 3, entonces A = a(3) C ar) =
B. O]

Como caso particular del lema anterior obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.71. Sean X un continuo, y : C(X) — R una funcion de Whit-
ney y A € C(X). Entonces para cada t € [0, u(X)] existe B € C(X) tal que
u(B) =ty ademds BC A o AC B.

Corolario 1.72. Sean pu : C(X) — R una funcion de Whitney y t €
0, (X)]. Si A y B son subcontinuos de X tales que A C B y u(A) <
t < u(B), entonces existe D € p~'(t) tal que A C D C B.

Demostracion. Sea [i la restriccion de p a C'(B). Entonces fi es una funcién
de Whitney, t € [0, i(B)] y A € C(B). Por el Corolario 1.71 existe D € C(B)
tal que u(D) = (D) =ty ademds D C Ao A C D. Como u(A) < u(D)
concluimos que A C D C B. ]

Corolario 1.73. Sean m € N, u : C,,(X) — R una funcion de Whitney y
A€ Cp(X)\ F,(X). Sean A, ..., A* las componentes de A yt = p(A). Si
para cada i € {1,...,k} existe una sucesion (A!),en en C(X) que converge
a A y A, = AL U ... U Ak entonces existe N € N que cumple que para

cada n > N existe B, € u~(t) tal que B, C A, o A, C B, y ademds B,
interseca cada componente de A,,.

Demostracion. Para cada i € {1,...,k} sea p’ € A’y sea (p},)nen una su-
cesién en X tal que p! € A’ para cadan € Ny lim p,, = p' (Lema 1.23 y

Teorema 1.45). Dado que A € C,,(X) \ F,,,(X) se tiene que

m{p!,...,p%} = {p',....p"} C A

Como p es una funcion de Whitney obtenemos que

tm(u({pn - -, Ph}) = p({p's .- P} < u(A) =t.

Por lo tanto existe N € IN tal que u({pl,...,p*}) <t para toda n > N.
Sea n > N. Sea P, un subconjunto de {pl,... ,p*} tal que P, tiene un
punto en cada componente de A,. Entonces P, C A, y u(P,) < t. Por el
Lema 1.70 existe B, € pu~'(t) tal que B, C A, 0 A, C B, y ademés P, C B,.
Esto implica que B,, interseca a cada componente de A,,. O
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Corolario 1.74. Sean X un continuo, 1 : C(X) — R una funcion de Whit-
ney y to € [0, u(X)]. Entonces la unidén de los elementos del nivel i~ (to) es
wgual a X.

Demostracion. Sea x € X. Por el Corolario 1.71 existe B € C(X) tal que
u(B) =ty y ademas {z} C B o B C {z}. Como p({z}) = 0 < ¢, se sigue
que {z} C B. Por lo tanto B € u~'(ty) y € B. O

Lema 1.75. Sean £ € {2} U{C,(X) :m € N}, p: L — R una funcidn
de Whitney, A € L y (An)nen una sucesion en L tales que lim A,, = A. Sea
(Bn)nen una sucesion en L tal que u(B,) = p(A) y A, C B, 0o B, C A,
para cada n € N. Entonces la sucesion (By)nen converge y lim B,, = A.

Demostracion. Sea (B, )rew una subsucesién convergente de (B,,)nen, con
lim B, = B para algin B € L. Como {B,, : k € N} C pu*(u(A)) vy p
es continua se sigue que p(B) = u(A). Si B,, C A,, para una cantidad
infinita de k’s, entonces B = lim B,, C lim A,, = A y como u(A) = pu(B)
se tiene que A = B. Similarmente, si A4,, C B,, para una infinidad de
indices k obtenemos que A = B. Por lo tanto lim B,,, = A y por el Lema 1.2
concluimos que lim B,, = A. O

Proposicién 1.76. Sea X wuna compactacion métrica del rayo [0,1) con
residuo R. Sea p : C(X) — R una funcion de Whitney y sea tg = p(R).
Entonces para cada t € [ty, (X)) se tiene que el nivel p=*(t) es un arco.

Demostracion. Sea t; € [to, u(X)). Primero se demostrara que existe un uni-
co elemento en el nivel ~1(¢;), el cual denotaremos por J, tal que JN R # ().
Para esto, fijemos un punto z € R. Por el Corolario 1.74 existe J € pu~'(t;)
tal que x € J y, asi, J N R # (). Ahora se probar la unicidad de .J. Supon-
gamos que A € u~(t;) y AN R # (), entonces se tiene que A C R o R C A.
Como p(R) =ty <t = u(A) obtenemos que R C A. Similarmente se tiene
que R C J;asi, RC ANJ. Se sigue que A C J o J C A, sin embargo, puesto
que p(A) =ty = p(J) concluimos que A = J.

Ahora, sea S = X \ Ry sea h: S — (0,1] un homeomorfismo. Definimos
una funcién p : X — [0, 1] como:

[ h(z), st xzeS;
p(x)—{()’ si x € R.

Entonces se tiene que p es continua. Consideremos la funciéon inducida por p,
esto es, p: C(X) — C([0, 1]) definida por p(A) = p(A) para cada A € C(X).
Por el Lema 1.48 sabemos que p es continua.
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Por otra parte consideremos la funcién 3 : C([0,1]) — [0, 1] definida por
B([a,b]) = a. Por el Lema 1.38 tenemos que [ es continua; luego, la funcién
Bop:C(X)— [0,1] es una funcién continua. Denotemos por g la restriccion
de la funcién 3o p al nivel de Whitney p~1(¢;), entonces g : u=*(t1) — [0, 1]
es una funcién continua.

Recordemos ahora que J es el inico elemento en =1 (¢;) tal que JNR # (.
Observemos que si A € pu~'(t1) y g(A) = 0 esto equivale a la condicién
0 € p(A), lo cual ocurre si y s6lo si AN R # (). De este modo, tenemos que

si A€ p'(t;), entonces g(A) = 0siysélosi A=J. (1.17)

Ahora bien, como p~!(#;) es compacto y g es una funcién continua, podemos
considerar el nimero by = méax(g(u~'(¢;))). A continuacién se probard que
la funcién g : p~1(¢;) — [0, bg] es biyectiva; para esto, vamos a probar que:

(a) La funcién g es inyectiva.

Sean A, B € p~'(t;) tales que g(A) = g(B), entonces se tienen dos posibili-
dades:

(i) Sig(A) = g(B) =0, se sigue de (1.17) que A = B = J.

(i) Si g(A) = g(B) > 0, entonces 3(p(A)) = B(p(B)); luego, p(A) C p(B)
op(B) C p(A). Dado que A, B C Sy S es homeomorfo al rayo (0, 1], se
tiene que A C B o B C A. Finalmente, como pu(A) = u(B) se concluye
que A = B.

En cualquier caso se tiene que A = B; por lo tanto g es inyectiva. Ahora
veamos que:

(b) La funcién g es suprayectiva.

Notemos que tanto 0 como by pertenecen a g(u~'(#1)). Ahora bien, como
g es continua y pu~'(t;) es conexo (Lema 1.66), entonces g(u~'(¢;)) es un
subespacio conexo de [0, by] que tiene a 0 y a by. Por lo tanto, g(u='(t)) =
[0, bo] y, en consecuencia, g es suprayectiva.

Finalmente, como p~'(¢;) y [0, bo] son continuos (Lema 1.66) y g es con-
tinua y biyectiva, entonces g es un homeomorfismo. Por lo tanto, u=1(¢;) es
un arco. O

Definicién 1.77. Una propiedad topoldgica P es llamada propiedad de Whit-
ney (respectivamente propiedad de Whitney para C,,(X)) si siempre que
un continuo X tenga la propiedad P, se sigue que p~'(t) tiene la propie-
dad P para toda funcién de Whitney p : C(X) — R (respectivamente
p: Cp(X) — R) y para toda t € [0, u(X)).
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Definicién 1.78. Una propiedad topolégica P es llamada propiedad rever-
sible de Whitney si cada vez que p: C(X) — R es una funciéon de Whitney
y para cada t € (0, u(X)) se tiene que p~'(¢) tiene la propiedad P, se sigue
que X también tiene la propiedad P.

Teorema 1.79. La propiedad de ser un arco es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sea X un arco y sea f : [0,1] — X un homeomorfismo.
Entonces X es una compactacién métrica del rayo [0,1) cuyo residuo es
{f(1)}. Sea p : C(X) — R una funcién de Whitney; como u({f(1)}) = 0,
se sigue de la Proposicién 1.76 que el nivel p~1(t) es un arco para cada
t €0, u(X)). O

Teorema 1.80. La propiedades de contener R3-continuos y la de no ser
contrdactil no son propiedades de Whitney.

Demostracion. Sean X e I como en el Ejemplo 1.30. Entonces X contiene
un R3-continuo y ademds X es una compactacién métrica del rayo (0, 1] con
residuo .

Sea p una funciéon de Whitney cualquiera y sea tg = p(I). Por la Proposi-
cién 1.76 se tiene que el nivel = 1(ty) es un arco. Luego, 1! (to) es localmente
conexo y se sigue del Lema 1.31 que pu~'(#y) no contiene R3-continuos. Por
lo tanto, contener R3-continuos no es una propiedad de Whitney. Més atin,
p(to) es contrictil y por Teorema 1.61 sabemos que X no es contrictil.
Concluimos entonces que no ser contractil no es una propiedad de Whit-
ney. 0

Concluimos esta seccién comentando que la conexidad local es una pro-
piedad de Whitney ([12, Teorema 14.9, p. 408]) y también es una propiedad
reversible de Whitney ([12, Teorema 14.47, p. 456]). Por otra parte, la arco-
conexidad es una propiedad de Whitney (([12, Teorema 14.8, p. 405]) pero
no es una propiedad reversible de Whitney ([9, Ejemplo 3]) y no ser unicohe-
rente es una propiedad reversible de Whitney ([12, Teorema 14.16, p. 350])
que no es una propiedad de Whitney ([12, Ejemplo 14.29, p. 330]). Final-
mente, ser un cubo de Hilbert y tener la propiedad del punto fijo? tampoco
son propiedades de Whitney ([12, Teorema 14.42.1, p. 436] y ([12, Teorema
14.30, p. 427))).

En los capitulos siguientes se demostrard que no contener R3-continuos,
ser contractil y tener hiperespacios contractiles no son propiedades de Whit-
ney.

2Un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo si para toda funcién continua
f: X — X existe z € X tal que f(z) = x.



37

Capitulo 2

R3-continuos en Cj,(X)

En este capitulo estudiaremos algunas relaciones entre los R3-continuos
de un continuo X y aquellos de sus hiperespacios C,,(X). Consideremos las
siguientes condiciones para un continuo X:

(I

) X contiene R3-continuos,
(IT) 2% contiene R3-continuos y
) C

(ITT) C,,(X) contiene R3-continuos.

En [1, Teorema 3, p. 209] W. J. Charatonik probé que (I) implica (II). En [5,
Ejemplo 2.1, p. 535] A. Tllanes demostré que (I11) no implica (I) para m = 1.
Este ejemplo se desarrolla en la seccién 2.1 y serd utilizado para construir un
continuo que muestra que la condicién (IIT) no implica la condicién (I) para
ninguna m € IN; la prueba de esto se dara en la seccién 2.2. Por otra parte,
en [5, Teorema 1.5, p. 532] A. Illanes probé que si X es hereditariamente
unicoherente, entonces (II) y (III) implican (I) para m = 1. En la dltima
seccién de este capitulo demostraremos que esto se cumple para toda m € IN.
No se sabe si (I) implica (III), si (III) implica (II), ni si (II) implica alguna
de las otras dos condiciones.

2.1. Un ejemplo en C(X)

En esta seccién daremos un ejemplo de un subcontinuo X de R?® que
cumple lo siguiente:

(a) X mno contiene R3-continuos,

(b) C(X) contiene un R3-continuo, y
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(c) para cada funcién de Whitney p : C(X) — R existe ¢t € (0, u(X)) tal
que p~1(t) contiene un R3-continuo.

Esto muestra que la condicién (IIT) no implica la condicién (I) para m = 1.
También muestra que la propiedad de no contener R3-continuos no es una
propiedad de Whitney. Las condiciones (a), (b) y (c¢) se demostraran en los
Teoremas 2.5, 2.6 y 2.7, respectivamente.

A lo largo de esta seccién trabajaremos con la métrica d’ del maximo en
R3, es decir, d' : R? x R* — R es tal que

d/((xla Y1, 21)7 (3727 Y2, Zz)) = méx{|x2 - xl’a ‘yz - y1|, ’Zz - 21\}.

Ejemplo 2.1. Para construir X consideremos la dendrita de Gehman Y (vea
Ejemplo 1.17). La dendrita Y es plana, esté representada en la Figura 1.2 y
supondremos que estéd encajada en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] de manera que in-
terseca al eje X exactamente en el conjunto de Cantor C que esta localizado
sobre el intervalo [0, 1] x {0}.

Denotamos por Y* al conjunto {(z,y) € R? : (z,—y) € Y}. Ademds,
para cada n > 1, sea

A= (=3,0.0)(~4,0.2) (3,03
U1 EDERAD R B DE RN+ B DR LY
O1(50.3) + (¥ < O)]U(-h 32 + (v x 0)]

(vea Figura 2.1). También, para cada n € IN definimos B, = —A, = {p €
R3: —p € A,}. Definimos

X=(JAn:nz1)u((JB.:n>1})
U (~3,0,0)(3,0,0) U ([-3,3] [, 3] x {0}).

Observamos que X es un continuo.
Finalmente definimos

X ={(z,y,2) € X : 2 = 0},
Xt ={(z,y,2) € X :2>0}y
X" ={(z,y,2) € X : 2 <0}
En los siguientes tres lemas demostraremos algunas propiedades del con-

tinuo X y de algunos de sus subconjuntos. Estos resultados seran utilizados
en el Teorema 2.5.
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(_3707()) (_%>0a %) (—%70 %)
(-3-3.1 G2
Bn (7%735*%) (%/ 37—%)
(3,0,0)
3 3 _1
(7; 3 1 1 (2 27 n)
27 2 n’ n

)

Figura 2.1: los conjuntos A, v B,.
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Lema 2.2. Sean X, Y, Cy, X° y A, para cadan € N como en el Ejemplo 2.1.
Sea p € (Cy x {0}) + ( $,2,0) y sean

Ey = {(ZL’,y,Z) GX:y> %} )

Ey = {(x,y,z) €X:y< %}
Entonces para cada subconjunto abierto W de X tal que p € W existe un
subconjunto abierto V de X tal que p € V C W y ademas:

(i) para cada n € N se tiene que V N A, es vacio o tiene exactamente dos
componentes H, y G, tales que

(ii) V N X° es conezo y

(i1i) para toda componente D de V' y cualesquiera q,w € V N (( $,3.0)+
(Co x {0})) se tiene que d'(q, D) = d'(w, D).

Demostracion. Sea W un subconjunto abierto de X tal que p € W. Para
cada 7 € IN sea

M= (=43 x = & 31 x {0} n (Y*+(=4,3.0))

y sea Z; la componente de M; tal que p € Z;. Como didmy (Z;) = % didmg (Y*+

(—3,2,0)) tenemos que lim (didmg (Z;)) = 0. Asi, del Corolario 1.50 obtene-

mos que

lim Z; = {p}. (2.1)

Sea ¢ > 0 tal que B (g,p) C W. Por (2.1) existe k € IN tal que Z; C
B? (e, p). Definimos:

vy =mf{z e R:(2,3,0) € Z;} y (2.2)

Notemos que [z1, 2] x {3} x {0} C B¥(e,p). Sea § € (0,1) tal que
(1) N3, [o1,22] x {3} x {0}) € BY(e, p),
(2) N6, Zy) € B (e.p) ¥

(3) N¥(6,Z;) no interseca a las demds componentes de Mj.
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Sea
V = NY(6,2,) UNY (5, [x1, 9] x {2} x {0}).

Entonces V' es un subconjunto abierto de X ype V C W.

Sea n € IN. Si % > 0, entonces V N A, es vacio. Si % < J, entonces H, y
G, definidos como en (i ) son no vacios y ademas

Hy,=[(z1—6z+8) x {3+ 1} x{I}]nA,

es una componente de V' N A,. De (3) obtenemos que G,, también es una
componente de V' N A,,; esto muestra (i).

Sea Z = Z, U ([z1,22] x {3} x {0}). Para mostrar (ii), notemos que Z
es un subconjunto conexo de X° y que V = (J{B?(4,7) : + € Z}. Como
B (6,2) N X% es un conjunto conexo para cada x € Z concluimos que V N
X0 =U{B¥(6,2) N X"z € Z} es conexo.

Consideremos ahora una componente D de V' y sean g, w € VN ((—%, %, 0)+
(Co x {0})). Por (2.2) y (3) sabemos que {q,w} C [z1,z2] x {3} x {0}. Como
6 < 1, notemos que si % < 6, entonces

VﬂBn:(x1—5,x2+5)x{g}><{——

es una componente de V. Asi, por (i) y (ii) tenemos que
De{VNX"}U{H,,G,:ne N}U{B,NV :ne N}

Si D =V nNX° entonces d'(q,D) = 0 = d'(w,D). Si D = H, para alguna
n € N, entonces d'(¢, D) = max{0, 1,1} = L = d'(w, D)y81D G,oD=
B, NV para alguna n € N, entonces d'(¢, D) = méx{0,0, +} = + = d'(w, D),
con lo que queda probado (iii). ]

Lema 2.3. Sean X y Cy como en el Ejemplo 2.1 y sea p € (Cy x {0}) +
(—%,0,0). Entonces para cada subconjunto abierto W de X tal que p € W
existe un subconjunto abierto V de X tal que p € V C W y ademds:

(*) para toda componente D de V' y cualesquiera q,w € V N ((—%,0,0) +
(Co x {0})) se tiene que d'(g, D) = d'(w, D).

Demostracion. Similar a la del Lema 2.2. ]

Lema 2.4. Sea X un continuo y sea K un R®-continuo de X. Digamos
que K = 1iC, C U, donde (Cy)nen €s una sucesion de componentes de un
subconjunto abierto y propio U de X. Sea py € K y sea (py)nen una sucesion
en X tal que p, € C, para cadan € N y nll_)IElopn = po. Para cadan € NU{0}

sea oy, 1 [0,1] — X una trayectoria tal que a,(0) = p, Yy (Qn)new converge
uniformemente a og. Entonces ap(1l) € K.
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Demostracion. Supongamos que ag(l) ¢ K. Por el Lema 1.8, la funcién
F:{p,:neNU{0}} x[0,1] — X definida como F(p,,t) = a,(t) para cada
n € NU {0} y para cada t € [0,1] es continua. Notemos que F(p,,0) = p,
para todan € NU{0} y F(po,1) ¢ K. Sea

t =méx{s € [0,1] : F({po} x [0,s]) C K}. (2.3)

Entonces t < 1. Como F(py,t) € K C U, existe ¢ > 0 tal que [t,t+¢) C [0, 1]
v F({po} x [t,t+¢€)) CU. Sear € (t,t +¢). Entonces r € (t,1) y F({po} X
[0,7]) € U. Como F({po} x [0,7]) € 2%, existe § > 0 tal que

N5, F({po} x [0,7])) C U. (2.4)

Como 71113010 F({{pn} x [0,7]) = F({po} %[0, 7]), existe N € N tal que H(F({pn}

x [0,7]), F({po} x [0,7])) < ¢ para toda n > N. Esto y (2.4) implican que
pn € F({pn} x [0,r]) C U para cada n > N. Luego, como F({p,} x [0,7])
es conexo obtenemos que F({p,} x [0,r]) C C, para cada n > N. Se si-
gue que F({po} x [0,7]) C LiC,, = K contradiciendo (2.3). Por lo tanto,
Oéo(l) € K. ]

Teorema 2.5. Sea X como en el Ejemplo 2.1. Entonces X no contiene
R3-continuos.

Demostracion. Supongamos que X contiene un R3-continuo K'; digamos que
K = LiC, C U, donde (C,)nen es una sucesién de componentes de un
subconjunto abierto y propio U de X. Por el Lema 1.31 se tiene que

K c X"\ {(-3,0,0),(3,0,0)}. (2.5)

Sea p € K. Consideremos una sucesiéon (p,)nen en X tal que p, € C, para
cadan > 1y lim p, = p (vea Lema 1.23). Probaremos primero que

existe un subconjunto infinito J C IN tal que p,, ¢ X° para ninguna n € J.

(2.6)

Supongamos que existe N € N tal que p,, € X° para toda n > N. Como

U N XY es un subconjunto abierto de X°, p € UN X° y XY es localmente

conexo entonces existe un subconjunto abierto y conexo V, de X, tal que

peV CcUNXYCU.Sea M > N tal que p,, € V para todan > M. Entonces

V C Cy N Cyyk para cada k > 1, de donde se sigue que Cy; = C)yyp para

cada k > 1. Por lo tanto K = LiC,, = Cl(C)y); luego por el Teorema 1.14

obtenemos que K N (X \ U) # 0, contradiciendo que K C U. Esto prueba
(2.6). Consideremos ahora cinco casos para p:
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Caso 1.pe Li(C, N X 1) yp ¢ [, 2] x {2} x {0}.

En este caso existe una sucesion (p,)nen en X tal que p, € C,, N X para
cadan > 1y lim p, = p (vea Lema 1.23).

Se sigue de (2.6) que p € lim A, \ [[-1,2] x {2} x {0}]. Sea
Ao =lim Ay \ [(=3, 5] x {3} x {0}]

y sea a: [0,1] — Ag un arco tal que a(0) =py a(l) = (—3,0,0). Definimos
7: R? — R3 como 7(z,y, 2) = (x,y,0). Para cadan € N tal que p, ¢ X" sea
m, € N tal que p, € A,,, . Definimos m,, = 0 para cada n tal que p, € X°.
Para cada n € N sea r,, = d'(p,pn) + +.

A continuacién, para cada n € IN definiremos una trayectoria a, : [0, 1] —
X tal que a,(0) = p, y para toda t € [0, 1] se cumple que d'(a,(t), a(t)) <
4r,,.

Subcaso la. p ¢ (3,2) x {3} x {0}.

Si p, € X%\ a(]0,1]), sea s, € (0,1) tal que a([0,s,]) € B¥(rn,p) vy
sea (3, : [0,8,] — pup U a([0,s,]) una trayectoria tal que (3,(0) = p, y
Bn(sn) = a(sy). Definimos a,, : [0,1] — X como

Bn(t), si te€]0,s,];
an(t) = { a(t), site[s,,1].

Por el Lema 1.5 sabemos que «, es continua. Como [3,([0, s,,]) U ([0, s,]) C
papUa([0, 5,]) € BY (21, p), tenemos que d’ (a, (), a(t)) < didmg (BY (27, p))
=4r, sit €(0,s,] y ademés d'(a,(t), a(t)) = d'(a(t),a(t)) =0sit € [s,, 1].
Luego, d'(a,(t), a(t)) < 4r, para todo t € [0, 1].

Sea A = ([0 ,1) (U{A, :n € N}). Sip, € A seao,:[0,1] - Aun
arco tal que 0,(0) = p, y 0,(1) = (—3,0,0). Sea

$, =min{s € [0,1] : a([s, 1]) C (w0 0,)([0,1])}.

Como p # (—3,0,0) entonces §,, < 1. Sea s, € (8, 1] tal que d'(a(s,,), a(3,)) <
Tn. Sea (3, : [O Sp] — X un arco tal que 5,(0) = p, vy 7T(Bn(sn)) = a(sy).
Sea v, : [$n, 1] — A un arco tal que (mo,)(t) = a(t) para cada t € [s,, 1].
Definimos a, : [0,1] — X como

_f Ba(t), sitel0,s,);
on(t) _{ u(t), sit € [sn,1].
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Por el Lema 1.5 sabemos que «,, es continua. Notemos que

sit € [sp, 1], entonces d'(a(t), a,(t)) < &' (7(ya(t)), v (t)) < d'(p,pn) < T
(2.7)
Sipé [(Cox{0})+(3,0,0)], entonces existe una vecindad L de p en A
tal que L es un arco, un triodo simple o un 4-odo simple con vértice p. Luego,
podemos suponer que 7(3,([0, 5,]))Ua([0, 5,,]) € B (ry, p). Esto implica que
para cada t € [0, s,] se tiene que

d'(a(t), an(t)) = d'(a(t), Ba(1))
< d(a(t), alsn)) +d'(7(Ba(sn), 7(Ba(t))) + d'(x(Bn(t)), Fn(t))

~
ST+ 70+ 1 =31,

Sip e [(Co x {0})+ (,0,0)], entonces podemos suponer que 7(p,) €

(Y x{0}) + (3,0,0) o que 7(B(0,5.1)) U ([0, ,]) € BY (7). Si 7(pn) €
(Y x {0}) + (5,0, 0), por el Corolario 1.19 tenemos que

didmg (a ([0, s,]) U B ([0, 50])) < 3d'(p, 7(pn)) < 3d'(p, pn).-

Como consecuencia de esto tenemos que d'(a(t), o, (t)) < 3r, para cada
t € [0,s,]. Por esto y (2.7) concluimos que d'(«(t), a,(t)) < 3r, para toda
t €10,1].

Subcaso 1b. p € (3,3) x {3} x {0}.
Sip, € X°\ a([0,1]) o 7(p,) € a([0, 1]) definimos «,, como en el Subcaso

la.
Sipn ¢ X°y m(pn) ¢ ([0, 1]), podemos suponer que p, € (5,3) x {3 +
-} x {;n-}. Supongamos que p, = (an, 5 + ;7)) ¥ p = (a,3,0). Sea
{Zn,yn} C (%, %) tal que méx{a,a,} < z, < yn,
max{z, — a,,t, —a} <1, 'y 2.8)
% — Yp < Th. (2.9)

Sean s,, 5., t, € [0,1] tales que a(s,) = (zn, 2,0), a(5) = (Yn, 5,0) y a(ty,) =
(sn) =

(g, g, 0). Consideremos un arco (3, : [0, s,] — X tal que 5,(0) = p, y Bn
(n, 5+

~—

) y un arco oy, : [$,, t,] — X tal que 0,(5,) = (Yn, % + mL, mi

y on(ty) = (% % an) Sea Yy, : [tn, 1] — A, un arco tal que (mo~,)(t) = a(t)
para cada t € [t,, 1]. Definimos «,, : [0,1] — X como
Bn(t), si t€l0,s,];
11 :
ity = | 2O O R, 5 L€ sl
on(t), si t €[Sy, tn;
Yu(t), si t € [tn, 1]
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Por el Lema 1.5 sabemos que «, es continua. Por otro lado, por (2.8) y (2.9)
tenemos que

([0, 5n]) U ([0, 55]) C Bd/( p)y
[Bns ta]) U (8, tal) € BY (1, (3,3, 0))-
Se sigue que d'(af(t),a,(t)) < 2r, para cada t € [0, s,] U [$,,t,]. Ademés

d'(a(t), an(t)) < rpparacadat € [s,, $,|U[t,, 1]. Por lo tanto, d'(a(t), i, (t)) <
2r,, para cada t € [0, 1].

le

En ambos subcasos, como d'(«(t), a,(t)) < 4r, para toda n € N y para
toda ¢t € [0,1] y ademéds lim 4r, = 0, tenemos que la sucesién (o, ),en con-

verge uniformemente a «. Como «,(0) = p, para cada n € N y «(0) = p,
obtenemos del Lema 2.4 que a(1) = (—3,0,0) € K, lo cual contradice (2.5).
Por lo tanto este caso no es posible.

Caso 2. pe Li(C, N X 1) ype -1 4] x {2} x {0}.
Sean

Elz{(:ﬂ,y,z)GX:y>%}y
EQZ{(J],y,Z) € X :y< %}

Sipe Li(C, N (B UX%) op e Li(C, N (B, N X)), entonces podemos
definir una sucesién de trayectorias como en el Caso 1 para obtener una
contradicciéon. Por lo anterior, podemos suponer que p no pertenece a esos
conjuntos. Asi, existe un subconjunto abierto V de X y existen sucesiones
de nimeros naturales ny < ng < -+ ymy <mg < --- talesquepe VCcU
y para cada k € N se tiene que

VN(C, N(ELUX®) =0y (2.10)
VN(Cp NE;NXT)=0. (2.11)

Por el Lema 2.2, podemos suponer que V también tiene las siguientes pro-
piedades:

(i) para cada n € IN se tiene que V N A, es vacio o tiene dos componentes
H, y G,, donde

Hn:VﬂAnﬂEly

(ii) V' N X es conexo y
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(iii) para toda componente D de V' y cualesquiera ¢, w € V' N ((—%, %, 0) +
(Co x {0})) se tiene que d'(¢, D) = d'(w, D).

Notemos que si (—3,0,0) € C,, para una infinidad de indices k, entonces C,,,
es igual a la componente C' de U que tiene a (—3,0,0) para una infinidad de
indices k. Como p € LiC,, C LiC' = Cl(C) (Lema 1.21) y p € U se tiene que
p € CI(C)NU = Cly(C) = C. Luego, p € C y asi p € VN, NX° para una
infinidad de indices k, lo cual contradice (2.10). Entonces podemos suponer
que

(—3,0,0) ¢ C,, para toda k € IN. (2.12)

Similarmente, como p € E, N X podemos suponer que
(—3,0,0) ¢ Cy,, para toda k € IN. (2.13)

Demostraremos a continuacién en dos pasos que

VNK=VnNn((—32,0) + (Co x {0})). (2.14)
Paso 1. VNK Cc VN ((—1,3,0)+ (Cy x {0})).
Sea q e VN K yseace >0 tal que
B(e,p) U B(e,q) C V. (2.15)

Sea k € N tal que (C,,, N XT)NB(e,p) # 0y Cp, NB(e, q) # 0. Elegimos un
punto w € (C,, N XT) N B(e,p). Por (2.10) y (2.15) se tiene que B(e,p) N
(Cn, N (E1 U X?) = 0. Entonces w ¢ Ey y w ¢ X°, asi que existe m > 1
tal que w € A,,. Como C,, es conexo, de (2.12) se sigue que C,, C A,,.
Entonces usando (i) obtenemos que

0+# B(e,q)NCp, CVNA,NC,, CVNA,NE, =G,y

Esto prueba que
g€ Cl(U{Gn ‘n > 1}). (2.16)

Ahora, sea j € N tal que (Cr,, N X*) N B(e,p) # 0y Cn, N B(e,q) # 0.
Elegimos un punto = € (C,,,, N X*)N B(e, p). De (2.11) y (2.15) tenemos que
x & Fy y, como consecuencia de esto, x ¢ X°. Entonces existe m > 1 tal que
xr € Ap; por lo tanto usando (2.13) y la conexidad de C,,, obtenemos que
Cp; C Ay Usando (i) obtenemos ahora que

0# B(e,q)NCrm, CVNA,NCy, CVNA,NE = H,,.
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Por lo anterior ¢ € Cl(U{H,, : n = 1}). De esto y de (2.16) concluimos que
qc (_%7 %a()) + (CO X {O}) ASia

VNK cCcVnN((-12,0)+(Cox{0})). (2.17)

Paso 2. VN ((—3,2,0) + (Co x {0})) CVNK.

Sea q € VN((—3,2,0)4(Cyx{0})) y seae > 0 tal que B(e,p)UB(e,q) C V.
Sea N € N tal que C,, N B(e,p) # 0 para toda n > N. Para cadan > N, sea
zn € C, N B(e,p) v sea D, la componente de V' tal que z, € D,,. Entonces
D,, C C,. Como p € VNK, por (2.17) se tiene que p € VN((—3, %,0)4—(6’0 X
{0})), y usando (iii) obtenemos que d'(q, D,,) = d'(p, D) < d'(p, z») < €. Asi,
existe =, € D,, C C,, tal que d'(q,z,) < ¢ y entonces z,, € B(e,q) N C,. Por
lo tanto B(e,q) N C, # () para todan > N y asi, g € VN K. Esto y (2.17)
completan la prueba de (2.14).

Ahora bien, como p € VN((—3,2,0)+(Cox{0})) y (—3,2,0)+(Cox {0})
es un conjunto de Cantor, obtenemos de (2.14) y del Teorema 1.12 que K es
disconexo. Esta contradiccién prueba que este caso no es posible.

Los Casos 1 y 2 muestran que p ¢ Li(C,, N X ). De manera similar se
puede probar que

p ¢ Li(C,NX7). (2.18)
Consideremos ahora el conjunto
Como consecuencia de los Casos 1y 2 y de (2.18) concluimos que
K ClimA,Nlim B, = FU[(=32,0,0)+ (Co x {0})] U [(3,0,0) + (Co x {0})].

Caso 3. Supongamos que p € KN [(—2,0,0) + (Cy x {0})]. Por el Lema 2.3
existe un subconjunto abierto W de X talquepe W C U y

(*) para toda componente D de W y cualesquiera ¢, w € W N ((—%, 0,0)+
(Co x {0})) se tiene que d'(¢, D) = d'(w, D).

Demostraremos que
Wn[(=2,00) + (Cox {0})] cWNK. (2.20)

Sea g € WN[(—32,0,0)+(Cox{0})] y sea e > 0 tal que B(e,p)UB(e,q) C
W.Sea N € N tal que C,, N B(e, p) # () para toda n > N. Para cadan > N,
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sea z, € C,, N B(e,p) y sea D,, la componente de W tal que z, € D,,. Enton-
ces D, C C,,. Como p € WN((—2,0,0)+ (Cy x {0})), usando (*) obtenemos
que d(q,D,) = d(p,D,) < d(p,z,) < €. Asi, existe z, € D, C C, tal que
d(q,x,) < € y entonces z,, € B(e,q) NC,,. Por lo tanto B(e,q) N C,, # () para
todan > N y asi, ¢ € W N K. Esto prueba (2.20).

Sean C; = (—32,0,0) + (Cy x {0}) y Co = (3,0,0) + (Cy x {0}). Como
p € WNC; y Cy es un conjunto denso en si mismo, se sigue que W NCy tiene
mas de un punto; luego (W NCy) \ (FUCs) # 0. Sea Wy = W\ (FUC,).
Entonces W, es un subconjunto abierto de X tal que Wy NC; # @) y usando
(2.20) obtenemos que

WiNnCG CcWinK=W\(FUC)NK =W\ (FUC))N(K\ (FUCy))
CWlﬂcl.

Entonces Wy NC; = Wi N K # 0y se sigue del Teorema 1.12 que K es
disconexo, por lo que este caso tampoco es posible. Similarmente se puede
probar que p ¢ K N [(3,0,0) + (Co x {0})]. Luego,

K c F\{(-2,0,0),(2,0,0)}. (2.21)

Caso 4. Supongamos que p = (z,y,2) y « € [-3,—3) U (3, 3].
Siz > %, para cada n € IN definimos

T =G 3+ )G s+ 3w (5,00 G008
T =G =306, =36, 0.0 G, 0,0
Ko=[3-DE 3 -G 0 -0V G0, -0}y
Ko =[G =3 =06 =3 =06 0, =) VG, 0, =)

)

para todan > N o p, € XU (J{J? K? : i € N}) para toda n > N.
Supongamos que p, = (T, Yn, 2,) para cada n € IN. Entonces procediendo
como en el Caso 1, podemos definir un arco « : [0, 1] — X tal que a(0) =py
a(1) = (3,0,0) y para cada n > N un arco o, : [0, 1] — X tal que a,,(0) = p,,
y an(1l) = (%,O, z,) tales que d'(«(t), a,(t)) < 4d'(p, pn) para todan > Ny
para toda t € [0, 1]. Luego, la sucesién (o, ),en converge uniformemente a o
y por el Lema 2.4 tenemos que a(1) = (£,0,0) € K, lo cual contradice (2.21).

Como p # (2,0,0), existe N € N tal que p, € X° U (U{J}, K} : i € N})

Similarmente, no es posible que = < —%. Por lo tanto

K C -3 3% (~5.3 x {0},
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Como K es conexo, se tiene que K C [—%, %] X {—%} x {0} o K C [—%, %] X

{5} x {0},

Caso 5.
K C =53] x {=3} x {0} o
K C[=5 3] x {5} x {0}.
Supongamos que K C [—1, 2] x {2} x {0} y scap € K. Sip ¢ (Cp %

{0}) + (— ;, g’, 0), entonces existe N € IN tal que para cada n > N se tiene
que

e X U(HE53+ L DG+ e
. (U{(—;%,—%%,—%) ieny).

Entonces podemos definir un arco « y una sucesion de arcos «, como en el
Caso 4 para llegar a una contradiccién. Por lo tanto p € (Cox{0})+(—3, 2,0)
y

Por el Lema 2.2 existe un subconjunto abierto W de X talquep e W C U
y tal que para toda componente D de V' y cualesquiera ¢, w € VN (( ;, g, 0)+
(Co x {0})) se tiene que d'(¢, D) = d'(w, D). Usando esto, se puede probar

como en el Caso 3 que

wnl(-32 )(Qm{mﬂchK.

13
22
Se sigue de esto y de (2.22) qu

wnl(- %m+a%x{mﬂZVVmK

1
272
Asi, por el Teorema 1.12 concluimos que K es disconexo. Similarmente
podemos obtener una contradiccién si K C [—3, 3] x {=2} x {0}.
El analisis de estos cinco casos prueba que X no contlene R3-continuos.

]

Teorema 2.6. Sean X como en el Ejemplo 2.1, F' como en (2.19) del Teo-
rema 2.5 y i : C(X) — R una funcién de Whitney cualquiera. Entonces {F'}
es un R3-continuo en C(X).

Demostracion. Para cada n > 1, definimos
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(=35 wa) 33,11
(—3 3 1y G5+
229 (—13 1)
2727 n
G2n
(_%7_%7 TL> (%7 _%7 n)
33 331
Gon+1
1 3 1
(3= =) |G, -3 -1)
1 3 1 1
(-3, -3-1_1 (G —3—=2,—=)

Figura 2.2: los conjuntos Ga, v Gapi1-

v Gopt1 = —Gay, C B, (vea Figura 2.2). Sea t = u(F'). Por el Corolario 1.71,
para cada n > 1 podemos elegir F,, € C'(X) tal que u(F,) =ty

G, C F,oF, CdGG,. (2.24)

Del Lema 1.75 se sigue que
lim F,, = F. (2.25)

Sea

U=B"1 F)nC(X)

y sea N > 1 tal que F,, € U para toda n > N. Para cadan > N, sea C, la
componente de U tal que F, € C,.
Dada n > N, probaremos a continuaciéon que

Con C{BeU:BCA,\{(-3,0,0)}}. (2.26)
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Sea B € Cyy,. Como Co, C U, se tiene que H(B, F) < 3 yasi BC N(3, F).
Entonces (—3,0,0),(3,0,0) ¢ B. Luego, B C [A,\ {(—3,0,0)}JU[X \ 4,] ¥
como B € C(X) se sigue que B C A, \{(—3,0,0)} o B C X\ A,,. Definimos

Uy ={BeU:BC AN\ {(=3,0,00}} =UNC(A,\ {(~3,0,00}) v
Voo ={BEU:BC X\ A} =UNCX\ A).

Entonces Us,, v Vo, son subconjuntos abiertos (Corolario 1.40) y ajenos de
C(X) tales que Cyp, C Uy U Vay,. Como Fy, € Cy, se tiene que Fy, € Uy, 0
Fon € Vap. De (2.24) obtenemos que Fy, N [A, \ {(—=3,0,0)}] # 0, asi que
Fo, € A\ {(—3,0,0)}; en otras palabras Fy, € Us,. Por la conexidad de Co,
concluimos que Cy,, C Us,. Esto completa la prueba de (2.26). Similarmente
se puede probar que

Cons1 C{BEU: B C B\ {(3,0,0)}}. (2.27)

Probaremos ahora que
LiC, = {F}. (2.28)
Por (2.25) y el Lema 1.23 se tiene que F' € LiC,. Sea D € LiC,,. Tomemos
una sucesiéon (D, )neny en C(X) tal que lim D, = D y D,, € C, para cada
n > N (vea Lema 1.23). Entonces de (2.26) y (2.27) se sigue que D, C A,
y Do,11 C B, para cadan > N. Por lo tanto

D ClimA,Nlim B, = FU((—2,0,0)+ (Co x {0})) U((%,0,0) + (Co x {0})).

(2.29)

Como Dy, € Cy, C U se sigue que H(F, Do) < % para cada n > N. Luego

H(F,D) < %, asi que D contiene mds de un punto. De acuerdo a esto y a
(2.29) se tiene que

DCF (2.30)

Por otra parte, si n > N se tiene que H(F,D,,) < 5 asi que existen

1
2
puntos py, gn € Dyy tales que d(pn, (—3,3,0)) < 5 ¥ d(gn, (3,3,0)) < 5. Asi,

como D,, C A, v D», es conexo, entonces el arco
3.0 1 3 3 1y/3 _3 1\/3 n 1
(=2,0,2) (=2, =5, )5, —2,3)(2,0,5)
esta contenido en Ds,. Esto implica que D contiene al arco

(~2,0,0)(~2,~3.0)(2,~3,0)(2,0,0).

27 2 27 2

Similarmente D contiene al arco

(~4.0,0)(~%.2.0)(2.£,0)(3.0,0)

T 99y
Luego, FF C D. De aqui y de (2.30) obtenemos que F' = D. Esto muestra
(2.28) y asf concluimos que {F'} es un R*-continuo en C'(X). O
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Teorema 2.7. Sea X como en el Ejemplo 2.1, entonces para cada funcion
de Whitney p : X — R existe t € (0,u(X)) tal que pu=*(t) contiene un
R3-continuo.

Demostracion. Sea p: C(X) — R una funcién de Whitney. Consideremos U,
F,,Cn, t y N como en la prueba del Teorema 2.6 y sea U* =UNpu "' (t). Para
cadan > N, sea C la componente de U* que tiene a F,,. Entonces C; C C,;
de aqui y de (2.28) del Teorema 2.6 obtenemos que LiC} C LiC, = {F}.
Como lim F,, = F, por el Lema 1.23 se tiene que F' € LiC;:. Por lo anterior
LiC: = {F}, y asf concluimos que {F} es un R3-continuo en pu~1(t). O

2.2. Un ejemplo en C),(X)

Para mostrar que la condicién (III) no implica la condicién (I) para nin-
guna m € IN, en esta seccién daremos un ejemplo de un continuo Z que tiene
las siguientes propiedades:

(a) Z no contiene R3-continuos,
(b) Cyn(Z) contiene un R3-continuo para cadam € N y
(c) para cada m € IN y para cada funcién de Whitney p : C,(Z) — R

existe ¢t € (0, (Z)) tal que p~'(t) contiene un R3-continuo.

Ejemplo 2.8. Sea X como en el Ejemplo 2.1. Para cada n € IN U {0},
definimos
ap = (1—2%,0,0)

y para n > 1 definimos

XM = 6%(}( +(=3,0,0)) + a,.

Geométricamente X (™ representa una contraccién de X trasladada entre los
puntos a,_1 y a,. Finalmente definimos

= CI(U{X(") = ]N}) = | J{X™ :n e Ny U{(1,0,0)}

(vea Figura 2.3). Notamos que Z es un continuo y que

X es homeomorfo a X™ para cada n € N. (2.31)
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(11:(%,0,0) (13:(%,0,0)
— x (1) i X2 - X(3)—£|:|-0----o
ap = (07070) T (17070)
a2 = (%a 070)

Figura 2.3: el continuo Z.

Sipe Xy AC X, definimos para cada j € IN:

, 1
() — _ .
p _62](p+( 37070))+a37
, 1

A = AW 1<k <}

Geométricamente p¥) y AU) representan el punto y el subconjunto corres-
pondientes a p v a A, respectivamente, contenidos en el subcontinuo X )
para cada j € IN. Notemos que si A € C'(X), entonces A™ € C,,(Z).

En el siguiente lema probaremos una propiedad relevante de los subcon-
juntos conexos del continuo Z. Usaremos dicha propiedad en el Lema 2.10.

Lema 2.9. Sean Z como en el Ejemplo 2.8 y C' un subconjunto conexo de Z.
Entonces para cada j € N se tiene que C'N (XYW \ {(—3,0,1)D}) es coneo.

Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo de Z y sea D = C'N (X(j) \
{ (—%, 0, 1)(j)}). Supongamos que D no es conexo, entonces existen dos sub-

conjuntos no vacios K y L de D tales que

KUL=Dy
KNCIL)=0=ClK)N L.

Sean z1 = (—3,0,0)9), 2, = (3,0,0)9 y p = (—1,0,1)) y sean
Cr=Cn|J{x9:i<j}y
Cy=Cn|J{XD:i>j}

Demostraremos a continuacion que

sip € C, entonces p € (CI(K)UCI(L)) \ (CL{(K)NCI(L)).

(2.32)
(2.33)

(2.34)
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Sip ¢ CI(K)UCI(L) = CI(KUL), entonces existe € > 0 tal que B(e, p) C
XUy B(e,p)N(KUL) = (); luego, B(e,p)N(C\{p}) = 0. Se sigue que {p} es
un subconjunto propio, abierto y cerrado de C' contradiciendo la conexidad
de C. Asi

p € CIK) UCL(L). (2.35)

Supongamos ahora que p € CI(K) N CI(L). Entonces existen puntos dis-
tintos (z,0,1)% € K y (y,0,1)¥ € L tales que {z,y} C (—1,—1). Sin
pérdida de generalidad supongamos que x < y y sea

xo = sup{t € [z,y] : [[x,¢] x {0} x {1}] W - K}.

Observemos que xg < —%. Si (20,0,1) ¢ C, entonces xyg < y < —%; asi,
el conjunto [(zo, —3] x {0} x {1}] DA es propio, no vacio, abierto y ce-
rrado en C' contradiciendo la conexidad de C'. Si (z9,0,1) € C, entonces

(20,0,1) € Clp(K) = K y usando (2.33) obtenemos que (z,0,1) ¢ CI(L).
Asi, existe § > 0 tal que [[zg, zo+0) x {0} x {1}] DAL =0.Sear € (2o, xo+9)
tal que (r,0,1)¥) ¢ K. Entonces (r,0,1)¥) ¢ K U L. Esto implica que
(r,0,1) ¢ C asi que el conjunto [(r, —3] x {0} x {1}] DA es propio, no vacio,
abierto y cerrado en C', lo cual contradice nuevamente que C' es conexo. Por
lo tanto p ¢ CI(K) N Cl(L). Esto y (2.35) prueban (2.34).

Finalmente definimos

f(zKUU{Ci:xiEK}U({p}ﬂCl(K)) y
L=Lu| J{C;:z; € L}u({p} nCIL)).

Notemos que si existe un punto ¢ € CI(K) NJ{CL(C}) : z; € L}, entonces
q € {z1,x2}. Esto implica que ¢ € CI(K) N L contradiciendo (2.33). Por lo
tanto

CLK) N J{CUC)) 125 € L} =0 (2.36)

y similarmente

cL) n| J{euc) : z; € K} = 9. (2.37)
Por otro lado, usando (2.32) y (2.34) obtenemos que

KulL=c. (2.38)
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Ademds, por (2.33), (2.34), (2.36) y (2.37) se tiene que
Knaul) = [Ku| (G 2 e KyU({p}n CI(K))}

N :CI(L) ulJteue;) s oy € LYu ({p n CI(L))}
- :K N Cl(L)] U [U{K NCIC)) -, € L}] U [{p} NKN Cl(L)}

-

:U{ci ACUL) : z; € K}} U [U{C’i NCUC)) 2 € K, a; € L}}

C

{p}nCUK) N CUL)|
= 0.

Similarmente se puede probar que CI(K)N L = (). Esto y (2.38) contradi-
cen la conexidad de C. Por lo tanto, C'N (XYW \{(—3,0,1)?}) es conexo. O

Lema 2.10. Sea Z como en el Ejemplo 2.8. Entonces Z no contiene R>-
continuos.

Demostracién. Supongamos que Z contiene un R3-continuo K; digamos que
K = LiC, C U, donde (Cy,),en es una sucesiéon de componentes de un
subconjunto abierto y propio U de Z. Sea X° como en el Ejemplo 2.1; por
el Lema 1.31 se tiene que K C [J{(XO)D\ {a;_1,a;} : i € N}. Asi, de la
conexidad de K deducimos que existe j € IN tal que

K (X% \{aj1,0;} € X9\ {a;1, a5, (=35,0,1)9}. (2.39)

Como X9\ {a;_1,a;,(—3,0,1)?} es un subconjunto abierto de Z que contie-
ne a K tenemos que existe N € N tal que C,N(X\{a;_1, a;, (—%, 0,1)9}) #
() para toda n > N.

Sea V.=UnN(X9\{(—3,0,1)}). Entonces

V es un subconjunto abierto y propio de X tal que K C V. (2.40)
Sea C' una componente de U tal que C NV # (). Entonces
CNV=CnUn(XP\{(-3,0,1)9})) =Cn(XP\{(—3,0,1)})

el cual es un subconjunto conexo de V' (Lema 2.9). Tomemos ahora un sub-
conjunto conexo Y de V tal que CNV C Y. Como Y NC # () y C es una
componente de U entonces Y C C, asi que Y C C'NV. Por lo tanto

C'NV es una componente de V. (2.41)
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Para cada n > N sea D,, = C,, N V. Del Lema 1.21-(c) obtenemos que

Li D,= Li(C,nV)c Li C,=K. (2.42)

n>N n>N

Demostraremos ahora que

KcC Li D, (2.43)

n>N

(aqui tomamos limite inferior en X, no en Z). Sean # € K y W un subcon-
junto abierto de X @ tal que x € W. Sea W} un subconjunto abierto de Z tal
que W = W;NXY. Por (2.39) tenemos que z € X9\ {a;_1,a;,(—3,0,1)9};
asf, como X\ {a;_1,a;,(—3,0,1)?} es un subconjunto abierto de Z obtene-
mos que Wlﬂ[X<j)\{aj_1, Qaj, (—%, 0, 1)(j>}] = WO[X(j)\{CLj_l, Qj, (—%, 0, 1)(j)}]
es un subconjunto abierto de Z que tiene a x. Luego, existe M > N tal que
WN[XD\{aj_1,a;,(—3,0,1)?} N C, # 0 para cada n > M. Asi,

@ 7é wn [Cn N (X(j) \ {(_%7 Oa 1)(j)})]
=WACnUN XY\ {(=30,1)7})]
=Wwn(C,NV)=wnbo,
para cada n > M. Entonces = € Iﬁ%v D,, y esto prueba (2.43). De (2.42) y
(2.43) concluimos que K = I>J}v D,,. Luego, de (2.40) y (2.41) se sigue que K

es un R3-continuo de X, contradiciendo (2.31) del Ejemplo 2.8 y el inciso (a)
del Ejemplo 2.1. Concluimos entonces que Z no contiene R3-continuos.  [J

En las siguientes dos observaciones introduciremos algunos subconjuntos
importantes del continuo Z definido en el Ejemplo 2.8 y mostraremos algunas
de sus propiedades. En toda esta seccion usaremos la notacion introducida
en el Ejemplo 2.8 y en las siguientes dos observaciones.

Observacién 2.11. Consideremos el conjunto
70)(_%7 _%a 0)(%7 _%a 0)(%7 %7 O)(_%7 %7 O)

y para cada n € IN sean

F= (_%7

(]I}

G = (=4 3+ 2 DG+ 1 DG4
(

y Gopnr1 = —Ga, (vea Figura 2.2).
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Sea m € IN. Puesto que G,, € C(X) entonces G, € C,,(Z) para cada
n € IN. Ademads, como lim G,, = F tenemos que lim GY = FY para cada
j€{l,...,m}; asi, im G," = F € C,,(Z) (vea Corolario 1.44).

Sea p : Cp(Z) — R una funcién de Whitney cualquiera y sea t = u(F™).
Por el Corolario 1.73 existe N; € IN con la propiedad de que para cadan > N
podemos elegir F,, € u~'(t) tal que

G."™ C F, 0 F, C G,(™ (2.44)
y ademas .
F,NGY) +£ () para cada j € {1,...,m}. (2.45)
Del Lema 1.75 se sigue que
lim F, = F™). (2.46)
n>N1

Observacién 2.12. Sean F(™ y N; como en la Observacién 2.11. Definimos

75, F) N Cn(2)

2m

U= B"(

y sean A, y B,, como en el Ejemplo 2.1 (vea Figura 2.1). Ademés, para cada
n > N; definimos

W=Xn[(-2,2) x R xR|
U,=A,N[(-2,2) x RxR]y
Vo=B,N[(—2,2) x R x R|.

Entonces W9, U9 y V9 son subconjuntos abiertos de Z para cada j €

{1,...,m}.
Sea B € U, notemos que como B C N(ﬁ, FeY y d(F™, a,,) = 2 -

1 1

6o = gz > 2ml+5 entonces B C X™) . Més atin, puesto que

d(FU™ Fr(Wm™) = d(F™ (2,0,0)™) = () > 55 (2.47)
se tiene que
B c WM, (2.48)
Ademas, dado que F'™ C N (#, B) tenemos que
BN WY £ () para cada j € {1,...,m}. (2.49)

Asi, como B € C,,(Z) concluimos que

B tiene exactamente m componentes By, ..., B,, vy podemos suponer
que B; C WU para cada j € {1,...,m}. (2.50)
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Lema 2.13. Sean U como en la Observacion 2.12 y Ny y F,, como en la
Observacion 2.11 para cada n > Ni. Sea N > N; tal que F,, € U para
toda n > N. Para cada n > N, sea C, la componente de U tal que F, €
C,. Ademds, para cada n > N sean U, y V,, como en la Observacion 2.12.
Entonces para cada n > N se tiene que:

Con C (UM, ... UMY y (2.51)

Congyr C (VD v m)y, (2.52)

n n

Demostracion. Sea B € Cyy,. Usando (2.48) obtenemos que
BcUDU.. .uUM™ U W™\ A,M). (2.53)
Definimos ahora
Uy =UNCpr (U™ y
Vo = U N (W W\ A )y,

Entonces Us, ¥ Vs, son dos subconjuntos abiertos (Corolario 1.40-(c)) y aje-
nos de C,,(Z) tales que Co,, C Us, U Vs,. Sabemos que Fy, € Ca, y por (2.45)
se tiene que

Foy NUY = () para cada j € {1,...,m}. (2.54)
Como Fy, € C,,(Z) y los conjuntos UP, ..., U™ y W\ A ™ son abiertos

en Z y ajenos dos a dos, de (2.53) y (2.54) obtenemos que F», C U,"™; en
otras palabras F5, € Us,. Por la conexidad de C,,, concluimos que Cay,, C Uoy,;
en particular B C U{U}Lj) : 1 < j < m}. Més atn, por (2.49) tenemos que
BNUY # () para cada j € {1,...,m}; esto completa la prueba de (2.51).
Similarmente se puede probar (2.52). ]

Lema 2.14. Sean U, A, y B, como en la Observacion 2.12. Sean @) € 2¢
Y (Qn)nen una sucesion en U tal que lim Q,, = Q. Supongamos que Q tiene
m componentes Q,....Q™ y que existe N € N tal que para cadan = N el
conjunto Q,, tiene m componentes QL. ... Q™ tales que Qén C AQ), J

C
. 2n+1
BY y lim Q) = @ para cada j € {1,...,m}. Entonces F'™ C Q.

Demostracion. Sean > N. Notemos que H(F™ . Qs,) < Qm% asi que F™ C
N (555, Q2,); luego, para cada j € {1,...,m} existen puntos ¢ e Q.
tales que d(pd, (—32,3,0)9) < s v d(¢Z, (3,2,0)9) < 5755. Observemos
que para cada j € {1,...,m} se tiene que

j 1 1 1
) > 55 > 5t > s ¥

)(j)) > #
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Como an c AY) esto implica que

@€ [( 3% 0.3+ x (1) n4]”.
Asi, puesto que Qén es conexo entonces el arco

[<_%707 %)(_37 _%7 %)(%7 _%7 %)(%707 %)](j)

esta contenido en an paracada j € {1,...,m}. Esto implica que ()7 contiene
al arco )

[(_%7 07 0)<_%7 _%7 O)(%J _%7 O)(%J 07 O)] !
para cada j € {1,...,m}. Similarmente y usando que Qénﬂ C BT(lj) se puede

probar que ()7 contiene al arco

[(—2,0,0)(—2,2,0)(2,2,0)(2,0,0)]

para cada j € {1,...,m}. Luego, F¥ C @’ para cada j € {1,...,m};
asi F(™ C Q. ]

Lema 2.15. Sean F' como en la Observacion 2.11 y N y C, para cada
n > N como en el Lema 2.13. Entonces LiC, = {F(™}.

Demostracion. Por (2.46) de la Observacién 2.11 y el Lema 1.23 se tiene que
Fm e LiC,.

Tomemos ahora D € LiC,. Sea (D,),>n una sucesién en C,,(Z) tal que
limD, = Dy D, € C, para cada n > N (Lema 1.23). Por (2.50) de la
Observacién 2.12 tenemos que para cada n > N el conjunto D,, tiene exac-
tamente m componentes D!, ... D™ y podemos suponer que

D! c WY C XY para cada j € {1,...,m}. (2.55)
Luego, del Lema 2.13 obtenemos que

n n

DI cUY c AV y (2.56)
D%n—i—l c VU ¢ BY para cada j € {1,...,m}.

Esto implica que Dy, C U,™ y Do,y1 C V,(™ para cada n > N. Asf
D clim U, nlim Vo ¢ | XD\ {aiy, a0} 1 1<i<m}.  (2.57)
Sea j € {1,...,m}. Demostraremos a continuaciéon que

LsD! c DN XY c LiD’. (2.58)
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Sea x € Ls DJ. Por el Lema 1.21-(c) y el Teorema 1.45 tenemos que x €
LsD, = limD, = D y ademés x € Ls D} C Ls XY = XU asi que = €
DNXY. Ahora, six € DN XY entonces x € Li D,, y usando (2.57) tenemos
quez € XD\ {a; 1,a;}. Sea W) = XW\{a;_y,a;} y sea Wy un subconjunto
abierto de Z tal que x € Ws5. Entonces W5 N W, es un subconjunto abierto de
Zy x € WynW;. Por lo tanto existe M > N tal que @ # (WonNWi)ND,, =
Wy N DJ para toda n > M; en otras palabras o € Li DJ. Esto prueba (2.58)
y por el Teorema 1.45 concluimos que

lim D) = DN XY para cada j € {1,...,m}. (2.59)
Para cada j € {1,...,m} definimos
D’ =1im D7 (2.60)
De (2.56) se sigue que
D’ C lim AY) N 1fm BY)
— [FU((—2,0,0) + (Co x {0}) U ((£,0,0) + (Co x {o})]¥  (2.61)
para cada j € {1,...,m}. Por el Corolario 1.44 tenemos que
D =1im D, =lim(D}U...uD™ =D'U...uD™ (2.62)

Como Dy, € Cy, C U se sigue que H(F™ D,,) < QW% para cada n > N.
Luego H(F™,D) < zars < zamr v usando el Lema 1.26 para cada j €
{1,...,m} tenemos que

FO C F™ C N(5a5r, D) = ( {N (g, DY) s 1 < i < m.
De (2.61) y (2.47) de la Observacion 2.12 se sigue que

N (5, D') € X% para cada i € {1,...,m}.

Esto implica que F'9 N N(T,}H,Di) = () parai # j y asi
FY ¢ N (5, D7) para cada j € {1,...,m}.

Asi, como didm(F?) > z= deducimos que D7 contiene mds de un punto
para cada j € {1,...,m}. De acuerdo a esto y a (2.61), por la conexidad de
D7 se tiene que DV C F@ para cada j € {1,...,m}. Por lo tanto

D c Fm, (2.63)

Finalmente, por (2.56), (2.60), (2.62) y el Lema 2.14 tenemos que F™ C D.
De aqui y de (2.63) concluimos que F™ = D. Por lo tanto LiC, = {F(™}. O
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Teorema 2.16. Sea Z el continuo definido en el Ejemplo 2.8. Entonces:
(a) Z no contiene R*-continuos,
(b) C,(Z) contiene un R3-continuo para cada m € N y

(¢) para cada m € N y para cada funcion de Whitney u : C,(Z) — R
eziste t € (0,u(2)) tal que p='(t) contiene un R3-continuo.

Demostracion. Del Lema 2.10 obtenemos que Z no contiene R3-continuos.
Sean m € IN, F™ N; y F, para cada n > N; como en la Observacion 2.11,
sea U como en la Observacién 2.12 y sean N y C, para cada n > N como
en el Lema 2.13. Entonces U es un subconjunto abierto y propio de C,,(Z)
v (Cp)nsny es una sucesién de componentes de U tal que LiC, = {F(™}
(Lema 2.15); en otras palabras {F(™} es un R3-continuo en C,,(Z).

Para demostrar (c), sea m € N y sea u : Cy,(Z) — R una funcién de
Whitney. Consideremos F™ U, N y C, como en la prueba de (b) y sea t
como en la Observacién 2.11. Sea U* = U N p~'(t). Para cada n > N, sea
C: la componente de U* que tiene a F,,. Entonces C: C C,; de aqui y del
Lema 1.21-(c) obtenemos que LiC: C LiC, = {F™}. Por otra parte, de
(2.46) de la Observacién 2.11 y del Lema 1.23 se tiene que F™ € LiC;. Por
lo tanto, LiC} = {F'™} y asi concluimos que {F"™} es un R*-continuo en
put(t). O

2.3. Unicoherencia hereditaria

En esta seccién mostraremos que las condiciones (II) y (III) implican la
condicién (I) si suponemos que el continuo X es hereditariamente unicohe-
rente. Probaremos este resultado en el Teorema 2.20.

Lema 2.17. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente y (A,)nen
es una sucesion de subcontinuos de X, entonces Li A,, es conexo.

Demostracion. Sea {C, : « € I'} una familia de subcontinuos de X. Empe-
zaremos probando que ({C, : a € I} es conexo. Para esto, sea

F={JclI: ﬂ C, es conexo}.

acJ

Entonces (F,C) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea {.Js}gep una

cadena en F. Definimos Jy = |J Jg. Tenemos que () Co, = () [) Ca
BEB acJy BeB acJg

es conexo por ser una interseccion anidada de subcontinuos de X. Como
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Jo C I se tiene que Jy es una cota superior de la cadena {Jz}sep. Por el
Lema de Zorn existe un elemento maximal Iy de F'. Sea v € I. Como X

es hereditariamente unicoherente entonces | C, = < N C’a> NC, es
acloU{y} acly
conexo y, por lo tanto, Iy U {v} € F. Como I, es maximal se sigue que

Iy = Iy U {~} por lo que v € I,. Por lo tanto I = I y asi
ﬂ{C’a o € I} es conexo. (2.64)

Ahora, sea

B ={A € C(X): existe una subsucesién (A,, Jren de (A, )nen tal que
ka A, = A},

se demostrara que
Lid, =B (2.65)

Para cada A € B, si (A, )rew €s una subsucesién tal que ka A, = A,

entonces Li A,, C LiA4,, = A (vea Lema 1.21-(d)). Por lo tanto Li 4,, C [ B.

Reciprocamente, si x ¢ Li A,,, entonces existe un subconjunto abierto U
de X, con z € U y una subsucesion (A, Jren de (A,)nen tal que UNA,, =0
para cada k > 1. Como C'(X) es compacto, podemos suponer que la sucesién
(A, )ken converge a un elemento A de C'(X). Entonces A€ By UNA =0,
asi que x ¢ A; por lo tanto = ¢ () B. De (2.64) y (2.65) concluimos que Li A,
es conexo. O

Teorema 2.18. St X es un continuo hereditariamente unicoherente, enton-
ces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X no contiene R3-continuos;

(b) Sip es un punto en X, U es un subconjunto abierto y propio de X,
(Pn)nen €s una sucesion en U tal que lim p, = p y p € U, entonces
n—oo

existe una sucesion (Ap)nen en C(X) y existe A € C(X) tales que
pn € A, C CI(U) para cadan, p€e A, limA, =A y An(X\U) #0.

Demostracion. Para probar que (b) implica (a) no es necesario suponer que
X es hereditariamente unicoherente. Supongamos que (b) se cumple y que
X contiene un R*-continuo K = LiC,, donde (Cp)nen es una sucesion de
componentes de un subconjunto abierto y propio V', de X, tal que K C V.
Sea U un subconjunto abierto de X tal que K C U C Cl(U) C V. Elegimos
un punto p € K y una sucesion (p,)neny C V tal que nh'rgopn =pyp, €C,

para cada n (vea Lema 1.23). Sea N > 1 tal que p, € U para cadan > N.
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Sean (A,)n>n una sucesién en C'(X) y A € C(X) como en (b). Entonces
A, C C, para cada n > N; asi, por el Lema 1.21-(c) se tiene que

D#AAN(X\U)=LiA,N(X\U)CLC,\ K
contradiciendo que K = LiC,,. Por lo tanto, X no contiene R3-continuos.

Para demostrar que (a) implica (b) supongamos que X no contiene R3-
continuos. Sea p € X, sea U un subconjunto abierto y propio de X tal que
p € U, y sea (p,)nen una sucesién en U tal que lim p, = p. Sean Ny =1y

Uy = U. Para cada n > 1 sea C" la componente de U; tal que p, € CV.
Definimos By = LiC{V = LiCl(C") (vea Proposicién 1.22). Observamos que
p € B;. Més atn, el Lema 2.17 implica que B; € C(X) y (a) implica que

By ¢ Uy (2.66)

Definiremos inductivamente, para cada m > 2, un subconjunto abierto
Upn de X, un nimero natural N,,, una sucesién (C'™),cn de subconjuntos
conexos de X y un subcontinuo B,, de X de la siguiente manera:

Sea U, = N(%, Bn-1)NUy-q y sea Ny, > N, tal que p, € U, para
cada n > N,,. Para cada n < N,,, sea C'™ = {p,}, y para cada n > N,
sea C{™ la componente de U, tal que p, € C'. Finalmente, sea B,, =
LiC{™ = LiCl(C{™). Del Lema 1.23 se sigue que p € B,,. Ademads, como
C{m c C{m=" para cada n, por el Lema 1.21-(c) obtenemos que B,,, C By,_1.
Mas atin, el Lema 2.17 implica que B,, € C(X) y (a) implica que

B & Up. (2.67)

Ahora definimos
A=({Bn:m=>1} =limB,,.

Observemos que A € C(X) y que p € A. Para probar que AN(X\U;) # 0
supongamos, al contrario, que A C U;. Por el Corolario 1.4 existe m > 1 tal
que B,, C U;. Sea

mo =min{k > 1: B, C U }.

Por (2.66) tenemos que mg > 2. Ademas, por (2.67) podemos elegir un punto

r=min{k > 1:y, ¢ Uy}

Entonces r > 2,
Yo §é Ur = N(%, Brfl) N Ur,1 (268)
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vy Yo € U,_1. Como yg ¢ U,,,, se tiene que r < mg y 4o € Bpy, C Br_1 C
N(%,Br_l). Luego, yg € N(%,Br_l) NU,_1 = U,, lo cual contradice (2.68).
Esto prueba que

AN(X\U) #0. (2.69)

Ahora, para cada n > 1 sea ¢, = inf{H(A, CI(C{™)) : m > 1}. Elegimos
m, > 1 tal que

H(A,CIC™)) < b6, + +. (2.70)

Para cada n € IN sea A, = CI(C{™). Entonces p, € A, € C(X)y A, C
Cl(U). Para concluir la prueba, demostraremos que lim A,, = A. Sea ¢ > 0.
Como A = lim B,,, existe M > 2 tal que

H(A,By) <eparatoda k> M —1 (2.71)

y 1; < €. Por el Lema 1.28 existe N > Ny tal que By = LiCl(C{") C
N(e, CI(C™)) para cada n > N. Luego, si n > N se tiene que

A C N(g,By) C N(2¢,C1L(CM™)) y
CL(C™) € CL(Un) € CL(N (35, Bu-1)) - (2.72)

Ahora probaremos que

Sea x € Cl(N(;, Bu-1)). Entonces existe una sucesién (z,),en contenida
en N(%, By—1) tal que lim x,, = x. Asi, para cada n > 1 existe y, € By _1

tal que d(zn,y,) < 7;. Mds atn, por (2.71) para cada y, existe a, € A tal
que d(yn, a,) < €. Entonces d(z,, a,) < d(xn, yn) + d(Yn, an) < 77 + € para
toda n > 1. Como A es compacto podemos suponer que existe a € A tal
que la sucesion (a,),en converge a a. Por lo tanto, tomando el limite cuando
n tiende a infinito se tiene que d(z,a) < ﬁ + € < 2¢; en otras palabras
x € N(2¢, A). Esto muestra (2.73).

De (2.72) y (2.73) se deduce que H (A, CI(C)) < 2e cada vez quen > N.
Por lo anterior y por (2.70), para toda n > N se tiene que

H(A A,) <0+ = <H(ACHCM)) 4+ 1 <26+ e =3e.
Por lo tanto, lim A,, = A. n

A continuacién daremos un ejemplo para mostrar que la condiciéon de que
X sea hereditariamente unicoherente es esencial para la equivalencia de las
afirmaciones del teorema anterior.
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Ejemplo 2.19. Existe un continuo X tal que X no contiene R3-continuos y
la condicién (b) del teorema anterior no se cumple.

Sean X, Y y Cy como en el Ejemplo 2.1. Por el Teorema 2.5 sabemos que
X no contiene R3-continuos. Consideremos p = (—1,3,0) y U = ((—1,0) x
(1,3) x R) N X. Para cada n € IN definimos

Pon—1 = (_ ) y

Pon = (_

? Y

N N =
SN—
3=

si— +

I 9

Notemos que U es un subconjunto abierto y propio de X, (pn)nen €s

una sucesiéon en U tal que lim p, = (— ;, 2,0) =py p € U. Supongamos

que existe una sucesién (A, )new en C(X) y existe A € C(X) tales que
pn € A, C Cl(U) para cadan € N, p € Ay limA, = A. Entonces para
cada n € N tenemos que As,—1 C [—3,0] x {2 + 2} x {1} Se sigue del
Lema 1.21-(c) que

LiAs,_1 C Ll( —% 2 1} {%})
= [-3,0] x { } {0}. (2.74)
Por otro lado, para cada n € IN se tiene que
A © (13 x {2} x BH U [ + (.33,
Del Lema 1.21-(c) obtenemos que
Li A, CLi([[-1, —3) x {3} x {GH U [Y" +(=5,3,1)])
= [[-1, =3l x 3t x {0} U "+ (-5.3,0)]. (2.75)

Por el Teorema 1.45 y el Lema 1.21-(d) sabemos que A =1im A, C Li4,, C
Li Ay, -1 N Li Ag,. Asi, usando (2.74) y (2.75) obtenemos que

Ac(=500x {2} x {o})n

([- —% {}x{o}] V" 4 (~4,4,0)

[{—4} x {3} = {0} U[(Co x {0}) + (—3
><{0}) ( 3:3:0)- (2.76)

Como p € A€ C(X) y (Cyx {0}) + (—3,2,0) es totalmente disconexo, se

sigue de (2.76) que A = {p}. Por lo tanto AN (X \U) =0. O

C
=(Cy

Teorema 2.20. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si X no
contiene R3-continuos, entonces:
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(a) 2% no contiene R*-continuos y
(b) Crn(X) no contiene R3-continuos para ninguna m € IN.

Demostracién. Supongamos que X no contiene R3-continuos. Sea m € IN
y sea L € {2% C,,(X)}. Supongamos que £ contiene un R3-continuo K.
Sea K = LiC, C V, donde (C,)nen es una sucesién de componentes de un
subconjunto abierto y propio V de L. Por el Lema 1.31 y el Corolario 1.57
tenemos que X ¢ K.

Sea p: L — R una funciéon de Whitney fija. Como K es compacto y u es
continua, existe Ky € IC tal que

w(Ko) = p(K) para cada K € K. (2.77)
En particular Ky € V, K es cerrado en X y Ky C X. Sea ¢ > 0 tal que
B"(2e, K))NLCV y N(2, Ky # X. (2.78)

Definimos

U= N(g, Ko)
Elegimos un punto p € Ky y una sucesién (K, )en en L tal que K,, € C, para
cada n y lim K,, = K; (vea Lema 1.23). Sea (pn)nen un sucesiéon en X tal
que lim p, =py p, € K,, para cada n (vea Lema 1.23). Como p € Ky C U
y lim K, = K, existe N > 1 tal que

pn € Uy H(Ky, K,,) < € para cadan > N. (2.79)

Por el Teorema 2.18 existe una sucesién (A4,),>y en C(X) y existe A €
C(X) tales que p, € A, C Cl(U) para cadan > N, p € A, limA, = Ay
AN(X\U)#0.

Para cadan > N sea B, = K,UA, ysea B=1im B, = KyUA. Veamos
ahora que

H(Ky, B,) < 2e. (2.80)

Sean > N, de (2.79) se sigue que
Ko C N(g, K,) C N(2¢, B,). (2.81)

Ahora, sea z € B, = K, UA,. Siz € K,, como K, C N(g,Kj) se tiene

que z € N(2¢,Ky). Sixz € A, C Cl(U) = CI(N (e, Ky)), existe una sucesion

(xx)ken en N (e, Ky) tal que ka xr = x. Para cada k sea y;, € Ky tal que

d(zy,yr) < e. Como Ky es compacto, podemos suponer que existe y € K

tal que ka Yr = vy, por lo que d(z,y) < € < 2¢, i.e., v € N(2¢, Ky). Por lo
—00
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tanto B, C N(2e, Ky); con esto y con (2.81) hemos probado (2.80).

Por otra parte, para cada n > N recordemos que K, C K, UA, = B,,
el conjunto A,, es conexo y p, € K, N A,. Entonces cada componente de B,
interseca a K, por lo que existe un arco ordenado «, : [0,1] — L tal que
a,(0) = K, y a,,(1) = By, (vea Teorema 1.55 y Lema 1.56). Por (2.79) y (2.80)
se tiene que H (K, a,(t)) < 2e para toda t € [0,1] (vea Corolario 1.43); en
otras palabras I'm(a,) C Bf(2e, Ko) N L C V (vea (2.78)). Como I'm(a,,) es
un subconjunto conexo de V' y K,, € I'm(a,) NC, se sigue que Im(ay,) C C,.
En particular B, € C, para cada n > N. Esto implica que lim B, = B € K
(vea Lema 1.23). Finalmente, sea x € AN (X \ U), entonces z € B\ Ky y
asi Ko C B por lo que u(Ky) < pu(B) contradiciendo (2.77). Por lo tanto, £
no contiene R3-continuos. O



68

CAPITULO 2. R3-CONTINUOS EN Cn(X)



Capitulo 3

Contractibilidad en niveles de
Whitney

En este capitulo mostraremos que las propiedades de ser contréctil y tener
hiperespacio contréctil no son propiedades de Whitney para C,,(X). Esto fue
probado para m = 1 por A. Illanes en [5, Ejemplo 2.2, p. 537]. Desarrollamos
este ejemplo en la seccion 3.1, el cual serd utilizado para construir en la
seccién 3.2 un continuo que muestra lo anterior para toda m € IN.

3.1. Un ejemplo en C(X)

Ejemplo 3.1. Existe un continuo contractil X y existe una funcién de Whit-
ney 4 : C(X) — R con la propiedad de que existe un nivel de Whitney p~!(#)
en C(X) tal que u~(t) contiene un R3-continuo.

Sea S = {(x,y,0) € R?: 2% + y* = 4}. Para cada n > 1, sean:

Son = {(2,5,0) e R*: 2® +y? =4+ 5. y <2}y
Son-1={(z,y,0)ER*: 2’ +y* =4+ =5y —2<a}

(vea Figura 3.1). Definimos Z = SU (U{S, :n > 1}) y Y = (0,0,1)Z U
(0,0,—1)Z. Finalmente, definimos

X={(z,y.2) Y223}y
X~ =A{(z,y,2) € X : 2 < 0}.

(vea Figura 3.2). Notemos que X es un continuo homeomorfo al cono sobre
Z, asi que X es contractil.

69
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Figura 3.1: el conjunto Z.

Por otra parte, recordemos que si n € IN definimos el hiperespacio
F,(X) = {B € 2¥ : B tiene a lo mas n puntos}.
Para cada n > 2 sea d,, : F,,(X) — R dada por

d,(D) = 0, si |D| < n;
" - | min{d(a;,a;) :a;,a; € Dy a; #a;}, si|D|=n.

Sea D € 2%. Observamos que si B € F,,(D), entonces d,(B) < diam(D) para
cada n > 2. Definimos ahora i, : 2% — R para cada n > 2 como

pn(D) =sup{d,(B): B € F,(D)}.

Finalmente, definimos /i : 2¥ — R como
i — tn(D)
N(D) - Z on—1 °

n=2

Por el Lema 1.68-(iii) y el Ejemplo 1.69 sabemos que fi es una funcién de
Whitney y ademas

po(F) = didm(F) para cada F € 2%, (3.1)

Sea p la restriccién de fi al hiperespacio C'(X); entonces p es una funcién de
Whitney para C(X). Sea

A={3(0,0,-1)+3p:p € S}
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Figura 3.2: el continuo X.

Sea t = p(A). Demostraremos que {A} es un R3-continuo en p~1(t).
Para cada n > 1 definimos

A, = {%(0,0, 1)+ %p CpE S}ty
U, =(0,0,—-1)S, N X~ (vea Figura 3.3).

Asi,
A, C U, para cada n € IN. (3.2)

También, para cada p € Z definimos
R, = {t(0,0,-1)+ (1 —t)p: t € [0,1]}.
A continuaciéon probaremos que

Si Be C(X), BC(0,0,—1)S, B# Ay B interseca cada segmento
R, con p € S, entonces u(B) > u(A). (3.3)
Sea n > 2. Comenzaremos demostrando que
para cada A" € F,(A) existe B’ € F,(B) tal que d,(A") < d.(B'). (3.4)

Sea A" € F,(A). Si A" € F,_1(A), entonces d,(A") = 0 < d,(B’) para
cualquier B' € F,(B). Supongamos ahora que A" = {ay,...,a,} € F,(A4) \



72 CAPITULO 3. CONTRACTIBILIDAD EN NIVELES DE WHITNEY

Figura 3.3: el conjunto X .

F,_1(A). Para cada a; € A" sea p; € S tal que a; € R,,; como B interseca
a cada segmento R, con p € S, elegimos b; € B tal que b; € R,,. Sea B’ =
{b1,...,b,}. Entonces B’ € F,,(B) y d(a;,a;) < d(b;,b;) para 1 <i < j < n.
Por lo tanto d,,(A’) < d,(B’) con lo que queda demostrado (3.4). Ademads se

sigue de esto que
pn(A) < p,(B) para cada n > 2. (3.5)

Veamos ahora que

didm(A) < didm(B).

Sea by € B\ Ay seap e S tal que b € R,. Llamemos ¢ a la antipoda de
pen Sy seaby € B tal que by € R;. Entonces d(by,be) > 2 = didm(A) v,
asi, didm(A) < didm(B). Usando (3.1) obtenemos que ps(A) < po(B). Esto
y (3.5) completan la prueba de (3.3).

Ahora bien, por el Corolario 1.71 para cada n > 1 podemos elegir B,, €
C(X) tal que u(B,) =ty

A, C B, o B, CA,. (3.6)
Del Lema 1.75 obtenemos que

lfm B, = A. (3.7)
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Sea
U={Beu'(t): HA B) < 1i}.

Usaremos este subconjunto abierto U de p~'(t) para probar que {A} es un
R3-continuo en p(1).

Sea N > 1 tal que B,, € U para todan > N. Para cadan > N, sea C, la
componente de U tal que B, € C,. Sea n > N, probaremos a continuacién
que

C.Cc{Beu'(t): Bc(0,0,-1)S,}.

Sea B € C,. Como C, C U, se tiene que H(A, B) <
(Lema 1.41) Se sigue que B ¢ X~ = U, U (X~ \ U,
obtenemos que B C U, o B C X~ \ U,. Definimos

3.8)

(
y asf B C N(3,A)

1
1 ’
) y como B € C(X)

V={DeU:DcCU,}y
W={DelUd:DcCX \U,}.

Entonces C, C VUW y VN W = (. Ademds, como V = U N (U,) y
W =UnN (X \U,), obtenemos del Teorema 1.37 que V y W son sub-
conjuntos abiertos de p~!(t). Luego, como B, € C, se tiene que B, € V o
B, € W. De (3.6) y (3.2) se sigue que B, N U, # 0, asi que B, C U,; en
otras palabras B,, € V. Por la conexidad de C,, concluimos que C,, C V. Esto
completa la prueba de (3.8).

Finalmente, demostraremos que LiC, = {A}. Del Lema 1.23 y de (3.7)
obtenemos que A € LiC,.

Sea D € LiC,. Sea (D,,),>n una sucesién en p~'(t) tal que lim D,, = D
y D,, € C,, para cadan > N (Lema 1.23).

Por (3.8), para cada n > N tenemos que Dy, C (0,0, —1)S2, vy H(A, Ds,) <

i. Asi, como (‘2[, ‘g,—%) y (?’_%57_2) pertencen a A, por el Corola-

rio 1.42 existen puntos po,, @2, € Do, tales que

[ LN
<

En consecuencia, D5, tiene puntos en cada uno de los siguientes conjuntos:

{(z,y,2) ER*:2 >0,y >0y 2< 0}y
{(z,y,2) €R®: 2 >0,y <0y 2z <0}
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Dado que D»,, es conexo, esto implica que Dy, interseca a cada segmento de
la forma R, con p € {(x,y,2) € Sy, : * < 0} para cada n > N. Se sigue que
D interseca a cada segmento de la forma R, con p € {(z,y,2) € S: 2 < 0}
(Corolario 1.46). Similarmente, D interseca a cada segmento de la forma R,
con p € {(x,y,2) € S : x > 0}. Finalmente, recordemos que por (3.8) se
tiene que D,, C (0,0,—1)S,, para cada n > N. Entonces D C (0,0,—1)S v,
como (D) =t = p(A), la condicién (3.3) implica que D = A. Por lo tanto
LiC, = {A} y concluimos que {A} es un R*-continuo en p~!(t). O

Teorema 3.2. Las propiedades de ser contrdactil y de tener hiperespacio
contractil no son propiedades de Whitney.

Demostracion. Sean X y p: C(X) — R como en el Ejemplo 3.1. Entonces
X es contrictil y existe ¢ € (0, u(X)) tal que ' (t) contiene un R3-continuo.
Por el Teorema 1.61 tenemos que p~*(t) no es contractil; luego, ser contractil
no es una propiedad de Whitney.

Por otro lado, del Corolario 1.60 obtenemos que 2% y C,,(X) son hiper-
espacios contractiles para toda m € IN y por el Corolario 1.63 sabemos que
11 (t) tiene hiperespacios 2¢° @ y Cy, (7' (t)) que no son contractiles para
toda m € IN. Concluimos entonces que tener hiperespacio contractil no es
una propiedad de Whitney. O

3.2. Un ejemplo en C,,(X)

En esta seccion mostraremos que las propiedades de ser contractil y tener
hiperespacio contractil no son propiedades de Whitney para C,,(X) para
ninguna m € IN. Para esto daremos un ejemplo de un continuo contréctil
X y una funcién de Whitney £ : 2¥ — R con la propiedad de que, para
cada m € N, si u es la restriccion de o a C,,(X), entonces existe un nivel de
Whitney px~1(t) en C,,(X) tal que p~1(¢) contiene un R3-continuo.

Ejemplo 3.3. Sean Z, Sy S,, para cadan € IN como en el Ejemplo 3.1 (vea
Figura 3.1). Para cada n € IN definimos:

20 = 15n(Z+ (2,0,0)) + (1 — 5,0,0),

(1 5n177 1)y
= (1,0,1)Z2™ U ¢, 2™,
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/

a1 = (0,0,-1) @ =(3,0,—

Figura 3.4: El continuo X.

Ademds definimos

Y =Cl( J{v":neN})
= J{v" i neN}U(1,0,-1)(1,0,1),

X={(z,y,2) €Y :2> -3}y
X ={(z,y,2) € X : 2 < 0}.

Notemos que X es un continuo homeomorfo al cono sobre [ J{Z™ :
N} U{(1,0,0)}, asi que
X es contractil.

SiW C Zypée€ Z definimos para cada n € IN:

W = e (W 4 (2,0,0)) + (1 = 5,0,0).
Wil = ﬁ(w +(2,0,0)) + (1 — 55,0, —3) v
1

4.5m
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Geométricamente los conjuntos W™ y Wl representan una contraccion

de W trasladada al conjunto Y a altura z =0y z = —%, respectivamente.

En toda esta seccién consideraremos m € IN fija. Definimos ahora para
cada n € IN:

A" = s,
A:U{A”:1<n<m}y
U™ = ¢,S™ N X~
Geométricamente, para cada n € IN el conjunto U™ representa la parte

del cono con vértice g, y base S™ que se encuentra entre z = —% yz=10
(vea Figura 3.5). Observemos que A € C,,(X).

S1)
S2)
0,0,0 20,0 10,0 (.0,0
(77)' (5,,) (5,,) Qe
U2
(0’0’_%)' (%707_l J ¢
42 (1,0,—3)

Figura 3.5: los conjuntos A* y U*.

Finalmente, notemos que para cada p € U{Z(j) 11 < j < m} existe un
unico k(p) € {1,...,m} tal que p € Z*®); definimos

R, = {tarp + (1 —t)p:t€[0,3]}.
Observacion 3.4. Para cada n € IN se tiene que
sipe Sy W CS, entonces pit € A y WM ¢ A
Lema 3.5. Para cada n € IN se tiene que:

(a) diém(S(”)) = d(S("),S(”‘H)) =d(Ur, Un—i—l) _ 2

5N’
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(b) didm(A") = didm(J{A7: j > n}) = & y
(c) (A", AmH) = 2

5n
Demostracion. Sea n € IN. Entonces se tiene que

4 2
did = = —. Nl
5 & iam S = 5 En — En (3.10)

Definimos 7 : R* — R como m((x,y, z)) = z. Entonces

diam(S™) =

min(m (U") = g=(—2+2)+1 -5 =1—z+5y
méax(my (U™)) %(2+2)+1— L=2+1-&=1-2

Asi,
d(S™, sy > q(U™, U™ > min ( LU — méx(my (U™))
1= 5n (1 - 5%) - 5%

Como (1 — 2,0,0) € S™ y (1 - 4,0,0) € S y la distancia entre

estos puntos es igual a 5% tenemos que 5% > d(S™,S+D). Por lo tanto
d(S™, Sty = d(Un, U™) = Z. Con esto y (3.10) queda probado (a).

Definimos ahora para cada k € IN:
= (=2,0,0" = (1 - 54,0,—3) ¥
yk = (27070)[k] = (1 B 5’%1 + 5%’0’ _%)
Para demostrar (b), notemos primero que didm(A") = 1 didm(S™) = L y
didm ( U{AJ j>n}) zsup{d"y)jen+1=1-(1-%) =4+
(3.11)
Para cada j € IN sea ¢; el centro de la circunferencia A7. Sean a,b € |J{A7 :

J >mn}ysean ji,js > n tales que a € A7 y b € A2, Supongamos sin pérdida
de generalidad que j; < jo. Entonces se tiene que

d(a, b) < d(a7 le) + d(le, Cj2) + d(cj27 b)
- d(le ) Cj1) + d(ch Cj2) + d(cj27 yj2) - d(‘rjlv ij) < 5%

Por lo tanto didm (|J{A’ : j > n}) < 2. Esto y (3.11) muestran (b).

Finalmente,

d(AnyAn—H) — d(yn’xn—i—l) —1— 5n (

57) 51T T B B

con lo que queda probado (c). ]
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Observacién 3.6. Para cada n > 2 sea d,, : F,,(X) — R dada por

d,(D) = 0, si |D| < n;
" min{d(ag, a5) taj,a; € Dy a; # aj}, si |D|=n.

Sea D € 2%. Observamos que si B € F,(D), entonces d,,(B) < diam(D) para

cada n > 2. Definimos ahora j, : 2% — R para cada n > 2 como

tn(D) = sup{d,(B) : B € F,(D)}.

Finalmente, definimos /i : 2¥ — R como

(o= )

Por el Ejemplo 1.69 sabemos que /i es una funcién de Whitney. Sea pu la res-
triccién de i al hiperespacio C,,(X). Entonces p es una funciéon de Whitney
para Cp,(X).

Lema 3.7. Sean m € N, X y A como en el Ejemplo 3.3 y B € C,,,(X) tal
que B C U{qxS® : 1 < k <m}, B# A y B interseca cada segmento R,,
conp € U{S(k) :1 < k< m}. Sean > 2. Entonces para cada A" € F,(A)
existe B € F,,(B) tal que d,(A") < d,(B'). En consecuencia, ji,(A) < pn(B)
para cada n > 2.

Demostracion. Para cada a € A sea p(, el dnico punto de U{S® 11 <k <
m} tal que a € R, . Asi, para cada a € A elegimos un punto b(a) € R, ,NB.

Sea A" € F,(A). Si A" € F,_1(A), entonces d,(A’") = 0 < d,(B’) para
cualquier B’ € F,,(B).Sea A’ ={ay,...,a,} € F,,(A)\ F,_1(A). Supongamos
sin pérdida de generalidad que

d,(A") = min{d(a;,a;) : 1 <1< j<n}=d(a,a).

Construiremos un conjunto B’ € F,,(B) tal que d(ay,as) < d,(B’). Conside-
remos dos casos para a; y ds.

Caso 1. d(ay,as) < (U™, U™).

En este caso sea B’ = {b(ay),...,b(a,)}. Sean i,j € {1,...,n} con i # j.
Si a; y a; pertenecen a circunferencias distintas Aki vy AFi | respectivamente,
entonces

d(ay,as) < d(U™ 1, U™) < d(U",UM) < d(b(a;), bay)).
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Si a;,a; € A para alguna k € {1,...,m}, entonces
d(ar,az) < d(ar,a5) < d(b(as). b(ay))

Por lo tanto d(ay, as) < d,(B’).

Caso 2. d(ay,a) > d(U™ 1, U™).

Sea kg el minimo elemento de {2,...,m} tal que d(ay,ay) > d(U* =1 U*o).
Por el Lema 3.5-(a),(b) sabemos que

) 9 1 g L
dURTHUR) = o2 > oo = didm AT = didm (({A" ko < k})

k
> digm (| J{A* : ko <k < m});

se sigue que ARt N A"y (U{4* : ko < k < m}) N A tienen a lo mds un
punto. Entonces tenemos dos subcasos:

Subcaso 2a. AR TNA =0o (U{A¥ 1 ko <k <m})NnA =0

Sea B’ = {b(a1),...,b(a,)}. Sean i,5 € {1,...,n} con i # j. Si a; y aq;
pertenecen a circunferencias distintas A% y A*i| respectivamente, entonces
ki < ko —2 o0 k;j < ky — 2. Supongamos sin pérdida de generalidad que
ki <ko—2yk; <kj. Como k; + 1 < kg, por la eleccién de ky tenemos que

d(ay,ag) < (UM UMY < d(U, UR) < d(b(a;), b(ay)).
Si a;,a; € A para alguna k € {1,...,m}, entonces
d(ar, az) < d(a;, a;) < d(b(a;), b(ay)).

Subcaso 2b. Existe a;, € A™~1 N A’ y existe a;, € (U{Ak ko < k<
m}) N A
Sean p € S%o=D v g € S tales que

d(p, Q) = HléiX{d(:l:7 y) T € S(kofl)’ y € S(m)}_

Elegimos puntos b;, € BNR, y b;, € BNR,. Paracadat € {1,... , n}\{j1,ja}
sea by = b(a;). Sea B' = {by,...,b,}. Entonces d(ay,as) < d(aj;,,a;) <
d(bj,,bj,). Si {i,7} # {j1,72} se puede probar que d(ay,as) < d(b;,b;) como
en el Subcaso 2a. Por lo tanto d,,(A") < d,(B’). Se sigue que

fin(A) = SUP{dn(A/) Al e F.(A)}
< sup{d,(B') : B' € F,(B)} = u,(B) para cada n > 2.
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Lema 3.8. Sean A y X como en el Ejemplo 3.5. Si B € C,(X), B C
U{@S™® 1 < k < m}, B # Ay B interseca cada segmento R,, con
peU{S® : 1 <k <m}, entonces u(B) > u(A).

Demostracion. Para cada a € A sea p(, el nico punto de U{s® : 1 <
k < m} tal que a € Ry, - Entonces para cada a € A elegimos un punto
b(a) € Ry, N B.

Seab, € B\Ayseak e {1,...,m} tal que b; € ¢z S™®. Sea ¢ = didm(A*).
Entonces para cada i € {1,...,k} existe N; € IN minimo con la propiedad
de que para cualquier subconjunto D de A’ con al menos N; + 1 puntos se
tiene que

min{d(z,y) : x,y € D,z # y} < e. (3.12)

Notemos que N, = 1. Para cada ¢ € {1,...,k — 1} elegimos un conjunto de
N; puntos distintos {q¢{, g3, ..., q},} C A’ tal que
d(q),. q},) >esi 1 <ji <jo <N (3.13)

y sea B' = {b(q}),...,b(qy,)}. Sea p € S® tal que by € R,,. Llamemos g a
la antfpoda de p en S® y sea by € B tal que by € R,. Como b; € B\ A se
sigue que

d(by,by) > €. (3.14)

Consideremos ahora dos casos para k.

Caso 1. kK <m.
Sea N = Zle N; + 2. Demostraremos que

pn(A) < e < pn(B). (3.15)

Sea A" € Fiy(A). Si A € Fy_1(A), entonces dy(A") = 0. Consideremos
ahora A" € Fy(A) \ Fn-1(A). Si A’ tiene al menos dos puntos distintos
iy, aj, € | J{A?, 7 > k}, entonces por el Lema 3.5-(b) tenemos que

dn(A') < d(aiy, a;,) < diam(|_J{A7 : j > k}) = diam(A*) = <.

Si A’ tiene a lo méds un punto en (J{A’ : j > k}, entonces existe t €
{1,...,k} tal que A’ N A" tiene al menos N; + 1 puntos. Por (3.12) existen
puntos distintos py, pe € A’ N A tales que d(p1, p2) < ¢, asf que dy(A’) < e.
Por lo tanto dy(A’) < € para todo A’ € Fy(A) y asi

nn(A) <e. (3.16)
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Elegimos p; € S(™ y sea by € BN R,,. Sea B' = {by,by,b3} U (U{B": 1 <
i < k—1}). Entonces B’ tiene N puntos. Por (3.13) y (3.14) sabemos que la
distancia entre puntos distintos de B’ que pertenecen a un mismo conjunto
U’ es mayor que . Ademas, usando que

d(U',U7) > d(U*, UM) > dism(A") =esil <i<j<k+1  (3.17)

(vea Lema 3.5-(a),(b)) tenemos que la distancia entre puntos de B’ que per-
tenecen a distintos conjuntos U’ y U’ también es mayor que . Deducimos
entonces que pyn(B) = dy(B’) > e. Esto y (3.16) prueban (3.15); asi, usando
el Lema 3.7 en este caso concluimos que p(A) < u(B).

Caso 2. k =m.

En este caso definimos N = 32F  N; 4+ 1. Sea A’ € Fy(A). Si A’ € Fy_1(A),
entonces dy(A") = 0. Consideremos ahora A" € Fiy(A) \ Fy-1(A). Entonces
existe s € {1,...,m} tal que A’ N A® tiene al menos Ny + 1 puntos. Por
(3.12) existen puntos distintos py, po € A’NA® tales que d(p1,p2) < €, asi que
dn(A") < e. Por lo tanto dy(A’) < e para todo A" € Fy(A) y asi

pn(A) < e (3.18)

Definimos B” = {by,bo} U (U{B* : 1 < i < k — 1}). Entonces B” tie-
ne N puntos y usando nuevamente (3.13), (3.14) y (3.17) como en el Ca-
so 1 obtenemos que d(x,y) > € para cualesquiera dos puntos z,y € B” y
asi un(B) = dy(B") > e. Por lo tanto un(A) < pn(B). Con esto y el
Lema 3.7 concluimos que u(A) < u(B). O

Observacion 3.9. Para cada k,n € IN definimos:

Al ={3q+3p:peSP},

An = AL 1<k <m},

U:f = qkST(lk) NX"y

Up = J{UF 1<k <m}.
Notemos que A, € C,,(X) para toda n € N y A* C U* para cada n,k € IN.
Sea A como en el Ejemplo 3.3 y sea t = u(A). Como lim A¥ = A* para
cada k € {1,...,m}, por el Corolario 1.73 existe N; € N tal que para cada
n > N; podemos elegir B,, € C,,(X) tal que u(B,) =t,

A, C B,o B, CA, (3.19)
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y ademas
B, N (AF) # 0 para toda k € {1,...,m}. (3.20)

Del Lema 1.75 obtenemos que
lim B, = A. (3.21)

Lema 3.10. Sean t, Ny, y U, para cadan € N como en la Observacion 3.9.

Sea

1

Sea N > N; tal que B,, € U para toda n > N. Para cada n > N, sea C, la
componente de U tal que B,, € C,. Entonces para cada n > N se tiene que

C.C{Beu'(t): BCU,}

Demostracién. Sea B € C,. Como C, C U, se tiene que H(A, B) < g2 v

asi B C X~. Luego,
BCcU'U...uU™U (X \U,). (3.22)
Definimos ahora:

V:umcm(Un) y
W=UN(X,X"\U,).

Entonces V y W son dos subconjuntos abiertos (Corolario 1.40) y ajenos de
Cn(X) tales que C, C V UW. Sabemos que B,, € C, y por (3.20) se tiene
que

B, NU! # () para cada j € {1,...,m}. (3.23)

Como B, € C,,(X) y los conjuntos U},..., U™ y X~ \ U, son abiertos y
ajenos dos a dos, de (3.22) y (3.23) obtenemos que B, C Ul U... U™ =U,;
en otras palabras B, € V. Por la conexidad de C,, concluimos que C, C V;
en particular B C U,,. O

Sea t = y(A); demostraremos que {A} es un R3-continuo en u~'(t).

Teorema 3.11. Euziste un continuo contrdctil X vy existe una funcion de
Whitney i : 2% — R con la propiedad de que para cada m € N, si j es
la restriccion de i a C,,(X), entonces existe un nivel de Whitney p='(t) en
Cn(X) tal que p=*(t) contiene un R*-continuo.



3.2. UN EJEMPLO EN C,,(X) 83

Demostracion. Sean X y A como en el Ejemplo 3.3, sea u como en la Obser-
vacién 3.6, sean ¢ y U como en la Observacion 3.9 y sean N y C,, para cada
n > N como en el Lema 3.10. Se probara que LiC,, = {A}. Del Lema 1.23 y
de (3.21) de la Observacién 3.9 obtenemos que A € LiC,.

Ahora tomemos D € LiC,. Sea (D,,),>y una sucesién en p~'(t) tal que
limD, =Dy D, €C, para cadan > N (Lema 1.23).

Por el Lema 3.10, para cadan > N tenemos que Dy, C U, y H(A, Dy,) <
#. As, como (v2,v/2,0) € Ay (v2,-v/2,0)] € A para cada i €
{1,...,m}, por el Corolario 1.42 para cada i € {1,...,m} existen puntos

Ph, qh, € Dy, tales que

d(ph,, (V2,V2,0)1) < oy
d(Q%n: (\/57 _\/§> O)M) < #

En consecuencia, para cada i € {1,...,m} el conjunto Dy, tiene puntos en
cada uno de los siguientes conjuntos:

{(z,y,2) € Sop, x>0,y > 0}@) y
{(x,y,2) € So 12 > 0,y < 0},

Dado que D,, € C,,(X), esto implica que para cada i € {1,...,m} y para
cada n > N el conjunto Dy, interseca cada segmento de la forma R, con
p € {(z,y,2) € Sap : & < O}(i). Se sigue que D interseca cada segmento de
la forma R, con p € {(v,y,2) € S : x < 0}(V) para cada i € {1,...,m}
(Corolario 1.46). Similarmente, D interseca cada segmento de la forma R,
con p € {(x,y,2) € S : 2 > 0} para cada i € {1,...,m}. Ademéds, por
el Lema 3.10 se tiene que D,, C U{qkSy(Lk) : 1 < k < m} para cadan > N.
Entonces D C (J{gS™® : 1 <k <m}ycomo u(D) =t = u(A), el Lema 3.8
implica que D = A. Por lo tanto LiC, = {A} y concluimos que {A} es un
R3-continuo en p~t(t). O

Teorema 3.12. Las propiedades de ser contrdctil y de tener hiperespacio
contrdactil no son propiedades de Whitney para Cp,(X).

Demostracion. Seam € IN, sea X como en el Ejemplo 3.3 y sea pu : Cp,(X) —
R como en la Observacion 3.6. Entonces X es contractil y por el Teorema 3.11
existe t € (0, (X)) tal que u~'(t) contiene un R3*-continuo. Se sigue del
Teorema 1.61 que p~'(t) no es contractil; luego, ser contractil no es una
propiedad de Whitney para C,,(X).
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Por otro lado, del Corolario 1.60 obtenemos que 2% y C,,(X) son hiper-
espacios contractiles para toda n € IN y por el Corolario 1.63 sabemos que
—1 . . . :u_l(t) —1 , .
= *(t) tiene hiperespacios 2 y Cn(p™'(t)) que no son contractiles para
ninguna n € IN. Concluimos entonces que tener hiperespacio contractil no es
una propiedad de Whitney para C,,(X). ]
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