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Jáuregui
Renaud

3. Datos del sinodal 1
Dr.
Fernando Mat́ıas
Moreno
Yntriago

4. Datos del sinodal 2
Dr.
Jerónimo Alonso
Cortez
Quezada

5. Datos del sinodal 3
Dr.
Sahen
Hacyan
Saleryan

6. Datos del sinodal 4
Dr.
Alejandro
Corichi
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I. Introducción

En 1919 el astrónomo Arthur Eddington se embarcó en un viaje para medir
la deflección de la luz, proveniente de estrellas lejanas, al pasar cerca del Sol.
Las mediciones se llevaron a cabo durante un eclipse solar y los valores medidos
confirmaron las predicciones de los cálculos de Albert Einstein. Fue aśı como la
teoŕıa de la relatividad general se convirtió en la descripción por excelencia del
universo a gran escala y en el nuevo paradigma sobre el espacio-tiempo.
Dicha teoŕıa predice el corrimiento al rojo de la frecuencia luz como consecuen-
cia de la curvatura del espacio-tiempo, entre otra plétora de resultados.
Otro fenómeno de interés es el análogo gravitacional de el efecto Magnus ópti-
co, para el cual el vector de Poynting no coincide con la dirección de propa-
gación de la luz sino que sufre una deflección como consecuencia del campo
gravitacional(1).
Sin embargo tales efectos ópticos consideran sólo aspectos clásicos de la luz.
Surge de manera natural el preguntarse que nuevos fenómenos debeŕıamos ob-
servar al considerar la naturaleza cuántica de la luz en presencia de un campo
gravitacional.
En este trabajo describiré uno de tales fenómenos conocido como efecto Unruh(2).
Dicho efecto nos permitirá discutir el concepto de part́ıcula para un observador
inercial y un observador acelerado.
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Caṕıtulo I

Espacio-Tiempo

La mejor descripción que tenemos hoy en d́ıa del espacio-tiempo es la teoŕıa
de la relatividad general desarrollada por Einstein en los comienzos del siglo
XX.
La clave para un mejor entendimiento de la gravedad es el principio de equiv-
alencia el cual establece que un observador en presencia de un campo gravita-
cional es equivalente a un observador acelerado. Aunado a este razonamiento
está la idea de Riemman sobre como la curvatura de una superficie cambia el
vector de aceleración al desplazarlo sobre la superficie curva. Esto le permitió a
Einstein establecer un v́ınculo entre la geometŕıa diferencial y la gravitación al
darse cuenta que la fuerza de gravedad es una manifestación de la curvatura
del espacio-tiempo. Aśı pues, la teoŕıa de la relatividad general explota toda la
riqueza de la geometŕıa Riemmaniana para desarrollar una teoŕıa de la grav-
itación.

I. Variedad suave

El espacio-tiempo se modela como una variedad suave cuyos puntos se pueden
asociar con eventos.

Una variedad suave de dimensión n, M, es un espacio topológico de Haus-
dorff junto con una familia de abiertos {Oα} que satisface las siguientes propiedades:

1. {Oα} es una cubierta de M

2. Para cada α existe un mapeo biyectivo ψα : Oα → Uα donde Uα es un
abierto de Rn

3. Si la intersección de dos abiertos es no vaćıa, Oα ∩ Oβ 6= ∅,entonces el
mapeo ψβ ◦ ψ−1

α que toma puntos en ψα[Oα ∩ Oβ ] ⊂ Uα ⊂ Rn a puntos
en ψβ [Oα ∩Oβ ] ⊂ Uβ ⊂ Rn es infinitamente diferenciable, C∞.

Para poder hablar de cantidades f́ısicas como velocidad, aceleración, vector
y tensor de enerǵıa momento, tensor electromagnético, etc... necesitamos saber
como se definen tales cantidades en el lenguaje geométrico libre de coordenadas.
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II. Vector, vector dual y tensores

Podemos definir a un vector como una clase de equivalencia de curvas. Para
ello recordemos que una curva es un mapeo de un intervalo en los reales a una
variedad, que tomaremos de clase C∞ y diremos que es un mapeo suave(3).

σ : (−ε, ε)→M

Decimos que dos curvas σ1,σ2 son tangentes a un punto p en M si satisafcen

1. σ1(0) = σ2(0) = p

2. Para un sistema de coordenadas local (x1, x2, . . . xm) alrededor de p, las
curvas σ1,σ2 son tangentes en el sentido usual de Rm

∂xi

∂t
(σ1(t))|t=0 =

∂xi

∂t
(σ2(t))|t=0

i = 1, 2, . . . ,m

Notamos que si σ1,σ2 son tangentes en un sistema coordenado, entonces son
tangentes en cualquier sistema coordenado que cubra el punto p.

Definimos un vector en un punto p de M como la clase de equivalencias
de curvas [σ] que son tangentes al punto p. Al conjunto de todos los vectores
tangentes al punto p lo llamamos espacio tangente y lo denotamos por TpM.

Una manera equivalente de definir vectores es como una derivada direccional

v(f) :=
∂f

∂t
(σ(t))|t=0

[σ] = v actua como un operador diferencial sobre el algebra de las funciones
suaves.

Esta ecuación define un mapeo de TpM a DpM, donde DpM es el espacio
de derivaciones y se define como sigue:

Una derivación en un punto p de M es un mapeo

v : C∞ → R

que cumple con lo siguiente

1. v(f + g) = v(f) + v(g)

2. v(rf) = rv(f)

3. v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)

para toda f y g de clase C∞ y r en R.



9

En otras palabras el mapeo es lineal y cumple con la regla de Leibniz.

Se puede demostrar que TpM y DpM son isomorfos como espacios vectori-
ales lo cual establece una equivalencia entre las 2 definiciones de vector.

Construimos un campo vectorial χ sobre una variedad suave tomando un
elemento del espacio tangente TpM para cada punto p de la variedad de tal
forma que el mapeo definido por

χ(f) :M→ R

p→ (χf)(p) := χp(f)

sea de clase C∞.

Para poder discutir el concepto de tensor necesitamos hablar primero del
vector cotangente.

Un vector cotangente ω en un punto p de M es un mapeo lineal de TpM
a los reales y se denota como 〈ω, v〉 para v en TpM. El espacio generado por
estos mapeos forma el espacio cotagente en el punto p y lo denotamos por T ∗pM.

T ∗pM es el espacio dual del espacio tangente TpM por lo cual el vector cotan-
gente es también llamado vector dual.

Con esto en mente definimos un tensor de rango (M,N) en un punto de la
variedad como un mapeo multilineal que toma M vectores duales, N vectores y
te arroja un número real

T : T ∗pM× . . . T ∗pM× TpM× . . . TpM→ R.

La importancia del uso de tensores en f́ısica se manifiesta en su naturaleza
geométrica independiente del marco de referencia. De esta manera podemos
expresar las ecuaciones que describen la dinámica del sistema f́ısico en su forma
covariante.

III. Cambiando de sistema coordenado

Una forma de definir vectores y tensores es de acuerdo a como se transfor-
man sus componentes de un sistema coordenado {xµ} a otro {x′µ}.

Escogemos una base { ∂
∂xµ } para los vectores en TpM. En esta base la compo-

nente µ-ésima del vector v es vµ. De esta manera un vector es aquella cantidad
que se transforma de acuerdo con

v′µ =

n∑
µ=1

vµ
∂x′µ

∂xµ
.



10

Analogamente, consideremos una base {dxµ} para los vectores duales en T ∗pM.
La componente µ-ésima del vector dual en dicha base es ωµ. El vector dual se
transforma de acuerdo con

ω′µ =

n∑
µ=1

ωµ
∂xµ

∂x′µ
.

Aśı podemos definir la regla de transformación de un tensor de rago (M,N) como

T
µ′1...µ

′
N

ν′1...ν
′
M

=

n∑
µ1...νM

Tµ1...µN
ν1...νM

∂xµ
′
1

∂x′µ1
. . .

∂xνM

∂x′ν
′
M

.

IV. El tensor métrico

La métrica siendo un tensor simétrico de rango (0,2) es una estructura adi-
cional que agregamos a la variedad diferencial y que nos permite introducir la
noción de distancia entre dos puntos del espacio-tiempo.
Escogiendo una sistema coordenado {xµ} podemos desarrollar el tensor métrico
en sus componentes gµν . Haciendo uso de la convención de la suma sobre los
ı́ndices repetidos de Einstein escribimos

g = gµνdx
µ ⊗ dxν .

Usualmente se usa la notación ds2 haciendo referencia al elemento infinitesimal
de distancia al cuadrado. Siguiendo esta convención escribimos

ds2 = gµνdx
µdxν .

Podemos también formar el producto interno entre dos vectores con ayuda de
la métrica

g(u,v) = g(uµ∂µ, v
ν∂ν) = gµνu

µvν

Dada una métrica g, podemos encontrar una base de vectores ortonormales
{v1 . . .vn} en el espacio tangente a cada punto p pidiendo que

g(vα,vβ) = 0 si α 6= β g(vα,vα) = ±1

La métrica del espacio-tiempo tiene signatura (− + + +).

La métrica nos permite también construir una biyección entre el espacio dual
y el espacio tangente. Para esto consideramos a la métrica como un tensor de
rango (1,1) que mapea vectores en vectores duales.

V. Derivada de Lie y vector de Killing

Para poder definir el concepto de derivada de Lie necesitamos saber como
desplazar un tensor de un punto a otro en la variedad, por lo cual definiremos
dos conceptos muy útiles.
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Consideremos dos variedades suaves M,N y el mapeo φ : M → N en
A(C∞).

Para poder mapear un vector en TpM a Tφ(p)N definimos el “pushforward”
de un vector:

φ∗ : TpM→ Tφ(p)N

donde para toda f en A(C∞), tenemos que

(φ∗v)(f) = v(f ◦ φ).

El “pushforward” para tensores de rango (M,0) se define como

(φ∗T )a1...aN (v1)a1 ...(vN )aN = Ta1...aN (φ∗v1)a1 ...(φ∗vN )aN .

Dado un vector dual definimos el “pullback”

φ∗ : Tφ(p)N → TpM

donde, para todo v en TpM, tenemos

(φ∗ω)µv
µ = ωµ(φ∗v)µ.

El “pullback” de un tensor de rango (0,N) se define como

(φ∗T )b1...bM (ω1)b1 ...(ωM )bM = T b1...bM (φ∗ω1)b1 ...(φ∗ωM )bM

La extensión del “pullback” a tensores de rango (M,N) requiere que el mapeo
φ sea un difeomorfismo. Un difeomorfismo es un mapeo biyectivo con inversa
de clase C∞, necesariamente dimM = dimN . Dicho esto podemos usar a φ−1

para definir el “pullback” (4):

(φ−1)∗ : Tφ(p)N → TpM

(φ∗T )b1...bMa1...aN (ω1)b1 ...(ωM )bM (v1)a1 ...(vN )aN

= T b1...bMa1...aN (φ∗ω1)b1 ...((φ
−1)∗vN )aN

Se puede probar que φ∗ = (φ−1)∗.

Si φ :M→M es un difeomorfismo y se cumple que

φ∗T = T

decimos que φ es una transformación de simétŕıa para el campo tensorial T. En
el caso de que el campo tensorial corresponda al tensor métrico dicha transfor-
mación se llama isometŕıa.

Con esto podemos definir la derivada de Lie de un campo tensorial. Con-
sideremos un campo vectorial v cuyas curvas integrales están descritas por un
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mapeo suave φt :M→M que tiene la virtud de ser un difeomorfismo. Las cur-
vas integrales están parametrizadas con el parámetro t. Definimos la derivada
de Lie de un campo tensorial T con respecto al campo v como

£vT
b1...bM

a1...aN = ĺım
t→0

φ∗−tT
b1...bM

a1...aN − T
b1...bM

a1...aN

t
.

Uno de los usos de la derivada de Lie en f́ısica es expresar la invariancia de
tensores bajo cierta transformación. Decimos que un campo tensorial T es in-
variante bajo el arrastre de un campo vectorial ξ si

£ξT
b1...bM

a1...aN = 0.

En particular cuando el tensor es la métrica g, el campo ξ recibe el nombre de
campo Killing. El campo de Killing define una isometŕıa del espacio-tiempo a lo
largo de las curvas integrales de dicho campo, descritas por un difeomorfismo φt.
Como ya mencionamos esto significa que φt es una transformación de simetŕıa
del campo tensorial definido por el tensor métrico.

En un sistema coordenado dado si las componentes de la métrica son in-
depedientes de alguna coordenada xµ, el elemento de la base asociado a dicha
coordenada,∂µ, es un vector de Killing

£∂µg = 0

VI. Derivada covariante

Hasta ahora hemos definido vectores y tensores sobre un punto de la var-
iedad pero aún no tenemos forma de poder comparar dos vectores, por ejemplo,
en dos puntos diferentes de la variedad. En el caso de que tales vectores rep-
resenten el momento de una part́ıcula(o alguna otra propiedad de la part́ıcula)
en dos puntos del espacio-tiempo, no tenemos forma de poder comparar tales
cantidades.
Para resolver esto se introduce la noción de conexión a través de un operador
de derivación conocido como derivada covariante. La derivada covariante nos
permite hacer el transporte paralelo de vectores(tensores) sobre la variedad, es
decir, podemos desplazar un vector de un punto a otro en la variedad sin cam-
biar su magnitud ni su dirección.

Formalmente la derivada covariante5 se define como un operador de derivación
sobre la variedad que mapea un campo tensorial suave de rango (M,N) en un
campo tensorial suave de rango (M,N+1) y satisface las siguientes propiedades(4):

I. Es un operador lineal.

Para toda A y B en T (M,N) y α, β en R

5(αAa1a2...aM
b1b2...bN

+ βBa1a2...aM
b1b2...bN

)

= α5Aa1a2...aM
b1b2...bN

+ β 5Ba1a2...aM
b1b2...bN
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II. Satisface la regla de Leibniz.

Para toda A en T (M,N) y B en T (M ′, N ′)

5[Aa1a2...aM
b1b2...bN

B
c′1c
′
2...c

′
M

d′1d
′
2...d

′
N

]

= [5Aa1a2...aM
b1b2...bN

]B
c′1c
′
2...c

′
M

d′1d
′
2...d

′
N

+Aa1a2...aM
b1b2...bN

[5Bc
′
1c
′
2...c

′
M

d′1d
′
2...d

′
N

]

III. Conmuta con la operación de contracción.

Para toda A en T (M,N)

5(Aa1...c...aM
b1...c...bN

) = 5Aa1...c...aM
b1...c...bN

IV. Debe de ser consistente con la definición de vector tangente como derivada
direccional de funciones escalares.

Para toda f en A(C∞) y va en TpM

v(f) = va 5a f
V. No hay torsión.

Para toda f en A(C∞)

5a 5b f = 5b 5a f

VII. El espacio de Minkowski

En 1905 Einstein publicó un art́ıculo que modificó nuestra concepción sobre
la cinemática y la dinámica de los objetos f́ısicos. Tomando como postulado la
constancia de la velocidad de la luz, construyó la infraestructura de la f́ısica que
rige el mundo de las altas enerǵıas. Dicha teoŕıa es conocida hoy en d́ıa como
relatividad especial y desembocaŕıa 10 años más tarde en una concepción más
general del espacio-tiempo, la teoŕıa de la relatividad general.

La relatividad especial nos brinda la herramienta para poder comparar las
mediciones hechas por dos observadores inerciales v́ıa una transformación que
fue estudiada por Lorentz en el contexto del electromagnetismo y que hoy lleva
su nombre. Definimos la transformación de Lorentz como aquella que deja
invariante al intervalo de espacio-tiempo

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

e involucra transformaciones tanto en espacio, como en tiempo. Si los obser-
vadores se mueven en la dirección del eje de las x, la transformación entre los
sistemas coordenados {xµ} y {x′µ} asignados a cada observador respectivamente
es:
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t′ = γ(t− vx) x′ = γ(x− vt) y′ = y z′ = z

donde γ = 1√
1−v2

Podemos usar también la transformación de Lorentz para comparar canti-
dades f́ısicas, de naturaleza tensorial, de un marco inercial a otro. Si denotamos
a dicha transformación con el śımbolo Λab, donde

[Λab] =


γ −γv 0 0
−γv γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



podemos escribir la transformación de un tensor de un marco inercial a otro
como

T
µ′1...µ

′
N

ν′1...ν
′
M

= Λ
µ′1
µ1 . . .Λ

ν′N
νNT

µ1...µN
ν1...νM

Del intervalo de espacio-tiempo podemos leer las componentes del tensor métri-
co.

[ηµν ] =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Definimos el espacio de Minkowski como una variedad suave provista de la es-
tructura dada por el tensor métrico ηµν .

Dado que las transformaciones de Lorentz preservan el intervalo de espacio-
tiempo, corresponden a una isometŕıa del espacio de Minkowski.

VIII. Coordenadas de Rindler

De acuerdo a el principio de equivalencia, un observador en un campo grav-
itacional es equivalente a un observador acelerado. Podemos aproximar al campo
gravitacional terrestre como un campo uniforme en una región para la cual la
precisión de nuestros aparatos de medición es tal que no detecten la fuerzas de
marea debidas al gradiente del campo gravitacional.
De esta manera podemos definir un observador inercial como aquél que esta
en cáıda libre y un observador acelerado como aquél que se encuentra sobre la
superficie de la Tierra.

Para estudiar observadores uniformemente acelerados se utilizan coorde-
nadas de Rindler (T,X,Y,Z) que se obtienen mediante la siguiente transfor-
mación del espacio de Minkowski, con coordenadas (t,x,y,z):

t = Zsinh(η) z = Zcosh(η)
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Con η = aT ,siendo a la aceleración y T el tiempo propio del observador aceler-
ado.

Dicha transformación del espacio solo cubre la mitad del espacio de Minkows-
ki y lo divide en cuatro regiones.Las regiones I y II se llaman cuñas de Rindler
y tienen la peculiaridad de que el intervalo de espacio-tiempo de un punto en I
con un punto en II es espacialoide, lo cual implica que I y II describen regiones
causalmente desconectadas. De aqúı que los planos z = ±t reciban el nombre
de horizontes.La región F es el cono del futuro y la región P es el cono del pasado.

Un observador de Rindler corresponde a un marco uniformemente acelerado
y gráficamente se describe con la trayectoria hiperbólica definida por Z=cte.

z2 − t2 = Z2

Observamos que los observadores de Rindler se acercan asintóticamente al hor-
izonte cuando T →∞

El elemento de espacio-tiempo para coordenadas de Rindler es:

ds2 = −a2Z2dT 2 + dX2 + dY 2 + dZ2

De donde podemos obtener las componentes de la métrica de Rindler

[gµν ] =


−(aZ)2 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Esta métrica describe un espacio-tiempo estático ya que sus componentes son
independientes del tiempo T . Observamos que g00 depende de la coordenada Z
a diferencia de la métrica de Minkowski para la cual todas las componentes de
la métrica eran constantes. Para una métrica que describe un espacio-tiempo
curvo las componentes de la métrica dependen de las coordenadas.
Es importante aclarar que la métrica de Rindler describe un espacio-tiempo
plano aunque las componenetes de la métrica no sean constantes. La diferencia
radica en que para las coordenadas de Rindler podemos remover dicha depen-
dencia globalmente mediante una transformación de coordenadas mientras que
para una métrica mas general solo podemos hacer esto localmente.
La importancia de la métrica de Rindler reside en el hecho de que exhibe car-
acteŕısticas que son propias de un espacio-tiempo curvo a pesar de que ésta
describa un espacio-tiempo plano. Esto simplifica de manera significativa los
cálculos y nos permite obtener intuición de como debeŕıa ser el fenómeno para
un espacio-tiempo curvo.

Para poder comparar un tensor de un marco inercial a un marco acelerado
usamos la regla para transformar tensores de un sistema coordenado a otro
definida anteriormente.
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Caṕıtulo II

El campo escalar real

I. Teoŕıa de campo en el espacio de Minkowski

Un campo escalar lo describimos mediante una función φ(x) que nos arroja
el valor del campo en cada punto x del espacio-tiempo. Este valor es invari-
ante ante transformaciones del grupo de Lorentz. Para encontrar la ecuación de
movimiento del campo podemos aplicar el principio de mı́nima acción

S =

∫
Ldt

donde la langrangiana se define como la integral sobre el espacio de una densidad
lagrangiana que depende de la función del campo y su derivada.

L =

∫
L(φ, ∂µφ)d3x

La densidad lagrangiana es un escalar por lo cual es una cantidad covariante,
lo cual implica que tanto la lagrangiana como la teoŕıa de campo resultante son
covariantes.

Luego al variar la acción del campo:

δS =

∫
d4x[

∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)]

=

∫
d4x[

∂L
∂φ

δφ− ∂

∂xµ
∂L

∂(∂µφ)
δφ+

∂

∂xµ
(

∂L
∂(∂µφ)

δφ)]

El último término se convierte en una integral de superficie que en el ĺımite al
infinito se anula si el valor del campo en la infinidad es cero.

Haciendo δS = 0 tenemos que

δS =

∫
d4x[

∂L
∂φ
− ∂

∂xµ
∂L

∂(∂µφ)
]δφ = 0

Ya que δφ es arbitraria, el integrando debe ser cero. Aśı obtenemos las ecuaciones
de Euler-Lagrange para el campo

17



18

∂L
∂φ(x)

− ∂

∂xµ
∂L

∂(∂µφ(x))
= 0.

La densidad lagrangiana para el campo escalar es:

L =
1

2
ηµν∂µφ(x)∂νφ(x)− 1

2
m2φ(x)2,

sustituyendo en las ecuaciones de Euler-Lagrange encontramos que φ(x) satis-
face la ecuación de Klein-Gordon

2φ(x)−m2φ(x) = 0.

El operador d’Alambertiano se define como

2 = ηµν∂µ∂ν .

La ecuación de Klein-Gordon se puede resolver por separación de variables. Una
solución particular es una onda plana

φk(x) = Ceik·x

con C una constante y k = (ω, kx, ky, kz).

Al sustituir la onda plana en la ecuación de Klein-Gordon encontramos la
relación de dispersión relativista.

k2 −m2 = 0

Cada k define un modo del campo escalar, nos referimos a estos modos como
modos de Minkowski.

Decimos que los modos φk son de frecuencia positiva con respecto a t si
satisfacen la ecuación

∂

∂t
φk(x) = −iωφk(x) ω > 0

Definimos el producto interno entre los modos Minkowski

(φk, φk̃) = −i
∫
dΣt=cte[φk(x)∂tφ

∗
k̃
(x)− ∂tφk(x)φ∗

k̃
(x)],

la integral es sobre la superficie de Cauchy definida por el hiperplano Σt=cte.

Normalizamos los modos usando el producto interno

φk(x) = [(2π)32]−1eik·x.

Los modos de Minkowski forman un conjunto ortonormal con respecto a este
producto escalar, ya que satisfacen

(φk, φk̃) = δk,k̃
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I. Cuantización

Para cuantizar el campo escalar, usando el formalismo canónico, tomamos
al operador φ̂ que satisface las siguientes relaciones de conmutación a tiempos
iguales(5).

[φ̂(t, ~x), φ̂(t, ~x′)] = 0

[π̂(t, ~x), π̂(t, ~x′)] = 0

[φ̂(t, ~x), π̂(t, ~x′)] = iδ(~x− ~x′)

El operador π̂ = ∂L
∂(∂tφ̂)

= ∂tφ̂ es la variable canónica conjugada del operador φ̂.

Como los modos φk son una base ortonormal, podemos escribir el operador
de campo como una superposición de modos.

φ̂ =
∑
k

φk(~x)e−iωtâk + φ∗k(~x)eiωtâ†k

El primer término corresponde a las frecuencias positivas y el segundo a las fre-
cuencias negativas. âk y â†k son operadores de creación y aniquilación que actúan
sobre un espacio de Hilbert conocido como espacio de Fock. Además satisfacen
las siguientes reglas de conmutación

[âk, âk̃] = 0 [â†k, â
†
k̃
] = 0 [âk, â

†
k̃
] = δk,k̃

estas relaciones de conmutación son equivalentes a las relaciones de conmutación
entre φ̂ y Π̂.

II. La base de Fock

La base de Fock se construye de la siguiente manera:

Los operadores de creación y aniquilación satisfacen

â†k|nk〉 = (n+ 1)
1
2 |(n+ 1)k〉

âk|nk〉 = n
1
2 |(n− 1)k〉

Definimos el operador de número para el modo k como

N̂k = â†kâk

Resulta que N̂k es una observable y corresponde al número de part́ıculas en el
modo k. Dicho esto, podemos definir una observable para el número total de
part́ıculas en el campo como

N̂ =
∑
k

N̂k
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Definimos el estado con cero quantos mediante la ecuación

âk|0〉 = 0

f́ısicamente el estado |0〉 corresponde al vaćıo.

El estado que describe un quanto del campo en el modo k lo construimos a
partir del estado de vaćıo usando el operador de creación asociado al modo k

â†k|0〉 = |1k〉.

Para construir un estado con n-quantos en el modo k aplicamos el operador de
aniquilación n-veces

(â†k)n|0〉 =
√
n!|nk〉.

Un estado que representa dos quantos pero para diferentes modos se construye
usando operadores de creación para cada modo en cuestión

â†
k̃
â†k|0〉 = |1k̃, 1k〉.

Similarmente un estado con n quantos en diferentes modos es

âk1 âk2 ..âkn |0〉 = |1k1 , 1k2 , .., 1kn〉.

En general un estado con 1n-quantos en el modo k1, 2n-quantos en el modo k2,
. . .,in-quantos en el modo ki y aśı sucesivamente, corresponde a

[1n!2n!..in!...]−
1
2 (âk1)

1n(âk2)
2n . . . (âki)

in . . . |0〉 = |1nk1 ,2 nk2 , . . . ,i nki , . . .〉

La constante [1n!2n!..in!...]−
1
2 es introducida para normalizar los estados.

〈1nk1 ,2 nk2 , . . . ,r nkr , . . . |1mk′1 ,
2mk′2 , . . . ,

smk′s , . . .〉 =

δrs
∑
α

δn1mα(1) . . . δnrmα(s)δk1k′α(1) . . . δkrkα(s)

La suma es sobre todas las permutaciones α de los enteros de 1 hasta s.

III. El tensor de enerǵıa-momento

El teorema de Noether nos dice que para cada transformación continua de
las funciones de campo y coordenadas que garantiza que la variación de la ac-
ción es cero, corresponde una cantidad f́ısica que se conserva en el tiempo.

La cantidad conservada que corresponde a traslaciones en el espacio-tiempo
es el tensor de enerǵıa-momento, el cual podemos construir a partir de la den-
sidad lagrangiana:

Tµν =
∂L

∂(∂µφ)

∂φ

∂xν
− Lηµν .
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Luego

Tµν =
1

2
∂µφ∂νφ+

1

2
m2φ2ηµν

La componente T00 es la densidad de enerǵıa del campo

T00 =
1

2
[(∂0φ)2 +

3∑
i=1

(∂iφ)2 +m2φ2]

Usando la descomposición del campo en modos φk e integrando sobre todo el
espacio obtenemos el Hamiltoniano del campo

∫
T00 dΣt=0 =

1

2
C

∫
∂0[

∑
k

âke
−ik·x + â†ke

ik·x]∂0[
∑
k̃

âk̃e
−ik̃·x + â†

k̃
eik̃·x]

+

3∑
i=1

∂i[
∑
k

âke
−ik·x + â†ke

ik·x]∂i[
∑
k̃

âk̃e
−ik̃·x + â†

k̃
eik̃·x]

+m2[
∑
k

âke
−ik·x + â†ke

ik·x][
∑
k̃

âk̃e
−ik̃·x + â†

k̃
eik̃·x]

=
1

2
C

∫
[ωω̃ + |~k|2 +m2]

∑
k̃k

[âkâ
†
k̃
e−i(k−k̃)·x + â†kâk̃e

i(k−k̃)·x]dΣt=0

=
∑
k

ω

2
[âkâ

†
k + â†kâk]

El Hamiltoniano para el campo escalar es

Ĥ =
∑
k

ω

2
[âkâ

†
k + â†kâk].

Recordemos que en un sistema cerrado el valor esperado del Hamiltoniano se
identifica con la enerǵıa.

La componente T0i se asocia con la densidad de momento del campo:

T0i = ∂tφ∂iφ

Analogamente integrando la densidad de momento sobre todo el espacio obten-
emos el momento del campo

P̂i =

∫
T0i dΣt=0 =

∑
k

ki[âkâ
†
k + â†kâk].

Es inmediato verificar que los operadores de número N̂k y N̂ conmutan con el
operador Hamiltoniano y con el operador de momento.

[N̂ , Ĥ] = [N̂k, Ĥ] = 0

[N̂ , P̂i] = [N̂k, P̂i] = 0
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II. Cuantización del campo escalar para
un espacio-tiempo estático

Consideremos un espacio-tiempo Lorentziano descrito por una métrica diag-
onal y que no depende de la coordenada temporal x0. Esto implica que ∂0 es un
vector de Killing

£∂0
g = 0

Esto nos permite foliar el espacio con las superficies de Cauchy ortogonales al
vector de Killing. Este es el espacio de fondo sobre el cual desarrollaremos la
teoŕıa de campo escalar.

La ecuación de Klein Gordon generalizada a un espacio tiempo con metrica
no trivial es

2φ(x)−m2φ(x) = 0

donde el operador d’Alambertiano se define como

1
√
g
∂µ(
√
ggµν∂ν) = gµν 5µ 5ν .

La densidad lagrangiana que da lugar a la ecuación de Klein-Gordon al mini-
mizar la acción es

L =
1

2

√
g(gµν∂µφ∂νφ−m2φ2).

Usando el formalismo canónico definimos el momento conjugado y el Hamilto-
niano

π =
∂L

∂(∂0φ)
=
√
gg00∂0φ,

H =

∫
π∂0φ− L d4x.

Podemos resolver la ecuación de Klein-Gordon para un espacio tiempo estático
por separación de variables, lo cual nos permite descomponer al campo en una
parte espacial y otra temporal:

φ(x0, ~x) = ψj(~x)e±iEjt.

Al sustituir en la ecuación de Klein Gordon encontramos una ecuación de eigen-
valores

Dψj ≡
1
√
g
g00∂l(

√
gglk∂kψj) + g00m

2ψj = E2
jψj ,

D es un operador diferencial hermitiano y j es una etiqueta para denotar un
conjunto de numeros {j} asociados a cada modo del campo.Siendo más precisos
{j} está en el espectro del operador D que se define como

σ(D) = {λεR : λI −D no es invertible}.
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Definimos un producto interno sobre el espacio de funciones(6)

(f1, f2) =

∫
d3xg00√gf∗1 (~x)f2(~x).

Notamos que D es positivo definido

(f,Df) =

∫
d3xf∗(~x)∂l[

√
gglk∂kf(~x)] +

∫
d3x
√
gm2|f(~x)|2

≥ −
∫
d3x
√
gglk∂lf

∗(~x)∂k(~x)

≥ 0.

En lo que sigue vamos a tomar Ej ≥ 0 .

Usando el producto interno escribimos la relación de ortonormalización para
las eigenfunciones ψj . Aśı∫

d3xg00√gψ∗j (~x)ψj′(~x) = δjj′ .

Introducimos una medida µ(j) en σ(D) que nos permita definir una transfor-
mada integral de tal forma que cualquier función f se puede escribir como

f(~x) =

∫
dµ(j)f̃(j)ψj(~x).

Dicha transformada integral nos permite pasar del espacio de coordenadas al
espacio de las j′s. Con ayuda de σ reescribimos el producto interno en el espacio
de las j′s.

(f1, f2) =

∫
dµ(j)f̃∗1 (j)f̃2(j)

La relación de completez para el conjunto de eigenfunciones es∫
dµ(j)ψ∗j (~x)ψj(~y) =

1

g00√g
δ(~x− ~y).

Postulamos las siguientes relaciones de conmutación a tiempos iguales con-
siderando al campo φ como un operador de campo

[φ̂(x0, ~x), φ̂(x0, ~x′)] = [π̂(x0, ~x), π̂(x0, ~x′)] = 0

[φ̂(x0, ~x), π̂(x0, ~x′)] = iδ(~x− ~x′).

Escribimos al operador de campo φ̂ en un desarrollo de eigenfunciones con su
respectiva parte temporal en frecuencias positivas y frecuencias negativas intro-
duciendo operadores de aniquilación âj y creación â†j , para cada modo j,

φ̂(x0, ~x) =

∫
dµ(j)√

2Ej
[ψj(~x)e−iEjx

0

âj + ψj(~x)eiEjx
0

â†j ].

âj , â
†
j satisfacen las siguientes relaciones de conmutación



24

[âj , âj′ ] = 0 [â†j , â
†
j′ ] = 0 [âj , â

†
j′ ] = δ(j, j′)

que son equivalentes a las relaciones de conmutación para el operador de campo
y el operador de momento conjugado.

El Hamiltoniano define una evolución unitaria del operador de campo medi-
ante

φ̂(x0, ~x) = eiĤx
0

φ̂(0, ~x)e−iĤx
0

El operador de campo φ̂ actúa sobre un espacio de Fock que construimos de
manera análoga al caso de la teoŕıa de campo escalar en el espacio de Minkows-
ki.

Definimos el estado del vaćıo

âj |0〉 = 0

para toda j.

Un estado de una part́ıcula en el modo j es

â†j |0〉 = |1j〉

En general un estado con 1n-quantos en el modo j1, 2n-quantos en el modo j2,
. . .,in-quantos en el modo ji y aśı sucesivamente, corresponde a

[1n!2n!..in!...]−
1
2 (âj1)

1n(âj2)
2n . . . (âji)

in . . . |0〉 = |1nj1 ,2 nj2 , . . . ,i nji , . . .〉

I. El campo escalar en el espacio de Rindler

La métrica de Rindler describe un espacio-tiempo estático por lo que pode-
mos aplicar el formalismo de la sección anterior para este caso en particular.

Para poder comparar más adelante con el campo electromagnético haremos

la descripción de un campo escalar con una masa m = k⊥, con k⊥ =
√
k2
x + k2

y.

La ecuación de Klein-Gordon admite una solución de la forma

φj(~x, η) = ψj(Z)ei(kxx+kyy−Ωη).

La función ψj satisface una ecuación de Bessel

[Z2 d2

dZ2
+ Z

d

dZ
− k2
⊥Z

2 +
Ω2

a2
]ψj(Z) = 0.

La solución que no diverge cuando Z →∞ es

ψj(Z) = NRKiΩ
a

(k⊥Z),

NR es una constante de normalización y KiΩ
a

(k⊥Z) es la función de Bessel
modificada de tercer tipo que se define en general en forma integral como
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Kµ(x) =

∫ ∞
0

e−x cosh(u) cosh(µu)du.

II. Normalización de los modos de Rindler

Normalizamos la función con respecto al siguiente producto interno

(φj , φk) = −i
∫
dΣη=cte.[φj∂ηφ

∗
k − ∂ηφjφ∗k].

Donde dΣη=cte. = (aZ)−1dXdY dZ.

Para ello resolvemos para la constante NR de la siguiente ecuación

−iN2
R

∫
dXdY dZ(aZ)−1[K

i Ω̃
a

(k⊥Z)e−iΩ̃η
←→
∂ηK−iΩ

a
(k⊥Z)eiΩη]

× e−i[(k̃x−kx)x+(k̃y−ky)y] = 1.

Luego

N2
R

∫
dXdY dZ(aZ)−1[(Ω̃ + Ω)e−i(Ω−Ω̃)ηK

i Ω̃
a

(k⊥Z)K−iΩ
a

(k⊥Z)]

× e−i[(k̃x−kx)x+(k̃y−ky)y] = 1.

Integramos sobre las variables x, y

(2π)2N2
R

∫
dZ(Z)−1[(

Ω̃

a
+

Ω

a
)e−i(Ω−Ω̃)ηK

i Ω̃
a

(k⊥Z)K−iΩ
a

(k⊥Z)] = 1.

Para resolver la integral en Z usamos(7)

∫ ∞
0

dxxα−1K
i Ω̃
a

(cx)K−iΩ
a

(cx) =
2α−3

cαΓ(α)

× Γ(
α+ µ+ ν

2
)Γ(

α+ µ− ν
2

)Γ(
α+ ν − µ

2
)Γ(

α− µ− ν
2

)

Para {Rec > 0,Reα > |Reµ|+ |Reν|}

En nuestro caso α = 0 por lo que tenemos que introducir una ε > 0 para
que se satisfaga la condición anterior.

IZ = (2π)2N2
R

∫
dZ(Z)ε−1(

Ω̃

a
+

Ω

a
)[K

i Ω̃
a

(k⊥Z)K−iΩ
a

(k⊥Z)e−i(Ω−Ω̃)η] = 1.

IZ =
2ε−3

cεΓ(ε)
Γ[
ε

2
+

i

2a
(Ω̃− Ω)]Γ[

ε

2
+

i

2a
(Ω̃ + Ω)]

Γ[
ε

2
− i

2a
(Ω̃− Ω)]Γ[

ε

2
− i

2a
(Ω̃− Ω)](

Ω̃

a
+

Ω

a
)e−i(Ω−Ω̃)η.
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Ahora usamos la siguiente identidad para zεC

Γ(z)Γ(−z) =
−π

z sin (πz)
.

Luego

IZ =
2ε−3

cεΓ(ε)
(
Ω̃

a
+

Ω

a
)e−i(Ω−Ω̃)η

× [
−π

[ ε2 + i
2a (Ω̃− Ω)] sin [ ε2 + i

2a (Ω̃− Ω)]
]

× [
−π

[ ε2 + i
2a (Ω̃ + Ω)] sin [ ε2 + i

2a (Ω̃ + Ω)]
].

Cuando Ω̃ 6= Ω se tiene que IZ ∝ 1
Γ(ε) . En el ĺımite en que ε → 0 esto implica

IZ → 0.

Para el caso en que Ω̃ → Ω , pedimos que Ω̃ − Ω tienda cero con la misma
rápidez que ε→ 0 .

Aproximamos a primer orden en el ĺımite (Ω̃− Ω)→ 0 y ε→ 0

1

Γ(ε)
≈ ε

2
+

i

2a
(Ω̃− Ω).

1

sinπ[ ε2 + i
2a (Ω̃− Ω)]

≈ 2a

π

1

(Ω̃− Ω) + iε

=
2a

π
[
π

i
δ(Ω̃− Ω) + V.P

1

(Ω̃− Ω)
].

Finalmente obtenemos después de simplificar

N2
R

π2

sinh Ω
a π

[δ(Ω̃− Ω) + V.P. 1

(Ω̃− Ω)
] = 1.

Aśı cuando Ω̃ = Ω

NR = π−1[sinh
Ω

a
π].

La función solución a la ecuación de Bessel ya normalizada es

ψj(Z) = π−1[sinhπ
Ω

a
]
1
2KiΩ

a
(k⊥Z).

Definimos los modos de Rindler para el campo escalar como

φj(η, ~x) = π−1[sinhπ
Ω

a
]
1
2KiΩ

a
(k⊥Z)ei(kxx+kyy−Ωη)

la etiqueta j en este caso designa el conjunto de parámetros {kx, ky,Ω} que
caracterizan a cada modo del campo escalar.
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III. Cuantización de los modos de Rindler

La cuantización es completamente analoga a la sección anterior por lo que in-
troducimos operadores de creación b̂†j y aniquilación b̂j que satisfacen relaciones
de conmutación canónicas

[b̂j , b̂j′ ] = 0 [b̂†j , b̂
†
j′ ] = 0 [b̂j , b̂

†
j′ ] = δ(j, j′)

Construimos una base de Fock usando dichos operadores usando el proced-
imiento ya mencionado anteriormente.

Descomponemos el operador de campo φ̂ en frecuencias positivas y negativas
con respecto al parámetro temporal η haciendo un desarrollo del campo en
modos de Rindler

φ̂(η, ~x) =

∫
dΣη=cte.[ψj(~x)e−i(kxx+kyye−iΩη b̂j + ψj(~x)ei(kxx+kyyeiΩη b̂†j ]

III. Comparación entre los modelos de cuanti-
zación en el espacio de Minkowski y en el
espacio de Rindler para el campo escalar

I. La transformación de Bogolubov

Como hemos visto podemos describir el campo escalar en un marco inercial
y en un marco acelerado, lo cual conduce a dos modelos de cuantización. Como
veremos en esta sección ambos modelos no son equivalentes ya que el estado
del vaćıo para un observador inercial no coincide con el estado de vaćıo para un
observador acelerado y por ende los estados de Fock generados a partir de tales
estados, aplicando los respectivos operadores de creación, serán distintos.

Como el campo es covariante no depende del marco de referencia en el que
hacemos la descripción. Además como ya vimos tanto los modos de Minkowski
como los modos de Rindler son conjuntos completos que nos permiten hacer un
desarrollo del campo en frecuencias positivas y negativas, podemos escribir un
modo de Rindler como una superposición de modos de Minkowski y viceversa:

φj =
∑
k

αjkφk + βjkφ
∗
k,

φk =
∑
j

α∗jkφj − βjkφ∗j .

Estas relaciones definen la transformación de Bogolubov. αjk y βjk se denominan
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coeficientes de Bogolubov y se calculan mediante:

(φj , φk) = −i
∫
dΣη=cte.[φj∂ηφ

∗
k − ∂ηφjφ∗k]

= −i
∫
dΣη=cte.{

′∑
k

[αjk′φk′ + βjk′φ
∗
k′ ]}∂ηφ∗k − ∂η{

∑
k′

[αjk′φk′ + βjk′φ
∗
k′ ]}φ∗k

=
∑
k′

αjk′(φk′ , φk) + βjk′(φ
∗
k′ , φk)

= αjk

Analogamente

(φj , φ
∗
k) = −i

∫
dΣη=cte.[φj∂ηφk − ∂ηφjφk]

= −i
∫
dΣη=cte.{φj∂η[

∑
j′

α∗j′kφj′ − βj′kφ∗j′ ]− ∂ηφj [
∑
j′

α∗j′kφj′ − βj′kφ∗j′ ]

=
∑
j′

α∗j′k(φj , φ
∗
j′)− βj′k(φj , φj′)

= −βjk

Los coeficientes de Bogolubov satisfacen(5)

∑
l αklα

∗
jl − βklβjl = δkj

∑
l αklβjl − βklαjl = 0

Usando la transformación de Bogolubov podemos relacionar los operadores de
creación y aniquilación en un marco con respecto al otro marco. Para esto
igualamos el desarrollo del campo en modos de Minkowski con el desarrollo
en modos de Rindler.

∑
k

φkâk + φ∗kâ
†
k =

∑
j

φj b̂j + φ∗j b̂
†
j

=
∑
j

b̂j [
∑
k

αjkφk + βjkφ
∗
k] + b̂†j [

∑
k

α∗jkφ
∗
k + β∗jkφk]

=
∑
k

φk[
∑
j

αjk b̂j + β∗jk b̂
†
j ] + φ∗k[

∑
j

βjk b̂j + α∗jk b̂
†
j ].

De donde obtenemos que

âk =
∑
j αjk b̂j + β∗jk b̂

†
j â†k =

∑
j βjk b̂j + α∗jk b̂

†
j

Para calcular los coeficientes de Bogolubov necesitamos transformar los modos
de Minkowski al marco instantáneo en reposo del observador acelerado, ya que
el producto interno que usaremos esta definido para los modos de Rindler.

Los modos transformados son
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φ̃k(η, ~x) = [(2π)32]−1ei(k̃xx+k̃yy)eik⊥Z sinh (θ−η)

Sustituyendo esta expresión junto con los modos de Rindler en la definición de
αjk se tiene que

αjk = −iπ−1[(2π)32]−1[sinh
Ω

a
π]

1
2∫

[KiΩ
a

(k⊥Z)e−iΩτ
←→
∂η e
−ik⊥Z sinh (θ−aτ)]ei[(kx−k̃x)x+(ky−k̃y)y](aZ)−1dXdY dZ

= [(2π)2]−1[sinh
Ω

a
π]

1
2

∫ ∞
0

[Ω + k⊥aZ cosh (θ − aτ)]

× [KiΩ
a

(k⊥Z)e−iΩτe−ik⊥Z sinh (θ−aτ)](aZ)−1dZ

× δ(kx − k̃x)δ(ky − k̃y)

Para la integral en la variable Z usamos (7)

∫ ∞
0

KiΩ
a

(k⊥Z)e−ibZZ−1dZ =
1

4
Γ(i

Ω

2a
)Γ(−i Ω

2a
)2F1(i

Ω

2a
,−i Ω

2a
;

1

2
;− b

2

k2
⊥

)

− i b
2a

Γ(
1

2
+ i

Ω

2a
)Γ(

1

2
− i Ω

2a
)

× 2F1(
1

2
+ i

Ω

2a
,

1

2
− i Ω

2a
;

3

2
;− b

2

k2
⊥

)

=
π

2

a

Ω
{[sinh (

Ω

2a
π)]−1 cos [(θ − aτ)

Ω

a
]− i[cosh (

Ω

2a
π)]−1 sin [(θ − aτ)

Ω

a
]},

donde b = k⊥ sinh (θ − aτ) y utilizamos las siguientes identidades para las fun-
ciones hipergeométricas 2F1

(7)

2F1(ζ, 1− ζ;
1

2
; z) = cos (2ζ arcsin

√
z)

2F1(ζ, 1− ζ;
3

2
; z) =

[2ζ − 1]−1

√
z

sin ((2ζ − 1) arcsin
√
z)

∫ ∞
0

KiΩ
a

(k⊥Z)e−ibZdZ =
π

4
[b2 + k2

⊥]
1
2 {sec (

Ω

a

π

2
)[k
−Ω
a

⊥ (
√
b2 + k2

⊥ + b)
Ω
a

+ k
−Ω
a

⊥ (
√
b2 + k2

⊥ − b)
Ω
a ] + csc (

Ω

a

π

2
)

× [k
−Ω
a

⊥ (
√
b2 + k2

⊥ + b)
Ω
a + k

−Ω
a

⊥ (
√
b2 + k2

⊥ − b)
Ω
a ]}

=
π

4
[k⊥ cosh (θ − aτ)]−1{

cos [(θ − aτ)Ω
a ]

cosh ( Ω
2aπ)

− i
sin [(θ − aτ)Ω

a ]

sinh ( Ω
2aπ)

}.

Luego
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αjk = π−1[sinh
Ω

a
π]

1
2
π

2
{

cos [(θ − aτ)Ω
a ]

sinh ( Ω
2aπ)

− i
sin [(θ − aτ)Ω

a ]

cosh ( Ω
2aπ)

+
cos [(θ − aτ)Ω

a ]

cosh ( Ω
2aπ)

− i
sin [(θ − aτ)Ω

a ]

sinh ( Ω
2aπ)

}e−iΩτδ
kxk̃x

δ
ky k̃y

= [sinh
Ω

a
π]−

1
2 e

Ω
2aπe−iθ

Ω
a δ
kxk̃x

δ
ky k̃y

El cálculo para el otro coeficiente es completamente análogo

βjk = −iπ−1[(2π)32]−1[sinh
Ω

a
π]

1
2∫

[KiΩ
a

(k⊥Z)e−iΩτ
←→
∂η e

ik⊥Z sinh (θ−aτ)]ei[(kx+k̃x)x+(ky+k̃y)y](aZ)−1dXdY dZ

= [sinh
Ω

a
π]

1
2 δ
kx−k̃x

δ
ky−k̃y

∫ ∞
0

[Ω− k⊥aZ cosh (θ − aτ)]

× [KiΩ
a

(k⊥Z)e−iΩτeik⊥Z sinh (θ−aτ)](aZ)−1dZ.

Aśı

βjk = [sinh
Ω

a
π]−

1
2 e−

Ω
2aπe−iθ

Ω
a δ
kx−k̃x

δ
ky−k̃y

Podemos escribir ahora los operadores de creación y aniquilación del modelo de
cuantización en espacio de Minkowski en términos de los respectivos operadores
del modelo en espacio de Rindler.

âk = [sinh
Ω

a
π]−

1
2

∫ ∞
0

dΩ[e
Ω
2aπe−iθ

Ω
a b̂j + e−

Ω
2aπeiθ

Ω
a b̂†j ]

â†k = [sinh
Ω

a
π]−

1
2

∫ ∞
0

dΩ[e−
Ω
2aπe−iθ

Ω
a b̂j + e

Ω
2aπeiθ

Ω
a b̂†j ]

II. Efecto Unruh

Consideremos el estado de vaćıo del modelo de cuantización en el marco
acelerado y apliquemos el operador de aniquilación del modelo de cuantización
en el marco inercial usando la expresión obtenida mediante la transformación
de Bogolubov.

âk|0〉Rindler =
∑
j

[αjk b̂j + β∗jk b̂
†
j ]|0〉Rindler =

∑
j

βjk|1j〉

Notamos que el estado de vaćıo no es el mismo en ambos modelos de cuanti-
zación a menos que βjk sea cero para toda j. F́ısicamente esto implica que un
observador inercial que no detecta part́ıculas en el vaćıo, detectaŕıa part́ıculas
si estuviera acelerado.

Para ver esto tomamos el operador de número correspondiente al modo φi
y lo aplicamos al vaćıo de Rindler.
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〈0|N̂i|0〉Rindler = 〈0|b̂†j b̂j |0〉Rindler =
∑
j

|βjk|2

∑
j |βjk|2 corresponde a la distrubución de part́ıculas que detecta el observador

como resultado de estar acelerado. Este fenómeno es consecuencia de cuantizar
el campo en un espacio-tiempo diferente al espacio de Minkowski.

En este caso el espacio de Rindler posee un vector de Killing global que nos
permite definir que modos son de frecuencias positivas y negativas, y es con
respecto a esta descomposición que podemos hablar de part́ıculas introduciendo
repectivos operadores de creación y aniquilación. Sin embargo en un espacio-
tiempo general no existen tales vectores de Killing, por lo cual no esta claro
como introducir el concepto de part́ıcula usando estos modelos de cuantización.
El hecho de que el vaćıo de Minkowski no corresponde al vaćıo de Rindler se
debe a que estamos usando diferentes vectores de Killing para descomponer al
campo en modos de frecuencias positivas y negativas.

Usando el valor obtenido para βkj calculamos∑
j

|βjk|2 =

∫ ∞
0

dΩ
1

e2π Ω
a − 1

Notamos que la densidad de part́ıculas que el observador acelerado detecta obe-
dece una distribución de Bose-Eisntein a una temperatura efectiva T = 1

2πa−1 .
Es importante observar que la temperatura depende de la aceleración del detec-
tor. A este fenómeno se le conoce como efecto Unruh.

Si consideramos el principio de equivalencia, el observador acelerado cor-
responde a un observador en reposo en presencia de un campo gravitacional
constante. Desde esta perspectiva es el campo gravitacional el que da origen a
que el observador inmerso en dicho campo detecte una distribución de part́ıculas.
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Caṕıtulo III

El campo electromagnético

I. Ecuaciones de Maxwell en un marco inercial

Los campos elećtrico ~E = (E1, E2, E3) y magnético ~H = (H1, H2, H3) sat-
isfacen las ecuaciones de Maxwell

5 · ~E = 4πρ 5× ~E = − ∂ ~H
∂x0

5 · ~H = 0 5× ~H = 4π
c
~j + 1

c
∂ ~E
∂t

Podemos obtener una interpretación f́ısica de tales ecuaciones al escribirlas en
su forma integral.

Para el campo magnético, usando el teorema de Gauss, encontramos que
el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada es cero. Lo cual es
consecuencia de que no existan las cargas magnéticas.∫

V

5 · ~Hd3x =

∮
∂V

~H · n̂d2x = 0,

n̂ es un vector unitario perpendicular al elemento de volumen d3x.
Analogamente para el campo eléctrico se tiene que

∫
V

5 · ~Ed3x =

∮
∂V

~E · n̂d2x

= 4π

∫
V

ρd3x,

el flujo del campo eléctrico a través de la superficie que encierra al volumen V
es proporcional a la carga contenida en dicho volumen.

Usando el teorema de Stokes encontramos que la circulación del campo
eléctrico sobre cualquier contorno cerrado es igual a menos el cambio en el
tiempo del flujo magnético:

33
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∫
S

5× ~E · ~̂nd2x =

∮
∂S

~E · l̂dx

= −1

c

∂

∂t

∫
~H · n̂d2x,

l̂ es un vector unitario tangente al elemento de ĺınea dx.

Similarmente se tiene que la circulación del campo magnético sobre cualquier
contorno es proporcional al flujo de la corriente y de la corriente de desplaza-
miento.

∮
∂S

~H · l̂dx =
4π

c

∫
S

(~j +
1

4π

∂ ~E

∂t
) · n̂d2x

II. El vector potencial A

Podemos escribir a los campos ~E y ~H usando un vector potencial auxiliar

A = (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~A)

Clásicamente el vector potencial no tiene significado f́ısico pero en elec-
trodinámica cuántica śı, como lo prueba el efecto Aharonov-Bohm.

Escribimos entonces:

~E = 5A0 − ∂ ~A
∂t

~H = 5× ~A.

Una vez dado el potencial podemos determinar de manera única los campos ~E
y ~H, sin embargo, el vector potencial vectorial no esta determinado de manera
única; esto se debe a que las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante una
transformación de norma dada por

~A′ = ~A+5f A′0 = A0 − 1
c
∂f
∂t ,

donde f es una función escalar arbitraria que podemos usar a nuestro favor. Por
ejemplo, podemos escoger f de tal forma que A0 = 0.

El potencial vectorial A′ genera los mismos campos ~E y ~H, lo cual se puede
comprobar por sustitución directa en las ecuaciones que definen a los campos
en términos del vector potencial.

III. El tensor electromagnético

Un observador en reposo que mide los campos campos ~E y ~H en su labora-
torio, no coincide con las mediciones que realiza un observador que se mueve a
velocidad constante con respecto al otro. Esto se dede a que dichos campos no
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son cantidades invariantes bajo una transformación de Lorentz. La forma covari-
ante de describir el campo electromagnético es mediante un tensor antisimétrico
de rango dos definido como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

usando la definición de los campos ~E y ~H en términos del vector potencial
encontramos que

[Fµν ] =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 H3 −H2

E2 −H3 0 H1

E3 H2 −H1 0



Para un observador que se mueve a lo largo del eje de las x a velocidad constante,
las componentes del tensor Fµν son distintas en comparación con un observador
en reposo. El observador en reposo puede medir que el campo magnético es cero
en su marco de referencia mientras que el observador que se mueve con respecto
a él mide que el campo magnético es distinto de cero. Esto es claro al aplicar la
transformación de Lorentz al tensor Fµν .

Ẽ1 = E1 Ẽ2 = γ(E2 − βH3) Ẽ3 = γ(E3 + βH2)

H̃1 = H1 H̃2 = γ(H2 + βE3) H̃3 = γ(H3 − βE2)

IV. Ecuaciones de Campo

Analogamente a mecánica clásica podemos obtener ecuaciones para el cam-
po electromagnético al pedir que la variación de la acción del campo sea cero.

Para encontrar la forma que debe tener la acción del campo electromagnético,
recordemos que el campo satisface el principio de superposición por lo que las
ecuaciones de campo deben ser ecuaciones diferenciales lineales. También debe-
mos considerar que el variar la acción disminuye en un grado a ésta, por lo que
debemos tener una forma cuadrática. Además la acción debe ser un escalar.
El único escalar cuadrático que podemos formar usando Fµν es FµνF

µν (8).

Dada una corriente jµ la acción del campo electromagnético es

S =

∫
1

16π
FµνF

µν − jµAµdΘ

donde dΘ es el elemento de volumen de espacio-tiempo.

Variamos la acción del campo
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δS =

∫
1

16π
δ(FµνF

µν)− jµδAµdΘ

=

∫
1

16π
{FµνδFµν + FµνδFµν} − jµδAµdΘ

=

∫
1

8π
Fµνδ[

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

]− jµδAµdΘ

=

∫
1

4π
Fµν

∂

∂xν
δAµ − jµδAµdΘ.

Integramos por partes y consideramos que el campo se desvanece en la infinidad

δS =

∫
{ 1

4π

∂Fµν

∂xν
− jµ}δAµdΘ.

Aplicamos el principio de acción mı́nima δS = 0. Como δAµ es arbitraria el inte-
grando debe ser cero, lo cual nos da las ecuaciones del campo electromagnético
en el vaćıo.

∂Fµν

∂xν
= 4πjµ.

V. Densidad de enerǵıa del campo
y vector de Poynting

Multiplicamos por ~E la ecuación

5× ~H =
4π

c
~j +

1

c

∂ ~E

∂t

y multiplicamos por ~H la ecuación

5× ~E = −∂
~H

∂t

De restar las ecuaciones resultantes obtenemos

1

c
~E · ∂

~E

∂t
+

1

c
~H · ∂

~H

∂t
= −4π

c
~j · ~E − ( ~H · 5 × ~E − ~E · 5 × ~H)

1

2c

∂

∂t
( ~E · ~E + ~H · ~H) = −4π

c
~j · ~E −5 · ( ~E × ~H)

1

2c

∂

∂t
(
~E · ~E + ~H · ~H

8π
) = −~j · ~E −5 · ~S

Donde hemos definido el vector de Poynting como
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~S =
c

4π
~E × ~H

Integramos sobre un volumen V y aplicamos el teorema de Gauss al término
que tiene la divergencia, obtenemos

∂

∂t

∫
V

~E · ~E + ~H · ~H
8π

d3x = −
∫
V

~j · ~Ed3x−
∮
∂V

~Sd2x

Para un conjunto de cargas puntuales, podemos escribir la integral
∫
V
~j · ~Ed3x

como
∑
e~v · ~E.

Además

e~v · ~E =
∂

∂τ
E

donde E = γmc2. En esta expresión m es la masa en reposo de cada carga.

Luego si integramos sobre todo el espacio, el término de superficie en la
ecuación se hace cero

∂

∂τ
{
∫
V

~E · ~E + ~H · ~H
8π

d3x+
∑
E} = 0.

Esta ecuación expresa la conservación de enerǵıa de el campo electromagnétcio
con cargas presentes. Como el segundo término corresponde a la enerǵıa cinética
de las cargas, el primer término corresponde a la enerǵıa del campo electro-
magnético.

Definimos la densidad de enerǵıa del campo como

W =
~E · ~E + ~H · ~H

8π
.

Si integramos sobre un volumen finito obtenemos

∂

∂τ
{
∫
V

~E · ~E + ~H · ~H
8π

d3x+
∑
E} = −

∮
∂V

~Sd2x.

Esta ecuación nos dice que el cambio en la enerǵıa total del campo y las car-
gas presentes en el volumen debe ser igual al flujo de enerǵıa que atraviesa la
superficie que contiene a el volumen V. Por ello interpretamos a∮

∂V

~Sd2x

como el flujo de enerǵıa del campo y ~S corresponde a la densidad de flujo de
enerǵıa del campo.
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VI. El tensor de enerǵıa-momento

Consideremos en general la acción para un sistema f́ısico cuya acción es

S =

∫
Λ(q,

∂q

∂xµ
)dΘ

donde Λ funge como densidad lagrangiana y sólo depende de la coordenada q y
la primera derivada de ésta.

Aplicamos el principio de acción mı́nima:

δS =

∫
{∂Λ

∂q
δq +

∂Λ

∂q,µ
δq,µ}dΘ

= {∂Λ

∂q
δq +

∂

∂xµ
(
∂Λ

∂q,µ
δq)− δq ∂Λ

∂q,µ
}dΘ = 0.

de donde obtenemos

∂

∂xµ
∂Λ

∂q,µ
− ∂Λ

∂q
= 0.

Usamos que

∂Λ

∂xµ
=
∂Λ

∂q

∂q

∂xµ
+

∂Λ

∂q,ν

∂q,ν
∂xµ

.

Luego

∂Λ

∂xµ
=

∂

∂xµ
(
∂Λ

∂q,ν
)q,µ +

∂Λ

∂q,ν

∂q,µ
∂xν

=
∂

∂xµ
(q,µ

∂Λ

∂q,ν
).

Por otra parte

∂Λ

∂xµ
= δµν

∂Λ

∂xν
.

Aśı

δµν
∂Λ

∂xν
=

∂

∂xµ
(q,µ

∂Λ

∂q,ν
).

Introducimos(8)

Tµν = δµνΛ− q,µ
∂Λ

∂xν
.

Notamos que se satisface

∂Tµν
∂xµ

= 0.

Es decir, la divergencia del tensor Tµν es cero. Esto es equivalente a que el flujo
de la cantidad descrita por dicho tensor a través de una hipersuperficie tridi-
mensional se conserve. Identificamos a Tµν como el tensor de enerǵıa-momento.

Para el campo electromagnético
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Λ = − 1

16π
FµνF

µν .

Usando la expresión para Tµν

Tµν = −∂Aσ
∂xν

∂Λ

∂Aσ,µ
+ δµνΛ.

Para encontrar la derivada que involucra a Λ calculamos la variación de Λ

δΛ = − 1

16π
[FµσδF

µσ + FµσδFµσ]

= − 1

8π
Fµσδ(

∂Aσ
∂xµ

− ∂Aµ
∂xσ

)

= − 1

4π
Fµσδ

∂Aσ
∂xµ

,

como Λ solo depende de las derivadas del potencial

δΛ =
∂Λ

∂q,µ
δq,µ.

Aśı

∂Λ

∂Aσ,µ
= − 1

4π
Fµσ.

Luego

Tµν =
1

4π

∂Aσ
∂xν

Fµσ − 1

16π
δµνFσλF

σλ.

Para hacer que la expresión para Tµν sea simétrica en los ı́ndices µ, ν agregamos
el término

− 1

4π

∂Aσ

∂xµ
Fσν

Podemos agregar este término sin problema alguno ya que se puede escribir
como la divergencia de algo y al ser integrado sobre todo el espacio se anula lo
cual no afecta la cantidad conservada.

∂Aσ

∂xµ
Fσν =

∂(AσFσν)

∂xµ
−Aσ ∂Fσν

∂xµ
=
∂(AσFσν)

∂xµ

donde usamos que F µ
σν, = 0 ya que no hay cargas presentes, sólo el campo.

Finalmente escribimos el tensor de enerǵıa-momento del campo electro-
magnético

Tµν =
1

4π
{FµσFσν −

1

4
FσλF

σλδµν }
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VII. Potenciales de Hertz

Otra manera de representar a los campos ~E y ~H es a través del uso de
potenciales de Hertz ~ΠE y ~ΠM . Escribimos al potencial vectorial como sigue:

A0 = −5 ·~ΠE
~A = 1

c
∂
∂t
~ΠE +5× ~ΠM

Al sustituir en la expresión para los campos ~E y ~H que involucra a A obtenemos(9)

~E = 55 ·~ΠE −
1

c2
∂2

∂t2
~ΠE −

1

c
5× ∂

∂t
~ΠM

~H =
1

c
5× ∂

∂t
~ΠE +5×5× ~ΠM .

VIII. Ecuaciones de Maxwell usando potenciales
de Hertz

Vamos a resolver las ecuaciones de Maxwell usando los potenciales de Hertz
de tal forma que obtengamos un modo tranversal eléctrico y un modo tranversal
magnético.

Para el modo transversal eléctrico UE consideramos

~ΠE = k̂zUM ,

y para el modo transversal magnético UM

~ΠM = k̂zUE .

En el marco inercial(espacio de Minkowski) las ecuaciones de Maxwell en el
vaćıo son

∂µF
µν = 0

escribimos el vector potencial como

A = (−∂3UM , ∂2UE ,−∂1UE , ∂0UM ).

Las componenetes del tensor electromagnético en términos de los hertzianos son

F01 = ∂0∂2UE − ∂1∂3UM F02 = −∂0∂1UE − ∂2∂3UM

F03 = ∂0∂0UM − ∂3∂3UM F12 = −∂1∂1UE − ∂2∂2UE

F23 = ∂2∂0UM + ∂3∂1UE F31 = ∂3∂2UE − ∂1∂0UM

Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones de Maxwell encontramos que
los hertzianos satisfacen la ecuación

2U(E,M) = 0,
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cuyas soluciones son ondas planas

U(E,M) = (E,B)ei(kxx+kyy+kzz−ωt).

Reescribimos las componentes del tensor, que llamaremos modos de Minkowski,
usando las soluciones de onda plana

F01 = ωkyUE + kxkzUM F02 = −ωkxUE + kykzUM

F31 = −kykzUE − ωkxUM F23 = ωkyUM − kxkzUE

F03 = (k2
z − ω2)UM F12 = k2

⊥UE

IX. Ecuaciones de Maxwell en el espacio de
Rindler

Para el marco uniformemente acelerado, espacio de Rindler, el transporte
paralelo de vectores y tensores en la variedad (que representan cantidades f́ısicas
que se desplazan a lo largo de geodésicas) requiere el uso de la derivada co-
variante; por ello escribiremos las ecuaciones de Maxwell en términos de este
operador de derivación.

∇µFµν = 0.

Para la métrica de Rindler las ecuaciones de Maxwell sin fuentes son

∂µ(ZFµν) = 0.

Proponemos a modo de ansatz (1):

A = (aZ∂3UM , ∂2UE ,−∂1UE ,
1

aZ
∂0UM ).

El escribir al vector potencial Aµ usando potenciales hertzianos reduce a dos el
número de grados de libertad. Estos grados de libertad son los que se observan
en la naturaleza y se identifican con las 2 únicas proyecciones posibles del esṕın
del fotón, a pesar de ser una part́ıcula de esṕın uno.

Escribimos las componentes del tensor electromagnético usando los poten-
ciales hertzianos:

F12 = −∂1∂1UE − ∂2∂2UE F23 = 1
aZ ∂2∂0UM + ∂1∂3UE

F31 = −1
aZ ∂1∂0UM + ∂2∂3UE F01 = −aZ∂1∂3UM + ∂2∂0UE

F02 = −aZ∂2∂3UM − ∂1∂0UE F03 = −∂3(aZ∂3UM ) + 1
aZ ∂0∂0UM

Al sustituir Fµν en las ecuaciones de Maxwell notamos que los potenciales UE ,
UM satisfacen la ecuación

∂0∂0U(E,M) − a2Z2∇2
⊥U(E,M) − a2Z∂3(Z∂3U(E,M)) = 0,
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con ∇2
⊥ = (∂1∂1 + ∂2∂2).

Al resolver por separación de variables obtenemos una solución de la forma

U(E,M)(x
µ) = ei(−ΩT+kxx+kyy)U(E,M)(Z)

donde Ω es la frecuencia que se mide en el marco acelerado y U(E,M)(Z) satisface
la ecuación

Z2 d2

dZ2
U(E,M) + Z

d

dZ
U(E,M) + [(

Ω

a
)2 − k2

⊥Z
2]U(E,M) = 0.

La solución que no diverge cuando Z →∞ es

U(E,M)(Z) = C(E,M)KiΩ
a

(ζ)

con ζ = k⊥Z y C(E,M) es una constante asociada a los modos transversal
magnético y eléctrico respectivamente.

Dicha solución es el análogo de onda plana para un marco uniformemente
acelerado. Hacemos notar que la parte espacial de la función que involucra la
coordenada Z es una función de Bessel, esto nos permite concluir que el efecto
del campo gravitacional sobre la onda plana es que modifica la estructura espa-
cial de esta. En cierta forma el campo gravitacional difracta el haz de luz.

Reescribimos las componentes del tensor electromagnético

F12 = k2
⊥CEK iΩ

a
(ζ)ei(−ΩT+kxx+kyy)

F23 = [ikxk⊥CEK
′
iΩ
a

(ζ) + 1
aZΩkyCMK iΩ

a
(ζ)]ei(−ΩT+kxx+kyy)

F31 = [ikyk⊥CEK
′
iΩ
a

(ζ)− 1
aZΩkxCMK iΩ

a
(ζ)]ei(−ΩT+kxx+kyy)

F01 = [ΩkyCEK iΩ
a

(ζ)− aZik⊥kxCMK ′iΩ
a

(ζ)]ei(−ΩT+kxx+kyy)

F02 = [−ΩkxCEK iΩ
a

(ζ)− aZik⊥kyCMK ′iΩ
a

(ζ)]ei(−ΩT+kxx+kyy)

F03 = −aZk2
⊥CMK iΩ

a
(ζ)ei(−ΩT+kxx+kyy).

X. El vector de corriente conservada

Ya vimos que la métrica de Rindler no depende de η y que por ende admite
un vector de Killing ∂

∂η que es tangente a las trayectorias hiperbólicas de los
observadores uniformemente acelerados.

En el marco instantáneo en reposo el vector se ve como ∂
∂η = (1, 0, 0, 0).

Usando el vector de Killing podemos definir un vector de corriente que se
conserva con ayuda del tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético
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J α ≡ Tαβξβ .

El tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético es

Tαβ = <(FαµF
∗µ
β ) +

1

4
δαβF

λµF ∗λµ.

Donde el śımbolo < denota la parte real y el śımbolo ∗ el complejo conjugado.

Dicho tensor es invariante bajo el arrastre del campo Killing

£ ∂
∂η
Tαβ = 0.

La ecuación de conservación para el vector de corriente es

∇αJ α = 0.

Las componentes espaciales de J definen el vector de Poynting y la componente
temporal integrada sobre la cuña de Rindler nos da la enerǵıa del campo:∫ ∞

0

J 0
√
| − g|dxdydZ,

siendo
√
| − g| el jacobiano de la transformación.

Si consideramos el corrimiento al rojo de la luz resultado de la dilatación
temporal que produce el campo gravitacional, debemos modificar el tensor de
enerǵıa-momento de tal forma que tome en cuenta diferentes modos del campo:

Tαβ =
1

2
[(GαµF

∗µ
β +GβµF

∗µα) +
1

2
δαβG

λµF ∗λµ]

El modo Gµν es idéntico en estructura que el modo Fµν y corresponde a un
modo del campo con frecuencia Ω̃ y componentes de vector de onda k̃x, k̃y.

Debemos corroborar que el tensor aśı definido es una cantidad conservada:

Tαβ;α =
1

2
[(GαµF

∗µ
β;α +Gβµ;αF

∗µα) +
1

2
δαβ (Gβµ;αF

∗
βµ +GβµF ∗βµ;α ]

donde se usó Gαµ;α = 0 y F ∗αµ;α = 0, luego

Tαβ;α =
1

2
[GαµF

∗µ
β;α +Gβµ;αF

∗µα]

=
1

2
[gµβG

αβF ∗µβ;α + gµβGβµ;αF
∗ α
β ]

=
1

2
gµβ [GαβF ∗µβ;α +

1

g2
µβ

Gβµ;αF
∗ α
β ]

=0

la igualdad a cero se sigue de que la última expresión entre corchetes es anti-
simétrica en los ı́ndices µ, β y esta contráıda con el tensor simétrico gµβ .
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XI. Cuantización del campo electromagnético en
el espacio de Rindler

Vamos a utilizar a T 0
0 para definir un producto interno entre los modos

del campo electromagnético con respecto al cual vamos a normalizar los modos
a una constante. Dicha constante corresponde a la enerǵıa de cada quanto del
campo electromagnético. De esta manera la enerǵıa del campo estará cuantizada
siguiendo la idea originaria de Einstein de introducir el concepto de fotón.

T 0
0 =

∑
l

1

(aZ)2
G0lF

∗
0l +

1

2
[
∑
m

− 1

(aZ)2
G0mF

∗
0m +

∑
m<n

GmnF
∗
mn]

=
1

2
[
∑
m

1

(aZ)2
G0mF

∗
0m +

∑
m<n

GmnF
∗
mn],

para a, b = 1, 2, 3

Al sustituir las expresiones correspondientes para los modos Gµν y F ∗µν se
tiene que

T 0
0 =

1

2
{(C̃EC∗E + C̃MC

∗
M )(K ′

i Ω̃
a

(ζ)K ′−iΩ
a

(ζ)k̃⊥k⊥(k̃xkx + k̃yky)

+K
i Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)[(k̃2
⊥k

2
⊥) +

ΩΩ̃

(aZ)2
(k̃xkx + k̃yky)])

+
i

(aZ)2
(C̃EC

∗
M − C̃MC∗E)(k̃xky + k̃ykx)

× [Ωk̃⊥K
′
i Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)− Ω̃k⊥Ki Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)]}

× ei[−(Ω̃−Ω)T+(k̃x−kx)x+(k̃y−ky)y].

Sin embargo ya que la enerǵıa del campo es un número real debemos quedarnos
sólo con la parte real de T 0

0 , es decir:

<(T 0
0 ) =

1

2
{(C̃EC∗E + C̃MC

∗
M )(K ′

i Ω̃
a

(ζ)K ′−iΩ
a

(ζ)k̃⊥k⊥(k̃xkx + k̃yky)

+K
i Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)[(k̃2
⊥k

2
⊥) +

ΩΩ̃

(aZ)2
(k̃xkx + k̃yky)])}

× ei[−(Ω̃−Ω)T+(k̃x−kx)x+(k̃y−ky)y].

Es importante notar que en la expresión que obtuvimos para la densidad de
enerǵıa las constantes de normalización (C̃EC

∗
E + C̃MC

∗
M ) nos indican que los

modos magnéticos no se mezclan con los modos eléctricos. De hecho vamos a
probar que son ortogonales con respecto al producto interno definido como:∫ ∞

0

<(T 0
0 )dΣη=0,

donde la integral es sobre la superficie de Cauchy η = 0.
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Sustituimos la expresión que encontramos para <(T 0
0 )

∫ ∞
0

<(T 0
0 )dΣη=0 =

∫ ∞
0

[
1

2
(C̃EC

∗
E + C̃MC

∗
M )[k4

⊥K
′
i Ω̃
a

(ζ)K ′−iΩ
a

(ζ)

+K
i Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)(k4
⊥ +

Ω̃Ω

(aZ)2
k2
⊥)]aZdZ

× 4π2δ(k̃x − kx)δ(k̃y − ky)e−i(Ω̃−Ω)T .

Usamos las siguientes relaciones

K ′
i Ω̃
a

(ζ) = −1

2
[K

i Ω̃
a+1

(ζ) +K
i Ω̃
a−1

(ζ)]

iΩ̃

aζ
K
i Ω̃
a

(ζ) =
1

2
[K

i Ω̃
a+1

(ζ)−K
i Ω̃
a−1

(ζ)].

Luego

∫ ∞
0

<(T 0
0 )dΣη=0 =

∫ ∞
0

1

4
(C̃EC

∗
E + C̃MC

∗
M )k4

⊥

× [K
i Ω̃
a+1

(ζ)K−iΩ
a+1(ζ)

+K
i Ω̃
a−1

(ζ)K−iΩ
a−1(ζ)

+ 2K
i Ω̃
a

(ζ)K−iΩ
a

(ζ)]aZdZ

× 4π2δ(k̃x − kx)δ(k̃y − ky)e−i(Ω̃−Ω)T .

Resolvemos la integral usando(7)

Iζ =

∫ ∞
0

dζ
a

k⊥
Kλ(ζ)Kλ′(ζ)ζ =

a

k⊥

1

2Γ(2)

× Γ(
1 + λ+ λ′ + 1

2
)Γ(

1 + λ− λ′ + 1

2
)Γ(

1− λ+ λ′ + 1

2
)Γ(

1− λ− λ′ + 1

2
)

para <[1± λ± λ′ + 1] > 0.

El caso λ = −iΩ
a y λ′ = i Ω̃

a no es singular como vamos a mostrar:

Iζ =
a

k2
⊥

1

2Γ(2)

× Γ(1 +
i

2a
(Ω̃− Ω))Γ(1− i

2a
(Ω̃− Ω))

× Γ(1 +
i

2a
(Ω̃ + Ω))Γ(1− i

2a
(Ω̃ + Ω))

Iζ =
π2

4ak2
⊥

1

2Γ(2)

(Ω̃2 − Ω2)

sinh(π(Ω̃−Ω)
2a ) sinh(π(Ω̃+Ω)

2a )
.
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En el caso que involucra el producto K
i Ω̃
a+1

(ζ)K−iΩ
a+1(ζ) añadimos un factor ε

a modo de satisfacer <[1± λ± λ′ + 1] > 0, calculamos la integral y tomamos el
ĺımite en que ε tiende a cero.

Tomamos λ = K−iΩ
a+1+ε y λ′ = K

i Ω̃
a+1+ε

Iζ =
a

k2
⊥

1

2Γ(2)

× Γ(1 +
i

2a
(Ω̃− Ω− iε))Γ(1− i

2a
(Ω̃− Ω + iε))

× Γ(1 +
i

2a
(Ω̃ + Ω))Γ(1− i

2a
(Ω̃ + Ω))

Iζ ≈
a

k2
⊥

iπ

2Γ(2)
(1 +

i

2a
(Ω̃− Ω− iε))

× (Ω̃− Ω− iε)
(Ω̃− Ω + iε)

π(Ω̃+Ω)
2a

sinh(π(Ω̃+Ω)
2a )

× 1

sinh(π(Ω̃−Ω+iε)
2a )

,

aproximando a primer orden

1

sinh(π(Ω̃−Ω+iε)
2a )

≈ 2a

π

1

α+ iε
=

2a

π
[
π

i
δ(α) + V.P

1

α
]

tomando el ĺımite ε→ 0

Iζ ≈
aπ2

k2
⊥2Γ(2)

(1 +
i

2a
(Ω̃− Ω))

(Ω̃ + Ω)

sinh(π(Ω̃+Ω)
2a )

[δ(Ω̃− Ω) + V.P
1

sinh(Ω̃− Ω)
].

El caso que involucra el producto K
i Ω̃
a−1

(ζ)K−iΩ
a−1(ζ) es completamente análo-

go.

Hemos probado que los modos (P̃ , k̃x, k̃y, Ω̃) y (P, kx, ky,Ω) son ortogonales.

Aqúı P y P̃ se refieren a la polarización:(CE , C̃E),(CM , C̃M ),(CE , C̃M ),(CM , C̃E).

Cuando Ω̃ = Ω obtenemos el valor de las constantes de normalización para
los 2 modos de polarización.

CE = CM =
[a sinh Ω

a π]
1
2

(2π)
3
2 k⊥

.

Finalmente obtenemos ∫ ∞
0

T 0
0 dΣη=0 = Ω.
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Con ello hemos demostrado que la densidad de enerǵıa para un modo del campo
integrada sobre la parte espacial es Ω. Aśı para cada modo del campo podemos
hablar de quantos de enerǵıa Ω. En este sentido hablaremos de los fotones del
campo una vez construido el espacio de Fock.

Definimos los modos de Rindler como

Fµν(T, ~x) =
[a sinh Ω

a π]
1
2

(2π)
3
2 k⊥

KiΩ
a

(k⊥Z)ei(kxx+kyy)e−iΩT .

Escribimos el operador del campo electromagnético como un desarrollo en modos
Rindler de frecuencias positivas y negativas

RF̂µν =
∑
j

RFµν b̂j + RF ∗µν b̂
†
j .

La etiqueta j denota el conjunto de números cuánticos que caracterizan a los
modos de Rindler. Estos son: las componentes del vector de onda kx, ky, la fre-
cuencia Ω, y la polarización (CE para los modos eléctricos o CM para los modos
magnéticos).

Los operadores de creación b̂†j y aniquilación b̂j satisfacen relaciones de con-
mutación canónicas

[b̂j , b̂j′ ] = 0 [b̂†j , b̂
†
j′ ] = 0 [b̂j , b̂

†
j′ ] = δ(j, j′)

El espacio de Fock se construye en completa analoǵıa como lo hicimos con el
campo escalar.

XII. Cuantización de los modos de Minkowski

Normalizamos los modos de Minkowski usando el producto interno que defin-
imos para los modos de Rindler∫ ∞

0

dΣt=0
1

2
[
∑
m

F0mF
′∗
0m +

∑
m<n

FmnF
′∗
mn] = ω.

Sustituimos las expresiones que obtuvimos usando los potenciales de Hertz para
los modos de Minkowski

∫ ∞
0

dΣt=0
1

2
[(ωω′kyk

′
y|E|2 + kxk

′
xkzk

′
z|B|2) + (ωω′kxk

′
x|E|2 + kyk

′
ykzk

′
z|B|2)

(ωω′kyk
′
y|B|2 + kxk

′
xkzk

′
z|E|2) + (ωω′kxk

′
x|B|2 + kyk

′
ykzk

′
z|E|2)

+ (k2
z − ω2)(k′2z − ω′2)|B|2 + k2

⊥k
′2
⊥ |E|2]

ei[(kx−k
′
x)x+(ky−k′y)y+(kz−k′z)z−(ω−ω′)t] = ω.
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Usamos la relación de dispersión |~k|2 = ω2 e integramos sobre el espacio a t = 0

(2π)3(|E|2 + |B|2)k2
⊥ω

2 = ω,

de donde obtenemos las constantes de normalización

|E| = |B| = [(2π)
3
2 k⊥ω

1
2 ]−1.

Escribimos el operador de campo como un desarrollo en modos Minkowski de
frecuencias positivas y negativas .

MF̂µν =
∑
i

MFµν âi +MFµν â
†
i .

La etiqueta i denota el conjunto de números cuánticos que caracterizan a los
modos de Minkowski. Estos son: las componentes del vector de onda kx, ky; la
frecuencia ω; y la polarización, E para los modos eléctricos o B para los modos
magnéticos.

Los operadores âi y â†i satisfacen relaciones de conmutación canónicas

[âi, âi′ ] = 0 [â†i , â
†
i′ ] = 0 [âi, â

†
i′ ] = δi,i′

Construimos el espacio de Fock en la manera usual definiendo un estado de vaćıo
y aplicando operadores de creación para diversos modos del campo.

Es importante notar que el espacio de Fock para este modelo de cuantización
es diferente al ya desarrollado para los modos de Rindler. Vamos a ver que al
igual que en el campo escalar el estado de vaćıo definido para un observador
inercial no coincide con el estado de vaćıo para un observador uniformemente
acelerado.

XIII. Comparación entre los modelos de cuan-
tización en el espacio de Minkowski y en
el espacio de Rindler para el campo elec-
tromagnético

I. La transformación de Bogolubov

Para calcular los coeficientes de Bogolubov seguimos el mismo procedimien-
to que para el campo escalar pero usando el producto interno definido para los
modos de Rindler del campo electromagnético que involucra a <(T 0

0 ) (10).

Evaluamos el producto interno entre un modo de Minkowski, con números
cuánticos (P ′, k′x, k

′
y, ω); y un modo de Rindler, con números cuánticos (P, kx, ky,Ω)

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =

∫ ∞
0

dΣη=0
1

2
[
∑
µ

MF
(i)

0µ
RF
∗ (j)
0µ +

∑
a<b

MF
(i)

ab
RF
∗ (j)
ab ].
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En esta expresión i denota el conjunto de números cuánticos de los modos
Minkowski, j el conjunto de números cuánticos de los modos Rindler; y µ, ν son
las componentes del tensor.

Ya que los modos de Rindler son un conjunto completo en la cuña de Rindler,
podemos expresar a los modos de Minkowski como un desarrollo de modos de
Rindler usando los coeficientes de Bogolubov.

MF (i)
µν =

∑
j′

∑
µ′ν′

αij′
RF

(j′)
µ′ν′ + β∗ij′

RF
∗ (j′)
µ′ν′ .

Luego

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =

∫
dΣη=0

1

2
{
∑
µ

[
∑
j′

∑
µ′ν′

αij′
RF

(j′)
µ′ν′ + β∗ij′

RF
∗ (j′)
µ′ν′ ]RF

∗ (j)
0µ

+
∑
a<b

[
∑
j′

∑
µ′ν′

αij′
RF

(j′)
µ′ν′ + β∗ij′

RF
∗ (j′)
µ′ν′ ]RF

∗ (j)
ab }.

Cuando normalizamos los modos de Rindler encontramos que solo aquellos mo-
dos con la misma polarización estaban permitidos, esto excluye los términos de

la forma RF
(j′)

0′µ′
RF
∗ (j)
ab .

Los términos RF
(j′)

0′a′
RF
∗ (j)
0b se cancelan con los términos RF

(j′)
b′0′

RF
∗ (j)
0a .

Aśı la expresión que nos queda es:

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =
∑
j′

αij′

∫
dΣη=0

1

2
[
∑
µ

RF
(j′)

0µ
RF
∗ (j)
0µ +

∑
a<b

RF
(j′)

ab
RF
∗ (j)
ab ]+

∑
j′

βij′

∫
dΣη=0

1

2
[
∑
µ

RF
∗ (j′)
0µ

RF
∗ (j)
0µ +

∑
a<b

RF
∗ (j′)
ab

RF
∗ (j)
ab ]

=
∑
j′

αij′δjj′Ω.

Donde hemos usado la normalización de los modos Rindler.

Aśı el coeficiente de Bogolubov es

αij =
(MF

(i)
µν ,RF

(j)
µν )

Ω
.

Analogamente se demuestra que el otro coeficiente está dado por

βij =
(MF

(i)
µν ,RF

∗ (j)
µν )

Ω
.

Para poder evaluar los coeficientes necesitamos transformar los modos de Minkows-
ki al marco instantáneo en reposo del observador acelerado.
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MF
(i)

01 = aZk⊥(UEky cosh(θ − η) + UMkx sinh(θ − η))

MF
(i)

02 = aZk⊥(−UEkx cosh(θ − η) + UMky sinh(θ − η))

MF
(i)

23 = k⊥(−UEkx sinh(θ − η) + kyUM cosh(θ − η))

MF
(i)

31 = −k⊥(UEky sinh(θ − η) + UMkx cosh(θ − η))

MF
(i)

03 = −aZk2
⊥UM

MF
(i)

12 = k2
⊥UE .

Sustituimos las expresiones que tenemos para los modos de Rindler y los modos
de Minkowski transformados en la definición de αij .

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =

∫ ∞
0

1

2
{K−iΩ

a
(ζ)[(aZ)−1Ωk′⊥ cosh (θ − η)(kxk

′
x + kyk

′
y)

× (EC∗E + BC∗B)] + k2
⊥k
′2
⊥(EC∗E + BC∗B) + k′⊥Ω sinh (θ − η)C∗EB(k′xky − kxk′y)

+ k′⊥ΩC∗ME(kxk
′
y − k′xky)] +K ′−iΩ

a
(ζ)[ik⊥k

′
⊥ sinh (θ − η)(EC∗E − iBC∗B)(kxk

′
x + kyk

′
y)

+ C∗ME cosh (θ − η)k⊥k
′
⊥(k′xky − kxk′y)− iC∗EB cosh (θ − η)k⊥k

′
⊥(kxk

′
x + kyk

′
y)]}

× ei[(k
′
x−kx)x+(k′y−ky)y]eik⊥Z sinh (θ−η)eiΩT (aZ)dXdY dZ.

Integramos sobre las variables X y Y

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =
(2π)2

2
δ

(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
(EC∗E + BC∗B)∫ ∞

0

{K−iΩ
a

(ζ)[Ωk3
⊥ cosh (θ − η) + k4

⊥aZ]

+ iK ′−iΩ
a

(ζ)[k4
⊥aZ sinh (θ − η)]}eik⊥Z sinh (θ−η)eiΩT dZ

Usando las identidades

K ′
i Ω̃
a

(ζ) = −1

2
[K

i Ω̃
a+1

(ζ) +K
i Ω̃
a−1

(ζ)]

iΩ̃

aζ
K
i Ω̃
a

(ζ) =
1

2
[K

i Ω̃
a+1

(ζ)−K
i Ω̃
a−1

(ζ)]

Reescribimos la integral a resolver

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =
(2π)2

2
δ

(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
(EC∗E + BC∗B)k4

⊥

∫ ∞
0

{[K−iΩ
a

(ζ)− i

2
K−iΩ

a−1(ζ)e(θ−η)

+
i

2
K−iΩ

a+1(ζ)e−(θ−η)]}eik⊥Z sinh (θ−η)eiΩTaZdZ
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Para facilitar el álgebra introducimos la siguiente notación

ν = −iΩ
a c = k⊥ b = k⊥ sinh (θ − η)

Sν± = sec (ν
π

2
)± i csc (ν

π

2
)

Sν±−1
+ = ±iSν+ Sν±−1

− = ∓iSν−

Resolvemos la integral

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =
(2π)2

2
δ

(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
(EC∗E + BC∗B)

k4
⊥e

iΩT

(b2 + c2)
{[Sν−(

√
b2 + c2 − b

c
)ν

× (
−b√
b2 + c2

− ν) + Sν+(

√
b2 + c2 + b

c
)ν(

−b√
b2 + c2

+ ν)]

− i

2
e(θ−η)[Sν−1

− (

√
b2 + c2 − b

c
)ν−1(

−b√
b2 + c2

− (ν − 1))

+ Sν−1
+ (

√
b2 + c2 + b

c
)ν−1(

−b√
b2 + c2

+ (ν − 1))]

+
i

2
e−(θ−η)[Sν+1

− (

√
b2 + c2 − b

c
)ν+1(

−b√
b2 + c2

− (ν + 1))

Sν+1
+ (

√
b2 + c2 + b

c
)ν+1(

−b√
b2 + c2

+ (ν + 1))]}

=
(2π)2

2
δ

(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
(EC∗E + BC∗B)

k4
⊥e

iΩT

(b2 + c2)
Sν−[

√
b2 + c2 − b

c
]ν

× {[ −b√
b2 + c2

− ν][1− 1

2
e(θ−η)(

√
b2 + c2 − b

c
)−1 +

1

2
e−(θ−η)(

√
b2 + c2 − b

c
)]

+ [
1

2
e(θ−η)(

√
b2 + c2 − b

c
)−1 +

1

2
e−(θ−η)(

√
b2 + c2 − b

c
)]}

(MF (i)
µν ,RF (j)

µν ) =
(2π)2

2
δ

(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
(EC∗E + BC∗B)

k4
⊥e

iΩT

(b2 + c2)
Sν−[

√
b2 + c2 − b

c
]ν

× [(
−b√
b2 + c2

− ν)(2 cosh2 (θ − η)) + 2 sinh (θ − η) cosh (θ − η)]

Notamos que en la expresión anterior las constantes de normalización nos están
indicando que el cálculo del coeficiente para modos eléctricos es independiente
de los modos magnéticos, analogamente a lo que teńıamos en la normalización
de los modos Rindler.

Escogemos un modo de polarización del campo,digamos eléctrico , y susti-
tuimos el valor de la constante de normalización para dicho modo.
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Finalmente simplificamos y obtenemos el valor del coeficiente.

αEij =
i

2πω
1
2 a

1
2

e
Ω
a
π
2 ei

Ω
a θ

[sinh Ω
a π]

1
2

δ
(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y

Notamos que para obtener el coeficiente βjk tenemos que resolver la misma in-
tegral si cambiamos Ω por −Ω en la definición de la βij .

Luego

βEij =
i

2πω
1
2 a

1
2

e−
Ω
a
π
2 e−i

Ω
a θ

[sinh Ω
a π]

1
2

δ
(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y

Las coeficientes de Bogolubov para los modos magnéticos son exactamente los
mismos.

Como ya tenemos los coeficientes de Bogolubov podemos expresar los op-
eradores de creación y aniquilación de los modos de Minkowski para el campo
electromagnético en términos de los operadores de creación y aniquilación de
los modos de Rindler.

âi =
i

πa
1
2ω

1
2

ei
Ω
a θ

[sinh Ω
a π]

1
2

∫ ∞
0

dΩ[e
Ω
a
π
2 b̂j − e−

Ω
a
π
2 b̂†j ]

â†i =
i

πa
1
2ω

1
2

e−i
Ω
a θ

[sinh Ω
a π]

1
2

∫ ∞
0

dΩ[e−
Ω
a
π
2 b̂j − e

Ω
a
π
2 b̂†j ]

II. Efecto Unruh

Si aplicamos el operador de aniquilación para los modos de Minkowski del
campo electromagnético al vaćıo de Rindler y usamos la expresión para dicho
operador en términos de operadores para los modos de Rindler, notamos que el
vaćıo de Rindler no coincide con el vaćıo de Minkowski; analogamente a lo que
suced́ıa para el caso del campo escalar.

âi|0〉R =
∑
j

β∗ij |1j〉

Ya discutimos que este fenómeno es resultado de usar diferentes vectores de
Killing para defnir los desarrollos del campo en frecuencias positivas y negati-
vas, lo cual da lugar a dos modelos distintos de cuantización. F́ısicamente esto
nos dice que el estado natural de vaćıo para el campo electromagnético es distin-
to para un observador inercial que para un observador uniformemente acelerado.

Consideremos un aparato de medición que detecta fotones, es decir, que hace
click cuando absorbe un quanto del campo electromagnético. La detección de
n fotones por parte del detector corresponde en nuestro esquema de la base de
Fock a que el valor esperado del operador de número sobre el estado del vaćıo
del campo sea n.
Si calibramos nuestro detector con respecto al marco inercial, el evento de cero
clicks corresponde a que el valor esperado del operador de número, sobre el
estado natural de vaćıo del marco inercial,sea cero.
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M〈0|N̂i|0〉M = 0,

donde N̂i es el operador de número usado en la cuantización del espacio de
Minkowski.

Si colocamos nuestro detector, con la calibración ya descrita, en un marco
uniformemente acelerado encontraremos que el detector hará click. Esto co-
mo resultado de que el estado natural de vaćıo en el marco acelerado,vaćıo de
Rindler, no coincide con el estado natural de vaćıo en el marco inercial que fue
con respecto al cual calibramos nuestro detector.

R〈0|N̂i|0〉R =
∑
j

|βij |2

=
1

2π2aω

∫ ∞
0

dΩ
1

e
Ω
a 2π − 1

.

Esto nos dice que el observador acelerado detecta una distribución de Bose-
Einstein con un temperatura efectiva T = 1

2πa−1 , analogamente al caso del
campo escalar.

III. Densidad de enerǵıa del campo electromagnético

El operador de densidad de enerǵıa del campo electromagnético es:

T̂ 0
0 =

∑
jj′

<(T 0
0 )[â†j âj′ + âj â

†
j′ + âj âj′ + â†j â

†
j′ ].

Usando la relación de conmutación [âj , â
†
j′ ] = δjj′ obtenemos:

T̂ 0
0 =

∑
jj′

<(T 0
0 )[2â†j âj′ + δjj′ + âj âj′ + â†j â

†
j′ ],

donde

T 0
0 =

∑
l

1

(aZ)2
G0lF

∗
0l +

1

2
[
∑
m

− 1

(aZ)2
G0mF

∗
0m +

∑
m<n

GmnF
∗
mn]

=
1

2
[
∑
m

1

(aZ)2
G0mF

∗
0m +

∑
m<n

GmnF
∗
mn].

Calculamos el valor esperado de la densidad de enerǵıa del campo electro-
magnético en términos de los modos Rindler sobre el vaćıo de Minkowski. Para
hacer esto escribimos los operadores de creación y aniquilación de los modos
de Rindler en términos de operadores de creación y aniquilación de los modos
Minkowski usando la transformación de Bogolubov. Al tomar el valor esperado
de la expresión resulatnte sobre el vaćıo de Minkowski obtenemos:

M〈0|T̂ 0
0 |0〉M =

∑
i,j,j′

<(T 0
0 )[2βijβ

∗
ij′ + δjj′ + αijβ

∗
ij′ + α∗ij′βij ]
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La suma es sobre los números cuánticos de los modos Rindler {j, j′} y sobre los
números cuánticos de los modos Minkowski {i}(excepto para el término de la
delta).

El término αijβ
∗
ij′ no contribuye, como podemos comprobar al hacer una de

las integrales:

∑
jj′

∫
dk(i)
x

∫
dk(i)
y

∫
dk(i)
z

1

(2π)2ωa

e( Ω
a+ Ω̃

a )π2 ei(Ω+Ω̃) θa

[sinh Ω
a π]

1
2 [sinh Ω̃

a π]
1
2

δ
(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
δ

(j′)

kxk̃x
δ

(j′)

ky k̃y
.

Usamos que kz = k⊥ sinh θ, ω = k⊥ cosh θ y dkz = k⊥ cosh θdθ. Luego al integrar
sobre θ obtenemos

∑
jj′

∫
dk(i)
x

∫
dk(i)
y

1

2π

e( Ω
a+ Ω̃

a )π2

[sinh Ω
a π]

1
2 [sinh Ω̃

a π]
1
2

δ(Ω+Ω̃)δ
(j)

kxk̃x
δ

(j)

ky k̃y
δ

(j′)

kxk̃x
δ

(j′)

ky k̃y
.

Cuando integremos sobre Ω la delta implica que solo cuando se satisfaga que
Ω = −Ω̃ la integral es distinta de cero. Pero Ω > 0 por lo que la integral vale cero.

Analogamente se demuestra que el término α∗ij′βij tampoco contribuye. Solo
tenemos que calcular ahora la integral que involucra a βijβ

∗
ij′ y a δjj′ .

Integramos primero sobre k
(j)
x , k

(j)
y , k

(j′)
x , k

(j′)
y ya que las deltas son muy

fáciles de integrar.

∑
j,j′

<(T 0
0 )[

∑
i

2βijβ
∗
ij′ + δjj′ ] =

∫
. . .

∫
dk(i)
x dk(i)

y dk(i)
z dΩ̃(j′)

×<(T 0
0 )

2

(2π)2ωa

e−( Ω
a+ Ω̃

a )π2 ei(Ω̃−Ω) θa

[sinh Ω
a π]

1
2 [sinh Ω̃

a π]
1
2

+

∫
dΩ(j)dk(j)

x dk(j)
y <(T 0

0 ).

El integrar sobre k
(i)
z nos da una delta δ(Ω̃− Ω) por lo que al integrar sobre Ω̃

nos queda

∑
j,j′

<(T 0
0 )[

∑
i

2βijβ
∗
ij′ + δjj′ ] =

∫
dΩ(j)[2

e−
Ω
a π

sinh Ω
a π

+ 1]

∫ 2π

0

dφ

∫
k⊥dk⊥<(T 0

0 )

=

∫
dΩ(j) 1

πZ4
[

1

e
Ω
a 2π − 1

+
1

2
][Ω +

Ω3

a2
].

Finalmente el valor esperado de la densidad de enerǵıa del campo sobre el vaćıo
de Minkowski es:

de =
1

πZ4
[

1

e
Ω
a 2π − 1

+
1

2
][Ω +

Ω3

a2
]dΩ.

Notamos que tenemos el término de la enerǵıa de vaćıo y un término adicional
que corresponde a una Planckiana multiplicada por un factor [ 1

a2 + 1
Ω2 ] que

se asocia al esṕın del campo. Este resultado es consistente con los resultados
previos encontrados por Deutsch y Candelas(11), y por Hacyan(12).
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Caṕıtulo IV

Conclusiones

Se resolvieron las ecuaciones de Maxwell en el espacio de Rindler usando
potenciales de Hertz lo cual nos permitió escribir las componentes del tensor
electromagnético y definir los modos de Rindler.
Ya que la métrica de Rindler admite un vector de Killing temporaloide, defin-
imos un vector de corriente conservada contrayendo el vector de Killing con el
tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético.Dicha corriente nos per-
mitió definir un producto interno como la integral de la componente cero-cero
del tensor de enerǵıa-momento sobre una superficie de Cauchy perpendicular al
vector de Killing.
Normalizamos los modos de Rindler a una constante Ω con respecto al pro-
ducto interno y definimos al fotón como un quanto de enerǵıa Ω del campo
electromagnético. Obtuvimos el operador del campo electromagnético como un
desarrollo en modos Rindler introduciendo operadores de creación y aniquilación
para cada modo.
Una vez cuantizado el campo electromagnético se calcularon los coeficientes de
Bogolubov entre un modo Rindler y un modo Minkowski, usando como her-
ramienta el producto interno definido en la cuantización. Se procedió a calcular
el efecto Unruh y encontramos que el valor esperado ,sobre el vaćıo de Rindler,
de el operador de número asociado a los modos de Minkowski es una distribución
de Bose-Einstein con una temperatura efectiva que depende de la aceleración;
analogamente a como sucede en el caso de campo escalar.
Finalmente se calculó el valor esperado de la densidad de enerǵıa del campo
electromagnético en el espacio Rindler sobre el vaćıo de Minkowski. Obtuvimos
que aparte de la enerǵıa de vaćıo hay un término extra que es una Planckiana
multiplicada por un factor [ 1

a2 + 1
Ω2 ],que en trabajos previos se asocia con el

esṕın del campo.

Este trabajo sirve como punto de partida para construir un modelo de de-
tector que sirva para medir el efecto Unruh, ya que tiene la ventaja de que el
campo electromagnético se acopla de manera natural a la materia a diferencia
de los campos escalares.

Exitus!
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