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3.3. Compresibilidad isotérmica KT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4. Creación de pares part́ıcula-antipart́ıcula . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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4.2. Calor espećıfico CV relativista. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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0.1. Resumen

Se realizó un trabajo de investigación bajo el marco de la f́ısica estad́ıstica, acerca

de las suceptibilidades termodinámicas en un gas de Fermi ideal y relativista. La

motivación fue haber estudiado con anterioridad el potencial qúımico µ del gas ideal

de Fermi que presenta un comportamiento anómalo para dimensiones d < 2, la

anomaĺıa se ve reflejada de maneral general en el comportamiento del calor espećıfico

a volumen constante CV y la compresibilidad isotérmica KT .

Para analizar este sistema se recurrió a la ecuación de número con la ayuda del gran

potencial, donde se relaciona el número de part́ıculas con el potencial qúımico µ, el

volumen del sistema V y la temperatura T , sin embargo, no es posible encontrar

una relación expĺıcita de µ en términos de las demás variables del sistema. Por esta

razón las figuras que se obtienen son resultado de la solución numérica para cada

una de las expresiones que describen las diferentes propiedades termodinámicas. En

particular se utilizó el lenguaje de programación “Mathematica”, cuya ventaja fue

que reconoció varias de las funciones que se utilizaron, como la representación en

funciones de Fermi-Dirac fν(z), a través del Polilogaritmo.

Después de ello se consieró el caso del gas ideal de Fermi ultrarelativista, que describe

sistemas relativistas donde la masa en reposo es muy pequeña comparada con la

enerǵıa de Fermi. En los casos no relativista como en el ultrarelativista fue posible

un tratamiento de forma general a través de la representación de la función de Fermi-

Dirac, con lo que se encontró que las susceptibilidades tienen un comportamiento

similar en ambos casos como función de la temepratura. Como se consideró un sistema

cuántico relativista se tuvó que tomar en cuenta la creación de pares de part́ıcula-

antipart́ıcula a altas temperaturas, las cuales son soluciones de la ecuación de Dirac

que describe este tipo de sistemas.

Por último se consideró la masa en reposo de un sistema de fermiones en donde tam-

bién es posible la creación de pares de part́ıcula-antipaŕıcula en un régimen de altas

temperatuas. Con lo anterior fue posible hacer una descripción de las propiedades

termodinámicas asi como su dependencia con el valor de masa en reposo y la di-

mensión de sistema. Se llegó a la conclusión de que el gas ideal de Fermi relativista



es susceptible a la masa en reposos de los fermiones, a la dimensión de sistema,

además de la temperatura. Se encontró también las condiciones necesarias para que

la anomaĺıa que se reporta en el caso no relativista también fuera posible.

En este trabajo también se incluye la discusión acerca de la equivalencia entre los ga-

ses Fermi y de Bose sólo para algunos casos determinados y las condiciones necesarias

para que se esto sea posible en las susceptibilidades termodinámicas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El potencial qúımico µ, en un sistema de muchas part́ıculas indistinguibles, es una

variable termodinámica con mucha relevancia puesto que aparece como un parámetro

natural junto con T y V . Estas variables definen el ensamble gran canónico el cual

puede calcularse expĺıcitamente tomando en cuenta la estad́ısitica de Fermi-Dirac

y de Bose-Einstein, el gran potencial termodinámico esta dado por q(z, V, T ) ≡
PV/κBT = (1/a)

∑
ε

ln(1 + az exp(−βε)), donde z es la fugacidad y a = +1 para un

gas de Fermi y a = −1 para un gas de Bose, Ref.[1].

Para el análisis del gas ideal de fermiones, comenzamos por entender el compor-

tamiento de µ para el caso del gas ideal clásico, porque genera una idea cualitativa

de la f́ısica involucrada. Después se estudia el gas ideal de Fermi no relativista en

dimensión arbitraria, para luego considerar los casos más generales cuando se toman

en cuenta la relación de dispersión relativista y finalmente la creación de pares de

part́ıcula-antipart́ıcula, que son importantes a altas temperaturas como se predice al

considerar las soluciones de la ecuación de Dirac, Ref.[2].

Cuando se considera el caso relativista se estudian los efectos de la masa en reposo en

la densidad de estados Ref.[14] y por ende en las demás propiedades termodinámicas.

Generalmente en la literatura los estudios donde se consideran los efectos relativistas

se hacen en el caso donde la masa en reposo es cero, es decir, en el ĺımite ultrarela-

tivista, Ref[15]. En astrof́ısica, es de interés académico el estudio de las propiedades
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termodinámicas y estad́ısticas de un gas ionizado como el sistema de e+e−γ, Ref.[13],

porque puede ser analizado desde el marco teórico en el que se desarrolla esta tesis.

También se analizan a las estrellas enanas blancas en el ĺımite ultrarelativista en el

caso a T = 0, Ref,[17]. Ciertos análisis teóricos de la fuciones termodinámicas de

un gas ideal de Fermi relativista han sido realizas en la región cuántica intermedia,

Ref.[16], pero sin la inclusión de la creación de pares part́ıcula-antipart́ıcula la cual

cambia el comportamiento de dichas funciones como se hara ver más adelante.

Otros análisis teóricos de µ se centran en la equivalencia que se ha encontrado para

el gas de Fermi y Bose no relativistas en dos dimensiones, Ref.[7],[8].

En la siguiente sección se estudia el caso del gas ideal clásico como un preámbulo

para el gas ideal de Fermi que se estudia en el caṕıtulo 2 y posteriormente el caso

ultrarelativista y relativista en los caṕıtulos 3 y 4.

1.1. El gas ideal clásico

Al utilizar la termodinámica para describir el gas ideal clásico en tres dimensiones, se

considera un sistema que puede cambiar su volumen V y tener intercambio infinite-

simal de enerǵıa dU y part́ıculas dN con un reservorio. El cambio total de enerǵıa

puede deberse a un cambio de la entroṕıa S, un cambio en V y un cambio de part́ı-

culas N .

Partiendo de la representación de la enerǵıa interna U , que depende del la entroṕıa

S, de V y de N , se obtiene la identidad termodinámica, Ref.[2], que simplemente

expresa la primera ley de la termodinámica:

dU = TdS − pdV + µdN,

donde el potencial qúımico queda definido como:

µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

, (1.1)

que es el cambio de la enerǵıa interna U debido al cambio del número de part́ıculas
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N , a entroṕıa S y volumen V constantes.

El potencial qúımico µ es negativo debido a que al añadir una nueva part́ıcula al

sistema el número de microestados aumenta y con ello también la entroṕıa S, sin

embargo, por la definición (1.1), S y V deben permanecer constantes. Si se fija el

volumen V del sistema, entonces la única manera en que S permanezaca constante

al añadir una nueva part́ıcula es que la enerǵıa de la part́ıcula se observe como

“negativa” por lo que se enfria el sistema, Ref.[6].

A continuación se presenta el análisis para el gas ideal clásico en el marco teórico de

la f́ısica estad́ıstica donde se discute el potencial qúımico µ. Se utlizan las funciones

de partición para describir como se distribuyen los microestados de las part́ıculas

y encontrar la ecuación fundamental o los potenciales termodinámicos de donde se

obtienen las propiedades termodinámicas del sistema.

El problema a resolver es obtener la ecuación de estado que describa el compor-

tamiento como función de la temperatura de µ en el caso del gas ideal clásico (GIC).

Aśı se considera un sistema ideal de part́ıculas clásicas distinguibles las cuales re-

sultan como el ĺımite del caso cuántico cuando la longitud de onda de De Broglie

λ = (2π~2/mκBT )1/2, es mucho menor que la distancia promedio l = (V/N)1/3 entre

part́ıculas. En este ĺımite semi-clásico el espacio-fase de una part́ıcula esta cuantizado

en elementos de volumen h3, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg.

Manteniendo fijo el volumen V , el número de part́ıculas N y la temperatura T ,

la enerǵıa libre de Helmholtz F = −κBT ln(QN), es el logaritmo de la función de

partición QN multiplicado por la temperatura y la constante de Boltzman κB =

1.3806488× 10−23J/K, Ref.[24].

En la aproximación semi-clásica la función de partición canónica esta dada por:

QN(V, T ) =

∫
d3r1 · · · d3rN

∫
d3P1 · · · d3PN

exp(−βH(−→r ,
−→
P ))

N !h3N
,

donde β = 1/κBT y la cantidad h3N es el elemento de volumen de la celda mı́nima

en el espacio fase.
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La Hamiltoniana clásica H(−→r ,
−→
P ) esta dada por:

H(−→r ,
−→
P ) =

N∑
i=1

[−→
Pi

2

2mi

+ U(−→ri )

]
,

con U(−→ri ) algún potencial externo que confina a las part́ıculas en el espacio. Para un

potencial de tipo caja impenetrable, es decir:

U(−→ri ) =

{
0 dentro del volumen V

∞ fuera del volumen V ,

se sigue que:

QN(V, T ) =
V N

N !h3N

∫
d3P1 · · ·

∫
d3PN exp

[
−β
2m

(
−→
P1

2 + · · ·+
−→
PN

2)

]
,

donde se utilizó que el potencial es nulo dentro del volumen y las integrales sobre

d3r son las mismas, a decir:

V N =

∫
d3r1 · · ·

∫
d3rN .

Considerando que los ĺımites de integración para cada una de las part́ıculas es el

mimsmo, entonces la función exponencial en QN puede calcularse como:

QN(V, T ) =
V N

N !h3N

(∫
d3P exp

(
−β

−→
P 2

2m

))N

,

al expresar el vector de momento en términos de sus componentes
−→
P 2 = P 2

x+P
2
y +P

2
z ,

se realiza el cambio de variable x2 = βP 2
x/2m para identificar la integral Gaussiana:

QN(V, T ) =
V N

N !h3N

(
2m

β

)3N/2
 ∞∫
−∞

dx exp(−x2)

3N

,
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entonces la función de partición resulta ser:

QN(V, T ) =
V N

N !

(
2mπ

βh2

)3N/2

.

De manera general en la f́ısica estad́ıstica, el encontrar una relación expĺıcita de la fun-

ción de partición es dif́ıcil cuando se considera un potencial de interacción, Ref.[20].

Sin embargo, en la situaciones realistas las interacciones no pueden ignorarse. Aunque

recientemente el desarrollado de los métodos experimentales para mnipular átomos,

ha abierto la posibilidad de considerar tales sistemas, Ref.[19].

La termodinámica del GIC se obtiene a partir del potencial termodinámico de Helmholtz

dado por F (T, V,N) = −κBT ln(QN). El potencial termodinámico de Helmholtz es

la transformada de Legendre de la enerǵıa interna U , por lo que al cambiar de re-

presentación la definición de µ en la ecuación (1.1) cambia a:

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

,

introduciendo la función de partición, se sigue que:

µ = −κBT
∂

∂N
ln

[
V N

N !

(
2mπ

βh2

)3N/2
]
.

Al manipular la expresión anterior con las propiedades de los logaritmos e intro-

duciendo la aproximación de Stirling para el logaŕıtmo del factorial de un número

grande lnN ! ' N lnN −N , se sigue que:

µ = −κBT
∂

∂N

ln

[
V

(
2mπ

βh2

)3/2
]N

−N lnN +N

 ,

operarando la derivada parcial respecto a N , resulta el potencial qúımico µ para un
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gas ideal clásico en tres dimensiones que es:

µ = −κBT ln

[
V

N

(
2mπκBT

h2

)3/2
]
, (1.2)

o también:

µ = −κBT ln

[
l3

λ3

]
,

donde l es la distancia promedio entre part́ıculas y λ la longitud de onda térmica de

De Broglie.

1 2 3 4 5

T / TF

-10

-8

-6

-4

-2

0

µ 
/ E

F

Figura 1.1: Se presenta el comportamiento del potencial qúımico µ como función de
la temperatura en unidades de la temperatura de Fermi TF .

Como escala de enerǵıa para µ se considera la enerǵıa de Fermi EF , que corresponde al

nivel de enerǵıa más alto ocupado a T = 0 para un gas ideal de Fermi. La temperatura
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de Fermi se introduce como TF = EF/κB y se discute en el siguiente caṕıtulo.

Al observar la Figura (1.1) donde se grafica la ecuación (1.2), se encuentra que el

comportamiento de µ es el de una función que decrece monótonamente de manera

sub-lineal, a valores negativos cuando la temperatura T aumenta.

En la ecuación (1.2), el volumen V del sistema esta fijo y también el número de

part́ıculas N por lo que al aumentar la temperatura T el argumento del logaritmo

siempre es positivo, de esta manera el potencial qúımico µ decrece cuando aumenta

la temperatura.

Este comportamiento de µ debe ser el mismo para un gas de bosones y un gas de

fermiones a altas temperaturas, pues en el ĺımite T → ∞ ambos gases se comportan

como el gas ideal clásico.

Otras ecuaciones de estado para el GIC pueden ser derivadas a partir de la ener-

ǵıa libre de Helmholtz F = −κBT ln(QN). La entroṕıa se ecuentra como S =

−(∂F/∂T )V,N y resulta ser la llamada ecuación de Sackur-Tetrode, Ref.[2]:

S = NκB

[
5

2
+ ln

(
V

N

(
2mπκBT

h2

)3/2
)]

.

Por otro lado la presión se calcula como P = −(∂F/∂V )T,N y resulta ser P =

NκBT/V . Con lo anterior se puede calcular las suceptibilidades termodinámicas para

el gas ideal clásico como el calor espećıfico CV = (∂U/∂T )V y la compresibilidad

isotérmica KT = −1/V (∂V/∂P )T , que resultan ser CV = 3NκB/2 y KT = 1/P

respectivamente.
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Caṕıtulo 2

El gas ideal de Fermi no relativista

Se presenta el estudio de las propiedades termodinámicas de un gas ideal de Fermi

no relativista (GIF-NR) donde no se considera el esṕın y dejando a un lado las

interacciones de las part́ıculas, en lo que se conoce como aproximación de part́ı-

cula independiente. El GIF-NR considera la relación de dispersión que se obtiene de

resolver la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula libre no relativista.

En el ĺımite clásico, cuando T y N son muy grandes, el gas de Fermi y el gas de

Bose deben comportarse clásicamente, es decir, para altas temperaturas µ de GIF-

NR debe comportarse como la ecuación (1.2). Sin embargo el comportamiento de µ

para Fermi y Bose a bajas temperaturas es diferente, Ref.[6], como se discute en este

caṕıtulo para el gas de Fermi.

Existe también la equivalencia entre los gases de Fermi y Bose no relativistas solo

para dimensión igual a dos, donde los calores espećıficos son los mismos en la misma

temperatura. Esta equivalencia se establece gracias a la formulación unificada de la

termodinámica estad́ıstica de los gases ideales a través de la función Poli-logaritmo,

Ref.[7].

La representación de las funciones de Fermi-Dirac a través del Poli-logaritmo, per-

mite un tratamiento general para los sistemas de Fermi y de Bose debido a que las

fugacidades, en el caso de 2 dimensiones, estan relacionadas por una transformación

de Euler: zB = zF/1+ zF , donde zB es la fugacidad del gas de Bose y zF es la fugaci-

dad del gas de Fermi. Con esta relación se ha demostrado que la enerǵıa interna del

13



gas de Bose UB, difiere de la enerǵıa interna del gas de Fermi UF por una constante

que corresponde a la enerǵıa en el estado base del GIF-NR, Ref.[8].

Se muestra también el formalismo teórico, para extrapolar al caso de dimensión

arbitraria y los comportamientos de las propiedades termodinámicas para diferentes

dimensiones, lo que nos interesa para analizar el caso de bajas dimensiones debido a

la anomaĺıa que se ha reportado en µ para d = 1, Ref.[18].

2.1. Generalidades

Para encontrar las expresiones que permiten conocer la termodinámica del GIF-NR,

es necesario encontrar primero la relación de dispersión no relativista lo que nos

permite determinar la densidad de estados del sistema. Con ello, es posible aplicar

los resultados bien conocidos de la f́ısica estad́ıstica para determinar la ecuación de

número y la enerǵıa interna promedio. Con la densidad de estados g(ε) es posible

encontrar la ecuación de estado que relaciona el número de part́ıculas N con el

potencial qúımico µ, el volumen V y la temperatura T .

En este caso se tiene una diferencia importante respecto al gas ideal clásico, ahora se

consideran N part́ıculas indistinguibles cuyas funciones de onda obedecen la ecuación

de Schrödinger y al principio de exclusión de Pauli. Los fermiones estan contenidos

en un una caja cúbica cuyos lados son de longitud L, por lo que el volumen es V = L3

en el caso de tres dimensiones.

El operador Hamiltoniano de una part́ıcula en dicha caja está dado por:

Ĥ =
P̂ 2

2m
=

1

2m

(
~
i
∇
)2

= − ~2

2m
∇2,

al considerar la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo Ĥψ = εψ, se

introduce la función de onda que es ψ = A exp(i
−→
k · −→r ):

∇2ψ +
2mε

~2
ψ = 0,
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y entonces:

−(k2x + k2y + k2z) +
2mε

~2
= 0,

donde los valores propios del vector de onda kx, ky, kz, se obtienen al considerar las

condiciones a la frontera que hacen que la función de onda ψ se anule en la superficie

de la caja.

Al cumplir con esa condición se obtienen los valores propios para el vector de onda

que son, ki = πni/L. El momento de la part́ıcula esta relacionado con el vector de

onda a través de ~P = ~~k. Entonces la relación de dispersión para la enerǵıa de la

part́ıcula no relativista queda como:

ε =
~P 2

2m
=

~2~k2

2m
, (2.1)

donde la relación de dispersión depende del volumen ε = ε(V ), debio a la relación

entre ki y L. En el GIF-NR las part́ıculas tienen acceso a diferentes niveles cuanti-

zados de enerǵıa determinados por la relación (2.1) que a su vez están determinados

por la cantidad entera positiva ni. De esta forma, al especificar el estado cuántico se

determina un punto espećıfico en el espacio k.

Si el volumen V del sistema es muy grande entonces esos niveles son muy cercanos

entre śı. Como consecuencia existe un gran número de niveles de enerǵıa en un

intervalo razonable de [ε, ε+dε]. Por esta razón cuando V → ∞, entonces ε se puede

considerar como una variable cont́ınua.

Para describir las propiedades termodinámicas en este caṕıtulo se recurre a los re-

sultados bien conocidos de la literatura, Ref. [1], donde se usa el formalismo del

ensamble gran canónico, debido a que el cálculo de la función de partición canónica

es complicado como se muestra en Ref.[20].

El gran potencial termodinámico para el GIF-NR es q(z, V, T ) ≡ PV/κBT =
∑
ε

ln(1+

z exp(−βε)), donde P es la presión, V el volumen, T es la temperatura, κB es la con-

stante de Boltzman y donde la cantidad z = exp (βµ) es la fugacidad que se entiende

como la “volatilidad” del sistema o como la tendencia de las part́ıculas de “huir”,

Ref. [1].
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A partir del gran potencial q(z, V, T ) se obtiene la ecuación de número que relaciona

µ con N :

N ≡ z

(
∂q

∂z

)
V,T

=

∞∫
0

dε g(ε)nε, (2.2)

donde nε es la distribución de Fermi-Dirac y se exhibe la dependencia de la densidad

de estados g(ε) en la ecuación de número.

Las propiedades estad́ısticas de un sistema de N fermiones estan directamente aso-

ciados a la distribución de Fermi-Dirac representada por nε = (1 + exp[β(ε− µ)])−1,

que es la cantidad promedio de part́ıculas que ocupan el nivel de enerǵıa ε.

Es necesario conocer la densidad de estados g(ε) para determinar la propiedades

termodinámicas del GIF-NR, para ello se utiliza el espacio k, que se relaciona con

la enerǵıa de las part́ıculas a través de la relación de dispersión (2.1). Cada estado

entre los intervalos de [ki, ki+dki] está directamente relacionado con el cambio en los

valores propios de ni. A la cantidad g(kx, ky, kz) M nx,M ny,M nz, se le denomina la

densidad de estados translacionales, Ref. [5]. Al determinar condiciones a la frontera

periódicas para una caja cúbica, llamada condición de Born-Von Karman:

ψ(x, y, z) = ψ(x+ L, y, z)

ψ(x, y, z) = ψ(x, y + L, z)

ψ(x, y, z) = ψ(x, y, z + L),

y considerando que la longitud de la caja es muy grande, entonces los valores para

el vector de onda cambian de manera infinitesimal por:

dkx =
2π

L
M nx, dky =

2π

L
M ny, dkz =

2π

L
M nz,

por lo que la densidad de estados traslacionales en el espacio k queda como:

g(kx, ky, kz)dkxdkydkz =

(
L

2π

)3

dkxdkydkz.

Para analizar las propiedades de un gas debemos extender el uso de la densidad de

16



estados para que relacione sólo su magnitud escalar independiente de su dirección,

es decir, que dependa de las enerǵıas ε y no del vector de onda ~k, puesto que con el

valor de la enerǵıa se determinan los microestados.

La densidad de estados de las enerǵıas se obtiene integrando sobre el ángulo sólido,

debido a que se cuentan los estados en una diferencial de volumen en el espacio k.

La esfera de radio (2mEF/~2)1/2 define el mar de Fermi en el espacio k, que contiene

a todos los estados ocupados a T = 0.

Si Ω es el ángulo sólido, S es la superficie y |k| es el radio en el caso general, entonces:

Ω =
S

|k|2
⇒ dS = |k|2dΩ,

si en general el cambio en el elemento de superficie se calcula como dS = d2k,

entonces la expresión se modifica como sigue:

g(kx, ky, kz)dkxdkydkz =

(
L

2π

)3

|k|2dkdΩ,

considerando que L3 es el volumen entonces al integrar respecto al ángulo sólido nos

queda:

g(k)dk =
V

(2π)3
4π|k|2dk.

En esta deducción el factor 4π|k|2dk, representa el volumen de un cascarón esférico

de radio |k| y ancho dk. La densidad de estados g(k) siempre depende del volumen.

Significa que no depende de la forma de la caja dado que el tamaño del elemento

mı́nimo de volumen es muy pequeño cuando el tamaño del sistema es muy grande.

Dada la relación de dispersión (2.1) se introduce en la densidad de estados en el

espacio k y se obtiene:

g(ε)dε =
V

(2π)2

(
2m

~2

)3/2

ε1/2dε, (2.3)

que es la densidad de estados para el caso del gas ideal de Fermi en tres dimensiones.

Al introducir la cantidad anterior en la ecuación de número (2.2) se encuentra una
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expresión que es una relación trascendental para µ por lo que no es posible expresar

a µ de forma expĺıcita como función de N , V y T , en contraste con el caso del gas

clásico. En su lugar se obtiene una expresión que se puede resolver numéricamente

para µ al mantener fijo el volumen V y el número de part́ıculas N , a decir:

N =
V

(2π)2

(
2m

~2

)3/2
∞∫
0

dε
ε1/2

1 + z−1 exp(βε)
. (2.4)

En el caso a T = 0, µ se puede resolver análiticamente como función de V porque a

esa temperatura la distribución de Fermi-Dirac es constante igual a uno para enerǵıas

menores que la enerǵıa de Fermi. Como en el sistema se consideran fermiones, cada

nivel de enerǵıa, desde el estado base se ocupa con sólo una part́ıcula por el princpio

de exclusión de Pauli. De esta forma el nivel más alto corresponde a EF , la enerǵıa

de Fermi.

La enerǵıa de Fermi y la temperatura de Fermi son respectivamente:

EF =
[
6π2n

]2/3( ~2

2m

)
, TF =

EF

κB
,

donde n = N/V es la densidad de part́ıculas en el sistema, por lo que EF es propor-

cional a n2/3, en tres dimensiones.

La ecuación (2.4) depende de varias cantidades, por esta razón, para conocer el

comportamiento de µ se hace adimensional al considerar los cocientes ε/EF y T/TF .

Por otro lado se observa que el argumento de la exponencial es adimensional con el

sigueinte análisis:

exp[β(ε− µ)] = z−1 · exp
(
ε · EF

κBTEF

)
= z−1 · exp

(
ε · TF
T · EF

)
.

Realizando el cambio de variable x = (εTF/TEF ), es posible mostrar una repre-
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sentación en las integrales de Fermi-Dirac, Ref.[1]:

1 =
3

2

(
T

TF

)3/2
∞∫
0

dx
x1/2

1 + z−1 exp (x)
,

donde el cálculo númerico de la ecuación anterior para encontrar el comportamiento

de µ, y que se presenta en la Figura (2.1), se realiza al encontrar la ráız de z en

la integral cuando se vaŕıa la temperatura. La temperatura en la que µ = 0 es

T = 0.98TF .
1

0.5 1 1.5 2

 T / TF

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

µ 
/ E

F

Figura 2.1: Se presenta el comportamiento del potencial qúımico µ para el GIF-NR
en tres dimensiones, que se hizo adimensional con el valor de EF , como función de
la temperatura T en unidades de la temperatura de Fermi.

1Dado que T/TF = [4/3
√
πf3/2(1)]

2/3 = [4/3
√
π(1− 1/

√
2)ζ(1)]2/3 = 0.98
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El análisis futuro en este tipo de integrales se realiza a través de las funciones Poli-

logaritmo conocidas como Lim(z) o como fm(z) que es la función de Fermi-Dirac de

z de orden m, como se utilizan en Ref.[7]. La definición de fm(z) es:

fm(z) =
1

Γ(m)

∞∫
0

dx
xm−1

1 + z−1 exp(x)
,

las relaciones de recurrencia y otras propiedades de dichas funciones se analizan de

manera general en el Apéndice (6.1). La ecuación adimensional se modifica como

sigue:

1 =
3

2

(
T

TF

)3/2

Γ(3/2)f3/2(z).

En la Figura 2.1 se observa el comportamiento de µ para el GIF-NR, donde a altas

temperaturas y en el ĺımite termodinámico se comporta como el gas ideal clásico.

Esto se puede demostrar a partir de la representación de la función de Fermi-Dirac,

cuando T → ∞ entonces fm(z) ' z, por lo que:

1 =
3π1/2

4

(
T

TF

)3/2

exp(βµ),

despejando a µ:

µ = κBT ln

[
4

3π1/2

(
TF
T

)3/2
]
,

y al invertir el argumetno de la función logaritmo e introduciendo el valor de la

enerǵıa de Fermi se obtiene:

µ = −κBT ln

[
V

N

(
2mπκBT

h2

)3/2
]
,

con lo que se demuestra el mismo comportamiento que en la ecuación (1.2) que

corresponde al GIC en el régimen de altas temperaturas.

Cuando T = 0 todos los niveles de enerǵıa estan ocupados por los fermiones hasta
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el nivel más alto que es por definición EF . Cuando T aumenta, la enerǵıa interna

promedio también se incrementa y algunos de los fermiones comienzan a ocupar

estados excitados cercanos a EF . La entroṕıa S del sistema también se incrementa

debido a que un número mayor de microestados se vuelven accesibles.

Para satisfacer la ecuación (1.1), la entroṕıa S no debe incrementar cuando una nueva

part́ıcula es añadida, Ref.[6], por lo que la nueva part́ıcula debe ocupar alguno de los

niveles cercanos a EF que son los primeros que se desocupan. Por esta razón a bajas

temperaturas el cambio en la enerǵıa interna del GIF-NR es del orden de µ pero

mas pequeña que EF , cuando la temperatura sigue aumentando µ es cada vez más

decreciente hasta comportarse como el GIC en el régimen de altas temperaturas.

2.1.1. Densidad de estados

El análisis subsecuente de GIF-NR depende en gran medida de la densidad de estados,

por ello nos interesa tomar el caso mas general para extrapolar a dimensión arbitraria.

Si se considera un sistema de N part́ıculas libres, de masa m, confinadas en una

hipercaja de lado L, en dimensión arbitraria d, entonces se tienen funciones propias

tales que:

ψk(x) =

(
1

L

)d d∏
i=1

exp(~ki · ~xi),

donde ~x, ~k son vectores y el ı́ndice i etiqueta cada dimensión en el sistema. Con

las condiciones a la frontera periódicas de la hipercaja, se obtiene la densidad de

estados g(k), para alguna dimensión arbitraria de manera análoga que en el caso de

tres dimensiones:

g(kx, ky, . . . , kd)dkxdky · · · dkd =
(
L

2π

)d

kd−1dkdΩd,

donde dΩd corresponde al elemento de ángulo sólido de la hipercaja y es análogo

al caso de tres dimensiones que se discutió en la sección anterior. La integral del

elemento de ángulo sólido dΩd, es bien conocida en la literatura Ref.[1] y con ello se
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obtiene g(k) la densidad de estados en el espacio k, como se muestra:

g(k)dk =

(
L

2π

)d
2πd/2

Γ(d/2)
kd−1dk (2.5)

y al introducir la relación de dispersión (2.1) se obtiene g(ε), la densidad de estados

energéticos correspondiente:

g(ε)dε =

(
L

2π

)d
πd/2

Γ(d/2)

(
2m

~2

)d/2

εd/2−1dε. (2.6)

El cálculo de g(ε) para cada sistema es muy importante para encontrar las suceptibili-

dades termodinámicas. La información que se obtiene de g(ε) adquiere mayor rele-

vancia si se usa en la aproximación de Sommerfeld que se puede utilizar para describir

muchos sistemas f́ısicos en donde la temperatura del sistema es mucho menor que la

temperatura de Fermi, T � TF . Por lo que esta aproximación resulta ser válida en

la mayoŕıa de los sistemas fermiónicos como el caso de los metales, Ref.[4].

2.1.2. Desarrollo de Sommerfeld

Utilizando el formalismo de la f́ısica estad́ıstica, Ref.[1], se obtienen las expresiones

para el cálculo de la enerǵıa interna y del número de part́ıculas:

U ≡ −
(
∂q(z, V, T )

∂β

)
z,V

=

∞∫
0

dε εg(ε)nε, (2.7)

y

N ≡ z

(
∂q(z, V, T )

∂z

)
V,T

=

∞∫
0

dε g(ε)nε, (2.8)

respectivamente. Ambas expresiones dependen de la densidad de estados y de la

distribución de Fermi-Dirac. En general resultan expresiones que no pueden resolverse

de manera anaĺıtica y se opta por un análisis numérico. Sin embargo, la aproximación

de Sommerfeld permite obtener relaciones expĺıcitas para el cálculo de U y N a
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temperaturas menores que la temperatura de Fermi, Ref.[4] y permite obtener una

forma expĺıcita para µ como función de T .

La aproximación de Sommerfeld considera que si la densidad de estados no vaŕıa de-

masiado rápido en un rango de enerǵıas del orden de κBT alrededor de µ, entonces la

dependencia en T de la ecuación de número debeŕıa estar bien aproximada al reem-

plazar g(ε) por los primeros términos de su expansión en series de Taylor alrededor

de ε = µ. Sin embargo, el comportamiento de nε no considera una reǵıon significativa

de g(ε) cuando vaŕıa la temperatura. Sommerfeld se dió cuenta que la derivada que

∂nε/∂ε, representa con mayor claridad la región de interés alrededor de ε = µ.

Figura 2.2: Se presenta en ĺınea sólida la distribución de Fermi-Dirac y en ĺınea
punteado la derivada de la distribución de Fermi-Dirac respecto a ε.

Por ello se define una función que permita aprovechar el comportameinto de ∂nε/∂ε

cuando se integre por partes la ecuación de número. Se define g(ε) = ∂h(ε)/∂ε, de

modo que:

h(ε) =

ε∫
0

g(ε′)dε′,

recordando que la interpretación de g(ε′)dε′ es el número de microestados por unidad

de enerǵıa, entonces podemos interpretar la integral como el número total de micro-

estados en el intervalo de cero a ε.
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Al integrar por partes la ecuación de número e identificando la nueva función h(ε):

N =

∞∫
0

dε g(ε)nε = nεh(ε)
∣∣∣∞
0
−

∞∫
0

dε h(ε)
∂nε

∂ε
,

donde el primer término de la expresión anterior es nulo debido al comportamiento de

la distribución de Fermi-Dirac en los ĺımites de integración. Cuando ε = 0, h(ε) = 0

y en infinito nε = 0, entonces:

N =

∞∫
0

dε h(ε)

(
−∂nε

∂ε

)
.

Al expandir en series de Taylor la nueva función h(ε) alrededor de ε = µ resulta:

h(ε) = h(µ) +
∞∑
n=1

[
dn

dεn
h(ε)

]
ε=µ

(ε− µ)n

n!
,

y sustituyendo en la integral:

N =

∞∫
0

dε

(
h(µ) +

∞∑
n=1

[
dn

dεn
h(ε)

]
ε=µ

(ε− µ)n

n!

)(
−∂nε

∂ε

)
.

La derivada de la distribución de Fermi-Dirac juega un papel importante en esta

expresión, pues ∂nε/∂ε es una función par de (ε − µ) y solo términos pares de h(ε)

contribuyen a la relación. Además, sólo es diferente de cero en un intervalo alrededor

de µ porque se comporta como una función muy “picuda” aldedor de ε = µ, como

se muestra en la Figura (2.2). Cuando la enerǵıa cambia en un orden de magnitud

κBT , la distribución de Fermi-Dirac comienza a modificarse del caso T = 0.

Tomando sólo las potencias pares del desarrollo en serie se sigue que:

N =

∞∫
0

dε h(µ)

(
−∂nε

∂ε

)
+

∞∫
0

dε

(
∞∑
n=1

[
d2n

dε2n
h(ε)

]
ε=µ

(ε− µ)2n

(2n)!

)(
−∂nε

∂ε

)
,
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donde en el primer término, la función h(µ) no depende de ε, y la integral de la

derivada de la función de Fermi es igual a uno.

Si la suma sobre n es homogénea sale de la integral y re-expresando h(ε) en términos

de g(ε) se obtiene el desarrollo de Sommerfeld:

N =

µ∫
0

dε g(ε) +
∞∑
n=1

∞∫
0

dε

([
d2n−1

dε2n−1
g(ε)

]
ε=µ

(ε− µ)2n

(2n)!

)(
−∂nε

∂ε

)
. (2.9)

Para utilizar la información del desarrollo anterior se realiza el cambio de variable

x = (ε− µ)/κBT :

N =

µ∫
0

dε g(ε) +
∞∑
n=1

an(κBT )
2n

[
d2n−1

dε2n−1
g(ε)

]
ε=µ

,

donde los coeficientes de la suma son:

an = −
∞∫
0

dx
x2n

(2n)!

d

dx

1

1 + exp(x)
,

que pueden ser expresados en términos de la función zeta de Riemann, Ref.[4].

En general los términos de orden superior no contribuyen a las propiedades ter-

modinámicas de interés en el régimen de bajas temperaturas. Por esta razón sólo se

considera el primer término de este desarrollo y por lo tanto:

N =

µ∫
0

dε g(ε) +
π2

6
(κBT )

2g′(µ) +O(T 4),

expresión que podemos resolver para µ como función de T . El primer término puede

evaluarse notando que a T = 0 el valor del potencial qúımico corresponde al valor

de la enerǵıa de Fermi, µ = EF , Ref.[6]. El sistema de N fermiones se encuentra en

su estado base con todos los niveles de enerǵıa ocupados y la enerǵıa necesaria para

poder ocupar un estado excitado inmediato corresponde a la enerǵıa de Fermi. Si
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la temperatura es pequeña pero no cero, entonces la diferencia entre g(µ) y g(EF )

es del orden de T 2. Se debe escribir esta aproximación de Taylor a segundo orden

g(ε) + g′(ε)(µ− EF ), alrededor de EF y al introducirlo en la integral:

µ∫
0

dε g(ε) =

EF∫
0

dε g(ε) + (µ− EF )g(EF ),

se sigue que:

N =

EF∫
0

dε g(ε) + (µ− EF )g(EF ) +
π2

6
(κBT )

2g′(EF ) +O(T 4)

El volumen total del sistema es constante la densidad del número de part́ıculas no

vaŕıa pues N tiene un valor fijo. La integral representa el valor de N en el estado

base y la expresión anterior resulta:

0 = (µ− EF )g(EF ) +
π2

6
(κBT )

2g′(EF )

Al despejar µ se obtiene una expresión que depende del comportamiento de la den-

sidad de estados:

µ = EF − π2

6
(κBT )

2

(
g′(ε)

g(ε)

)∣∣∣∣
ε=EF

, (2.10)

donde presenta expĺıcitamente una relación para µ como función de la temperatura,

y que tan alejados son sus valores de EF .

Otro resultado que se obtiene del desarrollo de Sommerfed es una expresión para la

enerǵıa interna a bajas temperaturas, Ref.[4]:

U = U0 +
π2

6
(κBT )

2g(ε)|ε=EF
, (2.11)

donde U0 corresponde a la enerǵıa en el estado base del sistema de N fermiones y

está dado por U0 = (2m/~2)3/22V E5/2
F /5(2π)2.
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2.2. Termodinámica del gas ideal de Fermi

En termodinámica, los estados de equilibrio estan caracterizados por un máximo de

la entroṕıa o por un mı́nimo de los diferentes potenciales termodinámicos. Debido a

esto, se pueden derivar algunas condiciones de estabilidad a partir de las segundas

derivadas de los potenciales termodinámicos, los cuales son conocidos como sucepti-

bilidades termodinámicas y que pueden medirse experimentalmente.

La compresibilidad isotérmica KT es la razón de cambio, por unidad de volumen, del

volumen V respecto a la presión P . Lo que significa que en equilibrio, un pequo cam-

bio espontáneo del volumen (∂V < 0), tiene como efecto un incremento en la presión

(∂P > 0). De esta forma el sistema regresa por si mismo al estado de equilibrio, de

manera que KT ≥ 0:

KT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T

(2.12)

De forma similar el calor espećıfico CV es la razón con la que cambia la enerǵıa

interna U del sistema, respecto a la temperatura T . Un incremento espontáneo de

la temperatura (∂T > 0) esta asociado a un incremento en la enerǵıa (∂U > 0), de

manera que CV ≥ 0:

CV =

(
∂U

∂T

)
V

(2.13)

Estas dos condiciones son requerimientos especiales que se siguen del principio de

Braun-Le Chatelier: “Si un sistema está en equilibrio estable, entonces todos los cam-

bios espontáneos de los parámetros deben involucrar procesos que lleven al sistema

de vuelta al equilibrio, es decir, que realicen un proceso en contra de dichos cambios”,

Ref.[3].

A continuación se presenta un análisis para encontrar el comportamiento de estas

propiedades termodinámicas del GIF-NR de manera general en dimensión arbitraria.

Con esto se pretende entender los efectos de la dimensionalidad del sistema en µ, CV

y KT .
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2.3. Potencial qúımico µ

El cálculo de µ en el caso GIF-NR para dimensión arbitraria d, se realiza a partir de

la ecuación de número que se introdujo en la sección (2.1). Esta ecuación relaciona

la densidad de estados y el número promedio de part́ıculas que se encuentren en un

nivel de enerǵıa determinado.

N = λNR

∞∫
0

dε
εd/2−1

1 + z−1 exp(βε)
, (2.14)

donde la constante no relativista que se muestra,

λNR =

(
L

2π

)d
πd/2

Γ(d/2)

(
2m

~2

)d/2

,

es diferente para cada dimensión del sistema. Si se considera el caso de la temperatura

a T = 0, donde la distribución de Fermi-Dirac es una constante igual a uno para

enerǵıas menores que la enerǵıa de Fermi, entonces se puede encontrar la enerǵıa

de Fermi en términos de la constante no relativista. La enerǵıa de Fermi es EF =

(dN/2λNR)
2/d.

La forma adimensional de la relación anterior se encuentra al tomar el cociente de

ε por la enerǵıa de Fermi, de esta forma se obtiene la siguiente representación en la

integrales de Fermi-Dirac:

1 =
d

2
τ d/2

∞∫
0

dx
xd/2−1

1 + z−1 exp(x)
, (2.15)

donde τ = T/TF . El cálculo númerico de µ a partir de la relación anterior se muestra

en la Figura (2.3).

Al expresar la ecuación (2.14) en términos de la función de Fermi-Dirac fν(z), cuya

definición se introduce en el Apéndice (6.1), se obtiene:

N = λNRΓ(d/2) (κBT )
d/2fd/2(z), (2.16)
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donde aparece la dependecia con la temperatura T para una cantidad fija de N y V .

Si se consideran altas temperaturas entonces fν(z) ' z, por lo que la expresión (2.16)

se aproxima como:

N = λNRΓ(d/2) (κBT )
d/2 exp(βµ),

despejando a µ:

µ = κBT ln

[
N

λNR

1

Γ(d/2)(κBT )d/2

]
,

y al invertir el argumento del logaritmo e introduciendo el valor de la constante no

relativista λNR se obtiene:

µ = −κBT ln

[
V

N

(
2mπκBT

h2

)d/2
]

que es la expresión para µ en el régimen de altas temperaturas, en particular se

encuentra que para el caso d = 3 es la misma expresión que la ecuación (1.2),

coincidiendo con el comporatamiento del GIC.

2.3.1. Aproximación a bajas temperaturas de µ

Para encontrar µ como función de T en el régimen de bajas temperaturas, se utiliza

el resultado obtenido en el desarrollo de Sommerfeld, donde la cantidad de interés es

el cociente:
g′(ε)

g(ε)
=

(d/2− 1)εd/2−2

εd/2−1
=

(d/2− 1)

ε
,

sustituyendo esta cantidad en la ecuación (2.10) se encuentra que:

µ = EF − π2

6
(κBT )

2 (d/2− 1)

EF

,

y de manera adimensional al dividir por la enerǵıa de Fermi:

µ

EF

= 1− π2

12
(d− 2)

(
T

TF

)2

.
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El comportamiento de µ en el régimen de bajas temperaturas no puede ser descrito

para el caso de d = 2 porque la densidad de estados es constante y la derivada de g(ε)

en el desarrollo de Sommerfeld seŕıa cero. Por otro lado, cuando d > 2 se observa que

µ decrece monótonamete como función de T a valores negativos. En el desarrollo de

Sommerfeld se encuentra que para valores d < 2, µ se comporta como una función

creciente cuando T aumenta, ver Figura (2.3).
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Figura 2.3: Gráfica del potencial qúımico µ para el GIF-NR como función de la tem-
peratura en unidades de la temperatura de Fermi TF para difernetes dimensiones,
representado por las lineas sólidas. Se presenta además la aproximación de Sommer-
feld, representado por las ĺıneas punteadas.

La importancia de la aproiximación de Sommerfeld es que predice el comportamiento

anómalo de µ en una región para valores de T donde µ > 0 como se reporta en

Ref.[18].
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Solución en dimension igual a dos. En el caso particular de dos dimensiones

es posible encontrar µ de manera expĺıcita, debido que la densidad de estados es una

constante g(ε) = mL2/2π~2, se puede realizar la integral en la ecuación de número.

El análisis con la aproximación de Sommerfeld no es posible, pues en este caso la

derivada de g(ε) es cero.

La ecuación de número adimesional en dos dimensiones es:

1 = τ

∞∫
0

dx
1

1 + z−1 exp(x)
,

donde τ = T/TF . Al multiplicar por la identidad apropiada se transforma en una

integral completa

1 = τ

∞∫
0

dx
z exp(−x)

z exp(−x) + 1
= τ ln(1 + z).

De esta manera µ como función de T queda como sigue:

exp(1/τ) = 1 + z,

µ = κBT ln[exp(1/τ)− 1],

y entonces:
µ

EF

= 1 +
T

TF
ln

[
1− exp

(
−TF
T

)]
,

lo que muestra que en este caso se puede encontrar µ de forma expĺıtica como función

de T .
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2.4. Calor espećıfico a volumen constante CV

Para calcular el calor espećıfico se necesita conocer la enerǵıa U del sistema que esta

dada por la definición que proviene del gran potencial en la ecuación (2.7):

U = λNR

∞∫
0

dε
εd/2

1 + z−1 exp(βε)
. (2.17)

Expresando la integral en la representación de la función de Fermi-Dirac fν(z), se

obtiene:

U = λNRΓ(d/2 + 1) (κBT )
d/2+1fd/2+1(z).

Al aplicar la derivada parcial respecto a T , se obtiene:

CV = λNRΓ(d/2 + 1)

[
(d/2 + 1)κB(κBT )

d/2fd/2+1(z) + (κBT )
d/2+1 ∂

∂T
fd/2+1(z)

]
,

calculando por separado la derivada parcial de fd/2+1(z) respecto a T :

∂

∂T
fd/2+1(z) = fd/2(z)

(
1

z

∂z

∂T

)
,

donde la cantidad ∂z/z∂T , se obtiene al derivar la ecuación de número 2.16 respecto

a T . Dado que N no vaŕıa con la temperatura, entonces:

0 =
∂

∂T

(
(κBT )

d/2fd/2(z)
)
,

que después de un poco de álgebra resulta:

−(d/2)κB(κBT )
d/2−1fd/2(z) = (κBT )

d/2fd/2−1(z)

(
1

z

∂z

∂T

)
y se obtiene que: (

1

z

∂z

∂T

)
= −(d/2)κB(κBT )

−1 fd/2(z)

fd/2−1(z)
.
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Al sustituir en la expresión para CV queda:

CV = λNRΓ(d/2 + 1)κB(κBT )
d/2

[
(d/2 + 1)fd/2+1(z)− (d/2)

f2
d/2(z)

fd/2−1(z)

]
,

que depende de el valor de λNR. Para hacer adimensional la expresión anterior se

considera el conciente de CV por dNκB/2, que corresponde al ĺımite de altas tem-

peraturas de Dulong-Pettit para el gas GIF-NR, Ref.[4]:

CV

dNκB/2
=
d

2

[(
1 +

2

d

)
fd/2+1(z)

fd/2(z)
−

fd/2(z)

fd/2−1(z)

]
, (2.18)

expresión que se puede graficar como función de T para distintas dimensiones.
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Figura 2.4: Gráfica del calor espećıfico como función de la temperatura para diferentes
dimensiones. Se hizo adimensional con las cantidades dNκB/2 y TF .
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En la gráfica que describe el comportamiento de CV en la Figura (2.4), se observa que

para bajas temperaturas esta cantidad se aproxima a cero de manera ĺıneal. Dado

que el calor espećıfico es CV = T (∂S/∂T )V , entonces de acuerdo con la tercera ley

de la termodinámica cuando T → 0 la entroṕıa también tiende a cero.

Al hacer uso de la aproximación de Sommerfeld se muestra que CV para el GIF-NR

decrece linealmente hasta cero, Ref.[4]. De la ecuación (2.11) se obtiene CV para

bajas temperaturas al derivar respecto a T . En este ĺımite el calor espećıfico CV =

(2λNR/3)π
2κ2BE

d/2−1
F T , es proporcional a T en el régimen de bajas temperaturas. A

altas temperaturas se aproxima a una constante dNκB/2 conocida como ĺımte de

Dulong-Pettit, Ref.[1],[4], en la gráfica se observa que tiende a uno por la forma en

la se hizo adimensional.

2.5. Compresibilidad isotérmica KT

Para poder describir el comportamiento de KT en la representación de la función de

Fermi-Dirac fν(z), es necesario modificar la ecuación (2.12).

Recordando el cambio en la enerǵıa libre de Helmholtz dF = −SdT − PdV + µdN ,

entonces algunas relaciones de Maxwell son:(
∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂P

∂T

)
V,N

, −
(
∂S

∂N

)
T,V

=

(
∂µ

∂T

)
V,N

, −
(
∂P

∂N

)
T,V

=

(
∂µ

∂V

)
T,N

.

Al considerar la tercera relación de Maxwell se puede introducir V del lado izquierdo

de la igualdad y N del lado derecho debido a que son variables constantes respecto

a las derivadas parciales:

−V
V

(
∂P

∂N

)
T,V

=
N

N

(
∂µ

∂V

)
T,N

,

− 1

V

(
∂P

∂(N/V )

)
T,V

=
1

N

(
∂µ

∂(V/N)

)
T,N

,
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introduciendo la densidad de part́ıculas como n = N/V , queda:(
∂P

∂n

)
T

= − 1

n

(
∂µ

∂(1/n)

)
T

. (2.19)

Regresando a la definición de KT , se realiza un ajuste conveniente para introducir la

densidad de part́ıculas, entonces:

KT = − 1

V

N

N

(
∂V

∂P

)
T

= −N
V

(
∂(V/N)

∂P

)
T

= −n
(
∂(1/n)

∂P

)
T

,

realizando la derivada parcial de 1/n respecto a P , se sigue que:

KT =
1

n

(
∂n

∂P

)
T

,

donde al identificar la igualdad (2.19) se sigue que:

KT = −∂(1/n)
∂µ

,

realizando la derivada parcial de (1/n) respcto a µ se obtiene la expresión para la

compresibilidad isotérmica:

KT =
1

n2

(
∂n

∂µ

)
T

. (2.20)

Con esta expresión introducimos la información de la densidad de part́ıculas en térmi-

nos fν(z) como se muestra:

n =
N

V
=
λNR

V
Γ(d/2) (κBT )

d/2fd/2(z),

que al derivar respecto a µ, se introduce la dependecia con la fugacidad:

∂n

∂µ
=
λNR

V
Γ(d/2) (κBT )

d/2

(
∂z

∂µ

)
∂

∂z
fd/2(z),

y haciendo uso de la derivada de fd/2(z) que se analiza en el Apédice (6.1), se llega
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a que:

KT =
1

nκBT

fd/2−1(z)

fd/2(z)
. (2.21)

Para hacer adimensional la relación anterior se considera KT=0 que se ha calculado

por separado en el Apéndice (6.2):

KT=0 =

(
λNR

V

4

d2
E

d/2+1
F

)−1

,

y se encuentra
KT

KT=0

=
4

d2Γ(d/2)

1

(T/TF )d/2+1

fd/2−1(z)

(fd/2(z))2
, (2.22)

que es la expresión adimensional de la compresibilidad isotérmica para el GIF-NR

en función de la temperatura. Se observa que aparece la dependencia en la fugacidad

de la representación de fν(z).

En la Figura (2.5) se presenta el comportameinto de la compresibilidad isotérmica

para diferentes dimensiones. Se observa que para dimensiones d < 2 el compor-

tamiento de KT refleja la anomĺıa que se predice al analizar µ, haciendo que KT se

comporte como una función creciente en un intervalo de temperaturas y después se

comporta de forma regular decreciente como función de T . En el régimen de altas

temperaturas la enerǵıa cinética de las part́ıculas debida al incremetno de T es muy

grande, de esta manera el GIF-NR se hace menos compresible.

36



10
-1

10
0

10
1

10
2

T / TF

0

0.5

1

1.5

2

K
T
 / 

K
T

=
0

d = 1/2
d = 1
d = 3/2
d = 2
d = 5/2
d = 3

Figura 2.5: Gráfica de la compresibilidad isotérmica como función de la temperatura
para diferentes dimensiones. KT y T están adimensionales con el valor de KT=0 y TF
respectivamente.
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Caṕıtulo 3

El Gas ideal de Fermi

ultrarelativista

En la primera parte de este caṕıtulo se discuten las propiedades termodinámicas de

un gas de N fermiones sin espin y ultrarelativistas. Recientemente en el contexto de

la termodinámica estad́ıstica de los gases ideales a bajas temperaturas y dimensión

arbitraria, se ha observado que la densidad del número de part́ıculas puede expre-

sarse en términos de la función de Fermi Dirac fν(z), Ref.[11],[13]. Esto muestra

un panorama general entre los casos de gases ideales de Bose, de Fermi (como se

mostró en el caṕıtulo anterior) y con los correspondientes casos ultrarealativistas.

Por ejemplo, se ha encontrado una equivalencia en las propiedades termodinámicas

de un gas ideal de Bose y de Fermi en d = 2 cuando son no relativistas y en d = 1

cuando son ultrarelativistas, Ref.[22].

Existen varios sistemas en donde se puede despreciar la masa en reposo de las part́ıcu-

las. Un ejemplo bien conocido es un gas de electrón-positrón (e−e+γ), que está en

equilibrio termodinámico a través de la emisión y absorción de fotones, Ref.[13]. Sin

embargo, en este caso los fotones están considerados de manera indirecta como el

baño térmico sobre el sistema de fermiones. Otros sistemas que pueden ser estudiados

en la aproximación ultrarelativista son las estrellas enanas blancas, Ref.[17], donde

también se considera la creación de antipart́ıculas.
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En este caṕıtulo la masa en reposo mc2 = 0 es exactamente cero y no es una aproxi-

mación. Se analiza el potencial qúımico µ a partir de la ecuación de número, de forma

análoga que en el caṕıtulo anterior, porque es posible la representación a través de

la función de Fermi-Dirac fν(z). También se calculan el calor espećıfico a volumen

constante CV y la compresibilidad isotérmica KT . En la segunda parte se incluyen

las antipart́ıculas que deben ser consideradas a altas temperaturas, Ref.[15],[14], y

se analizan los efectos de estas en las propiedades termodinámicas.

3.1. La ecuación de número

El estudio del gas ideal de Fermi ultrarelativista (GIF-UR), permite entender de

manera aproximada el caso del gas relativista donde se considera la relación de

dispersión dada por εk =

√
~2c2

−→
k 2 +m2c4, Ref.[2],[15]. En condiciones donde la

enerǵıa de Fermi EF es mucho mayor que la la masa en reposo mc2, se obtiene la

relación de dispersión ultrarelativista que es εk = ~ck. Al considerar la densidad

de estados en su forma más general en el espacio k, dada por la ecuación (2.5), se

obtenie la densidad de estados correspondiente al gas ideal de Fermi ultra-relativista

(GIF-UR) para dimensión arbitraria d:

g(ε) = λRε
d−1, (3.1)

donde la constante relativista que se muestra λR es:

λR =

(
L

2π

)d
2πd/2

Γ(d/2)

(
1

~c

)d

,

y depende expĺıcitamente de la dimensión, con unidades de (m2/J)d debido a que el

volumen es V ≡ Ld.

El análisis de µ para este caso se realiza con el mismo tratamiento que en el GIF-NR,

donde se encuentra la ecuación de número que relaciona N con µ, V y T . En el ĺımite

termodinámico cuando N, V → ∞, la densidad de part́ıculas n = N/V permanece

constante de manera que podemos considerar la ecuación de densidad de part́ıculas
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como:

n =
λR
V

∞∫
0

dε
εd−1

1 + z−1 exp(βε)
. (3.2)

Cuando T = 0, se ecuentra que la enerǵıa de Fermi EF = [dN/λR]
1/d es proporcional

a n1/d. Al considerar el cociente de ε por la enerǵıa de Fermi se encuentra la forma

adimensional de la ecuación anterior, que es:

1 = dτ d
∞∫
0

dx
xd−1

1 + z−1 exp (x)
,

donde τ = T/TF . De esta forma es posible encontrar µ como función de T al mantener

fijo la densidad de part́ıculas n y cuyo comportamiento está representado en la Figura

(3.1) para diferentes dimensiones.

Es conveniente representar a n en términos de la función de Fermi-Dirac debido a

que existe un tratamiento general en este tipo de funciones especiales. A decir:

n =
λR
V

Γ(d)(κBT )
dfd(z), (3.3)

donde se exhibe que el gas ideal de Fermi ultrarelativista tiene la misma estructura

matemática que en el caso no relativista, donde solo cambia el orden de fν(z) y el

exponente de (κBT )
ν . Por esta razón el tratamiento con la función de Fermi Dirac

que se analiza en Ref.[7] es el mismo.

3.1.1. Aproximación a bajas temperaturas

Anteriormente se utilizó el desarrollo de Sommerfeld para analizar el comportamiento

de µ a bajas temperaturas de un gas ideal de Fermi no relativista. Se obtuvo una

expresión para µ en la ecuación (2.10), que sólo depende de la razón entre g′(ε) y g(ε).

De manera que la cantidad de interés en este caso es el cociente g′(ε)/g(ε) = (d−1)/ε.

Al usar la aproximación de Sommerfeld, se obtiene una forma expĺıcita del potencial
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qúımico para dimensión arbitraria en el caso ultrarelativista:

µ = EF − π2

6
(κBT )

2 (d− 1)

EF

,

y al introducir las variables adimensionales µ/EF y T/TF queda:

µ

EF

= 1− π2

6
(d− 1)

(
T

TF

)2

,

donde se muestra que µ decrece monótonamente si d > 1, en concordancia con el

GIC para T muy grande. El potencial qúımico µ se hace más negativo cuando T es
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Figura 3.1: Se presenta el comportamiento de µ como función de T para dimensión
arbitraria. Se hizo adimensional con el valor de EF y TF .

grande para dimensiones d > 1, el argumento es comparable con GIF-NR, donde al
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aumentar la temperatura la enerǵıa U debe decrecer para mantener a la entroṕıa S

constante. Con la expresión anterior se muestra que para d = 1 no es posible realizar

la aproximación de Sommerfeld, puesto que la densidad de estados (3.1) es constante.

Por otro lado, cuando d < 1 se predice un comportamiento anómalo de µ debido a

que en un intervalo de bajas temperaturas donde la enerǵıa interna U domina en

la enerǵıa libre de Helmoltz F = U − TS, el potencial qúımico se comporta como

una función creciente, hasta alcanzar un valor máximo como se observa en la Figura

(3.1). Cuando la temperatura es muy grande, la entroṕıa S domina en la enerǵıa

libre de Helmoltz y µ decrece monótonamente para comportarse como en el gas ideal

clásico.

El cálculo del valor de la temperatura donde µ alcanza su máximo para dimensiones

d < 1 no se incluye en esta revisión, sin embargo, se puede aproximar a través de

una análisis numérico.

Dimensión igual a uno. Como ya se mencionó, el caso particular de una dimen-

sión no se puede tratar con la aproximación de Sommerfeld, debido a que la densidad

de estados es una constante g(ε) = L/π~c. Sin embargo, se puede resolver la integral

de manera anaĺıtica al multiplicar por la identidad apropiada, como se muestra:

1 = τ

∞∫
0

dx
z exp(−x)

z exp(−x) + 1
= τ ln[z + 1],

de manera que:

µ = κBT ln[exp(TF/T )− 1],

y de forma adimencional:

µ

EF

= 1 +

(
T

TF

)
ln

[
1− exp

(
−TF
T

)]
.

Se observa que µ parte de una constante igual a uno cuando T = 0, por la forma en

la que se hizo adimencional. El argumento del logaritmo es menor que uno cuando

aumenta la temperatura por lo que µ es decreciente como función de T . Para T � TF ,
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µ difiere de EF por una cantidad exponencialmente pequeña con T/TF .

3.2. El Calor espećıfico a volumen constante CV

Para calcular CV se debe utilizar la expresión para la enerǵıa considerando la relación

de dispersión ultrarelativista. Se tiene que la enerǵıa promedio total es:

U = λR

∞∫
0

dε
εd

1 + z−1 exp(βε)
,

donde λR es la constante relativista. En la representación de la función de Fermi-

Dirac, se encuentra:

U = λRΓ[d+ 1] (κBT )
d+1fd+1(z), (3.4)

y entonces al tomar la derivada parcial de U respecto a T para calcular CV resulta:

CV = λRΓ[d+ 1]

[
(d+ 1)(κBT )

dκBfd+1(z) + (κBT )
d+1 ∂

∂T
fd+1(z)

]
. (3.5)

Calculando por separado la derivada de fd+1(z) respecto a T , se obtiene que:

∂

∂T
fd+1(z) =

(
1

z

∂z

∂T

)
fd(z),

para conocer expĺıctamente la cantidad ∂z/z∂T se utiliza la ecuación de densidad de

part́ıculas (3.3). Dado que n is independiente de T entonces:

∂n

∂T
= 0 =

λR
V

Γ(d)
∂

∂T
[(κBT )

dfd(z)],

al desarrollar la derivada parcial:

0 = d(κBT )
d−1κBfd(z) + (κBT )

d ∂

∂T
fd(z),
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y después de un poco de álgebra:(
1

z

∂z

∂T

)
= −dκB(κBT )−1 fd(z)

fd−1(z)
.

Por lo que CV queda como:

CV = λRΓ[d+ 1]

[
(d+ 1)(κBT )

dκBfd+1(z)− d(κBT )
dκB

f2
d (z)

fd−1(z)

]
,

donde al dividir por el valor de la ley de Dulong Pettit para cada dimensión dNκB

se obtiene su forma adimesional:

CV

dNκB
= d

[(
d+ 1

d

)
fd+1(z)

fd(z)
− fd(z)

fd−1(z)

]
, (3.6)

que se puede observar en la Figura (3.2) como función de la temperatura.

En la Figura (3.2) se observa que el comportamiento de CV es muy similar en las

diferentes dimensiones consideradas, excepto para el caso d < 1 donde se observa un

comportamiento anómalo que es similar al que se encontró para µ en la sección (3.1).

Se puede utilizar el desarrollo de Sommerfeld para la enerǵıa, como se muestra en

la ecuación (2.11) y demostrar que CV decrece linealmente a cero a temperaturas

muy bajas. Se obtiene que CV = λRπ
2κ2BTE

d−1
F /3 para el GIF-UR lo que exhibe su

comportamiento lineal como función de T en el régimen de bajas temperaturas. A

altas temperaturas cuando T → ∞, se observa que CV tiende a la constante dNκB

conocida como la ley de Dulong-Pettit, Ref.[4].

3.3. Compresibilidad isotérmica KT

CalculamosKT con la relación (2.20) que se obtuvo anteriormente, donde se utiliza la

expresión (3.3) para la densidad de part́ıculas. Aplicando la derivada parcial respecto

a µ se sigue que:
∂n

∂µ
=
λR
V

Γ(d) (κBT )
d ∂

∂µ
fd(z).
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Figura 3.2: Se presenta el comportamiento del calor espećıfico CV como función de la
temperatura para diferentes dimensiones. Se hizo adimesional con el valor de dNκB
en unidades de la temperatura de Fermi TF .

Calculando por separado la derivada parcial de fd(z) respecto a µ:

∂

∂µ
fd(z) =

∂

∂z
fd(z)

∂z

∂µ
= βfd−1(z),

de manera que al introducir estos cálculos en la relación (2.20) se sigue que:

KT =
1

n2

λR
V

Γ(d) (κBT )
dβfd−1(z)
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y por lo tanto se obtiene la expresión:

KT =
1

nκBT

fd−1(z)

fd(z)
, (3.7)

que depende de la densidad de part́ıculas n. Por esta razón es necesario obtener la

forma adimensional de la relación anterior al considerar el cociente por el valor de

KT=0 que se calcula en el Apéndice (6.3):

KT=0 =

(
1

d2
λR
V
Ed+1

F

)−1

(3.8)

De manera que:
KT

KT=0

=
1

d2Γ(d)

1

(T/TF )d+1

fd−1(z)

f 2
d (z)

, (3.9)

es la expresión que se puede graficar como función de la temperatura.

En la Figura (3.3) se observa que para valores de d < 1, KT también muestra un

comportamiento diferente al que se muestra en dimensiones d ≥ 1. Lo que significa

que en un intervalo de temperaturas KT se hace mas compresible para esas dimen-

siones. Después se comporta de forma usual decreciente, hasta que el GIF-UR se

hace incompresible para altas temperaturas, de manera similar que en el caso del

GIF-NR.

3.4. Creación de pares part́ıcula-antipart́ıcula

El mecanismo por el cual se crean los pares de part́ıcula-antipart́ıcula está descrito

por las soluciones de la ecuación de Dirac, Ref.[2] que describe la f́ısica de un sistema

cuántico relativista. Cuando se resuelve la ecuación de Dirac se encuentran dos solu-

ciones, una corresponde a las part́ıculas y la otra a las antipart́ıculas generando un

espectro de enerǵıas que se conoce como el mar de Dirac en el vaćıo. La creación de

pares sucede a temperaturas tales que κBT � mc2. En esta caso el sistema se en-

cuentra en equilibrio con el vaćıo a través de un procesos de creación y aniquiliación

en donde los fotones emitidos actúan como el reservorio del sistema.
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Figura 3.3: Se presenta el comportamiento de KT como función de T para varias
dimensiones. KT se hizo adimensional con el valores de KT=0 y T en unidades de la
temperatura de Fermi TF .

En el gas ideal de Fermi ultrarelativista, cuando se considera esta creación de pares

de part́ıcula-antipart́ıcula (GIF-UR-PAP), se analiza el número de part́ıculas N que

depende de la fugacidad z = exp(βµ) y el número de antipart́ıculasN la cual depende

de otra fugacidad z = exp(βµ), Ref.[2],[15], y donde µ es el potencial qúımico de las

antipart́ıculas.

El número de part́ıculas y el de antipart́ıculas nos son cantidades conservadas de man-

era independientemente, debido a que sucede un proceso de creación y aniquilación de

pares de part́ıcula-antipart́ıcula de manera continua. En el equilibrio termodinámi-

co, la cantidad conservada es la diferencia de N y N , donde N es el número de

antipart́ıculas. Se encuentra que los potenciales qúımicos están relacionados a través
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de µ = −µ, Ref.[2],[12].
Las distribuciones de Fermi-Dirac correspondientes, que describen el número prome-

dio de part́ıculas y de antipart́ıculas en un nivel de enerǵıa ε, están dadas por:

nε =
1

1 + z−1 exp(βε)
nε =

1

1 + z exp(βε)
, (3.10)

de manera que al considerar el ĺımite termodinámico, la densidad de part́ıculas inicial

n se mantiene constante y está dada por:

n =
N −N

V
=
λR
V

∞∫
0

dε εd−1[nε − nε], (3.11)

donde nuevamente aparece la constante relativista λR.

A bajas temperaturas el papel de la antipart́ıculas no es de mucha relevancia porque

no existe la suficiente enerǵıa para que sean creadas. Se puede mostrar si se considera

el ĺımite de nε cuando T → 0:

lim−→nε =
exp(−ε/κBT )

exp(−ε/κBT ) + z
= 0,

entonces es posible hallar la enerǵıa de Fermi la cual coincide con aquella en el caso

sin antipart́ıculas. Con EF se hace adimensional la ecuación (3.11) y se obtiene:

1 = dτ d
∞∫
0

dx xd−1

[
1

1 + z−1 exp (x)
− 1

1 + z exp (x)

]
,

donde τ = T/TF . En la representación de las funciones de Fermi-Dirac se obtiene la

ecuación:

n =
λR
V

Γ(d)(κBT )
d [fd(z)− fd(z

−1)], (3.12)

y se exhibe la inclusión de las antipart́ıculas en la función fd(z
−1).

El comportamiento de µ se muestra en la Figura (3.4) donde se observa que µ → 0

debido a las antipartt́ıculas como se ha reportado en Ref.[12] donde solo menciona
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como función de la temperatura y para dimensión arbitraria. µ se hizo adimensional
con el valor de EF en unidades de la temperatura de Fermi TF .

que decrece y se aproxima a un valor constate. En el régimen de altas temperaturas,

el GIF-UR se comporta como un gas ideal de Bose debido a que el potencial qúımico

del gas de Bosones sin masa es µ = 0 para toda T , Ref.[23][12] y corresponde a un

gas de fotones.

Dimensión igual a uno. Como se mostró en la sección (3.1), para d = 1 la densi-

dad de estados es una constante g(ε) = L/π~c. Esto permite resolver anaĺıticamente

la integral en la expresión de la densidad de part́ıculas al introducir una identidad
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conveniente:

1 = τ

∞∫
0

dx

[
z exp(−x)

z exp (−x) + 1
− z−1 exp(−x)
z−1 exp (−x) + 1

]
,

integrando se sigue que:

1 = τ ln[z + 1]− ln[z−1 + 1] = τ ln

(
z + 1

z−1 + 1

)
,

y después de un poco de álgebra:

exp(1/τ) =
z + 1

z−1 + 1
,

de manera que se llega a la expresión:

0 = z2 + z[1− exp(1/τ)]− exp(1/τ),

que puede resolverse con la fórmula general para polinomios de segundo orden.

La solución al polinomio de segundo orden muestra dos valores para la fugacidad

z = exp(1/τ) y z = −1. La raiz z = −1 no es f́ısicamente posible debido a que la

fugacidad z = exp(βµ), es mayor que cero para toda temperatura. Para el otro caso

z = exp(βµ) = exp(1/τ), se ecuentra que después de un poco de álgebra µ = EF

para toda temperatura. El resultado anterior adquiere relevancia pues privileǵıa el

caso de dimensión d = 1, puesto que el valor de la fugacidad es constante. También se

puntualizan las repercusiones de esta dimensión en las suceptibilidades termodnámi-

cas.

3.5. El Calor espećıfico con antipart́ıculas

La relación termodinámica (2.13) de CV , ahora tiene una correción al considerar la

creación de antipart́ıculas debido a que la enerǵıa interna promedio U , se debe a la
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aportación tanto de N como de N , como se muestra a continuación:

U = λR

∞∫
0

dε εd[nε + nε], (3.13)

y en términos de la función de Fermi-Dirac:

U = λRΓ(d+ 1) (κBT )
d+1[fd+1(z) + fd+1(z

−1)]. (3.14)

Al derivar respecto a la temperatura para encontrar CV , se sigue que:

CV = λRΓ(d+ 1)

[
(d+ 1)(κBT )

dκBfd+1(z) + (κBT )
d+1 ∂

∂T
fd+1(z)

+(d+ 1)(κBT )
dκBfd+1(z

−1) + (κBT )
d+1 ∂

∂T
fd+1(z

−1)

]
, (3.15)

la expresión anterior es similar a la que se encontró en el caso de GIF-UR sin an-

tipart́ıculas en la ecuación (3.5). De esta manera basta calcular de manera indepen-

diente el término donde se encuentra la derivada parcial de fd+1(z
−1) respecto a T ,

para obtener la correción de las antipart́ıculas. Se sigue que:

∂

∂T
fd+1(z

−1) = −
(
1

z

∂z

∂T

)
fd(z

−1).

La cantidad ∂z/z∂T se encuentra a partir de la ecuación de la densidad de part́ıculas

(3.13) que es independiente de la temperatura, entonces:

∂n

∂T
= 0 =

λUR

V
Γ(d)

∂

∂T
[(κBT )

dfd(z)− (κBT )
dfd(z

−1)],

con la igualdad a cero se sigue que:

d(κBT )
d−1κBfd(z) + (κBT )

d ∂

∂T
fd(z) = d(κBT )

d−1κBfd(z
−1) + (κBT )

d ∂

∂T
fd(z

−1),
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y después de un poco de álgebra, queda:(
1

z

∂z

∂T

)
=

(
−dκB
κBT

)
fd(z)− fd(z

−1)

fd−1(z) + fd−1(z−1)
,

la cual se introduce en la ecuación (3.15) para reagrupar términos y obtener:

CV = λURΓ(d+ 1)(κBT )
dκB

[
(d+ 1)[fd+1(z) + fd+1(z

−1)]

−d [fd(z)− fd(z
−1)]

[
fd(z)− fd(z

−1)

fd−1(z) + fd−1(z−1)

]]
,

finalmente se encuentra la forma adimensional al considerar el cociente por dNκB:

CV

dNκB
= d

[(
d+ 1

d

)(
fd+1(z) + fd+1(z

−1)

fd(z)− fd(z−1)

)
−
(

fd(z)− fd(z
−1)

fd−1(z) + fd−1(z−1)

)]
, (3.16)

expresión que se puede graficar como función de la temperatura para diferentes di-

mensiones.

La Figura (3.5) se presenta CV en escala log-log para mostrar el comportamiento

a altas temperaturas. Resalta el caso part́ıcular en una dimensión, donde CV crece

linealmente hasta infinito. Los otros casos también tienden a infinito para altas tem-

peraturas pero en potencias de T . La potencia con la que diverge está relacionada

con el valor de la dimensión.

Se encuentra que las antipart́ıculas influyen en CV del GIF-UR de tal manera que

se comporta como el calor espećıfico de un gas de Bosones el cual diverge a altas

temperaturas, Ref.[23],[9].

Dimensión igual a uno. En el caso de una dimensión se obtuvo que µ = EF

para toda temperatura, de manera que la fugacidad ahora se considera como z =

exp(βEF ), lo que permite la siguiente expresión para el calor espećıfico:

CV

NκB
= 2

f2(z) + f2(z
−1)

f1(z)− f1(z−1)
− f1(z)− f1(z

−1)

f0(z) + f0(z−1)
,
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Figura 3.5: Se presenta el comportamiento de CV con la corrección de antipart́ıculas
como función de la temperatura T , para dimensión arbitraria. Se hizo adimensional
con los valores de dNκB, y la temperatura en unidades de la temperatura de Fermi
TF .

Después de un breve desarrollo en las funciones especiales de Fermi Dirac que se

analizan en el Apéndice (6.1), se obtiene que: f0(z) + f0(z
−1) = 1, f1(z)− f1(z

−1) =

EF/κBT y que f2(z) + f2(z
−1) = π2/6 + E2

F/2κ
2
BT

2.

De manera que la expresión en una dimensión para el calor espećıfico a volumen

constante es CV /NκB = 2π2κBT/3EF , demostrando el comportamiento lineal que

se muestra en la Figura (3.5).

En el régimen de bajas temperaturas, nuevamente se hace uso de la aproximación de

Sommerfeld para la enerǵıa (2.11). Se obtiene que CV = π2κ2BTλRE
d−1
F /3 y al hacer

adimensional con el valor de dNκB se encuentra que CV /dNκB = 2π2κBT/3EF es
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la mimsa cantidad que en el caso de una dimensión.

3.6. Compresibilidad isotérmica con antipart́ıcu-

las

De igual manera que CV tiene una correción, KT debe ser corregida al considerar

la creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula. Usando la relación termodinámica

(2.20) obtenida anteriormente, se introduce la ecuación de densidad de part́ıculas en

el caso GIF-UR-PAP dado por la expresión (3.12). Derivando respecto a µ:

∂n

∂µ
=
λR
V

Γ(d)

(
∂z

∂µ

)
∂

∂z
[fd(z)− fd(z

−1)],

se encuentra una expresión parecida al caso GIF-UR, por lo que basta calcular la

derivada de la función de Fermi-Dirac de z−1 de orden d.

∂

∂z
fd(z

−1) =

(
1

z−1

∂z−1

∂z

)
fd−1(z

−1) = −1

z
fd−1(z

−1)

Entonces al calcular KT se obtiene la relación siguiente:

KT =
1

n2

λR
V

Γ(d)

(
1

z

∂z

∂µ

)[
fd−1(z) + fd−1(z

−1)
]
,

y luego:

KT =
1

n2

λR
V

Γ(d)β
[
fd−1(z) + fd−1(z

−1)
]
,

al introducir la definición de la densidad de part́ıculas resulta:

KT =
1

nκBT

[
fd−1(z) + fd−1(z

−1)

fd(z)− fd(z−1)

]
,

expresión que todav́ıa depende de la densidad de part́ıculas.

Para hacer adimensional se considera el cociente de KT por KT=0 con la correción

de las antipart́ıculas, para ello se debe conocer la enerǵıa U a T = 0.
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La enerǵıa a temperatura igual a cero U0, es la misma cantidad que en el caso

GIF-UR debido a que las antipart́ıculas no tienen relevancia en ese régimen, de esta

forma KT=0 también es la misma cantidad en el caso del GIF-UR sin antipart́ıculas

KT=0 =
(

1
d2

λUR

V
Ed+1

F

)−1
. Se encuentra la expresión adimesional para la compresibili-

dad isotérmica que es:

KT

KT=0

=
1

d2Γ(d)

1

(T/TF )d+1

fd−1(z) + fd−1(z
−1)

[fd(z)− fd(z−1)]2
, (3.17)

que se grafica como función de la temperatura.
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Figura 3.6: Se presenta la compresibilidad isotérmica KT con la correción de las
antipart́ıculas como función de la temperatura T , para dimensión arbitraria.

En la Figura (3.6) se observa que para d > 1 la compresibilidad isotérmica del GIF-

UR diverge hasta infinito cuando T → ∞. Esto significa que en el régimen T → ∞,
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KT se aproxima asintóticamente al comportamiento de un gas de Bosones sin masa,

cuya compresibilidad isotérmica diverge para toda valor de T. De esta manera cuando

se consideran los efectos relativistas en el GIF y se incluyen la creación de pares de

part́ıcula-antipart́ıcula, la equivalencia de las suceptibilidades termodinámicas entre

el gas de Fermi y Bose se hace posible. A diferencia del caso no relativista en donde

KT distingue el gas de Fermi del gas de Bose, aún cuando los calores espećıficos

tienen la misma dependencia con la temperatura, Ref.[22].

Dimensión igual a uno En la compresibilidad isotérmica también es posible re-

alizar un cálculo de la expresión (3.18), donde se introduce el valor de µ = EF para

toda temperatura y el análisis con las funciones de Fermi-Dirac fν(z) resultan:

KT

KT=0

=
1

(T/TF )2
f0(z) + f0(z

−1)

[f1(z)− f1(z−1)]2
, (3.18)

lo que significa en una dimensión que KT/KT=0 = 1 es una constante para toda

temperatura. Esto se debe a que la creación y aniquilacón de pares de part́ıcula-

antipart́ıcula sucede de manera continua, por lo que la diferencia N −N permanece

constane en una dimensión y no depende del número part́ıculas iniciales.

3.7. Razón entre part́ıculas y antipart́ıculas como

función de la temperatura

Hasta ahora se ha considerado la creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula a altas

temperaturas pero queremos conocer como es la relación entre las part́ıculas N y las

antipart́ıculas N como función de la temperatura y relacionarla con los resultados

obtenidos. Para conocer cuantitativamente la relación entre N y N en función de

la temperatura, es conveniente considerar el cociente entre ambas cantidades en la

representación de las funciones de Fermi-Dirac:

N

N
=
fd(z

−1)

fd(z)
,
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de esta manera, la razón entre N y N se puede graficar como función de T . En
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Figura 3.7: Se presenta la relación entre el número de part́ıculas N y antipart́ıculas
N para el GIF-UR como función de T , para dimensión arbitraria.

la Figura (3.7) se observa que a bajas temperaturas el cociente es muy pequeño

tendiendo a cero. A altas temperaturas tiende a ser una constante igual a uno,

lo que significa que se crean igual número de part́ıculas que de antipart́ıculas. La

rapidez con la que se crean los pares de N y N depende de la dimensión del sistema,

de esta manera cuando la dimensión es muy chica hay un cambio abrupto en el

comportamiento de la curva, lo que significa una creaćıon casi instantánea de pares.

Por otro lado cuando la dimensión es grande el proceso de creación de antipart́ıculas

es mas tardado a altas temperaturas.

En un análisis futuro debeŕıa ser posible determinar la temperatura en la cual hay

un punto de inflexión para la curva de cada dimensión. En particular para bajas

dimensiones, esa temperatura esta relacionada con el comportameinto similar al de un
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gas de Bosones encontrado en µ, CV y KT debido a la creación de las antipart́ıculas,

es decir, esa temperatura indicaŕıa cuando el GIF-UR comienza a comportarse como

un gas de Bosones sin masa correspondiente a un gas de fotones, Ref.[23],[9].
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Caṕıtulo 4

El gas ideal de Fermi relativista

El espectro de enerǵıa en el ĺımite ultrarelativista, εk = ~ck nos ha permitido escribir

las propiedades termodinámicas del sistema en términos de las funciones de Fermi-

Dirac, Ref.[11].

El estudio de las propiedades termodinámicas se realiza nuevamente en términos del

gran potencial termodinámico q(V, T, µ) lo que se refleja en las ecuaciones de estado

consideradas anteriormente, sin embargo, ahora se considera la masa en reposo por

lo que ya no es posible la representación a través de fν(z).

Análogamente como se hizo en el caṕıtulo anterior, primero se analiza el caso cuando

sólo part́ıculas son considerardas, para después analizar los efectos de considerar la

producción de pares de part́ıcula-antipart́ıcula. En este caṕıtulo pretendemos estu-

diar los efectos del espectro exacto relativista yendo más allá de lo discutido en la

literatura.

4.1. Ecuación de número

Considerando la masa en reposo en la enerǵıa relativista, la relación de dispersión es

εk =
√
p2c2 +m2c4, donde se hace expĺıcita la dependencia con el vector de onda ~k

debido a la relación ~P = ~~k.
Para obtener la densidad de estados energéticos, se realiza un cambio de repre-
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sentación del espacio k al espacio de las enerǵıas a través de la densidad de estados

dada por (2.5) y de la relación de dispersión. Se obtiene que la densidad de estados

energéticos para dimensión arbitraria del gas ideal de Fermi relativista (GIF-R) es:

g(ε) = λRε(ε
2 −m2c4)d/2−1, (4.1)

donde λR es la misma constante relativista que en el caṕıtulo anterior.

De esta manera la ecuación para la densidad de part́ıculas que permite encontrar a

µ como función de la temperatura es:

n =
λR
V

∞∫
mc2

dε
ε(ε2 −m2c4)d/2−1

1 + z−1 exp(βε)
. (4.2)

Como se ha hecho, a partir de la ecuación de número también es posible determinar

la enerǵıa de Fermi EF , cuando la temperatura es cero. Es importante notar que

al integrar se parte desde el ĺımite inferior igual a la enerǵıa de reposo mc2, debido

a que es el estado de enerǵıa mı́nimo de una sola part́ıcula relativista. Entonces a

T = 0, se tiene que:

n =
λR
V

EF∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1,

realizando el cambio de variable x = ε2 −m2c4 la integral anterior puede evaluarse

exactamente dando por resultado:

n =
λR
dV

(E2
F −m2c4)d/2. (4.3)

Al despejar se obtiene la enerǵıa de Fermi en términos de la densidad de part́ıculas

n = N/V para el caso del GIF-R para dimensión arbitraria:

EF =

[(
dn

λR/V

)2/d

+m2c4

]1/2
= [E2

FUR
+m2c4]1/2,

60



que se muestra en términos de la enerǵıa de Fermi del caso ultrarelativista EFUR
.

La dependencia de µ como función de T puede obtenerse de manera más sencilla si

se hace adimensional la ecuación (4.2) al considerar el cociente de ε por EF . Se sigue

que la relación es:

1 =
dτ 2

(1− Ω2)d/2

∞∫
Ω/τ

dx
x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1

1 + z−1 exp(x)
,

donde τ = T/TF y es clara la dependencia expĺıcita con el cociente Ω = mc2/EF .

Debido a que:

Ω =
mc2

EF

=
1[(

EFUR

mc2

)2
+ 1

]1/2 , (4.4)

se encuentra que cuando mc2 � EFUR
, el cociente EFUR

/mc2 es muy grande, por

lo que Ω tiende a cero y entonces el gas ideal de Fermi se encontraŕıa en el caso

ultrarelativista que se discutió en el caṕıtulo anterior.

Si por el contrario mc2 � EFUR
, entonces Ω tiende a uno, sin embargo, el caso

relativista donde Ω = 1 no es posible, pues significaŕıa que EF = mc2 y por lo tanto

no se tendŕıa un número de part́ıculas iniciales. Esto se puede observar a partir de

la relación (4.3) donde se relaciona la enerǵıa de Fermi relativista con la densidad de

part́ıculas. De esta manera el valor de Ω en el caso relativista, sólo se puede encontrar

entre cero y uno.

4.1.1. Aproximación a bajas temperaturas

Para hacer uso del resultado de Sommerfeld (2.10), hacemos notar que la derivada

de la densidad de estados es:

g′(ε) = λR(ε
2 −m2c4)d/2−1

[
1 +

(d/2− 1)2ε2

ε2 −m2c4

]
.
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Aśı, nuevamente el cociente que nos interesa es:

g′(ε)

g(ε)
=

(ε2 −m2c4)d/2−1
[
1 + (d/2−1)2ε2

ε2−m2c4

]
ε(ε2 −m2c4)d/2−1

,

el cual después de un poco de álgebra y de ser evaluado en ε = EF , dando por

resultado:
g′(ε)

g(ε)

∣∣∣∣
ε=EF

=
1

EF

+
EF (d− 2)

(E2
F −m2c4)

.

Entonces al sustituir estos resultados en la ecuación (2.10), se obtiene la siguiente

expresión para µ en el régimen de T � TF y dimensión arbitraria:

µ = EF − π2

6
(κBT )

2

[
1

EF

+
EF (d− 2)

(E2
F −m2c4)

]
,

y de manera adimensional:

µ

EF

= 1− π2

6

(
T

TF

)2(
1 +

d− 2

1− Ω2

)
,

donde se muestra de nuevo la dependencia con el valor de Ω.

Dado el resultado anterior para µ, se puede realizar un análisis para determinar las

condiciones necesarias, si las hay, para observar la anomaĺıa que ocurre en el caso

del GIF-NR en dimensiones d < 2, es decir, las condiciones para que el potencial

qúımico µ > EF . Estas son:

1

EF

+
EF (d− 2)

(E2
F −m2c4)

< 0,

después de un proceso algebraico de la desigualdad anteriorse sigue que:

1

E2
F

<
(2− d)

E2
F (1− m2c4

E2
F
)
,
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Figura 4.1: Se presenta el potencial qúımico µ como función de la temperatura T ,
para dimensión arbitraria y Ω = 0.7. µ se hizo adimensional con el valor de EF en
unidades de la temperatura de Fermi TF .

y en términos del cociente Ω:

1 <
2− d

1− Ω2
, (4.5)

lo que significa que la anomaĺıa se presenta en el gas relativista a bajas temperaturas

cuando la dimensión d es tal que la desigualdad anterior se satisface, es decir, cuando

d < Ω2 + 1. La anomaĺıa nunca sucede si d = 3 pues Ω2 siempre es menor que uno.

Por otro lado, dicha anomaĺıa siempre sucede si d ≤ 1, excepto cuando 1 ≤ d ≤ 2

pues dependerá del valor de Ω.

En la Figura (4.1) se observa que la aproximación de Sommerfeld describe de man-

era acertada las dimensiones donde el comportamiento de µ es anómalo. También

se encuentra que la graf́ıca, con un valor de el cociente Ω = mc2/EF = 0.7, es
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muy parecida al caso ultrarelativista donde a altas temperaturas se debe comportar

decreciente monótonamente como ya se hab́ıa discutido.

4.2. Calor espećıfico a volumen constante CV

La enerǵıa interna promedio del GIF-R está dada por la siguiente relación:

U = λR

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1nε, (4.6)

donde nε es la distribución de Fermi-Dirac. Entonces CV es la derivada parcial de U

respecto a T a volumen constante:

CV = λR

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1 ∂β

∂T

∂nε

∂β
.

Calculando por separado la derivada parcial de nε respecto a β:

∂nε

∂β
= − exp[β(ε− µ)]

(1 + exp[β(ε− µ)])2

[
ε−

(
µ+ β

∂µ

∂β

)]
,

la cual puede reescribirse como:

∂nε

∂β
= nε(nε − 1)

[
ε−

(
µ+ β

∂µ

∂β

)]
. (4.7)

al sustituir la cantidad anterior en la ecuación para CV se obtiene:

CV = λR

(
∂β

∂T

) ∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1nε(nε − 1)

[
ε−

(
µ+ β

∂µ

∂β

)]
,

donde la cantidad
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
puede obtenerse a partir de la ecuación de densidad

de part́ıculas (4.2) y se calcula en el Apéndice (6.5).
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La última ecuación se hace adimensional al dividir por dNκB, que corresponde al

valor de CV relativista clásico (ley de Dulong-Pettit) para cada dimensión. En este

caso se utiliza el valor de N que a T = 0, N0, que está en términos de la enerǵıa de

Fermi dada por la relación (4.3). Se obtiene:

CV

dN0κB
=

(κBT )
−2

(E2
F −m2c4)d/2

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1nε(nε − 1)

[(
µ+ β

∂µ

∂β

)
− ε

]
,

al realizar el cambio de variable x = εTF/TEF se obtiene una expresión que se puede

graficar como función de la temperatura:

CV

dN0κB
=

τ

(1− Ω)d/2

∞∫
Ω/τ

dx x2([xτ ]2 − Ω)d/2−1nx(nx − 1) [µ̂− [xτ ]] , (4.8)

donde τ = T/TF y µ̂ es la forma adimensional de
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
al dividir por EF .

El comportamiento de CV en este caso también depende del cociente Ω como se

muestra en la Figura (4.2), donde se observa que para valores cercanos a 1 de este, el

GIF-R es más susceptible en una región de temperaturas más pequeño. Explicado de

otra manera, el comportamiento creciente de CV en el GIF-R sucede a temperaturas

más chicas cuando Ω se acerca a 1, lo que significa que el gas es demasiado masivo

y no se debe despreciar la masa en reposo.

Por otro lado cuando Ω es muy cercano a 1, se puede observar que en un intervalo de

temperaturas considerable el calor espećıfico permanece en un valor constante que

se puede identificar en la Figura (4.2) como una “meseta”. Lo que está relacionado

con la escala adimensional que se ha elegido. Me explico, la escala de temperaturas

es τ = T/TF = T/(EF/κB) y al considerar la relación (4.3) se muestra que la

enerǵıa de Fermi depende de la masa en reposo, de esta manera mc2 modifica parte

el comportamiento usual de CV .

Como se ha hecho anteriormente, al considerar el régimen de bajas temperaturas

se puede encontrar una expresión para CV que demuestre su comportamiento lineal

hasta cero, como función de T . Utilizando el desarrollo de Sommerfeld para la en-
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Figura 4.2: Se presenta el calor espećıfico CV como función de la temperatura T ,
para dimensión arbitraria. Se hizo adimensional al considerar el cociente por dNκB
en unidades de la temperatura de Fermi TF .

erǵıa (2.10) y la densidad de estados relativista (4.1), se obtiene que CV /dN
0κB =

(π2κBT/3EF [1 − Ω2]). A altas temperaturas se comporta como la ley de Dulong-

Pettit para cada dimensión. También se observa que tanto en la ecuación (4.8) como

en la aproximación de Sommerfeld, el caso en el que Ω = 1 no es posible porque

significaŕıa que no hay part́ıculas iniciales.
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4.3. Compresibilidad isotérmica KT

Al considerar la ecuación que describe la densidad de part́ıculas (4.2), se puede

obtener directamente KT de la definición (2.20), como:

KT =
1

n2

λR
V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1∂nε

∂µ
, (4.9)

calculando por separado la derivada parcial de nε respecto a µ, se obtiene:

∂nε

∂µ
=

β exp[β(ε− µ)]

(1 + exp[β(ε− µ)])2
= βnε(1− nε), (4.10)

y de esta forma KT queda como:

KT =
1

κBTn2

λR
V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1[nε(1− nε)],

que depende de la constante relativista y de la densidad de part́ıculas. La relación

anterior se calcula de forma numérica representada en la Figura (4.3) como función

de la temperatura. Para obtener la forma adimensional de KT se considera la com-

presibilidad isotérmica a T = 0, cuyo cálculo se encuentra en el Apédice (6.4), a

decir:

KT=0 =

(
−d2

λR/V

)
EF

(E2
F −m2c4)d/2

,

y entonces:

KT

KT=0

=
(1− Ω2)

d2τ 3

∞∫
Ω/τ

dx x([xτ ]2)− Ω2)d/2−1 nx(1− nx)(
∞∫

Ω/τ

dx x([xτ ]2)− Ω2)d/2−1 nx

)2 , (4.11)

donde nx = 1/1+ z−1 exp(x), es la forma adimensional de la distribuación de Fermi-

Dirac porque se hizo el cambio de variable x = εTF/TEF . En la ecuación anterior se
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4.4. Creación de pares part́ıcula-antipart́ıcula

La solución de la ecuación de Dirac predice la creación de pares de part́ıcula-antipart́ı-

cula a altas temperaturas como se mencionó en el Caṕıtulo 3. En el caso considerado

en esta sección, el gas ideal de Fermi relativista con la creación de pares paert́ıcula-

antipart́ıcula (GIF-R-PAP), la ecuación que describe la densidad de part́ıculas queda

como sigue:

n =
λR
V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1[nε − nε], (4.12)

donde se ha hecho expĺıcito que n = N − N es una cantidad conservada. Para

hacer adimensional la relación anterior se considera de nuevo el cociente de N por la

expresión del número de part́ıculas a T = 0 en términos de la enerǵıa de Fermi dado

por la ecuación (4.3), aśı:

1 =
d

(E2
F −m2c4)d/2

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1[nε − nε],

al introducir ε/EF , τ = T/TF y con el respectivo cambio de variable se sigue que:

1 =
d

(1− Ω2)d/2

∞∫
Ω/τ

dx x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1[nε − nε],

donde se exhibe la corrección debida a las antipart́ıculas y que depende de su dis-

tribución de Fermi nε. En este caso µ también depende del valor del cociente Ω

además de la dimensión d, cuyo comportamiento como función de la temperatura se

obtiene la Figura (4.4).

De manera similar que en el caso del GIR-UR cuando se consideran antipart́ıculas,

el comportamiento del potencial qúımico tiende a un valor constante igual a cero de

manera general para d > 1, donde los efectos de la masa en reposo sólo modifican la

temperatura en la que µ comienza a decrecer. Como se ha discutido anteriormente,

la cantidad de part́ıculas iniciales deja de ser relevante a altas temperaturas, donde
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Figura 4.4: Se presenta el potencial qúımico µ con la correción de antipart́ıculas como
función de la temperatura T , para dimensión arbitraria. Se hizo adimensional con el
valor de EF en unidades de la temperatura de Fermi TF .

los efectos de la creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula compensa el compor-

tamiento decreciente de µ.

Esto se puede explicar con el argumento de Ref.[6], donde para el caso del GIF-R

cuando sólo se consideran part́ıculas se encuentra que al aumentar la temperatura

estados de enerǵıa cercanos a EF se encuentran disponibles y en general el potencial

qúımico se observa decreciente cuando T → ∞. Sin embargo, en el caso del GIF-R-

PAP en el régimen de altas temperaturas, una cantidad considerable de la enerǵıa

térmica se utiliza en la creación de los pares de part́ıcula-antipart́ıculas que se crean

y ocupan varios de esos niveles que se encuentran disponibles, de esta manera µ se

compenza y comienza a comportarse como una constante igual a cero.
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La variación de los parámetros d y Ω hacen que el comportamiento de µ se observe

diferente a lo se conoce en la literatura, Ref.[23]. Cuando d < 1, donde en el caso

ultrarelativista se encontró la anomaĺıa, ahora se observa como µ diverge en valores

de la temperatura muy grandes. Explicar este comportamiento es tarea ardua, pues

implica comprender como es un sistema en dimensión menor que uno, sin embargo, la

dimensión de confinamiento esta directamente relacionada con este comportamiento

y por ende el número de microestados en la representación del gran potencial. Con

lo anterior se deja ver que el análisis de µ → ∞ cuando T → ∞ para d < 1, podŕıa

llevarse a cabo de nueva cuenta bajo el formalismo de la f́ısica estad́ıstica.

4.5. Calor espećıfico a volumen constante con an-

tipart́ıculas

Para calcular el calor espećıfico es necesario conocer la enerǵıa interna promedio, que

en este caso esta dado por la aportación de los pares de part́ıcula antipart́ıcula:

U = λR

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1[nε + nε], (4.13)

análogamente al caso sin antipart́ıculas, se obtiene CV al derivar U respecto a T :

CV = λR

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1

(
∂β

∂T

)
∂

∂β
[nε + nε].

Al observar la expresión anterior se encuentra que ∂nε/∂β ya se ha calculado y esta

dada por la expresión (4.7). De forma análoga se encuentra que para las antipart́ı-

culas:
∂nε

∂β
= nε(nε − 1)

[
ε+

(
µ+ β

∂µ

∂β

)]
, (4.14)
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por lo que al sustituir el valor las relaciones (4.7) y (4.14) en la expresión para CV

relativista se obtiene:

CV = λR

(
∂β

∂T

) ∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1σ(ε, µ),

donde la función σ(ε, µ) = ∂
∂β

{nε + nε} depende de el valor de
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
. Ambas

cantidades se analizan en el Apéndice (6.6).

Para hacer adimensional CV se considera el cociente por dNκB, donde el valor que

se utiliza de N es en el caso T = 0 y las antipart́ıculas no tienen relevancia. En

términos de la enerǵıa de Fermi, N0 = λR/d(E
2
F −m2c4)d/2, por lo que:

CV

dN0κB
=

(κBT )
−2

(E2
F −m2c4)d/2

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1σ(ε, µ),

y entonces la forma adimensional es:

CV

dN0κB
=

τ

(1− Ω2)d/2

∞∫
Ω/τ

dx x2([xτ ]2 − Ω2)d/2−1σ̂(ε, µ), (4.15)

donde σ̂(ε, µ) es la forma adimencioal de σ(ε, µ) al dividir por EF . El comportamiento

de CV se grafica como función de la temperatura en la Figura (4.5) y se exhibe la

dependencia con el valor de la masa en reposo a través del cociente Ω además de la

dimensión d del sistema.

En la aproximación ultrarelativista cuando se consideran antipart́ıculas, el calor es-

pećıfico CV diverge como una ley de potencias cuyo exponente se relaciona con cada

dimensión y por ello simula un comportamiento del gas de Bosones sin masa.2 En

este caso la masa en reposo modifica la pendiente con la que el calor espećıfico di-

2La enerǵıa interna del gas de Bose ultrarelativista es UB = λRΓ(d)(κBT )
d+1gd(1), donde gd(1)

es la función de Bose-Einstein de orden d de uno, porque µ = 0 para el gas de fotones sin masa. Al
derivar respecto a T se encuentra que CB

V ∝ T d, el calor espećıfico del gas de fotones sin masa es
proporcional a T d.
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Figura 4.5: Se presenta el calor espećıfico CV con la corrección de antipart́ıculas como
función de la temperatura T , para dimensión arbitraria. CV se hizo adimensional con
el valor de dN0κB y la temperatura en unidades de TF .

verge a altas temperaturas, además aparece de nuevo un comportamiento constante

en un intervalo de temperaturas que se identifica como una “meseta” en la Figu-

ra (4.5) como consecuencia directa de la masa en reposo, a través de la escala de

temperaturas como se mencionó en el caso sin antipart́ıculas del CV . En el régimen

de bajas temperaturas también se aproxima a cero de manera lineal.

4.6. Compresibilidad isotérmica con antipart́ıculas

El cálculo de la compresibilidad isotérmica a partir de la definición (2.20), requiere

corregir la expresión (4.9) debido a la creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula.
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La densidad total de part́ıculas esta dada por (4.12), entonces:

KT =
1

n2

λUR

V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1 ∂

∂µ
[nε − nε]. (4.16)

Al observar la expresión anterior se encuentra que la derivada parcial de nε respecto

a µ, ya se ha calculado y esta dado por la expresión (4.10). De manera análoga para

las antipart́ıculas se obtiene:

∂nε

∂µ
= −βnε(1− nε), (4.17)

por lo que al introducir las expresiones (4.10) y (4.17) en la expresión para la com-

presibilidad isotérmica se obtiene:

KT =
1

κBTn2

λR
V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1[nε(1− nε) + nε(1− nε)],

la cual depende expĺıcitamente de la densidad de part́ıculas n. Para hacer adimen-

sional la ecuación anterior se considera la cantidad KT=0.

Dado que a T = 0 las antipart́ıculas no tienen relevancia, la enerǵıa interna promedio

a esa temperatura es la misma que en el caso sin antipart́ıculas, entonces es posible

utilizar KT=0 = (−d2V EF/λR(E
2
F −m2c4)d/2), de manera que:

KT

KT=0

=
(1− Ω2)d/2

d2τ 3

∞∫
Ω

dx x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1[nx(1− nx) + nx(1− nx)](
∞∫

Ω/τ

dx x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1[nx − nx]

)2 .

La gráfica que representa el comportameinto de KT como función de la temperatura

y del valor de Ω se muestra en la Figura (4.6).

Al observar el comportamiento de KT en la Figura (4.6),se encuentra que es muy

similar al que se describe en la aproximación ultrarelativista del Caṕıtulo 3. Anteri-
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Figura 4.6: Se presenta la compresibilidad isotérmica KT con la corrección de las
antipart́ıculas como función de la temperatura T , para dimensión arbitraria. Se hizo
adimensional con el valor de KT=0 en unidades de la temperatura de Fermi TF .

ormente se discutió que para dimensiones d > 1 en la aproximación ultrarelativista

del GIF, la compresibilidad isotérmica KT tiende asintóticamente al comportamiento

de un gas de Bosones sin masa cuando T → ∞. Sin embargo para d < 1, KT parece

comportarse como en el GIF-UR sin antipart́ıculas, donde estas parecen tener rele-

vancia a temperaturas mas altas, por ejemlpo cuando d = 1/2 el gas se hace menos

compresible con el incremento de T .

En el caso d = 1 se observa un comportamiento intermedio, pues muestra que el

gas se hace menos compresible en un intervalo de temperaturas, después cuando T

sigue aumentando la compresibilidad se hace constante debido a la creación de los

pares de part́ıcula-antipart́ıcula que compensan los efectos de la temperatura. Es
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decir, cuando sólo hay part́ıculas la enerǵıa cinética promedio es muy grande con el

incremento de T y el GIF-R se hace menos compresible, pero cuando se consideran

las antipart́ıculas parte de la enerǵıa debida al incremento de T se utiliza en los

procesos de creación y aniquilación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula, por lo que

parece que KT tiende a ser constante.

Cuando el valor de Ω es muy cercano a 1, se encuentra que la compresibilidad

isotérmica describe el comportamiento anterior para valores más chicos de la tem-

peratura.

4.7. Razón entre part́ıculas y antipart́ıculas como

función de la temperatura

La razón entre el número de part́ıculas N y antipart́ıculas N , ahora depende de Ω

descrito por el cociente de las siguientes integrales:

N

N
=

∞∫
Ω/τ

dx x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1nε

∞∫
Ω/τ

dx x([xτ ]2 − Ω2)d/2−1nε

, (4.18)

donde se exhibe la dependencia con la distribución de Fermi correspondiente nε y nε.

Se espera que en el régimen de bajas temperaturas la razón anterior tienda a cero

debido al comportamiento de las antipart́ıculas, que es nulo en esa región de la

temperatura. Por el contrario cuando T se aumenta, se espera un equilibrio entre N

y N lo que estaŕıa de acuerdo con el comportamiento de µ que tiende a cero a altas

temperaturas, describiendo de esta forma un gas de Bosones sin masa. Esto significa

que se crean tantas part́ıculas como antipaŕıculas y la cantidad N/N tiende a 1.

En la Figura (4.7) se muestra que N/N también es suceptible al valor del cociente

Ω, es decir, para una masa en reposo mc2 muy cercana a EF la creación de pares de

part́ıcula-antipart́ıcula sucede a temperaturas mas pequeñas que en lo observado en

la aproximación ultrarelativista. Además es claro que para dimensiones mayores la
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Figura 4.7: Se presenta la razón entre antipart́ıculas N y part́ıculas N del gas ideal
de Fermi relativista como función de la temperatura T , se incluyen como parámetros
del valor del cociente Ω y la dimensión d.

creación de pares sucede de manera más abrupta simulando una función escalón, en

dimensiones menores la creación de pares es más tardado.

Con lo anterior se puede relacionar la temperatura en la cual la curva que se describe

para cada dimensión en la Figura (4.7) tiene su punto de inflexión, con el com-

portamiento de las suceptibilidades termodinámicas como CV y KT . Sin embargo,

dicho cálculo no se incluye en esta revisión y sólo se muestran los efectos de la masa

en reposo de manera cualitativa en las figuras anteriores.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Se estudió el gas ideal de Fermi ultrarelativista y relativista, en part́ıcular se rea-

lizó un análisis de la dependencia con la temperatura del potencial qúımico µ, y las

suceptibilidades termodinámicas: el calor espećıfico CV y la compresibilidad isotér-

mica KT . También se consideraron los importantes efectos de la mecánica cuántica

relativista, expĺıcitamente: la creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula, los cuales

son importantes a altas enerǵıas, en nuestro caso, en el régimen de altas temperaturas.

Los comportamientos obtenidos de dichas propiedades son importantes debido al

interés teórico en el estudio de sistemas de part́ıculas y materia condensada que

involucran la relación de dispersión relativista εk =
√
~2k2c2 +m2c4, tales como

gases de electrón-pósitron (e−e+γ), Ref.[13] y estrellas enanas blancas, Ref.[17].

La aproximación ultrarelativista fue de gran importancia porque permitió compren-

der en una primera aproximación el comportamiento de dichos sistemas f́ısicos. El

formalismo que se utilizó en el análisis involucró las propiedades de las funciones de

Fermi-Dirac a través de las funciones especiales del Poli-logaritmo que han sido estu-

diadas ampliamente, Ref.[8],[7]. Con ayuda de estas funciones y su solución numérica

en cada caso, me fue posible comprender como µ se comporta de manera diferente

para cada dimensión, con un similitud entre los casos no relativista y ultrarelativista

del gas ideal de Fermi, aśı como las condiciones necesarias para que la anomaĺıa que

se reporta en Ref.[18] fuera posible. De manera que, para el caso no relativista dicha

anomaĺıa aparece en dimensiones d < 2 y para el caso ultrarelativista en d < 1,
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donde µ primero es una función creciente en un intervalo de temperaturas y después

es decreciente para T � TF . Por otro lado el comportamiento intŕınseco del calor

espećıfico CV y de la compresibilidad isotérmica KT para diferentes dimensiones, es

similar en esos dos sistemas, donde también se refleja una anomaĺıa bajo las mismas

condiciones que en µ para la dimensionalidad.

Al considerar la creación de las antipart́ıculas, se encontró que µ tiende a cero a altas

temperaturas sólo para d > 1. Dado que el potencial qúımico de un gas de bosones

sin masa es cero para toda temperatura, el resultado anterior se interpreta como una

equivalencia entre el gas de Fermi y dicho gas de Bose en el ĺımite T → ∞. En el

caso de una dimensión se encontró que µ = EF para toda temperatura, lo que le da

caracteŕısticas importantes a esta dimensión de confinamiento y se ve reflejado en el

comportamiento lineal de CV /NκB = π3T/3TF y el comportamiento constante de

KT/KT=0 = 1 para toda temperatura, debido a la creación de pares de part́ıcula-

antipart́ıcula.

Sin embargo al considerar el caso exacto relativista la representación a través de

fν(z) ya no fue posible, porque las ecuaciones de estado que dependen de la densi-

dad de estados se ve modificada por la masa en reposo de las part́ıculas. La masa

en reposo puede describir un gas de part́ıculas masivo y no permite encontrar las

suceptibilidades termodinámicas de manera anaĺıtica.

En el caso del gas relativista exacto también se consideró la creación de las an-

tipart́ıculas y se observó un comportamiento similar en las propiedades termodiná-

micas para diferentes dimensiones. Sin embargo, en este caso las suceptibilidades

dependen fuertemente del valor del cociente Ω = mc2/EF , porque se modifica la es-

cala con la que se hacen adimensionales los sistemas debido a la dependencia de EF

con Ω, tal y como se dicutió en el Caṕıtulo 4. Además, se encontraron las condiciones

necesarias para que la anomaĺıa de la que se ha hablado, Ref.[18], aparezca en el caso

relativista que depende de la dimensión d y el valor de cociente Ω que se encuen-

tra entre cero y uno. La anomaĺıa sucede cuando la desigualdad (4.5) se satisface,

es decir, cuando d < Ω2 + 1. Como consecuencia, el calor espećıfico diverge a altas

temperaturas alejándose por completo del valor de la ley de Dulong-Pettit y la com-

presibilidad isotérmica diverge también para valores muy grandes de la temperatura
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haciéndose el sistema infinitamente compresible.

Los resultados anteriores se pueden enriquecer con un análisis posterior en el que se

pretende encontrar el valor de la temperatura Tm donde µ, CV y KT tienen su valor

máximo, tanto en el caso del gas ideal de Fermi no relativista como el ultrarelativista.

Dichas anomaĺıas se pueden relacionar con una posible transición de fase con un

argumento donde se analiza la relación entre la enerǵıa interna y la entroṕıa del

sistema, donde en un intervalo de temperaturas primero domina la enerǵıa interna en

la enerǵıa libre de Helmholtz y después la entroṕıa es la que domina dicha cantidad,

con lo que se podŕıa interpretar como una transición continua o de segundo orden.

Por otro lado el análisis del gas ideal de Fermi relativista puede extenderse al con-

siderar la atracción gravitacional entre las part́ıculas con masa. Tales sistemas son

propios del área de la astrof́ısica y se encuentran en las estrellas enanas blancas, donde

se permitiŕıa mejorar los cálculos y aproximaciones de las propieades termodnámicas

con el calor espećıfico y la compresibilidad isotérmica.
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Caṕıtulo 6

Apéndice

6.1. Funciones elementales de Fermi-Dirac

Las ecuaciones de estado que se obtienen en el caṕıtulo 2 y 3, involucran integrales

del tipo:

Fν(z) =

∞∫
0

dx
xν−1

z−1 exp(x) + 1
,

donde los parámetros son la fugacidad 0 ≤ z <∞ y ν > 0. A partir de esta integral

se definen las funciones especiales de Fermi-Dirac de orden ν, Ref.[1], como:

fν(z) ≡
1

Γ(ν)
Fν(z) =

1

Γ(ν)

∞∫
0

dx
xν−1

z−1 exp(x) + 1
,

Las funciones fν(z) y fν−1(z) están conenctadas a partir de la siguiente relación de

recurrencia:
∂

∂z
fν(z) =

1

z
fν−1(z).

Cuando T → ∞, entonces µ es una cantidad muy negativa entonces el argumento

de exp(µ/κBT ) es muy chico por lo que z → 0, si esto sucede entonces la función de

Fermi-Dirac se puede aproximar como fν(z) ' z en el régimen de altas temperaturas.

La función Polilogaritmo Lim(z), está relacionada con la integral de Fermi-Dirac
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como fν(z) = −Liν(−z).
La función de Fermi-Dirac de orden cero de z que se consideran en las secciones 3.2

y 3.3, se comporta como:

f0(z) =
z

1 + z
,

de modo que al considerar las antipart́ıculas se obtiene:

f0(z) + f0(z
−1) =

z

1 + z
+

z−1

1 + z−1
= 1

También, la función de Fermi-Dirac de orden uno de z se comporta como:

f1(z) = ln[1 + z],

de modo que al considerar las antipart́ıculas se obtiene:

f1(z)− f1(z
−1) = ln[1 + z]− f1(z) = ln[1 + z] = ln[z−1]

La funciónde Fermi-Dirac de orden dos de z se comporta como:

f2(z) =

z∫
0

dx
ln(1 + x)

x
,

de manera que la relación entre f2(z) y f2(z
−1) que se necestia en la sección se calcula

como:

f2(z) + f2(z
−1) =

z∫
0

dx
ln(1 + x)

x
+

z−1∫
0

dx
ln(1 + x)

x
,

manipulando las integrales:

= 2

1∫
0

dx
ln(1 + x)

x
+

z∫
1

dx
ln(1 + x)

x
−

1∫
z−1

dx
ln(1 + x)

x
,
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realizando el cambio de variable u = x−1 en el último término entonces:

= 2

1∫
0

dx
ln(1 + x)

x
+

z∫
1

du
ln(u−1) + ln(1 + u)

u
−

z∫
1

dx
ln(1 + x)

x
,

se sigue que:

= 2

1∫
0

dx
ln(1 + x)

x
+

z∫
1

du
ln(u)

u

y entonces:

f2(z) + f2(z
−1) =

π2

6
+

1

2
ln[u]zu=1 (6.1)

6.2. Cálculo de KT=0 para GIF-NR

La compresibilidad isotérmica a T = 0 se calcula como:

KT=0 =
1

V

(
∂2U0

∂V 2

)−1

,

donde la enerǵıa a T = 0 dada por:

U0 = λNR

EF∫
0

dε εd/2 =

(
2

d+ 2

)
λNRE

d/2+1
F .

La constante no relativista y la enerǵıa de Fermi son funciones de la temperatura

por lo que:
∂U0

∂V
=

(
2

d+ 2

)
∂

∂V
[λNRE

d/2+1
F ]

∂U0

∂V
=

(
2

d+ 2

)[
λNR

∂E
d/2+1
F

∂V
+ E

d/2+1
F

∂λNR

∂V

]
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Calculando por separado las derivadas parciales:

∂λNR

∂V
=

∂

∂V

((
L

2π

)d
πd/2

Γ(d/2)

(
2m

~2

)d/2
)

=
λNR

V

∂E
d/2+1
F

∂V
=

(
d+ 2

2

)
E

d/2
F

∂EF

∂V
=

(
d+ 2

d

)
−Ed/2+1

F

V
,

donde se utilizó el hecho de que la enerǵıa de Fermi es EF = (dN/2λNR)
2/d, entonces:

∂EF

∂V
=

∂

∂V

(
dN

2λNR

)2/d

=
2

d

(
dN

2λNR

)2/d−1
dN

2

∂

∂V

(
1

λNR

)

∂EF

∂V
=

2

d

(
dN

2λNR

)2/d−1
dN

2λNR

(
−1

V

)
=

−EF

V

2

d
.

Al sustiuir en la expresión para la primera derivada parcial de la enerǵıa a T = 0 se

obtiene que:

∂U0

∂V
=

(
2

d+ 2

)[
λNR

(
d+ 2

d

)(
−Ed/2+1

F

V

)
+ E

d/2+1
F

λNR

V

]

∂U0

∂V
= E

d/2+1
F

λNR

V

[(
2

d+ 2

)
−
(
2

d

)]
∂U0

∂V
= E

d/2+1
F

λNR

V

(
−4

d(d+ 2)

)
,

entonces la segunda derivada respecto al volumen V es:

∂2U0

∂V 2
=
λNR

V

(
−4

d(d+ 2)

)
∂E

d/2+1
F

∂V

∂2U0

∂V 2
=
λNR

V

(
−4

d(d+ 2)

)(
d+ 2

d

)
−Ed/2+1

F

V

∂2U0

∂V 2
=
λNR

V

(
4

d2

)
E

d/2+1
F

V
,
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con este cálculo es posible determinar la compresibilidad isotérmica a T = 0 como

se sigue:

KT=0 =

(
λNR

V

(
4

d2

)
E

d/2+1
F

)−1

.

6.3. Cálculo de KT=0 para GIF-UR

El cálculo se realiza de la misma forma que en el caso GIF-NR, al considerar la

enerǵıa a T = 0:

U0 = λR(d+ 1)−1Ed+1
F .

Calculando por separado la derivada parcial de U0 respecto a V :

∂U0

∂V
= (d+ 1)−1 ∂

∂V
(Ed+1

F λR),

donde la constante λR y EF dependen del volumen:

∂U0

∂V
= (d+ 1)−1

[
Ed+1

F

∂λR
∂V

+ λUR
∂Ed+1

F

∂V

]
.

Primero se calcula la derivada parcial de λR respecto a V :

∂λR
∂V

=
∂

∂V

[(
L

2π

)d(
2πd/2

Γ(d/2)

)(
1

~c

)d
]
=
λR
V
,

luego, usando la regla de la cadena para EF = [dNλ−1
R ]1/d se tiene que:

∂Ed+1
F

∂V
= (d+ 1)Ed

F

∂EF

∂V
= (d+ 1)Ed

F

(
−1

d

EF

V

)
= −

(
d+ 1

d

)
Ed+1

F

V

donde se utilizó que:

∂EF

∂V
=

∂

∂V
[dNλ−1

R ]1/d =
1

d
[dNλ−1

R ]1/d−1

(
dN

∂λ−1
R

∂V

)
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∂EF

∂V
=

1

d
[dNλ−1

R ]1/d−1[dNλ−1
R ]

−1

V
=

(
−1

d

EF

V

)
entonces:

∂U0

∂V
= (d+ 1)−1

[
Ed+1

F

λR
V

−
(
d+ 1

d

)
Ed+1

F

λR
V

]
.

∂U0

∂V
=

1

d+ 1

(
1−

(
d+ 1

d

))
Ed+1

F

λR
V

∂U0

∂V
=

−1

d(d+ 1)

[(
1

2π

)d(
2πd/2

Γ(d/2)

)(
1

~c

)d
]
Ed+1

F

Después la segunda derivada de la enerǵıa a T = 0 respecto al volumen es:

∂2U0

∂V 2
=

−1

d(d+ 1)

[(
1

2π

)d(
2πd/2

Γ(d/2)

)(
1

~c

)d
]
∂Ed+1

F

∂V

pero la derivada parcial de Ed+1
F respecto a V ya se conoce, entonces:

∂2U0

∂V 2
=

−1

d(d+ 1)

[(
1

2π

)d(
2πd/2

Γ(d/2)

)(
1

~c

)d
](

−
(
d+ 1

d

)
Ed+1

F

V

)

∂2U0

∂V 2
=

1

d2
λR
V

Ed+1
F

V

De esta forma se encuentra KT=0 dado por:

KT=0 =

(
1

d2
λR
V
Ed+1

F

)−1

6.4. Cálculo de KT=0 para GIF-R

La enerǵıa U0 a T = 0 es la siguiente:

U0 = λR

EF∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1,
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si trabajamos con la integral se puede encontrar ∂2U0

∂V 2 , a través del Teorema Funda-

menta del Calculo. Entonces:

∂U0

∂V
= λR

∂

∂V


EF∫

mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1


se sigue que:

∂U0

∂V
= λRE

2
F (E

2
F −m2c4)d/2−1∂EF

∂V

6.5. Cálculo de
(
µ + β ∂µ∂β

)
en CV para GIF-R

La cantidad
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
puede obtenerse a partir de la ecuación de densidad de

part́ıculas, al no depender de la temperatura. Se sigue que:

∂n

∂β
= 0 =

λR
V

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1∂nε

∂β
,

0 =

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1nε(nε − 1)

[
ε−

(
µ+ β

∂µ

∂β

)]
,

donde se puede sacar
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
de la integral y obtener de forma expĺıcita al utilizar

la igualdad:

(
µ+ β

∂µ

∂β

)
=

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1[nε(nε − 1)]

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1[nε(nε − 1)]

,
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6.6. Análisis de σ(ε, µ) y de
(
µ + β ∂µ∂β

)
en el GIF-

R-PAP

La función sigma está dada por:

σ(ε, µ) =

{
nε(nε − 1)

(
ε−

(
µ+ β

∂µ

∂β

))
+ nε(nε − 1)

(
ε+

(
µ+ β

∂µ

∂β

))}
.

y agrupando términos:

σ(ε, µ) =

{
ε[nε(nε − 1) + nε(nε − 1)] + [nε(nε − 1)− nε(nε − 1)]

(
µ+ β

∂µ

∂β

)}

El valor de
(
µ+ β ∂µ

∂β

)
se puede obtener de forma recurrente a partir de la ecuación

de número si derivamos respecto a β.

∂n

∂β
= 0 = λR

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1 ∂

∂β
{nε − nε}

Al despejar queda:

(
µ+ β

∂µ

∂β

)
=

∞∫
mc2

dε ε2(ε2 −m2c4)d/2−1 [nε(nε − 1)− nε(nε − 1)]

∞∫
mc2

dε ε(ε2 −m2c4)d/2−1 [nε(nε − 1) + nε(nε − 1)]

,

introducimos las variables adimencionales dividiendo ε por EF y la temperatura

τ = T/Tf , para obtener la dependencia sobre la temperatura.

(
µ+ β

∂µ

∂β

)
= (τEF )

∞∫
Ω

dx x2([xτ ]2 − Ω2)d/2−1 [nε(nε − 1)− nε(nε − 1)]

∞∫
Ω

dx x([xτ ]2 − Ω)d/2−1 [nε(nε − 1) + nε(nε − 1)]
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