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0.1. Resumen

Se realizé un trabajo de investigacién bajo el marco de la fisica estadistica, acerca
de las suceptibilidades termodinamicas en un gas de Fermi ideal y relativista. La
motivacion fue haber estudiado con anterioridad el potencial quimico p del gas ideal
de Fermi que presenta un comportamiento anémalo para dimensiones d < 2, la
anomalia se ve reflejada de maneral general en el comportamiento del calor especifico
a volumen constante Cy y la compresibilidad isotérmica Kr.

Para analizar este sistema se recurrié a la ecuacion de niimero con la ayuda del gran
potencial, donde se relaciona el niimero de particulas con el potencial quimico u, el
volumen del sistema V' y la temperatura 7', sin embargo, no es posible encontrar
una relacion explicita de g en términos de las demés variables del sistema. Por esta
razén las figuras que se obtienen son resultado de la solucién numérica para cada
una de las expresiones que describen las diferentes propiedades termodindmicas. En
particular se utilizo el lenguaje de programacién “Mathematica”, cuya ventaja fue
que reconocié varias de las funciones que se utilizaron, como la representacién en
funciones de Fermi-Dirac f,(z), a través del Polilogaritmo.

Después de ello se consier6 el caso del gas ideal de Fermi ultrarelativista, que describe
sistemas relativistas donde la masa en reposo es muy pequena comparada con la
energia de Fermi. En los casos no relativista como en el ultrarelativista fue posible
un tratamiento de forma general a través de la representacion de la funcién de Fermi-
Dirac, con lo que se encontrd que las susceptibilidades tienen un comportamiento
similar en ambos casos como funcion de la temepratura. Como se considerd un sistema
cuantico relativista se tuvé que tomar en cuenta la creacién de pares de particula-
antiparticula a altas temperaturas, las cuales son soluciones de la ecuacion de Dirac
que describe este tipo de sistemas.

Por ultimo se consideré la masa en reposo de un sistema de fermiones en donde tam-
bién es posible la creacién de pares de particula-antiparicula en un régimen de altas
temperatuas. Con lo anterior fue posible hacer una descripcién de las propiedades
termodinamicas asi como su dependencia con el valor de masa en reposo y la di-

mension de sistema. Se llegd a la conclusién de que el gas ideal de Fermi relativista



es susceptible a la masa en reposos de los fermiones, a la dimension de sistema,
ademas de la temperatura. Se encontré también las condiciones necesarias para que
la anomalia que se reporta en el caso no relativista también fuera posible.

En este trabajo también se incluye la discusion acerca de la equivalencia entre los ga-
ses Fermi y de Bose s6lo para algunos casos determinados y las condiciones necesarias

para que se esto sea posible en las susceptibilidades termodinamicas.



Capitulo 1

Introduccion

El potencial quimico p, en un sistema de muchas particulas indistinguibles, es una
variable termodindmica con mucha relevancia puesto que aparece como un parametro
natural junto con 7'y V. Estas variables definen el ensamble gran canénico el cual
puede calcularse explicitamente tomando en cuenta la estadisitica de Fermi-Dirac
y de Bose-Einstein, el gran potencial termodindmico esta dado por ¢(z,V,T) =
PV/kgT = (1/a) >  In(1 + azexp(—pe¢)), donde z es la fugacidad y a = +1 para un

gas de Fermi y a = —1 para un gas de Bose, Ref.[1].

Para el andlisis del gas ideal de fermiones, comenzamos por entender el compor-
tamiento de p para el caso del gas ideal clasico, porque genera una idea cualitativa
de la fisica involucrada. Después se estudia el gas ideal de Fermi no relativista en
dimensién arbitraria, para luego considerar los casos més generales cuando se toman
en cuenta la relacion de dispersion relativista y finalmente la creacion de pares de
particula-antiparticula, que son importantes a altas temperaturas como se predice al
considerar las soluciones de la ecuacién de Dirac, Ref.[2].

Cuando se considera el caso relativista se estudian los efectos de la masa en reposo en
la densidad de estados Ref.[14] y por ende en las demds propiedades termodindmicas.
Generalmente en la literatura los estudios donde se consideran los efectos relativistas
se hacen en el caso donde la masa en reposo es cero, es decir, en el limite ultrarela-

tivista, Ref[15]. En astrofisica, es de interés académico el estudio de las propiedades



termodindmicas y estadisticas de un gas ionizado como el sistema de eTe™ 7, Ref.[13],
porque puede ser analizado desde el marco tedrico en el que se desarrolla esta tesis.
También se analizan a las estrellas enanas blancas en el limite ultrarelativista en el
caso a T' = 0, Ref,[17]. Ciertos andlisis tedricos de la fuciones termodindmicas de
un gas ideal de Fermi relativista han sido realizas en la regiéon cuantica intermedia,
Ref.[16], pero sin la inclusién de la creacién de pares particula-antiparticula la cual
cambia el comportamiento de dichas funciones como se hara ver mas adelante.
Otros andlisis tedricos de p se centran en la equivalencia que se ha encontrado para
el gas de Fermi y Bose no relativistas en dos dimensiones, Ref.[7],[8].

En la siguiente seccién se estudia el caso del gas ideal clasico como un preambulo
para el gas ideal de Fermi que se estudia en el capitulo 2 y posteriormente el caso

ultrarelativista y relativista en los capitulos 3 y 4.

1.1. El gas ideal clasico

Al utilizar la termodinamica para describir el gas ideal clasico en tres dimensiones, se
considera un sistema que puede cambiar su volumen V' y tener intercambio infinite-
simal de energia dU y particulas d/N con un reservorio. El cambio total de energia
puede deberse a un cambio de la entropia S, un cambio en V' y un cambio de parti-
culas N.

Partiendo de la representacién de la energia interna U, que depende del la entropia
S, de V' y de N, se obtiene la identidad termodindmica, Ref.[2], que simplemente

expresa la primera ley de la termodinamica:
dU =TdS — pdV + pudN,
donde el potencial quimico queda definido como:

que es el cambio de la energia interna U debido al cambio del nimero de particulas



N, a entropia S y volumen V' constantes.

El potencial quimico i es negativo debido a que al anadir una nueva particula al
sistema el niimero de microestados aumenta y con ello también la entropia S, sin
embargo, por la definicién (1.1), S y V' deben permanecer constantes. Si se fija el
volumen V' del sistema, entonces la tinica manera en que S permanezaca constante
al anadir una nueva particula es que la energia de la particula se observe como
“negativa” por lo que se enfria el sistema, Ref.[6].

A continuacién se presenta el andlisis para el gas ideal clasico en el marco tedrico de
la fisica estadistica donde se discute el potencial quimico u. Se utlizan las funciones
de particion para describir como se distribuyen los microestados de las particulas
y encontrar la ecuacion fundamental o los potenciales termodinamicos de donde se
obtienen las propiedades termodinamicas del sistema.

El problema a resolver es obtener la ecuacién de estado que describa el compor-
tamiento como funcién de la temperatura de p en el caso del gas ideal clasico (GIC).
Asi se considera un sistema ideal de particulas clasicas distinguibles las cuales re-
sultan como el limite del caso cuantico cuando la longitud de onda de De Broglie

1/3 entre

A = (2nh?/mkT)"?, es mucho menor que la distancia promedio [ = (V/N)
particulas. En este limite semi-clasico el espacio-fase de una particula esta cuantizado
en elementos de volumen A3, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg.
Manteniendo fijo el volumen V', el nimero de particulas N y la temperatura T,
la energia libre de Helmholtz F' = —kpT In(Qy), es el logaritmo de la funcién de
particién (Qn multiplicado por la temperatura y la constante de Boltzman kg =
1.3806488 x 10~%.J/ K, Ref.[24].

En la aproximacion semi-clasica la funcién de particion canodnica esta dada por:

exp(—AH(T, P))
NN

Qn(V,T) = /d3r1---d3rN/d3P1md3PN

donde 8 = 1/kpT y la cantidad k3" es el elemento de volumen de la celda minima

en el espacio fase.



La Hamiltoniana clasica (7, ?) esta dada por:

it

m;

N

HP,P)=%

+U(TT)

Y

=1

con U (ﬁ) algin potencial externo que confina a las particulas en el espacio. Para un

potencial de tipo caja impenetrable, es decir:

U (ﬁ) _ { 0 dentro del volumen V'

oo fuera del volumen V|

se sigue que:

vy 3 3 —B 5 D2
QN(V,T):W/d P1"'/d PNGXP[%(H + -+ Py7)|,

donde se utilizé que el potencial es nulo dentro del volumen y las integrales sobre

VN:/dg’f‘l"'/dg’l“N.

Considerando que los limites de integraciéon para cada una de las particulas es el

d3r son las mismas, a decir:

mimsmo, entonces la funcién exponencial en () puede calcularse como:

N a2\ \V
QMV,T)z%(/di%Pexp( Zﬂf )) ,

al expresar el vector de momento en términos de sus componentes ?2 = P§+P;+Pf,

se realiza el cambio de variable 22 = SP?/2m para identificar la integral Gaussiana:

3N

VN 3N/2 °
Qn(V,T) = NN <27m) / dx exp(—z?) :

o0



entonces la funcion de particién resulta ser:

VN 9 3N/2
QMMT%=WT<;?> -

De manera general en la fisica estadistica, el encontrar una relacion explicita de la fun-
ci6én de particién es dificil cuando se considera un potencial de interaccién, Ref.[20].
Sin embargo, en la situaciones realistas las interacciones no pueden ignorarse. Aunque
recientemente el desarrollado de los métodos experimentales para mnipular atomos,
ha abierto la posibilidad de considerar tales sistemas, Ref.[19].

La termodinamica del GIC se obtiene a partir del potencial termodindmico de Helmholtz
dado por F(T,V,N) = —kpT In(Qy). El potencial termodindmico de Helmholtz es
la transformada de Legendre de la energia interna U, por lo que al cambiar de re-

presentacién la definicién de p en la ecuacién (1.1) cambia a:

_(or
lu_ @N T’V7

introduciendo la funcién de particion, se sigue que:

VN omr 2V/?
Rﬁ(ﬁ%) ‘

Al manipular la expresion anterior con las propiedades de los logaritmos e intro-

0
= —RBTa—N In

duciendo la aproximacién de Stirling para el logaritmo del factorial de un nimero

grande In N! >~ NIn N — N, se sigue que:

2mm 3/2] ™
V(ﬁhQ) —NInN+ N

0
= —/{BTa—N In

operarando la derivada parcial respecto a IV, resulta el potencial quimico p para un

10



gas ideal clasico en tres dimensiones que es:

p=—rgTIn , (1.2)

V (2mnkgT 3/2
N h?

o también: 3
w=—rpTlIn {ﬁ} ,

donde [ es la distancia promedio entre particulas y A la longitud de onda térmica de

De Broglie.

U/ Er

_10 L |
3
T/ T,
Figura 1.1: Se presenta el comportamiento del potencial quimico p como funcién de

la temperatura en unidades de la temperatura de Fermi TF.

Como escala de energia para p se considera la energia de Fermi Fr, que corresponde al

nivel de energia mas alto ocupado a 7' = 0 para un gas ideal de Fermi. La temperatura

11



de Fermi se introduce como Tp = FEr/kp y se discute en el siguiente capitulo.
Al observar la Figura (1.1) donde se grafica la ecuacién (1.2), se encuentra que el
comportamiento de y es el de una funciéon que decrece mondtonamente de manera
sub-lineal, a valores negativos cuando la temperatura 7" aumenta.

En la ecuacién (1.2), el volumen V' del sistema esta fijo y también el nimero de
particulas N por lo que al aumentar la temperatura 7' el argumento del logaritmo
siempre es positivo, de esta manera el potencial quimico u decrece cuando aumenta
la temperatura.

Este comportamiento de p debe ser el mismo para un gas de bosones y un gas de
fermiones a altas temperaturas, pues en el limite 7" — oo ambos gases se comportan
como el gas ideal clasico.

Otras ecuaciones de estado para el GIC pueden ser derivadas a partir de la ener-
gia libre de Helmholtz FF = —kpT In(Qy). La entropia se ecuentra como S =
—(OF/0T)yn vy resulta ser la llamada ecuacién de Sackur-Tetrode, Ref.[2]:

5 V (2mnrrgT 3/2
—+In| —=(——— )
2 N h?

Por otro lado la presion se calcula como P = —(0F/0V)r N y resulta ser P =

S:NK,B

NrpT/V. Con lo anterior se puede calcular las suceptibilidades termodindmicas para
el gas ideal cldsico como el calor especifico Cy = (OU/0T)y y la compresibilidad
isotérmica Ky = —1/V(0V/OP)r, que resultan ser Cyy = 3Nkg/2 y Kr = 1/P

respectivamente.

12



Capitulo 2
El gas ideal de Fermi no relativista

Se presenta el estudio de las propiedades termodindmicas de un gas ideal de Fermi
no relativista (GIF-NR) donde no se considera el espin y dejando a un lado las
interacciones de las particulas, en lo que se conoce como aproximacién de parti-
cula independiente. El GIF-NR considera la relacion de dispersiéon que se obtiene de
resolver la ecuacion de Schrodinger para una particula libre no relativista.

En el limite clasico, cuando 7"y N son muy grandes, el gas de Fermi y el gas de
Bose deben comportarse clasicamente, es decir, para altas temperaturas p de GIF-
NR debe comportarse como la ecuacién (1.2). Sin embargo el comportamiento de p
para Fermi y Bose a bajas temperaturas es diferente, Ref.[6], como se discute en este
capitulo para el gas de Fermi.

Existe también la equivalencia entre los gases de Fermi y Bose no relativistas solo
para dimensién igual a dos, donde los calores especificos son los mismos en la misma
temperatura. Esta equivalencia se establece gracias a la formulaciéon unificada de la
termodindmica estadistica de los gases ideales a través de la funcién Poli-logaritmo,
Ref.[7].

La representacion de las funciones de Fermi-Dirac a través del Poli-logaritmo, per-
mite un tratamiento general para los sistemas de Fermi y de Bose debido a que las
fugacidades, en el caso de 2 dimensiones, estan relacionadas por una transformacién
de Euler: zp = zp/1+ zp, donde zp es la fugacidad del gas de Bose y zf es la fugaci-

dad del gas de Fermi. Con esta relacion se ha demostrado que la energia interna del

13



gas de Bose Ug, difiere de la energia interna del gas de Fermi U por una constante
que corresponde a la energia en el estado base del GIF-NR, Ref.[§].

Se muestra también el formalismo tedrico, para extrapolar al caso de dimension
arbitraria y los comportamientos de las propiedades termodindmicas para diferentes
dimensiones, lo que nos interesa para analizar el caso de bajas dimensiones debido a

la anomalia que se ha reportado en p para d = 1, Ref.[18].

2.1. Generalidades

Para encontrar las expresiones que permiten conocer la termodinamica del GIF-NR,
es necesario encontrar primero la relacion de dispersién no relativista lo que nos
permite determinar la densidad de estados del sistema. Con ello, es posible aplicar
los resultados bien conocidos de la fisica estadistica para determinar la ecuacién de
nimero y la energia interna promedio. Con la densidad de estados g(€) es posible
encontrar la ecuacién de estado que relaciona el ntimero de particulas N con el
potencial quimico y, el volumen V' y la temperatura 7'

En este caso se tiene una diferencia importante respecto al gas ideal clasico, ahora se
consideran N particulas indistinguibles cuyas funciones de onda obedecen la ecuacion
de Schrodinger y al principio de exclusion de Pauli. Los fermiones estan contenidos
en un una caja ciibica cuyos lados son de longitud L, por lo que el volumen es V' = L3
en el caso de tres dimensiones.

El operador Hamiltoniano de una particula en dicha caja estd dado por:

P21 (A )\’ h2
H:———(—V) =——V?

om  2m \ i 2m

al considerar la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo 7:[1/1 = €, se

_>
introduce la funcién de onda que es ¢ = Aexp(i k - 7)

2me
2 _
VoY + Tz V= 0,

14



y entonces:
2me

—(k§+k§+k§)+ﬁ =0,
donde los valores propios del vector de onda k,, k,, k., se obtienen al considerar las
condiciones a la frontera que hacen que la funcién de onda 1) se anule en la superficie
de la caja.
Al cumplir con esa condicién se obtienen los valores propios para el vector de onda
que son, k; = mn;/L. El momento de la particula esta relacionado con el vector de
onda a través de P = hk. Entonces la relacién de dispersién para la energia de la
particula no relativista queda como:
P> %2

= — = 2.1
om om’ (2.1)

€

donde la relacién de dispersion depende del volumen e = €(V'), debio a la relacién
entre k; y L. En el GIF-NR las particulas tienen acceso a diferentes niveles cuanti-
zados de energia determinados por la relacién (2.1) que a su vez estan determinados
por la cantidad entera positiva n;. De esta forma, al especificar el estado cuantico se
determina un punto especifico en el espacio k.
Si el volumen V' del sistema es muy grande entonces esos niveles son muy cercanos
entre si. Como consecuencia existe un gran nimero de niveles de energia en un
intervalo razonable de [, € + de]. Por esta razén cuando V' — oo, entonces € se puede
considerar como una variable continua.
Para describir las propiedades termodinamicas en este capitulo se recurre a los re-
sultados bien conocidos de la literatura, Ref. [1], donde se usa el formalismo del
ensamble gran candnico, debido a que el célculo de la funciéon de particién candénica
es complicado como se muestra en Ref.[20].
El gran potencial termodindmico para el GIF-NR es q(z,V,T) = PV/kpT = ) In(1+
€

zexp(—pe)), donde P es la presién, V el volumen, T es la temperatura, kg es la con-
stante de Boltzman y donde la cantidad z = exp (Su) es la fugacidad que se entiende

como la “volatilidad” del sistema o como la tendencia de las particulas de “huir”,
Ref. [1].

15



A partir del gran potencial ¢(z,V,T) se obtiene la ecuacién de nimero que relaciona

w=e(2) = Jac gon, 22

donde n. es la distribucion de Fermi-Dirac y se exhibe la dependencia de la densidad

i con N:

de estados g(¢) en la ecuacién de nimero.

Las propiedades estadisticas de un sistema de N fermiones estan directamente aso-
ciados a la distribucién de Fermi-Dirac representada por n, = (1 + exp[S(e — u)]) 7,
que es la cantidad promedio de particulas que ocupan el nivel de energia e.

Es necesario conocer la densidad de estados g(e) para determinar la propiedades
termodinamicas del GIF-NR, para ello se utiliza el espacio k, que se relaciona con
la energia de las particulas a través de la relacién de dispersiéon (2.1). Cada estado
entre los intervalos de [k;, k; + dk;] esté directamente relacionado con el cambio en los
valores propios de n;. A la cantidad g(k,, ky, k.) A ng, A ny, A n,, se le denomina la
densidad de estados translacionales, Ref. [5]. Al determinar condiciones a la frontera

periddicas para una caja ctibica, llamada condicion de Born-Von Karman:

Y(x,y,2) =(x+ Ly, 2)
(@, y,2) =Y,y + L, 2)
U(x,y,2) = P(z,y, 2+ L),

y considerando que la longitud de la caja es muy grande, entonces los valores para

el vector de onda cambian de manera infinitesimal por:

2 2 2m
d/{:x:fAnx, d/{:y:fAny, de:fAnz,

por lo que la densidad de estados traslacionales en el espacio k queda como:

L 3
9k, Ky, k2 )dkydkydk, = (2—) dk,dk,dk,.

™

Para analizar las propiedades de un gas debemos extender el uso de la densidad de
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estados para que relacione sélo su magnitud escalar independiente de su direccion,
es decir, que dependa de las energias € y no del vector de onda E, puesto que con el
valor de la energia se determinan los microestados.

La densidad de estados de las energias se obtiene integrando sobre el angulo sélido,
debido a que se cuentan los estados en una diferencial de volumen en el espacio k.
La esfera de radio (2mEy/h?)'/? define el mar de Fermi en el espacio k, que contiene
a todos los estados ocupados a T' = 0.

Si Q2 es el angulo sdlido, S es la superficie y |k| es el radio en el caso general, entonces:

S
Q=— dS = |k|*dQ
|k’|2 = | | )

si en general el cambio en el elemento de superficie se calcula como dS = d?k,

entonces la expresién se modifica como sigue:
L 3
g(ky, ky, k.)dk,dk,dk, = (2—> |k|2dkd,
T

considerando que L3 es el volumen entonces al integrar respecto al dngulo sélido nos

queda:

g(k)dk = dr|k|dk.

(27)?
En esta deduccién el factor 4r|k|*dk, representa el volumen de un cascardén esférico
de radio |k| y ancho dk. La densidad de estados g(k) siempre depende del volumen.
Significa que no depende de la forma de la caja dado que el tamano del elemento
minimo de volumen es muy pequeno cuando el tamano del sistema es muy grande.

Dada la relaciéon de dispersién (2.1) se introduce en la densidad de estados en el

espacio k y se obtiene:

Voo 2m\*?
g(E)dG = (27)2 <§) el/zde, (23)

que es la densidad de estados para el caso del gas ideal de Fermi en tres dimensiones.

Al introducir la cantidad anterior en la ecuacién de ntimero (2.2) se encuentra una
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expresion que es una relacién trascendental para p por lo que no es posible expresar
a i de forma explicita como funcién de N, V' y T, en contraste con el caso del gas
clasico. En su lugar se obtiene una expresion que se puede resolver numéricamente

para p al mantener fijo el volumen V' y el nimero de particulas N, a decir:

%4 om '\ ¥/ r el/2
N=——|— d . 2.4
(27)? < h? ) / 61 + z= 1 exp(fe) (2.4)
0

En el caso a T'= 0, pu se puede resolver analiticamente como funciéon de V' porque a

esa temperatura la distribucion de Fermi-Dirac es constante igual a uno para energias
menores que la energia de Fermi. Como en el sistema se consideran fermiones, cada
nivel de energia, desde el estado base se ocupa con sélo una particula por el princpio
de exclusion de Pauli. De esta forma el nivel mas alto corresponde a Ef, la energia
de Fermi.

La energia de Fermi y la temperatura de Fermi son respectivamente:

h? E
Er = [67r2n} 2/ (%) ) Tr = R—F,
B

donde n = N/V es la densidad de particulas en el sistema, por lo que Er es propor-

3 en tres dimensiones.

cional a n?
La ecuacién (2.4) depende de varias cantidades, por esta razén, para conocer el
comportamiento de p se hace adimensional al considerar los cocientes ¢/ Er y T/Tk.
Por otro lado se observa que el argumento de la exponencial es adimensional con el

sigueinte analisis:

-E - T
explite ~ ) =+ oo (FE ) <t (01,

Realizando el cambio de variable © = (¢Ip/TEF), es posible mostrar una repre-
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sentacion en las integrales de Fermi-Dirac, Ref.[1]:

TN\ T 1/2
1= 3(L /d:r; ’ ,
2 \Tr 1+ z7texp (z)
0

donde el calculo niimerico de la ecuacion anterior para encontrar el comportamiento

de u, y que se presenta en la Figura (2.1), se realiza al encontrar la raiz de z en
la integral cuando se varia la temperatura. La temperatura en la que 4 = 0 es
T =0.98Tp.!

15 T T T T

Figura 2.1: Se presenta el comportamiento del potencial quimico p para el GIF-NR
en tres dimensiones, que se hizo adimensional con el valor de Er, como funcion de
la temperatura 7" en unidades de la temperatura de Fermi.

"Dado que T/Ty = [4/3V/7 faa(D]/* = [4/3V/A(L — 1/VEC(D)* = 0.98
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El analisis futuro en este tipo de integrales se realiza a través de las funciones Poli-
logaritmo conocidas como Li,,(z) o como f,,(2) que es la funcién de Fermi-Dirac de

z de orden m, como se utilizan en Ref.[7]. La definicién de f,,(z) es:

1 r ™l
fml2) = I'(m) /dx 1+ 2z texp(z)’
0

las relaciones de recurrencia y otras propiedades de dichas funciones se analizan de
manera general en el Apéndice (6.1). La ecuacién adimensional se modifica como

sigue: )
3/ T\
1=5 () Tee)

En la Figura 2.1 se observa el comportamiento de p para el GIF-NR, donde a altas
temperaturas y en el limite termodindamico se comporta como el gas ideal clasico.
Esto se puede demostrar a partir de la representacion de la funcion de Fermi-Dirac,

cuando 7" — oo entonces f,,(z) =~ z, por lo que:

371'1/2 T 3/2
1= 1 (T_F) exp(Bu),
despejando a pu:
4 T\ Y2
w=rgl'ln 312 (?) )

y al invertir el argumetno de la funcién logaritmo e introduciendo el valor de la

energia de Fermi se obtiene:

71 V (2mnrkgT 3/2
= — n —
p=""rs N h2 :

con lo que se demuestra el mismo comportamiento que en la ecuacién (1.2) que
corresponde al GIC en el régimen de altas temperaturas.

Cuando T' = 0 todos los niveles de energia estan ocupados por los fermiones hasta
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el nivel méas alto que es por definicion Er. Cuando T aumenta, la energia interna
promedio también se incrementa y algunos de los fermiones comienzan a ocupar
estados excitados cercanos a Er. La entropia S del sistema también se incrementa
debido a que un ntimero mayor de microestados se vuelven accesibles.

Para satisfacer la ecuacion (1.1), la entropia S no debe incrementar cuando una nueva
particula es anadida, Ref.[6], por lo que la nueva particula debe ocupar alguno de los
niveles cercanos a Er que son los primeros que se desocupan. Por esta razén a bajas
temperaturas el cambio en la energia interna del GIF-NR es del orden de p pero
mas pequena que Er, cuando la temperatura sigue aumentando p es cada vez més

decreciente hasta comportarse como el GIC en el régimen de altas temperaturas.

2.1.1. Densidad de estados

El anélisis subsecuente de GIF-NR depende en gran medida de la densidad de estados,
por ello nos interesa tomar el caso mas general para extrapolar a dimensién arbitraria.
Si se considera un sistema de N particulas libres, de masa m, confinadas en una
hipercaja de lado L, en dimension arbitraria d, entonces se tienen funciones propias

tales que:

donde ¥, k son vectores y el indice ¢ etiqueta cada dimension en el sistema. Con
las condiciones a la frontera periddicas de la hipercaja, se obtiene la densidad de
estados g(k), para alguna dimensién arbitraria de manera anédloga que en el caso de

tres dimensiones:

I d
G(kas by - keg)dhpdy - - - dky = (2—> Kl dkdQy,

™

donde df2; corresponde al elemento de angulo sélido de la hipercaja y es analogo
al caso de tres dimensiones que se discutié en la secciéon anterior. La integral del

elemento de dngulo sélido df24, es bien conocida en la literatura Ref.[1] y con ello se
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obtiene g(k) la densidad de estados en el espacio k, como se muestra:

L d 2 d/2
) T pildk (2.5)

otk = (5:) T

y al introducir la relacién de dispersion (2.1) se obtiene g(¢€), la densidad de estados

energéticos correspondiente:

(2 o () o

El calculo de g(€) para cada sistema es muy importante para encontrar las suceptibili-

dades termodindmicas. La informacién que se obtiene de g(¢) adquiere mayor rele-
vancia si se usa en la aproximacion de Sommerfeld que se puede utilizar para describir
muchos sistemas fisicos en donde la temperatura del sistema es mucho menor que la
temperatura de Fermi, 7" < Tr. Por lo que esta aproximacion resulta ser vélida en

la mayoria de los sistemas fermiénicos como el caso de los metales, Ref.[4].

2.1.2. Desarrollo de Sommerfeld

Utilizando el formalismo de la fisica estadistica, Ref.[1], se obtienen las expresiones

para el calculo de la energia interna y del niimero de particulas:

o0

U=— (%Xﬂlv = /de eg(e)ne, (2.7)

’ 0

. (W) - Zde g(en., (2.8)

respectivamente. Ambas expresiones dependen de la densidad de estados y de la

N

distribucién de Fermi-Dirac. En general resultan expresiones que no pueden resolverse
de manera analitica y se opta por un analisis numérico. Sin embargo, la aproximacién

de Sommerfeld permite obtener relaciones explicitas para el calculo de U y N a
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temperaturas menores que la temperatura de Fermi, Ref.[4] y permite obtener una
forma explicita para p como funcién de T'.

La aproximacion de Sommerfeld considera que si la densidad de estados no varia de-
masiado rapido en un rango de energias del orden de kT alrededor de u, entonces la
dependencia en T de la ecuacion de niimero deberia estar bien aproximada al reem-
plazar g(e) por los primeros términos de su expansién en series de Taylor alrededor
de € = p. Sin embargo, el comportamiento de n, no considera una region significativa
de g(€) cuando varfa la temperatura. Sommerfeld se dié cuenta que la derivada que

On./Oe, representa con mayor claridad la regién de interés alrededor de € = p.

|} YT I I

Ep E

Figura 2.2: Se presenta en linea sélida la distribuciéon de Fermi-Dirac y en linea
punteado la derivada de la distribucién de Fermi-Dirac respecto a e.

Por ello se define una funcién que permita aprovechar el comportameinto de dn,/0e
cuando se integre por partes la ecuaciéon de nimero. Se define g(e) = Oh(e)/0e, de

modo que:

recordando que la interpretacién de g(€')de’ es el nimero de microestados por unidad
de energia, entonces podemos interpretar la integral como el nimero total de micro-

estados en el intervalo de cero a e.
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Al integrar por partes la ecuaciéon de nimero e identificando la nueva funcién h(e):

N = /de g(e)ne = nch(e) - —/de h(e)ane,
0 Oe
0 0

donde el primer término de la expresion anterior es nulo debido al comportamiento de
la distribucién de Fermi-Dirac en los limites de integracién. Cuando € = 0, h(e) = 0

y en infinito n. = 0, entonces:

N = 7de h(e) (—%Zf) .

Al expandir en series de Taylor la nueva funcién h(e) alrededor de € = p resulta:

= [d" €— )"
e =n)+ Y [ gnta]
n=1 €= :
y sustituyendo en la integral:
r = [d" €— )" One
n=1 E= :

0

La derivada de la distribucién de Fermi-Dirac juega un papel importante en esta
expresion, pues dn./0e es una funcién par de (¢ — p) y solo términos pares de h(e)
contribuyen a la relacion. Ademas, sélo es diferente de cero en un intervalo alrededor
de p porque se comporta como una funcion muy “picuda” aldedor de € = u, como
se muestra en la Figura (2.2). Cuando la energia cambia en un orden de magnitud
kT, la distribucién de Fermi-Dirac comienza a modificarse del caso T = 0.

Tomando sélo las potencias pares del desarrollo en serie se sigue que:
r on. r = [a (€ — p)*" on.
N = [ de h — d h —
fae non (<) + [ (Z a9 _, () (%)
0 0 n=
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donde en el primer término, la funcién h(u) no depende de €, y la integral de la
derivada de la funcion de Fermi es igual a uno.
Si la suma sobre n es homogénea sale de la integral y re-expresando h(e) en términos

de g(€) se obtiene el desarrollo de Sommerfeld:

Nf¢g@+§;?k(Egémﬂef%ﬁﬁj(éﬁ). (29)

0

Para utilizar la informacion del desarrollo anterior se realiza el cambio de variable
r=(e—u)/kpT:

[eS) _
d2n 1

N= jde g(e) + ;an(“BT)zn [WQ(E)] =

donde los coeficientes de la suma son:

o0

ap, = —/dx o a4 !
" (2n)!dx 1+ exp(z)’
0

que pueden ser expresados en términos de la funcién zeta de Riemann, Ref.[4].
En general los términos de orden superior no contribuyen a las propiedades ter-
modinamicas de interés en el régimen de bajas temperaturas. Por esta razén soélo se

considera el primer término de este desarrollo y por lo tanto:
o
7T2 2 4
N = [ de gle)+ T (npT2g () + OTY),
0

expresién que podemos resolver para p como funcion de 7. El primer término puede
evaluarse notando que a T' = 0 el valor del potencial quimico corresponde al valor
de la energia de Fermi, u = Ep, Ref.[6]. El sistema de N fermiones se encuentra en
su estado base con todos los niveles de energia ocupados y la energia necesaria para

poder ocupar un estado excitado inmediato corresponde a la energia de Fermi. Si
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la temperatura es pequena pero no cero, entonces la diferencia entre g(u) y g(Er)
es del orden de T?. Se debe escribir esta aproximacién de Taylor a segundo orden

g(€e) + ¢'(¢)(u — EF), alrededor de Ef y al introducirlo en la integral:

M Ep

/de g(e) = /de g(e) + (0 — Er)g(EF),

0 0
se sigue que:

Efr

N = [de gl + o Er(Br) + T (saT)’ (Br) + O(T")

El volumen total del sistema es constante la densidad del nimero de particulas no
varia pues N tiene un valor fijo. La integral representa el valor de N en el estado
base y la expresion anterior resulta:

0= (n— Er)g(Er) + = (s5T)%g'(Er)

Al despejar p se obtiene una expresion que depende del comportamiento de la den-

sidad de estados: )

== Tty (2)

donde presenta explicitamente una relaciéon para p como funcién de la temperatura,

: (2.10)
E:EF

y que tan alejados son sus valores de Ep.
Otro resultado que se obtiene del desarrollo de Sommerfed es una expresion para la

energia interna a bajas temperaturas, Ref.[4]:

2
m
U=0U"+ g(ﬁBT)29(€)|E:EF, (2.11)

donde U? corresponde a la energia en el estado base del sistema de N fermiones y
estd dado por U° = (2m/h2)3/22VE15;/2/5(27T)2.
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2.2. Termodinamica del gas ideal de Fermi

En termodinamica, los estados de equilibrio estan caracterizados por un maximo de
la entropia o por un minimo de los diferentes potenciales termodinamicos. Debido a
esto, se pueden derivar algunas condiciones de estabilidad a partir de las segundas
derivadas de los potenciales termodinamicos, los cuales son conocidos como sucepti-
bilidades termodindmicas y que pueden medirse experimentalmente.

La compresibilidad isotérmica Kr es la razén de cambio, por unidad de volumen, del
volumen V' respecto a la presién P. Lo que significa que en equilibrio, un pequo cam-
bio espontaneo del volumen (V' < 0), tiene como efecto un incremento en la presién

(OP > 0). De esta forma el sistema regresa por si mismo al estado de equilibrio, de

> (g—g)T (2.12)

manera que Kp > 0:

1
Kr=——

De forma similar el calor especifico Cy es la razon con la que cambia la energia
interna U del sistema, respecto a la temperatura 7. Un incremento espontaneo de

la temperatura (0T > 0) esta asociado a un incremento en la energia (OU > 0), de

Cy — (g_g)v (2.13)

Estas dos condiciones son requerimientos especiales que se siguen del principio de

manera que Cy > 0:

Braun-Le Chatelier: “Si un sistema esta en equilibrio estable, entonces todos los cam-
bios espontaneos de los parametros deben involucrar procesos que lleven al sistema
de vuelta al equilibrio, es decir, que realicen un proceso en contra de dichos cambios”,
Ref.[3].

A continuacién se presenta un andlisis para encontrar el comportamiento de estas
propiedades termodinamicas del GIF-NR de manera general en dimensién arbitraria.
Con esto se pretende entender los efectos de la dimensionalidad del sistema en u, Cy
y KT-
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2.3. Potencial quimico u

El célculo de p en el caso GIF-NR para dimensién arbitraria d, se realiza a partir de
la ecuacién de nimero que se introdujo en la seccién (2.1). Esta ecuacién relaciona
la densidad de estados y el nimero promedio de particulas que se encuentren en un

nivel de energia determinado.

[e.e]

(/21
N =) d 2.14
NR/ C 1y exp(fe)’ (2.14)

0

donde la constante no relativista que se muestra,

N — L\¢ rd/? om\ ¢/
NEZN\on ) T2\ 2 )

es diferente para cada dimension del sistema. Si se considera el caso de la temperatura
a T = 0, donde la distribucién de Fermi-Dirac es una constante igual a uno para
energias menores que la energia de Fermi, entonces se puede encontrar la energia
de Fermi en términos de la constante no relativista. La energia de Fermi es Frp =
(AN/2Ang)?".

La forma adimensional de la relacién anterior se encuentra al tomar el cociente de
€ por la energia de Fermi, de esta forma se obtiene la siguiente representacion en la

integrales de Fermi-Dirac:

d I d/2—1
1= —Td/z/daj ° , (2.15)
2 1+ z7texp(z)

0

donde 7 = T'/Tp. El célculo nimerico de p a partir de la relacién anterior se muestra
en la Figura (2.3).
Al expresar la ecuacién (2.14) en términos de la funcién de Fermi-Dirac f,(z), cuya

definicién se introduce en el Apéndice (6.1), se obtiene:
N = ANRF<d/2) (I{BT)d/2fd/2(Z), (216)
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donde aparece la dependecia con la temperatura 7" para una cantidad fija de N y V.
Si se consideran altas temperaturas entonces f,(z) ~ z, por lo que la expresién (2.16)

se aproxima como:

N = Avgl(d/2) (ksT)"*exp(Bp),

despejando a pu:

1
M:H,BTID|:N ],

)\NR F(d/Q)(KJBT)d/Q
y al invertir el argumento del logaritmo e introduciendo el valor de la constante no

relativista Ayg se obtiene:

vV /2 T\ %?
= kT _<m)

N h?

que es la expresién para p en el régimen de altas temperaturas, en particular se
encuentra que para el caso d = 3 es la misma expresién que la ecuacién (1.2),

coincidiendo con el comporatamiento del GIC.

2.3.1. Aproximacion a bajas temperaturas de p

Para encontrar p como funcion de 7" en el régimen de bajas temperaturas, se utiliza
el resultado obtenido en el desarrollo de Sommerfeld, donde la cantidad de interés es
el cociente:

g€ _ (d/2—-1)e? (d/2-1)

g(e) cd/2—1 B ’

sustituyendo esta cantidad en la ecuacién (2.10) se encuentra que:

w2 d/2—1)

:E 0 T2(

y de manera adimensional al dividir por la energia de Fermi:
2 T 2
L1 Ta-2(=) .
Er 12 Tr
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El comportamiento de p en el régimen de bajas temperaturas no puede ser descrito
para el caso de d = 2 porque la densidad de estados es constante y la derivada de g(e)
en el desarrollo de Sommerfeld seria cero. Por otro lado, cuando d > 2 se observa que
i decrece monétonamete como funcion de 7' a valores negativos. En el desarrollo de
Sommerfeld se encuentra que para valores d < 2, p se comporta como una funcion

creciente cuando 7" aumenta, ver Figura (2.3).

3 T T 17T T T T T 1T T 17T I'lr T T T T 1T T 17T T T T
2.5 — d=12| |
— d=1
d=3/2
2 — d=2 |
d=5/2
d=3

o — Potencial Quimico _|
-—- Aproximacién de Sommerfeld
- 1111 I 1 1 1 L1 1 11 I 1 1 1
0.5l :
10 10

10°
T/ T

Figura 2.3: Gréfica del potencial quimico p para el GIF-NR como funcién de la tem-
peratura en unidades de la temperatura de Fermi T para difernetes dimensiones,
representado por las lineas sélidas. Se presenta ademas la aproximacion de Sommer-
feld, representado por las lineas punteadas.

La importancia de la aproiximacién de Sommerfeld es que predice el comportamiento
anomalo de p en una regién para valores de 1" donde p > 0 como se reporta en

Ref.[18).
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Solucion en dimension igual a dos. En el caso particular de dos dimensiones
es posible encontrar 1 de manera explicita, debido que la densidad de estados es una
constante g(¢) = mL?/2nh?, se puede realizar la integral en la ecuacién de nimero.
El anélisis con la aproximaciéon de Sommerfeld no es posible, pues en este caso la
derivada de g(€) es cero.

La ecuacién de ntimero adimesional en dos dimensiones es:

oo

1
1= d
T/ v 1+ 2 exp(x)’
0

donde 7 = T/Tp. Al multiplicar por la identidad apropiada se transforma en una

integral completa

1:7'/dx szln(l—i—z).
zexp(—z) +1

De esta manera p como funcién de T° queda como sigue:
exp(l/7) =1+ z,
= kT Infexp(1l/7) — 1],

H T —Tr
— =14+ —In|l- —
Er +TFn[ exp(T>],

lo que muestra que en este caso se puede encontrar p de forma explitica como funcion

de T.

y entonces:
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2.4. Calor especifico a volumen constante CYy

Para calcular el calor especifico se necesita conocer la energia U del sistema que esta

dada por la definicién que proviene del gran potencial en la ecuacién (2.7):

[e9]

€
U= /\NR/dE 14 2z texp(Be)

d/2

(2.17)

0

Expresando la integral en la representacién de la funcién de Fermi-Dirac f,(z), se
obtiene:

U= )\NRF(d/2 + 1) (IiBT>d/2+1fd/2+1<Z).

Al aplicar la derivada parcial respecto a T', se obtiene:
0
Cy = Avrl(d/2+ 1) |(d/2 + Drp(kpT)Y? fasei1(z) + (nBT)d/“la—T fajon(2)]

calculando por separado la derivada parcial de fy/211(2) respecto a 1"

0 0z
a—de/2+1(Z) = fd/2(z) <%(‘3—T> )

donde la cantidad 0z/2z0T, se obtiene al derivar la ecuacién de nimero 2.16 respecto

a T. Dado que N no varia con la temperatura, entonces:

0= % ((HBT)d/Qfd/2(2)> ;

que después de un poco de algebra resulta:
_ 10z
—(d/2)rp(sT)"* ™ faja(2) = (55T) " fap-a(2) (Za—T)

y se obtiene que:
-1 fd/2(z>

(%%i) = —(d/2rsls) ' 21T
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Al sustituir en la expresién para Cy queda:

OV == )\NRF(d/Q + 1)/€B<KBT)d/2 (d/2 + 1)fd/2+1(2> - (d/2)—

fd/z—l(z)

ﬁ/z(z) ]

que depende de el valor de A\yg. Para hacer adimensional la expresiéon anterior se
considera el conciente de Cy por dNkp/2, que corresponde al limite de altas tem-
peraturas de Dulong-Pettit para el gas GIF-NR, Ref.[4]:

Cy d Kl N 2) fapa(2)  fap(2) } ,

dNkp/2 2 d) fap(2)  fapa(2)

(2.18)

expresion que se puede graficar como funcién de T para distintas dimensiones.

=
($)]

Cy / (dNKkg /2)

O IIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 ) N I '

10 10° ! i
T/Te

10 10

Figura 2.4: Grafica del calor especifico como funcién de la temperatura para diferentes
dimensiones. Se hizo adimensional con las cantidades dNkp/2 y Tp.
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En la grafica que describe el comportamiento de Cy en la Figura (2.4), se observa que
para bajas temperaturas esta cantidad se aproxima a cero de manera lineal. Dado
que el calor especifico es Cy = T(0S/0T)y, entonces de acuerdo con la tercera ley
de la termodinamica cuando 7" — 0 la entropia también tiende a cero.

Al hacer uso de la aproximacién de Sommerfeld se muestra que Cy para el GIF-NR
decrece linealmente hasta cero, Ref.[4]. De la ecuacion (2.11) se obtiene Cy para
bajas temperaturas al derivar respecto a T'. En este limite el calor especifico Cy =
(2Anr/3)72kL EY? 7T es proporcional a T en el régimen de bajas temperaturas. A
altas temperaturas se aproxima a una constante dNrp/2 conocida como limte de
Dulong-Pettit, Ref.[1],[4], en la grafica se observa que tiende a uno por la forma en

la se hizo adimensional.

2.5. Compresibilidad isotérmica Ky

Para poder describir el comportamiento de Kt en la representacién de la funcion de
Fermi-Dirac f,(z), es necesario modificar la ecuacién (2.12).
Recordando el cambio en la energia libre de Helmholtz dF = —SdT — PdV + udN,

entonces algunas relaciones de Maxwell son:

98\ _ (0P (9 _(ow\  _(9P\ _(ow
v T,N S \ar V,N 7 ON TV - \oT V,N 7 ON TV -V T,N ‘
Al considerar la tercera relacién de Maxwell se puede introducir V' del lado izquierdo

de la igualdad y N del lado derecho debido a que son variables constantes respecto

V(or\  _ N (ou
vV \ON Ty_N WV )y

a las derivadas parciales:
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introduciendo la densidad de particulas como n = N/V| queda:

), ~-4a),

Regresando a la definicién de K, se realiza un ajuste conveniente para introducir la

densidad de particulas, entonces:

- ), (), - (),

realizando la derivada parcial de 1/n respecto a P, se sigue que:

1 /0n
= (5),

donde al identificar la igualdad (2.19) se sigue que:

9(1/n)
ou ’

Kr=—

realizando la derivada parcial de (1/n) respcto a u se obtiene la expresién para la

1 /0On
Kr = — (@—M>T. (2.20)

Con esta expresiéon introducimos la informacion de la densidad de particulas en térmi-

compresibilidad isotérmica:

nos f,(z) como se muestra:

N )\NR

n=y = 1d/2) (kBT faja(2),

que al derivar respecto a p, se introduce la dependecia con la fugacidad:

on . )\NRF

5 [ 0z
o= ST (eaT) (55 L funlo)

y haciendo uso de la derivada de fy/2(2) que se analiza en el Apédice (6.1), se llega
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a que:
_ 1 fd/271(2)
nipT  fa2(z)

Para hacer adimensional la relacién anterior se considera Kr—_y que se ha calculado

(2.21)

por separado en el Apéndice (6.2):

Avr 4 !
KT=0:<$@E§/2“> 7

y se encuentra
Kr _ 4 1 fajp-1(2)
Kr—o  d0(d/2) (T/Te)7?+ (faa(2))?

que es la expresion adimensional de la compresibilidad isotérmica para el GIF-NR

(2.22)

en funcion de la temperatura. Se observa que aparece la dependencia en la fugacidad
de la representacién de f,(z).

En la Figura (2.5) se presenta el comportameinto de la compresibilidad isotérmica
para diferentes dimensiones. Se observa que para dimensiones d < 2 el compor-
tamiento de Kp refleja la anomlia que se predice al analizar p, haciendo que Kr se
comporte como una funcion creciente en un intervalo de temperaturas y después se
comporta de forma regular decreciente como funcién de 7. En el régimen de altas
temperaturas la energia cinética de las particulas debida al incremetno de T' es muy

grande, de esta manera el GIF-NR se hace menos compresible.
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Figura 2.5: Grafica de la compresibilidad isotérmica como funcién de la temperatura
para diferentes dimensiones. Kp y T estan adimensionales con el valor de Kp—g y Tr
respectivamente.
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Capitulo 3

El Gas ideal de Fermi

ultrarelativista

En la primera parte de este capitulo se discuten las propiedades termodinamicas de
un gas de N fermiones sin espin y ultrarelativistas. Recientemente en el contexto de
la termodindmica estadistica de los gases ideales a bajas temperaturas y dimension
arbitraria, se ha observado que la densidad del nimero de particulas puede expre-
sarse en términos de la funcién de Fermi Dirac f,(z), Ref.[11],[13]. Esto muestra
un panorama general entre los casos de gases ideales de Bose, de Fermi (como se
mostré en el capitulo anterior) y con los correspondientes casos ultrarealativistas.
Por ejemplo, se ha encontrado una equivalencia en las propiedades termodinamicas
de un gas ideal de Bose y de Fermi en d = 2 cuando son no relativistas y en d = 1
cuando son ultrarelativistas, Ref.[22].

Existen varios sistemas en donde se puede despreciar la masa en reposo de las particu-
las. Un ejemplo bien conocido es un gas de electrén-positrén (e~ety), que estd en
equilibrio termodindmico a través de la emision y absorcién de fotones, Ref.[13]. Sin
embargo, en este caso los fotones estan considerados de manera indirecta como el
bano térmico sobre el sistema de fermiones. Otros sistemas que pueden ser estudiados
en la aproximacion ultrarelativista son las estrellas enanas blancas, Ref.[17], donde

también se considera la creacion de antiparticulas.
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En este capitulo la masa en reposo mc? = 0 es exactamente cero y no es una aproxi-
macion. Se analiza el potencial quimico p a partir de la ecuacion de nimero, de forma
analoga que en el capitulo anterior, porque es posible la representacién a través de
la funcién de Fermi-Dirac f,(z). También se calculan el calor especifico a volumen
constante Cy y la compresibilidad isotérmica K. En la segunda parte se incluyen
las antiparticulas que deben ser consideradas a altas temperaturas, Ref.[15],[14], y

se analizan los efectos de estas en las propiedades termodinamicas.

3.1. La ecuacion de numero

El estudio del gas ideal de Fermi ultrarelativista (GIF-UR), permite entender de

manera aproximada el caso del gas relativista donde se considera la relacién de
%

dispersién dada por €, = \/ h2c? k2 +m2ct, Ref.[2],[15]. En condiciones donde la

energia de Fermi Er es mucho mayor que la la masa en reposo mc?, se obtiene la

relacién de dispersién ultrarelativista que es €, = hck. Al considerar la densidad
de estados en su forma méas general en el espacio k, dada por la ecuacién (2.5), se
obtenie la densidad de estados correspondiente al gas ideal de Fermi ultra-relativista
(GIF-UR) para dimensién arbitraria d:

g(e) = Age® ™1, (3.1)

donde la constante relativista que se muestra Ap es:

A= (%> r2<7;j/22> (hi)

y depende explicitamente de la dimensién, con unidades de (m?/J)? debido a que el

volumen es V = L.

El anélisis de p para este caso se realiza con el mismo tratamiento que en el GIF-NR,
donde se encuentra la ecuacion de nimero que relaciona N con p, V' y T'. En el limite
termodindmico cuando N,V — oo, la densidad de particulas n = N/V permanece

constante de manera que podemos considerar la ecuacién de densidad de particulas
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COINoO:

n = AR 7de " (3.2)
Vv 1+ 2z texp(Be) '
0

1/d es proporcional

Cuando T = 0, se ecuentra que la energfa de Fermi Er = [dN/\Rg]
a n'/¢. Al considerar el cociente de € por la energfa de Fermi se encuentra la forma

adimensional de la ecuacion anterior, que es:

o0

] 21
1 =dr dx ,
1+ z7texp (x)

0

donde 7 = T'/Tg. De esta forma es posible encontrar ;1 como funcién de T" al mantener
fijo la densidad de particulas n y cuyo comportamiento esta representado en la Figura
(3.1) para diferentes dimensiones.
Es conveniente representar a n en términos de la funcion de Fermi-Dirac debido a
que existe un tratamiento general en este tipo de funciones especiales. A decir:

AR

n= Vr(d)(HBT)dfd(Z), (3.3)

donde se exhibe que el gas ideal de Fermi ultrarelativista tiene la misma estructura
matemadtica que en el caso no relativista, donde solo cambia el orden de f,(2) y el
exponente de (kpT')". Por esta razon el tratamiento con la funcién de Fermi Dirac

que se analiza en Ref.[7] es el mismo.

3.1.1. Aproximacion a bajas temperaturas

Anteriormente se utilizé el desarrollo de Sommerfeld para analizar el comportamiento
de p a bajas temperaturas de un gas ideal de Fermi no relativista. Se obtuvo una
expresion para p en la ecuacién (2.10), que s6lo depende de la razén entre ¢'(€) y g(e).
De manera que la cantidad de interés en este caso es el cociente ¢'(€)/g(€) = (d—1)/e.

Al usar la aproximacion de Sommerfeld, se obtiene una forma explicita del potencial
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quimico para dimensién arbitraria en el caso ultrarelativista:

72 (d—1)
B T2
a r G(KB ) Er

y al introducir las variables adimensionales u/Er y T/Tp queda:

2 2
s T
Fo=1-Td-1 (=) .
Er 6 Tr
donde se muestra que p decrece mondtonamente si d > 1, en concordancia con el

GIC para T" muy grande. El potencial quimico u se hace més negativo cuando T es

1.5""' T T IIIII/II T T T T T T 17T

I e .
LL
LIJ — d=1/2| 7
— d=1
~ d=3/2| |
— d=2
1 d=5/2
0.5 d=3 |-
| —— Potencial quimico |
— —— Aproximacion de Sommerfeld
1 1 11 | I 1 1 1 1 1 I V| I 1 1 1 11 |
0 -1 0 1

10 10
T/7:
Figura 3.1: Se presenta el comportamiento de p como funcién de 7' para dimension
arbitraria. Se hizo adimensional con el valor de Fr y TFp.

grande para dimensiones d > 1, el argumento es comparable con GIF-NR, donde al
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aumentar la temperatura la energia U debe decrecer para mantener a la entropia S
constante. Con la expresion anterior se muestra que para d = 1 no es posible realizar
la aproximacién de Sommerfeld, puesto que la densidad de estados (3.1) es constante.
Por otro lado, cuando d < 1 se predice un comportamiento anémalo de p debido a
que en un intervalo de bajas temperaturas donde la energia interna U domina en
la energia libre de Helmoltz F' = U — T'S, el potencial quimico se comporta como
una funcién creciente, hasta alcanzar un valor maximo como se observa en la Figura
(3.1). Cuando la temperatura es muy grande, la entropia S domina en la energia
libre de Helmoltz y p decrece monétonamente para comportarse como en el gas ideal
clasico.

El cédlculo del valor de la temperatura donde p alcanza su maximo para dimensiones
d < 1 no se incluye en esta revision, sin embargo, se puede aproximar a través de

una analisis numérico.

Dimensién igual a uno. Como ya se menciond, el caso particular de una dimen-
sion no se puede tratar con la aproximacion de Sommerfeld, debido a que la densidad
de estados es una constante g(€) = L/mhe. Sin embargo, se puede resolver la integral

de manera analitica al multiplicar por la identidad apropiada, como se muestra:

1IT/d£E szln[z—l—l],
zexp(—z) + 1

de manera que:
p = kT Infexp(Tp/T) — 1],

y de forma adimencional:

fore () ()]

Se observa que i parte de una constante igual a uno cuando 7' = 0, por la forma en
la que se hizo adimencional. El argumento del logaritmo es menor que uno cuando

aumenta la temperatura por lo que p es decreciente como funcién de T'. Para T' < T,
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p difiere de Er por una cantidad exponencialmente pequena con T'/Tk.

3.2. El Calor especifico a volumen constante Cy,
Para calcular C'y se debe utilizar la expresién para la energia considerando la relacion
de dispersion ultrarelativista. Se tiene que la energia promedio total es:

[e.e]

d
€
=g [ d
= [
0

donde Ag es la constante relativista. En la representacién de la funcién de Fermi-

Dirac, se encuentra:
U=ArLld+1] (5pT)" fara(2), (3.4)

y entonces al tomar la derivada parcial de U respecto a T para calcular Cy, resulta:

Cy = MLl +1] |+ V(s T) R fan(2) + (soT) ™ fan(2)| . (35)

Calculando por separado la derivada de fq41(z) respecto a T', se obtiene que:

0 0
a—deH(Z) = (%8—;) fa(2),

para conocer explictamente la cantidad 0z/z0T se utiliza la ecuacién de densidad de

particulas (3.3). Dado que n is independiente de 7" entonces:

on AR 9
o7 = 0= ") 7l(kaT) " fa(2))

al desarrollar la derivada parcial:

0= d(HBT)dilK,de(Z) + (KBT)da%fd(Z),
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y después de un poco de édlgebra:

(137> - ‘d"”“B“BT)_lfffz)'

Por lo que C'y queda como:

Cy = Aglld + 1] [(d £ 1) (kaT) R fasn (=) — depT) e J1E) } |

faa(2)

donde al dividir por el valor de la ley de Dulong Pettit para cada dimensién dNkpg

se obtiene su forma adimesional:

-5 4]

fa(z)  fa
que se puede observar en la Figura (3.2) como funcién de la temperatura.

(3.6)

En la Figura (3.2) se observa que el comportamiento de C'y es muy similar en las
diferentes dimensiones consideradas, excepto para el caso d < 1 donde se observa un
comportamiento anémalo que es similar al que se encontré para g en la seccién (3.1).
Se puede utilizar el desarrollo de Sommerfeld para la energia, como se muestra en
la ecuacién (2.11) y demostrar que Cy decrece linealmente a cero a temperaturas
muy bajas. Se obtiene que Cy = Agm?k3TE% /3 para el GIF-UR lo que exhibe su
comportamiento lineal como funcién de T en el régimen de bajas temperaturas. A
altas temperaturas cuando 7" — o0, se observa que Cy tiende a la constante dNkpg

conocida como la ley de Dulong-Pettit, Ref.[4].

3.3. Compresibilidad isotérmica Kp

Calculamos K con la relacién (2.20) que se obtuvo anteriormente, donde se utiliza la
expresion (3.3) para la densidad de particulas. Aplicando la derivada parcial respecto

a [ se sigue que:

8_,u — 7F(d) (kpT) 8,ufd(2).
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Figura 3.2: Se presenta el comportamiento del calor especifico C'y, como funcién de la

temperatura para diferentes dimensiones. Se hizo adimesional con el valor de dNkpg
en unidades de la temperatura de Fermi T%.

Calculando por separado la derivada parcial de fy(z) respecto a u:

o 0 0z
@fd(z) = afd(z)@ = Bfa1(2),

de manera que al introducir estos calculos en la relacién (2.20) se sigue que:

Ky = T;i\ff(d) (k5T)"Bfa-1(z)
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y por lo tanto se obtiene la expresion:

1 fa-i(2)
nkgT fq4(z)

Kr = (3.7)
que depende de la densidad de particulas n. Por esta razén es necesario obtener la
forma adimensional de la relacion anterior al considerar el cociente por el valor de

Kp—y que se calcula en el Apéndice (6.3):

De manera que:
KT _ 1 1 fd_l(Z)
Kr—o  &I(d) (T/Tp)*" fi(2)

es la expresion que se puede graficar como funcion de la temperatura.

En la Figura (3.3) se observa que para valores de d < 1, K7 también muestra un
comportamiento diferente al que se muestra en dimensiones d > 1. Lo que significa
que en un intervalo de temperaturas K se hace mas compresible para esas dimen-
siones. Después se comporta de forma usual decreciente, hasta que el GIF-UR se

hace incompresible para altas temperaturas, de manera similar que en el caso del
GIF-NR.

3.4. Creacion de pares particula-antiparticula

El mecanismo por el cual se crean los pares de particula-antiparticula estd descrito
por las soluciones de la ecuacién de Dirac, Ref.[2] que describe la fisica de un sistema
cuantico relativista. Cuando se resuelve la ecuacién de Dirac se encuentran dos solu-
ciones, una corresponde a las particulas y la otra a las antiparticulas generando un
espectro de energias que se conoce como el mar de Dirac en el vacio. La creacién de
pares sucede a temperaturas tales que kT > mc?. En esta caso el sistema se en-
cuentra en equilibrio con el vacio a través de un procesos de creacién y aniquiliacién

en donde los fotones emitidos actiian como el reservorio del sistema.
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Figura 3.3: Se presenta el comportamiento de K7 como funciéon de T para varias
dimensiones. Kr se hizo adimensional con el valores de Kr—y y T en unidades de la
temperatura de Fermi 7.

En el gas ideal de Fermi ultrarelativista, cuando se considera esta creacion de pares
de particula-antiparticula (GIF-UR-PAP), se analiza el nimero de particulas N que
depende de la fugacidad z = exp(8u) y el nimero de antiparticulas N la cual depende
de otra fugacidad z = exp(fp), Ref.[2],[15], y donde Tz es el potencial quimico de las
antiparticulas.

El ntimero de particulas y el de antiparticulas nos son cantidades conservadas de man-
era independientemente, debido a que sucede un proceso de creacién y aniquilacién de
pares de particula-antiparticula de manera continua. En el equilibrio termodinami-
co, la cantidad conservada es la diferencia de N y N, donde N es el ntimero de

antiparticulas. Se encuentra que los potenciales quimicos estan relacionados a través
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de u = —m, Ref.[2],[12].
Las distribuciones de Fermi-Dirac correspondientes, que describen el niimero prome-

dio de particulas y de antiparticulas en un nivel de energia ¢, estan dadas por:

1 _ 1
1+ zLexp(Be) MeT Y zexp(fe)’

(3.10)

Ne

de manera que al considerar el limite termodinamico, la densidad de particulas inicial

n se mantiene constante y estd dada por:

N-N A
n= = R/de e ne — g, (3.11)

donde nuevamente aparece la constante relativista Ag.
A bajas temperaturas el papel de la antiparticulas no es de mucha relevancia porque
no existe la suficiente energia para que sean creadas. Se puede mostrar si se considera

el limite de n. cuando 7" — 0:

i exp(—¢/rpT)
1 ’)’Le = _= s
= exp(—e/kpT) + =

entonces es posible hallar la energia de Fermi la cual coincide con aquella en el caso

sin antiparticulas. Con EF se hace adimensional la ecuacién (3.11) y se obtiene:

[e.o]

1 1
1 =dr? / de 241 — ,
1+ ztexp(z) 1+ zexp(x)
0

donde 7 = T'/Tp. En la representacion de las funciones de Fermi-Dirac se obtiene la
ecuacion:
_ AR d -1
n = T(d)(xeT)" [fa(2) = falz7)], (3.12)
y se exhibe la inclusién de las antiparticulas en la funcién fz(z71).
El comportamiento de p se muestra en la Figura (3.4) donde se observa que p — 0

debido a las antipartticulas como se ha reportado en Ref.[12] donde solo menciona
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Figura 3.4: Se presenta el comportamiento de p considerando a las antiparticulas,
como funciéon de la temperatura y para dimensién arbitraria. p se hizo adimensional
con el valor de Er en unidades de la temperatura de Fermi 7.

que decrece y se aproxima a un valor constate. En el régimen de altas temperaturas,
el GIF-UR se comporta como un gas ideal de Bose debido a que el potencial quimico
del gas de Bosones sin masa es u = 0 para toda 7', Ref.[23][12] y corresponde a un

gas de fotones.
Dimensidn igual a uno. Como se mostré en la seccién (3.1), para d = 1 la densi-

dad de estados es una constante g(e¢) = L/mhe. Esto permite resolver analiticamente

la integral en la expresion de la densidad de particulas al introducir una identidad
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conveniente:

1:7701:5[ zexp(—z) +Lexp(—z) }

zexp(—z)+1 2z lexp(—z)+1

integrando se sigue que:

1
l=7ln[z+1]-In[z'+1=7ln (;1—4_—!—1) :

y después de un poco de dlgebra:

z+1

exp(1/7) = e

de manera que se llega a la expresion:
0=2"+2[1 —exp(1/7)] — exp(1/7),

que puede resolverse con la formula general para polinomios de segundo orden.

La solucion al polinomio de segundo orden muestra dos valores para la fugacidad
z =exp(l/7) y z = —1. Laraiz z = —1 no es fisicamente posible debido a que la
fugacidad z = exp(Bu), es mayor que cero para toda temperatura. Para el otro caso
z = exp(Bu) = exp(1/7), se ecuentra que después de un poco de dlgebra p = Ep
para toda temperatura. El resultado anterior adquiere relevancia pues privilegia el
caso de dimensién d = 1, puesto que el valor de la fugacidad es constante. También se
puntualizan las repercusiones de esta dimensién en las suceptibilidades termodnémi-

cas.

3.5. El Calor especifico con antiparticulas

La relacién termodindmica (2.13) de Cy, ahora tiene una correcién al considerar la

creaciéon de antiparticulas debido a que la energia interna promedio U, se debe a la
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aportacién tanto de N como de N, como se muestra a continuacién:
o0
U=Ar /de e'[ne + 7, (3.13)
0

y en términos de la funcién de Fermi-Dirac:

U=Al(d+1) (keT)" [faa(2) + fara (7). (3.14)

Al derivar respecto a la temperatura para encontrar C'y, se sigue que:

Cv = Agl(d+1) |(d+1)(kpT)kp far(2) + (kpT)™ a%fdﬂ(z)
A+ DT fann (™) (T (7] (3.15)

la expresién anterior es similar a la que se encontr6 en el caso de GIF-UR sin an-
tiparticulas en la ecuacién (3.5). De esta manera basta calcular de manera indepen-
diente el término donde se encuentra la derivada parcial de fz,1(27") respecto a T,

para obtener la correciéon de las antiparticulas. Se sigue que:

gt == (7 ) fule™)

La cantidad 0z/2z0T se encuentra a partir de la ecuacién de la densidad de particulas

(3.13) que es independiente de la temperatura, entonces:

on . )\UR 0

o = 0="T() =5l(ssD) ful2) = (55T)" falz"")),

con la igualdad a cero se sigue que:

d(ﬁBT)dflﬁde(Z)Jr(FvBT) fd() d(kpT)" %de(zl)ﬂL(HBT)da%fd(zl),
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y después de un poco de dlgebra, queda:

(25r) = o) 2t

la cual se introduce en la ecuacién (3.15) para reagrupar términos y obtener:

Cy = Aurl'(d+ 1)(kT) k5 [(d + 1) [fas1(2) + fara(z7)]

~d [fae) — ful™) | RG]

Ja-1(2) + fa—1(z71)

finalmente se encuentra la forma adimensional al considerar el cociente por dNkp:

e |5 (e ) - (G i) o

expresién que se puede graficar como funcién de la temperatura para diferentes di-

mensiones.

La Figura (3.5) se presenta Cy en escala log-log para mostrar el comportamiento
a altas temperaturas. Resalta el caso particular en una dimensién, donde Cy, crece
linealmente hasta infinito. Los otros casos también tienden a infinito para altas tem-
peraturas pero en potencias de 7. La potencia con la que diverge estd relacionada
con el valor de la dimensién.

Se encuentra que las antiparticulas influyen en Cy, del GIF-UR de tal manera que
se comporta como el calor especifico de un gas de Bosones el cual diverge a altas
temperaturas, Ref.[23],]9].

Dimensién igual a uno. En el caso de una dimension se obtuvo que y = Ep
para toda temperatura, de manera que la fugacidad ahora se considera como z =

exp(BEF), lo que permite la siguiente expresién para el calor especifico:
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Figura 3.5: Se presenta el comportamiento de Cy con la correccién de antiparticulas
como funcion de la temperatura 7', para dimensién arbitraria. Se hizo adimensional

con los valores de dNkp, vy la temperatura en unidades de la temperatura de Fermi
Tk.

Después de un breve desarrollo en las funciones especiales de Fermi Dirac que se
analizan en el Apéndice (6.1), se obtiene que: fo(2) + fo(z71) =1, fi(z) — fi(z7}) =
Er/kT y que fo(2) + fo(z7!) = 7%/6 + E%/2k%5T>.

De manera que la expresiéon en una dimensién para el calor especifico a volumen
constante es Cy/Nrp = 272kpT /3Er, demostrando el comportamiento lineal que
se muestra en la Figura (3.5).

En el régimen de bajas temperaturas, nuevamente se hace uso de la aproximacion de
Sommerfeld para la energia (2.11). Se obtiene que Cy = m*k5TAgE% /3 v al hacer

adimensional con el valor de dNkp se encuentra que Cy/dNkp = 27r2/£BT/ 3EF es
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la mimsa cantidad que en el caso de una dimension.

3.6. Compresibilidad isotérmica con antiparticu-

las

De igual manera que Cy, tiene una correciéon, K debe ser corregida al considerar
la creaciéon de pares de particula-antiparticula. Usando la relacién termodinamica
(2.20) obtenida anteriormente, se introduce la ecuacién de densidad de particulas en

el caso GIF-UR-PAP dado por la expresién (3.12). Derivando respecto a p:

on g 0z
on _ ARy
o - Ara) (

52 ) Gl - L

se encuentra una expresion parecida al caso GIF-UR, por lo que basta calcular la

derivada de la funcién de Fermi-Dirac de z~! de orden d.

S = (5% ) ™) = =)

Entonces al calcular Kp se obtiene la relacion siguiente:

1A 10
Kr = EVRFM) (;8_;) [qu(z) + qu(z_l)} )
y luego: \
K = 2206 [fia(2) + faa(™)]

al introducir la definicion de la densidad de particulas resulta:

L [ faa(2) + faa(z71)

R R FE R

expresién que todavia depende de la densidad de particulas.
Para hacer adimensional se considera el cociente de Kt por Kr—qy con la correciéon

de las antiparticulas, para ello se debe conocer la energia U a T = 0.
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La energia a temperatura igual a cero U°, es la misma cantidad que en el caso
GIF-UR debido a que las antiparticulas no tienen relevancia en ese régimen, de esta
forma Kp_g también es la misma cantidad en el caso del GIF-UR sin antiparticulas
Kp_y = (;—Q’VJTRE%H)A. Se encuentra la expresion adimesional para la compresibili-
dad isotérmica que es:

Kr 1 1 Ja1(2) + faa(z7h)
Kr—g  d?U(d) (T/Te)™  [fa(2) = fa(z7H)]?

(3.17)

que se grafica como funcién de la temperatura.
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Figura 3.6: Se presenta la compresibilidad isotérmica Kr con la correciéon de las
antiparticulas como funcién de la temperatura T', para dimensién arbitraria.

En la Figura (3.6) se observa que para d > 1 la compresibilidad isotérmica del GIF-

UR diverge hasta infinito cuando 1" — oo. Esto significa que en el régimen 7" — oo,
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K se aproxima asintoticamente al comportamiento de un gas de Bosones sin masa,
cuya compresibilidad isotérmica diverge para toda valor de T. De esta manera cuando
se consideran los efectos relativistas en el GIF y se incluyen la creacion de pares de
particula-antiparticula, la equivalencia de las suceptibilidades termodinamicas entre
el gas de Fermi y Bose se hace posible. A diferencia del caso no relativista en donde
Kr distingue el gas de Fermi del gas de Bose, atin cuando los calores especificos

tienen la misma dependencia con la temperatura, Ref.[22].

Dimensién igual a uno En la compresibilidad isotérmica también es posible re-
alizar un célculo de la expresion (3.18), donde se introduce el valor de ;4 = Ep para
toda temperatura y el anédlisis con las funciones de Fermi-Dirac f,(z) resultan:

Kr _ 1 fo(z) + folz™") (3.18)

Kr—o  (T/Tr)* [fi(z) = Alz7H]F

lo que significa en una dimensién que Kr/K7p—o = 1 es una constante para toda
temperatura. Esto se debe a que la creaciéon y aniquilacén de pares de particula-
antiparticula sucede de manera continua, por lo que la diferencia N — N permanece

constane en una dimension y no depende del niimero particulas iniciales.

3.7. Razoén entre particulas y antiparticulas como

funcion de la temperatura

Hasta ahora se ha considerado la creacién de pares de particula-antiparticula a altas
temperaturas pero queremos conocer como es la relacion entre las particulas N y las
antiparticulas N como funcién de la temperatura y relacionarla con los resultados
obtenidos. Para conocer cuantitativamente la relaciéon entre N y N en funcién de
la temperatura, es conveniente considerar el cociente entre ambas cantidades en la

representacion de las funciones de Fermi-Dirac:

N _ faz™h)
N fd(Z) ’
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de esta manera, la razon entre N y N se puede graficar como funcién de T. En

0.8~

Z 06

~— L
2 04r-
0.2+ — =12
i - d=312 |
0~ S — Ehn |
1 | I\HII‘ | | I\HII‘ | 1 IIHII‘ I ] \dllz\\a\l | | N I
10° 10" ! 10° 10°

10° 10
T/T:

Figura 3.7: Se presenta la relacion entre el nimero de particulas N y antiparticulas
N para el GIF-UR como funcién de T', para dimensién arbitraria.

la Figura (3.7) se observa que a bajas temperaturas el cociente es muy pequeno
tendiendo a cero. A altas temperaturas tiende a ser una constante igual a uno,
lo que significa que se crean igual nimero de particulas que de antiparticulas. La
rapidez con la que se crean los pares de N y N depende de la dimensién del sistema,
de esta manera cuando la dimension es muy chica hay un cambio abrupto en el
comportamiento de la curva, lo que significa una creacion casi instantdnea de pares.
Por otro lado cuando la dimension es grande el proceso de creacién de antiparticulas
es mas tardado a altas temperaturas.

En un analisis futuro deberia ser posible determinar la temperatura en la cual hay
un punto de inflexiéon para la curva de cada dimensién. En particular para bajas

dimensiones, esa temperatura esta relacionada con el comportameinto similar al de un
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gas de Bosones encontrado en p, C'y y K7 debido a la creacion de las antiparticulas,
es decir, esa temperatura indicaria cuando el GIF-UR comienza a comportarse como

un gas de Bosones sin masa correspondiente a un gas de fotones, Ref.[23],[9].
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Capitulo 4
El gas ideal de Fermi relativista

El espectro de energia en el limite ultrarelativista, €, = hck nos ha permitido escribir
las propiedades termodinamicas del sistema en términos de las funciones de Fermi-
Dirac, Ref.[11].

El estudio de las propiedades termodinamicas se realiza nuevamente en términos del
gran potencial termodinamico ¢(V, T, ) lo que se refleja en las ecuaciones de estado
consideradas anteriormente, sin embargo, ahora se considera la masa en reposo por
lo que ya no es posible la representacién a través de f,(z).

Anélogamente como se hizo en el capitulo anterior, primero se analiza el caso cuando
solo particulas son considerardas, para después analizar los efectos de considerar la
producciéon de pares de particula-antiparticula. En este capitulo pretendemos estu-
diar los efectos del espectro exacto relativista yendo mas alla de lo discutido en la

literatura.

4.1. Ecuacion de numero

Considerando la masa en reposo en la energia relativista, la relacién de dispersién es
€ = \/p*c? + m2c*, donde se hace explicita la dependencia con el vector de onda k
debido a la relacién P = hk.

Para obtener la densidad de estados energéticos, se realiza un cambio de repre-
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sentaciéon del espacio k al espacio de las energias a través de la densidad de estados
dada por (2.5) y de la relacién de dispersién. Se obtiene que la densidad de estados

energéticos para dimension arbitraria del gas ideal de Fermi relativista (GIF-R) es:
gl€) = Ape(e? —m2cH)4/>1, (4.1)

donde Ar es la misma constante relativista que en el capitulo anterior.
De esta manera la ecuacién para la densidad de particulas que permite encontrar a
1 como funcién de la temperatura es:
An . e(€? — m2ct)d/2-1
== € )
% 1 4+ z=texp(Pe)

mc2

(4.2)

Como se ha hecho, a partir de la ecuacién de nimero también es posible determinar
la energia de Fermi Er, cuando la temperatura es cero. Es importante notar que
al integrar se parte desde el limite inferior igual a la energia de reposo mc?, debido
a que es el estado de energia minimo de una sola particula relativista. Entonces a

T =0, se tiene que:
e ff
n=22 [ de e(& —m2ch)

Vv

mc?

dj2— 1

2

realizando el cambio de variable 7 = €2 — m2c? la integral anterior puede evaluarse

exactamente dando por resultado:

AR
B2 — m2c d/2 n
n = dv( m=c") (4.3)

Al despejar se obtiene la energia de Fermi en términos de la densidad de particulas

n = N/V para el caso del GIF-R para dimensién arbitraria:
dn \ 24

Eo = 2 4

) [(/\R/ V) e
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que se muestra en términos de la energia de Fermi del caso ultrarelativista Er, .
La dependencia de p como funciéon de T' puede obtenerse de manera mas sencilla si
se hace adimensional la ecuacién (4.2) al considerar el cociente de € por Er. Se sigue

que la relacién es:

- dr? 7(1 r([x7]? — Q2)4/271
C (1 - Q2)d/2 1+ z=texp(z)
Q)T

donde 7 = T'/Tr y es clara la dependencia explicita con el cociente 2 = mc?/Ep.
Debido a que:
mc? 1
0 — — 4.4
=R

mc?

se encuentra que cuando mc? < Ef,,, el cociente Ep,,/mc* es muy grande, por
lo que () tiende a cero y entonces el gas ideal de Fermi se encontraria en el caso
ultrarelativista que se discutié en el capitulo anterior.

Si por el contrario mc® > Ef,,, entonces ) tiende a uno, sin embargo, el caso
relativista donde €2 = 1 no es posible, pues significarfa que Er = mc? y por lo tanto
no se tendria un nuimero de particulas iniciales. Esto se puede observar a partir de
la relacién (4.3) donde se relaciona la energia de Fermi relativista con la densidad de
particulas. De esta manera el valor de €2 en el caso relativista, sélo se puede encontrar

entre cero y uno.

4.1.1. Aproximacion a bajas temperaturas

Para hacer uso del resultado de Sommerfeld (2.10), hacemos notar que la derivada

de la densidad de estados es:

€2 —m2c4

(6 = (e — ety |14 W LEC),
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Asi, nuevamente el cociente que nos interesa es:

g/(€> (62 . m204>d/2—1 1+ (z:é%;nlz)zzz
g(e) - 6(62 _ m264)d/2—1 ’

el cual después de un poco de dlgebra y de ser evaluado en ¢ = Ep, dando por

g'(€)
g(e)

Entonces al sustituir estos resultados en la ecuacién (2.10), se obtiene la siguiente

resultado:
1 Er(d—2)

T Ep (E% —m2ct)’

e=FEp

expresion para p en el régimen de 7' < Tx y dimension arbitraria:

2

™ 1 EF(d—2)
= Fp— —(kpT)? | — + =27 77
#=Ep =g kpT) [EFJF(E%—m?&)}

y de manera adimensional:

2 /T2 —2
P (TN, 7
Er 6 \Tr 1-02

donde se muestra de nuevo la dependencia con el valor de (2.

Dado el resultado anterior para pu, se puede realizar un analisis para determinar las
condiciones necesarias, si las hay, para observar la anomalia que ocurre en el caso
del GIF-NR en dimensiones d < 2, es decir, las condiciones para que el potencial

quimico p > Ep. Estas son:

1 Ep(d—2
L Er(d-2)

— <0
Er  (E% —m2ct) ’

después de un proceso algebraico de la desigualdad anteriorse sigue que:

L _ (-9
Ef ~ ER1- 1)
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Figura 4.1: Se presenta el potencial quimico p como funcién de la temperatura 7,
para dimension arbitraria y 2 = 0.7. p se hizo adimensional con el valor de Er en
unidades de la temperatura de Fermi 7TF.

y en términos del cociente €2:
2—d

<7
1-0%

lo que significa que la anomalia se presenta en el gas relativista a bajas temperaturas

1 (4.5)

cuando la dimensién d es tal que la desigualdad anterior se satisface, es decir, cuando
d < Q? + 1. La anomalia nunca sucede si d = 3 pues ? siempre es menor que uno.
Por otro lado, dicha anomalia siempre sucede si d < 1, excepto cuando 1 < d < 2
pues dependera del valor de ).

En la Figura (4.1) se observa que la aproximacién de Sommerfeld describe de man-
era acertada las dimensiones donde el comportamiento de p es anémalo. También

se encuentra que la grafica, con un valor de el cociente Q = mc*/Ep = 0.7, es
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muy parecida al caso ultrarelativista donde a altas temperaturas se debe comportar

decreciente mondtonamente como ya se habia discutido.

4.2. Calor especifico a volumen constante C',

La energia interna promedio del GIF-R estd dada por la siguiente relacién:

U=Ag / de (& — m?cH)Y? 1p,, (4.6)
mc?

donde n, es la distribucién de Fermi-Dirac. Entonces Cy, es la derivada parcial de U

respecto a 1" a volumen constante:

Cv = Agr / de (2 —m2ch)

mc2

aj2-1 98 One
aT 08"

Calculando por separado la derivada parcial de n. respecto a :

% = ety < (755

la cual puede reescribirse como:

oo [~ (e 02)]. (47

al sustituir la cantidad anterior en la ecuacion para Cy se obtiene:

o)

Cv = (g_g) / de (& —m?c)"* Ini(n 1) [E B (“ + 5%)} ’

mc?

donde la cantidad (,u + 3 g—g) puede obtenerse a partir de la ecuacion de densidad

de particulas (4.2) y se calcula en el Apéndice (6.5).
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La tultima ecuacién se hace adimensional al dividir por dNkpg, que corresponde al
valor de Cy relativista cldsico (ley de Dulong-Pettit) para cada dimensién. En este
caso se utiliza el valor de N que a T'= 0, N°, que estd en términos de la energia de

Fermi dada por la relacién (4.3). Se obtiene:

Cy  (kgT)? i 2/ 2 2 4vd/2-1 I
dN%B_(E%_m2C4>d/2/de e = me) i (n = 1) | (+ A5 ) —el

mc2

al realizar el cambio de variable x = €T /T Er se obtiene una expresién que se puede

graficar como funcién de la temperatura:

= [ 2 - 9 - - el (49
Q)T

donde 7 =T /Tr y [1 es la forma adimensional de (,LL + 4 g%) al dividir por Ep.

El comportamiento de Cy, en este caso también depende del cociente {2 como se
muestra en la Figura (4.2), donde se observa que para valores cercanos a 1 de este, el
GIF-R es mas susceptible en una region de temperaturas mas pequeno. Explicado de
otra manera, el comportamiento creciente de Cy en el GIF-R sucede a temperaturas
mas chicas cuando () se acerca a 1, lo que significa que el gas es demasiado masivo
y no se debe despreciar la masa en reposo.

Por otro lado cuando €2 es muy cercano a 1, se puede observar que en un intervalo de
temperaturas considerable el calor especifico permanece en un valor constante que
se puede identificar en la Figura (4.2) como una “meseta”. Lo que estd relacionado
con la escala adimensional que se ha elegido. Me explico, la escala de temperaturas
es 7 = T/Tp = T/(Er/kp) y al considerar la relacién (4.3) se muestra que la
energia de Fermi depende de la masa en reposo, de esta manera mc? modifica parte
el comportamiento usual de C'y, .

Como se ha hecho anteriormente, al considerar el régimen de bajas temperaturas
se puede encontrar una expresion para Cy, que demuestre su comportamiento lineal

hasta cero, como funcién de T'. Utilizando el desarrollo de Sommerfeld para la en-
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Figura 4.2: Se presenta el calor especifico Cy como funcion de la temperatura T,
para dimension arbitraria. Se hizo adimensional al considerar el cociente por dNkpg
en unidades de la temperatura de Fermi T%.

ergia (2.10) y la densidad de estados relativista (4.1), se obtiene que Cy/dN°kp =
(kT /3Er[1 — Q?%]). A altas temperaturas se comporta como la ley de Dulong-
Pettit para cada dimensién. También se observa que tanto en la ecuacién (4.8) como
en la aproximacién de Sommerfeld, el caso en el que 2 = 1 no es posible porque

significaria que no hay particulas iniciales.
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4.3. Compresibilidad isotérmica K

Al considerar la ecuacién que describe la densidad de particulas (4.2), se puede

obtener directamente Kp de la definicién (2.20), como:

o0

1 )\R 2 2 4 d/2_1<9n6
2V de E(E m-c ) s ( 9)

mc2

Kp =

calculando por separado la derivada parcial de n. respecto a pu, se obtiene:

on.  Pexp[Ble—p)] -
ou  (1+exp[Ble—p)])? Ane(1 e (4.10)

y de esta forma K7 queda como:

[e.e]

/ de e(e® — m*cH¥*n (1 —n,)],

mc?

PP
kgITn?V
que depende de la constante relativista y de la densidad de particulas. La relacién
anterior se calcula de forma numérica representada en la Figura (4.3) como funcién
de la temperatura. Para obtener la forma adimensional de Kt se considera la com-
presibilidad isotérmica a 7" = 0, cuyo cédlculo se encuentra en el Apédice (6.4), a

decir:

(= Er
= Ar/V ) (E% — m2ct)4/2’
y entonces:
[ dz z([z7]?) — Q)92 n (1 —n,)

Kr _ (1- 0?) a/r (4.11)

KT:() d27'3 o) 27
J dz z([zr]?) — Q2)42t m,
Q/7T

donde n, = 1/1+ 27t exp(x), es la forma adimensional de la distribuacién de Fermi-

Dirac porque se hizo el cambio de variable x = €Ir /T Er. En la ecuacién anterior se

67



exhibe la dependencia de la compresibilidad isotérmica con el valor del cociente ).

H-m T T ,,____7 T T 1T T TT1T T T 1T T TT1T
- —— Q=07 .

Figura 4.3: Se presenta la compresibilidad isotérmica K7 como funcion de la tem-
peratura 7', para dimensién arbitraria. Se hizo adimensional con el valor de K;—q en
unidades de la temperatura de Fermi TF.

En la Figura (4.3) se observa que el GIF-R se hace mas compresible a temperaturas
pequenas cuando el valor de €2 es muy cercano a uno, de manera analoga que en C'y,
el sistema es mas susceptible en el régimen de temperaturas pequenas. Esto refleja
que las propiedades termodinamicas del GIF-R también son suceptibles al valor de la
masa en reposo. Por otro lado, se observa que la anomalia en ambas suceptibilidades
permanece para un valor de la dimensién y de 2 determinados en la seccién (4.1.1)

para dimensiones d < 1.
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4.4. Creacion de pares particula-antiparticula

La solucién de la ecuacion de Dirac predice la creacién de pares de particula-antiparti-
cula a altas temperaturas como se mencioné en el Capitulo 3. En el caso considerado
en esta seccidn, el gas ideal de Fermi relativista con la creacién de pares paerticula-
antiparticula (GIF-R-PAP), la ecuacién que describe la densidad de particulas queda

como sigue:
o0

A
n = VR de (e — m?c)¥* n, — 7., (4.12)
me?
donde se ha hecho explicito que n = N — N es una cantidad conservada. Para

hacer adimensional la relacion anterior se considera de nuevo el cociente de N por la
expresién del niimero de particulas a 7' = 0 en términos de la energia de Fermi dado

por la ecuacion (4.3), ast:

p oo
1= <E2 _ m2c4)d/2 / de 6(62 T m204>d/271[n6 - ﬁe]a
F
mc?

al introducir €/Epr, 7 =T /T y con el respectivo cambio de variable se sigue que:

1= —(1 ?22)51/2 / dz z([z7)? — QH)Y* Y n, — 7],
Q)T

donde se exhibe la correccion debida a las antiparticulas y que depende de su dis-
tribucion de Fermi 7. En este caso p también depende del valor del cociente 2
ademds de la dimensién d, cuyo comportamiento como funcion de la temperatura se
obtiene la Figura (4.4).

De manera similar que en el caso del GIR-UR cuando se consideran antiparticulas,
el comportamiento del potencial quimico tiende a un valor constante igual a cero de
manera general para d > 1, donde los efectos de la masa en reposo sélo modifican la
temperatura en la que p comienza a decrecer. Como se ha discutido anteriormente,

la cantidad de particulas iniciales deja de ser relevante a altas temperaturas, donde
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Figura 4.4: Se presenta el potencial quimico p con la correcién de antiparticulas como
funcion de la temperatura 7', para dimension arbitraria. Se hizo adimensional con el
valor de FEr en unidades de la temperatura de Fermi 7.

los efectos de la creacién de pares de particula-antiparticula compensa el compor-
tamiento decreciente de p.

Esto se puede explicar con el argumento de Ref.[6], donde para el caso del GIF-R
cuando sélo se consideran particulas se encuentra que al aumentar la temperatura
estados de energia cercanos a Ef se encuentran disponibles y en general el potencial
quimico se observa decreciente cuando 7" — oo. Sin embargo, en el caso del GIF-R-
PAP en el régimen de altas temperaturas, una cantidad considerable de la energia
térmica se utiliza en la creacion de los pares de particula-antiparticulas que se crean
y ocupan varios de esos niveles que se encuentran disponibles, de esta manera u se

compenza y comienza a comportarse como una constante igual a cero.

70



La variacién de los parametros d y {2 hacen que el comportamiento de p se observe
diferente a lo se conoce en la literatura, Ref.[23]. Cuando d < 1, donde en el caso
ultrarelativista se encontrd la anomalia, ahora se observa como u diverge en valores
de la temperatura muy grandes. Explicar este comportamiento es tarea ardua, pues
implica comprender como es un sistema en dimensién menor que uno, sin embargo, la
dimensién de confinamiento esta directamente relacionada con este comportamiento
y por ende el nimero de microestados en la representacién del gran potencial. Con
lo anterior se deja ver que el andlisis de u — oo cuando 7" — oo para d < 1, podria

llevarse a cabo de nueva cuenta bajo el formalismo de la fisica estadistica.

4.5. Calor especifico a volumen constante con an-

tiparticulas

Para calcular el calor especifico es necesario conocer la energia interna promedio, que

en este caso esta dado por la aportacion de los pares de particula antiparticula:

U=Ar / de €2(e2 —m?*c)Y? n, + 7], (4.13)

mc?

analogamente al caso sin antiparticulas, se obtiene Cy al derivar U respecto a T

! 98\ 0
Cy = g / de €2(e2 — m2ch) /2! 9 —[ne + 7).
oT
mc2
Al observar la expresién anterior se encuentra que dn./0f ya se ha calculado y esta
dada por la expresion (4.7). De forma andloga se encuentra que para las antiparti-

culas:

on.
op

= 7 (7, — 1) [(—: + (u - 5%)] , (4.14)
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por lo que al sustituir el valor las relaciones (4.7) y (4.14) en la expresién para Cy

relativista se obtiene:
[oe)

Cyv = g (g—?) / de €2(e2 —m2c) Y2 o (e, ),

mc2

donde la funcién o(e, pu) = 8—85 {ne+ m.} depende de el valor de </L + Bg%). Ambas
cantidades se analizan en el Apéndice (6.6).
Para hacer adimensional Cy se considera el cociente por dNkpg, donde el valor que

se utiliza de N es en el caso T' = 0 y las antiparticulas no tienen relevancia. En

términos de la energfa de Fermi, N* = \g/d(E% — m?c*)¥?, por lo que:

Cv (kpT)? 20 .2 2 4\d/2—1

dNO/{B:<E%—m264)d/2/d€ (e —mc)/ o(e ),
mc2
y entonces la forma adimensional es:
Vo T [ e PP @ e, (415)
INory ~ (1= )07 x x°([xT (e, 1), .
Q)T

donde 6 (¢, p1) es la forma adimencioal de o (e, i) al dividir por Er. El comportamiento
de Cy se grafica como funcién de la temperatura en la Figura (4.5) y se exhibe la
dependencia con el valor de la masa en reposo a través del cociente €2 ademés de la
dimension d del sistema.

En la aproximacion ultrarelativista cuando se consideran antiparticulas, el calor es-
pecifico Cy diverge como una ley de potencias cuyo exponente se relaciona con cada
dimensién y por ello simula un comportamiento del gas de Bosones sin masa.? En

este caso la masa en reposo modifica la pendiente con la que el calor especifico di-

2La energfa interna del gas de Bose ultrarelativista es Ug = AgI'(d)(kpT)**'g4(1), donde gq(1)
es la funcién de Bose-Einstein de orden d de uno, porque p = 0 para el gas de fotones sin masa. Al
derivar respecto a 1" se encuentra que Cg o T9, el calor especifico del gas de fotones sin masa es
proporcional a T¢.
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Figura 4.5: Se presenta el calor especifico Cy con la correccién de antiparticulas como
funcion de la temperatura 7', para dimension arbitraria. Cy se hizo adimensional con
el valor de dN%kp y la temperatura en unidades de 1.

verge a altas temperaturas, ademéds aparece de nuevo un comportamiento constante
en un intervalo de temperaturas que se identifica como una “meseta”’ en la Figu-
ra (4.5) como consecuencia directa de la masa en reposo, a través de la escala de
temperaturas como se menciono en el caso sin antiparticulas del Cy. En el régimen

de bajas temperaturas también se aproxima a cero de manera lineal.

4.6. Compresibilidad isotérmica con antiparticulas

El célculo de la compresibilidad isotérmica a partir de la definicién (2.20), requiere

corregir la expresiéon (4.9) debido a la creacién de pares de particula-antiparticula.
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La densidad total de particulas esta dada por (4.12), entonces:

oo

1 )\UR 0
Kr=—— de e(e? — m2t d/2’1—n6—ﬁ6. 4.16
r=—2 ( e = ] (416)
mc?2

Al observar la expresion anterior se encuentra que la derivada parcial de n. respecto
a i, ya se ha calculado y esta dado por la expresién (4.10). De manera andloga para

las antiparticulas se obtiene:
One
o

= —Bm.(1-T7.), (4.17)

por lo que al introducir las expresiones (4.10) y (4.17) en la expresién para la com-
presibilidad isotérmica se obtiene:

1 Ag
kgTn?V

mc?

Kr =

de e(e® — m*cH¥* 1 n (1 — n) + (1 — 7)),

la cual depende explicitamente de la densidad de particulas n. Para hacer adimen-
sional la ecuacién anterior se considera la cantidad Kr—g.

Dado que aT" = 0 las antiparticulas no tienen relevancia, la energia interna promedio
a esa temperatura es la misma que en el caso sin antiparticulas, entonces es posible
utilizar Kp—g = (—d?V Ep/Ar(E% — m?c*)¥?), de manera que:

Kr _ (11— J e a(forf = 02 1 ) + (1~ )

KT:O o d27'3 (

j dz z([er]? = Q)2 n, — m])

La grafica que representa el comportameinto de Kr como funcién de la temperatura
y del valor de Q se muestra en la Figura (4.6).
Al observar el comportamiento de Kr en la Figura (4.6),se encuentra que es muy

similar al que se describe en la aproximacién ultrarelativista del Capitulo 3. Anteri-
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Figura 4.6: Se presenta la compresibilidad isotérmica K7 con la correccion de las
antiparticulas como funcién de la temperatura 7', para dimensién arbitraria. Se hizo
adimensional con el valor de K7—y en unidades de la temperatura de Fermi 7.

ormente se discutié que para dimensiones d > 1 en la aproximacion ultrarelativista
del GIF, la compresibilidad isotérmica K tiende asintéticamente al comportamiento
de un gas de Bosones sin masa cuando T — oo. Sin embargo para d < 1, K parece
comportarse como en el GIF-UR sin antiparticulas, donde estas parecen tener rele-
vancia a temperaturas mas altas, por ejemlpo cuando d = 1/2 el gas se hace menos
compresible con el incremento de 7.

En el caso d = 1 se observa un comportamiento intermedio, pues muestra que el
gas se hace menos compresible en un intervalo de temperaturas, después cuando T
sigue aumentando la compresibilidad se hace constante debido a la creaciéon de los

pares de particula-antiparticula que compensan los efectos de la temperatura. Es
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decir, cuando sélo hay particulas la energia cinética promedio es muy grande con el
incremento de Ty el GIF-R se hace menos compresible, pero cuando se consideran
las antiparticulas parte de la energia debida al incremento de T se utiliza en los
procesos de creacion y aniquilacion de pares de particula-antiparticula, por lo que
parece que K tiende a ser constante.

Cuando el valor de €2 es muy cercano a 1, se encuentra que la compresibilidad
isotérmica describe el comportamiento anterior para valores mas chicos de la tem-

peratura.

4.7. Razén entre particulas y antiparticulas como

funcién de la temperatura

La razén entre el nimero de particulas N y antiparticulas N, ahora depende de €2

descrito por el cociente de las siguientes integrales:
[ dz z([z7]? — Q})¥2"1n;
. Q/T

[ dz a([ar]? — Q)42 1n,
Q/T

=l=

, (4.18)

donde se exhibe la dependencia con la distribucién de Fermi correspondiente n. y 7.
Se espera que en el régimen de bajas temperaturas la razén anterior tienda a cero
debido al comportamiento de las antiparticulas, que es nulo en esa region de la
temperatura. Por el contrario cuando T se aumenta, se espera un equilibrio entre N
v N lo que estarfa de acuerdo con el comportamiento de p que tiende a cero a altas
temperaturas, describiendo de esta forma un gas de Bosones sin masa. Esto significa
que se crean tantas particulas como antipariculas y la cantidad N /N tiende a 1.

En la Figura (4.7) se muestra que N/N también es suceptible al valor del cociente
€1, es decir, para una masa en reposo mc? muy cercana a Ep la creacién de pares de
particula-antiparticula sucede a temperaturas mas pequenas que en lo observado en

la aproximacion ultrarelativista. Ademds es claro que para dimensiones mayores la
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Figura 4.7: Se presenta la razén entre antiparticulas N y particulas N del gas ideal
de Fermi relativista como funcién de la temperatura 7', se incluyen como parametros
del valor del cociente () y la dimension d.

creacién de pares sucede de manera mas abrupta simulando una funcién escalén, en
dimensiones menores la creacion de pares es mas tardado.

Con lo anterior se puede relacionar la temperatura en la cual la curva que se describe
para cada dimensién en la Figura (4.7) tiene su punto de inflexién, con el com-
portamiento de las suceptibilidades termodinamicas como Cy y Kp. Sin embargo,
dicho célculo no se incluye en esta revisién y sélo se muestran los efectos de la masa

en reposo de manera cualitativa en las figuras anteriores.
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Capitulo 5
Conclusiones

Se estudio el gas ideal de Fermi ultrarelativista y relativista, en particular se rea-
lizé un analisis de la dependencia con la temperatura del potencial quimico u, y las
suceptibilidades termodindmicas: el calor especifico Cy y la compresibilidad isotér-
mica Kr. También se consideraron los importantes efectos de la mecanica cudntica
relativista, explicitamente: la creacion de pares de particula-antiparticula, los cuales
son importantes a altas energias, en nuestro caso, en el régimen de altas temperaturas.
Los comportamientos obtenidos de dichas propiedades son importantes debido al
interés tedrico en el estudio de sistemas de particulas y materia condensada que
involucran la relacién de dispersion relativista e, = VA2k2c¢2 + m2c?, tales como
gases de electron-pdsitron (e~ ety), Ref.[13] y estrellas enanas blancas, Ref.[17].

La aproximacién ultrarelativista fue de gran importancia porque permitié compren-
der en una primera aproximacion el comportamiento de dichos sistemas fisicos. El
formalismo que se utilizé en el analisis involucro las propiedades de las funciones de
Fermi-Dirac a través de las funciones especiales del Poli-logaritmo que han sido estu-
diadas ampliamente, Ref.[8],[7]. Con ayuda de estas funciones y su solucién numérica
en cada caso, me fue posible comprender como p se comporta de manera diferente
para cada dimension, con un similitud entre los casos no relativista y ultrarelativista
del gas ideal de Fermi, asi como las condiciones necesarias para que la anomalia que
se reporta en Ref.[18] fuera posible. De manera que, para el caso no relativista dicha

anomalia aparece en dimensiones d < 2 y para el caso ultrarelativista en d < 1,
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donde p primero es una funcién creciente en un intervalo de temperaturas y después
es decreciente para 1" > Tr. Por otro lado el comportamiento intrinseco del calor
especifico Cy y de la compresibilidad isotérmica Kp para diferentes dimensiones, es
similar en esos dos sistemas, donde también se refleja una anomalia bajo las mismas
condiciones que en p para la dimensionalidad.

Al considerar la creacién de las antiparticulas, se encontré que p tiende a cero a altas
temperaturas sélo para d > 1. Dado que el potencial quimico de un gas de bosones
sin masa es cero para toda temperatura, el resultado anterior se interpreta como una
equivalencia entre el gas de Fermi y dicho gas de Bose en el limite 7" — oco. En el
caso de una dimension se encontré que p = Er para toda temperatura, lo que le da
caracteristicas importantes a esta dimension de confinamiento y se ve reflejado en el
comportamiento lineal de Cy/Nkp = T /3T y el comportamiento constante de
Kr/Kp—y = 1 para toda temperatura, debido a la creacién de pares de particula-
antiparticula.

Sin embargo al considerar el caso exacto relativista la representacién a través de
f.(2) ya no fue posible, porque las ecuaciones de estado que dependen de la densi-
dad de estados se ve modificada por la masa en reposo de las particulas. La masa
en reposo puede describir un gas de particulas masivo y no permite encontrar las
suceptibilidades termodinamicas de manera analitica.

En el caso del gas relativista exacto también se consider6 la creacion de las an-
tiparticulas y se observé un comportamiento similar en las propiedades termodiné-
micas para diferentes dimensiones. Sin embargo, en este caso las suceptibilidades
dependen fuertemente del valor del cociente 2 = mc?/Er, porque se modifica la es-
cala con la que se hacen adimensionales los sistemas debido a la dependencia de Er
con €, tal y como se dicutié en el Capitulo 4. Ademds, se encontraron las condiciones
necesarias para que la anomalia de la que se ha hablado, Ref.[18], aparezca en el caso
relativista que depende de la dimensién d y el valor de cociente ) que se encuen-
tra entre cero y uno. La anomalia sucede cuando la desigualdad (4.5) se satisface,
es decir, cuando d < ©? + 1. Como consecuencia, el calor especifico diverge a altas
temperaturas alejandose por completo del valor de la ley de Dulong-Pettit y la com-

presibilidad isotérmica diverge también para valores muy grandes de la temperatura
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haciéndose el sistema infinitamente compresible.

Los resultados anteriores se pueden enriquecer con un analisis posterior en el que se
pretende encontrar el valor de la temperatura 7}, donde p, Cy y Kr tienen su valor
maximo, tanto en el caso del gas ideal de Fermi no relativista como el ultrarelativista.
Dichas anomalias se pueden relacionar con una posible transicién de fase con un
argumento donde se analiza la relacion entre la energia interna y la entropia del
sistema, donde en un intervalo de temperaturas primero domina la energia interna en
la energia libre de Helmholtz y después la entropia es la que domina dicha cantidad,
con lo que se podria interpretar como una transicién continua o de segundo orden.
Por otro lado el analisis del gas ideal de Fermi relativista puede extenderse al con-
siderar la atraccion gravitacional entre las particulas con masa. Tales sistemas son
propios del area de la astrofisica y se encuentran en las estrellas enanas blancas, donde
se permitiria mejorar los calculos y aproximaciones de las propieades termodnamicas

con el calor especifico y la compresibilidad isotérmica.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1. Funciones elementales de Fermi-Dirac

Las ecuaciones de estado que se obtienen en el capitulo 2 y 3, involucran integrales

del tipo:

o0

F(2) = / G

z7lexp(z) + 1’
0

donde los parametros son la fugacidad 0 < z < oo y v > 0. A partir de esta integral

se definen las funciones especiales de Fermi-Dirac de orden v, Ref.[1], como:

o0

1
v = l/ d 9
Jul2) [(v) F (v) / e 1exp )+ 1
0

Las funciones f,(z) y f,_1(2) estdn conenctadas a partir de la siguiente relacién de

recurrencia;: 5 .
52 = ha ().

Cuando T' — oo, entonces p es una cantidad muy negativa entonces el argumento
de exp(u/kpT) es muy chico por lo que z — 0, si esto sucede entonces la funcién de
Fermi-Dirac se puede aproximar como f,(z) ~ z en el régimen de altas temperaturas.

La funcién Polilogaritmo Li,,(2), estd relacionada con la integral de Fermi-Dirac
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como f,(z) = —Li,(—2).
La funcién de Fermi-Dirac de orden cero de z que se consideran en las secciones 3.2

y 3.3, se comporta como:
z
z) = ,
fol2) 1+2

de modo que al considerar las antiparticulas se obtiene:

z 21

folD) + oz = o Ty = L

También, la funcién de Fermi-Dirac de orden uno de z se comporta como:
fi(z) = In[1 + 2],

de modo que al considerar las antiparticulas se obtiene:

fi(z) = fi(z7Y) = [l + 2] = fi(z) =In[1 + 2] = In[z""]

La funciénde Fermi-Dirac de orden dos de z se comporta como:
In(l1+4+=x
fa(2) = / dxg,

de manera que la relacién entre fo(2) y fo(27) que se necestia en la seccién se calcula

CO1O0:

21

fole) + o) = / a2 / A Chatl)

T

manipulando las integrales:
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1

realizando el cambio de variable u = 27" en el dltimo término entonces:

1 z z

—1
_ Q/dxln(l + ) N /duln(u )+ In(l+u) /dxln(l + :U)7
x u x
0 1 1
se sigue que:
1 z
= 2/dx—ln(1 +2) + /duln(u)
x u
0 1
y entonces:
1 2 1 .
L)+ f(z7) = 5 T3 Inful;_, (6.1)

6.2. Calculo de K;_; para GIF-NR

La compresibilidad isotérmica a T' = 0 se calcula como:

1 (020°\ "
KT:O_V(&W) ’

donde la energia a T" = 0 dada por:
Er

2
U’ = )\NR/de el/? = (—d—i— 2> )\NRE?F/2+1'

La constante no relativista y la energia de Fermi son funciones de la temperatura

ou’ 2 0 d/2+1
v (d+2> gy MvrEr ]

ov (2
oV \d+2

por lo que:

OB | papn i
Ny PV
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Calculando por separado las derivadas parciales:

Owr _ 0 (LN 2 (20" Awe
ov. oV \\2r) TI'(d/2) \ h? v

OE*"" _ (d+2\ Lap0Bp _ (d+2\ -
oV 2 Eoovo d Vo

2/d

donde se utilizé el hecho de que la energia de Fermi es Ep = (dN/2Ayg)*?, entonces:

OBr _ 0 (AN \Y'_2( dN \*TTAN 0 (1
AV OV \2\ng  d \2\Nr 2 OV \ \yr

OEr 2 ( dN \’' AN [(-1\ —Ep2
2>\NR 2/\NR - V d

oV d

Al sustiuir en la expresién para la primera derivada parcial de la energia a T'= 0 se

V

obtiene que:
ou’ 2
oV \d+2
8_U0:Ed/2+1)‘N_R 2\ _ (2
oV Poov o [\d+2 d

a_UO:Ed/ZJrl/\NR —4
ov Eooovo\dd+2))’

d V V

d+2 _Ed/2+1 A
ANR( ) ( L | e

entonces la segunda derivada respecto al volumen V' es:

OPU°  Ayp [ —4 OB/
B dd+2)) oV

ov: VvV
U g [ —4 d+2\ —Ef*
ov: VvV \d(d+2) d 1%
O*U°  Anr (4) By

ov: vV \&) VvV
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con este cdlculo es posible determinar la compresibilidad isotérmica a 7" = 0 como

Ang (4 -
KT:[) = (% (ﬁ) E;/Q-‘rl) .

6.3. Calculo de K;_; para GIF-UR

se sigue:

El célculo se realiza de la misma forma que en el caso GIF-NR, al considerar la
energia a T' = 0:
U = Ag(d+ 1)t EEH

Calculando por separado la derivada parcial de U respecto a V:

oU° e

W - (d + ]') aV(E}i7'+1)‘R)7

donde la constante A\g y Er dependen del volumen:

our° O\ QELH
= _ 1)1 | g1 22 et N I
gy — @+l { Py TR TGy }

Primero se calcula la derivada parcial de Ar respecto a V:

(o) (i) (i)

luego, usando la regla de la cadena para Er = [dN )\I_%l}l/ 4 se tiene que:

OB 4 OEp . ( 1Er d—+1\ B!
v~ T DE Gy =l DE; (‘37) __<T) v

OAr 0

oV oV

Ar
V Y

donde se utilizé que:

8EF . 0 —-111/d __ 1 —-171/d—1 a)\};l
o7 = gy ANART = SANAR] Nt
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OFr 1 Cid =1 1 Ep
— = S[ANXRY AN~ = [ -5~
oV d[d A L AR]v dVv
entonces: U0 \ J1 )
o 1| g AR (AT LY g AR
Ve [l - () ]

8_(]0:_1 1— _d+1 Ed+1>‘_R
oV d+1 d oy

(2) (Zo) () ] e

Después la segunda derivada de la energia a 7' = 0 respecto al volumen es:

ou° -1

v — dd+1)

020" ~1 L\ 2r%2\ [ 1\?| 0B
V2 d(d+1) (%) (F(d/Q)) (%) oV

pero la derivada parcial de E}ffrl respecto a V' ya se conoce, entonces:

() () G ] (- (5 %)

O*U° 1 A B

ov: BV V

De esta forma se encuentra Kp_qo dado por:

1A i
Kr_og = (@VREEIT—H)

6.4. Calculo de Ky—jy para GIF-R

PU -1

av: — d(d+1)

La energia U a T = 0 es la siguiente:

Er
U’ = \p / de (e — m>ch)Y21,

mc?
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0 .
si trabajamos con la integral se puede encontrar %‘(/Jz , a través del Teorema Funda-

menta del Calculo. Entonces:

ou° o [
av—)\RaV /dee(e — m2ct)dt
se sigue que:
ouY 9 ad/o_1OF
_ /2—1 F
¥ = \gE%(E% — m?c?) 5v

6.5. Calculo de <u + Bg—g) en (', para GIF-R

La cantidad (,u—l— Bg—g) puede obtenerse a partir de la ecuacién de densidad de

particulas, al no depender de la temperatura. Se sigue que:

[e o]

a_”_ /\R 24d/271%
85_0 v de e(e? —m2ct) 95
O:/de (e —m2ch) Y2 1n(n6—1){ (u—l—ﬁ 5)}

donde se puede sacar (,u + B g—g) de la integral y obtener de forma explicita al utilizar
la igualdad:

o0

[ de (e —m*c") Y2 n.(n. — 1)]

w4 B ) = mfi ’
( op [ de e(e2 —m2c)? 1 n(n, — 1)]

mc2
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6.6. Analisis de o(e,u) y de (,u—l—ﬁg—g) en el GIF-
R-PAP

La funcién sigma esta dada por:

o@4o={mok—n(e—<u+ﬂ%9)44@mg—n<e+(u+6%@>}.

y agrupando términos:

o) = { el = 1) + e~ D]+ [~ 1) = o = 0] (w555 ) |

El valor de (,u + 05 g—g) se puede obtener de forma recurrente a partir de la ecuacion

de niimero si derivamos respecto a (3.

8n_ - r 2 240[/271a =
aﬁ_O_AR/dee(e m-c") aﬁ{ne ne}

Al despejar queda:

70 de (2 —m2c)¥?*7 ! [n(n. — 1) — (R — 1))

(u + 6@) = me
W) T de e(e —m2e)@21 n,(n, — 1)+ 7(7, — 1)

mc?2

introducimos las variables adimencionales dividiendo € por Er y la temperatura

7 = T/T}, para obtener la dependencia sobre la temperatura.

[de a([er]? = Q)21 [n,(n, — 1) — (7, — 1)

o Q
( @J J e a(farl? = Q)92 n(n ~ 1)+ 717~ )
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