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Capitulo 1

Introduccion

Cualquiera que sea la teoria o modelo que escojamos para describir el com-
portamiento de un fluido, obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales,
estas claro dependiendo de la naturaleza pueden ser resueltas de forma analitica
o numérica, de ser resueltas numéricamente es necesario discretizar el espacio
y discretizar dichas ecuaciones dependiendo del modelo elegido tendremos un
sistema lineal o no lineal de ecuaciones, que en la mayoria de casos son tanto
mdés complejas cuanto mas fielmente reflejan una solucién aproximada.

En la presente introduccién se conceptualiza el material necesario para que
el lector interprete los resultados obtenidos, tomando en cuenta que se real-
icé un analisis tedrico formulando aproximaciones analiticas que supeditaron a
un posterior andlisis numérico que permitio resolver e interpretar las soluciones
al sistema de ecuaciones planteados a lo largo de el presente trabajo. Asi pues si
queremos conocer y visualizar un fluido en movimiento alrededor de un cuerpo,
podemos hacerlo resolviendo sistema de ecuaciones que describen el movimiento
de un fluido en un régimen laminar ( Navier-Stokes, las ecuaciones de Euler o
la teoria de los potenciales por ejemplo).

El estudio de la dinamica de un flujo a través de un arreglo de obstéculos con
geometrias arbitrarias, tiene una enorme importancia debido a que te permite
mejorar, optimizar, y refinar los procesos de transferencia de calor y masa que
se utilizan en diversos disenos de dispositivos utilizados en la industria como
por ejemplo el flujo que rodea los tubos de calefaccién, anemometria de hilo
caliente, la contaminacién térmica, la dispersiéon de contaminantes, e incluso en
el diseno de intercambiadores de calor.

A principios de siglo pasado, las ecuaciones de un flujo viscoso eran estu-
diadas en su forma més reducida esto con la finalidad de obtener soluciones
analiticas simples que permitieran describir comportamientos globales de los
fluidos; en especifico, el estudio de los flujos alrededor de cuerpos, fue simpli-
ficado al caso de circulos a partir de los trabajos de Stokes en 1851, quien
analiz6 el flujo alrededor de un cilindro y una esfera para el caso de un niimero
de Reynolds muy bajo con respecto a la unidad, en su aproximacién, él considera
que existe un plano de simetria con respecto al diametro del cilindro y toma en
cuenta que el niimero de Reynolds en primera aproximacién tiende a cero, con lo
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que desprecia las fuerzas inerciales. Para 1910, Ossen realiza una aproximacién
diferente tomando como base la aproximacién hecha por Stokes posteriormente
reconoce la discrepancia que se halla implicita en esta aproximacién para el caso
en el que el cilindro es visto como un cuerpo sumergido en un campo lejano,
notando que la aproximacién de Stokes corresponde al caso donde la convecciéon
no existe porque la velocidad es cero, dandose cuenta que bajo esta idea que el
flujo es observado como de velocidad libre, por esta razén Ossen propone lin-
ealizar las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando como velocidad caracteristica
la velocidad libre de flujo.

Los estudios anteriores, dieron la pauta para una serie de anélisis que se con-
centraron en el estudio del flujo para el caso en el que el nimero de Reynolds
es alto. Posteriormente el desarrollo de la aerondutica, generd que el estudio de
los flujos a altos nimeros de Reynolds se transformaran en analisis de gran im-
portancia. Se establecié un estudio de los esfuerzos generados sobre superficies,
del cambio de la presién, de la sustentacién alrededor de cuerpos, generando
asi un nuevo campo de investigacién donde la turbulencia se convirtio en el eje
central de los andlisis. Si bien estos trabajos resultan importantes, también es
cierto que existen otras areas del andlisis con relevancia tecnoldgica.

El primer intento por resolver las ecuaciones que describen el movimientos
de un fluido que cruza a través de un arreglo de hilos cilindricos fue realizado por
Kovasznay/[1]. El present6 una solucién exacta simple para el caso bidimensional
de las ecuaciones de Navier-Stokes, la cual consistia en una descripcion del flujo
de agua debajo de un fluido que incidia normalmente sobre un arreglo de barras
igualmente separadas. Este mismo problema, pero utilizando cilindros circu-
lares, se estudia, inicialmente, con el trabajo de Tamada y Fujikawa [2] quienes
retomaran el sistema de ecuaciones utilizado por Ossen, dando una solucién
a numeros de Reynolds pequenos en comparaciéon a la unidad. El trabajo de
ellos fue continuado por Miyagi [3] quien realizé una simplificacién suponien-
do un flujo incompresible. Posteriormente Hasimoto [4] considerd, ademds, a la
ecuacion de Stokes y soluciones periddicas descritas a través de series de Fourier,
que dieron resultado para arreglos cuadrados en el caso de cilindros circulares.
Happel, Kuwabara y Kawaguti [5] — [6], emplearon modelos de regién cercana
para hacer predicciones del flujo viscoso relativo a arreglos de cilindros. Estos
resultados dan pie al desarrollo de una base de solucién que funciona para dos
cilindros contiguos y que, a su vez, sirve para representar un modelo de fron-
tera no uniforme. Estas soluciones son vélidas para casos donde el ntimero de
Reynolds es pequeno comparado con la unidad y son muy ttiles para describir
el problema de filtraciéon de gases via filtros viscosos. Los estudios antes men-
cionados entran en un marco de soluciones analiticas.

Los primeros trabajos analizados numéricamente se enfocaron, de manera
principal, en flujos viscosos que pasaban alrededor de cilindros circulares sus-
pendidos en medios infinitos. Thom [7] dio los fundamentos para una repre-
sentacién numérica, utilizando transformaciéon conforme de la mitad superior
del plano fisico exterior del cilindro, a una barra rectangular semi-infinita. El
obtuvo una soluciéon para nimero de Reynolds de 10 y 20 y calculé los valores
del esfuerzo sobre el cilindro, que tuvieron muy buena similitud con resultados
experimentales. Kawaguti [6] estudié el flujo que atraviesa hilos con geometria



cilindrica cerca de los nimeros de Reynolds transitorios en dicha geometria
(Re=10,20,30,40,50) basédndose en el método de Thom y demostré la existencia
de una solucién permanente para este caso. Apelt dio soluciones para el caso
de nimeros de Reynolds del 40 al 44, la primera solucién tuvo una muy bue-
na correspondencia con la de Kawaguti [6] en la zona cercana a la superficie
del cilindro; aunque mostré discrepancias para zonas més alejadas del mismo.
Una formulaciéon mucho més refinada, en funcién de las condiciones de frontera,
fue lograda por Keller y Takami [10], quienes utilizaron soluciones asintéticas
para valores de la funcién de corriente y de la vorticidad en regiones muy dis-
tantes del cilindro. Ellos calcularon las soluciones para el nimero de Reynolds
Re=2,4,10,15.

Hamielec y Raal [9] obtuvieron, también soluciones “estacionarias” para
numeros de Reynolds mayores a 100, posteriormente, Muzimoto resolvié el flujo
alrededor de un obstaculo cilindrico arbitrario; los resultados de estos autores,
aunque contribuyeron al método numeérico, no son del todo aplicables en la re-
alidad, por que se conoce que para flujos de niimeros de Reynolds mayores a 50,
el flujo se vuelve inestable.

Una de las bases de esta investigacidn, es el trabajo de Gordon [17] que re-
suelve las ecuaciones de Continuidad y de Navier-Stokes de un flujo que cruza
un arreglo de alambres, utilizando soluciones locales alrededor del cilindro del
campo de la funcién de corriente y de la vorticidad, y acoplandolo a soluciones
numeéricas para las regiones mas lejanas. Su estudio se centra en la idea de
obtener las lineas de corriente y de vorticidad para los casos de numeros de
Reynolds entre 20 y 100, lo cual representa una gran contribucién para el caso
donde la relacion entre los términos difusivos y convectivos de las ecuaciones de
Navier-Stokes tienen relevancia.

Inicialmente se estudié el problema de la conveccién forzada sobre un tubo
circular, a temperatura uniforme y suspendido en un medio fluido que se re-
alizaron de manera experimental y analitica durante las tdltimas décadas. En
trabajos mas recientes se han aplicado nuevas técnicas aproximadas, Cole y
Roshko [11], utilizaron la aproximaciéon de Oseen acoplada a la ecuacién de la
energia, fueron los primeros en calcular la transferencia de calor en un cilindro
circular, el campo de temperaturas se obtuvo en términos de una serie infinita
de ecuaciones de Bessel y trigonométricas. Illingworth [12] obtuvo los siguientes
términos de la expansién utilizando una técnica similar. Heiber y Gebhart [13]
trataron el problema de la transferencia de calor en un tubo por medio de expan-
siones asintoOticas y teoria de acoplamientos, modificaron el numero de Prandtl
y considerando que el nimero de Reynolds tiende a cero. Dennis et al [14] evalu-
aron distintos nimeros de Prandtl, desarrollando calculos con las ecuaciones de
Navier-Stokes y energia completas, la precision de estos célculos se correlaciona
muy bien con los encontrados experimentalmente por Collins y Williams [15].
Mas recientemente, Kurdyumov y Ferndndez [16], encontraron la transferencia
de calor en un tubo con bajo nimero de Reynolds, en un medio infinito. Di-
chos estudios se centraron en el andlisis de un alambre sumergido en un medio
infinito, el problema de un arreglo de alambres ha sido abordado con menor
frecuencia, pero los trabajos realizados han encontrado resultados satisfactorios
tal como el de Gordon [17] que resuelve el campo fluido aplicando las soluciones
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de la funcién de corriente y de la vorticidad de manera local por su parte Wung
y Chen [18] [19] obtuvieron, a través de transformaciones Jacobianas la solucién
del campo fluido y del campo de temperaturas proponiendo que las condiciones
de frontera tiene una solucién analitica y acoplandolo a un arreglo numérico
que ellos denominaron “soluciones analiticas finitas”. Wang [20] encontrd, por
este mismo método, una serie de soluciones para un banco de tubos, obtenien-
do también el desarrollo del numero de Nusselt sobre los tubos, ademés de los
esfuerzos viscosos sobre el arreglo.

1.1. Antecedentes

Un cilindro eliptico es una forma basica y general, que puede convertirse en
una placa plana en un caso especial y también un cilindro circular en funcién de
la relacién entre sus ejes. Por otra parte, es bien sabido en dindmica de fluidos
que su arrastre en un pequeno angulo de ataque es menor que la del caso de un
cilindro circular. Esto puede ser una caracteristica ventajosa cuando se utiliza
un elemento de superficie en tubos eliptico al estudiar la transferencia de calor,
yva que la potencia de bombeo requerida puede ser reducida y generar asi un
intercambiador de calor que puede ser méas compacto. Recientemente algunos
estudios experimentales se han publicado en bancos de tubos llamados tubos
lenticular o de forma ovalada, para reducir la caida de presién.

Dentro del estudio de la fluido-dindmica un importante fenémeno involucra-
do es la conveccién la cual tiene muchas aplicaciones en la ciencia y la ingenieria
como por ejemplo en la experimentacion, diseno e implementacion de colectores
solares, almacenamiento de energia térmica, la utilizaciéon de calor residual, la
refrigeracién de componentes electrénicos, y muchos otros. La conveccién tiene
dos variantes la conveccion libre y forzada, en la descripcién y andlisis del mecan-
ismo de transmision de calor son complejos, aunque hay un hecho que condiciona
el proceso: el movimiento del fluido. El fluido puede moverse de forma forzada
por que se aplica una fuerza motriz; en este caso tendriamos una conveccion
forzada. O bien el fluido puede moverse debido a las diferencias de densidad
ocasionadas por el contacto con la superficie que estd a diferente temperatu-
ra; para fines de terminologia hablaremos de ellas con aplicaciones dentro del
campo de estudio. El estudio de la conveccién libre de tubos de calefaccion por
ejemplo, es un caso de estudio en el que la geometria de dichos tubos es eliptica
por lo que la comprension de la fluido-dindmica y transferencia de calor es es-
encial para su funcionamiento. Como esta muchas aplicaciones practicas donde
los tubos o hilos de seccién eliptica transversal han llamado especial atencion
pues se encontré que crean menos resistencia al fluido de refrigeracién el cual
se traduce en menos potencia de bombeo. Todo este entendimiento abre pauta
para muchas otras aplicaciones de interés para los tubos elipticos y su empleo
préactico como en el ambito de la conservacién de la energia.

En cuanto a las caracteristicas de la conveccion forzada en la transmisién
de calor de los hilos elipticos estan disponibles algunas investigaciones por citar
alguna el trabajo de Nishiyama del cual se tiene un estudio experimental de
conveccion forzada y transferencia de calor de un flujo alrededor de uno y dos
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hilos elipticos[21], con el fin de emplear los tubos elipticos como intercambiador
de calor estudié un elemento de superficie y como se comportaba su transferen-
cia de calor en el cual basicamente es importante examinar dicha caracteristica
de transmisién del arreglo y explorar una disposicién éptima. Con ello se ha
prestado especial atencién a los tubos elipticos en los campos de investigacion
de conveccidn libre tal es el caso del estudio de Badr y Shamsher [22] que re-
solvieron el problema de un cilindro eliptico con conveccién libre para ntimeros
de Rayleigh (Ra) en un rango de 10 a 10 y la relacién entre ejes que van desde
0.1 a 0.964, su resultado cubre toda la regién donde pasa el flujo sin aproxi-
maciones de capa limite. Posteriormente realizé un estudio igual para un tubo
eliptico isotérmico [23] pero ahora uso conveccién natural y un flujo laminar var-
iando las orientaciones desde la posicién vertical hasta la horizontal, con el que
el flujo atravesaba el tubo eliptico llamado angulo de ataque, donde el estudio
revelé que el nimero de Nusselt (Nu) es médxima cuando el eje mayor es verti-
cal. Investigaciones Numéricas tedricas y experimentales se han hecho sobre la
transferencia de calor por conveccién natural donde la importancia radica en la
aportacién de la geometria eliptica como el trabajo de Raithby y Hollands[24]
que estudia el problema de la conveccién natural de un cilindro eliptico con
una placa vertical y un cilindro horizontal circular como casos especiales al de
uno eliptico pese a que su estudio se limita a la configuracién vertical del eje
principal dio el inicio para un estudio realizado por Hung y Mayinger[25] el
cual es un estudio experimental con convecciéon natural de un tubo eliptico con
diferentes orientaciones y con diferentes proporciones entre sus ejes donde in-
formo que existe una correlacion de la media del nimero de Nusselt, sin embargo
estas investigaciones se refiere a los espacios cerrados. Merkin[26] estudié el caso
simétrico del mismo problema tomando como eje principal el eje menor y que
este tuviese orientacién vertical; el estudio se basd en la solucién de las ecua-
ciones de capa limite y los resultados fueron obtenidos para toda la superficie
con exclusién de las ecuaciones de capa flotante, pero el problema de la con-
veccion natural al interior de una composicion abierta de anillos horizontales y
verticales con diferentes relaciones entre los anillos lo realizé Sarhan et al[27].
Donde las correlaciones del grupo adimensional de la media Nu-Ra D/L se
presento para los casos horizontal y vertical.

Sobre este problema se realizaron varias investigaciones tedricas y experi-
mentales por muchos investigadores como Khamis, Al-Arabi et al, entre otros
donde el calor por conveccién natural y la transferencia dentro de anillos verti-
cales fue la principal motivacion al igual que la caracterizacién de variables como
la relacion entre radios, la calefaccién de un tubo al interior o exterior mientras
otro permanece adiabdtico. Shehata[28] investigd la conveccién natural dentro
de tubos con disposiciones verticales, inclinadas y horizontales que tenian una
relacién entre radios de 0.73 tomando un tubo interior a una temperatura fija
y el exterior de modo adiabdtico. Abdul-Aziz [29] estudiaron la transferencia
de calor por conveccién natural en la superficie interior de un tubo calentado
uniformemente a diferentes dngulos de inclinacion, los experimentos se llevaron
a cabo en el rango de Ra 1.44 x 107 hasta 8.85 x 10%, variando la relacién L/D
en un rango de 10 a 31.4, al igual que el dngulo de inclinacién (medida desde la
posicién vertical) de 0 a 75 grados, los resultados mostraron que la media Nu fue
méxima cuando la disposicién del tubo era vertical, de ello El-Shazly et al[30].
Estudiaron experimentalmente la superficie interior de tubos elipticos inclinados
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y verticales cuyas correlaciones del niimero de Nusselt para el caso de conveccion
libre al inclinar los tubos elipticos a diferentes orientaciones variando los dngulos
de inclinacién ayudaron al resultado que presentaron Moawed e Ibrahim[31]. En
una investigacion experimental de la libre transferencia de calor por conveccion
desde la superficie interior de tubos elipticos verticales e inclinados de relaciéon
entre ejes diferentes tomando las mismas propiedades del trabajo antes citado y
con las superficie uniformemente caliente. Los resultados mostraron que el Nu
aumento con el angulo de orientacién al mantener la razén entre sus ejes y el Ra
constante. Todas estas investigaciones aportan una caracterizacién en el estudio
de flujos que atraviesan obstaculos con geometrias cilindricas y elipticas donde
el régimen de variables como el Nusselt la relacién entre ejes el Ra proporcionan
informacién para optimizar una aplicacién tecnoldgica o bien desarrollarla con
pleno conocimiento de la fluido-dindmica involucrada.

1.2. Sistema de ecuaciones en la fluido-dinamica

En muchas ocasiones resolver la dindmica de un fluido es intentar resolver un
sistema de ecuaciones que modelan dicha dindmica dentro de un proceso evolu-
tivo en el tiempo en el cual nos enfrentamos a plantear un problema matematico
donde las soluciones de este tipo de problemas generalmente pueden o no existir,
de existir soluciones muchas veces dependen de propiedades intrinsecas de los
fluidos, la geometria del sistema o cantidades que estan sujetas a errores en la
configuracién del sistema de ecuaciones que modelan los procesos fisicos.

1.2.1. Volumen de Control

Para aplicar las leyes fisicas al flujo de un fluido es necesario definir los
conceptos de volumen de control y de sistema. Se entiende por volumen de
control una regién fija en el espacio donde puede existir flujo de fluido a través de
sus fronteras. Por esta razén, en diferentes instantes, se pueden tener diferentes
particulas en el interior del volumen del control. Por Sistema se refiere a un
conjunto de particulas en el cual permanecen siempre las mismas. Es decir, se
estan observando siempre una cantidad fija de materia.

1.2.2. Derivada material

El cambio con el tiempo de una variable de campo en un flujo se puede
expresar en forma lagrangiana y euleriana. La rapidez de cambio siguiendo una
particula (punto de vista lagrangiano) se llama derivada material (o total o
sustancial) y se escribe D/Dt. Las letras maytsculas se usan para enfatizar que
se trata de una descripcion lagrangiana. Considérese una variable de campo «,
que en una especificacién euleriana tiene la forma o = a(z,y, z,t). Siguiendo
una particula, el cambio de « en un tiempo d§t es (Da/Dt)dt. En este tiempo
0t la particula se ha movido una distancia dx, dy, dz en las direcciones z, y, z
respectivamente.

Desde el punto de vista euleriano, el cambio de « es:

da Oa Oa Oa

Eét + aéx + a—y(;y + 552 (1.1)
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El cambio en ambas descripciones es el mismo por lo que:

Da Oa Oa Oa Oa

de donde
Da Oa 804673: aa(iy 804672

Dt ot Torot ayot 0ot
Para 0t muy pequefios, dz/dt, dy/dt, dz/dt tienden a las velocidades de la
particula en las direcciones x, y, z, que son u, v, w, respectivamente. Entonces
tenemos de la ecuacién anterior:
Da  O0a O« Oa da

(1.3)

En notacién indicial:
Da  da Oa

D o ox;
En la ecuacién anterior el primer término de la derecha significa la rapidez de
cambio de « en un punto (derivada local). Los otros términos representan el
cambio convectivo de «, es decir, el cambio a consecuencia del movimiento del
fluido. « es una variable de campo que puede ser escalar, vector o tensor. En el
caso especial donde « es la velocidad U; tenemos

DU; 9U; N U-an
Dt ot 7 Oz,

(1.5)

(1.6)

donde el lado izquierdo representa la aceleracién de la particula.

1.2.3. Teorema de Reynolds

El teorema de transporte de Reynolds relaciona, la derivada lagrangiana de
una integral de volumen de un sistema, con una integral en derivadas eulerianas.
Consideremos un sistema en dos instantes de tiempo ¢ y t + dt. Sea « alguna
propiedad por unidad de volumen. El sistema puede tener un cambio de volumen
y posicién como se muestra en la siguiente figura: La cantidad total de propiedad

S(t + 8t)

- ™
s(t) | \
Ty | \
| \ Vit
LV |
\ / N\ /
\ / \ /
M ' /
N
tiempo tiempd t+ ot

Figura 1.1: Sistema en tiempos t y t + dt

« en el sistema en el instante ¢ es:

/ a(t)dV (1.7)

V(t)
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y la cantidad de « en el instante t + 6t es

ot + 6t)dV (1.8)

V (t+6t)

La derivada material de la cantidad total de « en el sistema se puede expresar:

D

Dt 5t—0 Ot

V(t) V (t+6t) V(t)

a(t)dV = lim ~ / alt + 5t)dvV — / a(t)dv (1.9)

que se obtiene de la definicién de derivada:

D , 1
2 [ awav = jm |4 / ot + 5)dV — / alt + 5t)dV
70 V(t+45t) 0
1
c o /a(t+6t)dV— / a(t)dV (1.10)
V(t) V(t)
En esta ecuacion:
1
51t1£>n0§ / a(t+§t)dV—/a(t+5t)dV (1.11)
V (t+6t) V(t)

representa el integrando fijo con cambio de volumen como se muestra en la figura
1.2, y estas dos integrales se pueden reducir a:

Figura 1.2: Cambio de volumen del sistema

1
- t+ d6t)dV 1.12
Jmg [ et (112)
V(t+6t)—V (t)
Si consideramos que un elemento dA de la superficie del sistema tiene dos posi-
ciones diferentes en los dos instantes de tiempo considerados t y t+ dt, el barrido
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Figura 1.3: Movimiento de un elemento de area

de ésta superficie entre los dos instantes conforma el elemento de volumen dV
como se muestra en la figura 1.3. Si n; es el vector normal a la superficie y U;
representa la velocidad, U;n; sera la velocidad normal a la superficie.

En el tiempo 4t la superficie se mueve una distancia U;n;6t normal a la
misma. Por lo que:

La integral 1.12 se reduce a la integral sobre la superficie:

lim [ S(t)a(t + 6t)U;n;6tdA (1.14)
6t—0

Tomando el limite se simplifica a:
S(t)
Aplicando el teorema de Gauss, esta integral toma la forma

804Ui

8.’[1'
V()

dv (1.16)

Los dos términos de la ecuacién 1.10 se reduce a la integral sobre la superficie

1 B .1
611:1310& /a(t+6t)dV— / alt)dv]| = /5lggoa[a(t+5t)—a(t)}d1/
Vi) 0 Vi)
Oa
= —d 1.1
[ S
Vi)

Tomando el limite se simplifica a

2 [ atav = [ G+ 2y (118)

V() V()




10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

n

R
/ . /<>><\

¥
e
dA “.I

Figura 1.4: Elemento de fluido

1.2.4. Conservacién de masa

Considérese un volumen de control de forma arbitraria en el flujo. Por el
principio de conservacién de masa, la suma de la rapidez de variaciéon de la
masa dentro del volumen y la salida neta de masa a través de la superficie del
volumen es cero. por lo tanto la forma integral es:

ot
v A

Transformando la segunda integral con el teorema de la divergencia de Gauss,
e introduciendo la derivada dentro de la primera integral (el volumen V es

independiente del tiempo)

dp  OpU;

— dV = 1.2

/ [at * axll 0 (1.20)
v

Como el volumen V es arbitrario esta ecuacion es valida para cualquier volumen.
Esto implica que el integrando es cero.

ap 0
E + 8.’131‘

Esta es la forma diferencial de la conservacién de masa. A esta ecuacién se les
llama ecuacién de continuidad se simplifica a
oU;
8%1'

(pU:) =0 (L.21)

0 (1.22)

1.2.5. Conservacién de cantidad de movimiento

En el estudio de medios continuos este concepto lagrangiano se transforma
a una forma euleriana para facilitar su manejo. Considérese un sistema con un
campo de velocidad U;, fuerzas de cuerpo por unidad de masa f; y fuerzas
superficiales por unidad de drea representadas por P;. Aplicando la segunda ley
de Newton a este sistema tenemos:

D
A

\4 \%4
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Donde P; esta relacionado con el tensor de esfuerzos 7 por lo que la relaciéon
entre estas dos cantidades es:
Pij = ijj (1'24)

Se puede simplificar la forma integral de la ecuacién 1.23 aplicando el teorema
de Reynolds en el lado izquierdo y 1.24 en la primera integral del lado derecho
logrando ast:

/{ ot amk(pUiUk)} dV*/TamadAJr/pfde (1.25)

\%4 A \%4

Aplicando el teorema de Gauss a la primera integral del lado derecho:

opU; 0 i
/{ gt 5 0 UUk)} dV:/ 77 dAJr/pfidV (1.26)
Vv A v

Debido a que el volumen V es arbitrario tenemos:

(“)pUZ 0 Tji
i = 1.2
o bien realizando las derivadas parciales obtenemos:
6U 6p 6(pUk) 8U1 87']‘1‘
U; U, = i 1.28
7ot TV TV TP e T, TP (1.28)

El segundo y tercer término es un miiltiplo de la ecuacién de continuidad, en-
tonces:

8Ui + aUl - 8Tji

p ot Pk Oz O0x;

Esta es la forma diferencial de la conservaciéon de momentum. Usando la derivada
material

pfi (1.29)

DUi - 8Tji
P Dt o al'j
Esta expresion muestra el balance entre la aceleraciéon por unidad de volumen

del lado izquierdo y las fuerzas de superficie y las de cuerpo respectivamente del
lado derecho.

ol (1.30)

1.2.6. Conservacion de la energia

La primera ley de la termodindmica establece la conservacién de la energia.
Si se considera un sistema, el cambio de energia del sistema es la suma de
la entrada de energia en forma de calor y de trabajo. La energia del sistema
comprende la energia interna y la energia cinética. La energia interna por unidad
de masa es e. Considerando un elemento de volumen dV del sistema, pedV es su
energfa interna y (pU,;U;dV)/2 su energia cinética. Considerando un elemento
de superficie del sistema dA, g;n;dA representa la rapidez de salida de calor,
donde g; es el flujo de calor. El trabajo se efectiia por las fuerzas de cuerpo
y las fuerzas de superficie. El término PdA representa la fuerza de superficie
sobre el elemento dA Y U; P;dA la rapidez con la que realiza este trabajo. El
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término pfdV es la fuerza de cuerpo sobre el elemento dV y U;pf;dV la rapidez
del trabajo realizado por la fuerza del cuerpo.
Entonces, considerando la rapidez del cambio de energia del sistema tenemos:

D 1
14 A 14 A

donde por convencidn el signo del tltimo término se toma positivo cuando el flujo
es hacia afuera con respecto al sistema. Sustituyendo P;; = 7;;n; y utilizando
el teorema de Reynolds se obtiene:

0 0
/{at{pe—kaUU} ak{pe—k UU}Uk}dV—
v

:/UiTkl"l’Lde-‘r/UipfidV—/qinidA (132)
A \4 A

Utilizando nuevamente el teorema de Gauss:

0 15}
/{at{pe—FQpUU}—i-a{pe-i- UU}Uk}dV_
%

O(UiTki) / /5’%‘
= | ———dA UpfidV — dA 1.33
[ F5daas [vips = (133)
\% % %
Puesto que V' es un volumen arbitrario se establece
0 0 oU; iTki 8%
U,U; =U;U; p U, = Upfi 1.34
8t{peJr =P } 8k{pe+ } o T pfi— oz, (1.34)
Desarrollando la expresién anterior:
Oe 0 dp 0 dp 0
Pai P at( UU) (aﬁa U’“)+ Uit (875 0z "Uk)
Oe 0 OTki oU; aq;
Up— Uyv— | =UU; | =U; i — 1.35
TP gy TP o, (2 ) T §; 130
Por continuidad tenemos:
Oe oU; Oe oU;
U;—— U, Ug | U; =
Por TP TP R, TP ’“( 8xk)
OTyi oU; 6%’
=U; i infi — 1.36
re 0w, TP B (1.36)

Esta es la ecuacién de conservacion de energia total. Sin embargo, la conser-
vacion de la energia mecanica se obtiene multiplicando escalarmente las ecua-
ciones 1.29 por la velocidad:

oU; oU; - OThi
pU;— o + pUj (U &rk) =U; (a + U; fz) (1.37)

Restando estas ecuaciones a las anteriores

Oe U Oe T_%_Z?qi
Por TP ore T Mo, 0w

(1.38)
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Esta es la forma diferencial de la conservacion de energia interna. Usando la

derivada material:
De . GUz 8qi

i Rk
th F 81’k 8117,'
El lado izquierdo representa la rapidez de cambio de energia interna, el primer

término del lado derecho la accién sobre la deformacién y el ultimo término el
efecto de la transmision de calor.

(1.39)

1.3. Transferencia de calor

Un cuerpo sumergido en un fluido el cual tiene una temperatura distinta a
dicho cuerpo es una fuente de perturbacion del estado de equilibrio del medio,
de aqui podemos aislar elementos del flujo localizados en los limites de la super-
ficie del cuerpo el cual al tener una temperatura distinta al elemento de fluido
se creara un proceso de intercambio y distribucién de calor por la conductividad
térmica debida a la diferencia de temperatura existente, este es el mecanismo
bésico de la transferencia de calor. Si ademds consideramos la no uniformidad
de la temperatura que provoca la no uniformidad de la densidad 6 bien genera
una variabilidad en Ap podremos notar que se generan corrientes de convecciéon
las cuales transfieren el calor, en general, la transferencia de calor por convec-
cién natural se produce en un campo no uniforme de fuerzas o en la presencia
de una fuerza gravitacional, entonces el movimiento que ocurre se conoce co-
mo conveccién térmica gravitatoria. Un cambio en la densidad también pude
deberse entre otras cosas a la no-uniformidad de como se distribuye la concen-
tracién de algiin componente en alguna mezcla o reactivo quimico (en este caso
hablamos de difusién de concentracién 6 conveccién), a la presencia de fases con
diferentes densidades o fuerzas de tensién sobre la superficie, etc. Asi pues las
corrientes por conveccién natural pueden ser inducidas tanto por la gravedad
como por otras fuerzas de masa (centrifuga, de Coriolis, electromagnéticas, etc.).
Por ejemplo, la conveccion dentro de tubos en rotacién llenos de gas inmerso en
un campo de fuerza gravitatoria no-uniforme donde también hay una diferen-
cia de densidades y un campo de aceleracién no-uniforme debida a la rotacion.
Ahora de todo ello podemos decir que el movimiento y el intercambio de calor
que ocurre en un espacio infinito se llama conveccion libre.

1.3.1. Ley de Fourier

En fluidos dada la conduccién de calor, aparece un movimiento convectivo
debido a la variacion de la densidad del fluido con la temperatura como ya bien
se ha comentado, Cuando en un medio existe un gradiente de temperatura el
calor fluye, esto es, la energia se transmite debido al movimiento del elemento
de fluido, asi pues se puede relacionar el transporte de energia por conduccién
con la ley de Fourier:

q=kVT (1.40)

es decir la densidad de flujo de calor q, es directamente proporcional al gradiente
de temperatura V7', en otras palabras el calor fluye de una zona de temperatura
alta a otra de temperatura baja. A la constate k se le denomina conductividad
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térmica donde sus unidades son J/(smK), siendo las unidades del flujo de calor
W/m? 6 J/(sm?) y la temperatura en grados centfgrados o Kelvin.

1.3.2. Conveccion libre y forzada

La presién juega un papel importante en el &mbito de no-uniformidad térmi-
ca pese a esto en la zona de flujo convectivo puede considerarse constante, en-
tonces decimos ahora que el movimiento y el intercambio de calor en un volumen
acotado se denomina conveccién natural. La conveccion natural de flujos pueden
ser laminar o turbulento, los datos experimentales muestran que en la conveccién
libre la parte basica de las perturbaciones térmicas e hidrodinamicas se concen-
tran en una capa limite més delgada del liquido cerca de la superficie donde
existe contacto y por lo tanto transferencia de de calor, por ejemplo en el fondo
de una lamina caliente en posicién vertical se forma una capa limite laminar con
el aumento den la altura de la placa aumenta el espesor de la capa limite y por
lo tanto disminuye la transferencia de calor, a cierta altura, el movimiento lam-
inar se altera y se convierte en turbulento. En esta region, el flujo representa el
movimiento al azar de las masas del fluido, cuyas caracteristicas se describen me-
diante funciones estocdsticas de espacio y tiempo variables. Para una parte de la
superficie caliente, donde las caracteristicas de la turbulencia térmica se vuelven
estadisticamente idénticas, existe un coeficiente de transferencia térmica la cual
es independiente de las dimensiones del cuerpo. Se sabe que en la conveccién li-
bre no se puede considerar por separado capas limite térmicas e hidrodinamicas
puesto que el movimiento del liquido esta totalmente determinado por el proce-
so de transferencia de calor, sin embargo los principales factores que afectan a
la velocidad de transferencia de calor por conveccion pueden ser clasificando su
modalidad en libre o forzada como ya mencionamos pueden ser en el régimen
laminar o turbulento, debida a la geometria del flujo o ya sea un flujo externo
o interno al cuerpo en la conveccion libre la diferencia de temperatura entre
el cuerpo y el entorno en reposo estas diferencias pueden crear una fuerza de
empuje, esta fuerza de empuje tiene el impulso que causa el desplazamiento del
liquido estableciendo asi corrientes y una velocidad que se pueden determinar
para distintos elementos de volumen del flujo. Ahora para el proceso de trans-
ferencia de calor por conveccién se sabe que en situaciones en que se induce el
flujo del fluido por algin medio externo como una bomba o un ventilador la
transferencia de calor promovido por este medio se llama conveccién forzada y
que puede ser estudiada de dos formas, al interior y exterior del cuerpo. En el
caso de flujo externo, capas limites son generalmente capaces de desarrollarse
libremente, mientras que para el flujo interno las restricciones impuestas por la
superficies adyacentes afectan el desarrollo del estudio. Por lo tanto de ello la
importancia de la interrelacion de tres pardmetros adimensionales de los cuales
se hablard con mas profundidad en las secciones siguientes, a saber los nimeros
de Reynolds, Prandtl, Nusselt. Que si bien se han discutido con anterioridad
nos ocuparemos de definirlos adecuadamente para un mejor entendimiento del
proceso de fluido-dindmica y transferencia de calor en hilos elipticos.

Independientemente del mecanismo ya sea libre o forzado la conveccién pro-
porciona la fuerza motriz para la transferencia de calor donde la geometria y las
condiciones iniciales del flujo proporcionan las variables para la ley de convec-
ci6n fundamental denominada Ley de enfriamiento de Newton, esta ley describe
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Cuadro 1.1: Rango de valores para el coeficiente de transferencia de calor

Proceso Tipo de fluido a(W/m?k)

Conveccién Libre Gas 2-25
Liquido 50-1000

Conveccién Forzada Gas 25-250

Liquido 50-2000

que la razoén de pérdida de calor de un cuerpo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y el medio que lo circunda la cual se expresa

de la siguiente forma:

dq = aAAT (1.41)
dt

Donde q es el flujo de calor (W/m?), « el coeficiente de transferencia de calor
por conveccién (W/m?K), y AT = (Ts — T) la diferencia de temperatura en-
tre la superficie Ty y el fluido (K). A menudo, la temperatura de la superficie
y los liquidos determinan el conocimiento de « la cual solo determina la tasa
de transferencia de calor, cuando el flujo de calor es constante la derivacién de
la transferencia de calor por conveccién proporciona el calculo del coeficiente o
siendo este la diferencia de temperaturas entre el elemento de superficie y el flui-
do. Ahora las velocidades del fluido son mayores para los sistemas de conveccién
forzada que es nuestro caso de estudio por tanto el coeficiente de transferencia
de calor superficial generalmente también es més grande, en el cuadro 1.1 1.1
se presenta una comparacién de la gama de valores mas comunes para « en la
conveccién forzada y libre, tanto liquidos como gases. Como puede verse en la
tablal. « es generalmente mayor para la conveccién forzada, hay un cierto grado
de solapamiento en sus valores para los dos procesos de conveccién y entre cada
uno de los tipos de liquidos. Para grandes diferencias de temperatura, las fuerzas
de flotabilidad inducida en la conveccion libre puede crear velocidades que se ac-
ercan a las realizadas en determinados sistemas de conveccion forzada. Ademés,
para liquidos viscosos, la transferencia de calor por conveccién forzada sus co-
eficientes pueden ser inferiores a la establecida para un sistema de conveccién
libre que incluye una solucién menos viscosa. El estudio de ambas convecciones
libre y forzada junto con la transferencia de calor por dicha conveccién es ante
todo cuestiéon de la derivacién de los coeficientes y nimeros adimensionales, ello
a fin de definir las temperaturas y flujos de calor dentro de los sistemas térmicos
que funcionan con fluidos. El coeficiente de transferencia de calor depende en
gran medida del estado de la capa limite que se forma cuando pasa un fluido en
movimiento (o elemento de volumen del fluido) relativo a la superficie.

1.4. Parametros adimensionales

Para que las ecuaciones presentadas en las secciones anteriores sean con-
sistentes y resuelvan problemas en general y no casos particulares debidos a
las condiciones fisicas del problema tenemos que expresarlas en forma gener-
alizada lo cual nos lleva a integrarle pardmetros adimensionales que ayudan a
cumplir dicho propdsito. Entre las cuestiones més importante que pueden definir
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un parametro adimensional estan su geometria por ejemplo en la ecuacién de
continuidad no aparece ningin parametro pero en la ecuacién de cantidad de
movimiento contiene sélo uno, considerado, como el mas importante en mecanica
de fluidos el nimero de Reynolds:

_pUL
I

Re (1.42)

Donde U es la velocidad caracteristica del fluido, L una longitud caracteristica,
p la densidad, y p la viscosidad. Este nimero siempre es importante y su efecto
s6lo puede despreciarse fuera de regiones donde hay gradientes altos de velocidad
por ejemplo lejos de las superficies fijas, chorros o estelas. De igual forma las
cantidades adimensionales son una herramienta poderosa en el andlisis de las
perdidas por conveccién o también es muy 1til para predecir el rendimiento de
sistemas que tienen caracteristicas aproximadamente semejantes. Por lo tanto
podemos decir para el nimero de Re expresa la importancia de los efectos
de inercia relativos al flujo viscoso en problemas de fluido-dindmica. También
existen varias cantidades adimensionales que representan propiedades distintas,
acordes a sus rangos, de flujo de fluidos en la presente tesis se mencionaran solo
los que nos competen tal es el caso de el nimero de Peclet la cual es también una
magnitud adimensional que expresa la conveccién térmica durante un proceso
de flujo, viene definido por el producto del nimero de Re por el Prandtl, dado
como:

_UuL
70/

Pe (1.43)

Donde U y L son cantidades como se describen para el Re y a es la difusivi-
dad térmica. Se mencionaba un pardmetro llamado nimero de Prandtl el cual
nos ayuda a calcular la transferencia de calor y materia a través de un fluido
estacionario o laminar y viene dado por la relacion:

Pr = o (1.44)
donde v es la viscosidad y a la difusividad térmica, se ha demostrado experimen-
talmente que los coeficientes de transferencia de calor y materia alcanzan unos
valores limites bajos dados por Nu = 2, donde Nu es el nimero de Nusselt con
respecto al fluido. Con respecto a esta iltima cantidad adimensional la defin-
imos como un cantidad que permite medir la magnitud del flujo de calor por
conduccion en un proceso de transferencia de calor. También puede considerarse
que el nimero de Nusselt es un gradiente adimensional de la temperatura sobre
la superficie en la que tiene lugar dicho proceso y estd dado por la relacién

_hL

N
YT

(1.45)

donde h es el coeficiente de intercambio térmico que se define de tal forma que:

donde n es la direcciéon normal a las isotermas, T; es la temperatura de una de
las paredes que limitan el espacio donde ocurre la transferencia de calor y T
es la temperatura de la pared restante. Con estas cantidades adimensionales se
describiran muchos de los resultados de la presente Tesis.
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Figura 2.1: Esquematizacién del problema

El problema que resolveré en la presente tesis es el siguiente, esquematizado
en la fig 2.1 consideremos un gas que se mueve a una velocidad Uy aguas abajo,
el cual incide sobre un arreglo de hilos con geometria eliptica, sobre la superficie
de éstos la velocidad del flujo es cero por condicién de no deslizamiento, ademéas
se considera que existe una caida de presiéon entre la entrada y la salida del
sistema por lo que la presién inicial del sistema es pg y la presion de salida es
Poo-

17
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Como puede verse en la figura 2.1, cuando 7 es igual a cero, sobre todo el eje
T existe una linea de simetria lo mismo sucede para el caso en el cual § = / este
echo implica la posibilidad de simplificar el esquema fisico del problema. Es im-
portante hacer notar la definicién en este caso eliptico de 7, y 7}, estan definidos
como el semi-eje mayor y el semi-eje menor respectivamente, de igual forma
definimos a cualquier cantidad ¢ como una cantidad con dimensiones y a toda
cantidad ¢ como una cantidad adimensional. Una vez caracterizado el problema
se presenta la dindmica del flujo a través de los hilos con geometria eliptica,
pasaremos a hacer uso de las ecuaciones que describen este proceso y también
realizaré una descripcion del comportamiento del fluido sobre el sistema tenien-
do en cuenta los efectos de la caida de presién y la disminucién de la velocidad
del flujo cuando cruza el arreglo, de tal manera que se favorezcan los procesos de
transferencia de calor y de transporte de masa, todo esto con el fin de estudiar
la eficiencia del sistema. Las leyes que nos permiten explicar la dindmica de un
fluido son: La conservacién de la masa, energia y momento; estas se encuentran
descritas en un sistema lagrangiano, pero es necesario describirlas a través de
un sistema euleriano que centra su idea en la conservaciéon de de los flujos a
través de un volumen de control como se menciona en el capitulo anterior, la
transformacién que nos lleva a éste resultado esta descrita a través del teorema
del transporte de Reynolds. Se desarrolla conjuntamente la formulacion de dos
cantidades que describen el comportamiento del campo de velocidades llamadas
vorticidad  y la funcién de corriente ) las cuales se muestran en secciones
subsecuentes. El objetivo es: estudiar el comportamiento de la transferencia de
calor si existe una excentricidad que no sea la circular (ya que este es un caso
bastante estudiado) para el cual se tenga un minimo de transferencia de calor,
de existir medir que valor se obtiene de excentricidad y si esta conserva una
geometria eliptica, determinando de igual forma su orientacion.

2.1. Variacion de la excentricidad

En el presente problema considero un &rea
constante para la elipse tomando un radio circular
de referencia r = 0.5 ya que se sabe que el circulo
es un caso especial de una elipse con excentrici-
dad e = 0, donde dicho valor para el radio de ref-
erencia es tomado a partir de la caracterizacién
geométrica del problema, de igual forma realizo
una variacién de la excentricidad conservando en 75 > 1q Up ra > 1 Down
todas las variaciones dicha drea constante, ahora
sabemos que la excentricidad se describe por la Figura 2.2: Orientacién de
siguiente ecuacion: las elipses en funcién de sus

semiejes
b2
e=14/1~- o (2.1)

Dado un radio de referencia (en este caso el de excentricidad circular) tenemos
que para conservar el area constante la ecuacion

A, = 7r? = 710.25 (2.2)
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Debiendo ser igual el area de la elipse en todo momento que se varien los
semiejes, dicha area eliptica es:

A, = mremy (2.3)

Igualando las ecuaciones 2.2 y 2.3 obtenemos:

0.25
===

A=A = 7025 =aryry . Tq (2.4)

v re=2B o= 1 (2
0.260 0.962 0.963
0.270 0.926 0.957
0.290 0.862 0.942
0.300 0.833 0.933
0.310 0.806 0.923
0.320 0.781 0.912
0.330 0.758 0.900
0.340 0.735 0.887
0.350 0.714 0.872
0.360 0.694 0.855
0.370 0.676 0.837
0.380 0.658 0.816
0.400 0.625 0.768
0.410 0.610 0.740
0.420 0.595 0.709
0.430 0.581 0.673
0.440 0.568 0.633
0.450 0.556 0.586
0.470 0.532 0.468
0.490 0.510 0.276
0.500 0.500 0.0
0.510 0.490 0.276
0.520 0.481 0.381
0.550 0.455 0.563
0.568 0.440 0.632
0.580 0.431 0.669
0.595 0.420 0.709
0.600 0.410 0.740
0.640 0.400 0.750
0.643 0.391 0.792
0.658 0.380 0.816
0.670 0.373 0.831

Cuadro 2.1: Valores para la excentricidad en funcién de rp

Se clasifican las elipses dependiendo de la orientacion que tengan estas y
sus respectivas orientacion estdan en funcién de cual semieje es mayor, esto se
muestra en la figura 2.1. Por lo tanto, dada la descripcién anterior tenemos que
las excentricidades a experimentar numéricamente se muestran en el cuadro 2.1,
cabe destacar que donde los semiejes son iguales (r, = 1, = 0.5) se tiene un
valor de excentricidad igual a cero y la geometria se vuelve circular, para este
caso en particular nombré la orientacién In que serd referida en varias imagenes
a lo largo de la presente tesis y pertenece al caso de referencia.

2.2. Ecuaciones de la fluido-dinamica

Una de las consideraciones de estudio en las propiedades del flujo es el campo
de velocidad U(x,y, z), de hecho determinar la velocidad es a menudo equiva-
lente a resolver el problema, ya que otras propiedades se obtienen directamente
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de aquélla al igual que la presién se necesitan conocer dichos campos para en-
contrar muchas de las propiedades importantes en la fluido-dindmica incluso es
posible encontrar el campo de temperaturas y la transferencia de calor a partir
de dichas velocidades. Al ser la velocidad un vector, esta cantidad es funcién de
la posicién y del tiempo, que tiene tres componentes escalares, u, v y w:

U(z,y, z,t) = u(x,y, 2, )i+ v(z,y, 2,t)j + w(z,y, z,t)k (2.5)

Ya en el capitulo 1 se planteo el uso de este campo en términos de ecuaciones mas
complejas y que detallan muchas de las propiedades que se quieren encontrar
en los fluidos para poder asi describirlos, para el problema planteado en el
presente trabajo tenemos que no se usan las tres dimensiones y es un problema
estacionario por lo cual no depende del tiempo, por lo tanto, nuestro campo de
velocidades queda descrito como:

U(z,y) = u(z,y, 2)i+v(z,y,2)j (2.6)

y haremos uso de esta expresion en términos de otras que proveen de una mayor
cantidad de informacién para la descripcién del flujo a saber la vorticidad y la
funcién de corriente.

2.2.1. Ecuacién de conservacién de masa

La ecuacién de continuidad se deriva de la ecuacién de conservacion de masa,
también conocida como la primera ley de Newton. Descrita en dos dimensiones
y para un sistema estacionario siendo p la densidad del fluido y su valor p =cte
obtenemos la siguiente ecuacién de continuidad:

ou 0Ov
o[+ a5 - 0

Ya que Dp/Dt = 0 y donde 4, v representan las velocidades en la direccién
longitudinal y transversal de manera dimensional. Con esto la ecuacién de con-
tinuidad queda reducida a dos términos que no son distintos de cero, de ella es
posible derivar la funcién de corriente que fue desarrollada por el matematico
francés J. L. Lagrange en 1755 y la cual retomaré mas adelante.

2.2.2. Ecuacién de balance de cantidad de movimiento

La ecuacién de balance de cantidad de movimiento se deriva de la segunda
ley de Newton, lo que nos lleva a describir al flujo, a través de la conservacion
de la cantidad de movimiento que actiia sobre el volumen de control dentro del
sistema euleriano. La derivada material del momento queda descrita a través de
las velocidades longitudinales y transversales del flujo y el cambio de la presién
dentro del sistema. Se muestra a continuacién la ecuacion de conservacion de
momento en su forma bidimensional, en el caso no estacionario, donde p es la
presién en el sistema, 14 es la viscosidad del gas, los términos de la derivadas
de primer orden son conocidos como los términos convectivos, mientras que los
que involucran a la segunda derivada son llamados difusivos. Reescribiendo la
ecuacion para el caso en el cual el flujo es estacionario las derivadas temporales
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de las velocidades longitudinales y transversales % y ¥ son cero como puede verse
a continuacion:

ou  du  10p  p[d*u 0%
u%—‘r‘Uafg— paxﬁ-pliw"‘w (28)
0 _Ov 10p 0% 0%

— 4 —=—-—+ | =+ = 2.
Yoz +vay p0y  p {8502 * 02 (2:9)

Las ecuaciones de cantidad de movimiento son una aplicacién de la segunda ley
de Newton. Cada una de ellas establece que la fuerza de inercia(debida a la
aceleracién del fluido) es igual a la fuerza neta externa que acttia sobre el fluido.
Los primeros términos constituyen a la aceleracién convectiva y son términos
no lineales (conveccién forzada). Los dos primeros términos del lado derecho de
la igualdad son las fuerzas superficiales, motriz y viscosa, respectivamente.

2.2.3. Adimensionalizacion de las ecuaciones de cantidad
de movimiento

En la forma en que se present6 el sistema de ecuaciones de la seccién ante-
rior estan descritas de manera dimensional, lo que corresponderia a un problema
en concreto, lo que a continuacién se desarrollard es una generalizacion en la
descripcion de las ecuaciones del problema, realizando un cambio de variables
adimensionalizaré el sistema de ecuaciones para resolver al mismo, esto apoya
a posibles planteamientos de cualquier condicién de frontera que se quiera re-
alizar posteriormente, esto es, las ecuaciones quedan en funcién de constantes
adimensionales como el nimero de Reynolds, Prandtl, etc.

Comenzamos con las escalas de longitud las cuales adimensionalizamos con
longitudes caracteristicas del problema, tomando la longitud entre las elipses ¢
esto es:

~| 8

(2.10)
y =

Sl

En ambas direcciones, igualmente las velocidades con la velocidad libre de flujo
UQZ

u

'LL:Uio

(2.11)
_ v
=5

De donde la adimensionalizaciéon de la presién es:

v

p

_ P 2.12
pUS (2.12)

p

Las deducciones para la adimensionalizacién de las ecuaciones se muestran en
el apéndice A donde las ecuaciones adimensionalizadas quedan descritas como
se muestran a continuacion:
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» Ecuacién de conservacién de masa:

ou Ov
Ou , Ov| _ 2.1
f’[aﬁ 8y} 0 (2.13)

= Fcuacién de conservacion de cantidad de movimiento, en ambas direc-
ciones es:

ou ou op 1 [8%u 0O%u
v = | 2.14
“ox +v8y ox + Re {6m2 + Oy? (2.14)
v v op 1 [0%v 0%
b = | 2.1
“or + v@y Oy Re [83:2 + Oy? (2.15)
Donde el numero de Reynolds se define de la siguiente forma:
Re — Palol _ tUo (2.16)
Hg Vg

2.2.4. Condiciones de frontera para la velocidad y la pre-
sién adimensionales

Dada la simetria del problema y una vez adimensionalizadas las ecuaciones de
la fluido-dindmica tenemos que las condiciones de frontera del presente problema,
para la velocidad y la presiéon para las regiones definidas en el espacio segun se
muestran en la siguiente figura:

d
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Figura 2.3: Tomando el arreglo de hilos elipticos realizamos un corte acorde a la
simetria y se definen las regiones en el espacio

Donde S, es la superficies de la elipse la cual definimos ya que a, b estdn cam-
biando dependiendo de la excentricidad y dadas dichas regiones las condiciones
de frontera en los intervalos a los contornos son de la siguiente forma:

x=—-L,yel0,] — u=Usx, v=0.
0
x=L, ye[0,f] — gz—O,v—O.
xe|-L L, y=4 — a—u:Qv:O.
L (2.17)
x€[-L,—mp), y=0 —> v:O,a—yzo.
0
x €lry, L], y=0 — v:O,—u:O.
y
z,y€Se — u=0,v=0.
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2.3. Planteamiento del problema térmico

Una vez estudiada la dindmica del gas, es posible hacer la extensién al modelo
con transferencia de calor. Para este caso, las condiciones de simetria estableci-
das anteriormente en la dindmica del flujo se mantienen; ademas que la densidad
y la viscosidad en el sistema se mantienen constantes. Podemos establecer que
inicialmente el flujo se encuentra a una temperatura 7T,, mero que la temper-
atura a la que se encuentra sometido el hilo T),. De esta manera, atendiendo a
la transferencia de calor, el hilo cedera calor al flujo calentandolo. La cantidad
de calor que se ceda al sistema dependera de la velocidad, del calor especifico,
de la densidad y de la viscosidad del flujo de gas.

Una vez estudiada la dindmica del fluido, es posible hacer la extensién al
modelo con transferencia de calor. Para este caso, las condiciones de simetria
establecidas anteriormente en la dindmica del flujo se mantienen; ademas que la
densidad y la viscosidad en el sistema también se mantienen constantes. Pode-
mos establecer que inicialmente el flujo se encuentra a una temperatura Ty,
menor que la temperatura a la que se encuentra sometida el hilo T,. De es-
ta manera, atendiendo a la transferencia de calor, el hilo cedera calor al flujo
calentdandolo. La cantidad de calor que se ceda al sistema dependerd de la ve-
locidad, del calor especifico, de la densidad y de la viscosidad del flujo de gas,
tal como se vera en las secciones siguientes.

2.3.1. Ecuacién de la energia con dimensiones

La ecuacién de la energia describe la transferencia de calor que existe en un
sistema, en este caso de los hilos elipticos hacia el fluido, es importante hacer
hincapié en la comprensién fisica de los términos de la ecuacion, si se encuentran
del lado derecho describen la transferencia de calor por conveccion, ésta se debe
al transporte de calor via el movimiento de flujo; como se habia mencionado en
la introduccién, los términos del lado izquierdo de la ecuacién dan la informacion
de la transferencia de calor, que obedece a la conduccion de calor que existe en
el gas, la ecuacién de la energia en su forma dimensional es:

_or  _oT o’T  9*T
pCy (u% + v&y) =k [W + ayz} +F (2.18)

donde C,, es la capacidad calorifica del gas, k es la conductividad térmica del gas
F representa un término fuente, que para el caso de estudio que nos interesa es
cero. La ecuacion es una consecuencia de la primera ley de la termodindmica. El
lado izquierdo representa la rapidez de cambio de energia interna(transferencia
convectiva) y el lado derecho representa la rapidez a la cual se adiciona calor
por conduccion y la disipacién viscosa es importante para flujos muy viscosos
moviéndose a altas velocidades.

2.3.2. Adimensionalizacion de la ecuaciéon de la energia

La ecuacion 2.18, se encuentran descrita en forma dimensional como se men-
cionaba anteriormente, lo que significa que corresponde a un problema especifi-
co, por ello se propone una serie de cambio de variables que adimensionalice la
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ecuacién y asi se puedan resolver para cualquier condicién, para ello usamos el
pardametro de adimensionalizacién para la temperatura

T-T,

donde T, es la temperatura dimensional de la superficie de la elipse, por lo
tanto, la ecuacién de la energia en forma adimensional y estacionaria queda
escrita de la siguiente manera:

2 2
00 00 1 [6 0 0 9] (2.20)

u%—l—va—yzﬁ @4‘@

2.3.3. Condiciones de frontera para la temperatura adi-
mensional

En el apéndice A se realiza una deduccién mas detallada de la ecuacién 2.20
y sus respectivas condiciones de frontera adimensionales son como se muestra
en la siguiente figura:

a _
dr

0 =0

T
b

o8 _0
i

-L

Figura 2.4: Condiciones de frontera para la temperatura sin dimensiones

x=-L,yel0,f] — 6=0.

09

:L E — — U.

x , y€[0,f] — % 0

ze|[-L L, y=0 — 2—2:0.
(2.21)

z€[-L,—m), y=0 — %—O

; by Y= ay_ .

z€lrp, L], y=0 — g—z:O.

r,y€ S — 0=1.
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2.4. Formulacién de las ecuaciones en términos
de la vorticidad y de la funcién de corriente

Se desarrolld en las secciones anteriores las ecuaciones que rigen al movimien-
to del fluido, éstas se describen en términos de valores caracteristicos adimen-
sionales como son: la velocidad longitudinal v, la velocidad transversal u y la
presién p del fluido, ademds de las ecuaciones de conservacién de la masa, can-
tidad de movimiento en ambas direcciones. Ya con esta informaciéon tenemos
que el sistema se encuentra cerrado, lo cual implica que la solucién es tnica y
utilizando una formulacién del sistema de ecuaciones dependientes de la funcién
de corriente y la vorticidad se obtiene un sistema integrador numérico del pre-
sente problema. La deducciéon mas detallada se presenta en el apéndice B, por
lo tanto la nueva descripcién vorticidad y funcién de corriente queda reducida
a dos ecuaciones:

Q=- [8% 821/’} (2.22)

ox2 | 9y?

Donde la ecuacién de vorticidad establece que la rapidez de cambio de la vor-
ticidad de un elemento de fluido depende del gradiente de velocidad y de su
difusién por efectos viscosos.

2 2
pon  9Yon 1 {aa ag} (223

Dy or 0xdy  Rel|owz o2

2.4.1. Condiciones de frontera de la funcion de corriente
y vorticidad

Donde las condiciones de frontera que les corresponderia en la entrada y en
la salida del sistema son:

) )
W _

d Jdy

&y o
p—y=0=0 T

T b
ta=0¢=0 Q=0vy=0-

Figura 2.5: Condiciones de frontera para la vorticidad y funcién de corriente



26 CAPITULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

condiciones de forntera para la funcién de corriente:

r=-L, yel0,f] — 9=y
oY
:L R
x ,ye0,] — o 0
e[-L, L], y=4 — =1.
z €| Iy (@ (2.24)
x€|-L,—r), y=0 — P =0.
z€lry, L], y=0 — ¢ =0.
r,ye€S. — Y=0.
condiciones de frontera para la vorticidad:
x=-L,yel0,f — Q=0.
o9
:L Ae -~ — U.
x ,ye0,f] — o 0
x€|[-L L, y=0 — Z—Q:O.
Y (2.25)
x€|-L,—r), y=0 — Q=0
z€lm,Ll, y=0 — Q=0
0%
z,y€e S, — Q= o

Donde n es la normal a la superficie.

2.5. Sistema de ecuaciones adimensionales para
su simulacién
Por lo tanto de las secciones anteriores tenemos en resumen que las ecua-

ciones adimensionales que se resuelven y simulan al igual que se obtendran los
resultados de la presente tesis son:

o o0 1o o
Yor T8y T Pe |22 T By?
oy 9%y
_ Py Py 2.26
@ ox2  0Oy? (2:26)

oY oy  dYor 1 9%Q n 0%Q
oy 0xr  Ox Oy  Re |0x2 = Oy2

que al ser un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales se tienen

que resolver con métodos y algoritmos numéricos asi como todo el tratamiento
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matematico con respecto a las transformaciones del espacio computacional al
fisico generando un mallado que forma una parte importante al contribuir en el
espacio de soluciones éptimos que represente toda la fisica del problema.
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Capitulo 3

Generacion de mallas y
ejecucion del esquema

numérico en CPU y GPU

3.1. Meétodos de soluciéon numéricos de sistemas
de ecuaciones elipticos en derivadas par-
ciales

Una ecuacion eliptica en derivadas parciales de segundo orden es una ecuacién
del tipo:
Augy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + F =0 (3.1)

(3 2)

es definida positiva. Ejemplos de este tipo de ecuaciones son: la ecuacion de Pois-
son, la ecuacion de Laplace, la ecuaciéon Biarménica y la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo. Puesto que las ecuaciones que rigen al sistema son
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden como se muestra en capitu-
los anteriores, es necesario conocer las técnicas numéricas para resolver dicho
sistemas de ecuaciones que describen el problema. Los métodos comunmente
usados son los iterativos que consisten en la aplicacién repetida de un algoritmo
el cual conduce a una eventual convergencia después de un numero finito de
repeticiones 6 iteraciones. El método empleado para resolver el presente prob-
lema es el de Gauss-Seidel, que consiste en proponer una solucién, resolver la
matriz resultante e iterar sobre estas hasta que las funciones convergan, la ven-
taja de este método es que requiere de poca carga de memoria RAM ya que
todo el proceso de cémputo se ejecuta en el procesador CPU eliminando asf ac-
cesos a memoria. Cabe senalar que existen métodos directos que se emplean
para la inversién de matrices tales como la regla de Cramer, el algoritmo de
Thomas (algoritmo de resolucién de una matriz tri-dia-gol-mal). As{ pues re-
solver sistemas de ecuaciones con la metodologia de ir iterando los algoritmos
es de gran importancia en la resolucién de problemas fisicos y matemaéticos de

en la cual la matriz

29
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aqui que existen un tipo de matriz tipica de sistemas fisicos que se pueden re-
solver con métodos de diferencias y elementos finitos haciendo uso de algoritmos
como la eliminacién Gaussiana junto con el algoritmo de Thomas. En esta ma-
triz los elementos de la diagonal distintos de cero son los coeficientes debidos a
las condiciones iniciales y los elementos discretizados de los sistemas de ecua-
ciones, es util tener en cuenta las variantes de la eliminacién Gaussiana para
esta estructura de bandas y asi maximizar los recursos de cémputo y reducir las
operaciones aritméticas siendo el sistema como se muestra a continuacién:

A A ®, B
Asy Agy A @, By
Asy Asz3 Az o3 | _ | Bs
Annfl Ann q)n Bn

La ventaja de estos sistemas es que toman a las ecuaciones completas y las re-
suelven en un solo paso, por lo que el numero de iteraciones cuando el sistema
es acoplado disminuye. Razén por la que en un principio, se trabajo con este
método para tratar de solucionar el problema. Sin embargo, se debe considerar
que se tiene que construir una matriz del tamafio (m; * n;)? la cantidad de
memoria utilizada para resolver el sistema es excesiva, por lo que se necesita
de un equipo de computo con caracteristicas especiales para obtener una buena
resolucién del problema.

Las ecuaciones de Navier-Stokes y la de energia se pueden describir medi-
ante el sistema de vorticidad-funcién de corriente, y se resuelven a través de este
método, pero considerando el coste computacional que implicaba se buscaron
métodos y tecnologfas alternas como la GPU (Graphic Processor Unit por sus
siglas en Inglés 6 Unidad de Procesamiento Gréfico) y algoritmos paralelos como
el PCR (Parallel Ciclic Reduce) para resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales.

3.2. Generacién de Mallas computacionales

Una de las complicaciones al intentar resolver el problema del flujo que pasa
a través de un arreglo de hilos elipticos, es el de la geometria la cual es bastante
compleja, esto por que se encuentra sumergida en un sistema rectangular im-
puesto por las condiciones de frontera. Lo que es necesario dada la geometria del
problema es realizar una transformacién de coordenadas desde el espacio fisico
a un espacio computacional, como el sistema de ecuaciones que rigen al flujo es
eliptico, provoca que se den cambios abruptos en la continuidad de la malla lo
cual genera errores numeéricos considerables viéndose reflejados directamente en
el comportamiento del flujo.

Por lo cual tenemos que es prioridad generar mallas computacionales para
tener un escenario mas cercano al real, donde las variables fisicas en el espacio
tengan cambios graduales, esto por que la idea principal es que el dominio com-
putacional corresponda al dominio fisico de las condiciones de frontera, a este
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hecho se le denomina adaptacién geométrica que se ve reflejada en una mayor
cantidad de nodos utilizados al generar la malla de tal manera que cumpla con
las condiciones del problema, al tomar en cuenta que se generan una mayor can-
tidad de nodos de tal forma que no se tenga cambios abruptos y por el contrario
estos sean graduales.

Las mallas computacionales deben cumplir con ciertos requisitos, para gener-
ar as{ un espacio de soluciones sea correcto y sin fuentes de errores numéricos:

1) Minimizar errores numéricos. La resolucién y la orientacién de la malla
con respecto a la direccién del flujo, asi como el no considerar los errores
de truncamiento, puede llegar a convertirse en fuente de grandes errores.

2) Proporcionar estabilidad numérica. En ciertos métodos numéricos de res-
olucién de ecuaciones ya sean estos implicitos o explicitos, su estabilidad
depende del tamano del elemento descretizado, por lo que se debe tener
cuidado a la hora de generar la malla.

3) Lograr un ahorro de cdlculos computacionales.
4) Disponer de un facil manejo en las condiciones de frontera.

Existen una extensa cantidad de métodos numéricos para generar mallas, entre
los que destacan se encuentran: el método algebraico, el método de interpolacion
a través de polinomios de Hermite, etc. sin embargo por adaptarse mejor para
resolver nuestras condiciones del problema se utilizo el método eliptico de gen-
eracién de mallas. Este método se desarrollé en los anos 70’s siendo Thompson
el precursor de este.

Sus primeros usos fueron para calcular los esfuerzos de un flujo sobre super-
ficies complejas sumergidas en medios infinitos. La idea se centra en utilizar un
sistema de ecuaciones elipticas para convertirlo en un sistema de coordenadas
cartesiano normal y ortogonal, Thompson us6 en un principio la ecuacién de
Laplace para realizar la transformacién, posteriormente utilizé la ecuacién de
Poisson donde propuso funciones de peso que fueran capaces de distribuir la
malla dentro del sistema, ademads de proveer de condiciones de frontera ortogo-
nales en regiones donde fuera necesario.

Las ventajas que proporciona este método ya que se tiene una ecuacién
eliptica de clase CA son:

- Su primera y segunda derivada siempre existen dentro del campo de la fun-
cién, implicaria que las derivadas de las ecuaciones diferenciales que rigen
al flujo también existen invariablemente, ademas de que las ecuaciones de
Navier-Stokes son también elipticas y de clase CA.

- Las discontinuidades en las condiciones de frontera generadas por las es-
quinas de la malla no adicionan mayor problema numérico ya que las dis-
continuidades en las condiciones de frontera de un sistema de ecuaciones
eliptico es de clase CA y se suavizan hacia dentro del espacio.
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3.2.1. Ecuaciones para la generacién de mallas elipticas

Como se mencionaba en secciones anteriores la geometria del problema es
compleja, por lo que es necesario utilizar un método para generar un espacio
computacional de soluciones. Tomando el esquema de Thomson y Eiseman al
proponer un método de sistemas de de coordenadas curvilineas, que consiste en
convertir un sistema de coordenadas (z,y) con una forma geométrica arbitraria
a un espacio cartesiano ortonormal (£, 7).

La propuesta es un sistema generador de coordenadas a través de la ecuacion
de Poisson:

0% 0%
0x2 = 0Oy? P(&n) (3.2)
0%n  0%n
0x? = Oy? Q) 33

Si consideramos que el sistema de ecuaciones debe de ser resuelto en el espacio
computacional entonces los términos de las variables dependientes e independi-
entes debe de ser intercambiados, esto es posible utilizando la transformacion
jacobiana del sistema, por lo que obtenemos un sistema de ecuaciones elipticas
no lineales en el plano de transformacion:

0%z 0w Pr Ox Ox
a@—Qﬁ@ +787772——J (P(&ﬁ)ag+Q(fﬂ7) 5‘77) (3~4)

&y Py Py, dy Yy
a@—2ﬂ8€80+78772——n7 (P(f,n)angQ(&,n) 877) (3.5)

Donde J es el jacobiano de la transformacién y «, 8 y v son los coeficientes de
la transformacion escritos a continuacién:

Px 0%y
o = 67772 + ({977)2 (36)
_0xdw dydy
ﬁ_6n8§+6n8§ (3.7)

() (G 63

Los pardmetros P (§,1) v Q (§,7n) definen la distribucién de la densidad de la
malla, dependen de la geometria del problema y del tipo de transformacion,
para este caso los pardmetros tomaron la siguiente forma:

P(&n) = (—aisign(é — &)ewp(—cil€ — &) (3.9)
Q(&n) = (=bisign(n — ni)exp(—di|n — i) (3.10)

Por lo tanto la malla computacional para los valores P (£,n) y Q(&,7n) es:
92 —y - 1=0
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La gran ventaja de estos parametros es que logran una buena distribucién
en la frontera y tiene su mayor densidad cerca del cilindro, donde nos intere-
sa mayormente los procesos fisicos a estudiar. Teniendo la transformacién de
coordenadas de la siguiente forma:

T

&z, y),n(z,y) ==
3.11
y (. y) () = v (3:11)
Diferenciando ambas ecuaciones con respecto a y tenemos:
m&fm + TNz = 1, x&fy +zyny = 0 (3.12)

xéfac + TNz = 0, y&gy + Yty = 1

La matriz resultante del sistema de ecuaciones es
FEIERA R
Ye Yn Nz Ty 0 1

De tal manera que el Jacobiano de la matriz J, para la transformacién del
plano x — y al plano & — 1 esta dada por:

J= [ re dn } (3.13)

Ye  Yn

Lo que implica que J es una ecuacién invertible, por lo que la transformacién
inversa J-1 se encuentra dada por

J= { by f}z ] (3.14)

El jacobiano J de la transformacién de coordenadas se encuentra dado por el
determinante de la matriz que es:

J =det(J) = xeyy — Tpye (3.15)

De tal manera que se puede también obtener el determinante inverso de la
matriz. Este se obtiene de manera muy sencilla, invirtiendo el determinante
del jacobiano para el caso de una matriz de 2x2, obteniendo la siguiente forma
alternativa.

J-l— 1 [ Yn  —Iy } (3.16)

JL Y xe

Comparando la ecuacién anterior se pueden obtener los coeficientes geométricos
de la transformacién. Resumiendo, para una funcién F, como forma general
para cualquier ecuacién diferencial parcial que describa el problema, se pueden
obtener las derivadas primeras y segundas en el nuevo sistema coordenado a
través del siguiente sistema matricial:

Yn —Ty —Ye 3
= 75 Sy — ) r — 9 = 7 1
&= &=~ T = (3.17)
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La expresion geométrica para las derivadas de segundo orden queda descrita por
el siguiente sistema de ecuaciones:

Eze = [—ng?? + JYnYen + InVeyn — Jy&%m] /J3a
Coy = [Jﬁxnyg — JYnxen — JnYexn + Jyetoy] /T3,
Syy = [—ngn + Jryzen + Jnrery — fol"nn] /3,
Nez = [— Ve + Jyeyen + Jeyeyn — Jynygg] /J?,
Ney = [InTeyn — JYeten — Jeyne + JynTee) /T3,
Nyy = {—Jetaxg + Jxewey + Jexea, — anxgg} /J3.

(3.18)

De tal manera que agrupando el sistema de ecuaciones en las variables apropi-
adas el nuevo sistema queda como:

Je = Tecn + Telen — Tenle — TyYee, (3.19)
Iy = Tenyn + Teynn — TypYe — TnYen-

3.2.2. Ecuaciones en el sistema £ y 7

El sistema de ecuaciones completo del problema es llevado también a través
de la transformacién Jacobiana a continuacién se muestran las ecuaciones es-
critas en el espacio computacional (£, 7). Vorticidad:

o o Py I o
—T— — 00— + <2ﬂana§J§2>

Con sus correspondientes condiciones de frontera en términos del apéndice B:

=1y P =05 'I‘_—' = Ay (He)ldh—y):

(1,0) (L1)

n

w=10 YY) £ (1) ¢=20

=1

Figura 3.1: Condiciones de frontera de

Ecuacién de Navier-Stokes en el espacio (&, 7)
[J Re% — T:| % +

3 (3.21)

2 2 2
[_JReaw ]8(2_8(2 Q00

—— — =« +v= — 28—
R T T T T
Con sus correspondientes condiciones de frontera igualmente en términos del
apéndice B:
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Q=0; ¢=0; 98 Al (Re)02

an

(1,0) [EFRY)

Q=0 (0.0 é- nf Q=0

Figura 3.2: Condiciones de frontera para 2

Donde:
U:%(ag MD)
r=1(&0.-%D))
D, =al% - 2/35"’ gg
D, agé’ 268&% dé’

Cuando se resuelven problemas del flujo de un fluido y de la transferencia de
calor por estos métodos, es necesario la generacion de un sistema coordenado
que se adapte al dominio fisico complejo. El sistema coordenado x y vy, es el
resultado de la transformacién del dominio, que es el sistema & y 7, por lo que,
las ecuaciones diferenciales que gobiernan al sistema, deben ser transformadas
en su expresion equivalente en el espacio £ y 7. En esta seccién se mostrard co-
mo se construyen la primera y la segunda derivada como expresiones generales
para poder escribir el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales parciales que
describen el problema.

3.3. Meétodo numérico para la generacion de ma-
lla

Para resolver las ecuaciones del sistema x y y de generacién de malla, es
necesario buscar un método iterativo. Este es implicito y de él se utiliza la parte
difusiva para iterar en las ecuaciones completas. Lo primero que se hace es gener-
ar una malla usando sélo la ecuacion de Laplace, y se le deja converger hasta
un factor de 1 x 10~% tanto en 2 como en y. Después se recalculan los factores
«, B, v, 0 y T para establecer una distribucién de malla consistente pero no
ortogonal. Para lograr la ortogonalidad del sistema, se lee el campo coordenado
dentro de éste, sin considerar las condiciones de frontera preestablecidas, por lo
que se imponen nuevas condiciones de frontera, que den la forma a ésta, pero
imponiendo adema&s una condicién de ortogonalidad. Por otra parte, para poder
establecer la correcta distribucién de los nodos al interior de la malla, se utilizan
las funciones de peso P (£,17) Y Q (§,7) que estan definidas por las ecuaciones
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3.9 y 3.10.

La formulacién del espacio computacional donde se resuelve el sistema de
ecuaciones se encuentra descrito, donde se muestra al sistema vorticidad-funcién
de corriente, transformado en el espacio computacional. Las condiciones de fron-
tera son transformadas también en el nuevo espacio, mientras que el sistema
utilizado para la generacién de mallas, al ser eliptico, es el mismo para resolver
la dindmica del flujo, iniciando primero con la condicién de un flujo irrotacional,
para luego establecer el campo de vorticidad adecuado. El sistema de ecuaciones
se itera hasta el punto donde la convergencia de la diferencia del campo de la
funcién de corriente sea del orden antes mencionado.

3.3.1. Numero de Courant dt adaptativo

El ntimero de Courant en un pardmetro adimensional que relaciona el paso
de tiempo con la menor distancia entre dos puntos en la malla del espacio fisico
y se multiplica por la velocidad méaxima esto es:

T

Co= Umaw W(h)

(3.22)

Donde Uas es la velocidad méxima del fluido, 7 = dt fijo y min(h) es el
parametro espacial, para este tipo de métodos donde se resuelven flujos so-
bre sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas el usar el niimero de
Courant estabiliza y asegura la convergencia a la solucién, es importante men-
cionar que la magnitud del dt en el método numeérico es recalculado por Co y
Co <« 1.0 de esta ultima condicién tenemos que un valor pequeno del niimero de
Courant es indicativo de un calculo numérico con un tamano pequeno del ele-
mento temporal. Al generarse las mallas con diferentes excentricidades el min(h)
se vuelve dinamico y su valor se extrae del minimo intervalo al generarse el es-
pacio mallado lo que implicaria una carga extra de computo para extraer dicho
valor, pero dentro de la malla existe una condicién que nos asegura que existe
una minima distancia comun para todas las mallas y es dicho valor el que se
toma para calcular C'o, en la siguiente figura de que regién de la malla se extrae
dicho valor dicho factor:

min(h)|

s e
T
——T

* min(h) >

Figura 3.3: Elemento minimo espacial para el calculo de el nimero de Courant

Este contorno en la superficie de la elipse que se a coloreado para fines de
visualizacién tiene una caracteristica adicional que es el hecho de condicionar a
la perpendicularidad de las derivadas sobre dicha superficie lo cual proporciona
un calculo con mucha mayor precisién al momento de resolver las propiedades
fluidas y de temperatura.
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3.4. Meétodo de soluciéon de una matriz tridiago-
nal con GPU

Dentro de la caracterizacion de las condiciones de frontera encontramos aque-
lla que nos plantea un sistema de ecuaciones tridiagonal y son las condiciones
de Dirichlet que involucra la soluciéon a dicho sistema que ademés posee la
caracteristica de ser simétrica y con elementos uniformes sobre las diagonales
principales, de aqui que se pueda desprender un método numérico en paralelo
alternativo al algoritmo serial de Thomas para la resolucién de dichos sistemas.
Una observacién clave para la ganancia en el rendimiento esta determindo por la
composicién de los factores que incluyen accesos a memoria global /compartida
(global/shared, una descripcién de estos elementos se ofrece en el Apéndice E
), conflictos entre bancos de datos, la complejidad computacional del algoritmo,
el control y la sincronizacion de los hilos de ejecucion, pese a estas barreras
encontré dentro de los patrones de estos sistemas de ecuaciones que:

= Las diagonales superior (Upper) e inferior (Lower) del nuevo sistema tridi-
agonal formado durante la fase de sustitucién regresiva se fija con sus
elementos idénticos.

» Unicamente los primeros y iltimos tres elementos de la diagonal principal
operan sin tener cambios frente a los demds elementos de la diagonal
principal.

= El célculo de todos los subsecuentes valores para los nuevos elementos de
las diagonales donde se encuentran Ao y Aoy Unicamente requiere del
conocimiento del valor inicial de Aq;.

Dentro de la GPU estas observaciones nos permitira reducir el almacenar en la
memoria compartida (shared memory) y asi de igual forma reducir las opera-
ciones de lectura/escritura en memoria.

Para aplicar sobre este breve andlisis, tomandolo como una primera aproxi-
macion a la paralelizacién de un algoritmo para resolver un sistema tridiagonal,
se tienen que conocer un conjunto de algoritmos tipicos y propios de la arquitec-
tura GPU que nos permitan como operaciones elementales generar un algoritmo
hibrido que nos lleve a la soluciéon de nuestro sistema tridiagonal en el minimo
tiempo posible y superando los cuellos de botella. Caracterizando el coste de es-
tos diferentes algoritmos con respecto a la complejidad computacional, niimeros
de pasos, conflictos en accesos a bancos de memoria, vectorizacién a nivel hard-
ware y otros factores encontramos la combinacién que nos permite proponer
el algoritmo hibrido y este es aquel que integra la operabilidad del algoritmo
de Reduccién Ciclica (Cyclic Reduction CR) Reduccién Ciclica Paralela (Par-
allel Cyclic Reduction PCR) y Duplicacién Recursiva (Recursive Doubling) que
logran un algoritmo en GPU en el méximo performance y reducen pasos inefi-
cientes dentro de un algoritmo global. Una propiedad importante que dentro de
los métodos numéricos se debe considerar es que se tiene una gran considerable
exactitud y estabilidad numérica lo que nos permite tener una solucién rapida
del sistema tridiagonal que se origina de la aplicacién del método ADI (alter-
nating direction implicit) para la solucién de ecuaciones diferenciales elipticas.
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3.4.1. Planteamiento del método numérico Hibrido y al-
goritmos intrinsecos GPU para su composiciéon

Inicialmente se planteo un sistema tridiagonal que provenia de la discretizacion
de las ecuaciones diferenciales, en esta seccién trataremos nuestra matriz como
un ente matematico matricial en el cual no importa de donde provienen los fac-
tores y obedece a sus principales caracteristicas de matriz no singular, entonces
tenemos que resolver el sistema con n ecuaciones de la forma Ax = b donde la
matriz A es:

by
az by ¢
A= a3 by c3
Cn—1
an by

Como comentdbamos el algoritmo que comunmente es usado para resolver este
tipo de sistemas es el algoritmo de Thomas que usa eliminacién Gaussiana para
dicha funcién, haciendo unas modificaciones obtenemos una primera aproxi-
macién a nuestro algoritmo. Tenemos que el TA (Thomas Algorithm) opera
en dos fases, eliminacién progresiva sustitucién regresiva, en la primera fase
eliminamos la diagonal inferior mediante:

O
Ay

,
C/l = E

¢, = b,i_ccila; ,10=2,3,...,n—1
dy =4 ,

dy =499 93 n-1

/ )
bifci_lai

La segunda fase resuelve para todas las incégnitas recorriendo desde la tltima
hasta la primera:
/ / ’
Tp=d,, T;i=d;,_; —¢;Tit1

El algoritmo es relativamente simple, pero inherentemente serial y toma 2n pa-
sos de cémputo, por lo que el calculo de c;, d; y z; depende del resultado de su
precedente inmediato en este caso c;_l, d;_l y Zi+1, por lo que existe la necesi-
dad de introducir nuevos algoritmos paralelamente propios de la arquitectura
GPU en general estos métodos realizan una mayor transacciéon de datos con un
menor numero de pasos y son mucho mas adecuados para una implementacion
paralela.

3.4.2. Reduccién Ciclica (CR Cyclic Reduction)

Es un algoritmo que también consiste en dos pasos, reducciéon progresiva y
sustitucién regresiva. La reduccién progresiva, reduce sucesivamente a un sis-
tema cada vez mas pequeno, sistema que se va reduciendo a la mitad el niimero
de incégnitas en cada paso hasta que el sistema ha alcanzado 2 incégnitas. La
sustitucion regresiva determina sucesivamente la otra mitad de las incégnitas us-
ando los valores resueltos previamente. En cada paso de la reduccion progresiva,
se actualizan todas las ecuaciones con indices par en paralelo con la ecuacion i-
ésima del actual sistema esto como una combinaciéon lineal de las ecuaciones con
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Paso 1: Reduccién Progresiva
reduciendo a sistema de 4 incagnitas

Paso 2: Reduccidn Progresiva
reduciendo a sistema de 2 incégnitas

Paso 3: Resolviendo sistema
de 2 incognitas

Paso 4: Sustitucién regresiva
resolviendo para las otras 2 incognitas

Paso 1:Sustitucién regresiva
resolviendo para las otras 4 incégnita:

Figura 3.4: Patrén de Comunicacién del algoritmo CR con un ejemplo de 8 incégnitas
mostrando el flujo de ejecucion entre cada ecuacion etiquetadas de la el a la e8 donde
e’ y " son las ecuaciones actualizadas

indice i. ia e i-1, de aqui que se deriva el sistema de incégnitas con unicamente
indices pares. La ecuacion i-ésima tendra la forma: a;z;—1 + b;x; + c;x;41 = d;.
Al actualizar los valores de a;, b;, ¢; y d; tenemos:

a; = —a;_1ki,

by = b — ci_1ky — aiy1ko
¢; = —Cip1ka,

dy = d; — di—1k1 — dis1ks
kl = b?—il’ k2 = bic+i1

En cada paso de las sustitucién regresiva, resolvemos las incégnitas con indices
impares z; en paralelo se sustituye las ya resueltas z;_1 y z;41 valores de la
ecuacion 1,

difaixi,lfc;rprl

b/

k3

€T, =

Noétese que, en aras de la simplicidad, en la descripciéon anterior, se prescinde
del tratamiento especial de la ecuacién anterior y la primera incégnita, respec-
tivamente, en las dos fases del algoritmo. Ademads, resolvemos un sistema de
2-incégnitas entre las dos fases del algoritmo. la Figura 3.4 muestra el patrén
de comunicacién del algoritmo para un sistema de 8-incégnitas. Tanto el algo-
ritmo paralelo de CR y el serial de Thomas realizan una serie de operaciones
que son lineales en el nimero de incoégnitas. El algoritmo de Thomas realiza
8n operaciones mientras el CR realiza 17n operaciones, sin embargo sobre una
arquitectura paralela calculando con n procesadores, el algoritmo CR requiere
2logan — 1 pasos mientras que el de Thomas requiere 2n pasos.

3.4.3. Reduccién paralela ciclica (PCR Parallel Cyclic Re-
duction)

PCR es una variante del CR, en contraste para CR, PCR tnicamente tiene
la fase de reduccién progresiva. Mientras el mecanismo de reduccion y las ecua-
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Paso 1:
Reducido a 2 sistemas

Paso 1: de 4 incégnitas

e'l e'3 e's e'7

Paso 2:

Paso 2:
ez e"6 Reducido a 2 sistemas

de 4 incognitas
Paso 2:

e"3 e"7
Paso 2:
el e'"s

Paso 3: Resolviendo el sistemz

del paso anterior
x1 x2 x3 x4 x5 X6 x7 x8

Figura 3.5: Patrén de comunicacién para el algoritmo PCR, el mismo caso que en
la figura 3.4 solo que ahora las ecuaciones que estdn en los rectangulos verdes son el
sistema de ecuaciones separado por el PCR

ciones son las mismas que el CR en cada paso de la reduccién, PCR reduce cada
uno de los sistemas actuales a dos sistemas de la mitad del tamafio original por
ejemplo, para un sistema de 8-incognitas se reducen hasta dos de 4-incognita en
un primer paso estas a su vez a cuatro de 2-incégnitas en el paso 2, y finalmente
se resuelve el sistema en el paso 3. A PCR le toma 12nlogon operaciones y logan
pasos para finalizar. PCR requiere muchos menos pasos algoritmicamente que
CR pero funciona maés asintéticamente a través de los pasos.

3.4.4. Duplicacién Recursiva (RD Recursive Doubling)

El RD es una reformulacién del algoritmo de exploracién (scan 6 prefix
sum) de un arreglo, scan es una primitiva de la programacién y arquitecturas
paralelas originalmente desarrollada para las maquinas vectoriales que puede
mejorarse en implementacién sobre su ejecucién en GPU. Una gran variedad de
algoritmos se desarrollas a partir de la realizacién del scan. La idea basica del RD
es expresar las incdgnitas como la multiplicacién de una cadena de matrices que
puede ser evaluada en paralelo usando esta primitiva llamada scan. la Figura 3.5
muestra el patrén de comunicacién del RD. Primero construimos las matrices
Bi. 1 S 7 S n,

bi aq di

e e

B, = 1 0 0
0 0 1

Después se realiza la operacion scan en B;, la salida que es un vector de n-
componentes con cada componente como la multiplicacién de una cadena de
matrices,

SCCLn(Bl,BQ,...,...,Bn_l,Bn) = [Bl BgBl ...... Bn_l...BgBl BnBQBﬂ =
=[Cy ... ... Cry1 Cl.

€11 C12 (13
Cn = C21 C22 C23
0 0 1
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Paso
genera Matriz

Paso 1
Scan

Paso 2
Scan

Paso 3
Scan

Evaluacion
de la
solucion

Figura 3.6: Patrén de comunicacién para el algoritmo RD para el caso de 8 incognitas

Finalmente, todas las incégnitas pueden ser evaluadas como. [Xo X3 ... X,,] =
Xl[Cl CQ Cn] = [chl X!CQ chn] donde

£
Xi=| T
1

Los pasos eficientes que le toma al RD son 20nlogon operaciones y logan + 2
pasos para finalizar el proceso de resolucion.

3.4.5. Algoritmo Hibrido

De los algoritmos descritos anteriormente se puede construir un algoritmo
Hibrido 1inico que contiene a cada uno de estos la idea basicamente es construir
bloques a partir de los cuales se construya un algoritmo mucho més complejo
y eficiente. Una caracteristica fundamental en estos algoritmos es el tener una
estructura parallela de grano fino la cual es naturalmente acorde con la arqui-
tectura GPU y tienen un sencillo grado de complejidad el mapeo de datos hacia
los threads que constituyen a dicha arquitectura, otro enfoque paralelo tal como
el método de subestructuracién y dos formas de eliminacién Gaussiana que son
métodos tanto de grano fino como de grano grueso que se describen por la asig-
nacién de grandes cantidades de datos distribuidos en los threads del GPU. Con

Reducci6n
progresiva

Resolviendo con
meétodos PCR o RD

Sustitucion
Regresiva

Figura 3.7: Patrén de comunicacién del algoritmo Hibrido para un sistema de 8
incognitas

respecto a la complejidad computacional, CR es el mejor algoritmo ya que tiene
un orden O(n), mientras PCR y RD tienen O(nlogan), por lo tanto CR sufre de
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una falta de paralelismo en los extremos durante la fase de reduccién progresiva
y al comienzo de la sustitucién regresiva. Por otro lado, PCR y RD tienen menos
pasos algoritmicos, que siempre tienen més paralelismo a través de todas las it-
eraciones, estas observaciones bésicas nos llevan a desarrollar métodos Hibridos
sobre la GPU. El método Hibrido mejora al CR cambiando pasos intermediarios
por los métodos PCR o RD para reducir las medidas de ineficiencias cuando no
hay paralelismo suficiente para mantener a la GPU ocupada, estd idea de com-
binar pasos eficientemente paralelos fue usado para desarrollas el algoritmo scan
que trabaja de una forma éptimamente eficiente en una implementaciéon a GPU.

El algoritmo hibrido primero reduce el sistema a cierto tamano usando una
fase de reduccién progresiva con el CR, entonces resuelve el sistema reducido
con los algoritmos PCR/RD, finalmente se sustituyen las incégnitas dentro del
sistema original usando la sustitucion regresiva con el CR la figura 3.7 muestra
el arbol de dependencias del método hibrido en donde se cambia al proceso de
PCR o RD antes de que la reduccién progresiva halla alcanzado un sistema
de 2 incégnitas en comparacién al caso con el CR original de la figura 3.4 el
PCR y RD nos permite finalizar el paso intermedio ineficaz del CR mucho més
rapido pues se tienen menos pasos algoritmicos que el antes mencionado. Notar
que mientras los algoritmos se realizan sobre la GPU estos alcanzan un éptimo
balance en la eficiencia de ejecucion y eficiencia en pasos algoritmicos que solo
se podria obtener dentro de la caracterizacién de una arquitectura vectorial.

3.5. Entorno de programacion heterogénea CPU-
GPU

Pese a que el algoritmo hibrido ejecutado en GPU es realmente potente para
la programacion del método numérico que genera el espacio de soluciones a las
ecuaciones no-lineales se tiene un esquema de ejecucién heterogéneo, esto es el
programa principal que llena el sistema tridiagonal, itera y ejecuta el método
ADI (Alternating Direction Implicit method) llama como subrutina al programa
con el algoritmo hibrido GPU para resolver el sistema tridiagonal que resulta al
discretizar el sistema de ecuaciones, en términos generales la solucién se encuen-
tra de iterar los valores numéricos y de ahi se realiza el llamado a la ejecucion
GPU. Todo el procesamiento de iteracién y del método ADI de ahi se llama a
la arquitectura paralela GPU y se disponen de los hilos para que se resuelva el
sistema tridiagonal, todo el programa tanto serial como paralelo GPU es dificil
que se ejecute tnicamente en el entorno GPU ya que la cantidad de memoria
es limitada y la estrategia de paralelizaciéon se complicaria al extremo que se
volviese lenta y no se obtendria ganancia en performance como en el actual es-
quema de ejecucion heterogénea que uso para resolver las ecuaciones no-lineales.
Por lo tanto se reserva una cantidad de memoria en el huésped y el llenado de
la tridiagonal, para después ser transmitido via el puerto pci-express hacia la
GPU que lo procesa en paralelo como muestra la siguiente figura de una forma
simplificada:
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fungypolq

Alojamiento de memoria RAM CPU

Llenado e Iteracion del sistema tridiagonal por el ADI

B g 0 00 0 0 DO 0 0D
q b oo o000 0

o
o
I3

Transmisién de datos al GPU

resolucién del sistema tridiagonal en paralelo

T
g
|
7
Z
blockldxx
blockDim.x

Figura 3.8: Entorno heterogeneo de ejecucién CPU-GPU
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Capitulo 4

Analisis de Datos y
Resultados

En el presente capitulo se muestran los resultados de las ejecuciones del
programa generado para resolver y simular el conjunto de ecuaciones que se
plantearon en el capitulo 2 con sus correspondientes condiciones de frontera
adimensionales. Siendo de gran interés el poder mostrar los campos de vorti-
cidad €2, funcién de corriente 1 y temperatura 6 en las diferentes regiones del
espacio fisico donde se caracteriza su comportamiento dependiendo del nimero
de Reynolds y la excentricidad € ya que la variacién de este tltimo parametro
determinara el resultado més importante para la presente tesis.

4.1. Validacién del algoritmo en ejecucion con
GPU

Para realizar la validacién del algoritmo que realiza la resolucién del sistema
tridiagonal en paralelo GPU y determinar si estd arrojando datos concordantes
con la fisica del problema usé el caso particular con excentricidad circular (e = 0
y ra = 0.5,7 = 0.5) que es bien conocida, esta documentado dentro de la
literatura y que reportan en la referencia ref.29 Lizardi et al. En la grafica 4.1
se muestra los casos para los cuales se tienen los mismos ntimeros de Reynolds
reportados en ambos casos pese a que en la presente tesis se tienen para un
mayor muestreo en el niimero de Reynolds.

45
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Dw Up
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144 7 .
/: | Datos Tesis
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§ 1.0 - - —-—Re=20
---~Re=4.0
Z 1 T R 1 Datos rzf.BB
Q e m Re=0.1
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1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Excentricidad €

Figura 4.1: Grafico con nimeros de Reynolds seleccionados para validar con la ex-
centricidad circular de la ref.[29] de la bibliografia

Observamos que para € = 0 todos los puntos de la ref.[29] caen sobre la linea
vertical que indica dicha excentricidad con una diferencia de hasta 10~* lo cual
nos indica que la fisica del problema resuelta con GPU esta bien fundamentada
y tiene validez atn resolviéndose el sistema tridiagonal de una subrutina de
ejecucién paralela. De igual forma se muestra para comparativa en el nimero
de Reynolds Re = 4.0 las ejecuciones en ambos casos sobre la excentricidad de
referencia:

(a) Comportamiento de la ejecucién con CPU

(b) Comportamiento de la ejecucién con GPU

Figura 4.2: Comparacion en el comportamiento de la fluido-dindmica entre la ejecu-
cién de la simulacién con algoritmos GPU y CPU para Re =4.0y e =0

Para ambos casos tanto el campo de vorticidad €2, el de la funcién de corriente
1 y el de temperatura € tiene el mismo comportamiento y se forma en la misma
regién una zona de recirculacién al igual que pierden simetria en la vorticidad.

4.2. Funcién de corriente y vorticidad

A continuacién se muestra los campos de la vorticidad de la funcién de co-
rriente obtenidos de la ejecucion del programa mediante los métodos numéricos
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seriales y paralelos cuando se varia la excentricidad € conforme a los datos de
la tabla 2.1 y el nimero de Reynolds Re que va de un intervalo de 0.1-20.0
haciendo un salto entre el 15.0 al 20.0 esto es por el hecho del comportamiento
que en este ultimo intervalo no se percibe un gran cambio. De igual forma se
clasifican las imagenes para los casos mas significativos donde se encuentran
cambios abruptos y muy notorios en los campos tanto en la simetria para la
Q como la generacién de zonas de recirculacién para 1. En primera instancia
se visualizan dichos campos y se procederd a una descripcion de los mismos.
Los graficos muestran las curvas de nivel y la escala de magnitud a la que se
encuentran dichas curvas con su respectivo cédigo de color. Las variaciones en
el Numero de Reynolds para la ejecucion se abarcé en un rango de 0.1 hasta 20
como se muestra el la siguiente lista:

Cuadro 4.1: Valores para el nimero de Reynolds Re

01 02 05 07w 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20

Vortex: 8 55 5 45 4 -35 -3 25 2 15 1 05 Vortex: -8 55 5 45 4 35 3 25 2 45 -1 05

[ B
sweam 0023434 02 045 07 095 sweam: 0023488 02 045 o7 03
£=0.963 Orientacién=Dw  Re=0.75 £=0.963 Orientacién=Dw  Re=8.0
[ . | = o ma
Vortex: 6 55 5 45 4 -35 -3 25 2 15 1 05 Vorex: 5 55 5 45 4 35 3 25 2 45 1 05

B 2 =] 1 2 3 - 3 2 El

weam 00234 02 045 07 3 sweam: 00244 02 045, o7 03

£=0.963 Orientacién=Dw Re=15.0 £=0.963 Orientacién=Dw  Re=20.0

Votex: 95-05-75-65-5545-35.25-15-05 Vortex: 9595750565 4535251505

= 2 Bl

weam 0024 02 015 07 3 weam: 00244 02 045, o7 08

£=0.816 Orientacién=Dw  Re=0.75 £=0.816 Orientacién=Dw  Re=8.0
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Vonlex. 9585756555 4535251505 Vorlex. 9585758565 4535251508

.
eam 00z 02 04 o7 ] weam: 044 02 045 o7 095
£=0.816 Orientacién=Dw Re=15.0 £=0.816 Orientacién=Dw  Re=20.0
mE TE @ m T O
Vortex; 4211108 8 7 6 5 4 3 2 -1 vottex; 12-11-10 9 8 7 6 5 4 3 2 -

sream 0023 02 045, o7 o

£=0.633 Orientacion=Dw  Re=0.75 £=0.633 Orientacion=Dw  Re=8.0

Bl
H
£
5
B
2
g

Vorte: 4211108 8 7 6 5 4 3 2 -1 vottex: 1241109 8 7 6 5 4 3 2 -1

o 1 2 8
x
- | R R
sream: 00243 02 0ss o7 085 sweam: 0023438 02 3 o7 095
£=0.633 Orientacion=Dw  Re=15.0 £=0.633 Orientacion=Dw  Re=20.0
- =

votex: 14-13-12-11-109 8 7 -6 5 4

sream 002434 02 oas 07 05 02 045
£=0.468 Orientacién=Dw Re=0.75 £=0.468 Orientacién=Dw Re=8.0

| S A mm S

Vortex: -14-1342-11-10 9 8 7 6 5 4 2 -1 Vottex: 14-13-12-11-10 9 8 7 -6 -5 4 3 2 -1

468 Orientacion=Dw  Re=20.0

Votex: 15-14-1312-11-10 9 8 7 6 5 4 3

vonex 45-14-13-12-41-10 8 8 7 6 5 4 3

sream 0024384 02 045, o7 08 sweam: 002348 02 045 o7

£=0.276 Orientacion=Dw  Re=0.75 .276 Orientacion=Dw  Re=8.0
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Votex: ~15-14-13-12-11-10 9 8 7 -6 -5 4 3 2 -1 Votex 1514131211103 8 7 6 5 4 3 2 -1

H5-14-1312-11-10 9 8 7 -6 5 4 Vortex: -16-15-141312-41-10 9 & 7 -6 5 4 3 2 -1

weam 00344 02 035 o
£=0.000 Orientacién=In Re=0.75 £=0.000 Orientacién=In Re=8.0

Vorex: -16-15-14-13-12-11-10 9 8 7 -6 -5 4 3 2 -1 Vortex: 1615141321110 9 8 7 6 5 4 3 2 -1

Votex: ~17-16-15-14-13-12-11-10.9 8 7 -6 5 4 3 2 1 Vorex 17-16-15-16-13-12-11-10 9 8 7 6 5 4 3 2 -1

_— ]
wem ovmass 02 o4 o7 oo weam oongs 02 o5 07 o
£=0.276 Orientacién=Up ~ Re=0.75 £=0.276 Orientacién=Up  Re=8.0
T T [
Ve AT-18-18-14-13-12-11-10 8 8 7 6 5 4 3 2 -1 vt HT-16-15-14-13-12-11-10-9 8 7 6 5 4 3 2 -1

£=0.276 O

ntacion=Up Re=15.0

.276 Orientacién=Up  Re=;

votex: -24-22.20-18-16-14-12-10 8 8 4 vorex: -24-22-20-

sream 00234384 02 045, 07 08 sweam: 003484 02 045 o7 095
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Votex: -24-22-20-18.-16-14-12-10 8 -6 4 2 -1

eam 00z 02 04 o7

Re=15.0 &

.669 Orientacion=Up ~ Re=20.0

Vorex: -30-28-26-24-22-20-18-16-14-12-10 -8 6 4 2 - vortex

sream 0023 02 045, o7 3 sweam 00244 02 045 o7 095
£=0.740 Orientacién=Up Re=0.75 £=0.740 Orientacién=Up Re=8.0
Vorex: -30-28-26-24-22-20-18-16-14-12-10 -8 6 4 2 -1 Vortex: -20-28-28-24-22-20-18-16-14-12-10 -8 -6 4 2 -1

- R
sweam 0023434 02 045 o7 08 sweam: 0023438 02 3 o7 095
£=0.740 Orientacion=Up ~ Re=15.0 £=0.740 Orientacion=Up  Re=20.0
| | |
voter: 4038-32.28.24-20-16-12 -8 4 -1 Vortex: 4038-32.28-24-20-18.12

.
045 wem omase 02 05 o7 08
£=0.816 Orientacién=Up ~ Re=0.75 £=0.816 Orientacién=Up  Re=8.0
[ == e | o -
oo 40-38-32.28.24-20-18-12 8 -1 Voo 4038-32.28.24-20-18.12 8 4 -

eam 00z 02 045, o7 08 swam 002344 02

.816  Orientacién=Up Re=20.0

£=0.816 Orientaci Re=15.0

3
- -

Vortex 40-35-20-25-20-15-10 5 4 -2 -1

sream 0024384 02 045, o7

£=0.831 Orientacién=Up Re=0.75

.831  Orientacién=Up Re=8.0
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Vorex: 40-35-20-25-20-15-10 5 4 -2 -1 Vortex: 40-35-30-25-20-15-10 -5 4 -2 -1

g g

sweam 0023434 02 045 07 095 sweam: 0023488 02 045 o7 03

£=0.831 Orientacién=Up Re=15.0 £=0.831 Orientacién=Up Re=20.0

Figura 4.3: Campo de la funcién de corriente y vorticidad del flujo que atraviesa el
hilo eliptico

Para los cédlculos de €, ¥ y 6. Sin embargo por la densidad de los datos se
dejaron los Re en los cuales se puede observar un comportamiento significativo.
Ahora podemos observar la influencia del nimero de Reynolds y de la € en los
campos de vorticidad € y ¥ en virtud para el primero de su simetria y para
el segundo en la generacion de zonas de recirculacion, se realiza la descripcion
en general para todos los datos y visualizaciones ain que solo se muestren en
el presente trabajo aquellas visualizaciones que son representativas. Retomando
el punto se tiene que para € con orientaciones Dw e In dentro de los rangos
Re < 1.0 se conserva la simetria en ) y no se forman zonas de recirculaciéon
y casi no existe arrastre, pese a ello se muestra que el esfuerzo de deformacién
del gas se da en la region superior de las elipses y de forma bastante simétrica
donde las lineas de corriente se recuperan con mucha facilidad a un costado del
obstédculo con geometria eliptica o circular € = 0. Si aumentamos el numero de
Re € [1.0,10) en los primeros dos valores se sigue teniendo un efecto puramente
simétrico para {2 y las lineas de corriente se siguen recuperando con mucha fa-
cilidad pero esta restitucion en las lineas de corriente no se sigue respetando si
disminuimos la excentricidad e € [0,0.768] en la orientacién Dw pese a que el
numero Re es considerablemente bajo y todavia no se encuentra en una zona
transitoria vemos que el efecto geométrico inside bastante en el comportamiento
del fluido al no permitirle restituirse una vez atravesado el obstaculo de igual
forma la simetria se comienza a perder en €2 forméndose poco a poco una estela
que se cuelga aguas abajo ya que en los términos difusivos y convectivos de
la ecuacién de vorticidad se comportan con una gran distincién conforme abar-
camos los casos referencia.. Esta estela en forma de pluma se vuelve mas intensa
conforme aumentamos el nimero de Re > 10 y se amplifica aun més con los
efectos geométricos. En este caso el término difusivo domina sobre el convectivo,
para los casos en que el Re de un orden de magnitud mayor (Re > 1) no sucede
este comportamiento dandose la mayor asimetria para el caso Re = 20 donde
podemos observar una estela que indica como las lineas de corriente no pueden
recuperarse facilmente las lineas de corriente cambian drasticamente. De igual
forma el campo de vorticidad acoplado al resultado obtenido con el campo de
la funcién de corriente puede observarse para los casos en que Re < 1, Re > 1y
Re > 20, para el primer caso se muestra que el esfuerzo de deformacién del gas
se da en la region superior de las elipses y de forma bastante simétrica, como
sucede en el caso de la funcién de corriente, asi pues el flujo se recupera con
mucha facilidad detras de las elipses por lo que las lineas de vorticidad regresan
simétricas al hilo un comportamiento que no muestra para el segundo y tercer
caso donde el esfuerzo de deformacién es muy pronunciado, en estos casos re-
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sulta importante ver que los términos convectivos y difusivos de la ecuacién son
equiparables, ademads de 1tiles en términos de eficiencia si se quisiera disenar
un intercambiador de calor.

Para la orientacion Up con valores muy cercanos a € > 0.0 se puede observar
un comportamiento asimétrico para (2 aun para ntimeros de 0.2 < Re < 1.0 una
zona con Re para los cuales el flujo es muy estable, pero conforme se aumenta la
excentricidad € en la misma orientacién y este obstaculiza casi por completo el
paso del flujo todo se vuelve inestable aunque para Re muy pequenos sea apenas
notorio la asimetria Re < 0.2 aun que en este régimen de Re. Para el ultimo
caso los campos de vorticidad se ven afectados por la inercia del gas formando
una estela detras de las elipses que practicamente toca la frontera aguas abajo
del sistema, donde se ven representadas las lineas que tienden a infinito, las
lineas de corriente no muestran recirculacién pero pasando ya a Re > 0.5 el
flujo se vuelve inestable. Los nimeros de Re podran parecer muy pequenos y en
la literatura se encuentran dentro de un rango que no es transitorio pero para la
presente tesis ya valores en donde Re > 20 se vuelve el flujo altamente inestable
para esta ultima orientacién y por lo tanto se transforma en un flujo turbulento
para el cual no es el propdsito de estudio de la presente tesis y seria dificilmente
medible aun cuando las orientaciones Dw tengan un mejor comportamiento.

4.3. Temperatura

En esta seccion se muestra el comportamiento del campo de temperatura y
se analiza el proceso de intercambio de calor que se da del hilo eliptico hacia el
flujo mediante la superficie S, que varia en funcién de la excentricidad € y dada
la geometria general del problema influye en el proceso de intercambio de calor.
Podemos observar de la visualizacién del campo de temperatura, grafica 4.4.
Que para bajos niumeros de Reynolds en comparacion a la unidad tanto para las
excentricidades con orientacién Dw, In y Up casi no se tiene una transferencia
de calor aguas abajo esto es el flujo del fluido en esta zona no percibe que el hilo
eliptico tiene una temperatura mayor por lo tanto el término difusivo predomina
sobre el convectivo en la ecuacién adimensional de la energia, sin embargo existe
una gran transferencia de calor en las regiones muy cercanas a la elipse se puede
ver que la eficiencia de transferencia de calor es alta por lo cual la temperatura
aguas abajo tiende a uno y se tiene una gran afectacién debida a la geometria
y orientacién eliptica claro esto es estrictamente para Re < 1. Si tomamos
el caso para Re > 1 el efecto antes mencionado se pierde dando lugar a que
predomine el término convectivo sobre el difusivo logrando asi no aumentar la
temperatura del fluido aguas abajo ni en zonas muy cercanas a la elipse, pero
sobre la superficie del obstaculo eliptico la temperatura tiende a uno de igual
forma aqui el efecto geométrico interviene de tal forma que al calentar el fluido
se puede encontrar un minimo de transferencia de calor para una excentricidad
dada y su orientacién, podemos ver que conforme el Re aumenta en la zona
superior de la elipse existe una menor transferencia de calor observando del
caso limite de la geometria de la elipse para la orientacién Up que el fluido
permanece a la misma temperatura por un largo intervalo espacial pese a que
obstruye casi el 80 % del espacio por donde atraviesa el flujo
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Figura 4.4: Campo de temperatura del flujo que atraviesa el hilo eliptico



4.4. ANALISIS TERMICO 55

4.4. Analisis térmico para los diferentes valores
de excentricidad y nimero de Reynolds

En la presente secciéon se analizan los datos obtenidos de las corridas del

programa con todos los casos mencionados en la tabla ?? por la densidad de

datos se muestran algunas gréaficas con casos de denotan una resolucién visual
que facilita a la explicacion de los diferentes puntos a tratar.

4.4.1. Analisis de la temperatura promedio

1.00 L A S A — T T T T T T
0.95 4
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Temperatura promedio 0
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T
0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Excentricidad €

Figura 4.5: Temperatura promedio Vs excentricidad aguas abajo

Medi la temperatura promedio aguas abajo esto es la temperatura 6 del flu-
ido una vez atravesando el obstdculo eliptico y sobre la frontera y € [y(z)|r, d]
con el propdsito de encontrar una eficiencia térmica de la transferencia de calor,
desafortunadamente la 6 no es una cantidad que proporcione una alta fidelidad
del fenémeno de transferencia de calor sin embargo pondera un significado con
una buena aproximacion de dicho fenémeno fisico para ello se muestra la grafi-
ca 4.5. Estas mediciones se realizaron para diferentes nimeros de Re y para
cada excentricidad, en la grafica podemos ver dos zonas Dw y Up, que corre-
sponden a las orientaciones, delimitadas por una linea vertical sobre el caso de

Num. de Re
0.10
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referencia € = 0 correspondiente a la excentricidad circular a la excentricidad
circular donde ademads forma un punto de inflexién para la temperatura en la
zona Dw donde concentramos un resultado importante para la presente tesis
es que se encuentra un minimo, que tiene como significado que existe una ex-
centricidad donde la transferencia de calor es minima sin ser esta el caso en
que la elipse parece una placa plana ni la circular por el contrario se conserva
la geometria eliptica y para todos los nimeros de Reynolds esa excentricidad
minima se cumple, esto se puede observar de la siguiente grafica La cual mues-

QL

Temperatura promedio 0

€ =0.6739394

min

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Excentricidad €

Figura 4.6: Excentricidad para la cual existe un minimo de transferencia de calor

tra el minimo para un Re = 20 que es un caso extremo muy representativo, ya
que para este valor ocurre una transiciéon hacia un flujo turbulento y donde el
numero de Reynolds es caracteristico a la geometria del problema simulado en
la presente tesis. Ahora se medira la eficiencia térmica en el proceso de transfer-
encia de calor en el intervalo en el cual se vario el nimero de Re dentro de las
diferentes excentricidades, dicha eficiencia térmica nos indicara si el proceso de
transferencia de calor tiene una influencia por la geometria de las elipses dado
un nimero de Reynolds. De esta grafica 4.7 se obtiene la eficiencia térmica a
partir del intervalo en la posicion fija para el nimero de Reynolds mas alto en
este caso Re = 20 que resulta ser T,, = 3.7% en funcién de la excentricidad
€ donde las los valores extremos se encuentran en € = 0.96 orientacién Dw y
€ = 0.83 orientacién Up, donde la primera excentricidad es una aproximacion
de la placa plana y la segunda excentricidad es el caso donde se obstaculiza la
mayor porcion de la zona transversal del paso del fluido. El inconveniente de
usar la temperatura promedio es que no cuenta con la suficiente informacién y
puede ser una medicién burda de la eficiencia térmica pues no contempla muchos
de los procesos fisicos involucrados.
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Figura 4.7: Temperatura Vs nimero de Reynolds

4.4.2. Analisis nimero de Nusselt

Como el Numero de Nusselt involucra una mayor cantidad de informacién
en el despliegue de su valor numérico usaremos dichos valores para las diferentes
excentricidades ¢ en el valor mas alto del Re para encontrar la eficiencia térmica,
dado este precepto mostramos la grafica 4.8 Ahora tenemos que para Re = 20
la excentricidad ¢ = 0.96 orientacién Dw se tiene un valor para el ntimero de
Nusselt Nu = 2.875467455 y para el valor de ¢ = 0.83 con orientacién Up el
nimero de Nusselt Nu = 3.639342781 de lo que podemos decir que para la
eficiencia térmica tenemos un valor de T,, = 20 %

4.5. Analisis de Performance

En la presente seccién se hace un andlisis del Performance con la ejecucion
del algoritmo en paralelo sobre arquitectura GPU asi que en las siguientes grafi-
cas se muestran los tiempos de ejecucién midiendo dicho tiempo que se devine
como el tiempo que le tomo al programa converger hasta una tolerancia de con-
vergencia 1 x 107! y estas mediciones se muestran en la grifica 4.9. El tiempo
esta en dias y se encuentra en funcién del nimero de Reynolds ya que la especi-
ficacion del problema contempla que para Reynolds altos el tiempo de ejecuciéon
es mucho mayor pues por la cantidad de memoria se deja fijo el tamano de la
malla, dicha limitante de memoria no permitiria un refinamiento o alguna ma-

Dwo6

- - - Dw95s
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Figura 4.8: Numero Nusselt Vs niumero de Reynolds

nipulacién del mallado, no por ellos el efecto geométrico pierde influencia sobre
el proceso computacional, observamos de las graficas que el efecto geométrico
también tiene una fuerte influencia en el tiempo de ejecuciéon tomandole una
cantidad variable de pasos de integracién para asi converger en un tiempo dado.
El comportamiento de las ejecuciones esta caracterizado por brechas muy bien
definidas para los diferentes intervalos de los niimeros de Reynolds tanto en la
orientacién Dw como en la orientacién Up, para Re < 1 tenemos la brecha del
fondo de la grafica para Re € [1,15] la banda es la central en todas las graficas
y para el caso en el que Re > 20 que sélo es un caso pues de ahi tenemos que
el flujo se vuelve transitorio para nuestro problema y mas atin teniendo efectos
de la geometria de ello la causa de solo un Reynolds tan alto. Con la ejecucién
en GPU se obtuvo una mejora en el tiempo en que tarda en resolverse el prob-
lema, para excentricidades muy cercanas a la circular € = 0 le toma una menor
cantidad de tiempo lograr la convergencia pero conforme nos alejamos de esta
excentricidad tanto para las orientaciones Dw como para la Up la convergen-
cia se vuelve cada vez mas lenta, teniendo el mismo comportamiento para el
caso en el que elevamos el nimero de Reynolds pese a que en todos los casos
la tolerancia para converger es la misma. Tomando por bandas consideremos
la primera y obteniendo el performance para esa tenemos que para Re < 1 se
obtiene un speedup 3.9 veces mas réapido sobre el tiempo de ejecucion esto es
que del tiempo total de la ejecucién en CPU la GPU logré resolver el sistema
tridiagonal y colaborativamente en el algoritmo global con el la CPU fue més
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Figura 4.9: Gréfica de performance para las arquitecturas GPU y CPU en funcién
de la excentricidad la orientacién Dw, Up, excentricidad de referencia In y el niimero
de Reynolds

rapido que si solo trabajara la CPU en resolver el sistema tridiagonal y realizar
el proceso iterativo, para el caso en el que Re € [1,15] el speedup fue 3.8X y para
el caso en el que Re = 20 se midié que el speedup fue de 3.6X en la orientaciéon
Dw. Ahora para el caso en el que la orientacién es In el caso de referencia y
Up tenemos que las mediciones se comportaron con el mismo bandado por lo
que abordaremos los casos para cada banda, en el caso Re < 1 tenemos que el
speedup es de 3.8X, para el caso en el que Re € [1,15] el speedup resultante
fue de 3.7X, la contribucién de los speedups de los en los diferentes casos fue
el nimero de Re y la geometria del problema. El resultado de aqui obtenido es
que se tiene un performance promedio de 3.75X de performance

(d) Performance GPU orientacién Up
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente capitulo se muestran las conclusiones de todo el estudio y
andlisis de los datos de ello desprendemos que: se estudié la fluido-dindmica
plantedndose inicialmente, el sistema de ecuaciones y sus respectivas condiciones
de frontera para las velocidades adimensionalizando dichos entes mateméticos
se realiz6 su reformulacion en términos de la vorticidad y la funcién de corriente
llamadas las variables sintéticas para posteriormente discretizarlas, generando
previamente un mallado del espacio fisico mediante una transformacién del es-
pacio §,n al z,y a diferentes excentricidades y orientaciones (In, Dw, Up) pero
conservando el drea constante a = 0.257 en funcién del caso referencia € = 0 los
cuales mediante la programacion de varios algoritmos numéricos que resuelven
sistemas tridiagonal e iterativos dentro del método ADI en entornos de ejecucién
seriales con arquitectura CPU y paralelos con arquitectura GPU con este iltimo
recurso se logré desplegar dichos campos para asi estudiar su comportamiento
mientras se variaba ¢ su orientaciéon y el nimero de Reynolds donde se puede
concluir el gran efecto que se tiene para Re > 8 y € > 70 en la orientacién
Dw y Up pues ya en la reformulacion en términos de ¥ y ) dentro de estos
intervalos antes mencionados se pierde la simetria de este ultimo campo y se
forman zonas de recirculaciéon para 1. También se estudié el proceso de trans-
ferencia de calor del flujo que cruza a través de un arreglo de elipses con area
constante se analizaron distintos casos variando su excentricidad y el niimero de
Reynolds como se mencioné anteriormente, el estudio contemplo las ecuaciones
en forma adimensional considerando dreas de referencia. Para poder realizar el
analisis de los resultados fue necesario reescribir las ecuaciones adimensionales
de la temperatura en forma primitiva. Los resultados fueron descritos en térmi-
nos del niimero de Nusselt y de la temperatura promedio aguas abajo dentro del
arreglo de hilos elipticos. El resultado fundamental dentro del problema fue que
se encontré una excentricidad caracteristica para cualquier flujo de tal forma
que existe un minimo en la transferencia de calor del sistema y este es distinto
al caso de excentricidad cero el cual es e = 0.6739394, asi el presente estudio de-
muestra que la metodologia utilizada permite encontrar un valor 6ptimo para la
transferencia de calor de un flujo que cruza a través del arreglo de hilos elipticos
independientemente del area utilizada y del nimero de Reynolds, esto es varian-
do r, semi-eje menor y 7, semi-eje mayor y dejando como caso de referencia la
excentricidad del circulo, existe asi un minimo de transferencia de calor el cual
no sucede en la excentricidad de referencia como podria esperarse, si no que se
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encuentra en una excentricidad con geometria eliptica en cuyo caso se cumple
para todos los niimeros de Re lo que podria establecerse como una constante
fisica que impacta en el conocimiento de los intercambiadores de calor que se
rigen por este modelo.

En la parte computacional se puede concluir que la GPU a pesar de ser una
tecnologia ya probada para simulacién grafica su potencial de procesamiento en
punto flotante de doble precisién es una caracteristica reciente gracias al CU-
DA capability, con ello y en base a los resultados obtenidos podemos asegurar
que para resolver los sistemas tridiagonales que resultan de discretizar las ecua-
ciones no lineales de la fluido-dindmica de este problema los resultados obtenidos
representan adecuadamente la fisica del problema hasta un error de 1 x 107*
dentro de un entorno de procesamiento cooperativo serial-CPU y paralelo-GPU
asi pues adicionando una region de cédigo paralela se obtuvo una ganancia sig-
nificativa en el performance dirigido al tiempo de ejecucién logrando un speedup
promedio de 3.75X, esto es hasta 4 veces mas rapido convergié el programa en
comparaciéon de un entorno de programacién serial ejecutado por la CPU.



Apéndice A

Adimensionalizacion de las
ecuaclones.

En este apéndice se deduce las ecuaciones adimensionales que se resuelven
en la presente tesis iniciando con la ecuacion de conservacién de momento esta

es:

ou  0v

9z " oy
Tomando valores caracteristicos como la longitud L, la velocidad Upy la presion
Py tenemos la siguiente lista:

=0 (A1)

= U% (A.2)
v = U% (A.3)
v = % (A4)
y="2 (A.5)
P= 50 (A.6)

Donde encontraremos bajo el andlisis dimensional el valor para Py, sustituyen-
do en la ecuacién A.1 con A.2-A.5 y desarrollando tenemos las siguientes ecua-

ciones:

anu 8UOU -0

Lox Wy
UO ou Uo ov .
Tor Ty
U() ou ov N
T {ax " ay] B

Obteniendo asi la ecuacién de continuidad adimensionalizada:
ou Ov
—+—=0 A7
Or + dy (A7)
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Para adimensionalizar la ecuacién de cantidad de movimiento sustituimos de
A.2-A.6 y desarrollando inicialmente la ecuacién dimensional que:

ﬂ@+@@+i@zu _@4_@_

oz oy py 0% 71022 0y?]

Upnou  Uivon Ry op _ o [0 ]
{ Ox ¢ Oy lpg Ox 2 | 022 9y?]
ou  Ou Py Op  pg [0%u 0%

u—

oz "oy T pUZ 0z (U, 022 T 97

Por lo tanto el valor encontrado para la presién es
Py = pUs (A.8)

Para el caso en la direccién en v es el mismo procedimiento encontrando que la
presién referencial tiene el mismo valor que A.8. Ahora tomando este valor de
la presiéon pondremos la ecuacion de cantidad de movimiento en términos del
nimero adimensional Re quedando de la siguiente manera:

ou  Ou Op Vg [62u GQU}

Yor Ty T or T Wop, 002 T 0

Siendo py = v4/pg tenemos que el nimero adimensional que da definido de
la forma 2.16. Por lo tanto la ecuacién de continuidad en funcién del niimero
adimensional Re es 2.14 para la direccién en u y 2.15 para la direccién en v.
Para la ecuacion de la energia esto es:

oT 0T 02T  9%°T
e (uﬁg‘: + Ué’y) =ky {_ + } +F (A.9)

0r2  0y?
Donde realizando los siguientes cambios de variable en el sistema obtendremos
un nuevo sistema fisico adimensional:

T-T,

-k (A.10)
0(T, —To) =T —Tp

T =0AT + T (A.11)

Sustituyendo en la ec. 2.20 y desarrollandola tenemos lo siguiente:

L ox v Oy
_ Ky 0% (OAT +Tp) n 0% (OAT +Tp)
I Ox? Oy?
Pero como
oy 0Ty
or oy
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Al igual que sus segundas derivadas por lo que obtenemos:

el [ 00, 0] _ kg [0%0 %0
14 ox oy 02 | 0x2  Oy?
u% + ’U% — g 8720 + @

or  "Oy|  Lpye,Up 022 Oy?

Acomodando las constantes dimensionales para dejar la ultima ecuacién en
términos del niimero adimensional Pe tenemos:

[uae + Uaa] — _ Tl [629 829]
or 0Oy pecpUolpg | 0z~ Oy?

00 907 1 1 w, [0°0 020
5t ) " e Lt o

Resultando asi la ecuacion 2.20.
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Apéndice B

Deduccion del sistema
vorticidad-funcion de
corriente

Partiendo de la ecuacién de la conservacion de la masa, es posible encontrar
una funcién que satisfaga la ecuacién de continuidad, esta es la denominada
funcién de corriente y fue introducida por el matemadtico francés Lagrange en
1775, la funcién de corriente es descrita en términos de las componentes de la
velocidad del fluido y para el caso donde el flujo es incompresible se escribe de
la siguiente forma:

_ %
_ N
=9 (B2)

Donde v es la variable a la que llamamos funcién de corriente, si sustituimos
los cambios de variable B.1-B.2 en la ecuacién de continuidad observamos que
se satisface.Con la ecuacién de continuidad tenemos:

ou Ov

—+=—=0 B.3

dr Oy (B.3)
Tomando las ecuaciones 2.14,2.15 y derivandolas respecto de y y de x respecti-
vamente tenemos que:

0 ( ou ou dp 1 {821@ 82u]>

ay\"oz "oy = "0z " Re |oa2 T o2

9 (00, 0 oy 1 [P o
oz \ "oz U@y Oy Re |0x2  0y?
Obteniendo las siguientes ecuaciones:
0 ou 0 ou 0%p 1 A3u A3u
Tz )+ =—(uz) = - — |+ B.4
oy (“8x) oy (“ay> 920y " Re [O%Q&y * ayd] (B4)
0 ov o ( Ov 0%p 1 03v v
— | u=— —|r— =t = | — + =— B.
Oz (“ax> * ox <U(9y> 0xdy + Re [axayz * 8373] (B-5)
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Restando B.4-B.5 obtenemos lo siguiente:

O (ouN, O 0u\_ 0 ( v\ O [ ov\_
oy \ Oz oy \ Oy ox \ Ox ox\ dy)

[ o e o e
" Re 8w28y dy® Oz Gxdy? ’
Desarrollando las diferenciales tenemos:
L uou | P oo 0 dude | O dvdn
Ordy Oy ox oy? 0Oy dy 0r2 Oz Ox dxdy Oz dy
1 3 3 3 3
:7#4_@_@_ 8U2 (B.7)
Re [9z°0y  Oy* 0x3  0z0y

Utilizando las definiciones de vorticidad y funcién de corriente B.1 y B.2 ten-
emos:

N PP 0% 0% Y 9% 9%

Oy dxdy? oy? dxdy Oz Oy Oxdy Oy?

WO O O 0y 9% 0% Y
dy 0x3  O0xdy 022  Ox Ox0y  Oa2 0xdy

_ 3 o O3y n oy Oy 0%

Fy&xagf oz oy~ Oy 0z® Oz 9%y -

1 o' 841/1 ot ot
Re |:ax28y + 57 8$4 + aanyZ (BS)
De la definicién de Vorticidad:
0%y 0%y ov  Ou
o[ | = (9

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores tenemos:
61& 0% Lo 0% 61/) 0% Al 0% 8¢ o0 81,& o0
dy 8:v ox2 | 9y? Oz 8@/ ox? 3y T oylox| ox|oy
1 0% 0% 0% 0%
" Re [ay <8x2 * 0y? ) T o Ox? (8x2 * oy? >}
_ 1 {82(2 BQQ}

. aiyg + @ (B.IO)

De donde obtenemos las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento
respectivamente en términos de la vorticidad y la funcién de corriente:
0% 0%y
— 4+ —=-0Q B.11
02 * 0y? ( )
oo 0oy 1 [829 829]

vt _dvor_ - |2, 2% 1
Oy 0r Ox dy  Re| 0r2 * oy? (B.12)



Apéndice C

Clasificacion de mallas
elipticas a diferentes
excentricidades

Una de las caracteristicas especiales de las mallas generadas es su ortogonal-
idad como se mencionaba en el capitulo 2 existe una curva de nivel pegada a
la superficie de la elipse que induce una ortogonalidad para asegurarnos que las
derivadas existen y proporcionan informacién confiable de la solucién en esta
regién del espacio fisico. Puede observarse en las esquinas de la frontera tanto
aguas abajo como aguas arriba que el calculo de la ortogonalidad del espacio no
es tan fiel por lo conflictivo de la geometria cuadrada de esta zona sin embargo
se procura un equispaciado lo mdas uniforme posible al igual que una quassi-
ortogonalidad que permita la mejor aproximacién del espacio de derivadas, esto
se logra con las funciones de peso 3.9 y 3.10 que conforman los coeficientes no-
lineales del sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

La siguientes imégenes clasifican las mallas generadas en el presente trabajo
segun la variacién de sus semiejes acorde a la tabla 2.1, por la cantidad de datos
e imdgenes no se exponen los campos de temperatura, vorticidad y funcién de
corriente para todas ellas sin embargo se dejan los casos mas significativos donde
se puede observar un gran cambio en el comportamiento de dichos campos. Para
la variacién de la excentricidad se escogieron lo que se llamo .°rientacién”no en
el sentido estricto de la palabra pero si con un significado tal que nos ayuda a
la clasificacién, ejemplo de ello es Dw (Down) para el caso r, > r, que es la
regién de excentricidades donde se encuentra una aproximacion a la placa plana,
Up 7y > r, donde no se puede abarcar toda la longitud del por donde cruza el
fluido y lo delimitamos hasta una tolerancia donde se cumplen la ecuacién de
continuidad entre otras, y nuestro caso de referencia la excentricidad circular a
la cual llamamos In (Invariante) r, = 7.
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Figura C.1: Caracterizacion de las mallas generadas para resolver las ecuaciones de
la fluido-dindmica de un flujo que atraviesa un arreglo de hilos elipticos



74

APENDICE C. CLASIFICACION DE MALLAS



Apéndice D
Método Numeérico

A continuacion se presentan las ecuaciones generadoras de la malla que mod-
elan el espacio computacional donde se encuentran las soluciones a las ecuaciones
de la fluido-dindmica:

0%z 02x 8%

age H g ~ Bagy — P EM+QEN) (D-1)
2y a? o2

Para encontrar una optima generacién y convergencia de la malla primero re-
solvemos el caso especial:

0%x 0%z

({9752 + 72 = (D.3)
62 82

8752 + — =0 (D.4)

Por lo que al tener las siguientes transformaciones que corresponde al mapeo
del espacio fisico al espacio computacional:

d < d
¥ i
o &z y) iz, v) x(§m) y(&m)
C b €
b
—— X r=r a £

n(—r,0) y=0

Figura D.1: Transformacién del espacio fisico al espacio computacional

Tomando las siguientes condiciones de frontera:

(6]
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1) n =0 — x=elipse, y=elipse.
2) £ =1 ala, 1] y[0].
3) £ =0— z[0] y[b, A

4) n=1-=¢[0,3/4] — [0, L] y[h]; £[3/4,1] — =[L] y[h, 0].

Ahora realizamos una discretizacién a las ecuaciones, tomando el caso para x
del Laplaciano puesto que el desarrollo en y es similar:

0%z 0%z O
ey, Zr _ 27 D.5
o2 Tap T ot (D-5)
or x—a°
o D.
donde 5 Az (D.6)
Usando la definicién de discretizacién para dx tenemos:
dx=z—z%= (D.7)
=z =dr+z° (D.8)

si hacemos dz — 0 y sustituyendo D.8 en D.5 obtenemos:

5£ B 9%z¢ . 0%z n 026z . 026z N (D.9)
At o2 a2 T aer T a2 '
0?6z 026z 8%z 9%z
_A —A = A
= 0x t 852 t 8772 ( ({952 + 8772 ) t

(D.10)

Como la solucién esta en funcién de dx, entonces, tomamos el lado izquierdo
de D.10 y tomando la segunda derivada como un operador como un operador
actuando en dz =

0? 0? 0%z 9%z°
1—At— — At— |dx = — At D.11
( o€ an2> ’ («952 i 3772) (D11
Este ultimo paso lo podemos realizar pues el término
0% 02
A — | = At D.12
( 0¢? 3n2> (B-12)

y puesto que 0 < At << 1 podemos tomarlo como despreciable = realizando
un cambio de variable tenemos:

62

= D.11 toma la forma:
82 a2xa ana
1-At— |F = At D.14
(1-215g:)7 = (% + 5 ) (D14
a la ecuacién D.14 lo llamamos barrido en £ = con esto ahora la solucién es
F, tomando el hecho de que

2
<5x - Atm) =F (D.15)
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a la ecuaciéon anterior se le llama barrido en 1 = al sustituir tenemos:
0*F 9%z 9%z°
F— At = + At D.16
% = (5 o) (D-16)
entonces discretizar a F,,; y reconociendo el lado derecho de la ecuacién D.16
como el residual tenemos:

z¢ . —2x¢ . 4+ x¢ . xt. = 2x¢. 4+ xd
Fan _ i+1,j i, i—1,7 i,j+1 i, i,j—1 D.17
t A£2 + A772 ( )
ahora tomando la discretizacién de la segunda derivada:
0*F Fii1,;—2F; i+ Fi_1;
At—— = At | = 2 = D.1
e = S (D19
Donde F' = F; j; = sustituyendo D.18 en D.16 tenemos que:
At 2At At
Pl -zg] s nlSa) e plsa] e
siendo
At
_T@ —C
2At
1+— =8B
Ve
_At
A2
que son los factores que llenan la matriz tridiagonal siendo esta como sigue:
Bi1 Ci2
Az1 By (a3
Aszz Bzz (g (D.20)
Annfl Bnn

D.1. Correcciéon aguas-arriba y aguas-abajo

Para valores del niimero de Re de orden unidad, las condiciones de frontera
para las posiciones aguas-arriba y aguas-abajo deben ser corregidas para una
posicion dada x = +x, para valores grandes de x comparada con la unidad, la
solucién asintética para funcién adimensional de corriente ¢ y vorticidad € se
puede escribir dicha correccién como:

v=y+9; Q= (D.21)
para valores de x < —zg y > . La versién linealizada de un flujo adimen-
sional es gobernada por las ecuaciones que toman la forma:

821// 821/1’

[—
€= Ox? Oy?

(D.22)

Q_l[yw am?

Re | dz2 + Oy?
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que son resueltas con su respectivas condiciones de frontera:
¥ (00,y) =/ (z,d) = ¢'(z,0) = (00, y) = Qz,d) = (z,0) =0 (D.23)

donde las soluciones de las ecuaciones D.21 y D.22 estdn dadas por:

W (x,y) = ZCne:cp()\nx)sm(any), (D.24)
i=1
A (z,y) = ZC’n [(27n)? — A\ %] exp(\n)sin(2nTy) (D.25)

con At (A) = A/24+./(A/2)2 + (2n7)2, donde A es un niimero adimensional que
en este caso corresponde al numero de Reynolds, A = Re. Si se usa unicamente
el eigenvalor negativo su correspondiente n = 1, entonces, las ecuaciones D.23
y D.24 se obtiene la posicién x = +x(, entonces:

Usando el mismo procedimiento para la temperatura adimensional, las condi-
ciones de frontera resultantes toman la forma de:

0, = A\ (Pe)d en x = —x¢ (D.28)
0, = A (Pe)(0 — ) en & = xg (D.29)

las condiciones de frontera D.26 a la D.29 son correcciones usadas en el programa
de solucion a la vorticidad, funcién de corriente y temperatura.



Apéndice E

Descripcion de arquitectura
GPU

En este apéndice trataremos los tépicos de la arquitectura GPU y sus benefi-
cios por adelantar algunos datos interesantes del mismo comentare que la GPU
(Graphic Processor Unit) en su versién de arquitectura Fermi esta hecha de 3
billones de transistores, con 480 simetrical multi-processors o CUDA cores orga-
nizados en multiprocesadores en streaming con 32 alus (arithmetic logic units),
la memoria global es de tipo GDDR5 separada en 6 canales de 64 bits cada
canal con un bus de 384 bits. La memoria del sistema puede soportar hasta 6
GB y tiene verificacién ECC al igual que cada Cuda core ha mejorado sus ALUs
y la unidad de coma flotante siguiendo el estandar IEEE 754-2008. El mode-
lo de programaciéon CUDA segin la taxonomfia de Flynn (Flynn M. | 1995) se
encuentra clasificada en dos de sus ramificaciones:

= SIMD Single Instruction Multiple Data
= MIMD Multiple Instruction Multiple Data

Tomando con respecto a la memoria la caracterizacién de que existen numerosos
modelos conviviendo en esta sola arquitectura pues casa procesador posee una
serie de registros a modo de memoria local y a su vez cada multiprocesador
posee una memoria compartida accesibles por el alcanza en que se localiza en
dichas jerarquias de memoria y finalmente tenemos la memoria global, la cual
es accesible por toda la arquitectura.

E.1. Arquitectura GPU Fermi

El computo GPU mejora muchos de los algoritmos que evocan a las opera-
ciones en su mayor medida matriciales y vectoriales ello conlleva a pensar que sus
mejoras en performance podrian superar incluso reemplazar a los procesadores
CPU escalares una cuestion que no es cierta y en la presente tesis se muestra
como es necesaria la convivencia de ambos para lograr reducir los tiempos de
ejecucién. La arquitectura usada para la realizacién de esta Tesis es la GF100
la cual se basa en un arreglo de Cluster de Procesamiento Gréfica (Graphics
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Processing Clusters, GPC), multiprocesadores de streaming (SM) y los con-
troladores de memoria. una GF100 tiene 4GPC, 16SM y 6 controladores de
memoria. Estas cantidades dependen del modelo de la arquitectura. Los contro-
ladores de memoria atienden a las unidades ROP (Raster OPeration Processor)
las cuales solo mencionamos mas no utilizamos durante el procesamiento del
algoritmos y que son para operaciones especificas para graficos pero que son im-
portantes pues realizan operaciones atémicas sobre la memoria global. Ahora de
la jerarquia de memoria la cual hablaremos mas adelante pero para considerar el
hecho que en la arquitectura la memoria caché L2, los controladores de memoria
y los grupos ROP estdn intimamente relacionados, la aplicacién o modificacion
de uno influyen sobre los demds, la importancia de este punto radica en el uso
de las memorias compartidas ya que por limitantes en sincronizacién debemos
considerar una pequenia parte de la arquitectura a saber un solo SM. En la
Figura E.1 se muestra un esbozo general de un CUDA-GPU. Una consideracién

Host Interface

Figura E.1: Arquitectura Fermi

importante ya planteado el hecho de un uso limitado de la arquitectura es que
el GPC encapsula todas las unidades claves de procesamiento grafico y de punto
flotante, a excepcién de las funciones ROP, por ende una GPC puede ser consid-
erado como una GPU auténoma, y los SM al igual que las unidades de textura
se agrupan en bloques de hardware, de ahi la caracteristica de concurrencia que
podemos encontrar en esta arquitectura.

Ahora describiremos un Simetrical Multiprocessor del cual se muestra en la
figura E.2, los SM presentan varias innovaciones, las cuales lo hacen no sélo
més potente sino también més eficiente y programable. Cada SM tiene 32 SP
(Simmetrical Proccessor ¢ Streaming Proccessor 6 Cuda Core), 16 unidades
load/store, las cuales permiten calcular direcciones de origen o destino a 16
threads por ciclo de reloj. Estas unidades leen o escriben los datos de cada
direccién en la caché o la DRAM. Las SFU (Special Function Unit) tienen la
caracteristica de almacenar y ejecutar en paralelo las funciones comtinmente us-
adas en la matematica. Por su parte un SP tiene una unidad aritmética/l6gica de
enteros (ALU) y una unidad de punto flotante proporcionando instrucciones fu-
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sionadas de multiplicar-sumar (FMA), tanto para aritmética de precisién simple
como doble. Este tipo de instrucciones mejora las instrucciones de multiplicar-
sumar (MAD) haciendo la multiplicacién y la suma con un simple paso de
redondeo final, sin ninguna pérdida de precisién en la suma, la FMA es méas
precisa que la realizacién de las operaciones por separado. En esta arquitectura

SM

| Caché de Instruccion |

| Warp Scheduler H ‘War Scheduler |
| Dispatch Unit H Dispatch Unit |

Archivo de Registros |

Fed ce il

Memoria Shared/ Cache L1

Tex || Tex || Tex || Tex

[ Cache Unifrome |
‘ Cacha de Textura |

PolyMorph Engine
[ ertax Faten || siewpont || Straam Cuipat |

Atribute Setus || """ [ Tessallate |

Figura E.2: Arquitectura de un SM (Simetrical Multiprocessor) en la arquitectura
GF100

se plante6 un nuevo disefio de ALU para ndmeros enteros. Esta soporta una
precisién de 32 bits para todas las instrucciones. La ALU es también optimiza-
da para soportar operaciones de 64-bits. Varias instrucciones especificas son
soportadas, incluyendo operaciones: booleanas, shift, move, compare, convert,
extraccion del bit-field, insercién de bit-reverse y el recuento de la poblacién de
datos. Otra de las caracteristicas importantes de la arquitectura Fermi, es la
aritmética de doble precision en donde dicha arquitectura fue especificamente
disenada para ofrecer un performance sin precedentes en doble precisién, hasta
16 operaciones multiplicar-sumar pueden ser realizadas por SM por ciclo de reloj.
Estéas caracteristicas se muestran en la figura E.3. Respecto a la administracion
de los threads, estos son administrados a los SM en grupos de 32 llamado agru-
pamiento warp, Cada SM tiene dos administradores de warp y dos unidades de
dispatch de instrucciones, permitiendo a dos warps ejecutar concurrentemente.
El planificador dual del warp en el SM selecciona a dos warps y da una instruc-
ci6n de cada uno a un grupo de 16 SP, 16 unidades load/store o a 4 SFU. La
memoria compartida es una facilidad que permite optimizar el performance de
las aplicaciones desarrolladas en CUDA. También contamos con que cada SM
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Dispalch Port

Colector de
Operandos
Tt

Cola de Resultados

Figura E.3: Arquitectura SP de GF100

en la GF100 tiene 64KB de memoria compartida y 16 KB de caché L1 lo cual
triplica la capacidad de memoria compartida para las aplicaciones que utilizan
esta propiedad del SM que es el caso del presente trabajo, pero aquellas que no
la utilizan se benefician automaticamente de la caché L1.

Una de las caracteristicas no descrita atin es la interfaz con el host o sistema
huésped y la unidad GigaThread que aunque no se ahonda para propdsitos de
la presente tesis mencionames brevemente que los comandos de la CPU son
leidos por la GPU a través de la interfaz de host y pasados a la unidad Giga
Thread quien obtiene los datos especificados desde la memoria global y los copia
al framebuffer. La GigaThread crea y envia bloques de threads a varios SM,
cada SM, en turno administra los warps a los SP y otras unidades de ejecucién.
También es su responsabilidad la redistribucién del trabajo de los SM cuando se
produce una sobrecarga en el pipeline grafico, por ejemplo después de las etapas
de tessellation y rasterization propias de operaciones graficas. Como es bien
sabido una tarjeta gréfica realiza su comunicacién a través de la PCl-express de
un host huesped.

E.2. Jerarquia de Memoria en la arquitectura
CUDA

Una descripcion necesaria para esbozar la realizacién de los algoritmos de
la presente tesis es la Jerarquia de memoria. Tenemos que la CPU se comunica
con la GPU a través de la memoria. Tanto al inicio de la computacién enviando
los datos de entrada como al final de la misma para obtener los resultados de
la ejecucion paralela. Los datos de entrada para cada uno de los threads estan
disponibles en la memoria del dispositivo, generalmente es la memoria global.
En la GPU se distinguen dos grandes tipos de memoria, la memoria on-chip,
la cual reside en el dispositivo y, en consecuencia, tiene un rdapido acceso; la
memoria off-chip, alojada fuera del dispositivo y con un costo de acceso mayor.

En funcién de los distintos tipos de memoria del dispositivo, CUDA posee
una jerarquia de memoria, en la cual existen distintos tipos dependiendo de las
velocidades de lectura escritura y su ambito de ejecucion al igual que el ciclo
de vida de los objetos definidos en estas. Describiremos ahora cada una de las
memorias y su jerarquizacion:

= Memoria Glogal
= Memoria compartida (shared)

= Memoria Local
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= Memoria de Registros
= Memoria Constante
= Memoria de Texturas

Una consecuencia positiva de conocer a profundidad la arquitectura GPU es que
el programador puede tomar decisiones respecto a qué memoria utilizar a fin de
mejorar y optimizar la eficiencia de la aplicaciéon ejecutada sobre la GPU, de
esta ultima consideracion de gran relevancia es ser consciente de la latencia de
una instrucciéon de memoria la cual varia dependiendo del espacio que tenga y a
la cual se accede e incluso del patrén de acceso generado por dicha instruccion.
Considerando que los distintos tipos de memoria a los cuales pueden acceder los
threads y que estos estan dispuestos en bloques y grid donde los distintos tipos
de memoria se diferencian entre ellos, no solo por las restricciones de acceso y
los tamanos, sino también por que cada una de las memorias tienen su propio
ancho de banda. Un punto a destacar es la sincronizacién, consideremos el hecho
de que el acceso a la memoria global es mas lento, dependiendo del patrén de
acceso puede variar su velocidad asi los accesos a la memoria global se resuelven
sincronizando medio warp, para aumentar la eficiencia de la memoria global, el
hardware puede unificar las transacciones dependiendo del patrén de acceso, las
restricciones para la unificacién depende de la arquitectura, sin embargo, si los
threads acceden a n segmentos distintos de memoria, entonces se producen n
transacciones.
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