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Prefacio

Todas las actividades humanas tienen que trabajar, en mayor o menor
medida, con la manera en la que distintas cosas se relacionan entre sí: la pro-
porción correcta de los ingredientes en una receta de cocina, el transcurrir
de las acciones y la interacción de los personajes en una novela, la distribu-
ción del peso de un edi�cio en sus cimientos, el �uir de verso en verso que
da color a un poema o la composición de una pintura. Alterar un pequeño
elemento tiene un efecto en el todo, que algunas veces es inapreciable y otras
veces determinante. Además, inevitablemente el hombre compara las distin-
tas cosas que ve, traslada lo que piensa de una situación a la otra, y externa
esa percepción, unas veces con imágenes, otras con sabores y otras más con
símbolos y palabras. Las Matemáticas no son para nada ajenas a ese estudio
de las relaciones, pues frecuentemente las distintas áreas que la componen se
traslapan, permitiendo descubrir conexiones entre conceptos que, a primera
vista, parecen ser ajenos.

La presente tesis estudia algunos aspectos de un juego conocido como
�Lights Out�, en el que la manera en que pequeñas partes se relacionan es
esencial. En palabras simples, el juego trata de presionar botones que apa-
gan o encienden ciertos conjuntos de luces. Empezamos con algunas luces
encendidas y otras apagadas. Queremos encontrar una serie de botones que,
al presionarlos, logremos dejar todas las luces apagadas, momento en el que
decimos que ganamos el juego.

Si fuera posible empezar con cualquier con�guración de luces y llegar a la
con�guración �nal, el estudio del juego se reduciría a encontrar una manera
de ganar. Afortunadamente ese no es el caso, pues existen con�guraciones
tales que, sin importar qué botones presionemos, nunca llegarán al punto en
que todas las luces están apagadas. De esa manera, encontrar cómo y, en
algunos casos, cuántas son las con�guraciones desde las que podemos ganar
se vuelve parte esencial del estudio del juego.
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El presente es un trabajo autocontenido, que emplea, entre otras cosas, la
Teoría de Grá�cas y el Álgebra Lineal para el estudio del juego. En el primer
capítulo se describen las reglas en su forma original, que es la de un juego
electrónico, que salió a la venta en la década de los años noventa. Uno de sus
primeros análisis matemáticos formales aparece en [1] que fue publicado en
1998, usando únicamente, como el título indica, Álgebra Lineal.

La idea básica del juego fue extendida naturalmente a grá�cas más gene-
rales que la que se puede asociar al tablero original, y en 2001 se publicó [2],
en el que la Teoría de Grá�cas se vuelve la herramienta primordial. Apare-
cen además nuevas formulaciones del problema, en las que esencialmente se
agregan nuevas reglas o se modi�can las ya existentes. El segundo capítulo
trata de esas generalizaciones del juego.

Una pregunta que surge de este modo es si existe alguna relación entre
los juegos bajo diferentes reglas, es decir, si una partida en particular que
se puede ganar con ciertas reglas se puede ganar también con otras. En [3],
publicado en 2009, se estudian algunas de esas relaciones. En el tercer capítulo
se encuentran los resultados acerca de dichas relaciones entre distintas reglas
del juego.

Así, puedo resumir los temas que se tratan en cada capítulo del siguiente
modo:

1. Presentación del juego y primera solución.

2. Generalización del juego e introducción de nuevas reglas.

3. Análisis de la relación entre las distintas reglas del juego.

De ese modo busco una exposición natural del juego que estudio: ana-
lizarlo en su forma más sencilla, trasladar esas ideas a otros elementos, y
encontrar las relaciones que guardan entre sí.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Preliminares

La presente sección incluye los conceptos, de�niciones y resultados tanto
de Álgebra Lineal como de Teoría de Grá�cas que sirven de base para el resto
del trabajo. Además, se presentan algunas convenciones de notación que serán
usadas en todo el texto. Antes de enunciar un resultado sin demostración
aparece la referencia bibliográ�ca en la que puede encontrarse, aunque la
mayoría son resultados clásicos y bien conocidos.

Los conjuntos se denotarán con letras mayúsculas, salvo que se indique
lo contrario. Se usa la notación estándar para relaciones entre conjuntos, es
decir, si A y B son conjuntos, A ⊆ B quiere decir que A es subconjunto de B,
incluyendo la posibilidad de que A = B; cuando se excluya ese caso diremos
que A es un subconjunto propio de B y lo denotaremos A ⊂ B. Para decir que
un objeto a es elemento de un conjunto A escribiremos a ∈ A. La negación
de las proposiciones anteriores (no es subconjunto, no es subconjunto propio
o no es elemento de) se denotan con los mismos símbolos cruzados por una
diagonal, por ejemplo a /∈ A quiere decir que a no es elemento de A. Si A es
un conjunto, denotaremos también a los subconjuntos con k elementos de A
como

(
A
k

)
. Denotaremos la cardinalidad de un conjunto A por |A|.

Se usa N para denotar al conjunto de los números naturales (en los que
se incluye al cero) y Z para denotar al conjunto de los números enteros. Se
usa Z2 para denotar a los enteros módulo 2. Para denotar un vector se usan
letras minúsculas y se escribe sobre ellas una �echa, de ese modo, ~x denota
al vector x. Se omitirá la �echa cuando no haya lugar a confusión.
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Álgebra Lineal

Para estudiar el juego Lights Out se hará uso de varios resultados de
Álgebra, especialmente de Álgebra Lineal. Primero daremos las de�niciones
de las principales estructuras algebráicas que se usan en el trabajo junto con
algunos ejemplos de ellas.

De�nición 1.1.1. Un conjunto G con una operación · es un monoide si para
cualesquiera f, g, h ∈ G se cumple que:

f · g ∈ G

f · (g · h) = (f · g) · h

Existe un único elemento e ∈ G tal que ∀g ∈ G se cumple f ·e = e·f = f

Un ejemplo sencillo de monoide es el siguiente: consideremos el conjunto
Z+ ∪ {0} (los enteros positivos incluído el cero) con la suma de�nida del
modo usual. Es fácil ver que se cumplen las tres condiciones de la de�nición
anterior, donde el elemento e es el 0.

Otra estructura que usaremos es la de espacio vectorial, y para de�nirla
adecuadamente necesitamos de�nir antes un campo.

De�nición 1.1.2. Un campo es un conjunto F en el cual se de�nen dos ope-
raciones + y × (llamadas suma y multiplicación) de modo que para cualquier
par de elementos a, b ∈ F existen únicos elementos a + b ∈ F y a × b ∈ F
tales que para cualesquiera a, b, c ∈ F se cumplen las siguientes condiciones:

a+ b = b+ a y a× b = b× a

(a+ b) + c = a+ (b+ c) y (a× b)× c = a× (b× c)

Existen dos elementos distintos 0 y 1 en F tales que 0+a = a y 1×a = a

Para cada a ∈ F y cada elemento b ∈ F con b 6= 0 existen elementos
c, d ∈ F tales que a+ c = 0 y b× d = 1

a× (b+ c) = (a× b) + (a× c)
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El ejemplo clásico de campo es el de los números reales R, pero otros
ejemplos conocidos son los Zp, donde p es un número primo. En particular
usaremos continuamente el campo Z2.

De�nición 1.1.3. Un espacio vectorial V sobre un campo F es un conjunto
en el que están de�nidas dos operaciones (suma y multiplicación por ele-
mentos del campo) tal que para cualquier par de elementos x, y ∈ V existe
un único elemento x + y ∈ V , y para cada elemento a ∈ F y cada x ∈ V
existe un único elemento ax ∈ V , de manera que se cumplan las siguientes
condiciones:

∀x, y ∈ V se cumple x+ y = y + x

∀x, y, z ∈ V se cumple (x+ y) + z = x+ (y + z)

Existe un elemento en V llamado 0 tal que x+ 0 = x para toda x ∈ V

Para cada x ∈ V , existe un elemento y ∈ V tal que x+ y = 0

Para cada x ∈ V se cumple 1x = x, donde 1 ∈ F

Para cada par a, b ∈ F y cada x ∈ V se cumple abx = a(bx)

Para cada a ∈ F y cada par de elementos x, y ∈ V se cumple que
a(x+ y) = ax+ ay

Para cada par de elementos a, b ∈ F y cada x ∈ V se cumple que
(a+ b)x = ax+ bx

A los elementos de V se les llama vectores y a los de F se les llama
escalares.

De�niremos dos tipos de funciones que están ligadas al concepto de espa-
cio vectorial.

De�nición 1.1.4. Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo F . Una
función lineal es una función h : V → W tal que para cualesquiera x, y ∈ V
y λ ∈ F , se cumplen:

h(x+ y) = h(x) + h(y)

h(λx) = λh(x)
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De�nición 1.1.5. Sean A y B dos conjuntos y f : A → B una función.
Decimos que f es invertible si existe una función f−1 : B → A tal que para
cualesquiera a ∈ A y b ∈ B se cumple que f ◦ f−1(a) = a y f−1 ◦ f(b) = b

De�nición 1.1.6. Sean V y W espacios vectoriales sobre un campo F . Un
isomor�smo es una función lineal h : V → W que es invertible.

Otra idea básica en el estudio de los espacios vectoriales es la idea de
independencia lineal, que se puede de�nir a partir de la idea de combinación
lineal de un conjunto de vectores.

De�nición 1.1.7. Sea V un espacio vectorial y S ⊆ V . Decimos que x ∈ V es
combinación lineal de elementos de S si existe un número �nito de elementos
y1, y2, ..., yk ∈ S ⊆ V y a1, a2, ..., ak ∈ F tales que x =

∑k
i=1 aiyi. Se dice que

x es una combinación lineal de y1, y2, ..., yk ∈ S ⊆ V .

De�nición 1.1.8. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y S ⊆ V .
De�nimos al subespacio generado por S como el conjunto

〈S〉 = {x ∈ V : x =
k∑
i=1

aiyi, con ai ∈ F y yi ∈ S, 1 ≤ i ≤ k, con k ∈ N}

.

De�nición 1.1.9. Sea S ⊆ V . Decimos que S es linealmente dependiente
si existe un número �nito de vectores distintos y1, y2, ..., yk ∈ S y escalares
a1, a2, ..., ak ∈ F no todos iguales a 0 tales que

∑k
i=1 aiyi = 0. Si un conjunto

no es linealmente dependiente se dice que es linealmente independiente.

Esto nos permite de�nir la dimensión de un espacio vectorial.

De�nición 1.1.10. Decimos que un espacio vectorial V tiene dimensión n
si el máximo conjunto de vectores de V que es linealmente dependiente tiene
cardinalidad n.

Con esto podemos enunciar un importante resultado sobre los espacios
vectoriales de dimensión �nita, que los hace estructuras cómodas de trabajar.
La demostración puede consultarse en [7].

Teorema 1.1.11. Sean V un espacio vectorial sobre un campo F , de dimen-
sión �nita igual a n. Entonces, V es isomorfo a Fn.
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Siguiendo con la idea del ejemplo anterior, si bien el ejemplo más usual
de espacio vectorial es Rn (las n-adas de números reales) sobre el campo
R, el espacio vectorial que usaremos usualmente será Zn2 sobre el campo Z2.
Cuando se habla de espacios vectoriales es usual hablar también de matrices,
que serán de gran utilidad en el primer capítulo. A continuación de�nimos
una matriz y varios conceptos asociados.

De�nición 1.1.12. Una matriz de n × m es un arreglo rectangular de n
renglones y m columnas de elementos de un campo. Si A es una matriz, a la
entrada correspondiente al i-ésimo renglón y la j-ésima columna se le denota
por ai,j o por (A)i,j según convenga.

De�nición 1.1.13. La matriz identidad de n × n se denota por In y es la
matriz que tiene por entradas ai,j = 1 si i = j y ai,j = 0 en otro caso.

De�niremos ahora dos operaciones utilizando matrices.

De�nición 1.1.14. Si A y B son matrices de n × m, la suma de A con
B se denota por A + B, es una matriz de n × m que tiene como entrada
(A+B)i,j = ai,j + bi,j.

De�nición 1.1.15. Si A y B son matrices de n× r y r×m, el producto de
A con B se denota por AB, es una matriz de n×m que tiene como entrada
(AB)i,j =

∑r
k=1 ai,kbk,j.

Notemos que se puede pensar a los elementos de Rn o Zn2 como matrices
en la que r = 1 y m = n, con lo que tiene sentido hablar de multiplicar una
matriz M por un vector v, producto que denotamos por Mv. De ese modo
tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.1.16. Si A es una matriz de n× n y v, w son vectores de n
entradas, se cumple que A(v + w) = Av + Aw

La demostración puede consultarse en [7].

De�nición 1.1.17. Si A es una matriz de n×n, diremos que es invertible si
existe una matriz de n× n que denotamos por A−1 que cumple que AA−1 =
A−1A = In. A la matriz A−1 se le llama la inversa de A. A una matriz que
es invertible se le llama también no singular, y si no, es llamada singular.



6 Introducción

De�nición 1.1.18. Si A es una matriz de n × m, de�nimos a la matriz
transpuesta de A como At la matriz de m × n tal que su entrada i, j es
igual a la entrada j, i de la matriz A, es decir, (At)i,j = (A)j,i para cada
i ∈ {1, 2, ...,m} y j ∈ {1, 2, ..., n}.

Las siguientes de�niciones nos ayudan a ver parte de la relación que hay
entre matrices y espacios vectoriales, pues en ellas consideraremos a las co-
lumnas y los renglones de las matrices como vectores.

De�nición 1.1.19. Sea M una matriz y S un subconjunto de los vectores
formados por las columnas de M , donde S es un conjunto de vectores lineal-
mente independientes máximo por cardinalidad. De�nimos el rango de M
como |S|.

De�nición 1.1.20. Sea M una matriz de m× n. Cualquiera de las siguien-
tes tres operaciones por renglones (columnas) de M se denomina operación
elemental sobre los renglones (las columnas) de M :

Intercambio de la posición de dos renglones (columnas) cualesquiera de
M

Multiplicación de cualquier renglón (columna) por una constante dis-
tinta de cero.

Suma de cualquier múltiplo constante de un renglón (una columna) de
M a otro renglón (otra columna) distinto.

La demostración de la siguiente proposición puede consultarse en [7].

Proposición 1.1.21. Las operaciones elementales con renglones y columnas
en una matriz conservan el rango.

Finalmente de�niremos dos tipos de funciones que se usan en el segundo
capítulo.

De�nición 1.1.22. Sean (A,+) y (B, ∗) monoides. Un homomor�smo es
una función h : A → B tal que para cualesquiera a, b ∈ A, se cumple la
siguiente igualdad:

h(a+ b) = h(a) ∗ h(b)
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De�nición 1.1.23. Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre un
campo F . Una función T : V → V se llama transformación afín si existenM
una matriz de n × n con entradas en F y v ∈ V tales que para todo x ∈ V
se cumple

T (x) = Mx+ v

Denotaremos a la transformación anterior como TM,v.

Finalmente, demostraremos un resultado sencillo sobre transformaciones
a�nes.

Proposición 1.1.24. Sea V = Zn2 y consideremos al conjunto

T = {t : V → V
∣∣t es transformación afín}.

Entonces (T , ◦), donde ◦ es la composición de funciones, es un monoide.

Demostración. Probaremos las tres condiciones que aparecen en la de�ni-
ción de monoide. Sean TA,w y TB,u transformaciones a�nes y x ∈ V un vector
cualquiera.

TA,w ◦ TB,u(x) = TA,w(Bx+ u) = A(Bx+ u) + w = (AB)x+ Au+ w

tomando C = AB y z = Au + w tenemos que la composición de TA,w
y TB,u puede verse como TC,z(x), que es una transformación afín.

La segunda condición está dada por el hecho de que la composición de
funciones es asociativa.

Tomando a la transformación TIn,0 como e tenemos la tercera propie-
dad.

�

Teoría de Grá�cas

Una grá�ca es una pareja ordenada (V,E) con V y E conjuntos ajenos
tales que E ⊆

(
V
2

)
∪
(
V
1

)
. Se denota conG(V,E) a una grá�ca, y con V (G) = V

y E(G) = E a sus conjuntos de vértices y aristas respectivamente. Cuando
no haya lugar a confusión se usarán G, V y E. A la arista {x, y} se le denota
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v1

v2

v3 v4

v5
v6

Figura 1.1: Una grá�ca G, con V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} como conjunto de
vértices y E = {{v3}, {v1, v2}, {v2, v3}, {v4, v5}, {v5, v1}, {v2, v6}} como con-
junto de aristas.

por comodidad como xy. A los elementos de E contenidos en
(
V
1

)
se les llama

lazos. Al lazo {x} se le hace referencia como lazo en x.

En una grá�ca G(V,E), dos vértices v, u son vecinos o adyacentes si
vu ∈ E. Decimos que una arista xy incide en un vértice z si z = x o z = y.
En la �gura 1.1 los vértices v1 y v2 son vecinos, por lo que la arista v1v2
incide en v1 (y en v2). Si tenemos un subconjunto A ⊆ V (G) tal que para
cualesquiera v, u ∈ A la arista vu /∈ E, decimos que A es independiente,
es decir, un conjunto de vértices es independiente si entre cualesquiera dos
no hay arista. En la �gura 1.1 el conjunto {v1, v3, v4, v6} es independiente.
Para cada v ∈ V (G) de�nimos la vecindad abierta de v como el subconjunto
NG(v) ⊆ V tal que el vértice u ∈ NG(v) si y sólo si vu ∈ E∩

(
V
2

)
. Al conjunto

NG[v] = NG(v) ∪ {v} se le llama vecindad cerrada. En la grá�ca G vemos
que el conjunto NG(v2) = {v1, v3, v6} y el conjunto NG[v2] = {v1, v2, v3, v6}.
El grado de un vértice v ∈ V es un concepto importante y se de�ne como
d(v) = |NG(v)|+2| {{v}}∩E|, es decir, es el número de aristas que inciden en
él si contamos cada lazo como dos aristas. De ese modo d(v2) = 3 y d(v3) = 3.

De�niremos ahora algunas grá�cas con una estructura especial que serán
de utilidad en varios resultados. Una grá�ca G es completa si el máximo
conjunto independiente de vértices tiene cardinalidad 1, es decir, si para
cualesquiera dos vértices distintos v, u ∈ V , la arista vu ∈ E. Decimos que
G es bipartita si existen dos conjuntos X, Y ⊆ V independientes tales que
X ∩ Y = ∅ y X ∪ Y = V . Decimos que es bipartita completa si para cada
x ∈ X y para cada y ∈ Y la arista xy ∈ E. En la Figura 1.2 vemos una
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grá�ca completa y una bipartita completa.

v1

v2

v3 v4

v5

v1

v2

v4

v5

v6v3

Figura 1.2: A la izquierda está la grá�ca completa de 5 vértices, a la derecha
una grá�ca bipartita completa con 6 vértices

Una trayectoria es una sucesión v0, v1, v2, v3, ..., vn de vértices distintos
tales que vivi+1 ∈ E para cada i ∈ {0, 1, 2, ....n − 1}, al número n se le
llama la longitud de la trayectoria. Se denota por l(P ) a la longitud de una
trayectoria P . La distancia entre dos vértices u y v de una grá�ca es el mínimo
valor de l(P ), donde P ∈ {P : P es una uv-trayectoria}, si no existe alguna
trayectoria que los una, la distancia se de�ne como in�nita. Una grá�ca es
conexa si para cualesquiera dos vértices hay una trayectoria (contenida en
la grá�ca) que los une, es decir, que para cualesquiera u,w ∈ V existe una
trayectoria v0, v1, v2, v3, ..., vn tal que v0 = u y vn = w. Las grá�cas de las
�guras 1.1 y 1.2 son conexas, mientras que en la Figura 1.3 tenemos una
grá�ca inconexa.

v1

v2

v3

v4 v5v6

v7

Figura 1.3: La grá�ca es inconexa, pues no hay una trayectoria que una a los
vértices v1 y v3,

Las de�niciones anteriores nos permiten enunciar y demostrar un primer



10 Introducción

resultado que será de utilidad más adelante.

Proposición 1.1.25. Si G es una grá�ca conexa y no es completa, existen
x, y, z ∈ V tales que sus vecindades cerradas son distintas.

Demostración. Como G no es completa, existen dos vértices x, y ∈ V tales
que xy /∈ E, con lo que claramente NG[x] 6= NG[y]. Como la grá�ca es
conexa, existe una trayectoria T = v0, v1, v2, v3, ..., vn de longitud mínima tal
que v0 = x y vn = y. Como la arista xy no está en la grá�ca, T tiene al menos
longitud 2 , así que tomemos el vértice v1 y llamémosle z. Como x ∈ NG[z],
entonces NG[y] 6= NG[z]. Como la trayectoria es de longitud mínima, sabemos
que el vértice v2 (que puede ser igual a y) no es vecino de x, de ese modo
tenemos que NG[x] 6= NG[z], probando el resultado.

�

Otra grá�ca que será útil es la llamada grá�ca inducida por A, en la
que A ⊆ V . Ésta es la grá�ca G[A] tal que su conjunto de vértices es A
y su conjunto de aristas es F ⊆ E donde uv ∈ F si y sólo si u ∈ A y
v ∈ A. Considerando la grá�ca de la Figura 1.1, la grá�ca inducida por
A = {v6, v2, v5, v1} es la siguiente:

v1

v2

v5
v6

Una extensión natural del concepto de grá�ca consiste en asignar a las
aristas una �dirección�, de modo que en lugar de aristas consideremos �echas,
teniendo así una grá�ca dirigida o digrá�ca, que formalmente podemos de�nir
como una pareja ordenada (V,A) con V y A conjuntos ajenos tales que
E ⊆ V × V . Se denota con D(V,A) a una digrá�ca y con V (D) y A(D) a
sus conjuntos de vértices y �echas respectivamente. Cuando no haya lugar a
confusión se usarán D, V y A. A la �echa (x, y) se le denota por comodidad
como xy. Si x = y se le llama también lazo.
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v1

v2

v3 v4

v5
v6

Figura 1.4: Una digrá�ca G, con V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} como conjunto
de vértices y E = {(v3, v3), (v1, v2), (v2, v3), (v4, v5), (v1, v5), (v5, v1), (v6, v2)}
como conjunto de �echas.

Para extender el concepto de vecino que tenemos para grá�cas debemos
considerar la dirección de la �echa que une dos vértices. Para cada v ∈ V (D)
de�nimos la exvecindad (invecindad) de v como el subconjunto N+

D (v) ⊆ V
(N−D (v) ⊆ V ) tal que para cada u ∈ V , se tiene que u ∈ N+

D (v) (u ∈ N−D (v)) si
y sólo si vu ∈ A (uv ∈ A). De igual modo, de�nimos el exgrado(ingrado) de un
vértice v ∈ V en una digrá�ca D como d+(v) = |N+

D (v)| (d−(v) = |N−D (v)|),
es decir, es el número de �echas que salen del vértice (entran al vértice). Si
tenemos una �echa uv en la digrá�ca, decimos que es simétrica si la �echa
vu también está en la digrá�ca. Así consideraremos la parte asimétrica de
una digrá�ca D, denotada por Asim(D), como la digrá�ca que tiene como
conjunto de vértices a V y su conjunto de �echas es B ⊆ A, donde xy ∈ B si
y sólo si xy ∈ A y yx /∈ A, es decir, que tiene a las �echas de A que no son
simétricas (las �echas asimétricas).

De manera análoga al caso de las grá�cas, se de�ne la digrá�ca inducida
por B ⊆ V como la digrá�ca G[B] tal que su conjunto de vértices es B y su
conjunto de �echas es F ⊆ A donde uv ∈ F si y sólo si u ∈ B y v ∈ B.

Siempre es posible construir una grá�ca a partir de una digrá�ca D al
cambiar cada �echa de la digrá�ca por una arista, de modo que la �echa
(u, v) se cambia por la arista {u, v}. A la grá�ca obtenida de ese modo se le
llama grá�ca subyacente de D. Por otro lado, si tenemos una grá�ca G(V,E),
una biorientación de G es una digrá�ca D(V,A) tal que, si la arista uv ∈ E
entonces la �echa uv, la �echa vu o ambas están en A.
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v1

v2

v3 v4

v5
v6

v1

v2

v3 v4

v5
v6

Figura 1.5: La parte asimétrica de la grá�ca de la �gura 1.4 y su grá�ca
subyacente.

Hay un concepto que relaciona el Álgebra Lineal con la Teoría de Grá�cas:
la matriz de adyacencia de una grá�ca o digrá�ca. Es una matriz de |V |×|V |
que tiene en la entrada i, j el número 1 si la arista (�echa) vivj está en
la grá�ca (digrá�ca) y 0 en otro caso. Las siguientes son las matrices de
adyacencia de la digrá�ca y la grá�ca de la �gura 1.5, llamadas M1 y M2

respectivamente. Es importante notar que, debido a que en las grá�cas se
usan aristas y no �echas, la matriz de adyacencia de una grá�ca siempre es
simétrica, mientras que la matriz de adyacencia de una digrá�ca es simétrica
solamente cuando todas las �echas de la digrá�ca son simétricas. Una grá�ca
es no singular si su matriz de adyacencia es no singular.

M1 =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

 M2 =


0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0


Más información sobre grá�cas puede encontrarse en [5] y en [6], mientras

que para digrá�cas puede revisarse [4].

1.2. Lights Out : Solución con Álgebra Lineal

El juego Lights Out (luces apagadas) es un juego electrónico que fue
lanzado al mercado a mediados de los años noventa por la empresa Tiger
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Electronics. Consiste en un tablero de 5× 5 en donde en cada casilla hay un
botón y una lámpara, que puede estar encendida o apagada al inicio del juego.
Un movimiento consiste en presionar uno de los botones, provocando que el
botón presionado y las lámparas adyacentes (arriba, abajo y a cada lado,
salvo que no tenga alguna de ellas) cambien su estado, es decir, si estaban
apagadas se encienden y viceversa. El objetivo del juego es que una vez dada
una con�guración inicial de luces, se presionen en secuencia botones de modo
que se logre apagar todas las luces del tablero.

Lo primero que haremos es determinar cuándo es posible ganar en el jue-
go dada una con�guración inicial y cómo encontrar la secuencia de botones
correspondiente. Una vez hecho eso, se revisarán algunas generalizaciones del
juego en grá�cas y se harán observaciones acerca de qué condiciones deben
cumplirse para que sea posible encontrar una secuencia de botones ganadora
en dichas generalizaciones del juego, así como algunas relaciones entre ellas.
Es interesante ver que en el tablero clásico de Lights Out es posible determi-
nar la solubilidad de un juego, así como encontrar una secuencia ganadora,
usando únicamente álgebra lineal. Para hacerlo hay que usar algunos resulta-
dos sobre el algoritmo de eliminación de Gauss-Jordan y sobre el espacio nulo
de una matriz. Antes de empezar, es conveniente hacer algunas observaciones:

1. Presionar un mismo botón dos veces equivale a no haberlo presionado
nunca, por lo que si hay una solución, ésta no necesita presionar más
de una vez cada botón.

2. El estado de una lámpara no depende del orden en el que son presiona-
dos los botones del tablero, sino que depende únicamente del número
de veces que se presionaron los botones correspondientes a la lámpara
y sus vecinas. Esto quiere decir que el orden en el que se presionan los
botones en una sucesión no es importante.

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5
3,1 3,2 3,3 3,4 3,5
4,1 4,2 4,3 4,4 4,5
5,1 5,2 5,3 5,4 5,5

Figura 1.6: El tablero de Lights Out
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En lo sucesivo denotaremos el estado de una lámpara con 1 si está encen-
dida y con 0 si está apagada. Diremos que dos botones del tablero son vecinos
si comparten un lado, es decir, los vecinos de un botón son los botones que
se encuentran a su derecha, izquierda, arriba y abajo respectivamente (si un
botón no tiene vecino en una o dos direcciones es porque ese botón está en
una orilla o esquina del tablero). Además, para hacer referencia al estado del
vértice de la i-ésima �la y la j-ésima columna usaremos bi,j (ver la Figura
1.6), y usaremos al vector columna ~b para hacer referencia a un vector de
25× 1 cuyas entradas son:

~b = (b1,1, b1,2, . . . , b1,5, b2,1, . . . , b5,4, b5,5)
t

Como ~b indica el estado de todas las luces en el tablero, le llamaremos vec-
tor de con�guración del tablero o simplemente con�guración. Si tomamos
las operaciones en Z2, la acción de presionar un botón en el tablero puede
verse como sumarle a ~b un vector ~x de 25 × 1 que tenga 1 en las entradas
correspondientes al botón presionado y sus vecinos, y 0 en las demás entra-
das. Como se consideran las operaciones en Z2, el vector ~x+~b sigue teniendo
entradas en Z2, y las entradas que corresponden al botón presionado y sus
vecinos cambiaron de estado (es decir, de 1 a 0 o bien de 0 a 1, según su
estado inicial) mientras que las demás entradas quedaron igual.

Ya hemos dicho que si la con�guración del tablero tiene solución, entonces
no es necesario presionar botón alguno más de una vez, además de que el
orden en el que se presionen los botones es irrelevante. A una sucesión de
botones se le llama estrategia y puede representarse como un vector columna
~y de 25× 1, donde la entrada i,j (numerando las entradas de ~y como las de
~b) es 1 si hay que presionar el botón i,j y es 0 en otro caso. Diremos que
una con�guración ~b es soluble (se puede ganar) si existe una estrategia ~y tal
que, al aplicar la estrategia ~y en el tablero con con�guración ~b, se gana el
juego, es decir, todas las luces quedan apagadas. Del mismo modo, si ~y es
una estrategia con la que se gana desde una con�guración ~b, diremos que ~y
es una estrategia ganadora para ~b.

Supongamos que empezamos con el tablero de juego completamente apa-
gado (al que corresponde la con�guración del vector cuyas entradas son todas
iguales a 0) y que tenemos una estrategia ~y. El vector ~y nos de�ne, por ser
una estrategia, un conjunto de botones a presionar en el tablero. Cada que
presionemos un botón cambiará la con�guración del tablero. Dicho cambio
corresponde a sumar un vector a la con�guración del tablero que depende
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de la posición del botón (si está en una esquina, sobre los lados del tablero
y no es una esquina, o si es algún otro botón), pues de su posición depende
el número de vecinos que tenga. Un ejemplo de las sumas para un vector de
cada tipo es el siguiente:

b1,1 = x1,1 + x1,2 + x2,1
b2,1 = x2,1 + x1,1 + x2,2 + x3,1
b2,2 = x2,2 + x2,3 + x2,1 + x1,2 + x3,2

donde el vector xi,j es un vector que tiene todas las entradas iguales a 0 salvo
la entrada i, j, que es igual a 1, y el vector bi,j es el que corresponde al botón
i, j.

En general, notemos que A~x = ~b, donde la matriz A es una matriz de
25× 25 de la siguiente forma

B I O O O
I B I O O
O I B I O
O O I B I
O O O I B


en donde I es la identidad de 5× 5, O es la matriz de ceros de 5× 5 y B es
una matriz de la siguiente forma:

1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1


Vemos que al multiplicar esa matriz A por un vector ~y, lo que ocurre es

que la entrada i,j de ~b corresponde a la suma (en Z2) de una cantidad de
unos que coincide con el número vecinos que se presionan en la estrategia ~y
del botón ij, por lo que el resultado de esa suma indicará el estado del botón
i,j.

Por ejemplo, si multiplicamos A por el vector que tiene 1 en la primera
entrada (lo que corresponde a presionar la casilla (1, 1)) y 0 en las demás,
obtenemos el vector

z = (1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
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Al sumar ese vector a un vector de ceros (correspondiente a tener todos los
vértices apagados) obtenemos de nuevo z. Los unos de ese vector indican que
las casillas que quedan encendidas son (1, 1), (1, 2) y (2, 1), lo que corresponde
al efecto de presionar el el botón correspondiente a la casilla (1, 1).

La observación con la que cobra sentido la de�nición de la matriz A y
lo dicho acerca de la solubilidad de una con�guración ~b, es la siguiente: si
tenemos el tablero apagado y se presionan los botones del tablero siguiendo
una estrategia ~y, llegamos a una con�guración ~b en el tablero. Si ahora pre-
sionamos los mismos botones que indica ~y, el tablero regresa a su posición
original. Es decir, si conocemos los botones con los que se llega a una con�-
guración ~b desde el tablero apagado, presionar esos mismos botones llevará
la con�guración ~b al tablero apagado, por lo que esa con�guración ~b tendría
como estrategia ganadora a ~y. Esto es muy fácil de pensar si imaginamos
que, desde un tablero apagado, empezamos a presionar botones hasta llegar
a una con�guración ~b y grabamos el proceso con una cámara. Al ver el video
en reversa encontraremos una estrategia para ganar desde la con�guración ~b.

Entonces, para encontrar una estrategia que apague todas las luces de una
con�guración ~b, basta con encontrar un vector ~y que sea solución de A~x = ~b.
Podemos decir que una con�guración ~b es soluble si y solamente si pertenece
a R(A), el rango de la matriz A. Eso gracias a que si la con�guración es
soluble, entonces tiene al menos una estrategia ganadora y, como notamos
antes, la entrada i,j del producto A~y es la suma del número de veces que
presionamos al botón i,j o a uno de sus vecinos desde un tablero apagado
para llegar a ~b, así que el vector ~b es una combinación lineal de las columnas
de A, por lo que ~b ∈ R(A). Recíprocamente, si ~b ∈ R(A) entonces existe un
vector ~y tal que A~y = ~b, por lo que al empezar desde un tablero apagado y
aplicar la estrategia asociada a ~y, llegamos a una con�guración ~c = A~y, y
dado el producto de una matriz por un vector es una función, tenemos que
~b = ~c.

Sin embargo, hay que notar que la matriz A es una matriz singular, por
lo que no podemos garantizar la existencia de una estrategia ganadora para
cualquier ~b. Como lo que nos interesa es que ~b ∈ R(A), podemos analizar
fácilmente al R(A) si transformamos la matriz A en una matriz E que sea
escalonada. Sabemos que por ser A una matriz, existe una matriz M tal que
MA = E, donde E es una matriz escalonada y M es la matriz que resulta
del producto de las matrices de operaciones elementales usadas para llevar
A en E. Es importante recordar que las matrices elementales son invertibles,
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por lo que M es invertible, así que R(A) = R(E). Ya en su forma escalonada
se puede ver fácilmente que E tiene rango 23, es decir, hay dos variables
dependientes x5,4 y x5,5 en las dos últimas columnas, que son:

~v1 = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0)t

~v2 = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0)t

Además, sabemos que el complemento ortogonal del núcleo de A es R(A)
por ser A una matriz simétrica, y como M es no singular, el núcleo de E
es el mismo que el de A, por lo que para poder describir a R(A), basta con
encontrar una base para el núcleo de E. Encontrar dicha base se simpli�ca al
ser E una matriz en su forma escalonada, pues si nos �jamos en las últimas
dos columnas de E, y de�nimos:

~n1 = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0)t

~n2 = (1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1)t

Esos dos vectores forman una base para el núcleo de E, así que podemos
llegar al siguiente resultado:

Teorema 1.2.1. Una con�guración ~b es soluble si y sólo si ~b es ortogonal a
~n1 y ~n2.

Demostración. Supongamos primero que ~b es soluble, entonces sabemos
que existe una estrategia ~y tal que A~y = ~b, por lo que ~b ∈ R(A) y por lo
tanto ~b ∈ R(E). Sabemos además que el núcleo de E es el complemento
ortogonal de R(E), así que ~b puede expresarse como combinación lineal de
las primeras 23 columnas de E, por lo que si Ei denota la i-ésima columna
de E, entonces ~b =

∑23
i=1 ciEi donde ci ∈ Z2 y ~b · (α~n1 + β~n2) = 0 donde

α, β ∈ Z2, es decir ~b es ortogonal a ~n1 y ~n2.
Si ahora tomamos que ~b es ortogonal a ~n1 y ~n2, entonces ~b es un elemento

del complemento ortogonal del subespacio generado por ~n1 y ~n2 y entonces
~b es soluble. �

Con esto se vuelve fácil veri�car si una con�guración ~b es soluble, pues se
reduce a veri�car el producto interior de la con�guración ~b con los vectores
~n1 y ~n2. Además podemos notar que las con�guraciones solubles son aquellas
que, cuando son vistas como combinación lineal de los vectores columna de
E, no tienen en la suma a los vectores ~n1 y ~n2. Tomando esto en cuenta, y
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recordando que el campo sobre el que estamos trabajando es Z2, podemos
ver que dada una con�guración inicial arbitraria ~f , la probabilidad de que
sea soluble es de 1

4
.

Corolario 1.2.2. La probabilidad de que una con�guración inicial ~f sea
soluble es de 1

4
.

Demostración. Como el campo sobre el que estamos trabajando es Z2 y
una con�guración ~f tiene 25 entradas, entonces hay 225 con�guraciones posi-
bles del tablero. Por 1.2.1 sabemos que las con�guraciones solubles son aque-
llas que se pueden ver como combinación lineal de las primeras 23 columnas
de E. Puesto que para cualquier combinación lineal de esos 23 vectores tene-
mos únicamente dos escalares que asignar a cada vector, el 1 y el 0, podemos
ver cada combinación lineal como una suma de algunos de esos 23 vectores,
donde cada uno está o no está en la suma (es decir, aparece con coe�ciente
1 ó 0). De esta forma, tenemos 223 con�guraciones solubles entre 225 con-
�guraciones posibles, es decir, que la probabilidad de que ~f sea soluble es
223

225
= 1

22
= 1

4
. �

Además, podemos decir otra cosa de las con�guraciones solubles, y es que
su solución no es única, hay de hecho cuatro soluciones para cada con�gura-
ción soluble, y se encuentran sumando los vectores de la base del núcleo de
E a una estrategia ganadora conocida.

Lema 1.2.3. Si ~b es soluble y ~x es una estrategia ganadora para ~b, entonces
~x+ ~n1, ~x+ ~n2, ~x+ ~n1 + ~n2 son las estrategias ganadoras para ~b.

Demostración. Dado que ~x es estrategia ganadora para ~b, entonces cumple
que A~x = ~b. Veamos que ~x+ ~n1 + ~n2 es estrategia ganadora, y las demás son
análogas. Como A es lineal se cumple que:

A(~x+ ~n1 + ~n2) = A~x+ A~n1 + A~n2.

Y como sabemos que ~n1 y ~n2 están en el núcleo de A, entonces A~n1 = 0 y
A~n2 = 0, por lo que tenemos que

A(~x+ ~n1 + ~n2) = A(~x) = ~b.

Para ver que no tenemos otra estrategia ganadora además de las cuatro
que hemos encontrado hay que hacer algunas observaciones con respecto a
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~x. Como ~x cumple que A~x = ~b, podemos pedir que ~x tenga sus últimas dos
entradas iguales a 0, con lo que su expresión como combinación lineal de los
primeros 23 vectores de E es única, por lo que si tuviéramos otra estrategia
ganadora ~y, si tiene las últimas dos entradas iguales a cero, será la misma
estrategia que ~x, y si no, podemos sumarle alguna combinación lineal de ~n1

y ~n2 de modo que las últimas dos entradas sean 0 y llegar a ~x.
�

A pesar de que ya sabemos varias cosas sobre la solubilidad de una con�-
guración dada y su solución, pareciera que no tenemos un modo de encontrar
la estrategia ganadora para ella. Sin embargo, por el Teorema 1.2.1 y el Lema
1.2.3 sabemos que si ~b es soluble, podemos pedir que ~x tenga en sus últimas
dos entradas iguales a cero, así que tenemos que E~x = ~x, lo que nos lleva al
siguiente corolario que nos da explícitamente una estrategia ganadora para
una con�guración soluble ~b.

Teorema 1.2.4. Si ~b es soluble con estrategia ganadora ~x, entonces M~b,
M~b+ ~n1, M~b+ ~n2 y M~b+ ~n1 + ~n2 son las estrategias ganadoras de ~b.

Demostración. Veamos que podemos pedir siempre que una estrategia ga-
nadora cumpla E~x=~x. Como la matriz E está en su forma escalonada de
Gauss-Jordan, entonces es una matriz de la forma:(

I S
O1 O2

)
en la que para el caso que estamos estudiando, I es la identidad de 23× 23,
S es la matriz de 23 × 2 que corresponde a los vectores columna v1 y v2, y
O1 y O2 son matrices de ceros de 2 × 23 y 2 × 2 respectivamente. Entonces
solamente necesitamos que las últimas dos entradas de ~x sean 0 para que
tengamos que E~x = ~x. Esa estrategia ~x existe pues, por ser ~b soluble con
estrategia ganadora ~x, si ~x no tiene sus dos últimas entradas iguales a cero,
sumamos n1 o n2 o ambos para hacer esas entradas iguales a cero. Así, con
~x que cumpla que E~x = ~x, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

~x = E~x = MA~x = M(A~x) = M~b

Teniendo ya queM~b es una estrategia ganadora para ~b, por 1.2.3 tenemos
el resultado. �
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Con esto hemos terminado el análisis del juego Lights Out en su forma
original, pues ya podemos determinar la solubilidad de una con�guración
inicial, y encontrar explícitamente las estrategias ganadoras para ella. Es
posible generalizar de varias maneras el juego, por ejemplo, puede aplicarse
el mismo razonamiento aquí dado para un juego con las mismas reglas en
un tablero de n× n simplemente construyendo una matriz An de n2 × n2 de
manera análoga a la construcción de A para el caso de 5 × 5, y analizando
su rango. Otra generalización natural es considerar que el tablero está en
un toro, es decir, cuando se presiona una casilla en una "`orilla"' del tablero
(por ejemplo, en la parte superior), se cambia el estado de las luces que
son adyacentes en el mismo sentido que para el tablero usual, pero también
se cambia el estado de la casilla que está en la parte inferior del tablero
que corresponde a la misma columna de la que presionamos (o en la �la
correspondiente si tomamos una casilla en uno de los lados del tablero).

Por ejemplo, para el caso de un tablero de 5× 5 sobre un toro, la matriz
AT tiene la siguiente forma:

B′ I O O I
I B′ I O O
O I B′ I O
O O I B′ I
I O O I B′


Donde I es la idendidad de 5 × 5, O es la matriz de ceros de 5 × 5 y B′

es la siguiente matriz: 
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0 1 1


En ella, los renglones que corresponden a botones que no están en las

orillas del tablero son iguales a la matriz A del problema original, y los
botones que están en las orillas tienen unas pequeñas modi�caciones que
corresponden al hecho de que sobre el toro tienen nuevos vecinos. Del mismo
modo que se hizo antes, veamos cuáles son con algunas de las entradas del
vector ~b al aplicar una estrategia ~x:
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b1,1 = x1,1 + x1,2 + x2,1 + x5,1 + x1,5
b2,1 = x2,1 + x1,1 + x2,2 + x3,1 + x2,5
b2,2 = x2,2 + x2,3 + x2,1 + x1,2 + x3,2

Al encontrar la forma escalonada de la matriz AT se puede veri�car que la
dimensión del núcleo es 8, y que las columnas linealmente dependientes son
las que corresponden a los botones b5,2, b5,3, b5,4, b5,5, b4,2, b4,3, b4,4 y b4,5, los
vectores que forman las columnas correspondientes son los siguientes, donde
ni,j corresponde al vector columna del botón bi,j en la matriz ET , que es la
forma escalonada de AT :

~n5,5 = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n5,4 = (1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n5,3 = (1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n5,2 = (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n4,5 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n4,4 = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n4,3 = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

~n4,2 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t

De manera análoga al caso plano, se siguen los siguientes resultados para
el toro:

1. Si ~x es una estrategia ganadora para la con�guración inicial~bT , entonces
~x +

∑
i,j ci,jni,j con i ∈ {4, 5} y j ∈ {2, 3, 4, 5} y ci,j ∈ Z2 también es

una estrategia ganadora.

2. Si MTAT = ET , con MT la matriz que resulta del producto de las
matrices de las operaciones elementales usadas para pasar a AT a su
forma escalonada ET , y ~b es el vector de con�guración inicial del juego,
entonces se cumple que el vector ~x = MT

~b es una estrategia ganadora
para ~b.

3. La probabilidad de que una con�guración inicial del tablero en el toro
sea soluble es de 1

256
.
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Capítulo 2

Lights Out

2.1. Solución con Teoría de Grá�cas

Para estudiar el problema anterior de apagar las luces en un tablero era
su�ciente (y de hecho práctico) usar únicamente álgebra lineal, ya que per-
mitía bastante generalidad en cuanto a las con�guraciones del tablero y para
aplicar los mismos razonamientos al juego sobre el toro o la banda de Möbius
basta hacer algunas modi�caciones del tamaño de la matriz A o cambiar al-
gunas entradas, aunque el hecho de estar jugando sobre un �tablero� hace que
las modi�caciones sean bastante simétricas y fáciles de hacer. Sin embargo,
si extendemos el juego Lights Out a una grá�ca algo más complicada que la
que se puede asociar a un tablero como el que se revisó, es posible encontrar
resultados usando herramientas de Teoría de Grá�cas.

El problema puede entenderse como sigue: un conserje entra a trabajar
en un museo, y una de sus tareas es que por la mañana antes de abrir, tiene
que encender las luces de todas las salas, cada una de las cuales tiene un
interruptor propio. El problema no sería tan interesante si las conexiones
eléctricas funcionaran a la perfección, pero en este museo en particular no
es el caso. Resulta que cada vez que el conserje mueve un interruptor no
solamente cambia el estado de la sala en la que se encuentra (es decir, se
enciende o apaga la luz) sino que las salas adyacentes también lo hacen. La
pregunta interesante en este caso es si logrará el conserje encender todas las
luces del museo.

El problema puede modelarse como una digrá�ca del siguiente modo: a
cada sala del museo (junto con su interruptor) se le asigna un vértice, y se
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pone una uv-�echa si al presionar el vértice u se cambia el estado del vértice
v. Si resulta, como es el caso del problema del museo que planteamos origi-
nalmente, que al presionar un vértice cambia el estado de todos los vértices
adyacentes, como para las habitaciones de un edi�cio ser adyacente es una
relación de equivalencia, basta con poner en la digrá�ca las �echas simétricas.
Además a cada vértice le asignamos un lazo para que, al accionar el interrup-
tor de un cuarto, también cambie el estado de la luz en ese cuarto. Tomando
el modelo como se ha descrito, y tomando como estado inicial de la digrá�ca
el que todas las luces estén apagadas, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1.1. Si D es una digrá�ca sobre un conjunto de vértices V , con
d+(v) > 0 para cada v ∈ V y tal que para cada subconjunto de cardinalidad
impar U ⊆ V hay un vértice con exgrado impar en D[U ], entonces es posible
encender todas las luces de D.

Demostración. Se procede por inducción sobre la cardinalidad de V . Por
comodidad, nos referiremos a un conjunto de cardinalidad impar simplemente
como un conjunto impar. Es claro que si V tiene solamente un vértice u, se
cumple el resultado, pues el único subconjunto impar que podemos tomar
es justamente u, que para tener exgrado impar debe de tener un lazo, y si
presionamos u, se encienden todas las luces de D. Supongamos entonces que
el resultado es válido para una digrá�ca con n vértices, y sea D con n + 1
vértices. Si tomamos un vértice cualquiera u y tomamos a D′ = D[V −{u}],
notemos que D′ cumple las hipótesis del teorema, pues todo subconjunto
impar de D′ es a su vez un subconjunto impar de D, por lo que por hipótesis
de inducción es posible encender todas las luces de D′. A la secuencia de
vértices que hay que presionar en D′ para encender las luces la llamaremos
una n-estrategia respecto a u. Si al aplicar esa n-estrategia en D el vértice u
puede encenderse (en cuyo caso hemos terminado, pues se pueden encender
todas las luces de D) o permanecer apagado. Si para cualquier vértice u que
removemos de D, al aplicar la n-estrategia respecto a u, éste queda siempre
sin encenderse, hay que analizar los dos casos siguientes:

1. Si n+1 es par, entonces aplicamos todas las n-secuencias sobre D, como
tenemos una n-estrategia por cada vértice deD (tenemos exactamente
n+ 1 distintas n-estrategias) entonces cada vértice cambia de estado n
veces, pues cambia de estado una vez por cada n-estrategia encontrada
sobre una subdigrá�ca inducida de n vértices que contiene a ese vértice.
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Como todos los vértices están inicialmente apagados, y n es impar,
entonces todos los vértices se encienden.

2. Si n + 1 es impar y como D es inducida de si misma, por hipótesis
tenemos un vértice u de exgrado impar. Accionemos el interruptor de
u, y llamemos U al conjunto de vértices de D que se encienden. Como
U tiene cardinalidad impar, entonces V − U tiene un número k par de
vértices. Apliquemos ahora todas las n-estrategias asociadas a los vér-
tices de V −U (es decir si v ∈ V −U , se aplican las n-estrategias que se
encuentran al analizar la digrá�ca D[V − {v}]) . Al hacer esto, hemos
logrado encender todos los vértices de V −U , pues cada n-estrategia en-
ciende todos los vértices de V −U a excepción de un vértice, por lo que
al aplicar las n-estrategias respecto a los k vértices de V −U , cada vér-
tice cambia su estado un número impar de veces, y como originalmente
los vértices de V −U estaban apagados, el �nalizar ese proceso quedan
todos encendidos. Por otro lado, los vértices de U estaban encendidos,
pero como se aplican un número par de n-estrategias que cambian el
estado de los vértices de U , entonces esos vértices terminan encendidos
pues al inicio del proceso ya lo estaban.

�

Además, podemos probar que el Teorema 2.1.1 vale para una digrá�ca D
con algunas �echas simétricas y algunas que van solamente en un sentido si
la grá�ca subyacente de Asim(D) es una grá�ca bipartita completa.

Corolario 2.1.2. Si D es una digrá�ca, con V su conjunto de vértices y A
su conjunto de �echas, tiene un lazo en cada vértice y la grá�ca subyacente
de Asim(D) es una bipartita completa, entonces es posible encender todas
las luces.

Demostración. Es claro que una grá�ca bipartita completa sobre un con-
junto impar de vértices tiene un número par de aristas, pues uno de los dos
elementos de la partición debe tener un número par de vértices. Entonces, si
tomamos a U ⊆ V (D) con un número impar de vértices, entonces D[U ] tiene
un número impar de �echas, puesto que:

El conjunto U tiene un número impar de vértices, así que tiene un
número impar de lazos.
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Las �echas simétricas valen cada una por dos �echas, por lo que esas
aportan un número par al total de �echas de D[U ]

Las �echas asimétricas son un número par, puesto que si tenemos una
grá�ca bipartita completa sobre un conjunto impar de vértices U , siX y
Y son las clases de la partición, una de las dos partes de la grá�ca tiene
un número impar de vértices. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que es X, por lo que cada vértice x ∈ X tiene un número par de vecinos
(los vértices en Y ), como hay |X||Y | aristas, entonces en D′[U ], donde
D′[U ] = Asim(D) hay un número par de aristas, que corresponden a
un número par de �echas en D.

Entonces tenemos un número impar de �echas en D[U ], así que la suma
de los exgrados de sus vértices es impar, con lo que tenemos al menos un
vértice de exgrado impar, por lo que por el Teorema 2.1.1 tenemos que en D
se pueden encender las luces.

�

Un problema interesante que se resuelve con el Corolario 2.1.2 es el si-
guiente. Modi�quemos un poco el museo del problema inicial: supongamos
que las luces funcionan igual que antes pero algunas de las salas de exhibi-
ción fueron modi�cadas para que sean o�cinas y además agregamos un nuevo
cuarto especial llamado �el corredor�, que tiene la propiedad de que su botón
cambia el estado de todas las salas que siguen siendo de exhibición, mientras
que los botones de las o�cinas cambian el estado de la luz del corredor. En
la digrá�ca asociada al problema, la digrá�ca inducida por las aristas asimé-
tricas tiene como grá�ca subyacente a K1,|V |−1 que es una grá�ca bipartita
completa, por lo que las luces también pueden encenderse.

Toda esta discusión sobre la posibilidad de encender las luces en una
digrá�ca se ha hecho sobre digrá�cas cuyas subdigrá�cas cumplen ciertas
propiedades, como tener lazos en los vértices o que apareciera cierta estruc-
tura en la parte asimétrica. Sin embargo puede que el sistema eléctrico del
museo esté en un estado tal que no cumpla ni siquiera con tales requerimien-
tos. ¾Qué pasaría si lo único que sabemos del sistema eléctrico del museo es
que para cada lámpara hay algún botón que la enciende? Quizá el poder en-
cender todas las luces sea demasiado, pero es fácil de veri�car que bajo tales
condiciones siempre es posible encender más de la mitad de las lámparas. Si
tenemos |V | lámparas y pensamos que cada botón es presionado de manera
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arbitraria e independiente de los demás botones, cada botón se acciona con
probabilidad de 1

2
, por lo que el promedio del número de lámparas que se

encenderá es de |V |
2
. Como sabemos que hay una con�guración tal que el

número de luces encendidas es estrictamente menor que |V |
2

(la con�guración
cuando todas las lámparas están apagadas, resultado de no presionar nin-
gún botón), entonces podemos asegurar que al menos hay una con�guración
posible en la que hay más de |V |

2
luces encendidas.

2.2. Juegos Dirigidos vs. Juegos No Dirigidos

A primera vista puede parecer que los juegos dirigidos (es decir, aquellos
que modelamos usando digrá�cas) son más generales que los juegos no diri-
gidos. Sin embargo resulta que, de cierto modo, los juegos son equivalentes,
pues para toda digrá�ca podemos encontrar una grá�ca sobre los mismos
vértices tal que es posible encender los mismos conjuntos de lámparas que
en la digrá�ca. Es interesante ver también que el número máximo de lám-
paras que pueden encenderse está relacionado con el número de lazos de la
digrá�ca. Para la demostración denotamos como z̃i al i-ésimo renglón de una
matriz Z.

Teorema 2.2.1. Sea D una digrá�ca y k el máximo número de lámparas que
pueden encenderse en D, entonces existe una grá�ca G con V (G) = V (D) y
con k lazos tal que los mismos conjuntos de lámparas que se pueden encender
en D se pueden encender en G.

Demostración. Sea A = (ai,j) la matriz de adyacencia de D y tomemos a
ãi. Sabemos ya que el vector de con�guración inicial ~b de la grá�ca (que se
construye de manera análoga al del tablero inicial) que corresponde a tener
todas las lámparas apagadas tiene cero en todas las entradas, y al presionar
el botón i lo que hacemos es sumar ãi al vector de con�guración del tablero.
Lo anterior implica que las con�guraciones que se pueden obtener en D son
las que se encuentran en el rango por renglones de A, con las operaciones
en Z2. Las grá�cas tienen una matriz de adyacencia simétrica, por lo que
lo que haremos será construir una matriz A′ que sea simétrica con k unos
en la diagonal (que corresponden a los lazos) que tenga el mismo rango por
renglones de la matriz A.

Por comodidad numeremos de nuevo los vértices de V (D) (es decir, las
columnas de A) de modo que las primeras k columnas de A correspondan a
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un conjunto máximo de lámparas que pueden encenderse en D. Aplicando
eliminación de Gauss-Jordan a la matriz A llegamos a una matriz de la que,
al reordenar las primeras k columnas, obtenemos una matriz C que sea de la
forma:

C =

(
I B
O1 O2

)
donde I es la identidad de r × r con r ≤ k, B es una matriz arbitraria de
(n − r) columnas, con O1 y O2 matrices de ceros. Es claro que el vector
1k = (1, 1, 1, ..., 1, 0, 0, ..., 0), que tiene 1 en las primeras k entradas y 0 en
las demás, está en el rango por renglones de la matriz, pues corresponde a
encender las primeras k lámparas. Por la forma de la matriz, la única manera
en que podemos obtener los unos que aparecen en las primeras r entradas de
1k como combinación lineal de los renglones es sumar los primeros r renglones
de la matriz, y como los demás renglones son ceros, el resultado de esa suma
debe de ser el vector 1k, de lo que tenemos que las primeras k − r columnas
de B tienen un número impar de unos, y el resto tiene un número par de
unos. Lo último debido a que la suma módulo 2 de las entradas de cada una
de las primeras k − r columnas de B tiene que ser 1, pues la entrada de 1k
correspondiente a esa columna de B debe ser 1, y la suma de las entradas
de cada una de las n − k columnas restantes de B tiene que ser 0, pues la
entrada correspondiente de 1k debe ser 0.

La observación importante que hay que hacer ahora es que la matriz C
es equivalente por renglones a la matriz:

A′ =

(
I B
Bt F

)
Para ver lo anterior, simplemente hagamos las operaciones por renglones

necesarias para que debajo de la identidad aparezca la matriz Bt. Es claro que
la i-ésima columna de Bt es b̃it. Si queremos construir esa columna, tenemos
que sumar el i-ésimo renglón de C en cada uno de los renglones en los que
aparece 1 en b̃it. Si procedemos así para cada i es fácil ver que obtenemos la
matriz Bt en el lugar que queremos y obtenemos una matriz F que resulta
de sumar los renglones de B de acuerdo a las operaciones por renglones que
hicimos, sin embargo lo que es realmente interesante es ver que la matriz F
corresponde a una matriz muy conveniente.
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Al �jarnos en f̃i vemos que por la manera en que procedimos para obtener
la matriz Bt, f̃i corresponde a la suma de los renglones b̃j tales que la j-ésima
entrada de la i-ésima columna de B es 1. De modo que podemos ver a f̃i como
el siguiente producto (∗):

(
b1,i, b2,i, b3,i, ..., b(n−r−1),i, bn−r,i

)


b̃1
b̃2
.
.
.

b̃n−r


De este modo podemos observar que de hecho, la entrada (1, 1) de la

matriz F es el resultado de multiplicar el primer renglón de Bt con la primera
columna de B, la entrada (1, 2) es el resultado de multiplicar el primer renglón
de Bt con la segunda columna de B, siguiendo ese razonamiento para cada
entrada de la matriz F , tenemos que F = BtB, así que la matriz A′ es en
realidad

A′ =

(
I B
Bt BtB

)
Que sabemos que es una matriz simétrica, con lo que corresponde a la

matriz de adyacencia de una grá�ca. Notemos que en BtB, la diagonal co-
rresponde al producto (∗) de una columna de B con ella misma. Como las
primeras k−r columnas de B hay un número impar de unos y en las restantes
hay un número par de unos, los primeros k − r elementos de la diagonal son
1 y los últimos n− k son ceros. Como I es la identidad de orden r, tenemos
en total r+ k− r = k unos en la diagonal, con lo que la demostración queda
conluida. �

Para una digrá�ca en la que todas las lámparas pueden encenderse tene-
mos k = n, y por el teorema anterior hay una grá�ca sobre el mismo conjunto
de vértices en la que pueden encenderse todas las lámparas.

2.3. Una nueva restricción: sólo-encendidos

Hasta ahora hemos hecho un estudio del juego Lights Out sobre grá�cas y
digrá�cas, y hemos trabajado asumiendo que en cualquier momento podemos
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presionar el vértice que queramos. Sin embargo, si pensamos en el conserje del
museo, puede ser que en pricipio le parezca extraño (o inclusive sin sentido)
el activar el interruptor de una sala cuya luz ya está encendida, puesto que
el conserje sabe que lo que está tratando de lograr es que todas las luces del
museo se enciendan. Sin embargo, si activa el interruptor de algunos cuartos
vecinos a éste último y cuando regresa, se encuentra con que la luz se ha
apagado, seguramente no tendrá ningún inconveniente en activar de nuevo el
interruptor.

Ahora imaginemos que de algún modo nuestro querido conserje logró su
cometido y encendió todas las luces del museo, pero como es de esperarse,
unas horas después el museo debe cerrar y hay que apagar las luces. Del
mismo modo, como el objetivo del conserje es apagar las luces, es probable
que no quiera presionar el interruptor de una sala que ya está apagada. Es
claro que el problema �empezar con las luces apagadas y lograr encenderlas�
es equivalente al problema �empezar con las luces encendidas y apagarlas�.
Es por esa razón que en términos matemáticos es equivalente pedir que se
presionen solamente los que están encendidos a presionar solamente los que
están apagados.

Pensando en esto se vuelve interesante agregar la nueva restricción al
juego que hemos estudiado hasta ahora, que es lo que se conoce como la
restricción lit-only, que en adelante usaremos como sólo-encendidos, que con-
siste simplemente en que tenemos permitido presionar sólo los vértices cuyo
estado sea encendido.

En [2] se enuncia y demuestra un teorema a�rmando que, para grá�cas
bipartitas con un lazo en cada vértice, es posible encender todas las luces
presionando sólo vértices apagados. Además, se propone como contraejemplo
para grá�cas arbitrarias la grá�ca que aparece en la Figura 2.1.

A partir de ahora en las �guras que aparezcan, los vértices apagados serán
de color blanco y los vértices encendidos de color negro.

Figura 2.1: El "contraejemplo" de Note on the Lamp Lighting Problem

El argumento que se usa para veri�car que funciona es que para encender
todas las lámparas es necesario presionar todos los vértices del triángulo, pero
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que una vez que se ha presionado uno, se enciende todo el triángulo. Este
argumento es falso como se muestra en [3]. A partir de ahora en las �guras
que aparezcan, los vértices apagados serán de color blanco y los vértices
encendidos de color negro. A continuación, aparece el procedimiento usando
en dicho artículo. Se pone un ∗ junto al vértice que se presiona en cada paso:

∗ ∗

∗ ∗

∗

Figura 2.2: La solución a la Figura 2.1

Una vez observado eso, viene al caso preguntarse si es equivalente el juego
con la regla sólo-encendidos al juego sin ella.

Para lo siguiente tendremos que introducir algunos conceptos nuevos que
además de ser interesantes por sí mismos, simpli�can el entendimiento y
escritura de los próximos resultados, y nos permiten analizar los problemas
que estudiaremos en el juego usando algunas herramientas adicionales de la
matemática.

Tomemos primero un conjunto V y seaW una sucesión �nita de elementos
de V , diremos que W es una palabra sobre el alfabeto V . Denotaremos con
ε a la sucesión vacía, por lo que le daremos a ε el nombre de palabra vacía.
Si tenemos V un alfabeto, W una palabra sobre V y u, v ∈ V , usaremos la
siguiente notación:

|W |u es el número de apariciones de u en W

|W |u,v es el número de apariciones de u en W antes de la primera
aparición de v



32 Lights Out

α(W ) es el conjunto de las letras de V que aparecen en W , es decir
α(W ) = {v ∈ V : |W |v > 0}

|W | es la longitud de la palabra W , es decir, el número de términos de
la sucesión.

Si tomamos 1 ≤ i ≤ j ≤ |W |, de�nimos a W[i,j] como la subpalabra
de W que se obtiene de W al borrar las primeras i − 1 y las últimas
|W | − j letras de W . Si i > j entonces W[i,j] = ε.

Al tomar el conjunto de todas las palabras sobre un alfabeto V , podemos
construir un monoide libre, al que llamaremos V ∗, si usamos la concatenación
que asocia a dos palabrasW1 yW2, la palabraW = W1W2, que tiene longitud
|W1W2| = |W1|+ |W2| y tal que:

W1 si W2 = ε
W2 si W1 = ε
W[1,|W1|] = W1 y W[|W1|+1,|W1|+|W2|] = W2 si W1,W2 6= ε

Con la observación anterior, cuando nos estemos re�riendo a una palabra
W = (v1, v2, ..., vn) de longitud n la denotaremos simplemente como v1v2...vn
pues la pensaremos como la concatenación de n palabras de longitud 1. A ve-
ces diremos que se aplica una palabra para decir que se presiona la secuencia
de vértices que dicha palabra indica.

Además, apartir de ahora será muy importante distinguir cuando estemos
hablando del juego de Lights Out con las diferentes restricciones que hemos
usado, es decir, si estamos usando la restricción de sólo-encendidos, y si
consideramos que al presionar un vértice cambia su estado o si sólo lo hacen
sus vecinos. Así, llamaremos a cada variante del juego sobre una grá�ca del
siguiente modo:

σ-juego si al presionar un vértice v sólo cambiamos el estado de los
vecinos del vértice v.

σ+-juego si al presionar un vértice v cambiamos también el estado del
vértice v.

σ-juego sólo-encendidos si al σ-juego se le agrega la restricción de sólo-
encendidos.
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σ+-juego sólo-encendidos si al σ+-juego se le agrega la restricción de
sólo-encendidos.

Si tenemos una grá�ca G y v ∈ V (G), denotaremos a partir de ahora a la
vecindad abierta de v con NG(v) y a la vecindad cerrada con NG[v]. Notemos
además que los juegos σ-juego, σ+-juego, σ-juego sólo-encendidos y σ+-juego
sólo-encendidos corresponden a cuatro tipos de autómata en el alfabeto V .

Un autómata es formalmente una quinteta ordenada (Q,Σ, q0, δ, F ) donde
Q denota el conjunto �nito de estados posibles para el autómata (las con�-
guraciones posibles de la grá�ca en cada juego), Σ un alfabeto (el conjunto
V ), qo ∈ Q es el estado inicial (una de las con�guraciones de la grá�ca que
tomamos como inicial), δ es una función de transición (la acción de presionar
un vértice, lo que nos lleva de una con�guración a otra), F ⊆ Q el conjunto
de estados �nales o de aceptación (las con�guraciones de la grá�ca a las que
queremos llegar). Esta de�nición, si bien informal, es su�ciente para seguir
analizando las variantes del juego Lights Out.

Con esa idea, llamemos Aσ, Aσ+ , Aσ0 y Aσ+
0
a los autómatas asociados a

los juegos σ-juego, σ+-juego, σ-juego sólo-encendidos y σ+ sólo-encendidos
respectivamente. Claramente el conjunto de estados posibles Q para los cua-
tro autómatas es ZV (G)

2 .
Al presionar un vértice, lo que se hace al vector de con�guración del

juego es sumarle la vecindad de un vértice, que puede ser cerrada o abierta
dependiendo de las reglas de cada juego en particular. De ese modo podemos
identi�car las vecindades (abiertas o cerradas) de un vértice con un vector
en ZV (G)

2 . Así, para cada autómata podemos de�nir el siguiente conjunto de
funciones de transición, en las que el signo + denota la suma de vectores
usual y el A denota un estado posible.

{(A,A+NG(v)) : A ⊆ V (G)} para Aσ
{(A,A+NG[v]) : A ⊆ V (G)} para Aσ+

{(A,A+NG(v)) : v ∈ A ⊆ V (G)} para Aσ0
{(A,A+NG[v]) : v ∈ A ⊆ V (G)} para Aσ+

0

Notemos que cada autómata Ai puede representarse con una digrá�ca
DAi

, en la que cada vértice corresponde a un estado de G y las �echas están
etiquetadas con una de las funciones de transición descritas arriba. Esto
puede entenderse como sigue: al estar �parado� en un vértice (un estado A
de G), si se camina por una de las �echas que salen de él (si se presiona
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un vértice de G) llegamos a otro vértice de DAi
determinado por la �echa

que tomamos (cambiamos el estado A de la grá�ca G por el que indica la
transición correspondiente en Ai). Lo anterior puede verse en la Figura 2.3,
donde A es un estado inicial de la grá�ca, y u, v, w son vértices que pueden
presionarse en el juego.

A

A+NG(u)

A+NG(v)

A+NG(w)

u

v

w

Figura 2.3: Las �echas representan la acción de presionar el vértice indicado
en el σ-juego.

Consideremos G una grá�ca y de�namos de manera recursiva dos homo-
mor�smos σ y σ+ del monoide libre V ∗ al monoide de las transformaciones
a�nes en el espacio de las con�guraciones ZV (G)

2 de la grá�ca G de la siguiente
manera:

Tanto σ(ε) como σ+(ε) actúan como la identidad.

Para cada W ∈ V ∗(G) con |W | = n > 0 y cada A ⊆ V (G), de�nimos

Aσ(W ) = Aσ(W[1,n−1]) +NG(v)

Aσ
+(W ) = Aσ

+(W[1,n−1]) +NG[v]

donde en ambos casos v = W[n,n].

La razón de introducir el lenguaje anterior queda clara al notar que el
resultado de presionar una serie de botones (que corresponden a las letras



2.3 Una nueva restricción: sólo-encendidos 35

de una palabra W ∈ V ∗(G)) en la grá�ca G a partir de una con�guración A
con las reglas de alguno de los juegos (ya sea σ, σ+ o uno de ellos con la res-
tricción de sólo-encendidos), es justamente la imagen bajo el homomor�smo
correspondiente de A con la palabra W , es decir, es Aσ(W ) o Aσ

+(W ).
Además, para cada palabra W ∈ V ∗(G) y u ∈ V (G) de�namos:

FGu (W ) =
∑

v∈NG(u) |W |v,u.

El número FGu (W ) denota cuántas veces ha sido presionado algún vecino
v del vértice u antes de la primera vez que se presiona u en la palabra W ,
así que si nos �jamos en esa suma en Z2 lo que denota es si el vértice cambió
de estado o no (si la suma es 1 o es 0) al aplicar la palabra W hasta antes
de que se tenga que presionar u. De este modo para cualquier A ⊆ V (G) y
W ∈ V ∗(G) diremos que:

W es buena para G y A si FGu (W ) es par para cualquier u ∈ A∩α(W )
y FGu (W ) es impar para cada u ∈ α(W )− A.

W es permitida para σ sólo-encendidos para G si entre dos ocurrencias
cualesquiera de u en W hay un número par de vértices v ∈ NG(u) en
la palabra W .

W es permitida para σ sólo-encendidos para G y A si es permitida para
σ sólo-encendidos para G y W es buena para G y A. Diremos, para
abreviar, que W es σ-p.s.e.

W es permitida para σ+ sólo-encendidos para G si entre dos ocurrencias
cualesquiera de u en W hay un número impar de vértices v ∈ NG(u)
en la palabra W .

W es permitida para σ+ sólo-encendidos para G y A si es permitida
para σ+ sólo-encendidos para G y W es buena para G y A. Diremos
que W es σ+-p.s.e.

Con esto podemos hacer algunas observaciones acerca de cuáles con�gu-
raciones pueden obtenerse a partir de una con�guración dada. El conjunto
de las con�guraciones de G que pueden alcanzarse desde una con�guración
A ⊆ V (G) en el σ-juego es el conjunto

{
Aσ(W ) : W ∈ V ∗(G)

}
. El conjunto

de las con�guraciones de G que pueden alcanzarse desde una con�guración

A ⊆ V (G) en el σ+-juego es el conjunto
{
Aσ

+(W ) : W ∈ V ∗(G)
}
.
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Para las variantes sólo-encendidos tenemos que el conjunto de las con�-
guraciones de G que pueden alcanzarse desde A ⊆ V (G) en el σ-juego es el
conjunto

{
Aσ(W ) : W ∈ V ∗(G),W es σ-p.s.e.

}
. El conjunto de las con�gura-

ciones de G que pueden alcanzarse desde una con�guración A ⊆ V (G) en el

σ+-juego es el conjunto
{
Aσ

+(W ) : W ∈ V ∗(G),W es σ+-p.s.e.
}
.

Si tomamos dos con�guraciones A,B ⊆ V (G), será interesante pensar si
es posible pasar de la con�guración A a la B mediante alguna palabra de
V ∗(G) en alguno de los juegos que tenemos. Pensando en eso, el lenguaje
respecto a A y B que reconoce cada uno de los autómatas que de�nimos es

L∗(Aσ, A,B) =
{
W : Aσ(W ) = B

}
L∗(Aσ+ , A,B) =

{
W : Aσ

+(W ) = B
}

L∗(Aσ0 , A,B) =
{
W : Aσ(W ) = B,W σ-p.s.e.

}
L∗(Aσ+

0
, A,B) =

{
W : Aσ

+(W ) = B,W σ+-p.s.e.
}

De�nimos al conjunto OG
i (A) = {B ⊆ V (G) : L∗(Ai, A,B) 6= ∅}, mismo

que llamamos la órbita de A en el juego correspondiente, es decir, la órbita
de A son todas las con�guraciones a las que se puede llegar desde A bajo las
reglas del juego correspondiente. La relación A ∼i B si y sólo si B ∈ OG

i (A)
es claramente una relación de equivalencia para i ∈ {σ, σ+, σ-p.s.e.}, puesto
que en ellas si aplicamos una palabra W , podemos aplicar en reversa esa
palabra W , de modo que regresamos a la con�guración que se tenía al inicio.
Diremos por esto que esos juegos son reversibles, por lo que tenemos que si
se puede llegar a A desde B, también se puede llegar a B desde A.

Lo que es ahora importante ver es si hay algún efecto signi�cativo en
agregar la restricción sólo-encendidos a los juegos que tenemos, es decir,
averiguar si hay alguna equivalencia entre los juegos con y sin la restricción,
si las con�guraciones solubles en el juego sin la restricción lo son en el juego
con ella.



Capítulo 3

El efecto de la nueva restricción

3.1. Relaciones entre σ+ y σ+ sólo-encendidos

Es claro que el juego correspondiente a A4 no es posible aplicar ninguna
palabra en sentido inverso (salvo por la palabra vacía) puesto que al aplicar la
última letra, esa queda apagada, así que no puede aplicarse inmediatamente
después. Por lo tanto, no es claro que ∼4 sea una relación de equivalencia.

Con eso en mente, probaremos cuatro lemas un poco técnicos, herramien-
tas necesarias para demostrar el resultado principal de esta sección: para una
grá�ca conexa G, si excluimos como con�guraciones a ∅ y V (G), entonces
∼4 es de equivalencia. Estos cuatro lemas tienen la misma �nalidad: demos-
trar que en algunos casos podemos �presionar botones apagados�. De manera
más precisa, si en la grá�ca encontramos cierta subestructura con algunas
luces encendidas y otras apagadas, hay palabras que se pueden usar con la
restricción de sólo-encendidos que tienen sobre la grá�ca el mismo efecto de
presionar algún vértice apagado sin esa restricción.

Lema 3.1.1. Si G es una grá�ca con una trayectoria inducida vx1x2...xt
con t ∈ N, t > 2, donde todos los vértices de la trayectoria están apagados
excepto xt, entonces hay una palabra W ∈ V ∗(G), tal que W es σ+-p.s.e. que
tiene el mismo efecto en G que solamente presionar v en el σ+-juego.

Demostración. Consideremos las siguientes palabras:

W1 = x2m−1x2m−2x2m−3...x2x1
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W2 = x1x3x5...x2m−3x2m−1

W3 = x2x4x6...x2m−4x2m−2

Hay que revisar dos casos: si t = 2m − 1 la palabra W = W1vW2W3

funciona, y si t = 2m la palabra W = x2mW1vW2W3x2m−1x2mx2m−1 es la
que funciona, donde m ∈ N,m ≥ 2. La prueba se hace por inducción sobre
m. Hagamos primero la base para el caso impar, es decir, para t = 3.

Aplicando la palabra W = x3x2x1vx1x3x2, veamos lo que pasa en la
trayectoria, donde cada renglón corresponde a presionar el vértice indicado
con ∗:

v x1 x2 x3

∗

v x1 x2

∗
x3

v x1

∗
x2 x3

v

∗
x1 x2 x3

v x1

∗
x2 x3

v x1 x2 x3

∗

v x1 x2

∗
x3

v x1 x2 x3
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Para t = 4 tenemos W = x4x3x2x1vx1x3x2x3x4x3, por lo que:

v x1 x2 x3 x4

∗

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2

∗
x3 x4

v x1

∗
x2 x3 x4

v

∗
x1 x2 x3 x4

v x1

∗
x2 x3 x4

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2

∗
x3 x4

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2 x3 x4

∗

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2 x3 x4
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Supongamos que vale para k < t y consideremos una trayectoria de lon-
gitud t. Para el caso t = 2m−1, haremos varias observaciones sobre el efecto
que tiene aplicar cada palabra Wi en la trayectoria que deja la palabra W[1,k]

donde k es tal que es la última letra de W que se aplica antes de la palabra
Wi. Primero probaremos por inducción que la palabra W1v enciende a todos
los vértices de la trayectoria excepto a v. El caso base es:

v x1 x2 x3

∗

v x1 x2

∗
x3

v x1

∗
x2 x3

v

∗
x1 x2 x3

v x1 x2 x3

Para el paso inductivo, supongamos que vale para k < t y también que
t = 2m− 1, apliquemos la palabra x2m−1x2m−2:

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

∗

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2

∗
x2m−1

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

Entonces, por hipótesis de inducción la palabraW ′
1 = x2m−3x2m−4...x2x1v

enciende todas las luces de la trayectoria vx1x2...x2m−4x2m−3, además de que
como se presiona una vez el vértice x2m−3, encendemos también el vértice
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x2m−2 y como no tocamos ni al vértice x2m, ni al x2m−1 no apagamos a
x2m−1, llegando a la con�guración siguiente:

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

Al �nal, lo que hicimos fue aplicar la palabra

x2m−1x2mW
′
1 = x2m−1x2mx2m−3x2m−4...x2x1v = W1,

lo que prueba lo que queríamos sobre la palabraW1. Ahora, aplicar la palabra
W2 a la con�guración anterior signi�ca presionar en orden ascendente los
vértices xj con j impar, que están encendidos en la con�guración y además,
como la distancia entre cualesquiera dos vértices xj1 y xj2 con j1 y j2 impares
es al menos 2, presionar uno no afecta el estado del otro, por lo que puede
aplicarse la palabra W2, así que supongamos que la aplicamos y observemos
el estado de un vértice xj de la trayectoria:

Si j es impar, al aplicar W2 lo presionamos una única vez, y no presio-
namos ninguno de sus vecinos, por lo que el vértice xj queda apagado.

Si j es par, al aplicar W2 no lo presionamos, y como presionamos una
vez a cada uno de sus dos vecinos, su estado no cambia, es decir, termina
encendido.

El vértice v estaba apagado inicialmente, pero como presionamos a x1,su
único vecino en la trayectoria, el vértice v termina encendido. Al observar
eso, vemos que la trayectoria tiene la siguiente con�guración:

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

De manera análoga, la palabra W3 presiona los vértices xj con j par, que
en la con�guración que quedó están encendidos y como cualesquiera xj1 y
xj2 con j1 y j2 pares distan entre sí al menos 2, presionar uno no afecta a
otro, entonces podemos aplicar la palabra W3, y observemos el estado de un
vértice xj de la trayectoria:

Si j es impar j /∈ {1, 2m − 1}, al aplicar W3 no lo presionamos, y
presionamos a sus dos vecinos, por lo que el vértice xj queda apagado.
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Si j es par, al aplicar W3 lo presionamos una única vez, y como no
presionamos ninguno de sus vecinos, xj termina apagado.

El vértice v dista de los vértices pares al menos 2 por lo que su estado no
cambia y queda encendido. El vértice x1 termina encendido, pues antes de
aplicar W3 estaba apagado y presionamos uno de sus vecinos (el vértice x2).
El vértice x2m−1 termina encendido, pues estaba apagado antes de aplicar
W3 y presionamos a uno de sus vecinos (el vértice x2m−2). Así llegamos a que
la con�guración �nal tras aplicar la palabra W1vW2W3 es:

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

Eso prueba que la palabra W tiene el efecto deseado sobre la trayectoria.
Para ver que no afecta el estado del resto de la grá�ca basta observar que
para cualquier vértice y en la trayectoria |W |y ≡ 0 (mod 2) si y 6= v, es decir,
el vértice y es presionado un número par de veces, mientras que |W |y ≡ 1
(mod 2) si y = v.

Si t = 2m, entonces, observemos que al aplicar la palabra x2m, queda el
vértice x2m−1 encendido, así que tenemos una trayectoria inducida de longitud
impar menor que t, así que por hipótesis de inducción la palabra tenemos
que W ′ = W ′

1vW
′
2W

′
3 (donde cada W

′
i es la restricción a la nueva trayectoria

de la palabra Wi de�nida al inicio) tiene el efecto deseado en esa trayectoria.

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

∗

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Con lo que, al aplicar la palabraW ′, llegamos a la siguiente con�guración:

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Si aplicamos ahora la palabra x2m−1x2mx2m−1 tenemos:
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v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

∗
x2m

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

∗

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1

∗
x2m

v x1 x2 x2m−4 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Concatenando las palabras que aplicamos, tenemos la palabra

W = x2mW
′
1vW

′
2W

′
3x2m−1x2mx2m−1,

que siguiendo las de�niciones de las Wi originales, puede escribirse del si-
guiente modo W1 = W ′

1, W2 = W ′
2, W3 = W ′

3. Así,tenemos la palabra
W = x2mW1vW2W3x2m−1x2mx2m−1, que es la que queríamos.

�

El siguiente lema nos garantiza la existencia de una palabra que sólo
presiona vértices encendidos y que es equivalente a presionar un vértice apa-
gado, sin embargo ahora se aplica sobre trayectorias que tienen otro tipo de
con�guración de luces.

Lema 3.1.2. Si G es una grá�ca con una trayectoria inducida vx1x2...xt
con t ∈ N, t ≥ 3, donde todos los vértices de la trayectoria están encendidos
excepto v, x1 y xt, entonces hay una palabra W ∈ V ∗(G), W es σ+-p.s.e. que
tiene el mismo efecto en G que solamente presionar v en el σ+-juego.

Demostración. Consideremos las palabras

W1 = x2m−2x2m−4...x4x2,

W2 = x2m+1x2m−1x2m−3...x5x3,
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W3 = x1x2x3...x2m−1x2m

W4 = x3x5x7...x2m−3x2m−1.

Si t = 2m+ 1, entonces la palabra W = x2mW1x1vW2W3x2m+1 funciona,
si t = 2m entonces aplicar la palabra W = x2m−1x2mx2m−1W1x1vW4W3

funciona.
Para veri�car que esas palabras son las que necesitamos, revisaremos los

casos en los que t ∈ {3, 4, 5}, y para los casos generales haremos un análisis
similar al de la segunda parte del lema anterior. Para t = 3, la palabra que
funciona es W = x2x1vx3x1x2x3:

v x1 x2

∗
x3

v x1

∗
x2 x3

v

∗
x1 x2 x3

v x1 x2 x3

∗

v x1

∗
x2 x3

v x1 x2

∗
x3

v x1 x2 x3

∗

v x1 x2 x3
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El defecto del caso t = 3 es que la palabra W1 es vacía, por lo que ahora
veremos el caso t = 5, al que corresponde la palabra W1 = x2 y en el que
W = x4x2x1vx5x3x1x2x3x4x5:

v x1 x2 x3 x4

∗
x5

v x1 x2

∗
x3 x4 x5

v x1

∗
x2 x3 x4 x5

v

∗
x1 x2 x3 x4 x5

v x1 x2 x3 x4 x5

∗

v x1 x2 x3

∗
x4 x5

v x1

∗
x2 x3 x4 x5

v x1 x2

∗
x3 x4 x5

v x1 x2 x3

∗
x4 x5

v x1 x2 x3 x4

∗
x5

v x1 x2 x3 x4 x5

∗

v x1 x2 x3 x4 x5
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Para el caso t = 4 tenemos que la palabra W = x3x4x3x2x1vx3x1x2x3x4
es la que funciona:

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2 x3 x4

∗

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2

∗
x3 x4

v x1

∗
x2 x3 x4

v

∗
x1 x2 x3 x4

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1

∗
x2 x3 x4

v x1 x2

∗
x3 x4

v x1 x2 x3

∗
x4

v x1 x2 x3 x4

∗

v x1 x2 x3 x4
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Ahora procedamos con los casos generales, si t = 2m + 1 al aplicar la
palabra x2mW1 lo que hacemos es recorrer en orden descendente los vértices
xj con j par, como inicialmente todos los vértices con j par están encendidos,
y cualesquiera dos de ellos distan entre sí al menos 2, el presionar uno no
afecta a los demás, por lo que esa palabra puede aplicarse sin problema, así
que veamos que efecto tiene sobre los vértices xi de la trayectoria:

Si i es par, el vértice xi queda apagado, puesto que se presiona una vez
y no se presiona ninguno de sus vecinos.

Si i es impar distinto de 2m + 1, el vértice queda encendido, pues se
presionan sus dos vecinos.

El vértice x2m+1 queda encendido, ya que se presiona su único vecino x2m.
El vértice v queda apagado pues no es presionado ni se presiona el vértice x1.
Al aplicar después la palabra x1 se enciende el vértice v y se apaga el vértice
x2, y después presionamos v, quedando la trayectoria como sigue:

v x1

∗
x2 x3 x2m−2 x2m−1 x2m x2m+1

v

∗
x1 x2 x3 x2m−2 x2m−1 x2m x2m+1

v x1 x2 x3 x2m−2 x2m−1 x2m x2m+1

Sobre esa con�guración aplicamos W2, que consiste en presionar los xj
con j 6= 1 impar en orden descendente. Notemos que en la con�guración
anterior todos los vértices con j impar están encendidos y distan entre sí al
menos 2 por lo que presionar uno no afecta a los demás. Veamos el estado
de los vértices de la trayectoria tras aplicar W2:

Si i es par, el vértice xi queda apagado, puesto que es presionado y se
presionan sus dos vecinos.

Si i es impar distinto de 1, el vértice se apaga, pues es presionado y no
se presiona a ninguno de sus vecinos.
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El vértice x1 queda encendido y el vértice v queda apagado, pues no se
presiona a ninguno de sus vecinos, quedando la trayectoria como sigue:

v x1 x2 x3 x2m−2 x2m−1 x2m x2m+1

Ahora hay que aplicar la palabra W3x2m+1 que recorre todos los vértices
xj en orden ascendente. Observemos que con el mismo argumento que se
usó para la palabra W1 del lema anterior, la palabra W3 enciende todos los
vértices de la trayectoria excepto el vértice x2m+1, dejando la trayectoria
como sigue:

v x1 x2 x3 x2m−2 x2m−1 x2m x2m+1

De esta forma, al aplicar W = x2mW1x1vW2W3x2m+1, obtenemos la con-
�guración buscada. Para el caso t = 2m, aplicamos primero la palabra
x2m−1x2mx2m−1:

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1

∗
x2m

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

∗

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1

∗
x2m

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m
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Podemos ahora aplicar sin problema la palabra W1, ya que todos los
vértices xj con j 6= 2m par están encendidos y distan entre si al menos 2,
dejando la trayectoria como sigue:

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Dado que x1 queda encendido podemos presionarlo, a su vez eso enciende
el vértice v y apaga x2, por lo que si presionamos después v tenemos lo
siguiente:

v x1

∗
x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

v

∗
x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

v

∗
x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Como todos los vértices xj con j impar están encendidos y distan entre
si al menos 2, podemos ahora aplicar la palabra W4 que recorre todos los
vértices xj con j 6= 1 impar en orden ascendente. Veamos el estado de los
vértices xi de la trayectoria:

Si i es impar con i 6= 1, el vértice queda apagado, pues es presionado y
no se presiona ninguno de sus vecinos.

Si i con i /∈ {2, 2m} es par se queda apagado, ya que estaba inicialmente
apagado y se presiona a sus dos vecinos.

Los vértices x2 y x2m quedan también apagados, ya que estaban encen-
didos y se presionó a uno de sus vecinos.

El vértice x1 queda encendido, pues ni fue presionado, ni se presionó
alguno de sus vecinos, por la misma razón el vértice v queda apagado. La
trayectoria queda así:
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v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Por el mismo argumento que en el caso impar, podemos aplicar ahora la
palabra W3 y encenderemos todos los vértices de la trayectoria excepto el
vértice x2m llegando a la siguiente con�guración:

v x1 x2 x3 x2m−3 x2m−2 x2m−1 x2m

Que es la con�guración a la que queríamos llegar, y lo hicimos aplicando la
palabra W = x2m−1x2mx2m−1W1x1vW4W3. Al igual que antes, para veri�car
que los vértices de la grá�ca fuera de la trayectoria no son afectados hay
que observar solamente que |W |y ≡ 0 (mod 2) con y cualquier vértice de la
trayectoria distinto de v, y si y = v tenemos |W |y ≡ 1 (mod 2). �

Lema 3.1.3. Si G es una grá�ca donde hay un vértice v ∈ V (G) tal que todos
los vértices de N [v] están apagados y hay dos vértices u y w a distancia 2 de
v tales que u está encendido y w apagado, entonces hay una palabra W que
es σ+-p.s.e. que tiene el mismo efecto en la grá�ca que sólo presionar v.

Demostración. Hay que revisar varios casos, en todos el vértice r indica el
estado de los vecinos de v, que pueden o no ser vecinos de u o w:
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1. Si uw ∈ E(G). Sea y ∈ N(v) ∩ N(w), entonces la palabra uwuyvyw
logra lo que queremos, sin importar si las aristas uy,wx o yx están o no
en E(G). Se desarrolla el caso en el que ninguna de esas aristas está en
la grá�ca, de los 7 restantes aparece únicamente la con�guración inicial
y la �nal.

v

xy

u

∗
w

r v

xy

uw

∗

r v

xy

u

∗
w

r

v

xy

∗
uw

r v

∗
xy

uw

r v

xy

∗
uw

r

v

xy

uw

∗

r v

xy

uw

r
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Estos son los casos restantes, en todos se aplica la palabra uwuyvyw
para llegar a la con�guración deseada:

v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r

v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r

v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r v

xy

uw

r

v

xy

uw

r v

xy

uw

r
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2. Si uw /∈ E(G) y NG(v) ∩ NG(u) ∩ NG(w) 6= ∅, entonces si y es un
elemento común de las vecindades, entonces la palabra uyuvwyw fun-
ciona:

v

y

u

∗
w

r v

y

∗
uw

r v

y

u

∗
w

r

v

∗
y

uw

r v

y

uw

∗

r v

y

∗
uw

rv

v

y

uw

∗

r v

y

uw

r
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3. Si uw /∈ E(G), NG(v) ∩ NG(u) ∩ NG(w) = ∅ y G contiene los cami-
nos inducidos uxyw, uxv y wyv, entonces la palabra uxvxyxuxwyw
funciona:

v

xy

u

∗
w

r v

x

∗
y

uw

r v

∗
xy

uw

r

v

x

∗
y

uw

r v

xy

∗
uw

r v

x

∗
y

uw

r

v

xy

u

∗
w

r v

x

∗
y

uw

r v
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r

v
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∗
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∗
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uw
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4. Si uw /∈ E(G),NG(v)∩NG(u)∩NG(w) = ∅ yG contiene a la trayectoria
inducida uxvyw, entonces por el Lema 3.1.1 hay una palabra W , que
es p.s.e., que tiene el mismo efecto que presionar el vértice y, después
de eso aplicamos la palabra vwyw y terminamos:

v

xy

uw

r v

∗

xy

uw

r v

xy

uw

∗

r

W

v

xy

∗

uw

r v

xy

uw

∗

r v

xy

uw

r

Eso cubre todos los casos. Notemos que, efectuando las operaciones en mó-
dulo 2, |W |v = 1 y |W |z = 0 para a ∈ W con a 6= v, por lo que el efecto neto
es el mismo que el que tiene presionar sólo el vértice v, con lo que hemos
terminado. �

El siguiente lema trata sobre el proceso de moverse de una con�guración
a otra.

Lema 3.1.4. Si G es una grá�ca conexa y existe una palabra W que lleva
a la con�guración B en la con�guración C en el σ+-juego, entonces existe
una palabra W0 que lleva a la con�guración B en la con�guración C en el
σ+-juego tal que ninguna de las con�guraciones intermedias es V (G) ni ∅,
es decir, no deja toda la grá�ca encendida ni toda apagada.
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Demostración. Si G es una grá�ca completa, el resultado se sigue fácilmen-
te, pues sin importar qué vértice se presione, todos los vértices de la grá�ca
cambian su estado, por lo que la única manera de que se pase por las con�-
guraciones V (G) o ∅ es que justamente alguna de ellas sea la con�guración
inicial y la otra la �nal, y como llegamos de una a otra en un sólo paso,
ninguna de las con�guraciones intermedias fue V (G) ni ∅.

Supongamos que G no es completa, por lo que al menos le falta una arista,
así que tiene tres vértices con vecindades cerradas distintas. Procediendo por
reducción al absurdo, supongamos que para cualquier W ∈ V ∗(G) tal que
Bσ+(W ) = C existe un entero t ∈ [1, |W | − 1] tal que Bσ+(W[1,t]) ∈ {∅, V (G)},
por lo que denotemos a la mínima t que cumple lo anterior para la palabra
W como t(W ). Sea W ∈ L∗(A2, B, C),W = x1x2...x|W | tal que |W | − t(W )
toma el mínimo valor posible. En adelante denotaremos a t(W ) como t. Hay
que revisar dos casos:

1. Si NG[xt] + NG[xt+1] 6= V (G). Sea W ′ = W[1,t−1]xt+1xtW[t+2,|W |] y no-
temos que W ′ ∈ L∗(A2, B, C), puesto que lo que determina el esta-
do de la grá�ca es el conjunto de vértices que se presionan, no el or-
den (ya que no consideramos la restricción sólo-encendidos). Además
Bσ+(W ′

[1,k]
) /∈ {∅, V (G)} para k ∈ [1, t]. Como Bσ+(W[1,k]) = Bσ+(W ′

[1,k]
)

si k ∈ [1, t − 1], basta veri�car que Bσ+(W ′
[1,t]

) /∈ {∅, V (G)}. Para ver
lo anterior supogamos sin pérdida de generalidad que Bσ+(W ′

[1,t]
) = ∅.

Entonces, como Bσ+(W[1,t−1]) = Bσ+(W ′
[1,t−1]

) al presionar xt+1 se apa-
gan los vértices correpondientes a NG[xt+1], pero sabemos además que
Bσ+(W[1,t]) ∈ {∅, V (G)}:

Si Bσ+(W[1,t]) = ∅, al presionar xt apagamos los mismos vértices
que al presionar xt+1, así que NG[xt] = NG[x]t+1 y la palabra
W 0 = W[1,t−1]W[t+2,|W |] ∈ L∗(A2, B, C) cumple que |W 0| = |W |−2
y t(W 0) ≥ t(W ), por lo que |W 0| − t(W 0) < |W | − t(W ) lo que
no puede ocurrir puesto que elegimos W como la que minimizaba
ese valor.

Si Bσ+(W[1,t]) = V (G), entonces xt enciende justamente los vértices
que xt+1 no apaga, por lo que NG[xt]+NG[xt+1] = V (G), contrario
a lo que supusimos.

2. Si NG[xt] + NG[xt+1] = V (G), entonces NG[xt] = V (G) − (NG[xt+1]),
y además existe un vértice y ∈ V (G) tal que NG[y] es distinta de las
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vecindades de xt y xt+1. Si ocurre que NG[y] = V (G), entonces la
palabra W ′′ = W[1,t−1]yW[t+2,|W |] ∈ L∗(A2, B, C) y |W ′′| = |W |−1, con
lo que |W ′′| − t(W ′′) ≤ (|W | − 1) − t(W ) < |W | − t(W ), que es una
contradicción. Supongamos pues que NG[y] 6= V (G) y consideremos
la palabra W ′′′ = W[1,t−1]yxtxt+1yW[t+2,|W |]. Claramente, ésta cumple
W ′′′ ∈ L∗(A2, B, C) y |W ′′′| = |W |+ 2. Lo que ahora debemos veri�car
es que t(W ′′′) ≥ t(W ) + 3, así que veri�car que Bσ+(W ′′′

[1,k]
) /∈ {∅, V (G)}

para k ∈ {t, t+ 1, t+ 2} es su�ciente:

Para k = t. Es claro que Bσ+(W ′′′
[1,t−1]

) ∈ {NG[xt], NG[xt+1]}, y como
NG[y] /∈ {NG[xt], NG[xt+1]}, si Bσ+(W ′′′

[1,k]
) ∈ {∅, V (G)}, entonces

NG[y] ∈ {NG[xt], NG[xt+1]} puesto que cambia de estado al con-
junto de vértices tal que deja a todos los vértices de la grá�ca
con el mismo estado. Debido a lo anterior, podemos asegurar que
NG[y] ∈ {NG[xt], V (G) − (NG[xt])]} = {NG[xt], NG[xt+1]}, lo que
es una contradicción.

Para k = t + 1, si Bσ+(W ′′′
[1,k]

) ∈ {∅, V (G)}, entonces podemos
aegurar que Bσ+(W ′′′

[1,t]
) ∈ {NG[xt], V (G) − (NG[xt])}, pero en ese

caso tendríamos que Bσ+(W ′′′
[1,t−1]

) ∈ {NG[xt], NG[xt+1]}, por lo que
y debe de cambiar el estado de todos los vértices de la grá�ca
para conservar eso, así que NG[y] ∈ {∅, V (G)}. Claramente y 6= ∅
puesto que y ∈ NG[y], y por hipótesis y 6= V (G), lo que deriva en
una contradicción.

Para k = t + 2, si tenemos que Bσ+(W ′′′
[1,k]

) ∈ {∅, V (G)}, enton-
ces Bσ+(W ′′′

[1,t+1]
) ∈ {NG[xt + 1], V (G) − (NG[xt+1])}, en cuyo caso

Bσ+(W ′′′
[1,t]

) ∈ {∅, V (G)}, lo cual no puede ocurrir como vimos en
el caso k = t.

Por lo anterior tenemos que t(W ′′′) > t(W ) + 3, de modo que tenemos
que |W ′′′| − t(W ′′′) ≤ |W |+ 2− (t(W ) + 3), de donde podemos deducir que
|W ′′′|−t(W ′′′) ≤ |W |−t(W )−1 y �nalmente que |W ′′′|−t(W ′′′) < |W |−t(W ),
que es una contradicción a la elección de W . �

Con los lemas anteriores podemos demostrar el siguiente teorema, que
a�rma que hay una estrecha relación entre σ+ y σ+ sólo-encendidos.
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Teorema 3.1.5. Sean B 6= ∅ y C 6= V (G) con�guraciones en una grá�ca.
Entonces podemos llegar de B a C en el juego σ+ sólo-encendidos si y sólo
si podemos hacerlo en el juego σ+.

Demostración. Claramente si hay una palabra que funciona para la res-
tricción sólo-encendidos, esa misma palabra funciona para el juego sin la
restricción, así que basta con demostrar la otra implicación.

Supongamos que hay una palabra W tal que Bσ+(W ) = C, por el Lema
3.1.4 hay una palabra W ′ tal que Bσ+(W ′) = C no tiene a ∅ o V (G) como
con�guraciones intermedias. Supongamos pues que W ′ indica que el k-ésimo
vértice que debe presionarse es un vértice v que está apagado, demostraremos
que en cualquier caso hay una palabra U , que es σ+-p.s.e., que tiene el mismo
efecto que presionar v, así que tomando W ′′ = W ′

[1,k−1]UW
′
[k+1,|W |] resuelve el

problema de presionar v. En lo sucesivo denotaremos al conjunto de vértices
a distancia i de v por N i(v):

1. Si hay un vértice z encendido en N1(v), la palabra zvz resuelve el
problema.

2. Si todos los vértices en N1(v) están apagados y en N2(v) hay al menos
un vértice apagado y uno encendido, entonces U existe por el Lema
3.1.3.

3. Si todos los vértices en N1(v) están apagados y todos los vértices de
N2(v) están encendidos y hay algún vértice apagado en Nk(v) para
alguna k ≥ 3, U existe por el Lema 3.1.2.

4. Si todos los vértices en N1(v) están apagados y los vértices del conjun-
to
⋃
k≥2N

k(v) están encendidos, tendríamos una contradicción, puesto
que al presionar v en el juego σ+ pasaríamos por la con�guración V (G),
lo que no ocurre por la elección de W ′.

5. Si todos los vértices en N1(v) están apagados y todos los vértices de
N2(v) están apagados, y existe un vértice u ∈ Nk(v) encendido, el
Lema 3.1.1 garantiza la existencia de U .

6. Si todos los vértices están apagados tendríamos una contradicción a la
elección de W ′.

Eso cubre todos los casos y demuestra el teorema. �
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Para terminar la sección se probarán dos corolarios del teorema anterior y
del Corolario 2.1.2, el primero de los cuales a�rma que sobre cualquier grá�ca
se puede pasar de la con�guración V (G) a la con�guración ∅ en el juego σ+,
y el segundo extiende el resultado al juego σ+-p.s.e..

Corolario 3.1.6. Para cualquier grá�ca G siempre se puede llegar de la
con�guración V (G) a la con�guración ∅ en el juego σ+.

Demostración. SeaD la biorientación deG con todas las �echas simétricas.
Claramente el subconjunto S ⊆ A(D) de las �echas asimétricas de D es
vacío, con lo que la grá�ca subyacente de Asim(D) es la grá�ca K|V |,0, que
es una bipartita completa sobre V (D). Por usar las reglas del juego σ+, al
presionar un vértice en el tablero éste se enciende, que es el efecto que se
tiene cuando, en cada vértice, hay un lazo. Por el Corolario 2.1.2, sabemos
que hay una palabra W = v1v2 . . . vk−1, vk que lleva a la con�guración ∅ en
V (G), por lo que si comenzamos con todas las luces encendidas, la palabra
W ′ = vkvk−1 . . . v2v1 cumple que V (G)σ

+(W ′) = ∅. �

Corolario 3.1.7. Para cualquier grá�ca G siempre se puede llegar de la
con�guración V (G) a la con�guración ∅ en el juego σ+-p.s.e..

Demostración. Por el corolario anterior, hay una palabra W ′ que apaga
todas las luces en el juego σ+, y por el Teorema 3.1.5 hay una palabra W ′′

que apaga las luces en el juego σ+-p.s.e.. �

3.2. Relaciones entre σ y σ sólo-encendidos

El siguiente teorema es el principal resultado de la presente sección, que
permitirá probar varios resultados que muestran que hay una mayor diferen-
cia entre σ y σ sólo-encendidos que la que hay entre σ+ y σ+ sólo-encendidos :

Teorema 3.2.1. Sean G una grá�ca, W ∈ V ∗(G), S,Q ⊆ V (G) conjuntos
ajenos tales que:

(I) S es independiente.

(II) Para cada v ∈ Q tenemos que NG(v) ⊆ S.

(III) S ∪Q = {v ∈ V (G) | |W |v es impar} .
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Si W es p.s.e. para G, entonces
∑

u∈S∪QFGu (W ) tiene la misma paridad
que | {v ∈ Q | |NG(v)| es impar} |.

Demostración. Sea m = |W | y [m] = {1, 2, 3, . . . ,m}. En adelante usa-
remos Wi para hacer referencia a W[i,i] para cada i ∈ [m]. Para una pareja

P ∈
(
[m]
2

)
, llamaremos a sus elementos PMin y PMax donde PMin < PMax.

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

I = {i ∈ [m] : Wi ∈ V (G)− S}.

J = { j ∈ [m] : Wj ∈ S}.

Además, dotemos a V (G) de un orden total / que cumpla que

u / v / w para cualesquiera u ∈ (V (G)− (S ∪Q)), v ∈ Q,w ∈ S.

Tal orden existe, por ejemplo puede asignarse un orden del siguiente mo-
do:

Se numeran los vértices de V (G) − (S ∩ Q) de manera arbitraria con
los enteros del 1 al |V (G)− (S ∩Q)|.

Luego se numeran los vértices de Q de manera arbitraria con los enteros
del |V (G)− (S ∩Q)|+ 1 al |V (G)− S|.

Finalmente se asignan los enteros del |V (G) − S| + 1 al |V (G)| a los
vértices del S.

Se dice que un vértice v es menor que otro u respecto a ese orden si el
entero asignado a v es menor que el asignado a u.

Claramente, ese orden cumple lo que queremos. Diremos que una pareja

P ∈
(
[m]
2

)
es buena si WPMin

WPMax
∈ E(G) y además WPMin

/ WPMax
. Una

pareja buena es llamada azul si intersecta a los conjuntos I y J . Denotemos
al conjunto de las parejas buenas con G y al de las azules con B. Los cálculos
que realizaremos de ahora en adelante para el cálculo de f(u) serán en Z2.

Sea u ∈ V (G) y de�namos

f(u) = | {P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u} | =
| {P ∈ G : WPMin

= u} |+ | {P ∈ G : WPMax
= u} |
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Calculemos ahora el valor de f(u) dependiendo de si el vértice u está en
S, en Q o en V (G) − (S ∪ Q). Si u ∈ V (G) − (S ∪ Q), entonces tenemos
que f(u) = 0. Claramente basta revisar la a�rmación anterior para α(W ), ya
que si u /∈ α(W ), el conjunto {P ∈ G : ∃i ∈ P,Wi = u} = ∅. Por (III), los
elementos de {i : Wi = u} pueden numerarse como i1 < i2 < · · · < i2k para
alguna k ∈ Z. Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

U0 = {j : j < i1, {j, i1} ∈ G}.
U2k = {j : j > i2k, {i2k, j} ∈ G}.

y para t ∈ {1, 2, 3, . . . , 2k − 1} sean

U1
t = {j : it < j < it+1,Wj / u,Wju ∈ E(G)}.

U2
t = {j : it < j < it+1, u / Wj, uWj ∈ E(G)}.

Notemos que la siguiente igualdad se da por el hecho de que todas las
parejas del conjunto {P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u} cumplen una de las si-
guientes dos condiciones:

El elemento PMin = j y WPMax
= u.

El elemento PMax = j y WPMin
= u.

Claramente, las dos condiciones anteriores son mutuamente excluyentes,
por lo que tenemos que el conjunto {P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u} puede ver-
se como

⋃m
j=1 {P ∈ G : (PMin = j,WPMax

= u) o (PMax = j,WPMin
= u)}.

Como los conjuntos que se unen son ajenos dos a dos, podemos ver a f(u)
de la siguiente manera:

f(u) =
m∑
j=1

| {P ∈ G : (PMin = j,WPMax
= u) o (PMax = j,WPMin

= u)} |

Notemos que para j ∈ U0 se cumple que WPMin
6= u, ya que j < i1. Las pa-

rejas del conjunto {P ∈ G : PMin = j, PMax = ir, r ∈ {1, 2, . . . , 2k}} son las
que se consideran en este caso, así que hay 2k parejas por cada j ∈ U0,
por lo que | {P ∈ G : PMin ∈ U0} | = 2k|U0|. Análogamente, para j ∈ U2k

tenemos que WPMax
6= u, pues j > i2k, y en este caso las parejas conside-

radas son {P ∈ G : PMax = j, PMin = ir, r ∈ {1, 2, . . . , 2k}}, así que tenemos
2k parejas por cada j ∈ U2k, por lo que | {P ∈ G : PMax ∈ U2k} | = 2k|U2k|.
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Sean D1 =
⋃m
j=1 {P ∈ G : (PMin = j,WPMax

= u) o (PMax = j,WPMin
= u)}

y D2 = U0 ∪ U2k ∪
⋃2k−1
t=1 U1

t ∪
⋃2k−1
t=1 U2

t .
De�namos al conjunto

D = {P ∈ G| PMin ∈ D2,WPMax
= u} ∪ {P ∈ G| PMax ∈ D2,WPMin

= u} ,

y veri�quemos que D = D1. Para hacerlo, tomemos P ∈ D1 y revisemos los
dos casos posibles.:

1. Si PMin = j y WPMax
= u, entonces:

si j < i1, tenemos que PMin ∈ U0 y así P ∈ D.

si it < j < it+1 para alguna t ∈ {1, 2, 3, ...2k − 1}, entonces se
tiene que PMin ∈ U1

t y, por lo tanto, P ∈ D.

2. Si PMax = j y WPMin
= u, entonces:

si it < j < it+1 para alguna t ∈ {1, 2, 3, ...2k− 1}, entonces ocurre
que PMax ∈ U2

t y así P ∈ D.

si j > i2k, tenemos que PMax ∈ U2k y en consecuencia P ∈ D.

Con eso tenemos que D1 ⊆ D. Para la otra contención tomemos P ∈ D,
entonces P ∈ Ut para alguna t ∈ [m], por lo que se cumple una de las
siguientes condiciones:

1. Si PMin ∈ U0m tenemos PMin = j y PMax = it para alguna t ∈ [m], con
lo que WPMax

= u así que P ∈ D1.

2. Si PMax ∈ U2km tenemos PMax = j y PMin = it para alguna t ∈ [m],
con lo que WPMin

= u así que P ∈ D1.

3. Si PMin /∈ U0 y PMax /∈ U2k, entonces para alguna t ∈ [m] ocurre una
de las siguientes condiciones:

PMin = it y PMax = j, is < j < is+1 con t ≤ s ≤ 2k − 1, así que
WPMin

= u y j ∈ U2
s y entonces P ∈ D1.

PMax = it+1, con lo que PMin = j, is < j < is+1, con 1 ≤ s ≤ t,
así que WPMax

= u y j ∈ U1
s entonces P ∈ D1.
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Eso veri�ca el hecho de que D1 = D y se sigue que f(u) = |D1| = |D|.
Por otro lado, notemos que por ser / un orden total, los conjuntos U1

t y U2
t

son ajenos. De no serlo tendríamos una j ∈ U1
t ∩U2

t para alguna t. Así Wj /u
y u / Wj, por lo que Wj = u, lo cual es una contradicción pues por el modo
que escogimos t tenemos que Wj está entre dos apariciones consecutivas de
u en la palabra W , es decir, it < j < it+1, así que Wj 6= u.

Además, notemos que para cada j 6= it, para cualquier t ∈ [m] hay exac-
tamente 2k parejas buenas, repartidas dependiendo de j del siguiente modo:

Si j < i1, entonces hay 2k parejas buenas que cumplen que PMin = j y
WPMax

= u, donde P = {j, it} para t ∈ [m].

Si j > i2k, entonces hay 2k parejas buenas que cumplen que PMax = j
y WPMin

= u, donde P = {it, j} para t ∈ [m].

Si it < j < it+1 con t ∈ {1, 2, 3, ..., 2k − 1}, entonces hay t parejas
buenas que cumplen PMax = j y WPMin

= u y 2k − t parejas buenas
tales que PMin = j y WPMax

= u.

Por lo que para todo t ∈ {1, 2, 3, ..., 2k − 1} se cumple que

2k(|U1
t |+ |U2

t |) = 2k|U1
t |+ 2k|U2

t |
= |

{
P ∈ G : WPMin

= u, PMax ∈ U2
t

}
|

+ |
{
P ∈ G : WPMax

= u, PMax ∈ U1
t

}
|

Con las observaciones anteriores podemos reescribir f(u) de la siguiente
forma:

f(u) =
∑

j∈Uo∪U2k

2k +
2k−1∑
t=1

[(2k − t)|U1
t |+ t|U2

t |].

Como hacemos los cálculos en Z2, entonces
∑

j∈Uo∪U2k
2k = 0 y

f(u) =
2k−1∑
t=1

[(2k − t)|U1
t |+ t|U2

t |] =
2k−1∑
t=1

[2k|U1
t | − t|U1

t |+ t|U2
t |],

puesto que
∑2k−1

t=1 2k|U1
t | = 0, tenemos

f(u) =
2k−1∑
t=1

[t|U2
t | − t|U1

t |].



64 El efecto de la nueva restricción

Ahora, si x, y ∈ Z, entonces x + y ≡ x − y (mod 2), y como los conjuntos
U1
t y U2

t son ajenos, tenemos que
2k−1∑
t=1

[t(|U2
t | − |U1

t |)] y
2k−1∑
t=1

t|U1
t ∪ U2

t |

tienen la misma paridad.
Dado que

U1
t ∪ U2

t = {j| it < j < it+1,Wju ∈ E(G)}
tenemos

2k−1∑
t=1

t|U1
t ∪ U2

t | =
2k−1∑
t=1

| {j| it < j < it+1,Wju ∈ E(G)} |.

Finalmente, como por hipótesis la palabra W es σ-p.s.e., tenemos que
para toda t ∈ {1, 2, ..., 2k − 1} el número | {j : it < j < it+1,Wju ∈ E(G)} |
es par . De no serlo, habría una primera t tal que entre dos apariciones
de u, las correspondientes a it y a it+1 respectivamente, en la palabra W se
presiona un número impar de vecinos, así que el estado del vértice u al aplicar
la palabra W[1,it] es encendido, y al aplicar W[1,it+1−1] es apagado, así que la
palabra W no es σ-p.s.e., lo cual es una contradicción, por lo que f(u) = 0.

Revisemos ahora el caso donde u ∈ Q. En éste, el valor de la función que
de�nimos es f(u) = FGu (W )+|NG(u)|. Por la condición III, podemos pensar a
los elementos de {i : Wi = u} como i1 < i2 < · · · < i2k−1 para algún valor de
k ∈ Z. Consideremos los conjuntos ajenos Vt = {j| it < j < it+1,Wj ∈ NG(u)}
para t ∈ {1, 2, 3, ..., 2k − 2}, V0 = {j| j < i1,Wj ∈ NG(u)} y por último
V2k−1 = {j| j > i2k−1,Wj ∈ NG(u)}. Como la palabra W es σ-p.s.e., sabe-
mos que si t ∈ {1, 2, . . . , 2k − 2} entonces |Vt| es un número par, pues entre
cualesquiera dos apariciones de u en la palabra W deben presionarse un nú-
mero par de sus vecinos, por lo que las siguientes igualdades son válidas
realizando los cálculos en Z2:

FGu (W ) = |V0| = |V0|+
2k−2∑
t=1

|Vt|.

Sumando |V2k−1|+ |V2k−1| no alteramos la paridad de FGu (W ), y si incluimos
a uno de los dos sumandos y a |V0| en la suma, podemos escribir:

|V2k−1|+ |V2k−1|+ |V0|+
2k−2∑
t=1

|Vt| = |V2k−1|+
2k−1∑
t=0

|Vt|
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Además, notemos que |
⋃2k−1
t=0 Vt| es el número de veces que se presionan

vecinos de u en la palabra W , por lo que
∑2k−1

t=0 |Vt| =
∑

v∈NG(u) |W |v así que
tenemos

|V2k−1|+
2k−1∑
t=0

|Vt| = |V2k−1|+
∑

v∈NG(u)

|W |v.

Por la condición (II) sabemos que V ∈ S, y por (III) sabemos que |W |v es
un número impar. Al hacer los cálculos en Z2 y como

∑
v∈NG(u) 1 = |NG(u)|

tenemos lo siguiente:

|V2k−1|+
∑

v∈NG(u)

|W |v = |V2k−1|+
∑

v∈NG(u)

1 = |V2k−1|+ |NG(u)|.

Por otro lado, tenemos que

{P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u} = {P ∈ G : WPMin
= u,WPMax

∈ S}

y es claro que el conjunto {P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u} es igual a

{P ∈ G : WPMin
= u,WPMax

∈ S} ∪ {P ∈ G : WPMax
= u,WPMin

∈ S} .

Para ver que {P ∈ G| WPMax
= u,WPMin

∈ S} = ∅ es necesario recordar
que u ∈ Q, por lo que la condición (II) implica que NG(u) ⊆ S. Además,
sabemos que u / s para cada s ∈ S, con lo que si tuviéramos una pare-
ja P ∗ ∈ {P ∈ G| WPMax

= u,WPMin
∈ S} tendríamos que WPMin

/ WPMax
, y

como tenemos P ∗ ∈ G sabemos que la arista WPMin
WPMax

∈ E(G). Así,
WPMin

∈ S por lo que WPMax
/ WPMin

. Por ser / un orden total tenemos
WPMax

= WPMin
, por lo tanto u ∈ S y S ∩ Q 6= ∅, lo que resulta en una

contradicción ya que por hipótesis S y Q son ajenos.
Notemos también que toda pareja P = {PMin, PMax} ∈ G tal que tenemos

WPMin
= u y WPMax

∈ S cumple también que 1 ≤ PMin < PMax ≤ m y
además que WPMin

WPMax
∈ E(G). Por otro lado, si tomamos {i, j} tales que

1 ≤ i < j ≤ m que cumplan que Wi = u y Wj ∈ NG(u), el conjunto {i, j} ∈
G, puesto que WiWj ∈ E(G), NG(u) ⊆ S y / es un orden total. Lo anterior
prueba que el conjunto {P ∈ G : WPMin

= u,WPMax
∈ S} es, de hecho, igual

al conjunto {{i, j} : 1 ≤ i < j ≤ m,Wi = u,Wj ∈ NG(u)}. Como {i : Wi =
u} = {i1, i2, ..., i2k−1}, obtenemos que

| {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ m,Wi = u,Wj ∈ NG(u)} |
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es igual a la suma

2k−1∑
s=1

| {j : is < j,Wj ∈ NG(u)} |,

ya que a cada is ∈ {i1, i2, ..., i2k−1} le corresponde un número de parejas igual
a |{j : is < j, Wj ∈ NG(u)}| . Además, tenemos que

{j : is < j,Wj ∈ NG(u)} =
2k−1⋃
t=s

Vt.

Tomando en cuenta las a�rmaciones anteriores, podemos escribir la siguiente
igualdad:

f(u) =
2k−1∑
s=1

| {j : j > is,Wj ∈ NG(U)} | =
2k−1∑
s=1

2k−1∑
t=s

|Vt|.

Como |Vt| es un número par para t ∈ {1, 2, 3, ..., 2k− 2} y |V2k−1| es sumada
2k − 1 veces, tenemos que

f(u) =
2k−1∑
s=1

2k−1∑
t=s

|Vt| = (2k − 1)|V2k−1| = −|V2k−1|,

que tiene la misma paridad que |V2k−1|, por lo que

f(u) = |V2k−1| = (|V2k−1|+ |NG(u)|) + |NG(u)| = FGu (W ) + |NG(u)|.

Para el caso u ∈ S veremos que f(u) = FGu (W ). Por la condición (III),
sabemos que {i| Wi = u} = {i1, i2, ..., i2k−1} para alguna k ∈ Z y de�na-
mos Fu := {j| j < i1,Wju ∈ E(G)}. Claramente |Fu| = FGu (W ). Por la
condición (I) el conjunto {P ∈ G| WPMin

= u} = ∅, ya que si existiera
P ∗ ∈ {P ∈ G| WPMin

}, entonces WPMin
WPMax

∈ E(G) y WPMin
/ WPMax

por
lo que WPMax

∈ S y entonces S no sería independiente. Por la misma razón,
tenemos que el conjunto {j| i2k−1 < j,∃P ∈ G, PMax = j, PMin = i2k−1} = ∅.
Por lo tanto se tiene que:

f(u) =
m∑
j=1

| {P ∈ G| PMin = j,WPMax
= u} |.
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Notemos que

{j : existe P ∈ G, PMin = j,WPMax
= u} = {j : Wj / u,Wju ∈ E(G)}

y de�namos Ut = {j : it < j < it+1, existe P ∈ G, PMin = j,WPMax
= u} pa-

ra cada t ∈ {1, 2, 3, . . . , 2k − 2}.
Es claro que Ut = {j : it < j < it+1,Wj / u,Wju ∈ E(G)}. Además, el

conjunto {j : it < j < it+1, u / Wj,Wju ∈ E(G)} = ∅ ya que de no ser así,
Wj /∈ V (G)− S por ser / un orden total, así que Wj ∈ S y en ese caso S no
es independiente, lo que contradice las hipótesis, de ese modo tenemos que

Ut = {j : it < j < it+1,Wju ∈ E(G)}

y, como W es σ-p.s.e., sabemos que para t ∈ {1, 2, 3, ...2k− 2}, |Ut| es un nú-
mero par. Observemos que si tenemos P ∗ ∈ {P ∈ G : PMin = j,WPMax

= u},
entonces:

Si PMin < i1, entonces j ∈ Fu. Además, para cada s ∈ {1, 2, 3, ..., 2k−1}
hay una única pareja de la forma {j, is}, por lo que para cada j ∈ Fu
hay exactamente 2k − 1 parejas buenas.

Si existe t ∈ {1, 2, 3, . . . , 2k − 2} tal que it < PMin < it+1, entonces
j ∈ Ut. Como P ∗ ∈ G, para cada j ∈ Ut hay exactamente 2k − 1 − t
parejas, las parejas de la forma {j, is} con s ∈ {t+ 1, t+ 2, ..., 2k − 1}.

Por lo que si J = Fu ∪
⋃2k−2
t=1 Ut, tenemos que

m∑
j=1

| {P ∈ G : PMin = j,WPMax
= u} | =

∑
j∈J

| {P ∈ G : PMin = j,WPMax
= u} |.

Y por ser los conjuntos Fu y cada Ut ajenos dos a dos, y ser |Ut| par para
todo t, tenemos

f(u) =
∑
j∈J

| {P ∈ G : PMin = j,WPMax
= u} |

=
∑
j∈Fu

(2k − 1) +
∑
j∈Ut

(2k − 1− t)|Ut|

= |Fu|
= FGu (W ).
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Con lo que concluímos el cálculo de f(u) para todos los casos posibles
de u ∈ V (G). Para terminar calculemos el valor de |B| en Z2. Por un lado
tenemos que si P ∈ B entonces P = {PMin, PMax} donde P ∩ J 6= ∅ y
P ∩ I 6= ∅, con lo que PMax ∈ J , pues de otro modo PMax ∈ I y PMin ∈ J ,
y entoncesWPMax

/WPMin
lo cual contradice el hecho de que P ∈ B. Podemos

ver también que PMin ∈ I, pues si PMin ∈ J , entonces WPMax
,WPMin

∈ S
y WPMax

WPMin
∈ E(G) lo cual contradice el hecho de que S es un conjunto

independiente. Como cada P ∈ B tiene solamente un elemento PMin y un
elemento PMax, tenemos que para cada P ∈ B, 1 = |P ∩ I| =

∑
i∈P∩I 1, de

modo que la siguiente cadena de igualdades es válida:

|B| =
∑
P∈B

1 =
∑
P∈B

∑
i∈P∩I

1.

Notemos ahora que si tomamos P ∈ G − B, entonces ocurre una de las
siguientes dos posibilidades:

P ∩ J = ∅, en cuyo caso |P ∩ I| = 2 que es un número par.

P ∩ J 6= ∅, en cuyo caso |P ∩ I| = 0 que es un número par.

Hecha la observación anterior, vemos que la paridad de |B| no se altera
si hacemos la primera suma sobre G, de modo que∑

P∈B

∑
i∈P∩I

1 =
∑
P∈G

∑
i∈P∩I

1.

Tomemos ahora al conjunto H = {P ∈ G : existe i ∈ P,Wi = u}, en el
que u ∈ V (G)− S. Si P = {i, j} con Wi = u notemos que se cumple una de
las siguientes condiciones:

j ∈ J y por lo tanto P cumple que
∑

i∈P∩I 1 = 1.

j ∈ I y por lo tanto P cumple que
∑

i∈P∩I 1 = 2.

Además, como S es un conjunto independiente, no hay parejas buenas que
no tengan menos de un elemento en V (G)−S, por lo que por la observación
anterior y por la de�nición de f(u) tenemos:∑

P∈G

∑
i∈P∩I

1 =
∑

u∈V (G)−S

∑
P∈H

1 =
∑

u∈V (G)−S

f(u).
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Como los conjuntos S y Q son ajenos, y S ∪Q es un subconjunto de V (G),
tenemos que V (G)− S = Q ∪ (V (G)− (Q ∪ S)). Por los valores de f(u) en
esos conjuntos tenemos:∑

u∈V (G)−S

f(u) =
∑

u∈Q∪(V (G)−(Q∪S))

f(u) =
∑
u∈Q

(FGu (W ) + |NG(u)|).

Por otro lado, como cada P ∈ B tiene solamente un elemento PMax, tenemos
que para cada P ∈ B, 1 = |P ∩ J | =

∑
j∈P∩J 1, de modo que la siguiente

cadena de igualdades es válida:

|B| =
∑
P∈B

1 =
∑
P∈B

∑
j∈P∩J

1.

Notemos ahora que si tomamos P ∈ G − B, entonces no puede ocurrir
que P ∩ I = ∅, pues, en ese caso WPMin

,WPMax
∈ S y también ocurriría que

WPMin
WPMax

∈ E(G), contradiciendo la independencia del conjunto S. Lo
que implica que los conjuntos I y P no son ajenos, en cuyo caso |P ∩I| = 1.
Así tenemos que: ∑

P∈B

∑
j∈P∩J

1 =
∑
P∈G

∑
j∈P∩J

1.

Tomemos ahora u ∈ S y al conjunto H = {P ∈ G| ∃j ∈ P,Wj = u}. Si
P = {i, j} con Wj = u, entonces i ∈ I por lo que

∑
P∈G

∑
j∈P∩J 1 = 1, y

por lo tanto P cumple que
∑

i∈P∩I 1 = 1, con lo que:∑
P∈G

∑
j∈P∩J

1 =
∑
u∈S

∑
P∈H

1

y por la de�nición de f(u) y el cálculo de f(u) con u ∈ S tenemos:∑
u∈S

∑
P∈H

1 =
∑
u∈S

f(u) =
∑
u∈S

FGu (W ).

Por último, de�namos los conjuntos

Qe = {u ∈ Q
∣∣ |NG(u)| es par} y Qo = {u ∈ Q

∣∣ |NG(u)|es impar}.
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Es claro que Q = Qe ∪Qo y Qe ∩Qo = ∅, así que

∣∣{v ∈ Q∣∣ |NG(v)| es impar
}∣∣ =

∑
u∈Qe

1

=
∑
u∈Qe

|NG(u)|

=
∑
u∈Qe

|NG(u)|+
∑
u∈Qo

|NG(u)|

=
∑
u∈Q

|NG(u)|.

Así tenemos la siguiente cadena de igualdades:

0 = 2|B|
= |B|+ |B|
=

∑
u∈Q

(FGu (W ) + |NG(u)|) +
∑
u∈S

FGu (W )

=
∑
u∈Q

FGu (W ) +
∑
u∈Q

|NG(u)|+
∑
u∈S

FGu (W )

=
∑

u∈S∪Q

FGu (W ) +
∑
u∈Q

|NG(u)|

=
∑

u∈S∪Q

FGu (W ) +
∣∣{v ∈ Q∣∣ |NG(v)| es impar

}∣∣ .
Lo que implica que∑

u∈S∪Q

FGu (W ) y
∣∣{v ∈ Q∣∣ |NG(v)| es impar

}∣∣
tienen la misma paridad. �

Para ver que no puede quitarse la hipótesis de que S sea independiente
consideremos la trayectoria de longitud 1 formada por los vértices v1 y v2 y la
arista v1v2. Entonces, W = v1v2 es σ-p.s.e. y FGv1(W ) + FGv2(W ) = 1, lo cual
es consistente con el lema anterior si consideramos los conjuntos S = {v1} y
Q = {v2}. Sin embargo si tomamos S = {v1, v2} y Q = ∅ el resultado falla,
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por lo que la hipótesis de que S tiene que ser independiente no puede ser
removida del teorema anterior.

Para los siguientes resultados será necesario extender la noción usada en
el primer capítulo de los vectores de con�guración, de modo que podamos
asociar a conjuntos de vértices ciertos vectores. Si tenemos una grá�ca G con
V (G) = {v1, v2, ...., vn} y A ⊆ V (G), podemos asociar a A un vector A ∈ Zn2
de modo que si vk ∈ A, entonces la k-ésima entrada del vector A ∈ Zn2 es 1 y
si vk /∈ A, entonces la k-ésima es 0. Si tenemos un conjunto de subconjuntos
de V (G), equivale a tener un conjunto de vectores en Zn2 , por lo que diremos
que un conjunto de subconjuntos de V (G) es linealmente independiente si
el conjunto de vectores asociado lo es. Con lo anterior podemos probar un
corolario del Teorema 3.2.1:

Corolario 3.2.2. Sea G una grá�ca bipartita con bipartición {V1, V2} donde
V1 = {v1, v2, ..., v2k−1} para k ≥ 1. Supóngase que {NG(v)| v ∈ V1} es un
conjunto linealmente independiente, y que existen U ⊆ V1 y B ⊆ V2 tales que

(∗) |U ∩NG(v)| es par si v ∈ B y es impar si v ∈ V2 −B

Entonces, no hay una sucesión de movimientos sólo encendidos que em-
piece en B y termine en Bσ(v1v2...v2k−1) en el σ-juego sobre G.

Demostración. Supongamos que existe una palabra W = w1w2 . . . w|W |
que es σ-p.s.e. para G y B, y tal que BW = Bv1v2v3...v2k−1 . Consideremos
al conjunto O = {u| |W |u es impar} y sean S = V1 ∩ O y Q = V2 ∩ O.
Notemos primero que, debido a que los vectores NG(v) son linealmente in-
dependientes para cada para v ∈ V1, el conjunto V1 es independiente (por
ser G bipartita) y como BW = Bv1v2v3...v2k−1 , entonces todos los vértices de
V1 son presionados un número impar de veces en W . Lo anterior puede ver-
se al pensar la con�guración Bv1v2v3...v2k−1 como la combinación lineal que
resulta al sumar los vectores NG(v1), NG(v2), . . . , NG(v2k−1). Por otro lado,
dicha con�guración coincide también con la combinación lineal de los vectores
NG(w1), NG(w2), . . . , NG(w|W |), por lo que la siguiente igualdad es válida:

NG(v1) +NG(v2) + · · ·+NG(v2k−1) = NG(w1) +NG(w2) + · · ·+NG(w|W |).

Así, si alguno de los vértices de V1 fuera presionado un número par de veces
del lado derecho de la igualdad, al sumar sobre Z2, sería equivalente (en la
suma) a no haberlo sumado, por lo que tendríamos que del lado izquierdo
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aparecen los 2k − 1 vectores de V1 y del lado derecho aparecen a lo más
2k− 2. El conjunto V2 es independiente dado que G es una grá�ca bipartita.
Eso quiere decir que si se presiona un vértice del conjunto V2, no se afecta
el estado de los vértices de dicho conjunto, por lo que el estado resultante
de los vértices de V2 sólo depende de los vértices de V1 que se presionen en
la palabra W , de ese modo, para que se cumpla que BW = Bv1v2v3...v2k−1 ,
tendría que haber una combinación de vectores de un subconjunto propio
A ⊂ V1 que dieran como resultado el vector asociado a otro vector de V1−A,
lo que contradice la hipótesis de que sean linealmente independientes. Con
esa observación tenemos que S = V1.

Por otro lado, si tomamos v ∈ V1 notemos que para que se cumpla que
BW = Bv1v2v3...v2k−1 , es necesario que su estado �nal no sea alterado por los
vértices de V2 que se presionan en W . Si un vértice de V2 es presionado un
número par de veces no afecta el estado de los vértices de V1, sin embargo si
son presionados un número impar de veces puede que lo afecten, por lo que
cada v ∈ V1 debe tener un número par de vecinos en Q, así que |NG(v) ∩Q|
es par para cada v ∈ V1.

Con lo anterior tenemos que cada vértice de V1 tiene un número par de
vecinos en Q, es decir, que hay un número par de aristas con un extremo en
Q, así tenemos que: ∑

v∈Q

dG(v) ≡ 0 (mod 2).

Lo que implica que hay un número par de vértices en Q con grado impar.
Esto tiene dos consecuencias importantes:

Por el Teorema 3.2.1 tenemos que
∑

u∈S∪QFGu ≡ 0 (mod 2).

Como U ⊆ V1, tenemos que
∑

u∈U |NG(u) ∩Q| ≡ 0 (mod 2) que quie-
re decir que entre Q y U hay un número par de aristas, por lo que∑

v∈Q |NG(v) ∩ U | ≡ 0 (mod 2), que es otra manera de contar las aris-
tas entre U y Q.

Por la condición (∗) tenemos que hay un número par de vértices en el
conjunto Q ∩ (V2 − B), pues los vértices de V2 − B tienen un número impar
de vecinos en U . Como W es σ-p.s.e. para G y B, y como B ⊆ V2, tenemos
que FGu es impar para cada u ∈ V1 = S. Entonces

∑
u∈S FGu es impar, por lo

que
∑

u∈QFGu es un número impar. Por ser W buena para B, tenemos que
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si u ∈ B, entonces FGu ≡ 0 (mod 2), así tenemos que:∑
u∈Q

FGu =
∑

u∈Q∩B

FGu +
∑

u∈Q∩(V2−B)

FGu = 0 +
∑

u∈Q∩(V2−B)

FGu .

Por lo que
∑

u∈Q∩(V2−B)FGu ≡ 1 (mod 2), lo que implica que hay un número
impar de vértices en Q ∩ (V2 −B) que son presionados un número impar de
veces de acuerdo a la palabra W y como Q = V2 ∩ O, entonces todos los
vértices de Q ∩ (V2 − B) son presionados un número impar de veces, por lo
que |Q ∩ (V2 − B)|) es impar, pero anteriormente vimos que (∗) implicaba
que |Q∩ (V2−B)| es par, lo cual es una contradicción, por lo que la palabra
W no existe, probando el resultado. �

La utilidad del corolario anterior es que nos da un criterio para saber si
una con�guración que puede ser alcanzada en el juego σ no puede ser al-
canzada en σ-sólo encendidos. Por ejemplo, consideremos la siguiente grá�ca
G:

v1 v2 v3 v4

v5

v6 v7 v8

B

Aplicando la palabra v2v4v7 en el juego σ tenemos lo siguiente

v1 v2 v3 v4

v5

v6 v7 v8

C

La grá�ca anterior es bipartita. Consideremos ahora V1 = {v2, v4, v7},
V2 = {v1, v3, v5, v6, v8}, U = {v2, v7} y B = {v5}. Veamos que se cumplen las
hipótesis del corolario:

G es bipartita y |V1| ≡ 1 (mod 2), y U ⊆ V1 y B ⊆ V2
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Los vectores asociados a V1 son

{(1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1)},

que claramente son linealmente independientes.

|U ∩ NG(v5)| = 0 y todos los vértices de la grá�ca son adyacentes a
alguno de los vértices de U excepto v4, v2 y v7, pero como el conjunto
V1 = {v2, v4, v7}, tenemos que si v ∈ B, entonces |U ∩NG(v)| es par y
si v ∈ (V2 −B) tenemos que |U ∩NG(v)| es impar.

Por el Corolario 3.2.2 tenemos que es imposible ir de la con�guración B
a la con�guración C con la regla sólo encendidos.

Corolario 3.2.3. Sea G una grá�ca, B ⊆ V (G) y W ∈ V (G)∗ que sea
σ-p.s.e. para G y B. Si S = {v ∈ V (G)| |Wv| es impar} es un conjunto
independiente, entonces |S −B| es par.

Demostración. Consideremos Q = ∅ y veamos que se cumplen las hipóte-
sis del Teorema 3.2.1:

S ∩Q = ∅

S es independiente

NG(u) ⊆ S si u ∈ Q

{v ∈ V (G) : |Wv| es impar} = S = S ∪Q

Por lo tanto,
∑

u∈S∪QFGu (W ) ≡ |{v ∈ Q : |NG(v)| es impar}| (mod 2),
es decir, es un número par. Por ser W buena para B, sabemos que FGu (W )
es par para u ∈ B, y como S ∪Q = S tenemos que:

0 =
∑

u∈S∪Q

FGu (W )

=
∑
u∈S

FGu (W )

=
∑

u∈S−B

FGu (W ) +
∑
u∈B

FGu (W )

=
∑

u∈S−B

FGu (W ).
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Como FGu (W ) es impar para los vértices en S−B por ser W una palabra
σ-p.s.e., debe de haber un número par de vértices en S −B. �

Consideremos ahora a G la siguiente grá�ca, donde B = {v1}

v1 v2 v3

v4

v5 v6 v7 v8 v9

B

y la con�guración C = {v8} sobre la misma grá�ca

v1 v2 v3

v4

v5 v6 v7 v8 v9

C

Notemos que Bσ(v2v5v7) = C, por lo que B y C están en la misma ór-
bita en el juego σ. Es fácil veri�car que el único conjunto de vectores li-
nealmente dependientes (en el sentido de que cualquier otro conjunto lineal-
mente dependiente lo contiene) de los vectores asociados a los vértices de
G es {N(v4), N(v5), N(v7), N(v9)} y que si Bσ(W ) = C entonces el conjunto
S = {v : |W |v es impar} es {v2, v5, v7} o es {v2, v4, v9}. Como ambos son
conjuntos independientes y en ambos casos |S − B| es impar, el Corolario
3.2.3 implica que B y C están en órbitas distintas de σ-p.s.e.. El siguiente
lema usa el Corolario 3.2.3, y se usará para probar el último resultado de la
sección que mostrará lo fácil que es construir con�guraciones que pueden ser
obtenidas en el juego σ y no en el σ-p.s.e. en grá�cas no singulares.

Lema 3.2.4. Sea G una grá�ca tal que hay dos conjuntos R, T ⊆ V (G) tales
que R ∪ T = V (G), R ∩ T = ∅ y R es independiente. Consideremos los
conjuntos R = {NG(v)| v ∈ R} y T = {NG(v)| v ∈ T}. Supongamos que T
es linealmente independiente y que 〈T〉 ∩ 〈R〉 = {0}. Supongamos también
que hay un conjunto U ⊆ V (G) tal que |U ∩ NG(v)| es impar si v ∈ R.
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Si empezamos desde cualquier con�guración B ⊆ T , entonces no hay una
palabra W que sea p.s.e. cuyo efecto neto sea el mismo que presionar un
número impar de vértices de R.

Demostración. Supongamos por el contrario que existe W ∈ V (G)∗ que
es σ-p.s.e. para G y B, tal que Bσ(W ) −B =

∑2k−1
i=1 N(ri) donde los vértices

r1, r2, . . . , r2k−1 ∈ R forman un conjunto independiente. Consideremos ahora
S = {v ∈ R

∣∣ |W |v es impar} y S ′ = {v ∈ T
∣∣ |W |v es impar}. Como lo que

nos interesa es el efecto neto que produce la palabra en la grá�ca, podemos
ignorar los vértices que son presionados un número par de veces, por lo que
podemos escribir

Bσ(W ) −B =
∑
v∈S

NG(v) +
∑
v∈S′

NG(v).

Así tenemos que

2k−1∑
i=1

N(ri) =
∑
v∈S

NG(v) +
∑
v∈S′

NG(v)

y como 〈T〉 ∩ 〈R〉 = {0} tenemos las siguientes dos igualdades:

2k−1∑
i=1

N(ri) =
∑
v∈S

NG(v),

∑
v∈S′

NG(v) = 0.

Al ser T linealmente independiente, se sigue que S ′ = ∅. Notemos ahora
que como para cada v ∈ R tenemos que |U ∩ NG(v)| es impar, entonces U
tiene un número impar de 1's en común con cada vector NG(v), por lo que
U • NG(v) = 1 para cada v ∈ R, por lo que al hacer el producto punto con
U de ambos lados de la ecuación

∑2k−1
i=1 N(ri) =

∑
v∈S NG(v) llegamos a que

del lado izquierdo es 1, por lo que hay un número impar de elementos en S.
Como S ⊆ R tenemos que S es independiente. Por el Corolario 3.2.4

podemos ver que |S −B| es par. Como R∩ T = ∅, entonces S ∩ T = ∅, con
lo que S ∩ B = ∅. Así, |S − B| = |S|, lo que resulta en una contradicción,
por lo que la palabra W no existe. �

Finalmente, podemos probar el siguiente resultado
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Teorema 3.2.5. Sea B un subconjunto propio de V (G), donde G es una
grá�ca no singular, y sea v ∈ V (G)−B. Sea C la con�guración obtenida de
la con�guración B al presionar v en la grá�ca G en el juego σ. Entonces C
no puede obtenerse desde B en el juego σ-p.s.e.

Demostración. Sean R = {v} y T = V (G) − R, y sea U = u donde
uv ∈ E(G), veamos que se cumplen las hipótesis del Lema 3.2.4:

R ∪ T = V (G) y R ∩ T = ∅ y R es independiente.

La grá�ca G es no singular, es decir, la matriz de adyacencia de G es no
singular, por lo que T es linealmente independiente y 〈T〉 ∩ 〈R〉 = {0}.

|U ∩NG(v)| = 1, pues U ⊆ NG(v) y |U | = 1

Por el Lema 3.2.4 no hay ninguna palabra W que sea σ-p.s.e. que cumpla
que Bσ(W ) = C, por lo tanto, la con�guración C no puede obtenerse desde
B en el juego σ-p.s.e. �

Para ilustrar el Teorema 3.2.5, consideremos la siguiente grá�ca G:

v1 v2 v3 v4

Su matriz de adyacencia es

M =


0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0

 ,

cuyo determinante es 1, por lo que G es no singular. La con�guración B es
{v4} , y la con�guración C = {v2, v4} se obtiene de B al presionar el vértice v1
en el juego σ. Veri�quemos que C no puede ser obtenida, en el juego σ-p.s.e.,
desde B.

v1 v2 v3 v4C
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v1 v2 v3 v4

∗

v1 v2 v3

∗
v4

v1 v2

∗
v3 v4

v1

∗
v2 v3 v4

v1 v2 v3 v4

Como no tiene sentido presionar dos veces el mismo vértice de forma
consecutiva en σ-p.s.e., es fácil ver que la única sucesión de movimientos
válidos a partir de B es la siguiente:

Es fácil convencerse, gracias a la simetría de la grá�ca, que hemos encon-
trado todos los elementos de la órbita de B en σ, y ninguna de las con�gu-
raciones corresponde a la con�guración C, probando así que C no está en la
órbita de B y veri�cando el resultado.



Conclusiones

En el primer capítulo se presentó el modelo del juego Lights Out en su
forma original. La importancia de ese primer capítulo radica principalmente
en dos cosas:

La formulación matemática del problema, es decir, la presentación del
modelo básico del juego, dando a su vez los lineamientos esenciales para
comprender el juego en tableros más generales.

El análisis de dicho modelo al determinar la existencia de soluciones y
el método para hallarlas.

El método algebráico empleado en el primer capítulo tiene la gran virtud
de que puede usarse para estudiar cualquier grá�ca (o digrá�ca) cuya matriz
de adyacencia sea conocida. Sin embargo, el defecto de ese método para
conseguir resultados más generales es que las matrices de adyacencia tienen
formas muy variadas, así que efectuar dicho análisis se vuelve poco práctico
para obtener resultados generales.

En el segundo capítulo se emplearon, además de las ideas del primer
capítulo, herramientas de Teoría de Grá�cas. El modelo era esencialmente
el mismo, pero las técnicas fueron diferentes. Se introducjo la idea de juego
dirigido y se probó que los juegos con y sin dirección tienen una relación
muy estrecha. También se de�nen concepton de invaluable utilidad para el
tercer capítulo, la mayoría de ellos relacionados con el concepto de palabra,
así como la regla sólo-encendidos, que es el elemento que da sentido al estudio
realizado en el último capítulo.

El tercer capítulo se conforma mayormente de resultados que, aunque algo
técnicos, estudian ideas y algoritmos sencillos para determinar el efecto que
tiene la restricción sólo-encendidos en dos variantes del juego: una en la que
el estado de un botón cambia cuando éste es presionado y otra en la que no,
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mostrando que la restricción casi no tiene efecto en el primero, mientras que
en el segundo altera de manera importante las con�guraciones que pueden
resolverse.
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