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Invariancia de Poincaré de la Relatividad
General y teoría de Einstein-Cartan.

Guillermo D’Olivo Cordero.

18 de octubre de 2012

Resumen
Se sabe que la relatividad general (RG) y su extensión con torsión,

la teoria de Einstein-Cartan (E-C), son invariantes bajo transformaciones
locales de Lorentz (L4), si la conexión de espín ωµab y las tetradas eµ

a

(comarcos) (o mas bien los campos desplazados Bµ
a = δµ

a − eµ
a) son

respectivamente los potenciales de gauge (norma) rotacionales y traslacio-
nales gravitacionales ( Hehl, 1985; Hayashi, 1977), entonces el grupo de
simetría de ambas teorias es la suma semidirecta L4 ⊙D, con D el grupo
de transformaciones generales de coordenadas (O’Raifertaigh, 1997).

Sinembargo, el grupo de simetria es de hecho mas grande, ya que las
traslaciones T4 se incluyen de manera natural, resultando en P4 = T4⊙L4,
el grupo de Poincaré. Por lo que el grupo total de simetría de RG y E-C
como teorias de gauge, resulta ser P4⊙D (Feynman, 1963; Hehl et al, 1976;
Mc Innes, 1984; Hammond, 2002). Históricamente el problema con la prue-
ba de este hecho, ha sido la aparente dificultad de tratar las traslaciones
como parte del grupo de gauge, esto es, como transformaciones verticales
de un haz. Si para una traslación se escribe xµ −→ x� µ = xµ + ξµ(x), no
se está considerando como una transformación de gauge P4, sino como un
elemento de D. El tratamiento apropiado para las traslaciones de gauge
es en el contexto de haces de marcos de Poincaré en el espacio-tiempo,
FP

M4 : P4 → APM4 πP−→ M4.
Esto ha sido discutido por varios autores (Smrz, 1977; Gronwald, 1997,

1998) y el propósito de esta tesis es el de presentar una prueba mas sen-
cilla de este hecho. Por un lado a nivel global, usando teoremas generales
sobre conexiones (Kobayashi-Nomizu, 1963), se muestra que existe una
correspondencia 1-1 entre conexiones de Poincaré ωP en FP

M4 y parejas
(θL,ωL), siendo θL la forma canónica y ωL una conexión en el haz de
marcos de Lorentz FL

M4 : L4 → FLM4 πL−→ M4. Por otro lado, localmente
se muestra la invariancia ante transformaciones de gauge P4 de la acción
de Einstein-Hilbert para gravedad pura y de la acción de Dirac-Einstein
para el acoplamiento de la gravedad al campo de Dirac.
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1 Introducción.

1.1 Teorías de gauge.

Actualmente son reconocidas en la física cuatro fuerzas fundamentales que gene-
ran las interacciónes de las partículas elementales conocidas en el universo. Uno
de los mayores esfuerzos en la física teórica de los ultimos tiempos ha consistido
en la búsqueda de alguna teoría que pueda unificar estas cuatro fuerzas. Este
esfuerzo ha rendido frutos ya que tres de las cuatro fuerzas ya se han podido
unificar, lo cual ha sido posible al expresar estas como teorías de campo de
gauge (norma). Sin embargo la gravedad ha escapado a los intentos realizados
para para unificarla con las demás fuerzas, en parte por que no se ha logrado
formular la gravedad como una teoría de campo.

En una teoría de campo en la cual los campos y los potenciales son descritos
por un grupo de simetria, la invariancia de gauge significa que el lagrangiano que
describe el campo es invariante bajo la acción de un grupo de Lie que se aplica
sobre las componentes de los campos. Cuando se aplica la misma transformación
a todos los puntos del espacio, se dice que la teoría tiene invariancia gauge global.
Las teorías de gauge usan lagrangianos, tales que en cada punto del espacio
es posible aplicar transformaciones ligeramente diferentes en cada punto del
espacio y aun así el lagrangiano permanece invariante, en ese caso se dice que
el lagrangiano presenta también invariancia de norma local.

Para formular una teoría de campo de gauge es necesario que la dinámica
de los campos fermiónicos de la teoría venga descrita por un lagrangiano que
tenga alguna simetría interna "local" dada por un grupo de Lie, llamado grupo
de transformaciones de gauge. Físicamente una transformación de gauge es una
transformación de algún grado de libertad que no modifica ninguna propiedad
física observable.

Los campos de gauge aparecen en el lagrangiano que rige la dinámica del
campo en forma de conexión, por tanto, matemáticamente están asociadas a
1-formas que toman valores sobre una cierta álgebra de Lie y puede ser visto
como el resultado de aplicar a los puntos del espacio diferentes transformaciones
dentro del grupo de simetría asociado a los campos fermiónicos de la teoría.

En una teoría de campo de gauge, una transformación de gauge es una
aplicación diferenciable:

TN : M −→ G (1)

Donde:
M : variedad diferenciable, como podría ser el espacio-tiempo.
G: Grupo de Lie o de simetría, que consiste en el conjunto de transforma-

ciones que dejan invariable el lagrangiano que define la dinámica del campo.
En una transformación de gauge infinitesimal se sustituye el grupo de Lie

por su álgebra de Lie:

TN : M −→ g (2)
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Donde:
g: Álgebra de Lie del grupo de Lie G.
Esto se extiende a cualquier elemento sobre un haz fibrado tangente a una

variedad M , de tal modo que están definidas las transformaciones de gauge
infinitesiamales de cualquier tipo de campo tensorial.

Las transformaciones de gauge inifinitesimales definen el número de campos
bosónicos de la teoría y la forma en que estos intereactúan. El conjunto de todas
las transformaciones de gauge infinitesimales forman un álgebra de Lie, que se
caracteriza por un escalar diferenciable a valores en un álgebra de Lie, ε. Bajo
tal transformación de gauge infinitesimal:

A −→ A+ δ�A (3)

Con:
δ�A := [�, A]− d�
Donde [a, b] es el corchete de Lie.
Estas tansformaciones infinitesimales tienen las siguientes propiedades :

• Las transformaciones de gauge infinitesimales conmutan con la derivada
covariante definida por la conexión:

δ� = �X −→ δ�(DαX) = �DαX
Donde:
Dα = ∂α +Aα es la derivada covariante.

• δ�F = �F quiere decir que F se transforma covariantemente.

2 Formalismos matemáticos.

2.1 Variedad diferenciable.

Una variedad diferenciable es un conjunto que localmente es difeomorfo al es-
pacio euclideano. Un subconjunto M ⊂ Rn es una variedad diferenciable de
dimensión k, si para cada x ⊂ M existen abiertos U ⊂ Rk y V⊂ Rn y una
función continua f : U −→ V tal que:

1. x ∈ U

2. f(U) = V ∩M , f es inyectiva y f−1 : V ∩M −→ U es continua

3. Para cada y ∈ U , el Jacobiano f �(y) tiene rango k.

A la función f se le conoce como sistema de coordenadas alrededor de x.
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Figura 1: Variedad diferenciable M.



 

Figura 2: Espacio Tangente.

2.2 Espacio tangente.

Para cada punto de una variedad diferencial, se asocia el conjunto de todos
los vectores que se encuentren en un plano con origen en el punto y que sean
tangentes a la variedad, este conjunto forma un espacio vectorial de dimensión
n igual que la variedad Mn y se denota como espacio tangente a la variedad
M en el punto p esto es: TpMn. En este espacio vectorial existen un número
infinito de vectores base êµ tales que A = Aµêµ , con regla de transformación
entre bases: êν� = Λµ

ν� êµ.

2.3 Espacio dual.

A el espacio vectorial tangente podemos a su vez asociarle otro espacio vectorial
conocido como espacio dual y se denota por T ∗

p
, el cual consiste en el conjunto

de todos los mapeos lineales del espacio vectorial TpMn en los reales, es decir,
es el conjunto de funciones lineales tales que f : V −→ a , donde V ∈ TpMn y
a ∈ R.

2.4 Espacio Afín.

Un espacio afín es una tripleta (V,ϕ, A) donde V es un espacio vectorial, A es
un conjunto, y ϕ es una acción izaquierda libre y transitiva de V como un grupo
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Figura 3: Espacio Dual.

aditivo en A:
ϕ : V ×A → A, (v, a) �→ v + a (4)

con

0 + a = a y (v1 + v2) + a = v1 + (v2 + a), para toda a ∈ Ay todo v1, v2 ∈ V (5)

Entonces, dado a, a� ∈ A, existe un único v ∈ V tal que a� = v+ a. También
, si v0 esta fijo en V , ϕv0 : A → A, ϕv0(a) = ϕ(v0, a) es una biyección.

Ejemplo. A = V : El espacio vectorial en si mismo es considerado como el
conjunto en el cual actua V . En particular, cuando V = TxMn y A = TxMn,
el espacio tangente es llamado espacio af ı́n tangente y se denota como AxMn.
Los puntos ”a” de AxMn son los vectores tangentes en x.

2.5 Métrica.

Una métrica es una función g tal que:

g : TxM × TxM −→ R (6)

(X,Y ) �−→ g(X,Y ) : M −→ R (7)

Esto es :

x −→ g(X,Y )(x) := gx(Xx, Yx) = Xx · Yx (8)

(producto punto).
Donde Xx, Yx ∈ TxM
La función métrica g tiene las siguientes propiedades:

• Bilineal y simétrica:

gx(λv, w) = gx(v,λw) = λgx(v, w)
gx(v + v�, w) = gx(v, w) + gx(v�, w)
gx(v, w) = gx(w, v)

• Para una variedad riemanniana vale que:

6



gx(vx, vx) = ||vx||2 ≥ 0 ∀ vx ∈ TxM
con gx(vx, vx) = 0 sii vx = 0
Esto no vale en el caso pseudoriemanniano, en particular para el caso Lo-

rentziano.

• gx(v, w) = 0 ∀w ∈ TxM si v = 0 (el vector ⊥ a todos los vectores en TxM
es el vector nulo i.e. g es no degenerada).

Localmente:

g(∂i, ∂j) = g

�
∂

∂xi
,

∂

∂xj

�
≡ gij (9)

X = ∂i =
∂

∂xi

Y = ∂j =
∂

∂xj

Para x ∈ U
gx(∂i |x, ∂j |x) = gxij = gxji
vx · wx = wx · vx = gx(vx, wx) = gx(vix∂i |x, wj∂j |x)
= vi

x
wj

x
gx(∂i |x, ∂j |x)

= gxijvixw
j

x

∴

g(X,Y ) = gµνX
µY ν (10)

gµν es el tensor métrico que al elegir una base aparece como una matriz, la
notación gµν se utiliza convencionalmente para los componentes del tensor.

2.6 Haz fibrado.

Un haz fibrado es un conjunto de elementos (E,B, F,π), donde E, B, F , son
espacios topológicos y π : E → B es una proyección sobreyectiva, E se denota
como espacio total. Localmente un haz fibrado puede ser descrito como un pro-
ducto B×F (B representa un espacio base y F representa una fibra) , pero que
globalmente puede tener una estructura topológica diferente.

Se requiere que ∀ x ∈ E, ∃ U ⊂ B tal que π−1(U) es un homeomorfismo del
espacio producto U×F , de manera tal que el siguiente diagrama debe conmutar.







2.7 Haz fibrado principal.

Es un objeto matemático que generaliza las propiedades esenciales del producto
cartesiano B × G de un espacio B con un grupo G. De igual manera que el
producto cartesiano, el haz fibrado principal P tiene las siguientes propiedades:
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Figura 4: Haz Fibrado.

1. Una acción derecha continua de G sobre P , P × G −→ P , tal que G
preserva las fibras de P y actua libre y transitivamente sobre ellas. Esto
implica la existencia de un homeomorfismo entre la fibra de P y el grupo
G. Dado que la acción es libre, las fibras tienen estructuras de G-torsores
que son espacios homeomorfos a G pero que carecen de estructura de grupo
debido a que no hay una elección preferente de un elemento identidad.

2. Una proyección π : P −→
π

B , tal que π es sobreyectiva.

2.8 Haz vectorial.

Precisa la idea de espacios vectoriales parametrizados por algún otro espacio B.
Supongamos que a cada punto xi de B le asociamos un espacio vectorial V (xi),
de manera tal que el conjunto de los V (xi) forman a su vez otro espacio del
mismo tipo que B, al cual llamamos haz vectorial sobre B. El caso mas simple
de haz vectorial, es aquel en que los espacios vectoriales V (xi) son constantes
i.e. V (xi) = V , esto significa que a cada punto x ∈ B se asocia una copia del
mismo espacio vectorial, para formar el haz vectorial V × B sobre B, entonces
decimos que el haz vectorial es trivial. Si el haz vectorial es localmente trivial,
constituye entonces un ejemplo de haz fibrado.

2.9 Haz de marcos.

Un haz de marcos es un haz fibrado principal F (E), asociado a un haz vectorial
E. La fibra de F (E) en un punto x es el conjunto de todas las bases ordenadas
(marcos) para Ex. El grupo general lineal actua naturalmente sobre F (E) por
medio de de un cambio de base, dandole al haz de marcos la estructura de un
haz principal. El haz fibrado de una variedad diferenciable suave es aquel que
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Figura 5: Haz Vectorial.

está asociado a su haz tangente y es por esto que se le suele llamar haz de marco
tangente.

Sea M = Mn una variedad diferenciable, ∀ x ∈ M , ∃ ! TxM . ∴ ∀ x ∈ M ∃
! el conjunto:

1FxMn = {(e1x, . . . , enx) ≡ ea : base ordenada de TxM} ≡ (FMn)x , por lo
que:

FMn = ∪
x∈M

{x}× (FMn)x = �
x∈M

(FMn)x.
Esto es un haz fibrado principal, donde la fibra es un grupo G, por ejemplo

si G = GLn(R) =⇒ea −→ ga
b
ea = eb .

Con lo que queda tambien definida la proyección π : FM −→
π

M , tal que
π(x, (e1x, . . . , enx)) := x

2.10 Conexiones en haces vectoriales reales suaves.

Sea ξ : Rm − E
π−→ Mn un haz vectorial real suave de dimensión m sobre

Mn ≡ M , una variedad diferenciable de dimensión n. Sean Γ(TM) las secciones
de E, con E una variedad diferenciable de dimensión m+ n.

Una conexión en ξ es una función:

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E), (11)

(X, s) �→ ∇(X, s) ≡ ∇Xs (12)

Que tiene las siguientes propiedades:

i) ∇X+X�s = ∇Xs+∇X�s

1ea ∈ TxM , x ∈ U : dominio de una carta con coordenadas xµ, la base coordenada en x es�
∂

∂xµ |x
�
,∴ podemos escribir ea = eµa

∂
∂xµ |x

9













Figura 6: Haz de Marcos.

ii) ∇fXs = f∇Xs, con f ∈ C∞(M,R) : funciones reales en M

iii) ∇X(s+ s�) = ∇Xs+∇Xs�

iv) ∇X(fs) = X(f) = X(f)s+ f∇Xs (Regla de Leibnitz).

El valor de la conexión en (X, s) es llamada derivada covariante de s en la
dirección de X. ∇Xs : M → E, x �→ ∇Xs(x) = (x, (∇Xs)x ∈ Ex : la fibra en
E sobre x. Ex es una variedad vectorial de dimension m.

Una conexión lineal en M es una conexión en su haz tangente. Con E = TM
se tiene que:

∇ : Γ(TM) → Γ(TM) (13)

(X,Y ) �→ ∇(X,Y ) ≡ ∇XY (14)

Localmente tenemos que:
∇Xs = ∇Xµ∂µ(s

iσi) = Xµ((∂µsi)σi + si∇∂µσi)
y como ∇∂µσi ∈ Γ(Eα), entonces:

∇∂µσi := Γj

µi
σj (15)

Para un unico conjunto de n×m2 funciones Γj

µi
: Uα → R llamadas simbolos

de Christoffel de la conexión ∇ en el atlas U , bajo un cambio de coordenadas
locales (cartas) em M los coeficientes Γρ

µν
se transforman como:

Γγ

µν
=

∂xγ

∂x�λ
∂x�α

∂xµ

∂x�β

∂xν
Γ

�
λ

αβ
+

∂xγ

∂x�λ
∂2x�λ

∂xµ∂xν
(16)

Para un haz vectorial lineal, m=1, con lo que solo hay n símbolos: Γj

µi
≡ Γµ,

entonces se puede escribir:
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∇Xs = Xµ((∂µs
i)σi + siΓj

µi
σj) = Xµ(∂µs

j + siΓj

µi
)σj (17)

= Xµ(∂µδ
j

i
+ Γj

µi
)siσj = XµDj

µi
siσj

donde se ha definido el operador de derivada covariante

Dj

µi
= ∂µδ

j

i
+ Γj

µi
(18)

ó:

∇Xs = Xµsj;µσj (19)

con
Dµs

j ≡ sj;µ = Dj

µi
si = sj

,µ
+ Γj

µi
si (20)

y
sj
,µ

= ∂µs
j (21)

donde el término sj
,µ

es debido a la regla de Leibnitz.
La derivada totalmente covariante en ξ: ∇s es un elemento del conjunto de

1-formas diferenciables con valores en E : Γ(T ∗M ⊗E) , donde T ∗M ⊗E es un
haz vectorial en M :

Rn×m − T ∗M ⊗ E → M, with T ∗M ⊗ E = �
x∈M

T ∗
x
M ⊗ Ex (22)

La sección ∇s se define como:

∇s : Γ(TM) → Γ(E), X → ∇s(X) := ∇Xs (23)

Como todas las conexiones en M, ∇s es C∞(M,R)-lineal, i.e. ∇s(fX) = f∇s(X);
pero ∇(fs) = sdf + f∇s

Localmente podemos escribir:

∇s = dxµ ⊗∇∂µs (24)

De hecho:

∇s(X) = (dxµ ⊗∇∂µs)X = dxµ(X)∇∂µs = Xνdxµ(∂ν)∇∂µs (25)

= Xνδµ
ν
∇∂µs = Xµ∇∂µs = ∇Xs

Con lo que:

∇s = dxµ ⊗ (∂µδ
j

i
+ Γj

µi
)siσj = dxµ ⊗ (∂µs

jσj + Γj

µi
siσj) (26)

= dxµ ⊗ ∂µs
jσj + dxµ ⊗ Γj

µi
siσj = dsj ⊗ σj + Γj

i
⊗ siσj

Donde la Γj

i
es una matriz de 1-formas de m×m en Uα dada por:

11



Γj

i
= dxµΓj

µi
(27)

Si hacemos Γj

i
⊗ siσj = Γj

i
si ⊗ σj = (Γs)j ⊗ σj entonces:

∇s = dsj ⊗ σj + (Γs)j ⊗ σj = (dsj + Γs)j)⊗ σj = ((d+ Γ)s)j ⊗ σj (28)

Entonces:

∇s = (d+ Γ)s ∈ Γ(T ∗U ⊗ E). (29)

Localmente:

∇ = d+ Γ (30)

Si hacemos que si;µ(x) = 0, entonces:

si
,µ
(x) + Γi

µj
(x)sj(x) = 0 (31)

Multiplicando por dxµ |x=⇒

si
,µ
(x)dxµ

��
x = −Γi

µj
(x)sj(x)dxµ |x ∈ T ∗

x
U (32)

El lado derecho de la ecuación:

−Γi

µj
(x)sj(x)dxµ

��
x ≡ (δ� s)

i |x (33)

Es llamado el transporte paralelo infinitesimal de la sección si por la conexión
∇ a lo largo de la 1-forma dxi |x .

2.11 Conexiones en variedades con métrica.

Una conexión ∇ en una variedad con métrica (M,g) es métrica o compatible con
la métrica si dados X, Y, Z, campos vectoriales en VM (campos vectoriales en
M) si:

X �Y, Z� = �∇XY, Z�+ �Y,∇XZ� (34)

Localmente:

�Y, Z� = �Y µ∂µ, Z
ν∂ν� = Y µZν �∂µ, ∂ν� = Y µZνg(∂µ, ∂ν) = gµνY

µZν (35)

Si ∇ es una conexión no necesariamente simétrica en (M,g) =⇒ Localmente:

Γm

ij
=

1

2
gmk(∂igik + ∂jgki − ∂kgij) + Tm

ij
− gilg

mkT l

jk
+ gilg

mkT l

ki
(36)
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=

�
m
ij

�
+ Tm

ij
− gilg

mkT l

jk
+ gilg

mkT l

ki

=

�
m
ij

�
+ Cm

ij

Donde:�
m
ij

�
= Γ

LC

m

ij

es la gama de Levi-Civita.
y
Cm

ij
= Tm

ij
− gmk(gilT l

jk
− gjlT l

ki
) ≡ Km

ij
es el tensor de contorsión.�

m
ij

�
es simétrico en ij, y Km

ij
= Km

[i,j](simétrico)+Km

{i,j}(a−simetrico).
=⇒
Γm

ij
tiene una parte simétrica y una antisimétrica.

2.12 Tensores.

Dada una carta Uα (xµ

α
≡ xµ) de Mn, un tensor r contravariante y s covariante

es un conjunto de nr+s funciones en Uα con valores en R,
�
Tµ1...µr
ν1...νs

, µk, νl = 1, . . . , n, k = 1, . . . r, l = 1, . . . , s
�

(37)

tal que en una carta Uβ (x
�
ν

β
≡ x

�
ν) que se traslapa con Uα(xµ

α
) se convierte

en el conjunto:
�
T

�
α1...αr
β1...βs

=
∂x�α1

∂xµ1
. . .

∂x�αr

∂xµr

∂xν1

∂x�β1
. . .

∂xνs

∂x�βs
Tµ1...µr
ν1...νs

�
(38)

para x� = x�(x) ∈ Uα ∩ Uβ .
La idea de índices covariantes y contravariantes sólo tiene sentido si existe

una métrica en la variedad.
Un tensor s covariante y r contravariante puede ser considerado como un ma-

peo C∞(M,R) desde el producto tensorial de s factores de Γ(TM) y r factores
de Γ(T ∗M) con valores en C∞(M,R), en una carta Uα.

T = Tµ1...µr
ν1...νs

dxν1
α

⊗ . . .⊗ dxνs
α

⊗ ∂

∂xµ1
α

⊗ . . .⊗ ∂

∂xµr
α

(39)

: (⊗sΓ(TUα))⊗ (⊗rΓ(T ∗ Uα)) → C∞(Uα,R)

V ρ1
1

∂

∂xρ1
α

⊗ . . .⊗ V ρs
s

∂

∂xρs
α

⊗A1σ1dx
σ1
α

⊗ . . .⊗Arσrdx
σr
α

�−→ Tµ1...µr
ν1...νs

dxν1
α

(40)

×(V ρ1
1

∂

∂xρ1
α

) . . . dxνs
α
(V ρs

s

∂

∂xρs
α

)× ∂

∂xµ1
α

(A1α1dx
σ1
α
) . . .

∂

∂xµr
α

(Arσrdx
σr
α
)

13



= Tµ1...µr
ν1...νs

V ρ1
1 δν1

ρ1
. . . V ρs

s
δνs
ρs
A1σ1δ

σ1
µ1

. . . Arσrδ
σr
µr

= Tµ1...µr
ν1...νs

V ν1
1 . . . V νs

s
A1µ1 . . . Arµr

2.13 Curvatura de una conexión.

Sea ∇ una conexión en M.
Su curvatura R es una función R tal que:

R : VM × VM × VM −→ R(X,Y, Z) := (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])(Z) (41)

= ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z

= ([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])(Z)

Localmente:
X = Xµ∂µ , Y = Y ν∂ν , Z = Zσ∂σ
=⇒

R(Xµ∂µ, Y
ν∂ν , Z

σ∂ν) = XµY νZσ(∂µ, ∂ν , ∂σ) (42)

= XµY νZσ(∇∂µ(∇∂ν∂σ )−∇∂ν (∂σ)−∇[∂µ,∂ν ]∂σ)

Ya que:
∇∂ν∂ρ = Γρ

νσ
∂ρ y [∂µ, ∂ν ] = 0

= XµY νZσ(∇∂µ(Γ
ρ

νσ
∂ρ)−∇∂ν (Γ

ρ

µσ
∂ρ)

= XµY νZσ((∂µΓρ

νσ
)∂ρ + Γρ

νσ
Γλ

µρ
∂λ − ∂ν(Γρ

µσ
)∂ρ − Γλ

µσ
Γλ

νρ
∂λ)

= XµY νZσ(∂µΓρ

νσ
− ∂νΓρ

µν
+ Γλ

νσ
Γρ

νσ
− Γλ

µσ
Γρ

νλ
)∂ρ

=⇒

R(X,Y, Z) = XµY νZσRρ

σµν
∂ρ (43)

Con:
Rρ

σµν
= (∂µΓρ

νσ
− ∂νΓρ

µσ
+ Γρ

µλ
Γλ

νσ
− Γρ

νλ
Γλ

µσ
)

= −Rρ

σνµ

R(∂µ, ∂ν , ∂σ) = Rρ

σµν
∂ρ ∈ V U

y es un tensor ya que:

R
�
ρ

σµν
=

∂x
�
ρ

∂xα

∂xβ

∂x�σ

∂xγ

∂x�µ

∂xδ

∂x�ν
Rρ

σµν
(44)
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2.14 Torsión de una conexión.

Dada una conexión ∇ en una variedad M . Una torsión T se define como:

T : VM × VM −→ VM (45)

, tal que:
(X,Y ) −→ T (X,Y ) := ∇XY −∇Y X − [X,Y ]
Tenemos que:

• T (X,Y ) = −T (Y,X)

• Sea f ∈ C∞M : T (fX, Y ) = ∇fXY −∇Y (fX)− [fX, Y ]

= f∇XY − Y (f)X − f∇Y X − fXY + Y (fX)
= f∇XY − Y (f)X − f∇Y X − fXY + Y (f)X + fY X
= f(∇XY −∇Y X − (XY − Y X))
= fT (X,Y )

• T (X +X
�
, Y ) = T (X,Y ) + T (X

�
, Y )

Localmente:
X = Xµ∂µ Y = Y ν∂ν
=⇒

T (X,Y ) = T (Xµ∂µ, Y
ν∂ν) = XµY νT (∂µ, ∂ν) (46)

T (∂µ, ∂ν) = ∇∂µ∂ν −∇∂ν∂µ − [∂µ, ∂ν ] (47)

= Γρ

µν
∂ρ − Γρ

νµ
∂ρ

= (Γρ

µν
− Γρ

νµ
)∂ρ

= 2Γρ

µν
∂ρ

Donde:
Γρ

µν
= 1

2 (Γ
ρ

µν
− Γρ

νµ
) = −Γρ

νµ

∴

T (X,Y ) = 2XµY νT ρ

µν
∂ρ (48)

El número de componentes de tensor de torsión es:��T ρ

µν

�� (n) = n
2(n−1)

2
Si n = 4 =⇒��T ρ

µν

�� (4) = 24
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2.15 Haz tensorial como haz asociado al haz de marcos de

Mn
.

T r

s
Mn es el espacio total del haz vectorial real de dimensión (n+ nr+s), de los

r-contravariantes y s-covariantes tensores en Mn, con fibra
Rn

r+s �
�
λi1...ir
j1...js

∈ R, ik, jl ∈ {1, . . . n} , k = 1, . . . , r, l = 1, . . . , s
�

≡
�
�λ
�

.
El haz de marcos de Mn, FMn , es el haz principal con grupo de estructura
GLn(R) (la fibra del haz) en Mn (el espacio base), y con el espacio total FMn

consistente en el conjunto de todas las bases ordenadas del espacio tangente en
cada punto de Mn, i.e.

FMn = �
x∈Mn

{rx ≡ (v1x, . . . , vnx), {vkx}nk=1 : base de TxM
n} (49)

= ∪x∈Mn {x}× {(v1x, . . . , vnx)} = �
x∈Mn

(FMn)x

donde (FMn)x es la fibra sobre x de dimensión dimR = n2. Los haces de marcos
ortogonales, marcos de Lorentz, marcos de Lorentz restringidos, etc. de Mn,
son obtenidos al reducir el grupo GLn(R) respectivamente a O(n), O(n− 1, 1),

SO0(n− 1, 1), etc. Si x ∈ Uα ≡ U , entonces vkx =
n�

µ=1
vµ
k
(x) ∂

∂xµ |x; también con

dimRFMn = n + n2. Las n + n2 coordenadas locales en FUα es el conjunto
(xρ, Xµ

ν
) con xρ(x, rx) = xρ(x) y Xµ

ν
(x, rx) = vµ

νx
, ρ, µ, ν ∈ {1, . . . , n}.

La estructura de haz de FMn se representa por:

FMn : GLn(R) → FMn πF−→ Mn (50)

Donde πF es la proyección πF (x, (v1x, . . . , vnx)) = x y GLn(R) → FMn repre-
senta la acción derecha de GLn(R) en FMn dada por

FMn ×GLn(R)
ψ−→ FMn, ((v1x, . . . , vnx), a) �→ (v1xa

1
1 + · · ·+ an1 , . . . (51)

, v1xa
1
n
+ . . .+ vnxa

n

n
) ≡ (v1x, . . . , vnx)

La acción izquierda de GLn(R) en Rn
r+s

dada por:

GLn(R)× Rn
r+s µ−→ Rn

r+s

, (a,�λ) �→ (a�λ)i1...ir
j1...jn

(52)

= ai1
k1

. . . air
kr
a−1l1
j1

. . . a−1ls
js

λk1...kr
l1...ls

induce el marco asociado FMn×GLn(R)Rn
r+s

que resulta ser isomorfo por medio
de ϕ a T r

s
Mn.

Se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

FMn ×GLn(R) Rn
r+s ϕ−→ T r

s
Mn

π�
F
↓ ↓ πr

s

Mn IdMn−→ Mn
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Donde:

ϕ(
�
((v1x, . . . , vnx),�λ)

�
) =

n�

ik,jl=1

λi1...ir
j1...js

vi1x ⊗ . . . virx ⊗ ωj1
x

⊗ . . .⊗ ωjs
x

(53)

,
con:

�
((v1x, . . . , vnx),�λ)

�
=

�
((v1x, . . . , vnx)a, a−1�λ)

�

a∈GLn(R)
;
�
ω1
x
, . . . ,ωn

x

�
,

que es la base dual de {v1x, . . . , vnx} i.e. ωi

x
(vjx) = δi

j
; y π�

F
(
�
((v1x, . . . , vnx),�λ

�
) =

πF (x, (v1x, . . . , vnx)) = x. Dado los que los vectores de la base dual wj

x
se trans-

forman con a−1, se verifica facilmente que ϕ está bien definida i.e. es indepen-
diente del elemento representativo de la clase

�
((v1x, . . . , vnx),�λ

�
.

2.16 Haz vertical de un haz fibrado principal.

Sea η un haz fibrado principal, η = (P r+s, Bs,π, Gr,ψ,U) : Gr → P r+s π−→ Bs,
donde Bs es el espacio base y P r+s ≡ P es el espacio total, ambos variedades
diferenciables de dimensiones s y r+ s respectivamente, Gr ≡ G es un grupo de
Lie r-dimensional con acción derecha en P , P ×G → P, (p, g) �→ pg, y U es un
sistema de trivializaciones locales π−1(Uα)

ϕα−→ Uα ×G con π1 ◦ ϕα = π.
Para cada p ∈ P existe un isomorfismo canónico ϕp de espacio vectorial entre

G = Lie(G) : el álgebra de Lie de G, yVp = TpPπ(p) : el espacio tangente a la
fibra sobre π(p) en p, i.e. el espacio vertical en p:

ϕp : G → Vp, A → ϕp(A) ≡ A∗
p

(54)

con:
A∗

p
: C∞(P,R) → R, f �→ d

dt
f(petA)|t=0 (55)

Se usó el hecho de que TpPπ(p) ⊂ TpP ; si Ai, i = 1, . . . , r es una base de
G, entonces ϕP (Ai) es una base de Vp; en general, ni Ai o ϕp(Ai) son bases
canónicas.

Dados p y p� ∈ P , ya que ϕp : G → Vp y ϕp� : G →Vp� son isomorfismos, hay
un isomorfismo canónico de espacios vectoriales entre Vp y Vp� , para todo p,p�
∈ P :

Vp

ϕp�◦ϕ−1
p−→ Vp� (56)

La existencia de ϕp en cada p ∈ P , es independiente de cualquier conexión, lo
cual implica la trivialidad del haz vectorial Vn del haz fibrado principal η :

Vn : Rr − V 2r+s πVn−→ P (57)

con V 2r+s = �p∈PVp = ∪p∈P {p}× Vp y πVn(p, vp) = p
De hecho, Vn admite r secciones independientes globales σi : P → V 2r+s,

σi(p) = (p,ϕp(Ai)); con lo que se da el siguiente diagrama de isomorfismo de
haces vectoriales.
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Rr Rr

| |
V 2r+s

φ−→ P × Rr

πVη ↓ ↓ π1

P
Id−→ P

Con φ(p, vp) = φ(p,
r�

i=1
λiϕp(Ai)) = (p, (λ1, . . . ,λr)). φ no es canónica ya que

depende de la base Ai de G.
Sea ω una conexión en η, i.e. ω ∈ Γ(T ∗P ⊗ G) con ω : P → T ∗P ⊗ G,

p �→ ω(p) = (p,ωp), ωp : TpP → G, vp �→ ωp(vp) = ϕ−1
p

(ver(vp)). Dado que
ker(ωp) = Hs

p
≡ Hp : es el espacio vectorial horizontal en p, entonces ωp es

|Hp| = ∞ → 1. Sinembargo, ωp|Vp : Vp → G, ωp|Vp(vp) = ϕ−1
p

(vp) es un
isomprfismo de espacios vectoriales i.e.

ωp|Vp = ϕ−1
p

(58)

En otras palabras, si ω es una conexión en η, entonces en cada p ∈ P , ω da la
inversa de ϕp. Por lo que, para el isomorfismo entre Vp y Vp� , se tiene que:

Vp

ωp� |Vp�
◦ωp|Vp

−→ Vp� (59)
En particular, estamos interesados en el caso P = FMn , el haz de marcos de una
variedad diferenciable Mn, donde (P,B,π, G,ψ,U) = (FMn,Mn,πF , GLn(R),ψ,U);
p = (x, rx) ∈ FMn,y rx = v1x . . . vnx). Su haz vertical es isomorfo al haz pro-
ducto FMn × Rn

2
:

Rn
2 Rn

2

| |
VFMn

φc−→ FMn × Rn
2

πV ↓ π1

FMn Id−→ FMn

Donde φc es el isomorfismo canónico determinado por la base canónica de
gln(R) = R(n) dada por las n2 matrices (Aij)kl = δikδjl. Un resultado similar
es válido para las reducciones de GLn(R) a O(n), SO0(n− 1, 1), etc.

En particular, para el caso n = 4 y G = SO0(3, 1), con dimR(SO0(3, 1)) =
dimR(so(3, 1)) = dimR(o(3, 1)) = 6, caso relevante en Relatividad General,
FM4 es el haz de marcos de Lorentz FL

M4 , y tenemos el isomorfismo de haces
vectoriales:

Rn Rn

| |

VF
L
M4

φ
L
c−→ FLM4 × R6

πV ↓ ↓ π1

FLM4 Id−→ FLM4
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Donde dimR(FLM4) = 4+6 = 10 y dimR(VFL
M4

) = 16. En este caso, la base
canónica de so(3, 1) es el conjunto de matrices:

{





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0



 ,





0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0



 ,





0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0





,





0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 ,





0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0



 ,





0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0



} respectivamente:

{l23 ≡ a1, l31 ≡ a2, l12 ≡ a3, l01 ≡ b1, l02 ≡ b2, l03 ≡ b3}.

Las 3 primeras matrices generan rotaciones en los ejes x, y, y z, y las ul-
timas 3 matrices generan boosts en los mismos ejes. La derivación de la base
canónica se da como sigue: se empieza por la definición de las transformaciones
de Lorentz Λ : ηL := ΛT ηLΛ, con ηL ≡ η = (η00, η11, η22, η33) = (1,−1,−1,−1)
o (−1, 1, 1, 1) y ηab = 0 si a �= b; si Λ(λ) es un camino suave que cruza por la
identidad Λ(0) = I, el correspondiente vector tangente en I, Λ̇(0) = L, obede-
ce la ecuación LT

η
= −ηL. Los generadores ai y bi obedecen [ai, aj ] = �ijkak,

[bi, bj ] = −�ijkak, [ai, bj ] = �ijkbk. Si l =
3�

i=1
(βibi + αiai) y l� =

3�
i=1

(β
�

i
bi + α

�

i
ai)

están en o(3,1), con α
�

i
,β

�

i
∈ R, con lo que su corchete de Lie queda como:

[l, l�] = l�� =
3�

i=1
(β

��

i
bi + α

��

i
ai) ∈ o(3, 1) con β

��

1 = β2α
�

3 + α2β
�

3 − β3α
�

2 −

α3β’
2,β

��

2 = β3α
�

1 + α3β
�

1 − β1α
�

3 − α1β3, β
��

3 = β1α
�

2 + α1β
�

2 − β2α
�

1 − α2β
�

1,
α

��

1 = −β2β
�

3 + α2α
�

3 + β3β
�

2 − α3α
�

2 , α
��

2 = −β3β
�

1 + α3α
�

1 + β1β
�

3 − α1α
�

3,
α

��

3 = −β1β
�

2 + α1α
�

2 + β2β
�

1 − α2α
�

1.

2.17 Forma de soldadura en FMn.

Dada una variedad diferenciable Mn, la forma canónica o de soldadura θ es la
1-forma diferencial valuada en Rn en FMn i.e. θ ∈ Γ(T ∗FMn ⊗ Rn) definida
como:

θ : FMn → T ∗FMn ⊗ Rn, (x, rx) �→ θ((x, rx)) = ((x, rx), θ(x,rx)) (60)

θ(x,rx) : T(x,rx)FMn → Rn, v(x,rx) �→ θ(x,rx)(v(x,rx)) (61)

= r̃−1
x

◦ πF∗(x,rx)
(v(x,rx))

i.e.
θ(x,rx) = r̃−1

x
◦ dπF |(x,rx) (62)
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donde πF es la proyección en el haz FMn y r̃x es el isomorfismo de espacios
vectoriales:

r̃x : Rn → TxM, (λ1, . . . ,λn) �→ r̃x(λ
1, . . . ,λn) =

n�

i=1

λivix (63)

con inversa:

r̃−1
x

(
n�

i=1

λivix) = (λ1, . . . ,λn) (64)

Con lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Rn Id−→ Rn

θ(x,rx) ↑ ↑ r̃−1
x

T(x,rx)FMn
dπF |(x,rx)−→ TxMn

Notese que dimR(T(x,rx)FMn) = n+ n2. Dado que dπF |(x, rx) es suprayec-
tiva, θ(x,rx) es un epimorfismo de espacios vectoriales, con ker(θ(x,rx)) = V(x,rx)

el espacio vertical del haz FMn en (x, rx) y dimRker(θ(x,rx)) = n2.
La existencia de θ es independiente de cualquier conexión.
(�eµ)j = δµj , µ, j = 1, . . . , n es la base canónica de Rn =⇒

θ(x,rx) =
n�

i=1

θµ(x,rx) ⊗ �eµ (65)

donde θµ(x,rx) ∈ T ∗
(x,rx)

FMn.
En coordenadas locales en FUα ,

θµ =
n�

ν=1

(X−1)µ
ν
dxν (66)

con (X−1)µ
ν
(x, rx) = (Xµ

ν
(x, rx))−1.

De hecho, si v(x,rx) ∈ T(x,rx)FUα entonces

v(x,rx) =
n�

µ=1

λµ
∂

∂xµ
|(x,rx) +

n�

µ,ν=1

λµ

ν

∂

∂Xµ
ν

|(x,rx) (67)

con dπF |(x,rx)(v(x,rx)) =
n�

µ=1
λµ ∂

∂xµ |x ∈ TxUα ; entonces

θ(x,rx)(v(x,rx)) = r̃−1
x

◦ dπF |(x,rx)(v(x,rx)) = r̃−1
x

(
n�

µ=1

λµ
∂

∂xµ
|x) (68)
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=
n�

µ=1

λµr̃−1
x

(
∂

∂xµ
|x) =

n�

µ,ν=1

λλ(Xν

µ
(x, rx))

−1�eν

; por otro lado,

θ(x,rx)(v(x,rx)) = (
n�

µ=1

θµ(x,rx) ⊗ �eµ)(
n�

ν=1

λµ
∂

∂xν
|(x,rx) +

n�

ν,ρ=1

λν

ρ

∂

∂Xν
ρ

|(x,rx) (69)

= (
n�

µ,α=1

(X−1)µ
α
(x, rx)dx

α|(x,rx) ⊗ �eµ)(
n�

ν=1

λν
∂

∂xν
|(x,rx) +

n�

ν,ρ=1

λν

ρ

∂

∂Xν
ρ

|(x,rx)

=
n�

ν,µα=1

(Xµ

α
(x, rx))

−1δα
ν
λν�eµ =

n�

µ,ν=1

(Xµ

ν
(x, rx))

−1λν�eµ

.
Por lo que una sección local sα : Uα → FUα, x → sα(x) = (x, rx) en FMn ,

da lugar a un conjunto de n 1-formas diferenciales locales θµ
α
≡ θµ en FUα.

Si w es una conexión en FMn , y H(x,rx) es el espacio horizontal en (x, rx),
=⇒

θ(x,rx)|H(x,rx)
= r̃−1

x
◦ dπF |(x,rx)|H(x,rx)

(70)

Es un isomorfismo del espacio vectorial, ya que dπF |(x,rx) es un isomorfismo
canónico entre H(x,rx) y TxMn:

Rn Id−→ Rn

θ(x,rx)|H(x,rx)
↑ ↑ r̃−1

x

H(x,rx)
dπF |(x,rx)−→ TxMn

θ(x,rx)|H(x,rx)
depende en el marco en x(rx) y en la conexión ω.

Cualquier conexión ω en el haz de marcos FMn , en conjunto con la forma
canónica de soldadura θ, trivializa el haz tangente de FMn . Este hecho se conoce
como paralelismo absoluto. El isomorfismo canónico del haz (que solo depende
de ω) está dado por el siguiente diagrama:

Rn+n
2 Rn+n

2

| |
(TFMn)2(n+n

2) φc−→ (FMn)n+n
2 × Rn+n

2

πF∗↓ ↓ π1

(FMn)n+n
2 Id−→ (FMn)n+n

2

Con:

φc(((x, rx), v(x,rx))) = ((x, rx), (θ(x,rx)|H(x,rx)
× ω(x,rx)|V(x,rx)

) (71)
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×(hor(v(x,rx)), ver(v(x,rx)))),

donde v(x,rx) ∈ T(x,rx)FMn y gln(R) = R(n) � Rn
2
.

El paralelismo absoluto en el haz de marcos de Lorentz FL

Mn está dado por:

R
n(n+1)

2 R
n(n+1)

2

| |

(TFLMn)n(n+1) φ
L
c−→ (FLMn)

n(n+1)
2 × R

n(n+1)
2

πL∗ ↓ ↓ π1

(FLMn)
n(n+1)

2
Id−→ (FLMn)n+n

2

con:

φL

c
(((x, ex), v(x,ex))) = ((x, ex), (θ(x,ex)|H(x,ex)

× ωL

(x,ex)|V(x,ex)
) (72)

×(hor(v(x,ex)), ver(v(x,ex))))

donde:
ex = (e1x, . . . , enx), y H(x,ex) = ker(ωL

(x,ex)
)

En particular para el caso en que n = 4:

R10 R10

| |

(TFLM4)20
φ
L
c−→ (FLM4)10 × R10

πL∗ ↓ ↓ π1

(FLM4)10
Id−→ (FLM4)10

2.18 Conexión lineal en una variedad Mn
en FMn.

Una conexión lineal gln-valuada ∇ en Mn esta dada localmente por:

ωU = Γµ

νρ
dxν ⊗ Eρ

µ (73)

donde (Eρ
µ)αβ = δρ αδµβ con ρ, µ,α,β = 1, . . . , n es la base canónica de R(n) =

gln(R) = Lie(GLn(R)) y Γµ

νρ
son los símbolos de Christoffel.

En FU , la conexión ωFU tal que wU = σ∗(wFU ) con σ : U → FU la sección
local xµ �→ σ(xµ) = (xµ, δν

ρ
)) esta dada por:

ωFU = (X−1)µ
σ
(dXσ

ρ
+ Γσ

νλ
Xλ

ρ
dxν)⊗ Eρ

µ (74)

wU ∈ Γ(T ∗U ⊗ gln(R)) y wFU ∈ Γ(T ∗FU ⊗ gln(R)).
Las conexiones 1-formas valuadas en los reales ωUµ

ρ y ωFUµ
ρ están definidas

por:
ωU = ωUµ

ρ ⊗ Eρ
µ (75)

y
ωFU = ωFUµ

ρ ⊗ Eρ
µ (76)
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El levantamiento horizontal local de un campo vectorial ∂

∂xµ por la conexión w
en FMn es entonces dado por:

�
∂

∂xµ

�†
=

∂

∂xµ
− Γρ

µν
Xν

σ

∂

∂Xρ
σ

(77)

De hecho,

wFUα
β

��
∂

∂xµ

�†
�

= (X−1)α
λ
(dXλ

β
+Γλ

γξ
Xξ

β
dxγ)

�
∂

∂xµ
− Γρ

µν
Xν

σ

∂

∂Xρ
σ

�
(78)

= (X−1)α
λ
(−Γρ

µν
Xν

σ
dXλ

β

�
∂

∂Xρ
σ

�
+ Γλ

γξ
Xξ

β
dxγ

�
∂

∂xµ

�
) (79)

= (X−1)α
λ
(−Γρ

µν
Xν

σ
δλ
ρ
δσ
β
+ Γλ

γξ
Xξ

β
δγ
µ
) = (X−1)α

λ
(−Γλ

µν
Xν

β
+ Γλ

µν
Xν

β
) = 0 (80)

2.19 Tetradas y conexión de espín.

1. En cada carta U ⊂ Mn podemos tomar como base de Γ(TU) a los campos
vectoriales locales

ea = ea
µ∂µ, a = 1, . . . , n (81)

con rx = (e1x, . . . , enx) ∈ (FU)x. Dado que las n× n matrices (ea µ(x)) ∈
GLn(R), existen los campos vectoriales inversos e−1

x
≡ ea = ea

µ
dxµ : 1-

formas con ea
µ
= (eµ

a
)−1 ∈ GLn(R) y

ea
µeµ

b = δb
a

(82)

y
ea

µeν
a = δµ

ν
(83)

=⇒ eν aea = eν aea µ∂µ = δµ
ν
∂µ i.e.

∂ν = eν
aea (84)

En general los ea �s son llamados bases no coordenadas y los ea �s coor-
denadas anholonomicas. Para n = 4 los campos vectoriales locales son
llamados tetradas.

2. Mientras que [∂ν , ∂µ] = 0, los corchetes de Lie de las tetradas no son
cero. Al aplicar los conmutadores [ea, eb] a una función f ∈ C∞(U,R) se
obtiene:

[ea, eb] = λc

ab
ec (85)

con λc

ab
= eµ c(ea ν(∂νeb µ)− eb ν(∂νea µ)) = −λc

ab

3. Para un campo vectorial local, V = V µ∂µ = V µeµ aea = V aea, con

V a = eµ
aV µ, V µ = ea

µV a (86)
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4. En cada x ∈ Mn, la fibra del haz de co-marcos de Mn,

F∗
Mn : GLn(R) → (FMn)∗

π∗−→ Mn (87)

es el conjunto

(FMn)∗
x
= {bases ordenadas de T ∗

x
M} (88)

=
�
(f1

x
, . . . , fn

x
), fa

x
= fν

a(x)dxν |x
�

5. de nuevo, (fν a(x)) ∈ GLn(R) y localmente, (fν a)−1 = fa ν , con

fa
νfν

b = δb
a

(89)

y
fa

νfµ
a = δν

µ
(90)

también,
fa = fν

adxν (91)

y
dxν = fa

νfa (92)

De la relación de dualidad dxµ(∂ν) = δµ
ν

se obtiene que δµ
ν
= fa µfa(eν beb) =

fa µeν bfa(eb); imponiendo la relación de dualidad entre f �s y e�s,

fa(eb) = δa
b

(93)

se obtiene que
fµ

d = eµ
d (94)

y
fa

ν = ea
ν (95)

=⇒
fa = eν

adxν (96)

y
dxν = ea

νfa (97)

También se suele denotar a fa como θa.

6. Dado un tensor (r, s) en Mn,

T = Tµ1...µr
ν1...νs

∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ . . .⊗ dxνs (98)

se obtiene que:

T = Tµ1...µr
ν1...νs

eµ1
a1ea1 ⊗ . . .⊗ eµr

arear ⊗ fb1
ν1f b1 ⊗ . . .⊗ fbs

νsf bs (99)

= T a1...ar
b1...bs

ea1 ⊗ . . .⊗ ear ⊗ f b1 ⊗ . . .⊗ f bs
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con:

T a1...ar
b1...bs

= eµ1
a1 . . . eµr

arfb1
ν1 . . . fbs

asTµ1...µr
ν1...νs

(100)

Por ejemplo:

T = Tµ
ν∂µ ⊗ dxν = Tµ

νeµ
aea ⊗ dxν = T a

νea ⊗ dxν = Tµ
ν∂µ ⊗ fb

νf b (101)

= Tµ
b∂µ ⊗ f b = Tµ

νeµ
aea ⊗ fb

νf b

= T a
bea ⊗ f b (102)

6. Sea g = gµνdxµ ⊗ dxν una métrica en Mn, g tiene una signatura dada
por la métrica diagonal ηab, igual a δab en el caso euclideano (η = ηE), para el
caso riemanniano general con −1�s y +1�s y para el caso lorentziano, relevante
para RG, tiene η = ηL, siendo gµν una matriz simétrica, en cualquier punto
x ∈ Mn puede ser diagonalizada a ηab. La métrica y su signatura distinguen el
subconjunto de tetradas que obedecen la siguiente condición de ortonormalidad:

g(ea, eb) = ηab (103)

En detalle:

gµνdx
µ ⊗ dxν(ea

ρ∂ρ, eb
σ∂σ) = gµνea

ρeb
σdxµ(∂ρ)dx

ν(∂σ) (104)

= gµνea
ρeb

σδµ
ρ
δν
σ
= gµνea

µeb
ν

i.e.
gµνea

µeb
ν = ηab (105)

Esta relación puede ser invertida:

gµνea
µeb

νeρ
aeσ

b = gµνδ
µ

ρ
δν
σ
= gρσ (106)

i.e.
ηabeµ

aeν
b = gµν o g = ηabe

a ⊗ eb (107)

La única solución de gµν(x̄) = ηabeµ a(x̄)eν b(x̄) = ηµν es eµ a(x̄) = δa
µ
. Dicho

marco es llamado inercial en x.
La fórmula (107) es fundamental ya que vale en todas las cartas en Mn, con

lo que hasta salvedades topologicas se ha trivializado la métrica en todas partes
i.e. globalmente, a expensas de la dependencia en x de los co-marcos ea.

Es común que se afirme de manera burda que los duales de las tetradas son
“las raices cuadradas” de la métrica. En particular, para el caso lorentziano n =
4, det(gµν) = −(det(eν a))2. También, la ecuación (106) permite interpretar las
n×n matrices ec ρ como las matrices que diagonalizan la métrica gµν a la métrica
lorentziana ηab. La ecuación (107) dice que las ea �s son más fundamentales que
la métrica.

25



7. La ecuación (107) aparece de manera natural al describir campos espinores
en un espacio-tiempo curvo. Si γµ(x) son las matrices de Dirac en Mn, entonces:

{γµ(x), γν(x)} = 2gµν(x)I (108)

La solución:

γµ(x) = Eµ
a(x)γa (109)

En conjunto con γa (las matrices de Dirac “planas”) que obedecen: {γa, γb} =
2ηabI , conducen a que:

ηabEµ
a(x)Eν

b(x) = gµν (110)

que dice que los Eµ
a �s son los duales de las tetradas eµ a. Se puede probar que

la solución (109) es única (O’Raifertaigh, 1997).

8. De (107) es claro que las n2 cantidades debidas a las tetradas, determinan
de manera única una métrica gµν ; sin embargo, el conjunto de n(n+1)

2 componen-
tes de una métrica determina una tetrada solo hasta una relación de equivalencia
i.e. determina una clase de tetrada, cuyos elementos están relacionados por un
grupo G de n(n−1)

2 elementos.
Sea ea µ = ha

ce�
c

µ; entonces:

ηab = gµνha
ce�

c

µhb
de�

d

ν = gµνe
�
c

µe�
d

νha
chb

d = ηcdha
cηcdhb

d (111)

i.e.
η = hηhT (112)

Por lo que si η = ηL entonces h ∈ Ln = O(1, n − 1); si η = ηE entonces
h ∈ On = O(n); etc.

En lo que sigue nos restringiremos al caso de marcos ortonormales en el
sentido definido en el punto 6., por lo que se tiene un haz principal G sobre Mn:

G
n(n−1)

2 → FG → Mn (113)

Con G = Ln o On, y FG ⊂ FMn. El interés en RG es para G = L4 y se tiene
el haz lorentziano:

L4 → FL4 → M4 (114)

y la reducción del haz:

L4
ι−→ GL4(R)

↓ ↓
FL4

ι−→ FM4

πL4 ↓ ↓ πF

M4 Id−→ M4
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Donde ι es la inclusión.
Se hace hincapié en que el haz es trivial, esto es, FL4 � M4 × L4, si M4 es

contraible i.e. si es de la misma homotopia que un punto.
En cada U ⊂ M uno tiene un grupo local de Lorentz LU que en x ∈ U ,

toma el valor L(x). Ya que las tetradas son una base natural de Γ(TU), y la
métrica tiene necesariamente una signatura ηab, los haces principales Ln sobre
Mn también son naturales. También debe notarse la aparición natural de un
nuevo grupo en cada x ∈ Mn, además del grupo general de transformación de
coordenadas en la intersección de conjuntos abiertos: el grupo de Lorentz.

9. En la sección (2.10), la derivada covariante de una sección local σi de
un haz vectorial arbitrario E fué definido como: ∇∂µσi = Γj

µi
σj . Sea σi = ea;

entonces

∇µea = ∇µ(ea
ν∂ν) = (∂µea

ν)∂ν + ea
ν∇µ∂ν = (∂µea

ρ + ea
νΓρ

µν
)∂ρ (115)

Ahora se definen los coeficientes de la conexión de espín ωb

µa
por medio de

∇µea := ωb

µa
eb y ∇µe

a := ωa

µb
eb (116)

(Los ωb

µa

�s en el caso presente no son otra cosa que los Γj

µi

�s) Entonces, ωb

µa
eb ρ∂ρ =

(∂µea ρ+ea νΓρ

µν
)∂ρ: de la independencia lineal de las bases coordenadas y mul-

tiplicando por eρ c se obtiene que:

ωc

µa
= eρ

c∂µea
ρ + eρ

cea
νΓρ

µν
(117)

o
ωc

ab
= −eb

ρeρ,a
c + ea

µeb
νeρ

cΓρ

µν
(118)

con:

ωc

ab
= eµ

cωµ

ab
, ωµ

ab
= gµνωνab, eρ,a

c = ∂aeρ
c, ∂a = ea

ν∂ν = ea (119)

Multiplicando por ec σeλ a se tiene la relación inversa:

Γσ

µλ
= ea

σ∂µeλ
a + ec

σeλ
aωc

µa
(120)

o
Γσ

µλ
= ωc

da
ec

σeλ
aeµ

d − ea,d
σea

λeµ
d (121)

con ea,d σ = ∂dea σ

Multiplicando (117) por ec σ y (120) por eσ b se obtiene respectivamente:

∂µea
σ + Γσ

µν
ea

ν − ωc

µa
ec

σ (122)

y
∂µeλ

b − Γσ

µλ
eσ

b + ωb

µa
eλ

a = 0 (123)
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La derivada covariante de tensores con indices superiores e inferiores “internos”
(Lorentz) y “externos” (espacio-tiempo) está definido por:

DµT
µ1...µra1...at

ν1...νsb1...bu
= ∂µT

µ1...at

ν1...bu
+ Γµ1

µλ1
Tλ1µ2...at

ν1...bu
+ . . . (124)

+ωat
µct

Tµ1...at−1ct

ν1...bu
− Γλ1

µν1
Tµ1...at

λ1ν2...bu
− . . .− ωcu

µbu
Tµ1...at

ν1...bu−1cu

Con esta definición, las ecuaciones (122) y (123) quedan como:

Dµea
σ = 0 y Dµeλ

b = 0 (125)

respectivamente. (También se puede denotar DµT
µ1...at

ν1...bu
= Tµ1...at

ν1...bu ;µ)
De las transformaciones de Lorentz de las tetradas ea µ y sus inversas, eµ a =

e�
µ

ch−1
c

a se obtiene:

eσ
c∂µea

σ = e�
σ

rh−1
r

c∂µ(ha
de�

d

σ) (126)

= e�
σ

rh−1
r

c∂µ(ha
d)e�

d

σ + e�
σ

rh−1
r

cha
d∂µe

�
d

σ

= ∂µ(ha
d)h−1

d

c + ha
d(e�

σ

r∂µe
�
d

σ)h−1
r

c

y
ea

cea
νΓσ

µν
= e�

σ

rh−1
r

cha
de�

d

νΓσ

µν
= ha

d(e�
σ

re�
d

νΓσ

µν
)h−1

r

c (127)

Entonces:

ωc

µa
= ha

d(e�
σ

r∂µe
�
d

σ + e�
σ

re�
d

νΓσ

µν
)h−1

r

c + ∂µ(ha
d)h−1

d

c (128)

= ha
dω� r

µd
h−1
r

c + ∂µ(ha
d)h−1

d

c

i.e.
ω = hω�h−1 + (dh)h−1 (129)

o equivalentemente:
ω� = h−1ωh− h−1dh (130)

Así, la 1-forma ωa
b := ωa

µb
dxµ no es un L-tensor 1-1, ya que se transforma como

un término inhomogeneo.
Se debe notar que de (117), ω tiene la estructura:

ω = e−1(∂ + Γ)e (131)

y por (120), la estructura de Γ es:

Γ = e(∂ + ω)e−1 (132)

Se puede mostrar que para una conexión métrica ∇, para la cual

Dρgµν = 0 (133)

la conexión de espín con índices de Lorentz:

ωµbc = ωa

µc
ηab (134)
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es antisimétrica en estos índices. De hecho, usando (122) y (123):

0 = gµν;ρ = (ηabeµ
aeν

b);ρ = ηab;ρeµ
aeν

b + ηabeµ
a
;ρeν

b + ηabeµ
aeν

b
ρ (135)

= ηab;ρeµ
aeν

b = (−ωc

ρa
ηcb − ωc

ρb
ηac)eµ

aeν
b = −(ωρba + ωρab)eµ

aeν
b

Entonces:

0 = −(ωρba+ωρab)eµ
aeν

bec
µed

ν = −(ωρba+ωρab)δ
a

c
δb
d
= −(ωρdc+ωρcd) (136)

i.e.
ωρdc = −ωρcd (137)

De aqui se ve que esta es la condición de compatibilidad de la métrica que reduce
el álgebra de Lie del grupo de gauge de gln(R) a o(1, n − 1) o o(n), donde la
1-forma ωbc = ωµbcdxµ. El grupo de gauge reducido puede ser O(1, n−1) , O(n)

o , para el caso n = 4, SL(2,C) si ha
c ∈ L↑

+ = SO0(1, 3) en cada x ∈ M4

(Randono, 2010).
Hasta este punto, el contenido de esta sección no depende de las propiedades

de simetría de los indices de Γµ

νρ
. En particular, si la conexión de Levi-Civita

se inserta en (109), usando (117), se obtienen los coeficientes de la conexión de
espín ωc

µa
en términos de las tetradas, sus derivadas y la métrica de Lorentz ηab:

ωc

µa
= eρ

c∂µea
ρ +

1

2
eρ

cea
νηfdef

ρed
σηhk(∂µ(eσ

heν
k) (138)

+∂ν(eσ
heµ

k)− ∂σ(eµ
heν

k)

Por lo que se tiene el resultado análogo al de la dependencia de la conexión
de Levi-Civita en la métrica: la dependencia en las tetradas de la conexión de
espín.

10. Explicitamente, en cada carta (U, xµ) en M , la conexión de espín (me-
trica), con valores en so(3, 1), se construye de la siguiente manera:

ω =
1

2
ωµabdx

µ ⊗ lab ∈ Γ(T ∗U ⊗ so(3, 1)), x → ω(x) = (x,ωx) (139)

con ωx = 1
2ωµab(x)dxµ|x ⊗ lab ∈ T ∗

x
U ⊗ so(3, 1)

i.e.

ωx : TxU → so(3, 1), vx �→ ωx(vx) =
1

2
ωµab(x)dx

µ|x(vx)lab (140)

=
1

2
ωµab(x)v

µ

x
lab =

1

2
ω�
ab
(x)lab

con ω�
ab
(x) = −ω�

ba
(x) := ωµab(x)vµx y ωx(vx) = ω�

01l01 + . . .+ ω�
31l31
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Si se considera la componente conexa del grupo de Poincaré P4, la suma
semidirecta del grupo de traslaciones T4 y la componente conexa del grupo de
Lorentz L4:

P4 = T4 ⊙ SO0(3, 1), (a�,Λ�)(a,Λ) = (a� + Λ�a,Λ�Λ) (141)

Con álgebra de Lie:

p4 = R4 ⊙ so(3, 1), (�λ�, l�)(�λ, l) = (l��λ− l�λ�, [l�, l]) = −(�λ, l)(�λ�, l�) (142)

(P4 es un subgrupo del grupo afín A4; para una n arbitraria, An = Rn⊙GLn(R)
con álgebra de Lie an = Rn ⊙ R(n))

También, en cada carta (U, xn) en M , la tetrada (1-forma) ẽa con valores en
Lie(T4) = R4 i.e. ẽa ∈ Γ(T ∗U ⊗ R4) se construye de la siguente manera:

ẽa = ea
µ
dxµ ⊗ �λ : U → T ∗U ⊗ R4, ẽa(x) = (x, ẽa

x
), ẽa

x
(143)

= ea
µ
(x)dxµ|x ⊗ �λ ∈ T ∗

x
U ⊗ R4

ẽa
x
: TxU → R4, ea

µ
(x)dxµ|x(vx)�λ = �x�λ con �x = ea

µ
(x)vµ

x
∈ R (144)

11. El haz de Lorentz L4 → FL4 → M4 extiende el grupo de simetría de RG,
de el grupo de transformaciones generales de coordenadas de M4, a la suma
semidirecta:

GRG = L4 ⊙D (145)

con ley de composición dada por:

(h�, g�)(h, g) = (h�(g�hg� −1), g�g) (146)

de hecho, se puede verificar que D tiene una acción izquierda sobre L4 en cada
fibra FL4x de el haz, dado por el siguiente diagrama conmutativo:

FL4x

h−→ FL4x

g ↓ ↓ g

FL4x

h
�

−→ FL4x

Que define:
h� = ghg−1 ≡ Lg(h) (147)

(acción de conjugación), con

g(x, (e1(x), . . . , e4(x))) = g(ea(x)) = g(ea
µ(x)

∂

∂xµ
|x) (148)

= e�
a

µ(x)
∂

∂x� µ |x, e
�
a

µ(x) =
∂x� µ

∂xν
ea

ν(x)

La acción es izquierda ya que:

h� �→ h�� = g�h�g�−1 = g�(ghg−1)g�−1 = (g�g)h(g�g)−1 (149)

.
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2.20 Curvatura y torsión en términos de la conexión de

espín y las tetradas. Ecuaciones de estructura de Car-

tan; identidades de Bianchi.

En lo que sigue se designará como Ωk(Lr

s
) a el espacio vectorial real de k formas

diferenciales en M , con valores en los tensores (r, s) de Lorentz.
Dada la tetrada eµ a y la conexión de espín ωa

µb
en la carta (U, xµ) en M , se

tienen las siguientes formas diferenciales:

ea = eµ
adxµ ∈ Ω1(L1) y ωa

b = ωa

µb
dxµ (150)

ωa
b /∈ Ω1(L1

1) ya que ωa
b no es un tensor L1

1, sino una conexión en el haz
de Lorentz L4 → FL4 → M4.

Las 2-formas están dadas por:

T a = dea + ωa
b ∧ eb =

1

2
T a

µν
dxµ ∧ dxν ∈ Ω2(L1) (151)

con
T a

µν = ∂µeν
a − ∂νeµ

a + ωa

µb
eν

b − ωa

νb
eµ

b = −T a
νµ (152)

y
Ra

b = dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b =

1

2
Ra

bµνdx
µ ∧ dxν ∈ Ω2(L1

1) (153)

con
Ra

bµν = ∂µω
a

νb
− ∂νω

a

µb
+ ωa

µc
ωc

νb
− ωa

νc
ωc

µb
(154)

(151) y (153) son conocidas como ecuaciones de estructura de Cartan. Como se
muestra mas adelante, T a y Ra

b son, respectivamente, las 2-formas de torsión
y curvatura.

Para dea se tiene:

dea = d(eν
adxν) = ∂µeν

adxµ ∧ dxν = Ωa

µν
dxµ ∧ dxν ≡ Ωa (155)

con:
Ωa

µν
= (dea)µν =

1

2
(eν,µ

a − eµ,ν
a) = −Ωa

νµ
(156)

Y también:

Ωa

bc
= (dea)bc = eb

µec
νΩa

µν
=

1

2
eν

a(ec
µ∂µeb

ν − eb
µ∂µec

ν) (157)

=
1

2
eµ

a(eb,c
µ − ec,b

µ) = −Ωa

cb

Si comparamos esta ecuación con la obtenida para λa

bc
en (1.16.2), se tiene que:

Ωa

bc
= −1

2
λa

bc
(158)

Por lo que
[eb, ec] = −2Ωa

bc
ea = −2(dea)bcea (159)
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Así que Ωa

bc
también mide la no-conmutatividad de las tetradas. Por la identidad

de Jacobi,
Ωf

ad
Ωd

bc
+ Ωf

bd
Ωd

ca
+ Ωf

cd
Ωd

ab
= 0 (160)

Se puede mostrar con facilidad que para una conexión métrica, el tensor de
curvatura con indices de Lorentz:

Rab = ηadR
d
b (161)

Es antisimétrico i.e.
Rab = −Rba (162)

De hecho,

Rab = ηad(dω
d
b+ωd

c∧ωc
b) = ηaddω

d
b+ηadω

d
c∧ωc

b = dωab+ωac∧ωc
b (163)

= −(dωba + ωca ∧ ωc
b) = −(dωba − ωc

b ∧ ωca) = −(dωba − ωcb ∧ ωc
a)

mientras que

Rba = ηbcR
c
a = ηbc(dω

c
a + ωc

d ∧ ωd
a) = dωba + ωbd ∧ ωd

a (164)

= dωba − ωdb ∧ ωd
a

Simbólicamente se esctibe:

T = de+ ω ∧ e y R = dω + ω ∧ ω (165)

Es decir, la torsión está relacionada con las tetradas y la curvatura a la cone-
xión de espín. Sinembargo, mientras que la curvatura únicamente contiene a ω
mientras que la torsión contiene tanto a e como a ω, esto se debe a que el grupo
de Poincaré es la suma semidirecta de R4 (traslaciones) y SO0(3, 1) (rotaciones
en el espacio-tiempo)

Una variedad equipada cón una métrica gµν y una conexión Γµ

νρ
compatible

con la métrica pero con torsión diferente de 0, es llamada una variedad de
Einstein-Cartan. La métrica induce una conexión de Levi-Civita (ΓLC)µνρ con
Γµ

νρ
= (ΓLC)µνρ +Kµ

νρ
, donde Kµ

νρ
es el tensor de contorsión.

En la teoría gravitatoria de Einstein-Cartan (E-C), las 1-formas:

{ea,ωab} (166)

Son llamadas potenciales de gauge o gravitacionales, respectivamente traslacio-
nal y rotacional, mientras que las 2-formas:

{T a, Ra

b
} (167)

son llamadas intensidades de campo de gauge o gravitacionales, respectivamente
traslacional y rotacional. En un punto cualquiera, siempre es posible decir que
ept = 1 y ωpt = 0, i.e respectivamente eµ a = δµ a (16 condiciones) y ωµab = 0
(24 condiciones) (Hehl, 1985; Hartley, 1995). El número total de condiciones i.e.
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40, coincide con el correspondiente de hacer 0 los simbolos de Christoffel para
el caso de la conexión de Levi-Civita (|

�
(ΓLC)µνρ

�
| = 40).

En resumen, se tienen las siguientes relaciones esquematicas:

curvatura ←→ conexión de espı́n ←→ rotaciones de espacio− tiempo

torsión ←→ tetradas ←→ traslaciones espaciotemporales

Por otra parte, por el teorema de Noether, se tiene que:

rotaciones espaciotemporales ←→ momento angular

traslaciones espaciotemporales ←→ energı́a−momento

En la teoría de Einstein-Cartan, basada en una conexión métrica no simetrica,
las fuentes de curvatura y torsión son respectivamente enrergía-momento y y
momento angular de espín. i.e.

curvatura ←→ energı́a−momento

torsión ←→ momento angular de espı́n

Este “cruce” de relaciones se debe a teoremas de holonomia (Trautman, 1973).
En teorías de campos relativistas(tcr), los campos pertenecen a represen-

taciones irreducibles del grupo de Poincaré P4, que se caracterizan por dos
parámetros: masa y espín. La invariancia bajo traslaciones (T4) y rotaciones
(L4) respectivamente conducen, por el teorema de Noether a la conservación
de energía-momento (Tµν) y momento angular: orbital + intrinseco (espín, con
densidad Sµ

νρ
). Por otra parte, la geometría diferencial (g.d.), por medio de teo-

remas de holonomia, relaciona a la curvatura (Rµ

νρσ
) con el grupo de Lorentz

y a la torsión (T ρ

µν
) con las traslaciones. Finalmente, las ecuaciones de Eins-

tein (E) hacen a la enregia-momento la fuente de la curvatura, mientras que las
ecuaciones de Cartan (C) hacen al espín la fuente de la torsión.

Esto se sintetiza en el siguiente diagrama:

L4

d.g. � ↓ � t.c.r
Rµ

νρσ
δω � Sµ

νρ

↑ E C ↓
Tµ

ν
� δe T ρ

µν

t.c.r � ↑ � g.d.
T4

En la formulación de la teoría de Einstein-Cartan basada en las tetradas y la
conexión de espín, las ecuaciones de Einstein se obtienen al variar la acciòn con
respecto a las tetradas (δe), en relación con las traslaciones, y las ecuaciones de
Cartan se obtienen al hacer la variación respecto a la conexión de espín (δω),
en relación a las rotaciones.
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Localmente, como 2-formas diferenciales con valores en so(3, 1) y Lie(T4) =
R4, R y T a están dados de la siguiente manera:

R =
1

2
Rabρσdx

ρ ∧ dxσ ⊗ lab ∈ Γ(Λ2U ⊗ so(3, 1)), Rabρσ (168)

= ηadR
d
bρσ, R(x) = (x,Rx)

Rx =
1

2
Rabρσ(x)dx

ρ|x ∧ dxσ|x ⊗ lab ∈ Λ2
x
U ⊗ so(3, 1), (169)

Rx : TxU ⊗ TxU → so(3, 1), Rx(vx, wx)

=
1

4
Rabρσ(x)(v

ρ

x
wσ

x
− vσ

x
wρ

x
)lab (170)

y
T a = T a

µνdx
µ ∧ dxν ⊗ �λ ∈ Γ(Λ2U ⊗ R4), T a(x) (171)

= (x, T a

x
), T a

x
= T a

µν
(x)dxµ|x ∧ dxν |x ⊗ �λ

T a

x
: TxU ⊗ TxU → R4, T a

x
(vx, wx) =

1

2
T a

µν
(x)(vµ

x
wν

x
− vν

x
wµ

x
)�λ (172)

De la definición de T, se tiene que al ser d2 = 0, dT = dω ∧e -ω ∧ de =
dω∧e−ω∧(T−ω∧e) = dω∧e−ω∧T+ω∧ω∧e, i.e. dT+ω∧T = (dω+ω∧ω)∧e
esto es:

dT+ ω ∧T = R ∧ e ∈ Ω3(L1) (173)

En componentes de Lorentz:

dT a + ωa
b ∧ T b = Ra

b ∧ eb (174)

Para R se tiene que dR = dω∧ω−ω∧dω = (R−ω∧ω)∧ω−ω∧ (R−ω∧ω) =
R ∧ ω − ω ∧R, i.e.

dR+ ω ∧R−R ∧ ω = 0 ∈ Ω3(L1
1) (175)

En componentes:

dRa
b + ωa

c ∧Rc
b −Ra

c ∧ ωc
b = 0 (176)

(12) y (14) son las llamadas identidades de Bianchi.
El operador de derivada exterior covariante que actua sobre formas diferen-

ciables valuadas en tensores de Lorentz se define como:

Dω = d+ ω∧ (177)

con lo que se tienen las ecuaciones:

T = Dωe, DωT = R∧e, DωR = R ∧ ω (178)

Aunque ω no es un tensor de Lorentz, se tiene que R = Dωω.
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Se puede verificar que T a es simplemente dos veces el tensor de torsión de
la sección (1.14)

ea
λT a

µν = ea
λ((dea)µν + (ωa

b ∧ eb)µν) (179)

= ea
λ(∂µeν

a − ∂νeµ
a + ωa

µb
eν

b − ωa

νb
eµ

b)

= (ea
λ∂µeν

a + ea
λeν

bωa

µb
)− (ea

λ∂νeµ
a + ea

λeµ
bωa

νb
) = Γλ

µν
− Γλ

νµ
= 2Tλ

µν

Mediante un cálculo similar se ve que:

ea
ρeσ

bRa
bµν = ea

ρeσ
b(dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b)µν (180)

= ea
ρeσ

b(∂µω
a
νb − ∂νω

a
µb + ωa

µcω
c
νb − ωa

νcω
c
µb) = Rρ

σµν

Para el tensor de Ricci y el escalar de Ricci no restringidos a las conexión de
Levi-Civita, se tiene respectivamente:

Rσν = Rµ
σµν = ea

µeσ
bRa

bµν y R = Rν
ν (181)

= ea
µeσ

bRa
bµνg

σν = ea
µeb

νRab
µν

2.21 Conexión de espín en bases no coordenadas.

Los símbolos de Christoffel para una conexión métrica con torsión son:

Γµ

νρ
= (ΓLC)

µ

νρ
+Kµ

νρ
(182)

donde el tensor de contorsión depende en la métrica y en la torsión; mientras
que (ΓLC)µνρ solo depende en la métrica y en sus derivadas. Contrayendo con
ea �s y e�

b
s se obtiene:

ea
νeb

ρeµ
c(ΓLC)

µ

νρ
+ ea

νeb
ρeµ

cKµ

νρ
= ea

νeb
ρeµ

cTµ

νρ
(183)

que usando (5) da:

ωc

ab
+ eb

ρeρ,a
c = ea

νeb
ρeµ

c(ΓLC)
µ

νρ
+Kc

ab
(184)

usando la expresión gµν , ∂ρgµν , etc. en la expresión para ΓLC en términos de
e�s y sus derivadas se obtiene:

ωdab = γabd +Kdab (espacio U4) (185)

donde
γbad = −Ωdab + Ωabd − Ωbda = −γadb (186)

son los coeficientes de rotaciones de Ricci, con | {γabd} = n
2(n−1)

2 , (24 para
n=4) y:

Xabc = ηadX
d

bc
, X = ω, γ,Ω,K; Xd

cb
= −Xd

bc
, X = ω, γ,Ω (187)
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Si T a = 0, entonces
ωdab = γabd (espacio V4) (188)

Las γ�
abd

s provienen de la métrica, las tetradas, sus inversas y derivadas de
estas dos ultimas. Por lo que el transporte paralelo y las rotaciones asociadas
de vectores, por (16) tiene 2 fuentes: métrica (g) y torsión (τ): de

ωνab = γabν +Kνab (189)

se tiene que:

(δ||A)a|x = −ωνab(x)A
b(x)dxν |x = (δ(g)|| A)a|x + (δ(τ)|| A)|x (190)

con
(δ(τ)|| A)a|x = −γabν(x)A

b(x)dxν |x (191)

y
(δ(τ)|| A)a|x = −Kνab(x)A

b(x)dxν |x (192)

(Aa = ea µAµ, Ab = ηbcAc).

2.22 Coordenadas localmente inerciales.

Sea (Mn, g,Γ) un espacio Un, x ∈ Mn y (U,ϕ) = (xµ) una carta en Mn con
x ∈ U y xµ(x) = 0, µ = 0, . . . , n−1. Sea (U �,ϕ�) = (x� µ) una carta con x� µ = 0
y:

xµ = x� µ − 1

2
Γµ

(νρ)(x)x
� νx� ρ (193)

donde (νρ) significa simetrización. La parte antisimétrica Γµ

[νρ] = Tµ

νρ
= −Tµ

ρν

(torsión) no contribuye al cambio de coordenadas.
La condición de metricidad en x:

0 = gµν;λ(x) = gµν,λ(x)− Γρ

λµ
(x)gνρ(x)− Γρ

λν
(x)gµρ(x) (194)

que, siendo un tensor también es válido en la carta U �, la fórmula de transforma-
ción de tensores para gµν , y la diagonalización de gµν en ηµν en x (determinado
hasta una transformación de Lorentz), conduce a las ecuaciones:

g� µν(x
� λ) = ηµν + (ηµρT

ρ

λν
(x) + ηνρT

ρ

λµ
(x))x� λ +O(x� µ2

) (195)

= ηµν +
∂

∂x� λ g
�
µν
(x)x� λ +O(x� µ2

)

y
(Γ�

LC
)µ
νρ
(x) =

1

2
ηµσ(∂�

ν
(g�

ρσ
)(x) + ∂�

ρ
(g�

σν
)(x)− ∂�

σ
(g�

νρ
)(x) (196)

por lo que

Tµ

νρ
(x) = 0 ⇒ ∂�

λ
(g�

µν
)(x) = 0 y (Γ�

LC
)µ
νρ
(x) = 0 (197)
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i.e. el desvanecimiento de la torsión en x es condición suficiente para tener un
sistema inercial local en x.

Sin embargo, la condición no es necesaria, de hecho:

ηµρT
ρ

λν
(p) + ηνρT

ρ

λµ
(p) = Tλνµ(p) + Tλµν(p) = 0 (198)

implica que Tµνρ es también antisimétrico en su segundo y tercer índice, por lo
que es entonces totalmente antisimétrico ya que Tµνλ = −Tµλν = Tλµν = −Tλνµ

Se tiene que para:

n = 2
T 0
01 = T 1

01 = 0

n = 3
T 0
01 = T 0

02 = T 1
01 = T 1

12 = T 2
02 = T 2

12 = 0

T 0
12 = T 2

10 = T 1
02

n = 4

T 0
01 = T 0

02 = T 0
03 = T 1

01 = T 1
12 = T 1

13 = T 2
02 = T 2

12 = T 2
32 = T 3

03 = T 3
13 = T 3

23 = 0

T 0
12 = T 2

10 = T 1
02

T 0
13 = T 3

10 = T 1
03

T 0
23 = T 3

20 = T 2
03

T 1
23 = T 2

31 = T 3
12

En cada caso, el número de componentes independientes pero no necesariamente
cero del tensor de teorsión coincide con el número de componentes independien-
tes del tensor totalmente antisimétrio de torsión con índices covariantes, número
que resulta así de el hecho de que la definición de las geodésicas como “lineas
de mundo de partículas” (velocidades transportadas paralelamente) coinciden
con su definición como trayecorias de longitud de arco extrema. Esto último se
puede ver como:

d2xa

dλ2
+ Γα

(νµ)

dxν

dλ

dxµ

dλ
= 0 (199)

donde solamente contribuye la parte antisimétrica de Γµ

νρ
:

Γα

(νµ) = (ΓLC)
α

νµ
− gαρ(Tλ

µρ
gλν + Tλ

νρ
gλµ) = (ΓLC)

α

νµ
− (Tµ

α
ν + Tν

α
µ) (200)

= (ΓLC)
α

νµ
− 2T(µ

α
ν)

con gδγTα

βγ
gασ = gδγTβγσ = Tβ

δ
σ ; nótese que la forma covariante del tensor

de torsión Tβγδ, es antisimétrico en los dos primeros indices: Tβγδ = −Tγβδ. Con
esta definición de Tαβγ , la forma covariante del tensor de contorsión es:

Kµνρ = gραK
α

µν
= Tµνρ − Tνρµ + Tρµν (201)
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que es antisimétrica en los últimos dos índices i.e. Kµνρ = −Kµρν

Por otra parte, la ecuación de las geodésicas definidas como longitudes de
arco extremas:

0 = δ

ˆ
ds = δ

ˆ
(gµνdx

µdxν)
1
2 (202)

resulta ser (Carroll, 2004, pp 106-109):

d2xα

dλ2
+ (ΓLC)

α

νµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
= 0 (203)

Por lo que para que las definiciones coincidan, T(µ
α

ν) debe anularse i.e. Tµ
α

ν =
−Tν

α
µ ⇔ gαρTµρν = −gαρTνρµ ⇔ Tµσν = −Tνσµ i.e. Tαβγ de be se antisimé-

trico en los índices 1-3; pero esto implica que Tαβγ también es antisimétrico
en los índices 2-3: Tµσν = −Tνσµ = Tσνµ = −Tµνσ. Dado que por definición,
Tµνρ es antisimétrico en los dos primeros índices, entonces resulta ser totalmente
antisimétrico; en n dimensiones, su número de componentes independientes es�

n
3

�
= n(n−1)(n−2)

6 ≡ N . Algunos valores son:

n 2 3 4
N 0 1 4

El conjunto permitido de componentes que no se anulan para el tensor de torsión
conducen a efectos físicos. Que no se cierre un paralelogramo de lados �µ y δν

infinitesimales se mide por el vector:

�µ = 2Tµ

βα
δβ�α = Tµ

βα
(δβ�α − δα�β) (204)

Para n = 4 sus componentes son:

2.23 Forma de soldadura ó forma canónica.

La forma de soldadura ó forma canónica de una variedad diferenciable de di-
mensión n en un haz de marcos FMn , es la 1-forma diferencial con valores en
Rn en FMn dada por:

θ : FMn → T ∗FMn ⊗ Rn, (x, rx) → θ((x, rx)) = ((x, rx), θ(x,rx)) (205)

con
θ(x,rx) : T(x,rx)FMn → Rn, v(x,rx) �→ θ(x,rx)(v(x,rx)) (206)

= r̃−1
x

◦ dπF |(x,rx)(v(x,rx))

i.e.
θ(x,rx) = r̃−1

x
◦ dπF |(x,rx) (207)
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donde πF es la proyección en el haz FMn : GLn(R) → FMn πF−→ Mn y r̃x es el
isomorfismo de espacios vectoriales:

r̃x : Rn → TxM, (λ1, ...,λn) �→ r̃x(λ
1, ...,λn) =

n�

i=1

λivix (208)

con inversa:

r̃−1
x

(
n�

i=1

λivix) = (λ1, ...,λn) (209)

En coordenadas locales (xρ, Xµ

ν
) en FU ,

θµ =
n�

ν=1

(X−1)µ
ν
dxν (210)

con (X−1)µ
ν
(x, rx) = (Xµ

ν
(x, rx))−1 = (vµ

νx
)−1, donde rx = (v1x, ..., vnx) y vνx =

n�
µ=1

vµ
νx

∂

∂xµ |x. Entonces θa = eµ aθµ = eµ a(X−1)a νdxν = eν adxν = ea; asi que,

si ωF es una conexión en FMn , entonces DωF θa = dθa+ωa

Fb
eb = T a

F
es la torsión

de ωF .

3 Ecuaciones de Einstein-Cartán.
Para el caso de gravedad pura (vacio). La acción de Einstein-Hilbert es

SG =

ˆ
d4x eR (211)

donde e =
�
−det gµν = det(eν a), y el escalar de Ricci es:

R = ηbcRa

bµν
ea

µec
ν (212)

La variación de SG respecto de la conexión de espín ωa

µb
y las tetradas ea µ con-

ducen respectivamente, a la ecuación de Cartan para la torsión y a la ecuación
de Einstein:

δωSG = 0 =⇒
T ν

ac
+ ea

νTc − ec
νTa = 0 (213)

o
T ν

ρσ
+ δν

ρ
Tσ − δν

σ
Tρ = 0 (214)

δeSG = 0 =⇒
Ga

µ = 0 (215)
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con
Ga

µ = Ra
µ − 1

2
Reµ

a (216)

donde Ra
µ = ηabRbµ = ηabRc

bνµec ν . En vacio R = 0,=⇒

Ra
µ = 0 (217)

En este caso, la torsión se anula, tomando la traza ν − σ en la ec. (24), para el
tensor de torsión se obtiene que Tρ = T ν

ρν
= 0, por lo que por (24) nuevamente

se tiene que:
Tµ

νρ
= 0 (218)

Por lo que para el caso meramente gravitacional, la teoría de E-C se reduce a
RG.

El acoplamiento de la gravedad a los fermiones de Dirac está descrito por:

SD−E = k

ˆ
d4x eLD−E = k

ˆ
d4x e(

i

2
(ψ̄γa(Daψ)−(D̄aψ̄)γ

aψ)−mψ̄ψ) (219)

donde:

Daψ = (ea −
i

4
ωabcσ

bc)ψ = ea
µ(∂µ − i

4
ωµbcσ

bc)ψ = ea
µDµψ (220)

y

Daψ̄ = eaψ̄ +
i

4
ωabcψ̄σ

bc = ea
µ(∂µψ̄ +

i

4
ωµbcψ̄σ

bc) = ea
µD̄µψ̄ (221)

son las derivadas covariantes del campo de Dirac ψ y su conjugado ψ̄ = ψ†γ0
respecto a la conexión de espín, que da el acoplamiento mínimo entre gravedad
y fermiones. σbc = i

2

�
γb, γc

�
, las γa �s són las usuales matrices gamma de Dirac

(constantes) que satisfacen que
�
γa, γb

�
= 2ηabI , γ0† = γ0 y γj† = −γj . k =

−16π G

c4
. Variando respecto de la conexión de espín:

δωSD−E =
k

8

ˆ
d4x eψ̄

�
γµ,σbc

�
ψδωµbc =

k

2

ˆ
d4x eSµbcδωµbc (222)

con Sµbc = ea µSabc, donde

Sabc =
1

4
ψ̄
�
γa,σbc

�
ψ (223)

es la densidad tensorial de espín del campo de Dirac. Sabc es totalmente an-
tisimétrico por lo que tiene 4 componentes independientes: S012, S123, S230 y
S301.

Si se combina este resultado con la correspondiente variación para el caso de
unicamente el campo gravitacional, se obtiene:

0 = δω(SG + SD−E) =

ˆ
d4x eδων

ac(T ν

ac
+ ea

νTc − ec
νTa +

k

2
Sν

ac
) (224)
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y entonces:

T ν

ac
+ ea

νTc − ec
νTa = −k

2
Sν

ac
(225)

que es la ecuación de Cartan. Multiplicando por eρ aeσ c se obtiene:

T ν

ρσ
+ δν

ρ
Tσ − δν

σ
Tρ = −k

2
Sν

ρσ
(226)

con
Sν

ρσ
=

1

4
ψ̄ {γµ,σρσ}ψ (227)

La solución de (34) da la torsión en términos del tensor de espín:

T ν

ρσ
=

8πG

c4
(Sν

ρσ
+

1

2
(δν

ρ
Sσ − δν

σ
Sρ)) (228)

con Sρ = Sν

ρν
. (en unidades naturales, G = c = � = 1 por lo que T ν

ρσ
=

8π(Sν

ρσ
+ 1

2 (δ
ν

ρ
Sσ − δν

σ
Sρ)).

Finalmente, variando respecto de las tetradas:

δeSD−E = k

ˆ
d4x e(

i

2
(ψ̄γa(Dµψ)− (D̄µψ̄)γ

aψ)− eµ
aLD−E)δea

µ (229)

Para el campo de Dirac que obedece la siguiente ecuación de movimiento:

δSD−E

δψ̄
=

δSD−E

δψ
= 0 (230)

i.e.
iγa(D̄aψ̄) +mψ̄ = iγaDaψ −mψ = 0 (231)

el lagrangiano de Dirac-Einstein se anula i.e. LD−E |ec.mov. = 0. Por lo que
combinando este resultado con la correspondiente variación para el caso del
puro campo gravitacional, se tiene que:

0 = δe(SG+SD−E) =

ˆ
d4x e(2Ra

µ−Reµ
a+k

i

2
(ψ̄γa(Dµψ)−(D̄µψ̄γ

aψ))δea
µ

(232)
y de la arbitrariedad de δea µ

Ra
µ − 1

2
Reµ

a = −k

2
T a

µ (233)

con
T a

µ =
i

2
(ψ̄γa(Dµψ)− (D̄µψ̄)γ

aψ (234)

que es el tensor de energía-momento de el campo de Dirac. Al multiplicar la
ecuación (37) por ea ν se obtiene:

Rν
µ − 1

2
Rδν

µ
= −k

2
T ν

µ o Rλµ − 1

2
Rgλµ = −k

2
Tλµ (235)
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la ecuación de Einstein en coordenadas locales.

Nota: Para LD−E se tiene que :

LD−E = ea
µT a

µ −mψ̄ψ (236)

i.e. T a
µ se acopla a las tetradas. Por otro lado

T a
µ = θa µ + ωµbcS

abc (237)

donde
θa µ =

i

2
(ψ̄γa∂µψ − (∂µψ̄)γ

aψ) (238)

es el tensor de energía-momento canónico del campo de Dirac. Entonces:

LD−E = ea
µθa µ + ea

µωµbcS
abc −mψ̄ψ = ea

µθa µ + ωabcS
abc −mψ̄ψ (239)

Así que θa µ se acopla a las tetradas mientras que el espín se acopla a la conexión
de espín; mas aún, ya que Sabc es totalmente antisimétrico, el campo de Dirac
solamente interactua con la parte totalmente antisimétrica de la conexión.

4 Relatividad General.

4.1 Espacio-tiempo.

El espacio tiempo en Relatividad General es la variedad Lorentziana diferen-
ciable de 4 dimensiones conocido como espacio de Minkowski R4 , con coorde-
nadas cartesianas xµ = x0, x1, x2, x3 , donde la coordenada x0 está asociada
con el tiempo t, constituyendo un sistema coordenado orientado con métrica
ηνµ = g( ∂

∂xµ ,
∂

∂xν ) , η = diag(−1, 1, 1, 1). Tiene una conexión Γ compatible con
la métrica i.e. DΓ

µ
gνρ = 0, pero no necesariamente simétrica: un espacio-tiempo

U4.
Entonces

Γα

νµ
= (ΓLC)

α

νµ
+Kα

νµ
(240)

con ΓLC es la conexión de Levi-Civita con componentes coordenadas (ΓLC)ανµ =
1
2g

ασ(∂νgµσ + ∂µgνσ − ∂σgνµ), y

Kα

νµ
= (KA)

α

νµ
+ (KS)

α

νµ
(241)

es el tensor de contorsión, donde (KA)ανµ = Tα

νµ
= −Tα

µν
= 1

2 (Γ
α

νµ
−Γα

µν
) = Γα

[µ,ν]
es el tensor de torsión, con KS su parte simétrica, con componentes:

(KS)
α

µν
= gαρ(Tλ

ρµ
gλν + Tλ

ρν
gλµ) (242)

.
En términos de las tetradas ea = ea µ∂µ y sus duales co-marcos ea = eµ adxµ,

que se transforman como: ea µeµ b = δb
a

y ea µeν a = δµ
ν
, y la 1-forma conexión
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de espín ωa
b = ωa

µb
dxµ, la Γ está dada por Γσ

µλ
= ea∂µeλ a + ec σeλ aωc

µa
con

inversa ωµ = eρ c∂µea ρ + eρ cea νΓρ

µν
(Carroll, 2004). Para la métrica, se tiene

que gµν(x) = ηabeµ a(x)eν b(x), donde x ∈ M4 y ηab = diag(1,−1,−1,−1) es la
métrica de Lorentz. Cada métrica gµν está en correspondencia 1-1 con una clase
de equivalencia de marcos [ea µ]: si e�

c

µ está en la clase, entonces ea µ = ha
ce�

c

µ

con ha
c ∈ L4; para los co-marcos eµ a = e�

µ

ch−1
c

a. Por lo que tanto ea µ �s como
los eµ a �s son ambos vectores de Lorentz en los indices internos o de gauge
(latinos), y respectivamente vectores y 1-formas en los índices de coordenadas
locales (de mundo). El caracter métrico de la conexión implica que ωab = −ωba

(para índices latinos, Xa = ηabXb y Xb = ηbaXa).
La torsión y la curvatura de la conexión están dadas por:

T a = dea + ωa
b ∧ eb =

1

2
T a

µνdx
µ ∧ dxν (243)

con:
T a

µν = ∂µeν
a − ∂νeµ

a + ωa

µb
eν

b − ωa

νb
eµ

b (244)

y
Ra

b = dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b =

1

2
Ra

bµνdx
µ ∧ dxν (245)

con
Ra

bµν
= ∂µω

a

νb
+ ωa

µc
ωc

νb
− ωa

νc
ωc

µb
(246)

4.2 Ecuaciones de Einstein.

4.2.1 Conexión de Levi-Civita.

Segun el teorema fundamental de la geometria riemanniana o pseudo-riemanniana,
dada una variedad riemanniana o pseudo-riemanniana (Mn, gµν), existe y es
única una conexión métrica lineal y simétrica (la conexión de Levi-Civita) dada
por:

Γµ

νρ
=

1

2
gµσ(∂νgρσ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ) = gµσΓσνρ (247)

Con:
Γσνρ = 1

2 (∂νgρσ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ)
=⇒

gλµΓ
µ

νρ
= gλµg

µσΓσνρ = Γλνρ (248)

Que cumple con las siguientes propiedades:

• Dµgνρ = gνρ;µ = 0, también: Dµgνρ;µ = 0 =⇒ Para cualquier camino
suave c : (a, b) → Mn el tensor métrico gµν es transportado de manera
paralela a lo largo de esta curva c:

�
Dg

dλ

�

µν

=
dxρ

dλ
Dρgµν = 0 (249)
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Con: dx
µ

dλ
ċµ. De esto se sigue que el producto escalar de dos vectores trans-

portados de manera paralela a lo largo de c por la conexión de Levi-Civita,
también es transportado paralelamente y por lo tanto es covariantemente
constante.

D

dλ
(gµνV

µW ν) =

�
Dg

dλ

�

µν

V µW ν+gµν

�
DV

dλ

�µ

W ν+gµνV
µ

�
DW

dλ

�ν

= 0

(250)

• DµVρ = Dµ(gρνV ν) = gρνDµV ν i.e. la derivada covariante al subir o bajar
indices.

Se puerde demostrar que si c : (a, b) → Mn es un camino suave que extremiza
el tiempo propio (o la longitud de camino) τ =

´
c
dλf

1
2 , con f = gµν

dx
µ

dλ

dx
ν

dλ
,

entonces c es una geodésica de la conexón de Levi-Civita.

4.2.2 Componentes covariantes del tensor de curvatura.

El tensór de curvatura esta dado por:

Rρ

σµν
= ∂µΓ

ρ

σν
− ∂νΓ

ρ

σµ
+ Γλ

σν
Γρ

λµ
− Γλ

σµ
Γρ

λν
(251)

Que para la conexión de Levi-Civita nos queda como:

Rµνρσ = gµλR
λ

νρσ
=

1

2
(∂µ∂σgνρ + ∂ν∂ρgµσ − ∂µ∂ρgνσ − ∂ν∂σgµρ) (252)

+gαβ
�
Γα

µσ
Γβ

νρ
− Γα

µρ
Γβ

νσ

�

Que es un tensór de cuarto rango, con n4 componentes y que cumple las
siguientes propiedades algebráicas.

1. Rµνρσ = 1
2 (∂ρ∂νgσµ + ∂σ∂µgρν − ∂ρ∂µgσν − ∂σ∂νgρµ)+gαβ(Γα

ρν
Γβ

σµ
−Γα

ρµ
γβ

σν
),

que nos indica simetria bajo el intercambio de los dos primeros indices con
las segundos, i.e. RAB = RBA, con A = ρσ y B = µν

2. Rνµρσ = −Rµνρσ, Rµνσρ = Rµνρσ, entonces Rνµσρ = Rµνρσ que puede
resumirse como :

Rµνρσ = −Rνµρσ = −Rµνσρ

3. Rµνρσ +Rµρσν +Rµσνρ = 0

El número de componentes linealmente independientes de Rµνρσ para m dimen-
siones es:

N(Rµνρσ;m) = m
2(m2−1)

12
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4.2.3 Tensór de Ricci para la conexión de Levi-Civita.

Se define como el 2-tensor covariante:

Rνσ := gµρRµνρσ ≡ Rρ

νρσ
(253)

Rνσ es simétrico:
Rσν = gµρRµσρν = gµρRρνµσ = gρµRρνµσ = Rνσ entonces:
N(Rµν ;m) = m(m+1)

2
También se puede escribir:

Rνσ = gµρgµλR
λ

νρσ
= δρ

λ
Rλ

νρσ
= Rρ

νρσ
= �dxρ,R(∂ρ, ∂σ, ∂ν)� (254)

= �dxρ,R(∂ρ, ∂ν , ∂σ)�

4.2.4 Escalar de Ricci para la conexión de Levi-Civita.

Se define como:
R := gµνRµν ≡ Rµ

µ
(255)

R ∈ C∞(Uα;R)
En espacio-tiempo vacio:

R = 0 (256)

4.2.5 Tensor de Einstein.

El tensor de Einstein está definido por:

Gµν := Rµν − 1

2
gµνR (257)

El cual es simétrico y Gµν ∈ C∞(Uα;R) y se cumple que: Gµν = 0 ⇔ Rµν = 0

4.2.6 Ecuaciones de Einstein para espacio-tiempo vacio y en presen-
cia de materia.

a) Para el caso de espacio-tiempo vacio:

Para todas las cartas de la variedad i.e. para todos los marcos de referencia:
Rµν = 0 =⇒ Gµν = 0.

N(Rµν) = N(gµν)
Y Rµν = 0 no implica que Rµνρσ = 0, lo cual se interpreta como que el

espacio-tiempo vacio puede tener curvatura.

b) En presencia de materia:
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Para todas las cartas de la variedad i.e. para todos los marcos de referencia:

Gµν =
8πG

c4
Tµν

Donde G es la constante gravitacional de Newton, c es la velocidad de la luz
y Tµν el tensor de energía momento, el cual es simétrico i.e. Tµν = Tνµ y se
conserva de manera covariante:

Tµν ;ν = 0

5 Invariancia de gauge ante el grupo de Lorentz.
Bajo transformaciones locales de Lorentz ha

b(x), las tetradas y los comarcos se
transforman como se indica en la sección (1.17); como consecuencia, el elemento
de volumen invariante de coordenadas d4x e es también invariante de gauge, de
hecho:

gµν(x) = ηabeµ
a(x)eν

b(x) = ηabe
�
µ

ch−1
c

ae�
ν

dh−1
d

b = e�
µ

ce�
ν

dh−1
c

aηabh
−1
d

b

(258)
= e�

µ

ce�
ν

dηcd = g�
µν
(x)

que implica e�(x) = e(x), y ya que x� µ = xµ, entonces d4x e = d4x�e�.
Por otro lado, la transformación de la conexión de espín está dada por:

ωc
a = hc

dω� r
dh

−1
r

c + (dha
d)h−1

d

c (259)

que no es tu tensor de Lorentz. Su curvatura en cambio, si es un tensor de
Lorentz:

Ra
b = hb

dh−1
c

aR� c
d (260)

El escalar de Ricci esta dado por:

R = ηbdea
µed

ν(∂µω
a

νb
− ∂νω

a

µb
+ ωa

µc
ωc

νb
− ωa

νc
ωc

µb
) (261)

≡ ηbdea
µed

ν((γ)− (δ) + (α)− (β))

con (γ) = ∂µωa

νb
, (δ) = ∂νωa

µb
, (α) = ωa

µc
ωc

νb
, y (β) = ωa

νc
ωc

µb
.

Bajo la transformación:

ωa

µc
= hc

lω� r
µl
h−1
r

a + (∂hc
l)h−1

l

a (262)

tenemos:
(α) = (a) + (b) + (c) + (d) con:

(a) = hc
lω� r

µl
h−1
r

ahb
gω� s

νg
h−1
s

c, (b) = hc
lω� r

µl
h−1
r

a(∂νhb
g)h−1

g

c (263)

(c) = hb
gω� s

νg
h−1
s

c(∂µhc
l)h−1

l

a, (d) = (∂µhc
l)h−1

l

a(∂νhb
g)h−1

g

c (264)
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(β) = (e) + (f) + (g) + (h) con:

(e) = hc
gω� s

νg
h−1
s

ahb
lω� r

µl
h−1
r

c, (f) = hc
gω� s

νg
h−1
s

a(∂µhb
l)h−1

l

c (265)

(g) = hb
lω� r

µl
h−1
r

c(∂νhc
g)h−1

g

a, (h) = (∂νhc
l)h−1

l

a(∂µhb
g)h−1

g

c (266)

(γ) = [1] + [2] + [3] + [4] con:

[1] = hb
nh−1

t

a(∂µω
� t
νµ
), [2] = ω� t

νn
∂µ(hb

nh−1
t

a), [3] = (∂µ∂νhb
n)h−1

n

a,
(267)

[4] = (∂νhb
n)(∂µh

−1
n

a)

y (δ) = [5] + [6] + [7] + [8] con:

[5] = hb
lh−1

s

a(∂νω
� s
µl
), [6] = ω� s

µl
∂ν(hb

lh−1
s

a), [7] = (∂ν∂µhb
l)h−1

l

a, (268)

[8] = (∂µhb
l)(∂νh

−1
l

a)

Ahora bien:

[3]− [7] = (∂µ∂νhb
n)h−1

n

a − (∂ν∂µhb
l)h−1

l

a = 0 (269)

(b) + (c) = ω� r
µl
h−1
r

a∂νhb
l − ω� s

νg
hb

g∂µh
−1
s

a (270)

(f) + (g) = ω� s
νg
h−1
s

a∂µhb
g − ω� r

µl
hb

l∂νh
−1
r

a (271)

entonces:

((b) + (c))− ((f) + (g)) = ω� r
µl
∂ν(h

−1
r

ahb
l)− ω� s

νg
∂µ(h

−1
s

ahb
g) (272)

también:

[2]− [6] = ω� s
νg
∂µ(hb

gh−1
s

a)− ω� r
µl
∂ν(hb

lh−1
r

a) (273)

entonces:

((b) + (c))− ((f) + (g)) + ([2]− [6]) = 0 (274)

también:

[4]− [8] = (∂νhb
l)(∂µh

−1
l

a)− (∂µhb
l)(∂νh

−1
l

a) (275)

y
(d)− (h) = (∂hh

−1
l

a)(∂µhb
l)− (∂µh

−1
l

a)(∂νhb
l) (276)

entonces:
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([4]− [8]) + ((d)− (h)) = 0 (277)

Finalmente:

[1]− [5] + (a)− (e) = hb
lh−1

s

a(∂µω
� s
νl
− ∂νω

� s
µl
+ ω� s

µr
ω� r

νl
− ω� s

νr
ω� r

µl
) (278)

Por lo tanto:

R = ηbdea
µed

νhb
lh−1

s

a(∂µω
� s
νl
− ∂νω

� s
µl

+ ω� s
µr
ω� r

νl
− ω� s

νr
ω� r

µl
) (279)

= ηlte�
s

µe�
t

ν(∂µω
� s
νl
− ∂νω

� s
µl

+ ω� s
µr
ω� r

νl
− ω� s

νr
ω� r

µl
= R� (280)

La parte de la acción que corresponde al acoplamiento de la gravedad con el
campo de Dirac, SD−E es automáticamente localmente invariante de Lorentz,
ya que está escrito en términos de derivadas covariantes Daψ y D̄aψ̄.

6 Invariancia de gauge ante el grupo de Poincaré.

6.1 Análisis global.

El grupo afín GA4(R) =
��

g ξ
0 1

�
, g ∈ GL4(R), ξ ∈ R4

�
actua en el espacio

afín A4 =

��
λ
1

�
, λ ∈ R4

�
en la forma:

GA4(R)× A4 → A4,

��
g ξ
0 1

�
,

�
λ
1

��
→

�
gλ+ ξ

1

�
(281)

Entonces, uno tiene el siguiente diagrama de breves secuencias exactas (b.s.e.’s)
de grupos y homeomorfismos de grupos:

0 −→ R4 µ−→ GA4(R)
ν−→
ρ←−

Gl4(R) −→ 0

Id ↑ ↑ ι ↑ ι

0 −→ R4 µ|−→ P4

ν|−→
ρ|←−

L4 −→ 0

con µ(ξ) =

�
I4 ξ
0 1

�
y ν

��
g λ
0 1

��
= g, µ es una función suprayectiva

1-1 y ker(ν) = Im(µ) =

��
I4 ξ
0 1

�
, ξ ∈ R4

�
.

ν y µ también están restringidas respectivamente a la componente conexa
de los grupos de Lorentz L4 y Poincaré P4.
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Ambas b.s.e.’s se dividen, i.e. existe el homeomorfismo de grupos ρ : GL4(R) →

GA4(R), g → ρ(g) =

�
g 0
0 1

�
y su restricción ρ| a L4, tal que ν ◦ρ = IdGL4(R)

y ν| ◦ ρ| = IdL4 . Asi que

GA4(R) = R4 ⊙GL4(R), P4 = R4 ⊙ L4 (282)

con ley de composición:

(λ�, g�)(λ, g) = (λ� + g�λ, g�g) (283)

Los b.s.e.’s de arriba pasan a ser los de las correspondientes álgebras de Lie:

0 −→ R4 µ̃−→ ga4(R)
ν̃−→
ρ̃←−

gl4(R) −→ 0

Id ↑ ↑ ι ↑ ι

0 −→ R4 µ̃|−→ p4

ν̃|−→
ρ̃|←−

l4 −→ 0

con gl4(R) = R(4), ga4(R) = R4 ⊙ gl4(R) con producto de Lie:

(λ�, R�)(λ, R) = (R�λ−Rλ�, [R�, R]) (284)

donde [R�, R] es el producto de Lie en gl4(R) y [λ�,λ] = 0 en R4, µ̄(ξ) = (ξ, 0),
ν̄(ξ, R) = R, y ρ̄(R) = (0, R). µ̄, ν̄ y ρ̄ (y sus correspondientes restricciones
µ̄|, ν̄| y ρ̄| son homeomorfismos de álgebras de Lie, con ν̄ ◦ ρ̄ = Idgl4(R) y
ν̄| ◦ ρ̄ = Idl4 . Los b.s.e.’s se dividen solamente a nivel de espacios vectoriales i.e.
si (λ, R) ∈ ga4(R), entonces (λ, R) = µ̄(λ) + ρ̄(R), pero (λ, R) �= µ̄(λ)ρ̄(R).

Si FM4 : GL4 → FM4 πF−→ M4 y AM4 : GA4 → AM4 πA−→ M4 son res-
pectivamente los haces de marcos lineales y afines sobre M4, donde FM4 =
∪x∈M4({x}× (FM4)x) donde (FM4)x es el conjunto de bases ordenadas rx =
(v1x , . . . , v4x) de TxM4, y AM4 = ∪x∈M4({x}×AM4

x
).

Con AM4
x
=

�
(vx, rx) , vx ∈ AxM4, rx ∈ (FM4)x

�
donde AxM4 es el espa-

cio tangente en x considerado como espacio afín, entonces se tiene el sguiente
homeomorfismo de haces:

AM4 ×GA4

β×ν−→
γ×ρ←−

FM4 ×GL4

ψA ↓ ↓ ψF

AM4
β−→
γ←−

FM4

πA ↓ ↓ πF

M4 Id−→ M4
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donde:
β(x, (vx, rx)) = (x, rx), γ(x, rx) = (x, (0x, rx)), 0 ∈ TxMn, ψF ((x, rx), g) =

(x, rxg), y:

ψA((x, (vx, rx)), (ξ, g)) = (x, (vx + rxξ, rxg)) (285)

Una conexión afín general (c.a.g.) en M4 es una conexión en el haz de marcos
afines AM4 ; sea ωA la 1-forma de esta conexión, entonces ωA ∈ Γ(T ∗AM4⊗ga4).
De la suavidad de γ, el pull-back γ∗(ωA) es una 1-forma en FMn valuada en
ga4:

{ωA}c.a.g. ←→ {(ωF ,ϕ)} (286)

ωA es una conexión afín (c.a.) en M4 si ϕ es la forma (canónica) de soldadura
θFM4 en FM4. Entonces, si ωA es una c.a. en AM4,

γ∗(ωA) = θFM4 ⊙ ωF (287)

Hay una correspondencia 1-1

{ωA}c.a. ←→ {ωF } (288)

ya que θFM4 es fija. También, si ΩA es la curvatura de ωA, entonces:

γ∗(ΩA) = DωF θ ⊙ ΩF = TF ⊙ ΩF (289)

ya que DωF θFM4 = TF : la torsión de la conexión ωF en FM4

Se tiene ahora el siguiente diagrama de homeomorfismos de haces:

AM4 ×GA4
ι×ι←− APM4 × P4

β|×ν|−→
γ|×ρ|←−

FLM4 × L4
ι×ι−→ FM4 ×GL4

ψA ↓ ψA| ↓ ↓ ψF | ↓ ψF

AM4 ι←− APM4
β−→
γ←−

FLM4 ι−→ FM4

πA ↓ πA| ↓ ↓ πF | ↓ πF

M4 Id−→ M4 Id−→ M4 Id−→ M4

donde πA| = πP , πF | = πL, ψA| = ψP y ψF | = ψL, donde ψP y ψL son las
acciones en los haces de Poincaré y Lorentz respectivamente.

Los hechos de que APM4 sea un subhaz de AM4 y FLM4 sea un subhaz de
FM4, con grupos de estructura y álgebras de Lie los correspondientes subgrupos
y sub-álgebras de Lie, y la existencia de las restricciones β| : APM4 → FLM4 y
γ| : FLM4 → APM4, permite obtener conclusiones similares para las relaciones
entre conexiones afines en el haz de Poincaré y conexiones lineales en el haz de
Lorentz:
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Hay una correspondencia 1-1 entre conexiones afines de Poincaré ωP en
FPM4 y conexiones de Lorentz en FLM4:

{ωP } ←→ {ωL} (290)

con
γ|∗(ωP ) = θL ⊙ ωL (291)

donde θL = θFM4 |FLM4 es la forma canónica en FLM4. También:

γ|∗(ΩP ) = DωLθL ⊙ ΩL = TL ⊙ ΩL (292)

Así que existe una correspondencia 1-1 entre curvaturas de conexiones afines en
FPM4 y parejas de torsión y curvatura en FLM4:

{ΩP } ←→ {(TL,ΩL)} (293)

Si se considera solamente a la gravedad gobernada por la acción de Einstein-
Hilbert, TL = 0

6.2 Análisis local: invariancia de las acciones SG y SD−E.

Para probar explícitamente la invariancia de gauge ante el grupo de Poincaré
de las teorias RG y E-C, se deben considerar como transformaciones de gauge
tanto a la parte de Lorentz, como la parte traslacional. Esto ùltimo debe hacerse
utilizando el haz de marcos de Poincaré FP

M4 .
Una transformación de gauge (automorfismo vertical en un haz principal

arbitrario G, ξ : G → P
π−→ B) es un difeomorfismo α : P −→ P tal que:

i) α(pg) = α(p)g

ii) π(α(g)) = π(p), para todo p ∈ P and g ∈ G.

Por lo tanto, de ii), α(p) = pk para algun k ∈ G. Entonces hay una biyección
Autvert(P )

φ−→ Γeq(P,G), Φ(α) = γα con α(p) = pγα(p) y γa(pg) = g−1γα(p)g;
para la inversa, γ −→ αγ con αγ(p) = pγ(p).

La acción de P4 sobre APM4 esta dada por:

ψP : APM4 × P4 → APM4, ψP ((x, (vx, rx)), (ξ, h)) ≡ (x, (vx, rx))(ξ, h) (294)

= (x, (vx + rxξ, rxh))

= (x, (v�
x
, r�

x
) (295)

donde rx = (eax), a = 1, 2, 3, 4, es un haz de Lorentz, h ∈ L4, y ξ ∈ R4 ∼= R1,3

es una traslación de gauge de Poincaré. Para uns traslación pura , h = IL i.e.
hb

a
= δb

a
por lo tanto

(x, (vx, rx))(ξ, IL) = (x, (vx + rxξ, rxIL)) = (x, (vx + rxξ, rx)) (296)
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i.e.
r�
x
= rx (297)

Por lo tanto e�
ax

= eax, a = 1, 2, 3, 4, por lo que debido a la definición de ωa

µb

=⇒
ωa

µb

� = ωa

µb
(298)

Ya que Γµ

νρ
= (ΓLC)µνρ+Kµ

νρ
no cambia (en el caso de gravedad pura Kµ

νρ
= 0).

Por lo que el escalar coordenado de Ricci R es también un escalar de gauge, por
lo tanto SG es invariante.

Por la misma razon que en el caso de la invariancia de Lorentz, SD−E es
también invariante bajo traslaciones: en un G-haz arbitrario P con conexión ω,
una sección s de un haz asocioado y su derivada covariante Dωs se transforman
de la misma manera.

El haz de Poincaré extiende el grupo de simetria de RG y de la teoria E-C
a la suma semidirecta:

GGR/E−C = P4 ⊙D (299)

con ley de composición:

((ξ�, h�), g�)((ξ, h), g) = ((ξ�, h�)(g�(ξ, h)g�−1), g�g) (55a)

La acción izquierda de D en P4 está dada por el diagrama conmutativo:

APM4 (ξ,h)−→ APM4

g ↓ ↓ g

APM4 (ξ�,h�)−→ APM4

con:
g : APM4 → APM4 (300)

localmente:

(x, (vµ
x

∂

∂xµ |x, (eax ν
∂

∂xν |x))) �→ (x, (vµ
x

� ∂

∂xµ � |x, (eax
ν � ∂

∂xν � ))) (301)

donde vµ
x

� = ∂xµ

∂xα |xvαx y eax ν � = ∂x
ν �

∂xβ |xeax β

7 Discusión.
Para poder pensar en una teoría de unificación que incluya a la Relatividad Gen-
eral o a la teoría E-C, es necesario por un lado poder expresarlas como teorias de
campo y por otro lado es necesario que sean teorias invariantes de norma, como
ya se ha visto esta última condición se cumple y lo que se ha escapado a los
físicos es la representación de estas teorias como teorias de campo, comunmente
se ha dicho que los comarcos ea = eµ adxµ son los potenciales gravitacionales
de traslación (Hehl, 1985; Hehl et al, 1976; Hammond, 2002). Esto no es estric-
tamente cierto ya que estos campos no son potenciales de gauge, sino tensores,
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tanto en sus índices de Lorentz tanto en los de mundo: ver (Hayahsi, 1977). Los
potenciales traslacionales de gauge son los campos Bµ

a de 1-formas definidos
(Hayashi and Nakano, 1967; Aldrovandi and Pereira, 2007) como:

Bµ
a = eµ

µ − ∂va
x

∂xµ ó Ba = ea − dva
x

(302)

donde vx =
3�

a=0
va
x
eax ∈ AxM4; los va

x

�s son considerados como las coordena-

das de el espacio tangente en x. Un càlculo simple conduce a las siguientes
propiedades de transformación:

Lorentz internas:

Bµ
a � = ha

bBµ
b − ∂µ(hb

a)vb
x
ó B� a = hb

bBb − (dhb
a)vb

x
(303)

Transformación de coordenadas generales:

B�
µ

a =
∂xν

∂x� µBν
a (304)

Traslaciones internas:

B�a
µ

= Bµ
a − ∂µξ

a or B� a = Ba − dξa (305)

Entonces B = Bµdxµ = Bµ
adxµba, donde ba, a = 0, 1, 2, 3, es la base

canónica de R4, es la 1-forma de conexión correspondiente a las traslaciones.
En términos de los campos Bµ

a y de la conexión de espín, el escalar de Ricci
esta dado por:

R = (
∂va

x

∂xµ

∂vb
x

∂xν +
∂va

x

∂xµBν
b+

∂vb
x

∂xν
Bµ

a+Bµ
aBν

b)(∂µων

ab
−∂ωµ

ab
+ωµ

ac
ωνc

b
−ων

ac
ωµc

b
)

(306)
Si se intenta usar esta densidad lagrangiana como describiendo una interacción
(Bµ

a,ων

bc
) (o (eµ a,ων

bc
)) (Randono, 2010), se enfrenta inmediatamente con la

dificultad de que Bµ
a (ó eµ a) no tiene una parte libre (parte cinemática),

ya que todas sus potencias están multiplicadas por ω�s o ∂ω. Por lo que una
interpretación en términos de interacciones de campos requiere de algun cambio
de perspectiva o de encontrar algun error en los razonamientos.
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