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Invariancia de Poincaré de la Relatividad
General y teoria de Einstein-Cartan.

Guillermo D’Olivo Cordero.
18 de octubre de 2012

Resumen

Se sabe que la relatividad general (RG) y su extensién con torsion,
la teoria de Einstein-Cartan (E-C), son invariantes bajo transformaciones
locales de Lorentz (L4), si la conexién de espin wuas v las tetradas e, @
(comarcos) (o mas bien los campos desplazados B, * = 6, % — e, ) son
respectivamente los potenciales de gauge (norma) rotacionales y traslacio-
nales gravitacionales ( Hehl, 1985; Hayashi, 1977), entonces el grupo de
simetria de ambas teorias es la suma semidirecta L4 ® D, con D el grupo
de transformaciones generales de coordenadas (O’Raifertaigh, 1997).

Sinembargo, el grupo de simetria es de hecho mas grande, ya que las
traslaciones 74 se incluyen de manera natural, resultando en Py = T4 © Ly,
el grupo de Poincaré. Por lo que el grupo total de simetria de RG y E-C
como teorias de gauge, resulta ser P4©D (Feynman, 1963; Hehl et al, 1976;
Mc Innes, 1984; Hammond, 2002). Histéricamente el problema con la prue-
ba de este hecho, ha sido la aparente dificultad de tratar las traslaciones
como parte del grupo de gauge, esto es, como transformaciones verticales
de un haz. Si para una traslacién se escribe z# — x’ # = z* + ¢*(x), no
se esta considerando como una transformaciéon de gauge Pa, sino como un
elemento de D. El tratamiento apropiado para las traslaciones de gauge
es en el contexto de haces de marcos de Poincaré en el espacio-tiempo,
FPL Py — AP M* Z5 M

Esto ha sido discutido por varios autores (Smrz, 1977; Gronwald, 1997,
1998) y el proposito de esta tesis es el de presentar una prueba mas sen-
cilla de este hecho. Por un lado a nivel global, usando teoremas generales
sobre conexiones (Kobayashi-Nomizu, 1963), se muestra que existe una
correspondencia 1-1 entre conexiones de Poincaré wp en ]:]\124 y parejas

(frL,wr), siendo O la forma canoénica y wr una conexiéon en el haz de

marcos de Lorentz _7-"{;14 : L4 — FE M IL M*. Por otro lado, localmente

se muestra la invariancia ante transformaciones de gauge P4 de la accién
de Einstein-Hilbert para gravedad pura y de la accién de Dirac-Einstein
para el acoplamiento de la gravedad al campo de Dirac.
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1 Introduccion.

1.1 Teorias de gauge.

Actualmente son reconocidas en la fisica cuatro fuerzas fundamentales que gene-
ran las interacciones de las particulas elementales conocidas en el universo. Uno
de los mayores esfuerzos en la fisica tedrica de los ultimos tiempos ha consistido
en la busqueda de alguna teoria que pueda unificar estas cuatro fuerzas. Este
esfuerzo ha rendido frutos ya que tres de las cuatro fuerzas ya se han podido
unificar, lo cual ha sido posible al expresar estas como teorias de campo de
gauge (norma). Sin embargo la gravedad ha escapado a los intentos realizados
para para unificarla con las demés fuerzas, en parte por que no se ha logrado
formular la gravedad como una teoria de campo.

En una teorfa de campo en la cual los campos y los potenciales son descritos
por un grupo de simetria, la invariancia de gauge significa que el lagrangiano que
describe el campo es invariante bajo la accién de un grupo de Lie que se aplica
sobre las componentes de los campos. Cuando se aplica la misma transformacion
a todos los puntos del espacio, se dice que la teoria tiene invariancia gauge global.
Las teorias de gauge usan lagrangianos, tales que en cada punto del espacio
es posible aplicar transformaciones ligeramente diferentes en cada punto del
espacio y aun asi el lagrangiano permanece invariante, en ese caso se dice que
el lagrangiano presenta también invariancia de norma local.

Para formular una teoria de campo de gauge es necesario que la dinamica
de los campos fermionicos de la teoria venga descrita por un lagrangiano que
tenga alguna simetria interna "local" dada por un grupo de Lie, llamado grupo
de transformaciones de gauge. Fisicamente una transformacion de gauge es una
transformaciéon de algin grado de libertad que no modifica ninguna propiedad
fisica observable.

Los campos de gauge aparecen en el lagrangiano que rige la dinamica del
campo en forma de conexién, por tanto, matematicamente estan asociadas a
1-formas que toman valores sobre una cierta algebra de Lie y puede ser visto
como el resultado de aplicar a los puntos del espacio diferentes transformaciones
dentro del grupo de simetria asociado a los campos fermionicos de la teoria.

En una teoria de campo de gauge, una transformaciéon de gauge es una
aplicacion diferenciable:

TNZM—>G (1)

Donde:

M : variedad diferenciable, como podria ser el espacio-tiempo.

G: Grupo de Lie o de simetria, que consiste en el conjunto de transforma-
ciones que dejan invariable el lagrangiano que define la dinamica del campo.

En una transformacion de gauge infinitesimal se sustituye el grupo de Lie
por su algebra de Lie:

TNtM—>g (2)



Donde:

g: Algebra de Lie del grupo de Lie G.

Esto se extiende a cualquier elemento sobre un haz fibrado tangente a una
variedad M, de tal modo que estan definidas las transformaciones de gauge
infinitesiamales de cualquier tipo de campo tensorial.

Las transformaciones de gauge inifinitesimales definen el nimero de campos
bosonicos de la teoria y la forma en que estos intereactiian. El conjunto de todas
las transformaciones de gauge infinitesimales forman un algebra de Lie, que se
caracteriza por un escalar diferenciable a valores en un algebra de Lie, €. Bajo
tal transformacion de gauge infinitesimal:

A—s A+5.A (3)

Con:

0cA :=[e, A] — de

Donde [a, b] es el corchete de Lie.

Estas tansformaciones infinitesimales tienen las siguientes propiedades :

e Las transformaciones de gauge infinitesimales conmutan con la derivada
covariante definida por la conexion:

0e =€X — 0.(DaX) = €Dy X
Donde:
D, = 0, + A, es la derivada covariante.

e 0.F = ¢F quiere decir que F' se transforma covariantemente.

2 Formalismos matematicos.

2.1 Variedad diferenciable.

Una variedad diferenciable es un conjunto que localmente es difeomorfo al es-
pacio euclideano. Un subconjunto M C R™ es una variedad diferenciable de
dimension k, si para cada x C M existen abiertos U C R*¥ y VC R" y una
funcién continua f : U — V tal que:

l.zeU
2. f(U)=VNM,fesinyectivay f~1: VN M — U es continua
3. Para cada y € U , el Jacobiano f’(y) tiene rango k.

A la funcion f se le conoce como sistema de coordenadas alrededor de .
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Figura 2: Espacio Tangente.

2.2 Espacio tangente.

Para cada punto de una variedad diferencial, se asocia el conjunto de todos
los vectores que se encuentren en un plano con origen en el punto y que sean
tangentes a la variedad, este conjunto forma un espacio vectorial de dimensién
n igual que la variedad M™ y se denota como espacio tangente a la variedad
M en el punto p esto es: T, M™. En este espacio vectorial existen un nimero
infinito de vectores base ¢, tales que A = A*¢, , con regla de transformacion
entre bases: é,» = AL,é,,.

2.3 Espacio dual.

A el espacio vectorial tangente podemos a su vez asociarle otro espacio vectorial
conocido como espacio dual y se denota por T} , el cual consiste en el conjunto
de todos los mapeos lineales del espacio vectorial T, M™ en los reales, es decir,
es el conjunto de funciones lineales tales que f: V — a , donde V € T,M" y
a € R.

2.4 Espacio Afin.

Un espacio afin es una tripleta (V, ¢, A) donde V es un espacio vectorial, A es
un conjunto, y ¢ es una accién izaquierda libre y transitiva de V' como un grupo
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Figura 3: Espacio Dual.

aditivo en A:
p: VXxA—A (v,a)—»v+a (4)

con
0+a=ay(v1+v2)+a=nwv+ (va+a), paratodaa € Aytodovi,vs €V (5)

Entonces, dado a,a’ € A, existe un tnico v € V tal que @’ = v + a. También
, sl vg esta fijoen V, w,0: A —= A, ppo(a) = p(vg,a) es una biyeccion.

Ejemplo. A = V : El espacio vectorial en si mismo es considerado como el
conjunto en el cual actua V. En particular, cuando V =T, M" y A =T, M",
el espacio tangente es llamado espacio afin tangente y se denota como A, M™.
Los puntos ”7a” de A, M™ son los vectores tangentes en .

2.5 Meétrica.

Una métrica es una funcion g tal que:

g: TuM x T,M — R (6)
X, V)—g(X)Y): M —R (7)

Esto es :
x— g(X,Y)(2) :i= g.(X,, Ya) =X - Yy (8)

(producto punto).
Donde X,.,Y, e T, M
La funcion métrica g tiene las siguientes propiedades:

e Bilineal y simétrica:

gz (Av,w) = go (v, Aw) = Mgz (v, w)
Gz (v + V", w) = gz (v, w) + g (v, w)
gw(v,w) = gw(w,v)

e Para una variedad riemanniana vale que:



9o (U, v2) = ||va]]* =0 Vo, € TyM

con g, (vy,v,) =0 stivg, =0

Esto no vale en el caso pseudoriemanniano, en particular para el caso Lo-
rentziano.

o gy(v,w) =0YVwe T, Msiv=0 (el vector L a todos los vectores en T, M
es el vector nulo i.e. g es no degenerada).

Localmente:
o 0
g<ai’6j):g<8x“5‘zj) = Gij (9)
X =0 =5
Y =0; = 5%
Parax € U

9:(0i 12,95 |2) = Gij = Guji '

Vg Wy = Wy * Vg = 9o (Vo i) = G2(v30; |2, w505 |2)
= v;wgch(& lz: 05 1)

= Grij Uz Wy

9(X)Y) =g X'Y" (10)

guv €s el tensor métrico que al elegir una base aparece como una matriz, la
notaciéon g, se utiliza convencionalmente para los componentes del tensor.

2.6 Haz fibrado.

Un haz fibrado es un conjunto de elementos (E, B, F,7), donde E, B, F, son
espacios topologicos y w : F — B es una proyeccion sobreyectiva, E se denota
como espacio total. Localmente un haz fibrado puede ser descrito como un pro-
ducto B x F' (B representa un espacio base y F' representa una fibra) , pero que
globalmente puede tener una estructura topologica diferente.

Se requiere que V x € E, 3U C B tal que 7~ }(U) es un homeomorfismo del
espacio producto U X F', de manera tal que el siguiente diagrama debe conmutar.

() LR

n proy,

u

2.7 Haz fibrado principal.

Es un objeto matematico que generaliza las propiedades esenciales del producto
cartesiano B x G de un espacio B con un grupo G. De igual manera que el
producto cartesiano, el haz fibrado principal P tiene las siguientes propiedades:



Figura 4: Haz Fibrado.

1. Una accién derecha continua de G sobre P, P x G — P | tal que G
preserva las fibras de P y actua libre y transitivamente sobre ellas. Esto
implica la existencia de un homeomorfismo entre la fibra de P y el grupo
G. Dado que la accién es libre, las fibras tienen estructuras de G-torsores
que son espacios homeomorfos a G pero que carecen de estructura de grupo
debido a que no hay una eleccion preferente de un elemento identidad.

2. Una proyeccion m: P — B, tal que 7 es sobreyectiva.
™

2.8 Haz vectorial.

Precisa la idea de espacios vectoriales parametrizados por algin otro espacio B.
Supongamos que a cada punto z; de B le asociamos un espacio vectorial V (z;),
de manera tal que el conjunto de los V(z;) forman a su vez otro espacio del
mismo tipo que B, al cual llamamos haz vectorial sobre B. El caso mas simple
de haz vectorial, es aquel en que los espacios vectoriales V(x;) son constantes
ie. V(x;) =V, esto significa que a cada punto x € B se asocia una copia del
mismo espacio vectorial, para formar el haz vectorial V' x B sobre B, entonces
decimos que el haz vectorial es trivial. Si el haz vectorial es localmente trivial,
constituye entonces un ejemplo de haz fibrado.

2.9 Haz de marcos.

Un haz de marcos es un haz fibrado principal F'(E), asociado a un haz vectorial
E. La fibra de F(E) en un punto z es el conjunto de todas las bases ordenadas
(marcos) para E,. El grupo general lineal actua naturalmente sobre F(E) por
medio de de un cambio de base, dandole al haz de marcos la estructura de un
haz principal. El haz fibrado de una variedad diferenciable suave es aquel que
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Figura 5: Haz Vectorial.

esta asociado a su haz tangente y es por esto que se le suele llamar haz de marco
tangente.

Sea M = M™ una variedad diferenciable, Vx € M, 3 T, M. .V x € M 3
! el conjunto:

YE,M™ = {(€e14,- -, enz) = €q : baseordenadade T,M} = (FM"), , por lo
que:

FM™ = ng {z} x (FM"), = mgM(FM Ve

Esto es un haz fibrado principal, donde la fibra es un grupo G, por ejemplo
si G = GL,(R) =e, — glle, =€y .

Con lo que queda tambien definida la proyeccion « : FM T> M, tal que

(2, (€1zy - - -y Enz)) i =T

2.10 Conexiones en haces vectoriales reales suaves.

Sea ¢ : R™ — E =5 M™ un haz vectorial real suave de dimension m sobre
M™ = M, una variedad diferenciable de dimension n. Sean T'(T'M) las secciones
de F, con E una variedad diferenciable de dimensiéon m + n.

Una conexién en £ es una funcion:

V:T(TM) xT(E) - T'(E), (11)
(X,s) = V(X,s) =Vxs (12)

Que tiene las siguientes propiedades:

1) Vx4xs=Vxs+Vxss

leq € Ty M, x € U: dominio de una carta con coordenadas x*, la base coordenada en x es

{% |z } ... podemos escribir e, = efj% |l
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Figura 6: Haz de Marcos.

ii) Vixs= fVxs, con f € C®(M,R) : funciones reales en M
111) VX(S+S/):VX=S+V)(S/
iv) Vx(fs)=X(f)=X(f)s+ fVxs (Regla de Leibnitz).

El valor de la conexién en (X, s) es llamada derivada covariante de s en la
direccion de X. Vxs: M — E, x — Vxs(z) = (z,(VxS$), € E, : la fibra en
F sobre x. E, es una variedad vectorial de dimension m.

Una conexioén lineal en M es una conexién en su haz tangente. Con £ = TM
se tiene que:

V: I(TM) = T(TM) (13)

(X,)Y)~» V(X,Y)=VxY (14)
Localmente tenemos que:
Vxs = Vxug,(s'c") = XF((8us")os + s'VO,04)
y como Vy, 0; € I'(E,), entonces:

Vo,0; = r’

733

a; (15)

Para un unico conjunto de n x m? funciones I’ii : Uy — R llamadas simbolos
de Christoffel de la conexion V en el atlas U, bajo un cambio de coordenadas
locales (cartas) em M los coeficientes I'f,, se transforman como:

L 0xY 9’ 0P Ly Oz 9Pa
g dan dxv - P dar drrdzv

Para un haz vectorial lineal, m=1, con lo que solo hay n simbolos: Ff“- =TI,
entonces se puede escribir:

(16)

10



Vs = XP((0,5)01 + 8'T9,0;) = XH(D,8’ + 5T, )or; (17)

= XH(9,07 + an)sicrj = X“Diisiaj

donde se ha definido el operador de derivada covariante

D}, =0,8! +T7, (18)
o:
VXs:X“s{#crj (19)
con . . . . . . .
D,s’ =sl, =D);s" =5, +T7;s" (20)
y ) .
s7, = 0,8’ (21)

donde el término s/, es debido a la regla de Leibnitz.

La derivada totalmente covariante en £: Vs es un elemento del conjunto de
1-formas diferenciables con valores en E : I'(T*M ® E) , donde T*M ® E es un
haz vectorial en M:

R"™™ _T*M @ E — M, withT*M @ E = HMT;M®EQC (22)
xe
La seccién Vs se define como:

Vs: I(TM) - T(E), X — V4(X) := Vxs (23)

Como todas las conexiones en M, Vs es C*°(M, R)-lineal, i.e. V4(fX) = fV(X);
pero V(fs) = sdf + fVs
Localmente podemos escribir:

Vs =dz" ®@Vy,s (24)
De hecho:

Vs(X) = (do" @ Vp,5) X = da"'(X)Vy,s = X dx"(0,)Va,s (25)

= X"0IVo,s = X“Vaus =Vxs

Con lo que:

Vs = dzt @ (9,07 + Ff”-)siaj =dz" ® (0,80, + Fiisioj) (26)

=daz" ® aﬂsjaj +dz* ® I‘fnsiaj =ds’ ® oj + I‘g ® sioj

Donde la TY es una matriz de 1-formas de m x m en U, dada por:

11



I/ = dm“l‘f“. (27)

Si hacemos IV ® s'o; = Is' ® 0; = (I's)? @ o; entonces:

Vs=ds' @0;+(I's)! @c; = (ds’ +T's)))@0; = ((d+T)s)! @0;  (28)

Entonces:
Vs=(d+T)s e T(T"U ® E). (29)
Localmente:
V=d+T (30)
Si hacemos que sfu(x) = 0, entonces:

s’u(x) + I‘Lj (z)s?(x) =0 (31)

Multiplicando por da* |, =

sf“(:r)dx“ |I = _Fij (x)s (x)dx" |, € TIU (32)
El lado derecho de la ecuacion:
—Ffm (z)s? (z)dat |3, = (9 5)' e (33)

Es llamado el transporte paralelo infinitesimal de la seccién s* por la conexion
V alo largo de la 1-forma dz* |, .

2.11 Conexiones en variedades con meétrica.

Una conexion V en una variedad con métrica (M,g) es métrica o compatible con
la métrica si dados X, Y, Z, campos vectoriales en VM (campos vectoriales en
M) si:

X(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ) (34)

Localmente:

(Y, Z) =(Y*0,,2"0,) =Y"Z" (0,,0,) =Y*Z"g(0y,0,) = g Y*Z" (35)

Si V es una conexién no necesariamente simétrica en (M,g) = Localmente:

m 1 m m m m
Iy = 59 " (0igik + 0jgri — Ogis) + T} — gug™ T}y, + gug™ T}, (36)

12



m
= { . } + T = gug™ T}y, + gug™ T},

ij
m m
— { i }+Cij

Donde:
Ml 1rmesla gama de Levi-Civita.
1) LCyj

cr=T7 — gmF (gilT]@k —guT}) = K77 es el tensor de contorsion.
{ i } es simétrico en ij, y K = Ki', (simétrico) + K}, (a— simetrico).
=

I'J} tiene una parte simétrica y una antisimétrica.

2.12 Tensores.

Dada una carta U, (z# = z*) de M™, un tensor r contravariante y s covariante
es un conjunto de n"** funciones en U, con valores en R,

{Ttr g,y =1,...nk=1,..r,l=1,...,s} (37)
tal que en una carta Ug (x/ﬁ” = 2'¥) que se traslapa con U, (z#) se convierte
en el conjunto:
T'Oé1<"a7‘ _ Ox'™ ox'er Oz oxvs THL - for (38)
Pr.--Bs Oz " Qakr Qx'Br T Qa!Bs Ve

para 2’ = 2/(z) e U, NUs .

La idea de indices covariantes y contravariantes solo tiene sentido si existe
una métrica en la variedad.

Un tensor s covariante y r contravariante puede ser considerado como un ma-
peo C*° (M, R) desde el producto tensorial de s factores de I'(T'M) y r factores
de I'(T' * M) con valores en C*°(M,R), en una carta U,.

0

T=T" Jrde) @...@dry ® ® —
oxh”

®... (39)

8#1

(@,T(TUL)) ® (@,T(T # Uy)) = C(Us, R)

0
Vi —®...0VF

deg! @ ... ® Apg, daly — TL - Frdeyt (40)

ozl S 0l
, 9 v 9 9 o1 9 o
X (‘/1)0 5%@1 ) st dxo; (Vsps a ) 8 /11 (Alaldm ) a /Jr (ATOV dl‘ )
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— ML Y PL SV Ps §Vs o1 o
= Tp VPSS VP8 A, 60! . Ao, 00T

Vi...Vg

- e,

=Thr VitV Ay, - A
2.13 Curvatura de una conexion.

Sea V una conexién en M.
Su curvatura R es una funcion R tal que:

R:VM xVMxVM — R(X,Y, Z) := (VxVy — VyVx — Vixy))(Z) (41)
= Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vixy)Z

=([Vx,Vy] = Vixy))(2)

Localmente:
X=X"0,,Y=Y"0,,2 =20,
—
R(X"0,,Y"0,,2°0,) = X'Y"Z°(0y, 0y, 05) (42)
= X"Y”Z"(V@N (Vao,0,) — Vo, (0s) — v[away]ag)
Ya que:

Vo,0, =T0,0,y [0, 0] =0
= XYV Z9(Vy,(T%,0,) — Vo, (T4,0,)
= XYY Z7((0,1%,)0, + T5,T'% 05 — 9,(I%,,)

= XMYvZ9(0,1%, — 0,1, + T'),T%, — T3, T7,)9,
=

9, — T2, T2 0)

pot vp

R(X,Y,Z) = X*Y"Z°R?,,,0, (43)

opy
Con:
fgﬁyfizy(aﬂrﬁa - aUFﬁa + ]‘—‘ZA]‘—%U - FZ/\F,?;U)
R( M)alffao') = Rguuap eVu
vy es un tensor ya que:

R _ ox'P 0xP 9z Oxd o
TR T P dx'e dr'r Hx'v T THY

14



2.14 Torsién de una conexion.

Dada una conexién V en una variedad M. Una torsién T se define como:

T: VMxVM—VM

, tal que:
(X,)Y) - T(X,Y):=VxY —VyX — [X,Y]
Tenemos que:

o T(X,Y)=-T(Y,X)
e Sea f € C®°M : T(fX,Y)=VixY —Vy(fX) - [fX,Y]

= [VXY —Y(f)X — [Vy X - fXY +Y(fX)
= fVXY —Y ()X — fVy X — XY + V()X + fYX
= f(VxY = Vy X — (XY - VX))
= JT(X,Y)

e T(X+X,Y)=T(X,Y)+T(X',Y)

Localmente:
X = X", Y =Y%0,
=
T(X,Y)=T(X"0,,Y"0,) = X*Y"T(0,,0,)
T(0y,0)) = Vo, 0, — Vo, 0, — [0y, 0y]
=17,0,—17,0,
= (Fﬁu - Pﬁp)ap
= 2I‘ZV8,)
Donde:
Fﬁu = %(Fﬁv - I‘ﬁu) = _]'—Vli,u,

T(X,Y) =2X"Y"T? 0,

nv
El nimero de componentes de tensor de torsion es:
n?(n—1
|72, (n) = =52
Sin=4—=
|T5,| (4) =24

15
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2.15 Haz tensorial como haz asociado al haz de marcos de
M™.

T M™ es el espacio total del haz vectorial real de dimension (n +n"%), de los
r-contravariantes y s-covariantes tensores en M™, con fibra

RV (N e Ry e {1} k=1, nl =1, s} = {)\}
El haz de marcos de M"™, Famn, es el haz principal con grupo de estructura
GL,(R) (la fibra del haz) en M™ (el espacio base), y con el espacio total FM™
consistente en el conjunto de todas las bases ordenadas del espacio tangente en

cada punto de M™", i.e.

FM" = 17\14 {re = (Viz,---,Vng), {Vka } ooy : ase de T,M"} (49)
zeM™

= UxEJVI" {l‘} X {(U1$7 ce. avna:)} = 1617\[/1’"(FM")Z

donde (FM™), es la fibra sobre x de dimension dimg = n?. Los haces de marcos

ortogonales, marcos de Lorentz, marcos de Lorentz restringidos, etc. de M™,

son obtenidos al reducir el grupo GL,,(R) respectivamente a O(n), O(n — 1,1),
n

SO°%(n —1,1), etc. Si x € U, = U, entonces vy, = vaj(m)%
pu=1

»; también con

dimgFM™ = n + n% Las n + n? coordenadas locales en Fy; es el conjunto
(xP, XF) con aP(x,ry) = aP(x) y XE(z,re) =0k, p,p,v € {1,...,n}.
La estructura de haz de Fj~ se representa por:

Farn : GLo(R) — FM™ 25 pm (50)

Donde 7 F es la proyeccion nF (z, (Vig, ..., Ung)) =2y GLp(R) = FM™ repre-
senta la accién derecha de GL,(R) en FM™ dada por

FM"™ x GLp(R) % FM™, ((v1g, ... Vng),a) = (vigal + - +al,... (51)
V1@ 4 A Unpa™) = (Vigs -y Ung)

La accion izquierda de GL, (R) en R dada por:

GL,(R) x R" ™" 5 R (a, ) — (aX)it i (52)

i
jl Jn
i —11 —1's y k1. .k,
G e AL
. . s . .
induce el marco asociado FM"™ X, x)R™  que resulta ser isomorfo por medio
T n
de p a T7M™.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo.
n n"ts ¥ rfn
FM XG{,n(]R) R — ITM
T
’/TF \l/ \J/ 7rs
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Donde:

n

cp([((vlz,...,vnzLX)DZ S A @ v Wl © . @wl (53)

i, J1=1
: Xrye** nr 7Xi|:{ Xy - nx b _1X} ; 1""7 o )
con |((vres -+ 0ne), X)] = { (@1 vndasa™ N} el
que es la base dual de {viy, . . ., Ung } L. Wi (vj,) = 653 yw%([((vlm, ey Ung), X]) =
7r (2, (Vig, - - -, Unz)) = 2. Dado los que los vectores de la base dual wi se trans-

1

forman con a™ ", se verifica facilmente que ¢ esta bien definida i.e. es indepen-

diente del elemento representativo de la clase [((vlm, ey Una)s /_\1 .

2.16 Haz vertical de un haz fibrado principal.

Sea 1) un haz fibrado principal, n = (P"*+%, BS, 7, G", ¢, U) : G" — P"+5 = B*,
donde B* es el espacio base y P™"* = P es el espacio total, ambos variedades
diferenciables de dimensiones s y r 4 s respectivamente, G" = G es un grupo de
Lie r-dimensional con accion derecha en P, P x G — P, (p,g) — pg, y U es un
sistema de trivializaciones locales 71 (U,,) £ U, x G con 7y 0 Do = T.

Para cada p € P existe un isomorfismo canénico ¢,, de espacio vectorial entre
G = Lie(G) : el algebra de Lie de G, yV,, = T, Pr(y) : el espacio tangente a la
fibra sobre 7(p) en p, i.e. el espacio vertical en p:

wp:G—=Vp, A= pp(A) = A; (54)

con:

4 CR(PR) S R, [ 5 (o) umo (55)

Se uso el hecho de que T, Pr(,) C T,P; si A;, i = 1,...,r es una base de
G, entonces pp(A;) es una base de Vj; en general, ni A; o ¢,(A;) son bases
canoénicas.

Dadospy p' € P,yaque ¢, :G — V, ¥y ¢p : G =V, son isomorfismos, hay
un isomorfismo canoénico de espacios vectoriales entre V,, y V,, para todo p,p’
€ P:

op—1
Vo @p_ﬁp Vi (56)

La existencia de ¢, en cada p € P, es independiente de cualquier conexién, lo

cual implica la trivialidad del haz vectorial V,, del haz fibrado principal 7 :

V, R —y2ts T p (57)
con Vs =1l,cpV, = Upep {p} x Vp ¥y 7V (p,vp) = p
De hecho, V,, admite r secciones independientes globales ¢; : P — V273,
oi(p) = (p, pp(A;i)); con lo que se da el siguiente diagrama de isomorfismo de
haces vectoriales.
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R" R"
| |
V2r+s i> P x R"
v, 4 L
rp 4 p

Con ¢(p,vp) = é(p, zr:)\icpp(Ai)) = (p,(Al,...,A")). ¢ no es candnica ya que
i=1

depende de la base A; Zle g.

Sea w una conexion en 7, ie. w € F(T*"P®G) conw : P - T*P ® G,
p— w(p) = (p,wp), wp : TP — G, vp = wy(vp) = @, " (ver(vp)). Dado que
ker(wp) = H, = H), : es el espacio vectorial horizontal en p, entonces w, es
|Hp| = oo — 1. Sinembargo, wply, : V, = G, wplv,(vp) = ¢, '(v,) es un
isomprfismo de espacios vectoriales i.e.

wplv, = ‘P;l (58)

En otras palabras, si w es una conexién en 7, entonces en cada p € P, w da la
inversa de ¢,. Por lo que, para el isomorfismo entre V,, y V,y, se tiene que:

wp/\v ,owp|vp
v, ST, (59)
En particular, estamos interesados en el caso P = Fjsn, el haz de marcos de una
variedad diferenciable M™, donde (P, B, n,G,v,U) = (FM", M", 7p, GL,(R), ¥, U);
p=(x,ry) € FM™y 7y = U1z ...0ns). Su haz vertical es isomorfo al haz pro-
ducto FM™ x R :

R™ R"’
| |
Be >
Vi, 5% FM"xRe
Ty I m
FMr 2 FM™

Donde ¢, es el isomorfismo canénico determinado por la base candnica de
gl.(R) = R(n) dada por las n? matrices (Aij)it = dixdji. Un resultado similar
es valido para las reducciones de GL,(R) a O(n), SO°(n — 1, 1), etc.

En particular, para el caso n = 4 y G = S0°(3,1), con dimg(SO"(3,1)) =
dimg(s0(3,1)) = dimgr(o(3,1)) = 6, caso relevante en Relatividad General,
FM* es el haz de marcos de Lorentz F 1%44, y tenemos el isomorfismo de haces
vectoriales:

R™ R™
| |
¢L
Ver 25 FLM* xRS
M
v | lm



Donde dimg(FrM*) =4+6=10y dimR(VfL4) = 16. En este caso, la base

canoénica de so(3,1) es el conjunto de matrices:

0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 O O 0 1 0 0 -1 0
{ 0 0 O 0 00’01 0 O
0 0 1 0 1 0 0 00 0 O
010 O 0 01 0 0 0 01
10 0 0 0 0 0O 0 0 0O .
'l 0 0 0o 0 |’ 100011l oooo } respectivamente:
0 0 0O 0 0 0O 1 0 00

{laz = a1,131 = az,li2 = as, log = b1, lo2 = ba, loz = b3}

Las 3 primeras matrices generan rotaciones en los ejes x, y, y 2z, y las ul-
timas 3 matrices generan boosts en los mismos ejes. La derivacién de la base
canonica se da como sigue: se empieza por la definicién de las transformaciones
de Lorentz A : nL ‘= ATT]LA7 conng =1nN= (770077711a 772277733) = (1a _17 _1a _1)

o (=1,1,1,1) y nap = 0 si a # b; si A(\) es un camino suave que cruza por la
1dent1dad A(0) = I, el correspondiente vector tangente en I, A(0) = L, obede-
ce la ecuacion Lg = —nL. Los generadores a; y b; obedecen [a;,q;] = €;jrax,

3 3, ,
[bi; bj] = —€ijrar, [ai, bj] = €ijrbr. Sil= Y (Bibi + aza;) y I = Y2 (B;bi + o;a;)
i=1 i=1
estan en 0(3,1), con a;,ﬁg € R, con lo que su corchete de Lie queda como:
3 " " " ’ ! ’
LU] =1 = > (8;bi + a;a;) € 03,1) con By = Bocg + aafls — faay —
2*1
04352aﬂ2 = 53% + 04351 - 51043 — a1f3, ,53 = »31042 + alﬁ - 52% - azﬁ;,
04;/ = —ﬂ263 + a2a3 + /83ﬂ2 - 043042 , ay = —(36; + 043041 + B1B5 — arag,
Qa3 = _/Blﬂz + alaz + /82/51 - 012041

2.17 Forma de soldadura en Fj-.

Dada una variedad diferenciable M™, la forma candénica o de soldadura 6 es la
1-forma diferencial valuada en R™ en FM™ ie. § € T(T*FM™ @ R") definida

como:

O: FM™ = T*FM" @R", (z,r;) = 0((z,72)) = (2,72), O@,r,)) (60)
9(937”) : T(wjrw)FMn — Rn, U(z,ry) — 0(%”)(11(%”)) (61)
= ,Fz_l O T, (xr (U(E,T’m))

i.e.

Owrn) =T ' O AT (2,0) (62)
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donde 7w es la proyeccion en el haz Fymn y T, es el isomorfismo de espacios

vectoriales:
Pt R = T M, (AL A o F (A A =D Mg,
=1

con inversa: "
PO Nwig) = (AT
i=1

Con lo que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

R" ELE L
g(m,rm) T T 7?:;1
AT F | (2 re)
T(myrm)FMn — TIM"

(63)

(64)

Notese que dimg(T(y,,)FM™) =n + n?. Dado que drnp|(x,7,) es suprayec-
tiva, 0(;,,) es un epimorfismo de espacios vectoriales, con ker(0; ,.)) = Viz,r,)

el espacio vertical del haz FM™ en (x,7,) y dimgrker(0(y r,)) = n?.
La existencia de 0 es independiente de cualquier conexion.
(€4)j = Opujr i, J = 1,...,m es la base canénica de R" =

n

9(1”"'1) = Zogw,rz) ® gﬂ

i=1

donde 92; vy € Ty FM™
En coordenadas locales en Fy_,

con (X V)(z,ry) = (Xt (x,7,)) "L
De hecho, si v, ) € Ty, r,) FUs entonces

n n
d d
V) = N o il@rs + > A ox @)
p=1

wr=1

con d7TF|(:L’,T1-) (’U(:c,rz)) = Zl)\“ 82[L
pn=

» € T, U, ; entonces

n
~_ ~_ 0
o) (Vira)) = Tt 0 AT | () (W(wrn)) = T 1(2)\“— 2)
p=1
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; por otro lado,

e(x,rm)(v(x,’r‘m)) = ( 9637”) ® eﬂ)(z)‘uwl(z,m) + Z >\p GXPV |(m,r1) (69)

n=1 v=1 v,p=1

n

S — « = v a . v a
= () (XD ra)de® ey ©E) QN 5Tl + D N mln)
P

pn,a=1 v=1 v,p=1
n n
= Y (Xh@ra) N e = Y (X(x,r) ' \e,
v,pa=1 pn,r=1

Por lo que una seccion local s, : Uy — FU,, © = so(z) = (2,75) en Fyn,
da lugar a un conjunto de n 1-formas diferenciales locales 0% = 6 en FU,,.

Si w es una conexion en Fym, y H, ) es el espacio horizontal en (x,7r2),
BN

e(mvrz)‘H(z’,rx) - 7::;1 o dﬂF|(7;77'm)|H(z,rw) (70)

Es un isomorfismo del espacio vectorial, ya que dnr|(y,,) es un isomorfismo
canénico entre Hg . )y T M":

Id

R" 14 R"
9(1,r1)|H(w,,,.x) T i T 7:;1
Hizo,) M

O(e,r,)|H,.., depende en el marco en z(r;) y en la conexion w.

Cualquier conexion w en el haz de marcos Fysn, en conjunto con la forma
canonica de soldadura 6, trivializa el haz tangente de Fj;». Este hecho se conoce
como paralelismo absoluto. El isomorfismo canénico del haz (que solo depende
de w) esta dado por el siguiente diagrama:

Rn+n2 Rn+n2
| |
(TFMn)2(7L+n2) &) (FM7L)"+"2 X Rn—i—nz
TR, Im
(FMn)n+n2 I_d> (FMn)n+n2
Con:

¢c((($,Tm), v(m,rz))) = ((ZE,T}E), (6(m,1‘m)‘H($,7vI) X w(z,rm)‘V(wy,»z)) (71)



X (hor(v(z,r,)) ver(Vig,r.y))),

donde V() € Tar) FM™ y gln(R) = R(n) ~ R™.
El paralelismo absoluto en el haz de marcos de Lorentz FL;,. esta dado por:

nlnl) R
|
(TFLMn)n(nJrl) ¢_CL> (FLM")% « Rw
L. | im
(FLMn)% ﬂ> (FLM”)”H‘WQ
con:
¢£((($7 em)7 /U(l',(im))) = ((1'7 em)7 (G(x,ez)|H(m’Ew) X w{;7em) ‘V(z.el.)) (72)
X(hOT(U(mA’eI)% UGT(U(z’eI)»)
donde:

€y = (elm, ceey enm)> y H(ac,e,,) = ker(w([;c7ez))
En particular para el caso en que n = 4:

RIO RIO
| |
L
(TFLM*)20 ¢_c> (FLMAYI0 x R10
T, 4 +m
(FLM4)1O ﬁ) (FLM4)10

2.18 Conexion lineal en una variedad M"™ en Fjy».

Una conexion lineal gl,-valuada V en M™ esta dada localmente por:
wy = ngdl‘y ® Ep I (73)

donde (E” ,)ap = 0” o0up con p, p,c, S =1,...,n es la base canénica de R(n) =
gln(R) = Lie(GL,(R)) y I't, son los simbolos de Christoffel.
En FU, la conexion wpy tal que wy = o*(wpy) con o : U — FU la secciéon
local z# — o(z#) = (2#,6})) esta dada por:
wpy = (X "A(dX] + T, X ) da”) @ E , (74)

v

wy € T(T*U ® gl,(R)) y wpy € T(T*FU ® gl,,(R)).
Las conexiones 1-formas valuadas en los reales wyn , y wryn , estan definidas
por:
wy =wye, @ E”, (75)

Wry = wrys , @ B* (76)
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El levantamiento horizontal local de un campo vectorial % por la conexion w

en Fy~ es entonces dado por:

o\ o B)
- — __ _ _ T~ v
(3:17“) Oz L Xo 0X% (77)

De hecho,

a\' e 0 L0
(8 st (3 5 o

1y v 9 9
= (X HY(-T%,X2dX) ((9)(5) +r§£X§dﬁ (W)) (79)

= (X HN(=T%,X20085 + T2 X507) = (X H)S(-T'), X5 + T, X5) =0 (80)

2.19 Tetradas y conexién de espin.

1. En cada carta U C M™ podemos tomar como base de I'(T'U) a los campos
vectoriales locales
eq =¢€"0,, a=1,...,n (81)

con ry = (€14,...,6nz) € (FU),. Dado que las n x n matrices (e, *(x)) €
GL,(R), existen los campos vectoriales inversos e;! = e? = epdxt : 1-

formas con e% = ()" € GL,(R) y

eate,t =080 (82)

eqte, t = ot (83)
== e, %q =€, %, "0, =650, ie.
0, =e, %, (84)

En general los e, ’s son llamados bases no coordenadas y los €*’s coor-
denadas anholonomicas. Para n = 4 los campos vectoriales locales son
llamados tetradas.

2. Mientras que [0,,0,] = 0, los corchetes de Lie de las tetradas no son
cero. Al aplicar los conmutadores [e,, e5] a una funcion f € C*°(U,R) se
obtiene:

[€asep] = Agpec (85)

con A, =€, °(eq”(Overt) —ep”(Oveat)) = —AS,
3. Para un campo vectorial local, V' = V*#9, = V*e, e, = V%eq, con

VO =, VH VI =, "V (86)
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4. En cada z € M", la fibra del haz de co-marcos de M",

Fipm : GL,(R) — (FM™)* =5 M™ (87)
es el conjunto
(FM™): = {bases ordenadas de Ty M } (88)

=L I, 2 = £ @)da”] )
5. de nuevo, (f, *(x)) € GL,(R) y localmente, (f, *)~* = f, ¥, con

fayfub:(sz (89)
y

faufua:(sz (90)
también,

4= fyda” (91)
y

dz” = f, V' f* (92)

De la relacion de dualidad dz* (9, ) = 8% se obtiene que 6 = f, *f%(e, "ep) =
fate,bfe(ey); imponiendo la relacion de dualidad entre f’'s y €'s,

feley) = oy (93)
se obtiene que
fu 4= & d (94)
Yy
Jo¥ =e€” (95)
=
f¢=e, %dx” (96)
y
dx¥ =e, " f° (97)

También se suele denotar a f® como 6.

6. Dado un tensor (r,s) en M™,

T = Tszll.'.:i/iram R...Q 5ur Rdz" ® ... dz" (98)

se obtiene que:

T=Th lre, “eq ®@...Qe,, “"eq, & fo, ne.. . Q fo. vs fbs (99)

=Tyt e, ®...Q€, @ 1 ®...0 "
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con:

Tyt = ey e, o, T fo, TR (100)

Por ejemplo:

T=T",0,®ds" =T" e, %, @ds" =T je,@dz” =T",0,® f," f* (101)

:T'uba,u@fb :Tuue,uaea(gfbyfb
=T%e, @ f° (102)

6. Sea g = g, dr” ® dz” una métrica en M", g tiene una signatura dada
por la métrica diagonal 74, igual a d4p en el caso euclideano (n = ng), para el
caso riemanniano general con —1’s y +1’s y para el caso lorentziano, relevante
para RG, tiene n = 7, siendo g, una matriz simétrica, en cualquier punto
x € M™ puede ser diagonalizada a 7),5. La métrica y su signatura distinguen el
subconjunto de tetradas que obedecen la siguiente condicién de ortonormalidad:

g<ea7 eb) = TNab (103>

En detalle:

Guvdz! @ dx(eqa"0,, €5 °05) = guvea ey “dat(0,)dz" (0y) (104)

= Guv€a Pey 05555 = 9uv€a Hey”
ie.
Guv€a Heb V= TNab (105)

Esta relacion puede ser invertida:
Guv€a ey, Vep “eq b= gul/(sgég = Y9po (106)

ie.

Nabep “er” =gy 0 g =nape” @€’ (107)
La tnica solucién de g, (Z) = nape, (Z)ey *(2) = 1m0 es €, %(Z) = d5;. Dicho
marco es llamado inercial en z.

La formula (107) es fundamental ya que vale en todas las cartas en M", con
lo que hasta salvedades topologicas se ha trivializado la métrica en todas partes
i.e. globalmente, a expensas de la dependencia en x de los co-marcos e®.

Es comin que se afirme de manera burda que los duales de las tetradas son
“las raices cuadradas” de la métrica. En particular, para el caso lorentziano n =
4, det(g,,) = —(det(e, *))?. También, la ecuacién (106) permite interpretar las
nXn matrices e. ” como las matrices que diagonalizan la métrica g, a la métrica
lorentziana 7)4,. La ecuacion (107) dice que las e®’s son mas fundamentales que
la métrica.
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7. La ecuacion (107) aparece de manera natural al describir campos espinores
en un espacio-tiempo curvo. Si v, (z) son las matrices de Dirac en M", entonces:

{Vu(@), v ()} = 29 (2)1 (108)

La solucion:

V(@) = E.“(2)Va (109)

En conjunto con 7, (las matrices de Dirac “planas”) que obedecen: {vq, v} =
2nap , conducen a que:

By (2) B, *(2) = gy (110)

que dice que los E,, “’s son los duales de las tetradas e, *. Se puede probar que
la solucion (109) es tnica (O’Raifertaigh, 1997).

8. De (107) es claro que las n? cantidades debidas a las tetradas, determinan

de manera tinica una métrica g,,,,; sin embargo, el conjunto de w componen-
tes de una métrica determina una tetrada solo hasta una relacion de equivalencia
i.e. determina una clase de tetrada, cuyos elementos estan relacionados por un
grupo G de @ elementos.

Sea eq " = h, el *; entonces:

Nab = guuha Ce:: th deél V= guue/c Heij Vha Chb d— ncdha Cncdh/b d (111>
ie.
n = hnh” (112)

Por lo que si n = nr entonces h € L, = O(1,n — 1); si n = ng entonces
h € O,, = O(n); etc.

En lo que sigue nos restringiremos al caso de marcos ortonormales en el
sentido definido en el punto 6., por lo que se tiene un haz principal G sobre M™:

n(n—1)

G775 Fg— M" (113)

Con G=L,00,,y Fec C FM™". El interés en RG es para G = L4 y se tiene
el haz lorentziano:
Ly — Fr, — M* (114)

y la reducciéon del haz:

Ly 5 GL4(R)

4 4
F., - FM*
e, l7F
JVE I Ve
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Donde ¢ es la inclusioén.

Se hace hincapié en que el haz es trivial, esto es, Fp, ~ M* x L4, si M* es
contraible i.e. si es de la misma homotopia que un punto.

En cada U C M uno tiene un grupo local de Lorentz Ly que en =z € U,
toma el valor £(z). Ya que las tetradas son una base natural de I'(TU), y la
métrica tiene necesariamente una signatura 17,y, los haces principales £,, sobre
M™ también son naturales. También debe notarse la apariciéon natural de un
nuevo grupo en cada x € M™, ademés del grupo general de transformaciéon de
coordenadas en la interseccion de conjuntos abiertos: el grupo de Lorentz.

9. En la seccion (2.10), la derivada covariante de una secciéon local o; de
un haz vectorial arbitrario £ fué definido como: Vg, 0; = Fiiaj. Sea g; = eg;
entonces

Viea =Vu(ea”0y) = (0pea”)0y + €0 "V, 0, = (Opea” + e, "17%,)0,  (115)
Ahora se definen los coeficientes de la conexién de espin wza por medio de

Zaeb y Vet ::wzbeb (116)

Ve i=w
(Los wza ’s en el caso presente no son otra cosa que los I‘ii ’s) Entonces, wzaeb r9,
(Opea® +eq"T'h,,)0,: de la independencia lineal de las bases coordenadas y mul-
tiplicando por e, ¢ se obtiene que:

c c P c, vp
Wha = €p “Opea” + e, % "T, (117)
0
wgb = —6p pep,a ‘4 €a Heb Vep CFZV (118)
con:

c c nwo_ v c __ c _ v _
wep = e, ‘Why, Wk = 9" wab,  €pa € =0a€,°, Ou=¢€,"0, =€, (119)

Multiplicando por e, %ey ¢ se tiene la relaciéon inversa:

Iy =ea0uexn® +e.%ex “wy, (120)
(@]
FZ)\ = wgaec Uex\ aeu d_ €a,d Uea )\(3“ d (121)

con eq 4% = 0geq ”
Multiplicando (117) por e.“ y (120) por e, ® se obtiene respectivamente:

Opea” + 160" —wigec” (122)

duex’ —Tones " +whaen® =0 (123)
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La derivada covariante de tensores con indices superiores e inferiores “internos”
(Lorentz) y “externos” (espacio-tiempo) esta definido por:

DTttt = g, Thioe p i pouean (124)

Cy H1-..Gt

a; H1---Ge—1Ct A1 oL
“+w T by -T T pby T vy by—1cy

[l pry )\11/2 b —w

Con esta definicién, las ecuaciones (122) y (123) quedan como:
D,e,° :0yDMe,\b =0 (125)

respectivamente. (También se puede denotar D, T “1 T”1 o u)
b ;
De las transformaciones de Lorentz de las tetradas ea y sus inversas, e, ¢ =
€], °h; 1 se obtiene:

€0 “Opeq” =€l "hyt €0, (h, %€l ) (126)
— €;Th:1 Cau(had)e:jg —‘r@l ’I"h—l ch da e/ o
:8u(had)h;16+ha ( / ra /a)h—lc

y
eaceaurzu_ / rh 1Cha ed e :had( / Te uFa )h;lc (127)
Entonces:
wfm = h, d(ef7 Tﬁﬂe’d 7 +el el "Ffw)h;l €+ 90u(hg d)hgl ¢ (128)
_ ha dwl th;l c =+ a,u,(ha d)hgl c
i.e.
w=hw'h™ + (dh)h™* (129)
0 equivalentemente:
W' =h"'wh —h7dh (130)

Asi, la 1-forma w®;, := wzbdx“ no es un L-tensor 1-1, ya que se transforma como
un término inhomogeneo.
Se debe notar que de (117), w tiene la estructura:

w=eYd+Te (131)
y por (120), la estructura de I" es:
I'=e(d+we? (132)
Se puede mostrar que para una conexién métrica V, para la cual
Dypgun =0 (133)
la conexién de espin con indices de Lorentz:

Wypbe = wzcnab (134)
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es antisimétrica en estos indices. De hecho, usando (122) y (123):

0= guvip = (Mavep “eu b);p = Nabspep “€v b+ Nab€p * ;p€u b+ Navep “€y ’ p (135)

= TNab;p€pu “e, b= (_wgancb - wgbnac)eu “e, b= _(wpba, + wpab)e,u, “e, b
Entonces:
0 = —(Wpba+Wpab)ep “€u be Fey? = —(wpba—l—wpab)dgég = —(WpdeF+Wped) (136)
i.e.
wpdc = —wpcd (137)

De aqui se ve que esta es la condiciéon de compatibilidad de la métrica que reduce
el algebra de Lie del grupo de gauge de ¢l,(R) a o(1,n — 1) o o(n), donde la
1-forma wpe = wypeda?. El grupo de gauge reducido puede ser O(1,n—1) , O(n)
o , para el caso n = 4, SL(2,C) si h,© € El = S0°(1,3) en cada z € M*
(Randono, 2010).

Hasta este punto, el contenido de esta secciéon no depende de las propiedades
de simetria de los indices de I'j . En particular, si la conexién de Levi-Civita
se inserta en (109), usando (117), se obtienen los coeficientes de la conexion de

espin wy,, en términos de las tetradas, sus derivadas y la métrica de Lorentz 74p:

1
wfm =e,Ope,” + 56,) ‘eq ”nfdef Peq “nmik(0y(ex he, k) (138)
+0, (e he# k) — O0y(eu he, k)

Por lo que se tiene el resultado anédlogo al de la dependencia de la conexion
de Levi-Civita en la métrica: la dependencia en las tetradas de la conexién de
espin.

10. Explicitamente, en cada carta (U, z*) en M, la conexiéon de espin (me-
trica), con valores en so(3,1), se construye de la siguiente manera:

1

w= iw#abdz“ ®lapy € T(T*U ® 50(3,1)), v = w(x) = (z,wy) (139)

con wy = %wwb(x)dxﬂx ®lap € ThU ® s0(3,1)

i.e.

1

we 2 TpU = 50(3,1), vz = wy(vg) = §wwb($)dx”|w(vw)lab (140)
1 1
= §wﬂab(x)v;‘lab = 50.}:117(3?)1@1)
con why(x) = —wp, (%) == wyuap(X)Vh ¥ we(ve) = whilor + ... + wiylar
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Si se considera la componente conexa del grupo de Poincaré Py, la suma
semidirecta del grupo de traslaciones 7; y la componente conexa del grupo de
Lorentz Ly4:

Py =Ta®S0%3,1), (a/,\)(a,A) = (a’ + Aa,A'A) (141)
Con algebra de Lie:
pa=R*@s0(3,1), (N, )N 1) = (UX=IN[I',0]) = =X DN, 1) (142)

(P4 es un subgrupo del grupo afin Ay; para una n arbitraria, 4,, = R*©GL,(R)
con algebra de Lie a,, = R” ©® R(n))

También, en cada carta (U, 2™) en M, la tetrada (1-forma) é* con valores en
Lie(T1) = R* ie. é* € T(T*U @ R*) se construye de la siguente manera:

& =elda" @ X: U - T'U @ R?, &%(z) = (x,¢%), & (143)
= ey (v)da’|, ® XeT:U @R

el T,U — RY, BZ(Z')dQS#LT(’UI)X = €x\ con €, = e,

(z)vt e R (144)
11. El haz de Lorentz £, — F;, — M* extiende el grupo de simetria de RG,
de el grupo de transformaciones generales de coordenadas de M*, a la suma

semidirecta:

Gra=L4OD (145)
con ley de composicién dada por:
(W, g')(h.g) = (W'(g'hg' 1), 9'g) (146)

de hecho, se puede verificar que D tiene una accién izquierda sobre L4 en cada
fibra Fr,_ de el haz, dado por el siguiente diagrama conmutativo:

Que define:
h' = ghg™t = Ly(h) (147)

(accion de conjugacion), con

g(x, (e1(2),... ea(2))) = glea(2)) = glea " (2) 57 (148)
0 ox' #
_ ! _ / _ v
= (@) e €0 (@) = e (@)
La accién es izquierda ya que:
W= b =gy~ =g'(ghg™")g™" = (g'9)h(g'9)™" (149)
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2.20 Curvatura y torsiéon en términos de la conexiéon de
espin y las tetradas. Ecuaciones de estructura de Car-
tan; identidades de Bianchi.

En lo que sigue se designara como ¥(L") a el espacio vectorial real de k formas
diferenciales en M, con valores en los tensores (r, s) de Lorentz.

Dada la tetrada e, “ y la conexion de espin wy, en la carta (U,z*) en M, se
tienen las siguientes formas diferenciales:

e’ =e,%da" € QL) y wp= wypdz! (150)

wey ¢ QY(L1) ya que w®;, no es un tensor Li, sino una conexion en el haz
de Lorentz L4 — Fr, — M™.
Las 2-formas estan dadas por:

T =de® +wy Aeb = %Tgyda:” Adz” € Q*(LY) (151)
con
T, = 0ue,* — Ope, * + wzbe,, b_ Wpen b— _po " (152)
Y 1
Ry =du”y + " e Ny = SR yuda N da” € Q3(LY) (153)
con
R* p = Opwyy, — Ouwiyy, + Wy owpp, — Wiy, (154)

(151) y (153) son conocidas como ecuaciones de estructura de Cartan. Como se
muestra mas adelante, T y R®, son, respectivamente, las 2-formas de torsion
y curvatura.

Para de® se tiene:

de® =d(e, “dz") = Ope, “dat Ndx¥ = Qj, dat N dz” = Q° (155)
con: )
Yy = (de”)y = lev® —enn ) = =L, (156)
Y también:
1
gc = (dea)bc =eptec VQZV = 561/ a(ec #8/L€b Y —ep Mﬁuec U) (157)
_l o 1y — _Qo
- 26;4 (eb,c €c,b ) - ch
Si comparamos esta ecuacion con la obtenida para Af. en (1.16.2), se tiene que:
1
b= —=A7 158
be 2 be ( )
Por lo que
[en, €] = —2Qp.eq = —2(de?)peea (159)
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Asi que Qf, también mide la no-conmutatividad de las tetradas. Por la identidad
de Jacobi,
0l 0. + 0,08, + 0l 08, =0 (160)

Se puede mostrar con facilidad que para una conexién métrica, el tensor de
curvatura con indices de Lorentz:

Rap = nqaR%y, (161)
Es antisimétrico i.e.

Rab = _Rba (162)
De hecho,

Ry = nad(dwd ptw? AWC b) = Naddw® p+Naqw® AW’ b = dwap+wae AW p (163)

= —(dwpg + Wea A W p) = —(dwpa — W p A Wea) = —(dwpg — Wep A W)

mientras que
Ripo = bR o = Mpe(dw® o + w® g A w a) = dwpg + Wpa N wt, (164)

d
= dwpg — wap N W 4

Simbolicamente se esctibe:
T=detwAe y R=dot+wAw (165)

Es decir, la torsion esté relacionada con las tetradas y la curvatura a la cone-
xion de espin. Sinembargo, mientras que la curvatura tnicamente contiene a w
mientras que la torsién contiene tanto a e como a w, esto se debe a que el grupo
de Poincaré es la suma semidirecta de R?* (traslaciones) y SO°(3,1) (rotaciones
en el espacio-tiempo)

Una variedad equipada cén una métrica g,, y una conexioén I'}} ) compatible
con la métrica pero con torsion diferente de 0, es llamada una variedad de
Einstein-Cartan. La métrica induce una conexiéon de Levi-Civita (I'z¢)l, con
Iy, = Tre), + Kb, donde K}, es el tensor de contorsion.

En la teoria gravitatoria de Einstein-Cartan (E-C), las 1-formas:

{e®, wap } (166)

Son llamadas potenciales de gauge o gravitacionales, respectivamente traslacio-
nal y rotacional, mientras que las 2-formas:

{1, Ry} (167)

son llamadas intensidades de campo de gauge o gravitacionales, respectivamente
traslacional y rotacional. En un punto cualquiera, siempre es posible decir que
ept = 1y wpy = 0, i.e respectivamente e, ¢ = 9§, (16 condiciones) y Wyay = 0
(24 condiciones) (Hehl, 1985; Hartley, 1995). El namero total de condiciones i.e.
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40, coincide con el correspondiente de hacer 0 los simbolos de Christoffel para
el caso de la conexion de Levi-Civita (|[{(Tzc)4,} | = 40).
En resumen, se tienen las siguientes relaciones esquematicas:

curvatura <— conexion de espin <— rotaciones de espacio — tiempo

torsion <— tetradas «— traslaciones espaciotemporales

Por otra parte, por el teorema de Noether, se tiene que:
rotaciones espaciotemporales «+— momento angular

traslaciones espaciotemporales <— energia — momento

En la teoria de Einstein-Cartan, basada en una conexiéon métrica no simetrica,
las fuentes de curvatura y torsién son respectivamente enrergia-momento y y
momento angular de espin. i.e.

curvatura <— energia — momento

torsion <— momento angular de espin

Este “cruce” de relaciones se debe a teoremas de holonomia (Trautman, 1973).

En teorias de campos relativistas(tcr), los campos pertenecen a represen-
taciones irreducibles del grupo de Poincaré P4, que se caracterizan por dos
parametros: masa y espin. La invariancia bajo traslaciones (7;) y rotaciones
(L4) respectivamente conducen, por el teorema de Noether a la conservacion
de energia-momento (7,,) y momento angular: orbital + intrinseco (espin, con
densidad SY,). Por otra parte, la geometria diferencial (g.d.), por medio de teo-
remas de holonomia, relaciona a la curvatura (R} ,,) con el grupo de Lorentz
y a la torsion (77,) con las traslaciones. Finalmente, las ecuaciones de Eins-
tein (E) hacen a la enregia-momento la fuente de la curvatura, mientras que las
ecuaciones de Cartan (C) hacen al espin la fuente de la torsion.

Esto se sintetiza en el siguiente diagrama:

Ly

d.g. + N t.er
Rlylpo 64»’ \l SI'L/Lp
TE cl
T N de 7,

t.cr N T v g.d.

Ta

En la formulacién de la teoria de Einstein-Cartan basada en las tetradas y la
conexiéon de espin, las ecuaciones de Einstein se obtienen al variar la accidon con
respecto a las tetradas (J.), en relacion con las traslaciones, y las ecuaciones de
Cartan se obtienen al hacer la variacién respecto a la conexiéon de espin (d,,),
en relacién a las rotaciones.
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Localmente, como 2-formas diferenciales con valores en so(3,1) y Lie(Ty) =
R4, Ry T® estan dados de la siguiente manera:

1
R= 5J;cab,mdasp Adaz” @l € (AU ® s0(3,1)), Rappo (168)

= T](lde bp07 R(I) = (I7RJ))
1
R, = iRabpg(x)dxm ANdz? |, @l € A2U @ s0(3,1), (169)

R,: T,U®T,U — s0(3,1), Ry(vsz,ws)

1
= Rabpo(2) (vgwg — vgwg)lap (170)

T =T%,,de" Adz¥ © X € D(A2U @ RY), T°(x) (171)

= (2,T2), T¢ = T, (z)da"|, A da], @ X

-

a a 1 a v v
T¢: T,U @ T,U — R, T (vg, wy) = iTW(x)(Ung —vgwt)A (172)

De la definicién de T, se tiene que al ser d> = 0, dT = dw Ae -w A de =
dwoNe—wA(T—wAe) = dwhe—wATH+wAwAe, i.e. ATHWAT = (dw+wAw)Ae
esto es:

dT +w AT =RAec QLY (173)

En componentes de Lorentz:

dT* + w*y AT = Ry A b (174)

Para R se tiene que dR = dwAw—wAdw = (R—wAw)Aw—wA(R—wAw) =
RAw—-wAR,ie.

dR+wAR-RAw=0¢€ QL) (175)
En componentes:
ARy + W . ARy — R . ANwp, =0 (176)

(12) y (14) son las llamadas identidades de Bianchi.
El operador de derivada exterior covariante que actua sobre formas diferen-
ciables valuadas en tensores de Lorentz se define como:

D, =d+ wA (177)
con lo que se tienen las ecuaciones:
T=Dye, D,T=Rne, D,R=RAw (178)

Aunque w no es un tensor de Lorentz, se tiene que R = D, w.
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Se puede verificar que T es simplemente dos veces el tensor de torsion de
la secci6n (1.14)

ea T 1y = ea M(de®)  + (Wb A e®) ) (179)
=e, A(ﬁuey *—0ye, "+ wzbey b_ Wopen b)
= (ea )‘5'“61, “teqe, beb) — (ea )‘&,e# “+eq Aeu bwly) = Ff;u - fo\u = 2T:\u
Mediante un calculo similar se ve que:
e, e, PRY buv = €a ”egb(dw“b +w e Aw ) (180)

b a a a c a c
= €q peo (auw vb — 81/W ub +w ucW v — W W p,b) =R ouv

Para el tensor de Ricci y el escalar de Ricci no restringidos a las conexion de
Levi-Civita, se tiene respectivamente:

Ry, = R! ouv = €qa Pex bRa bur Y R=R", (181)

b pa ov v pab
:eaﬂea R burvg :eaueb R nv

2.21 Conexioén de espin en bases no coordenadas.

Los simbolos de Christoffel para una conexiéon métrica con torsiéon son:

ry,=TLe)y, + KL, (182)

vp vp

donde el tensor de contorsiéon depende en la métrica y en la torsiéon; mientras
que (I'Lc)p, solo depende en la métrica y en sus derivadas. Contrayendo con
e*’s y eps se obtiene:

eaen’e, “(Lre)l, +ea"en e, “ Kb, = eq ey e, T}, (183)
que usando (5) da:
Wap T e €p 0 =ea"er e, “(re)ly, + Ky (184)

usando la expresion g,,, 0y, etc. en la expresion para I'c en términos de
€’'s y sus derivadas se obtiene:

Wdab = Yabd + Kdap  (espacio Uy) (185)

donde
Yoad = —2dab + Qabd — Qbda = —Yado (186)
son los coeficientes de rotaciones de Ricci, con |{Vapa} = w , (24 para

n=4) y:

Xabc = nadedca X = W, v, Qa K7 Xcdb = _deca X = W, 7, Q (187)
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Si T® = 0, entonces
Wdab = Yabd  (espacio Vy) (188)

Las ~/,,;s provienen de la métrica, las tetradas, sus inversas y derivadas de
estas dos ultimas. Por lo que el transporte paralelo y las rotaciones asociadas
de vectores, por (16) tiene 2 fuentes: métrica (g) y torsion (7): de

Wyab = Yabv + Kvap (189)
se tiene que:
(0 A)ale = —wpan(2) A (@)da" | = (67 A)als + 0V A)e  (190)
con
(017 A)ale = ~Yaby (1) A*(z)dz" (191)
(017 A)ale = —Kyap(x) A(z)dz" |, (192)
(Ag = ea ™A, AP =nleA,).

2.22 Coordenadas localmente inerciales.

Sea (M™,g,T) un espacio U™, © € M"™ y (U,¢) = (") una carta en M™ con
xeUyat(x)=0,4=0,...,n—1.Sea (U',¢') = (¢ *) una carta con ' * = 0
y:

1 v
ot =a' - §F€Lup) (x)z' V2’ P (193)
donde (vp) significa simetrizacion. La parte antisimétrica Fﬁ/ g = 1h, = -1,
(torsion) no contribuye al cambio de coordenadas.
La condicién de metricidad en x:
0= g,uu;)\(x) = g,uu,)\<x) - Ff\u(x)gup(x) - Fﬁy(x)gup(x) (194)

que, siendo un tensor también es valido en la carta U’, la férmula de transforma-
ciéon de tensores para g, y la diagonalizacion de g, en 7, en = (determinado
hasta una transformacion de Lorentz), conduce a las ecuaciones:

gl #U(x/ )\) = N + (n#PT)l\)y(x) + nypru(aj))x/ A + O(q;’ Iz ) (195)

0 2
= Nuv + Wg;u/(x)xl A + O((E/N )

(Tro)i,(x) = %n“"(aL(g;g)(w) +0,(90,)(x) — 9 (g,,,)(x)  (196)

por lo que

T, (x) = 0= 0\(g)(x) =0 y (TLe)l,(x) =0 (197)
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i.e. el desvanecimiento de la torsién en x es condicién suficiente para tener un
sistema inercial local en x.
Sin embargo, la condicién no es necesaria, de hecho:

NupT% () + 10p 1%, (P) = Trwu(p) + Trpw(p) = 0 (198)

implica que T},,, es también antisimétrico en su segundo y tercer indice, por lo
que es entonces totalmente antisimétrico ya que Tj,,n = —Tpuxny = T = —Thop
Se tiene que para:

n=2
Toy=T5 =0
n=3
T((J)l:T(?QZTOll:Tll2:T022:T122:0
T102:T120:T012
n=4

0 _ 0 _ g0 _ml ol ol 2 2 2 3 3 3
Iy =Toa=Toz =Ty =Tip =Ti3 =Top =T = T3p = Tz = Ti3 = T53 = 0
0 _ p2 _ pl
Ty =Tip = Tp
0 _ g3 _ il
Ttz = Tip = T3
0 _ 3 _ m2
T3 = T5 = Tp3
1 _ 2 _ 3
Ty =13, =17,

En cada caso, el nimero de componentes independientes pero no necesariamente
cero del tensor de teorsion coincide con el niimero de componentes independien-
tes del tensor totalmente antisimétrio de torsién con indices covariantes, nimero
que resulta asi de el hecho de que la definicion de las geodésicas como “lineas
de mundo de particulas” (velocidades transportadas paralelamente) coinciden

con su definicién como trayecorias de longitud de arco extrema. Esto tltimo se
puede ver como:

Pot L, dadat
dxz T gn da
donde solamente contribuye la parte antisimétrica de I') :

=0 (199)

F?uu) = (FLC)zOfM - gap(T:\pg)\l/ + TuApg)\u) = (FLC)SN - (Tu D+ u) (200)

= (FLC)SIL — 2T, )

con g‘HT/g‘Vgag = g‘HTgw =13 % : notese que la forma covariante del tensor
de torsion Tz+s, es antisimétrico en los dos primeros indices: T35 = —1,35. Con
esta definicién de 7,3, la forma covariante del tensor de contorsién es:

Kywp = gpaKffu = Tuwp = Topp + Topw (201)
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que es antisimétrica en los tltimos dos indices i.e. K., = —K,,»
Por otra parte, la ecuacion de las geodésicas definidas como longitudes de

arco extremas:
1

0*6/dsf5/ gudatdz”)? (202)
resulta ser (Carroll, 2004, pp 106-109):

Az dx? dx*

v (PLC)SHKK =0 (203)
Por lo que para que las definiciones coincidan, T{,, “ ) debe anularse i.e. T;,* , =
-T,%, PLpy = =9PTpp © Tuor = —Tyou ie. Topy de be se antisimeé-
trico en los indices 1-3; pero esto implica que 7,3, también es antisimétrico
en los indices 2-3: Tj,or = —Tyvop = Tovpy = —Tuve. Dado que por definicion,
T, es antisimétrico en los dos primeros indices, entonces resulta ser totalmente
antisimétrico; en n dimensiones, su nimero de componentes independientes es

< 7; > = % = N. Algunos valores son:

n

3 4
N 1 4

o N

El conjunto permitido de componentes que no se anulan para el tensor de torsion
conducen a efectos fisicos. Que no se cierre un paralelogramo de lados € y 6"
infinitesimales se mide por el vector:

A =2TH §%e* =Tl (67 e* — 5%€%) (204)

Para n = 4 sus componentes son:

2.23 Forma de soldadura 6 forma canénica.

La forma de soldadura 6 forma candénica de una variedad diferenciable de di-
mension n en un haz de marcos Fpsn, es la 1-forma diferencial con valores en
R™ en FM™ dada por:

O: FM™ - T*FM" @R", (z,r;) = 0((z,72)) = ((,72),0(z,r,)) (205)

con

Ow,r) © Twra) FM™ = R™, 03 r) 7 Oz, (V(,r,)) (206)

=T, © d7rF|(z,rx)(v(:c,rz))

i.e.

Ota,r) =Tz ©dTF|(0,r,) (207)
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donde 7 es la proyeccion en el haz Fyn : GL,(R) = FM™ LN y T, es el
isomorfismo de espacios vectoriales:

ot R" = T, M, (A A" o Fa(AL LA™ = Ny, (208)
i=1
con inversa: .
P O Ni) = (M A) (209)
i=1

En coordenadas locales (z°, X}) en Fy,

n

0" = (X ")hdz” (210)

v=1

-1 _ -1 _ -1 _ _
con (X HH(z,ry) = (XE(z,72))" " = (v¥,)~ ", donde 1y, = (Vig, oo, Una) Y Vo =
n
S vt 52|, Entonces 0% = e, 90" = ¢, *(X 1) ,da” = e, “da” = €% asi que,
p=1
si wr es una conexién en Fysn, entonces DYF O = d9“+w%beb = T es la torsion
de wp.

3 Ecuaciones de Einstein-Cartan.

Para el caso de gravedad pura (vacio). La accién de Einstein-Hilbert es
Sq = /d% eR (211)

donde e = /—det g, = det(e, *), y el escalar de Ricci es:

R=n"R¢, e, e.” (212)

a
buv
La variacién de S¢g respecto de la conexion de espin Wyp ¥ las tetradas e, * con-

ducen respectivamente, a la ecuacion de Cartan para la torsion y a la ecuaciéon
de Einstein:

0uSc =0—

T:c +eq VTC — €c v a — 0 (213)
[0}
TV, 46U, — 64T, = 0 (214)
0.5 =0 =
G, =0 (215)
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con 1
G*,=R",~5Re," (216)

donde R* , = nabRb“ = n“bRC wwpee”. En vacio R = 0,—=
R, =0 (217)

En este caso, la torsion se anula, tomando la traza v — o en la ec. (24), para el
tensor de torsion se obtiene que 7, = T, = 0, por lo que por (24) nuevamente
se tiene que:

T),=0 (218)

Por lo que para el caso meramente gravitacional, la teoria de E-C se reduce a
RG.
El acoplamiento de la gravedad a los fermiones de Dirac esté descrito por:

Sp-r =k [ dtecLnp =k [ dtoe( (5" (Duv)~(Dub)y"v)-mi) (219

donde:

2 etV = €0 "(D) — ~wupeo)h = eq P Dt) (220)

-Daz/}:(ea*4 1

Da'l/_J = eai/_} + iwabcio—bc = €q M(a;ﬂ/_} + %Wp,bcu_)abc) = €q ”D#d—) (221)

son las derivadas covariantes del campo de Dirac 9 y su conjugado ¥ = 1T~
respecto a la conexién de espin, que da el acoplamiento minimo entre gravedad
y fermiones. o%¢ = % hb,vc], las v*'s son las usuales matrices gamma de Dirac
(constantes) que satisfacen que {’y“,vb} = W A0T = 40 ¢ it = i k=
—16#6%. Variando respecto de la conexién de espin:

0wSpD_E = g/d‘% el {fy”,abc} YOWype = g/d‘% eS”bcéw#bc (222)
con SHb¢ = ¢, *S59%¢ donde
> 1~ a c
57t = L5 {0 (22)

es la densidad tensorial de espin del campo de Dirac. S*¢ es totalmente an-
tisimétrico por lo que tiene 4 componentes independientes: S°!2, §123, §230
5301

Si se combina este resultado con la correspondiente variaciéon para el caso de
unicamente el campo gravitacional, se obtiene:

0=06,(S¢ + Sp_pg) = /d% edw, “(TV, + o " T, — e " Ty + gsgc) (224)
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y entonces:

TY, + eu" T, — "Iy = — 25t (225)
que es la ecuacion de Cartan. Multiplicando por e, “e, © se obtiene:
Ty, +6, T — 0,1, = —ESZU (226)
2
con L
Spo = 701", 0p0} ¥ (227)
La solucion de (34) da la torsion en términos del tensor de espin:
1, = ST (5, 4 (545, — 61S,) (228)
con S, = S},. (en unidades naturales, G = ¢ = h = 1 por lo que T}, =

8m(S), + %((5‘0’50 —055,)).
Finalmente, variando respecto de las tetradas:

5.Sp-5 = [ dho e (1 (Dub) ~ (Dub)'w) = Lo p)ie”  (229)

Para el campo de Dirac que obedece la siguiente ecuaciéon de movimiento:

0Sp-rg  6Sp-E

= =0 230

i.e. o ~
v (Do) + mp = iy* Dot —map =0 (231)
el lagrangiano de Dirac-Einstein se anula i.e. Lp_pglec.mov. = 0. Por lo que

combinando este resultado con la correspondiente variacion para el caso del
puro campo gravitacional, se tiene que:

0=10.(S¢+Sp-g) = /d4x e(2R* ,—Re,, “+k%(1/7’y“(D#1/J) —(Dypy*1))deq "

(232)
y de la arbitrariedad de de, *
1 k
R®, — §Reu ¢ = —§T“ u (233)
con )
7 - -
T, = S("(Du) — (Dt (234)

que es el tensor de energia-momento de el campo de Dirac. Al multiplicar la
ecuacion (37) por e, ¥ se obtiene:

K (235)

1 k 1
RVM — §R(5Z = _7TVM [0} R)‘I" — §R9>\u = _2

2
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la ecuacion de Einstein en coordenadas locales.

Nota: Para Lp_g se tiene que :
Lp_gp=e"T" T miw (236>
i.e. T*, se acopla a las tetradas. Por otro lado
T u= fe u + w#bcsabc (237)
donde )
a LT oa 7\~ O
0 u = 5 9 — (8,4)7"9) (238)
es el tensor de energia-momento canénico del campo de Dirac. Entonces:
Lp-p = ea"0% , + €a "wupeS™ — mahth = €, "0 |, + wapeS™" — mabrp  (239)

Asi que 0 , se acopla a las tetradas mientras que el espin se acopla a la conexién
de espin; mas atn, ya que S?° es totalmente antisimétrico, el campo de Dirac
solamente interactua con la parte totalmente antisimétrica de la conexion.

4 Relatividad General.

4.1 Espacio-tiempo.

El espacio tiempo en Relatividad General es la variedad Lorentziana diferen-
ciable de 4 dimensiones conocido como espacio de Minkowski R* , con coorde-
nadas cartesianas z# = 29, 2!, 22, 2% , donde la coordenada z° est4 asociada
con el tiempo ¢, constituyendo un sistema coordenado orientado con métrica
My = g(%, T(Zu) ,n =diag(—1,1,1,1). Tiene una conexion I' compatible con
la métrica i.e. DE 9gvp = 0, pero no necesariamente simétrica: un espacio-tiempo
Uy.
Entonces

I, =Tre)s, + K3, (240)
con I',¢ es la conexion de Levi-Civita con componentes coordenadas (I Lc),‘}M =
%gao(az/gua + 8ugua - aaguu)a y

Kg,u = (KA)S;L + (KS)S;L (241)
es el tensor de contorsion, donde (K )y, =17, = —T5, = %(Fg‘u—Ffju) =T,

es el tensor de torsion, con Kg su parte simétrica, con componentes:

(Ks)%, = 9" (T, 95 + Thgau) (242)

En términos de las tetradas e, = e, #0,, y sus duales co-marcos e® = ¢, “dz*,
que se transforman como: e, e, * = 00 y e, e, @ = 6¥, y la 1-forma conexion
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de espin w?; = wzbdx“, la I" esta dada por I‘Z}\ = eq0uer® +e. % “wl‘ja con

inversa w,, = e, “Oue.” + e, ‘e, VT, (Carroll, 2004). Para la métrica, se tiene
que g, (z) = napve, “(x)e, *(z), donde z € M* y 1gp, = diag(1,—1,—1,—1) es la
métrica de Lorentz. Cada métrica g,,,, estd en correspondencia 1-1 con una clase
de equivalencia de marcos [e, #]: si e, esta en la clase, entonces e, * = h, ‘el *
con h, © € L4; para los co-marcos e, ¢ = ¢, ¢h 1 2. Por lo que tanto e, *'s como
los e, *’s son ambos vectores de Lorentz en los indices internos o de gauge
(latinos), y respectivamente vectores y 1-formas en los indices de coordenadas
locales (de mundo). El caracter métrico de la conexion implica que wap = —Whq
(para indices latinos, X, = 7,5 X" y X? = n"*X,).
La torsion y la curvatura de la conexion estén dadas por:

1
T =de® +wy Aeb = 51" pda’ A dz (243)
con:
T = 0pe, * — ey, +wipey b_ Wypep b (244)
Y 1
Ry =dw®py +w* c Ay = §Ra bl“,dx“ A dz¥ (245)
con
Rl(:uu = auwgb + chwﬁb - wgcwzb (246)

4.2 Ecuaciones de Einstein.
4.2.1 Conexién de Levi-Civita.

Segun el teorema fundamental de la geometria riemanniana o pseudo-riemanniana,
dada una variedad riemanniana o pseudo-riemanniana (M",g,,), existe y es
Unica una conexion métrica lineal y simétrica (la conexion de Levi-Civita) dada
por:

1 . Y
Flsz = igu (augpa + apgua' - aogl/p) = g” Fgup (247)
Con:
Fcn/,o = %(augpa + apgua - aagup)
-
gAMF'LVLp = gkug#group = Fkyp (248)

Que cumple con las siguientes propiedades:

® D,Gvp = Gvpp = 0, también: D,¢g"?., = 0 = Para cualquier camino
suave ¢ : (a,b) — M™ el tensor métrico g,, es transportado de manera
paralela a lo largo de esta curva c:

Dg dx?
nv
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B .
Con: dc‘li)\c“. De esto se sigue que el producto escalar de dos vectores trans-

portados de manera paralela a lo largo de ¢ por la conexiéon de Levi-Civita,
también es transportado paralelamente y por lo tanto es covariantemente

constante.

D Dg DV\*" DW\"
Ty VVNWV =\ 5% % v\ 5\ v " " =
i ) <d)\>WVW+g“ <d)\> Wit guwV <d)\) 0

(250)

¢ D,V,=Du(gwV") = gD, V" i.e. la derivada covariante al subir o bajar
indices.

Se puerde demostrar que si ¢ : (a,b) — M™ es un camino suave que extremiza
el tiempo propio (o la longitud de camino) 7 = fc d)\f%, con f = guy%%,

entonces ¢ es una geodésica de la conexon de Levi-Civita.

4.2.2 Componentes covariantes del tensor de curvatura.

El tenso6r de curvatura esta dado por:

Rg,u,l/ = aurgu - al’rg,u, + Fi\'url))\y - Fguriu (251>

Que para la conexién de Levi-Civita nos queda como:

1
Ryvpo = guARx)/\po ) (0405 Gup + 0u0pguo — 0u0pGuo — 005 Gpp) (252)

+gap (T9,T0, =T T0,)

wot vp up* vo

4

Que es un tensér de cuarto rango, con n* componentes y que cumple las

siguientes propiedades algebraicas.

1. Ruvpe = % (apaugau + 8aaugpu - apaugau - aoaugpu)+ga6 (Fgurgu—rguﬁu)v

que nos indica simetria bajo el intercambio de los dos primeros indices con
las segundos, i.e. Rap = Rpa,con A=poy B = puv

2. Ruppe = —Ruvpos Ruvep = Ruvpos, entonces Ry 0, = Ruvpe que puede
resumirse como :

Rp,l/po = _Rup,pa = _R,u,l/ap
3. Ruvpo + Rupov + Rugvp =0

El ntimero de componentes linealmente independientes de R, ,c para m dimen-

siones es: . s
. _ m~(m~-1)
N(Ruvpoim) = 12
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4.2.3 Tenso6r de Ricci para la conexion de Levi-Civita.

Se define como el 2-tensor covariante:

Ry = g"" Ruvpe = R,
R, es simétrico:
Ry = g" Ryuopr = 9"’ Rpvpo = 9°* Rpupo = Ry entonces:
N(R,,;m) = 7"’("5“)
También se puede escribir:

Ryo = ¢"" gu\R),, = 4R} = R = (dx?, R(D,, 0y, 0y))

vpo vpo vpo

= (dz”,R(0,, 0y, 05))

4.2.4 Escalar de Ricci para la conexiéon de Levi-Civita.

Se define como:

R:=g"'R,, = R},

R e C*(U,;R)
En espacio-tiempo vacio:

4.2.5 Tensor de Einstein.

El tensor de Einstein esta definido por:

1
Guu = R;UJ - iguyR

(253)

(254)

(255)

(256)

(257)

El cual es simétrico y G, € C®°(Us;R) y se cumple que: G, =0 Ry, =0

4.2.6 Ecuaciones de Einstein para espacio-tiempo vacio y en presen-

cia de materia.

a) Para el caso de espacio-tiempo vacio:

Para todas las cartas de la variedad i.e. para todos los marcos de referencia:

RMU:0:>GW,=O.
N(R;LD) = N(gu,/)

Y R,, = 0 no implica que R,,,c = 0, lo cual se interpreta como que el

espacio-tiempo vacio puede tener curvatura.

b) En presencia de materia:
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Para todas las cartas de la variedad i.e. para todos los marcos de referencia:

881G

G/Lu = A T’/Lu

Donde G es la constante gravitacional de Newton, ¢ es la velocidad de la luz
y T, el tensor de energia momento, el cual es simétrico i.e. Ty, = T,, y se
conserva de manera covariante:

TH:, =0

5 Invariancia de gauge ante el grupo de Lorentz.

Bajo transformaciones locales de Lorentz h, ®(x), las tetradas y los comarcos se
transforman como se indica en la secciéon (1.17); como consecuencia, el elemento
de volumen invariante de coordenadas d*x e es también invariante de gauge, de
hecho:

/ ch—la ! dh—lb /¢! dh—la,'7 bh—lb
ab’tq

gu,,(m) = Nab€p a(x)eu b( ) = Nab€y, €, €
(258)

/cld

Ned = Gy, (2)

que implica €' (r) = e(z), y ya que 2’ * = z*, entonces d*z e = d*z’e’
Por otro lado, la transformacion de la conexiéon de espin esta dada por:

Wy =he W' " bt A+ (dhy DRyt e (259)

que no es tu tensor de Lorentz. Su curvatura en cambio, si es un tensor de
Lorentz:
R, = hy?h; R ¢ (260)

El escalar de Ricci esta dado por:
R =ntle, ey Y(0uwiy — Ouwiy, + w Wy — W wub) (261)
=1"%eq Mea” ((7) — (5) +(a) = (8))
con (7) = Gy, (0) = duwpy, (@) = wicwpy, v (B) = wiewpy:
Bajo la transformacion:
= he'w b+ (Ohe (262)

tenemos:

(@) = (a) + (b) + (¢) + (d) con:

= he l W' h—lah 9., h_lc, b) = h. l /7 h—la (9 hb h—lc 263
g

vg'’s

(¢) = hp 9w’ 5 bt (Duhe YRy o, (d) = (Duhe YRyt (Db O)hy ¢ (264)

vg''s
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(B) =(e) + (f) + (9) + (h) con:
(€) = he ' St “hy '’ bt € () = he 9w oh Tt (9uhy Yyt (265)

vg'’s nl ’ vg''s

(9) = I ' Juh “(@uhe )y, () = @uhe Yy (0uhy gt (266)

(v) = 1] + [2] + [3] + [4] con:

(1] = Iy, "0y (0, L), 2] = o LB ("B, 8] = (0,00 ™Y
(267)
4] = (@b ™) (Bt )

y (6) = [5] + [6] + [7] + [8] con:

[5] = ho'ht (00 ), [6] = w50 (e 'R, (7] = (0,0uhe Yyt 7, (268)

[8] = (9l ) (21 )

Ahora bien:
8] = [7] = (88l ™)y, * = (8,0, )Ry H = 0 (269)
(b) + (¢) =w' [yhy " *Oyhyt — W' 5 by 90, b (270)
(f) +(9) = W' ghst “Ouhy? — W' iy 'Ot (271)
entonces:

((0) + () = () + (9) = &' [udu (h By ) =& 540 (h By 9)  (272)

también:
[2] = [6] = &' 5y (hy Oht ) — & 18y (hy "h ) (273)
entonces:
((b) + (c)) = ((f) + (9)) + ([2] — [6]) =0 (274)
también:
[4] = 18] = (@uhs ") (Fuhy " ) — (Db )01 ) (275)
y
(d) = (h) = (Brh; " *)(Buhs ') — (Buhy H ) (Duhs ") (276)
entonces:
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([4] = 8]) + ((d) = (h)) = 0 (277)

Finalmente:

[1] = [5] + (a) — (€) = hp 'ht (9w’ 5, — D0 oW W =W ) (278)

vl vr® ul

Por lo tanto:

o bd, pu, vy lp—1la /s x Is 7T rs T
R =n"%e, eq"hy ' hy “(0' 5, — Opw W W W W ul) (279)
ottty /s /s rs I rs ,1r _ pl
=1 € ¢ (aﬂw vl _al/w wul tw pr® ol T W oW = (280)

La parte de la accién que corresponde al acoplamiento de la gravedad con el
campo de Dirac, Sp_ g es autométicamente localmente invariante de Lorentz,
ya que esté escrito en términos de derivadas covariantes Dy vy Dg).

6 Invariancia de gauge ante el grupo de Poincaré.

6.1 Analisis global.

0 1

afin A* = {( i\ ),/\GR4} en la forma:

GAJ(R) x A* = A%, ((g ﬁ),(i))a(”if) (281)

Entonces, uno tiene el siguiente diagrama de breves secuencias exactas (b.s.e.’s)
de grupos y homeomorfismos de grupos:

El grupo afin GA4(R) = {( g9 & > , 9 € GLy(R), € € R4} actua en el espacio

0 — RY % GA(R) z GL(R) — 0
Idt T Tt
vl
0 — ®R o 7 L — 0
H

con u(§) = ( 161 § > y v (( g i\ >) = g, i es una funcioén suprayectiva

11y ker(v) = Im(p) = {( e >,§GR4}.

vy p también estan restringidas respectivamente a la componente conexa
de los grupos de Lorentz £, y Poincaré Py.
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Ambas b.s.e.’s se dividen, i.e. existe el homeomorfismo de grupos p : GL4(R) —

0 1
y v|op| =Idg,. Asi que

GALR), g = p(g) = ( g 0 ) y su restriccion p| a Ly, tal que vop = Idgr,(w)

GA;(R) =R*© GL4(R), P, =R* O L4 (282)
con ley de composicion:
(NN g) =N +9'\d'9) (283)

Los b.s.e.’s de arriba pasan a ser los de las correspondientes élgebras de Lie:

0 — R % ga®) L gl(R) — 0
%
Id?t T T
) 7|
0 — Rr L, o 0
%

con gly(R) = R(4), gas(R) = R* ® gl4(R) con producto de Lie:
(N,R")(\,R) = (R'A— RN, [R,R)) (284)

donde [R’, R] es el producto de Lie en gly(R) y [N, A] = 0 en R, fi(¢) = (¢,0),
v(&,R) = R,y p(R) = (0,R). G, vyp (y sus correspondientes restricciones
il, 7| y p| son homeomorfismos de édlgebras de Lie, con 7o p = Idg, ) vy
vlop = Id;,. Los b.s.e.’s se dividen solamente a nivel de espacios vectoriales i.e.
si (A, R) € gas(R), entonces (A, R) = () + #(R), pero (A, F) # a(\)a(R).

Si Fapa : GLy — FM* ™5 M* y Ay : GAy — AM? A M* son res-
pectivamente los haces de marcos lineales y afines sobre M*, donde FM* =
Ugerrs ({7} x (FM*),) donde (FM*), es el conjunto de bases ordenadas r, =
(1,,...,vq,) de ToM*, y AM* = Upeppa({z} x AMD).

Con AM2 = {(vz,rz) , Vg € AgM?A, ry € (FM4)1;} donde A, M* es el espa-
cio tangente en x considerado como espacio afin, entonces se tiene el sguiente
homeomorfismo de haces:

BXv
AM* x GA, & FM* x GL,
Yal 1 Yr
B
AM* - FM*
(_
A }7r
M4 Id M4



donde:
ﬁ(x’ (’Uw,Tw)) = (:I:”raj), 7(x7rx) = (.Z’, (Oﬂi,rw)>7 0eT,M", ¢F(($ﬂ“z)a9) =
(2,729), y:

Pal(@, (va;72)), (€, 9)) = (@, (V2 + 12€,729)) (285)

Una conexién afin general (c.a.g.) en M* es una conexion en el haz de marcos
afines Ajps4; sea w4 la 1-forma de esta conexion, entonces wa € D(T* AM*®gay).
De la suavidad de 7, el pull-back v*(w4) es una l-forma en FM"™ valuada en

gay:
{walte g« {(wr @)} (286)

w4 es una conexion afin (c.a.) en M* si ¢ es la forma (canoénica) de soldadura
Oppa en FM*. Entonces, si wy es una c.a. en AM?,

Y (wa) =Opps ©Owr (287)
Hay una correspondencia 1-1
{waleq ¢ {wr} (288)
ya que 04 es fija. También, si 24 es la curvatura de w4, entonces:
Y (QA) =D“F 00 Qp =Tr © Qp (289)

ya que D“F@pp = Tr: la torsion de la conexién wyp en FM*

Se tiene ahora el siguiente diagrama de homeomorfismos de haces:

Blxv|
AM* x GA, &L APM* < P, ,YE; FEM* % £, 2% FM*x GL,

%

hal pall LYr| 1Yr

. b, .

AM* & APMA N FLMY FM*
H

Tad mwall L 7p| l7p

M* ELN M* ELN M4 ELN M?

donde 74| = 7p, mp| = 7L, Yal = Yp y Yr| = 1, donde ¥p y 1y, son las
acciones en los haces de Poincaré y Lorentz respectivamente.

Los hechos de que A” M* sea un subhaz de AM* y FLM* sea un subhaz de
FM*, con grupos de estructura y algebras de Lie los correspondientes subgrupos
y sub-algebras de Lie, y la existencia de las restricciones 3| : AP M* — FEM* y
vl FEM* — AP M*, permite obtener conclusiones similares para las relaciones
entre conexiones afines en el haz de Poincaré y conexiones lineales en el haz de
Lorentz:
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Hay una correspondencia 1-1 entre conexiones afines de Poincaré wp en
FPM* y conexiones de Lorentz en F'ZM*:

{wp} «—{wr} (290)
V" (wp) =0 ©wr (291)

donde 0, = Oppsa|prags es la forma canonica en F'ZM*. También:
W (Qp) =D 0, 0QL =T ©Q (292)

Asi que existe una correspondencia 1-1 entre curvaturas de conexiones afines en
FPM* y parejas de torsion y curvatura en FLA4:

{Qp} «— {(T1, )} (293)

Si se considera solamente a la gravedad gobernada por la accion de Einstein-
Hilbert, Ty, =0

6.2 Analisis local: invariancia de las acciones Sg y Sp_g.

Para probar explicitamente la invariancia de gauge ante el grupo de Poincaré
de las teorias RG y E-C, se deben considerar como transformaciones de gauge
tanto a la parte de Lorentz, como la parte traslacional. Esto ultimo debe hacerse
utilizando el haz de marcos de Poincaré F 5[4.

Una transformacion de gauge (automorfismo vertical en un haz principal
arbitrario G, £ : G — P - B) es un difeomorfismo o : P — P tal que:

i) a(pg) = a(p)g
ii) m(a(g)) =
Por lo tanto, de ii), a(p) = pk para algun k € G. Entonces hay una biyeccion

¢ _
Autyers(P) = Teq(P,G), ®(a) = 74 con a(p) = pra(p) ¥ 7 (p9) = 97" 7a(p)g;
para la inversa, ¥ — ay con a,(p) = py(p).
La acciéon de Py sobre A”M* esta dada por:

m(p), para todo p € P and g € G.

vp: ATMY X Py = APMY, gp((@, (va, 7)), (6, 1) = (@, (va,72))(§, ) (294)

= (x, (vy + re&, rh))
= (z, (v},7) (295)

)z

donde 7, = (eaz), @ = 1,2,3,4, es un haz de Lorentz, h € L4, y £ € R* = R13
es una traslacion de gauge de Poincaré. Para uns traslacién pura , h = I, i.e.
ht = 6% por lo tanto

(JZ, (U’J’ 7}))(5, IL) = (I, (Uw + a8, TSEIL)) = (.13, (Uﬂc + 72€, 7’1)) (296)
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i.e.

=7y (297)

Por lo tanto e/, = esz, a = 1,2,3,4, por lo que debido a la definicién de Whp
-

wzb’ =Wy (298)

Ya que I') , = (T'rc)l, + KL, no cambia (en el caso de gravedad pura K}, = 0).
Por lo que el escalar coordenado de Ricci R es también un escalar de gauge, por
lo tanto S es invariante.

Por la misma razon que en el caso de la invariancia de Lorentz, Sp_g es
también invariante bajo traslaciones: en un G-haz arbitrario P con conexién w,
una seccién s de un haz asocioado y su derivada covariante D“s se transforman
de la misma manera.

El haz de Poincaré extiende el grupo de simetria de RG y de la teoria E-C
a la suma semidirecta:

Gor/e—c =P1OD (299)

con ley de composicion:

(€. h),9)((&R).9) = (€, 1) (g (& h)g ), g'9)  (55a)

La accién izquierda de D en P, esta dada por el diagrama conmutativo:

APpr SR g
gl lg
APpE D) 4Py
con:
g: APM* — AP M* (300)
localmente:

o , 0 0 L, 0
(z, (Uifwha(eax yb))) = (, (Uﬁflwba(eax lw))) (301)

[

r__ oxt a v 9z’
donde vk ' = 87|xe Y ax = 57 ‘zeaz

7 Discusion.

Para poder pensar en una teoria de unificacién que incluya a la Relatividad Gen-
eral o a la teoria E-C, es necesario por un lado poder expresarlas como teorias de
campo y por otro lado es necesario que sean teorias invariantes de norma, como
ya se ha visto esta tultima condiciéon se cumple y lo que se ha escapado a los
fisicos es la representacion de estas teorias como teorias de campo, comunmente
se ha dicho que los comarcos e* = e, “dz" son los potenciales gravitacionales
de traslacion (Hehl, 1985; Hehl et al, 1976; Hammond, 2002). Esto no es estric-
tamente cierto ya que estos campos no son potenciales de gauge, sino tensores,
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tanto en sus indices de Lorentz tanto en los de mundo: ver (Hayahsi, 1977). Los
potenciales traslacionales de gauge son los campos B, ¢ de 1-formas definidos
(Hayashi and Nakano, 1967; Aldrovandi and Pereira, 2007) como:

8 a
B,o=e,"— aijj 6B = ¢® — dv® (302)

3
donde v, = > v, € AyM*; los v2's son considerados como las coordena-
a=0
das de el espacio tangente en x. Un calculo simple conduce a las siguientes
propiedades de transformacion:

Lorentz internas:
B, =ha"B," —8,(hy )% 6 B'* = hy " B® — (dhy “)0° (303)

Transformacion de coordenadas generales:

ox”
! a __ a
B, =B (304)
Traslaciones internas:
BL“ =DB,"—0,£"or B'% = B* — d¢° (305)

Entonces B = B,dx* = B, %dz"b,, donde b,, a = 0,1,2,3, es la base
canodnica de R*, es la 1-forma de conexién correspondiente a las traslaciones.

En términos de los campos B, “ y de la conexién de espin, el escalar de Ricci
esta dado por:

o b b
— x x x Bl/ b x
(81’“ ox¥  oxt + oxV

1 O+ By, By, °) (0" wi, — iy +whiowy  —wiowh©)

(306)
Si se intenta usar esta densidad lagrangiana como describiendo una interaccion
(B, % wp,) (o (ex* wp,)) (Randono, 2010), se enfrenta inmediatamente con la
dificultad de que B, * (6 e, ®) no tiene una parte libre (parte cinematica),
va que todas sus potencias estdn multiplicadas por w’s o dw. Por lo que una
interpretacion en términos de interacciones de campos requiere de algun cambio
de perspectiva o de encontrar algun error en los razonamientos.

Referencias

[1] Carroll, S. (2004). Spacetime and Geometry. An introduction to General Relativity, Addison Wesley, San F)

[2] Carroll, S. (1997).  Lecture notes on General Relativity — arXiv:gr-
qc/9712019.

[3] Feynman, R. P., Morinigo, F. B., and Wagner, W. G. (2003).
Feynman lectures on Gravitation, Westview Press, Boulder, Colorado.

33



[4] Gronwald, F. (1997). Metric affine gauge theory of gravity. I. Fundamental structure and field equations,
International Journal of Modern Physics D6, 263-303.

[5] Gronwald, F. (1998). Anote on gauge covariant translations in the gauge approach to gravity.
Acta Physica Polonica B 29, 1121-1129.

[6] Hammond, R. T. (2002). Torsion gravity, Reports on Progress in Physics
65, 599-649.

[7] Hayashi, K. (1977). The gauge theory of the translation group and underlying geometry.
Physics Letters 69B, 441-444.

[8] Hayashi, K. and Nakano, T. (1967). Extended Translation Invariance and Associated Gauge Fields,
Progress of Theoretical Physics 38, 491-507.

[9] Hehl, F. W., von der Heyde, P., Kerlick, G. D., and Nester, J. M. (1976).
General relativity with spin and torsion : Foundations and prospects,  Re-
view of Modern Physics 48, 393-416.

[10] Kobayashi, S. and Nomizu, K. (1963).
Foundations of Differential Geometry, Volume I, J. Wiley, New York.

[11] O’Raifearteigh, L. (1997). The Dawning of Gauge Theory, Princeton Uni-
versity Press, Princeton.

[12] Randono, A. (2010). Gauge Gravity : a forward looking introduction, arXiv:
gr-qc,/1010.5822.

[13] Smrz, P. K. (1977). Translations as Gauge Transformations, Journal of
Australian Mathematical Society 20, 38-45.

[14] Socolovsky, M. (2011). Fiber Bundles, Connections, General Relativity, and the Einstein — Cartan Theory
Advances in Applied Clifford Algebras (por ser publicado).

94



	Portada
	Resumen Índice
	1. Introducción  
	2. Formalismos Matemáticos  
	3. Ecuaciones de Einstein-Cartán
	4. Relatividad General   
	5. Invariancia de Gauge Ante el Grupo de Lorentz
	6. Invariancia de Gauge Ante el Grupo de Poincaré  
	7. Discusión
	Referencias

