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Introduccion

La criptografia asimétrica o de llave publica es relativamente nueva, y
consiste basicamente en un sistema criptografico que requiere dos llaves sepa-
radas, donde una es la secreta y la otra es publica, y ambas estan matematica-
mente relacionadas, una sirve para cifrar un texto y la otra para descifrar,
ninguna de las dos llaves puede hacer ambas cosas, una de estas llaves es
publica y la otra privada, y de la publica debera ser un problema complejo
el recuperar la privada, uno de estos problemas es el logaritmo discreto en
un grupo G el cual trataremos mas adelante.

El primer articulo documentado donde se hablaba de criptografia asimétri-
ca fue en 1976 por Whitfield Diffie y Martin Hellman, ”New directions in
cryptography” [8] donde este descubrimiento revolucioné las telecomunica-
ciones. Ellos escribieron sobre un esquema que permite tener dos llaves, una
publica y una privada aseguradas por el problema de logaritmo discreto el
cual se define asi:

Definicién 1 Sea G un grupo ciclico finito con n elementos. Describiremos
al grupo multiplicativamente. Sea b € G un generador del grupo, entonces
Vg € G tenemos que g = b* para algin k € N. Ademds si g = b = b
tenemos que k1 = ks modd n lo que motiva a definir el siguiente morfismo:

logy : G — Z/nZ
g—k

Este es el morfismo que asigna a cada g € G la clase k médulo n con b* = g
A esto le llamamos logaritmo discreto base b en GG, y es un isomorfismo.

Un protocolo de intercambio de llaves sobre un canal no seguro (ptblico)



basado en este morfismo es el protocolo Diffie-Hellman [8].
La seguridad de Diffie-Hellman consiste en calcular el isomorfismo, por ejem-
plo sobre < F,- > i.e. La parte multiplicativa del campo F, se define asi:

Supongamos que A=Alberto y B=Berenice quieren ponerse de acuerdo en un
secreto, pero E=Eulalio tiene acceso a toda su negociacién y ellos no desean
que E conozca el secreto, Ellos lo resuelven de la siguiente manera:

1. Ay B se ponen de acuerdo en un grupo ciclico finito < Fy,- >y un
generador g publicamente

2. A escoge un elemento o € Z/(q — 1)Z privado, calcula A, = g% y se
lo manda a B publicamente

3. B escoge un elemento 3 € Z/(q — 1)Z privado, calcula By, = ¢° v se
lo manda a A publicamente

4. A calcula (Bpup)® = Sa
5. B calcula (A4,,;)? = Sp

Sa=Sp yaque Sa=(¢°)*y Sp = (¢*)°

En la practica, un adversario que quiera obtener la llave secreta tiene que
calcular los exponentes secretos a y 3. Este protocolo es muy importante ya
que permite a dos entidades poder negociar un secreto S a través de un canal
no seguro, y como vimos anteriormente, el saber Ay, By, la estructura del
grupo y el generador no es suficiente para poder calcular logaritmos discretos
facilmente, i.e. a y S.

Existen algoritmos para calcular este logaritmo, aunque poco eficientes.
el poder de cémputo avanza y es necesario considerar otros grupos asi como
estudiar la dificultad de resolver el problema de logaritmo discreto en ellos y
no sélo enfocarse a < F7,- >

El objetivo de este documento es el presentar al grupo de clases de divi-
sores de grado cero o jacobiana de una curva hipereliptica como un candidato
para la implementacion de este protocolo. Es necesario estudiar a fondo la es-
tructura algebraica asociada a la curva, en particular su campo de funciones
algebraicas, para poder realizar implementaciones précticas.
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Capitulo 1

Lugares y valoraciones discretas

1.1. Anillos de valoracion

En esta seccién construiremos la nocién de ”lugar” a través de anillos de
valoracion, analizaremos y demostraremos algunas propiedades para poder
construir una valoracién discreta que nos permitird poder analizar un con-
junto algebraico

Definicién 2 Un campo de funciones F/K en una variable sobre K es una
extension K C F tal que F es una extension algebraica finita de K(z) para
algun x € F trascendente sobre K

Denotamos por K a los elementos de F /K que son algebraicos sobre K, este
conjunto es: 3
K:={z€F | zes algebraico sobre K} (1.1)

Este es subcampo de F, y es llamado el campo de constantes de F/K.

Definicién 3 Un anillo de valoracion del campo de funciones F/K es un
anillo O CF con las siguientes propiedades

o) KCOCF

W)V2€F, 2€60021€0

Veamos un ejemplo:

O = { % | (), 9(z) € Klal, pla) 1t g(a) } (1.2)

Vamos a ver que éste es en efecto un anillo de valoracién de K(z)/K
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DEMOSTRACION.
P.D.a) KC Op(x) C K(z)

KC Oy vaquesiw €K, w=¢conabcKypx){b = we Oyy).

Ahora K # Op) ya que si 2 € Opyy, 2 = % con a(z), b(z) € K[z]\K y
p(x) 1 b(x), claramente z ¢ K por lo tanto K # O,y).
Por otro lado todos los elementos de O, son de la forma ¢ con s,t € Kx]

y p(x) 1t lo cual prueba que O,y C K(x)

P.D.) b) Vz € K(z), 2 € Opu) 0 271 € Opay

Sea y € K(z) supongamos que y ¢ Opp) = y = b(g)(;:()m) e y estd reduci-

do =yt = % ypx)ta(z)=yte Op(a)

analogamente si suponemos que y~* ¢ Op,) W

Proposicién 1.1.1 Sea O un anillo de valoracion del campo de funciones
F/K entonces:

1. O es anillo local i.e. sélo tiene un ideal mdzimo P = O\O* con
O ={z€0|3we0,zw=1} (1.3)

Este es el grupo de unidades de O
2. 8i0#xz €T entoncesx € P a7t ¢ O
3. Para K tenemos que K C O y KNP = {0}

Por simplicidad, el anillo de valoracién con ideal maximo P, cuando no sea
ambiguo sera denotado por O, u O

DEMOSTRACION.

P.D. 1): P es el tnico ideal maximo de O

a)Seax € Py z€ O = zz € P yaquesixz € OF sucederia que z € O* lo
cual es falso por como definimos a P.

b) ahora si x,y € P hay que demostrar que < P,+ > es un grupo:
S.p.g. supongamos que g € Oy como K C O, % + 1 € O y tenemos que
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T+y = y(§+1) vaquey € Py §+1 € O y como demostramos en a)
=y(f+1)epP

Esto demuestra que z +y € Py P es un ideal de O

Supongamos que P no es maximo esto es que existe un [ tal que P C [ # O
con I otro ideal esto significa que existe un z € [ tal que z ¢ P = z ¢
O\O* = z € O* por lo tanto O* C I lo que nos indica que I = O «» ya
que I # O por lo tanto P es el tnico ideal maximo de O

P.D.2):0#z€Fentoncesz € P ot ¢ O
Sea0#zreFyreP=x¢ O porloquezt¢0O

de regreso tenemos que si 71 ¢ O = x € O esto nos dice que x ¢ O* =
r € P=0\0%

PD.3): KCOyKnP={0}

Primero veamos que KCO

Sea z € K supongamos que z ¢ O = z~! € O como 2z~
K existe un polinomio

1 es algebraico sobre

an(z )"+ a2 razt +1=0 (1.4)

=z la, ()" L a = -1
= z=—(a(z7)" ' +.. . +ta) K[z CO
= 2z€ O L yaque z ¢ O por lo tanto K C O

Ahora basta ver que KNP = {0}
Como K es campo y P no tiene elementos invertibles esto se sigue inmedi-
atamente W

Teorema 1.1.2 Sea O un anillo de valoracion del campo de funciones F/K
y sea P su unico ideal mdzimo, entonces lo siguiente sucede:

s P es un ideal principal

n S1 P =1tO entonces para todo 0 # z € F tiene una unica representacion
de la forma z = t"u para algunan € Z yu € O

» O es un dominio de ideales principales. i.e., si P =10 y {0} #1 C O
es un ideal, entonces I = t"O para alguna n € N
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Definicién 4 A continuacion definiremos lo que es un lugar, variable uni-
formizadora y lo que es Op

» Un lugar P de F/K es el ideal mdzimo de un anillo O de F/K , todo
elemento t € P tal que P = tO es llamado elemento primo para P o
variable uniformizadora.

» Pp:={P| P es un lugar de F/K}
» Si O es un anillo de valoracion de F/K y P su ideal mdximo, entonces
O estd determinado tinicamente por P, O :={z € F | 2=t ¢ P} por lo

que queda justificada la notacion Op = O éste es el anillo de valoracion
en el lugar P

A continuacién definiremos en términos de valoraciones lo que es Op lo que
sera mas util posteriormente

1.2. Valoraciones

Definicién 5 Decimos que una valoracion discreta de F/K es una funcion
v:F — ZU{oo} con las siguientes propiedades:

1. v(x)=c0ex=0

2. v(zy) = v(z) + v(y) Yo,y € F

3. v(x +y) > min{v(z),v(y)} Vo,y € F
4. 3z €F tal que v(z) = 1

5. v(a) =0VaeK

En nuestro contexto, llamaremos a la propiedad 3) desigualdad del triangulo.
El siguiente lema es de suma utilidad, pues nos permite calcular valoraciones
en sumas de elementos de F.

Lema 1.2.1 Desigualdad del tridngulo estricta
Sea v una valoracion discreta de F /K y sea x,y € F conv(x) # v(y), entonces

v(r +y) = min{v(z),v(y)}
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DEMOSTRACION. Sabemos que v(ay) = v(y) para 0 # a € K | en partic-
ular v(—y) = v(y) y como v(z) # v(y) podemos suponer que v(z) < v(y)
y supongamos que v(z + y) # min{v(x),v(y)}, entonces por la definicién
de valoracién discreta tenemos que v(x + y) > v(x) y tenemos que v(z) =
v((z+y) —y) > min{v(z+y),v(y)} > v(z), lo cual no es posible W

La siguiente definiciéon sera primordial para el resto del documento, ya
que nos indicard un parametro importante de una funcion racional de I con
respecto a un lugar P

Definiciéon 6 A un P € Py, le asociamos una funcion vp : F — Z U {oco}
la cual es una valoracion discreta de F/K ya que si t es una variable uni-
formizadora de P entonces para todo 0 # z € F ewxiste una unica repre-
sentacion z = t"u con u € Op™ yn € Z, entonces definimos vp(z) :=n y
vp(0) 1= o0

Proposicion 1.2.2 La definicion anterior no depende de t

DEMOSTRACION. Sea t' otra variable uniformizadora de P (i.e. P = tO)
entonces tenemos que P = tO = t'O por lo que t = t'w para algin w € Op*
por lo que tenemos que t"u = (t"w")u = t"(w"u) con w"u € Op” M

Con esto estamos listos para definir Op, Py Op* en términos de vp

Teorema 1.2.3 Sea F/K un campo de funciones, vp como en la definicion
5 es una valoracion discreta de F/K y se cumple que:

].OPZ{ZG]F’UPEO}
Q.OPX:{ZEF“JPZO}
3. P={z€F|vp>0}

DEMOSTRACION. Hay que usar la definicién 4, es facil probar todas las condi-
ciones, pero la que requiere un poco de mas desarrollo es la desigualdad del
triangulo, para la condicién 1 es por definicién, la 2 es usando propiedades de
exponentes, la 4 es utilizando el parametro uniformizador ¢ tal que P = tO
y tenemos que t € P C Op, para la condicién 5 tenemos que K C Fy at’ = a

Ahora basta demostrar que vp(z + y) > min{vp(z),vp(y)}Ve,y € F

Sea x,y € F con vp(z) = n y vp(y) = m y supongamos que n < m < o0,
entonces * = t"u; y y = t™uy con uj,us € Op” por lo que z +y =
t"(ug +t" "ug) = t"z con z € Op y si z = 0 vp(x+y) = 0o > min{n, m}, si
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esto no sucediera, tendria que pasar que z = tFu para algin k > 0y u € Op*
entonces:

vp(z +y) = vp(t"*u) = n+k > n = min{ve(z),vp(y)} (1.5)

Ahora para la parte 1 basta ver que las z € F son de la forma z = t"u con
u € O*p como z € Op puede suceder que z = cu 0 z = t"u con t € P por
definicién de Op, si z = cu entonces ¢ = t%¢ por lo que vp(z) = 0, si z = t"u
con u ¢ Op entonces vp(z) =n > 0.

2 se sigue inmediatamente de 1.

Para demostrar 3 usamos que P = tOp y P no tiene unidades por ser
ideal de Op y P := Op \ Op™ entonces z = t"u con u ¢ P por lo que
t"eP=uvp(z)=n>01

Definicién 7 Campo de clases residuales y grado de un lugar

1. Fp := Op/P serd el campo de clases residuales de P, eso es campo
porque P es mazrimo en Op, estas clases las definiremos como v+ P :=
z(P).

2. grado(P) := [Fp : K] serd el grado de P

Ahora vamos a demostrar que el grado(P) < oo

Proposicién 1.2.4 Si P € Pr y 0 # x € P entonces grado(P) < [F :
K(z)] <

DEMOSTRACION. Es fécil ver que [F : K(z)] < oo porque si x € F y
x es trascendente sobre K sucede si [F : K(z)] es una extension finita,
s6lo basta demostrar que si z,...,z, € Op, cuyas clases residuales son
21(P), ..., zn(P) € Fp son linealmente independientes sobre K también son
linealmente independientes sobre K(z). Supongamos que existe una combi-
nacion lineal no trivial.

Zd)i(x)zi =0 (1.6)
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Donde ¢;(z) € K(x), sin pérdida de generalidad supongamos que ¢;(z) =
a; + xgi(z) con a; € Ky g;(x) € K(z), donde no todos los a; = 0. Como
x € Py gi(x) € Op, ¢j(x)(P) = a;(P) = a;, aplicando el mapeo x — x(P)
de FaFpU{oo} a (1.6) tenemos:

0=0(P) = qui(x)(P)zi(P) = Z a;z(P) (1.7)

Esto contradice la independencia lineal de z,(P), ..., z,(P). B

1.2.1. Ceros y polos de elementos de F/K

Definicién 8 Sea z € F y P € Py, decimos que P es un cero de z sivp(z) >
0 y P es un polo de z sivp(z) <0, sivp(z) =m >0 entonces P es cero de
z de orden m, si vp(z) = —m < 0 decimos que P es polo de z de orden m.

Hasta ahora no hemos demostrado que Py tenga elementos, es decir que ex-
istan lugares, esto se puede ver en [5] donde basicamente un esbozo de la
demostracion es considerando el conjunto:

F :={S| S es un subanilo de F con RC Sy IS # S}

Donde I es un ideal propio de R, como F estd ordenado por inclusién y al
menos R € F usando el lema de Zorn tenemos que F tiene un elemento
maximo, esto significa que existe un anillo O C F tal que R € O C F,
1O # O y O es maximo, en la demostracién se prueba que O es un anillo de
valoracién usando lo anterior, de lo cual se deduce que Pp # ()

Como consecuencia podemos demostrar el siguiente corolario suponiendo lo
anterior:

Corolario 1.2.5 Sea F/K un campo de funciones, z € F trascendente sobre
K, entonces z tiene al menos un cero y un polo, en particular Py # ()

DEMOSTRACION. Consideremos R = K(z) y a I = 2K(z), por lo anterior
sabemos que existe un lugar P € Py con z € P, por lo que P es un cero de

2z, de igual manera 27! tiene un cero en ) € Py , por lo que @ es un polo de
z
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1.3. Campo de funciones racionales

A continuacién veremos un caso interesante en el que F = K(z) con x
trascendente sobre K, esto lo construiremos dado un polinomio ménico irre-
ducible p(z) € K|z], consideremos el siguiente anillo de valoracién de K(z)/K:

_ =)
O = {g(ﬂf)

f (@), 9(z) € Klz], p(z) +g<x>} (1.8)

Su ideal maximo es:

Py = {% f(2). 9(2) € Klal, p(a) | f(z), pla) +g<x>} (1.9)

Aqui la valoraciéon la definimos como:
Up(ay : K(z) = Z U {0} (1.10)
zn (1.11)

De modo que z = p(l‘)"% y f(z), 9(x) € Klz]

Por el teorema 1.2.3 podemos definir en términos de valoraciones

Op(m) = {Z € K(x)|vp(z) > 0} (1.12)
Py = {z € K(z)|vp@) > 0} (1.13)
Y como en la definicién 6, el campo residual serd K, ) = Oy / Poy y

grado(Pp)) = [Kye) : K.

Otro anillo de valoracién de K(z)/K importante es:

O = {% F(&).9(x) € Kla], grad f(@) < gradg(@)} (114
Su ideal maximo es:
P = {% f(x),g9(z) € Klz|, grad f(x) < gradg(x)} (1.15)

P, seréd llamado el lugar infinito de F = K(x), el simbolo co es sélo nota-
cional ya que por ejemplo en K(1/z) su lugar infinito seria P, := P
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1.4. Teorema de aproximacién débil

Esta seccién demostrara el teorema de aproximacion débil con el cual
podemos asegurar condiciones con las cuales podremos hacer criptografia
préximamente.

Teorema 1.4.1 Sea F/K un campo de funciones y Py, Py, ..., P, € Pp dis-
tintos lugares en pares de F/K | x1,z9...,2, € F y 1,19, ....;7, € Z entonces
existe una v € F tal que

vpi(x —x;)) =r; coni=1,2,...n
Lema 1.4.2 Existe un u € F tal que v1(u) >0 y v;(u) <0 parai=2,...,n

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién sobre n.

Para n = 2 tenemos que Op, € Op,, Op, € Op,, como inicialmente vimos
que los anillos de valoracién son maximos y estan contenidos propiamente en
F, existe y1 € Op,\Op, y y2 € Op,\Op, por lo que vi(y1) > 0, va(y1) < 0,
v1(y2) < 0y va(y2) > 0, por lo que y;/y, tiene la propiedad deseada, i.e.
v1(y1/y2) > 0y v2(y1/y2) < 0.

Ahora para n > 2 tenemos que por hipétesis de induccion tenemos un y tal
que v1(y) > 0,v2(y) < 0,...,v,-1(y) < 0, si v,(y) < 0 ya terminamos, en el
caso que v,(y) > 0 tomamos z tal que v1(z) > 0, v,(2) < 0, y definimos
w:=y+z con r > 0yrv(z) # v(y) para i = 1,...,n — 1, se sigue
que vy (u) > min{vi(y),rv1(z)} > 0y vi(u) = min{v;(y),rv,(z)} < 0 para
1t =2,...,n por la desigualdad del tridangulo estricta W

Lema 1.4.3 Existew € F tal que vi(w—1) > r yv;(w) > r; parai =2,....,n
DEMOSTRACION. Sea u =y + 2" y w := (1 + v*)~!, tenemos que para una
s € N suficientemente grande, v (w — 1) = v (—u®(1 +u®)™!) = svy(u) > rq,

y vi(w) = —v;(1 + u®) = —sv;(u) > r; parai =2,...,n. A

Lema 1.4.4 Dadosyy, ...,y € F, existe un elemento z € F conv;(z—y;) > r;
parat=1,...n

DEMOSTRACION. Sea s € Z tal que v;(y;) > s para todo 7,7 € {1,...,n}, por
el lema anterior existen wy, ..., w, tal que:

vi(w; — 1) >r; — sy v(w;) >r;, —s para j # i
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n

Por lo que si construimos z := Z y;w; tenemos que vi(z —y;) >r;. A

j=1
Con estos ultimos tres lemas, podemos demostrar el teorema de aproximacion
débil facilmente.
DEMOSTRACION.
Por el ultimo lema podemos encontrar una z € F tal que v;(z — ;) > 1, @ =
1,...,n, ahora escogemos z; tal que v;(z;) = r;, por el mismo tltimo lema
tenemos que hay un 2’ tal que v;(2' — 2;) > r; para i = 1,...,n, por lo que se
sigue lo siguiente:

N / _ . / —
vi(2) = v (¢ — z) + zi) = min{vi (2" — z;),vi(z)} =14
Consideremos = := z + 2’ y tenemos que:

_ A Ny

vi(r —x;) = vi((z — ;) + 2') = min{v(z — z;),v:(2)} =, A
La siguiente proposicién se prueba con el teorema de aproximacion débil la
cual nos servira para que en el siguiente capitulo demostremos que si z € F
es trascendente sobre K, entonces ésta tiene el mismo ntimero de ceros que

de polos con multiplicidad contada, la prueba se puede ver en [5]

Proposicién 1.4.5 Sea F/K un campo de funciones y sea Py, ..., P, ceros de
zx €T (ie. vp(x) >0, ie{l,..,r}) entonces:

vai(x)gr&do(Pi) < [F: K(x)]

En el siguiente capitulo construiremos divisores, los cuales nos ayudaran a
manejar mejor la informacién de un elemento z € ' con respecto a sus ceros
y polos, estos seran fundamentales para la construccion de la jacobiana.



Capitulo 2

Divisores y Jacobianas

Corolario 2.0.6 Todo campo de funciones F/K tiene un nimero infinito de
lugares.

Demostracion. Supongamos que F/K tiene un nimero finito de lugares,
digamos Py, ..., P,. Por el Teorema 1.4.1 podemos encontrar una funcién
x € F con vp,(x) >0, parai=1,...,n. Entonces z es trascendente sobre K
pues tiene ceros, pero x no tendria polos, contradiciendo el Corolario 1.2.5.1

Este ultimo corolario es de suma importancia. De hecho demostraremos
mas adelante que todo elemento trascendente de I tiene tantos ceros como
polos y un numero finito de ellos. Un paso importante hacia este resultado
es la siguiente

Proposicién 2.0.7 Sea F/K un campo de funciones, Py, ..., P, € Pg ceros
de x € F'. Entonces

vai (x) - grado(P;) < [F : K(x)].

Demostracion. Definimos v; 1= vp, fi := grado(P;) y e; = v;(x). Para
toda i existe un elemento t; (por ejemplo ¢; parametro local de P;) con

vi(t;) = 1 and v (t;) = 0 for k # 1.
Escogemos funciones s;1,. .., s, € Op, tales que los residuos
s (Bi)s -y sip(F5)

sean una base para Fp, sobre K. Por el teorema de aproximacién débil existen
funciones z;; € F' tales que lo siguiente se cumple para toda ¢, j:

vi(si; — zij) > 0 and vg(z;5) > ey, for k # i. (2.1)

17
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Afirmamos que los elementos
t?Z’LJ71§/L§T71S]§JCZ’1§GS€Z

son linealmente independientes sobre K(z). En ntimero son Y ., fie; =
> i, vp - grado(P;), entonces la proposicién se seguird directamente.
El argumento es estandar: Supongamos que existe una combinacién lineal

no trivial de la forma
r fi e—1

Z Z Z Spijazij = 0 (22)

i=1 j=1 a=0
sobre K(x). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢;;, € K[z] y
no todas las ;j, son divisibles por z. entonces existen indices k € {1,...,r}
yece{l,... e — 1} tales que

x|prja para toda a < cy toda j € {1,..., fi},
y 1 ¢rjc para alguna j € {1,..., fy}. (2.3)
Multiplicando 2.2 por ¢, “ obtenemos

r  fi e—1

DD Putititz = 0. (2.4)

i=1 j=1 a=0
Para i # k, todos los sumandos de 2.4 pertenecen a Py ya que
Ve (Pijality “zij) = vi(Pija) + avi(ti) — cor(te) + vk (2i5)
>0+0—c+e>0.
Para i =k y a < ¢ tenemos que
Uk (Prjaly “2rj) > ex+a—c>ep—c>0.
(Notemos que x|ggjq, ¥ por lo tanto vk (prja) > ex). Parai =k y a > c,

v (Prjaty “zxj) > a—c > 0.
Combinando lo anterior con 2.4 obtenemos que

I
Z@kjczkj € Py. (2.5)

j=1

Observemos que ¢ic(P;) € K, y no todas las ¢yj.(P;) = 0 (por 2.3),
entonces 2.5 nos da la combinacion lineal no trivial

T
Z rje(Pr) - 21 (Pp) = 0
j=1
sobre K. Esto es una contradiccién, pues los elementos zgi (Py), - - ., 2kf, (Pr)

son una base de Fp, /K. B
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Corolario 2.0.8 En un campo de funciones F/K, todo elemento 0 # x € F
tiene un numero finito de ceros y de polos.

Demostracion. Si x es una constante, entonces x no tiene ni ceros ni polos.
Si z es trascendente sobre K, el niimero de ceros esta acotado por [F': K(x)]
por la Proposicién 2.0.7. El mismo argumento muestra que 2! tiene sélo un
nimero finito de ceros, cada uno de ellos siendo un polo de z. W

2.1. Divisores

Como el campo K de constantes de una extensién algebraica F/K es una
extensiéon finita de K, y F se puede ver como un campo de funciones sobre
IC, entonces podemos suponer que F/K es un campo de funciones tal que K
es el campo de constantes.

Definicién 9 Denotaremos por Div(F), al grupo abeliano libre generado por
los lugares de F/K. Le llamaremos el grupo de divisores de F/K.

Llamaremos a los elementos de Div(F) divisores de F/K. En otras pal-
abras un divisor D es una suma formal de lugares

D= Z npP con np € Z, y casi todas las np = 0.
PePy

El soporte de un divisor D € Div(F) se define como

supp(D) = {P € Pg|np # 0}.

A veces es conveniente escribir
D= E in 3

donde S C Pg es un conjunto finito y S O supp(D).
Un divisor de la forma D = P con P € Pp se le llama divisor primo .
Dados D =) npP y D' =) n/,P se suman coeficiente a coeficiente:

D+D' =) (np+np)P.

PePy

El elemento cero del grupo Div(IF) es el divisor

0:= Z npP con todas las np = 0.

PePy
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Para Q) € Pr y D € Div(F) definimos vg(D) = ng, entonces
supp(D) = {P € Pelop(D) # 0} y D =Y vp(D) - P.
Definimos un orden parcial en Div(F) de la siguiente manera:
Dy < Dy :<= vp(D1) <wvp(Ds) para todo P € Pp.

Un divisor tal que D > 0 se dice positivo o efectivo . El grado de un
divisor se define como

grado(D) = Z vp(D) - grado(P)

PePr

y define un homomorfismo grado : Div(F) — Z.
Como toda funcion 0 # x € F tiene un ntmero finito de ceros y de polos
la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 10 Sea 0 # x € F' y sean Z el conjunto de ceros y N el conjunto
de polos de x en Pr. Definimos

()0 = Z vp(x) P, el divisor de ceros de x,

pPez

()0 := — Z vp(x)P, el divisor de polos de z,
PeN

() == (x)o — (¥)oo, €l divisor principal de x.
Claramente ()¢ y (%) son divisores positivos. Y
(x) = > vp(z)P. (2.6)
PePp

Por lo tanto los elementos constantes distintos de cero en F se caracterizan

como
reK<«<= (z)=0.

El conjunto

Pp = {(2)|0 # 2 € F}

es llamado el grupo de divisores principales de F/K. Es un subgrupo de
Div(F) pues si 0 # z,y € F, entonces (zy) = (x) + (y). El grupo cociente

Cry := Div(F)/Pp
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le llamaremos el grupo de clases de divisores. Para D € Div(F), el
elemento correspondiente en Cf se denota por [D], la clase de D. Dos divisores
D, D' € Div(F) se dicen equivalentes (D ~ D') si [D] = [D'], esto es,
D = D’ + (z) para alguna = € F\{0}. Esta es una relacién de equivalencia.

Los divisores principales seran el reemplazo que buscabamos para la des-
composicién en irreducibles de K(z).

Definicién 11 Dado un divisor A € Div(F) definimos
L(A) :={xeF|(x)+A>0}U{0}.

Podemos interpretar la definicién anterior como sigue: si escribimos

A = anpz — ijQj
1=1 j=1

con n; >0y m; > 0 entonces z € L(A) siy sélo si

1. x tiene ceros de orden > m; en los Q);, para j =1,...,5y
2. x so6lo puede tener polos en Py, ..., P, con orden polar P, no mayor
que las n;, fori=1,...,r.

Se sigue que x € L(A) si y sblo si vp(x) > —vp(A) para todo P € Py.
Tambien tenemos que L£(A) # 0 si y sélo si existe un divisor A ~ A con
A >0.

Lema 2.1.1 Sea A € Div(F). Tenemos que
1. L(A) es espacio vectorial sobre K.
2. Si A" es un divisor equivalente a A entonces L(A) ~ L(A’) como espa-

cios vectoriales sobre K.

Demostracion. (1) Sea z,y € L(A) y a € K. Entonces
vp(z +y) = minfup(z), vp(y)} > —vp(A)

y vp(az) = vp(x) > —vp(A) para todo P € Py por lo tanto x + y y ax son
elementos de L(A).
(2) Por hipétesis A = A’ + (z) con 0 # z € F. Consideremos el mapeo

gp:{ﬁ(A) - F

T = Iz
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Es un mapeo K-lineal cuya imagen esta contenida en L(A’). De manera

similar el mapeo
o { L(A) — F

X P

es K-lineal de £(A") a £(A). Y uno es el inverso del otro. Por lo tanto ¢ es
un isomorfismo entre £(A) y L(A’). &

Lema 2.1.2 1. £(0) =K.

2. 81 A <0 entonces L(A) = 0.

Demostracion. (1) Tenemos que (x) = 0 para 0 # x € K, entonces
K C £(0). Si 0 # x € £(0) entonces (z) > 0 esto quiere decir que z no tiene
polos y por lo tanto z € K.

(2) Supongamos que existe 0 # x € L(A). Entonces (z) > —A > 0, lo
que implica que x tiene al menos un cero pero no tiene polos, lo cual es una
contradiccion. B

El paso siguiente es demostrar que para todo A € Div(F), L(A) tiene
dimension finita sobre K.

Lema 2.1.3 Sean A, B € Div(F) tales que A < B. Entonces L(A) C L(B)

Y
dim(L(B)/L(A)) = grado(B) — grado(A).

Demostracion. Sea x € L(A) entonces, para todo P € Py,
vp(r) > —-A>—-B

por lo tanto z € L(B). Para demostrar la otra afirmacién supongamos
primero que B = A + P para algin P € P, i.e., los divisores A y B sélo
difieren en el lugar P por uno. (El caso general se sigue por induccién). Por
el Teorema de aproximacion, podemos escoger un elemento ¢ € F tal que

Up(t) = UP(B) = UP(A) + 1.

Para x € L(B) tenemos que vp(z) > —vp(B) = —vp(t), y entonces xt € Op.
De esta manera obtenemos el mapeo K-lineal

| £L(B) —  Fp,
w'{ x = (xt)(P).
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x pertenece al kernel de ¢ si y solo si vp(zt) > 0, i.e. vp(z) > —vp(A). Se
sigue que Ker(¢) = L(A), y que ¥ induce un mapeo K-lineal inyectivo de
L(B)/L(A) a Fp. Entonces

dim(L(B)/L(A)) < dim(Fp) = grado(B) — grado(A).R

Proposicién 2.1.4 Para todo divisor A € Div(F), el espacio L(A) tiene
dimension finita sobre K. Esto es, st A = A, — A_ con divisores positivos
A, y A_, entonces

dim(L(A)) < grado(A;) + 1.

Demostracion. Como L(A) & L(Ay), es suficiente demostrar que dim(L(A4)) <
grado(A;) + 1. Ahora bien A, > 0, entonces el Lema 2.1.3 dice que

dim(L(A4)/L(0)) < grado(Ay).
Como L£(0) = K por el Lema 2.1.2,
dim(L(A})) = dim(L(A4)/L£(0)) + 1.1

Definicién 12 Dado A € Div(F), al entero [(A) := dim(L(A)) le llamare-
mos la dimension de el divisor A.

Teorema 2.1.5 Todo divisor principal tiene grado cero. Sea v € F/K y
denotemos por (x)y y (T)eo €l divisor de ceros y el divisor de polos de x
respectivamente. Entonces

grado((x)o) = grado((z)s) = [F : K(x)].

Demostracion. Sean n = [F : K(z)] y

r

B:= (1) = Z —vp, (1) P,

i=1
donde P, ..., P, son los polos de x. Entonces

grado(B) = vai(xfl)Pi <[F:K(z)] =n

=1
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por la Proposicion 2.0.7. Por otro lado, podemos elegir una base uq, ..., u, de
F/K(z) y un divisor C' > 0 tales que (u;) > —C para i =1,...,n. Entonces

I(IB+C) >n(l+1) para toda [ > 0, (2.7)

pues inj € L(IIB+ C)para0 < i <1, 1< j < n. Estos elementos son
linealmente independientes sobre K ya que ug,...,u, son linealmente inde-
pendientes sobre K(z). Sea ¢ := grado(C') se sigue que n(l+1) < I[(IB+C) <
[ - grado(B) 4+ ¢+ 1 por la Proposicién 2.1.4. Entonces para toda [ € N

l(grado(B) —n) >n—c—1 (2.8)

El lado derecho de 2.8 es independiente de [, de ahi que la desigualdad 2.8
solo es posible si grado(B) > n. Por lo tanto

grado(x)s, = [F : K(z)].
Como (7)g = (z7!)s entonces
grado(x)y = grado(z™") e = [F: K(z™Y)] = [F : K(z)].1

Corolario 2.1.6 (a) Sean A, A" € Div(F) dos divisores equivalentes. En-
tonces [(A) = I(A") y grado(A) = grado(A’).

(b) Si grado(A) < 0 entonces [(A) =0

(c) Sea A un divisor de grado cero. Las siquientes afirmaciones son equi-
valentes

(1) A es principal.
(2) 1(A) > 1.
(3) I(A) =1

Demostracion. (a) y (b) se siguen de los Lemas 2.1.1 y 2.1.2 respectiva-
mente.

(c) (1) implica (2): Si A = (x) entonces z' € L(A), se sigue que [(A) > 1.

(2) implica (3): Si {(A) > 1y grado(A) = 0 entonces A ~ A’ para algin
divisor A’ > 0, entonces, como grado(A’) =0y A’ > 0 tenemos que A’ = 0,
y asi [(A) =1(A") =1(0) = 1.

(3) implica (1): Supongamos que [(A) = 1 y que grado(A) = 0. Sea
0# z € L(A), entonces (2) + A > 0. Como grado((z) + A) = 0 se sigue que
(2) + A= 0, por lo tanto A = —(2) = (27') es un divisor principal.l
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Proposicion 2.1.7 Eziste una constante v € Z tal que, para todo divisor
A € Div(F), se tiene que

grado(A) —I1(A) <.

El énfasis en esta Proposicién es que la constante v no depende de A; solo
depende de el campo de funciones F/K.
Demostracion. Por el Lema 2.1.3

Ay < Ay = grado(Ay) — 1(Ay) < grado(As) — 1(Ag). (2.9)

Fijamos un elemento z € F y consideremos especificamente el divisor
B := (). Como en la demostracién del Teorema 2.1.5, existe un divisor
C' > 0 (que depende de z) tal que

I(IB+C) > (I+ 1)grado(B)
para toda [ > 0 (ver ecuacion 2.7). Por otro lado,
I(IB+ C) <I(IB) + grado(C)
por el Lema 2.1.3. Combinando estas desigualdades obtenemos que
I(IB) > (I+ 1)grado(B) — grado(C)

= grado(IB) + (|F : K(x)] — grado(C)).

Por lo tanto
grado(IB) — I(IB) < v para toda [ > 0 (2.10)

con v € Z. Queremos demostrar que 2.10 se satisface atin cuando sustituimos
[B por cualquier divisor A € Div(F) (con la misma 7).

Afirmacion. Dado un divisor A, existen divisores Ay, D y un entero [ > 0
tal que A< A1, A1 Dy D <IB.

Usando esta afirmacion, demostramos la Proposicion 2.1.7 de la siguiente
manera:

grado(A) —l(A) < grado(A;) — (A1) por 2.9
= grado(D) — (D)  por el Corolario 2.1.6
< grado(IB) — I(IB) por 2.9
< 7 por 2.10.



26 2.1. DIVISORES

Demostracion de la afirmacion. Sea Ay > A tal que A; > 0. Entonces

I(IB—A;) > [l(IB) — grado(A;) por el Lema 2.1.3
> grado(IB) — v — grado(A,) por 2.10
> 0

para una [ suficientemente grande. Entonces existe un elemento 0 # z €
L(IB — A;). Haciendo D := A; — (z) obtenemos A; es equivalente a D y
D < A, — (A, —IB) =B como queriamos.ll

Definicién 13 FEl género g of F/K estd definido como
g = max{grado(A) — I(A) + 1|A € Div(F)}.

Notemos que si A = 0 entonces
grado(0) —1(0)+1=0—-1+1=0
por lo tanto g > 0.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Riemann) Sea F/K un campo de funciones
de género g.

(a) Para todo divisor A € Div(F),
[(A) > grado(A) + 1 — g.

(b) Eziste un entero ¢, que depende de F/K, tal que
[(A) = grado(A)+1—g

si gradoA > c.

Demostracion. (a) se sigue de la definicién del género.
(b) Sea Ay € Div(F) tal que g = grado(Ag) — I(Ao) + 1 y sea ¢ :=
grado(Ao) + g. Si grado(A) > ¢ entonces

I(A— Ag) > grado(A— Ag)+1—g>c—grado(Ag) +1—g > 1.

Entonce existe un elemento 0 # z € L(A — Ap). Consideremos el divisor
A= A+ (2) > Ag. Tenemos que

grado(A) — I1(A) grado(A') —I(A") por el Corolario 2.1.6
grado(Ap) — l(Ap) por el Lema 2.1.3

g—1.

[RAVARI
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Entonces [(A) < grado(A) +1—¢.1

Calcular el género de un campo de funciones no es trivial. Pero podemos
demostrar que el campo de funciones racionales K(z) tiene género cero: sea
P, el divisor de polos de z. Consideremos, para r > 0 el espacio vectorial
L(rPs,). Tenemos que las funciones 1, x, ..., 2" pertenecen a L(r P,,) entonces

r+1<U(Px) =grado(Px)+1—g=r+1-g

para r suficientemente grande. Entonces g < 0. Pero g > 0 para todo campo
de funciones, entonces g = 0 para K(x).

2.2. El Teorema de Riemann-Roch

En esta secciéon F/K denota un campo de funciones algebraico de género
g.

Definicién 14 Para A € Div(F) definimos el indice de especialidad de
A como el entero

i(A) :=1(A) — grado(A) + g — 1.

Por el Teorema de Riemann, i(A) es un entero no negativo, y i(A) = 0 si
grado(A) es suficientemente grande.

En esta seccién interpretaremos el entero i(A) como la dimensién of cier-
tos espacios vectoriales. El concepto de adele sera fundamental para este
propoésito.

Definicién 15 Un adele de F/K es un mapeo

o Pr — IF,
. P — ap,

tal que ap € Op excepto en un numero finito de lugaresP € Pr. Considera-
remos a los adeles como elementos del producto directo [[pep. F'. Usaremos
la notacion o = (ap).

La suma de adeles (coordenada a coordenada) es cerrada, y la multipli-
cacion de un adele por un elemento de K es un adele. Asi que al conjunto

Ap := {a]a es un adele de F/K}

le llamaremos el espacio de adeles de F/K.
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El adele principal de un elemento x € [F es el adele cuyas componentes
son todas iguales a x. Esta tltima definicién tiene sentido pues toda z € F
tiene un numero finito de ceros y polos. De esta manera obtenemos una
inmersién natural de F en Ag, que llamaremos la inmersién diagonal.

Las valoraciones vp de F/K se extienden de manera natural a Ap como

vp(a) == vp(ap),

aqui ap es la P-componente de el adele a. Entonces, por definicion de «,
vp(a) > 0 excepto en un numero finito de lugares.

Definicién 16 Dado A € Div(F) definimos
Ap(A) :={a € Ap|vp(a) > —vp(A) para todo P € Py}

Este es un K-subespacio vectorial de Ar. Conforme A recorre el conjunto
ordenado Div(F) los Ap(A) forman una familia creciente de subespacios de
Ar cuya unién es Apy.

Lema 2.2.1 Sean Ay, Ay € Div(F) con Ay < A,. Entonces Ap(A;) C
Ar(As) y

dim(Ar(As)/Ar(Ay)) = grado(As) — grado(Ay). (2.11)

Demostracion: Para demostrar 2.11 hacemos induccién en
grado(Ay) — grado(Ay).
Si grado(As) — grado(A;) = 0 entonces Ay = A y
dim(Ag(Az)/ Ar(Ar)) = 0.

Es suficiente entonces con demostrar 2.11 en el caso As = A;+P con P € Pp.
Sea t € J tal que vp(t) = vp(A;) + 1 y consideremos el mapeo lineal sobre
K ¢ :— Fp dado por ¢(a) := (tap)(P). ¢ es sobre y ker(¢) = Ap(A;). Se
sigue que

grado(Ay) — grado(A;) = grado(P) = dim(Ar(As)/Ar(A;)). R
La sucesién

0= L(A)/L(A) — Ap(As)/Ap(A))
)
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es exacta por lo que

dim((Ar( Ay )+ F)/(Ar(A)) +F))
= (grado(As) — grado(Ay)) — (I(
) =

Ahora supongamos que B € Div(F) es tal que I(B) = grado(B) + 1 — g.
Si B; > B entonces

(A2)/L(A1))
Az) = I(Ay)).

[(By) < grado(By) + I(B) — grado(B) = grado(B;) +1 — g.
por el Lema 2.1.3. El Teorema 2.1.8 dice que
[(B1) > grado(B1)+1—g¢
por lo que
[(By) = grado(B;) + 1 — g para todo B; > B. (2.13)

Dado a € A podemos encontrar By > B tal que o € Ap(By). Por 2.12 y
por 2.13 tenemos que

dim((Ag(By) +F) / ((Ap(B)+TF)
= (grado(By) —l(B1)) — (grado(B) — l(B))
— (g-1-(g—1 0.

Es decir, Ap(B1) + F = Ap(B) + F. Como « € Ap(B;) tenemos que
Ar = Ap(B) +F. (2.14)

Llegamos a la primera interpretacion de el indice de especialidad de un divi-
Sor:

Teorema 2.2.2 Para cualquier divisor A € Div(FF), el indice de especialidad
es

i(A) = dim(Ar/(Ar(A) +TF)).

Demostracion: Sea A € Div(F). Por el Teorema 2.1.8 existe un divisor A; >
A tal que I(Ay) = grado(A;)+1—g. Por 2.14 tenemos que Ap = Ap(A;)+F
y 2.12 implica que

dim(Ag/(Ap(A) +F)) = dim((Ar(A1) +F)/(Ar(A) +TF))
(grado(Ay) — (A1) — (grado(A) — I(A))
= g—1-1(A) —grado(A) =i(A).R

Como Corolario, obtenemos
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Corolario 2.2.3 g=dim((Ar/(Ar(0) +F)).

Demostracion. i(0) = 1(0) — grado(0) +g—1=1-04+¢g—1=¢.1

Resulta 1til pensar en el espacio dual de Ar/(Ar(A) + F), es decir, en el
espacio de funcionales lineales (Ar/(Ar(A)+IF))*. El concepto de diferencial
de Weil es fundamental para una segunda interpretacion de el indice de
especialidad de un divisor.

Definicién 17 Un diferencial de Weil de F/K es un mapeo K-lineal
w: Ay — K que se anula en Ap(A) + F para algin divisor A € Div(F).
Llamaremos al conjunto

Qp = {w|w es un diferencial de Weil de F/K}
el médulo de diferenciales de Weil de F/K. Sea A € Div(F), definimos

Qp(A) = {w € Qp|w se anula en Ap(A) + F}.

Tenemos que (2 es un espacio vectorial sobreK, de hecho, si w; se anula
en Ap(A;) + F y wy se anula en Ap(As) + F entonces wy + wy se anula en
Ap(As3) + T para todo divisor Az tal que A3 < Ay y A3 < Ag, y aw; se anula
en Ap(A;) +F para a € K. Se sigue tambien que Qr(A) es un subespacio de
QF.

Lema 2.2.4 Para todo A € Div(F) tenemos que dim(Qp(A)) = i(A).

Demostracion. El espacio Qp(A) Es isomorfo el spacio de formas lineales en
Ap/Ar(A)+TF. El Lema se sigue pues la dimensién de Ap/ Ap(A)+TF es finita
eigual a i(A).N

Del Lema anterior podemos ver que Qp # () tomando un divisor A €
Div(F) con grado(A) < —2. Entonces dim(Qr) = i(A) = I(A) — grado(A) +
g—1>1, entonces Qp # 0.

De esto ultimo se sigue que Qp # 0 tomando un divisor A € Div(F) tal
que grado(A) < —2. Entonces dim(Qr) = i(A) = I(A)—grado(A)+g—1 > 1,
por lo que Qp # 0.

Definicién 18 Para cada x € F y w € Qp definimos xw : Axp — K como
(2w)(@) == w(za).

Si w se anula en Ap(A) + F entonces zw se anula en Ap(A + (z)) + F.
Esta definicién le da a Qp la estructura de espacio vectorial sobre F.
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Proposicion 2.2.5 Qr es un espacio vectorial de dimension uno sobre F.

Demostracion. Sea wy € Qp — {0}. Tenemos que demostrar que para
cada wy € Qp existe z € F tal que wy = zw;. Supongamos que wy # 0 (si
wy = 0 entonces z = 0). Y sean Ay, Ay € Div(F) tales que wy; € Qp(A;) y
Wy € QF(AQ)

Sea B € Div(F), B > 0, de grado suficientemente grande para que [(A; +
B) = grado(A;+B)+1—g parai = 1,2 (esto es posible por el Teorema 2.1.8).
Definimos los mapeos ¢; : L(A; + B) — Qp(—B) como ¢;(x) := zw;. Estos
mapeos son lineales (sobre K) e inyectivos. Definimos U; = ;(L(A4; + B)) <
Qp(—DB).

Como
dim(Qp(—B)) =i(—B) =0 — grado(—B) + g — 1 = grado(B) + g — 1

tenemos que

dim(Uy) + dim(Us) — dim(Qp(—B)) =
grado(B) + (grado(A;) + grado(As2) + 3(1 — g)).

Observamos que el segundo sumando en el lado derecho de la ecuacion anteri-
or es independiente de B, por lo que dim/(Uy) 4 dim(Usz) —dim(Qp(—B)) > 0
si grado(B) es lo suficientemente grande. Entonces

Uy N Us = @1 (L(Ay + B)) N ga(L(As + B)) # {0}

Por lo que existen funciones z1 € L(A; + B) y x5 € L(As + B) tales que
Tiwy = Tawg # 0 entonces wy = T175 1wy. Esto demuestra la Proposicién. B

A cada diferencial de Weil le asociaremos un divisor como sigue: conside-
remos el conjunto

M(w) :={A € Div(F)|w se anula en Ap(A) + F}.

Lema 2.2.6 Sea 0 # w € Qp. Entonces existe un divisor, determinado de
manera unica, W € M (w) tal que A < W para todo divisor A € M(w).

Demostracion. Por el Teorema de Riemann existe una constante ¢, que
depende solo de F/K, tal que i(A) = 0 siempre que grado(A) > c. Como
dim(Ar/(Ar(A) + F)) = i(A) tenemos que grado(A) < c¢ para todo A €
M (w). Asi que podemos escoger W € M (w) de grado maximo.

Supongamos que exite un divisor Ay € M(w) con W < Ay, i.e. vg(Ag) >
vo(W) para algin @ € Pp. Demostraremos que

W+ Qe Mw). (2.15)
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Consideremos un adele a = (ap) € Ap(W + Q). Lo escribimos como
a=dao +a" con

A ap si P#Q, "no.__ 0 si P#Q;
O"_{o si P=qQ, V¢ {ap sim P=Q

Entonces o/ € Ag(W) vy " € Ap(Ap), por lo tanto
w(a) =w(@) +w(@”) = 0.

Se sigue que w se anula en Ap(W+Q)+TF, con lo que queda demostrada 2.15.
Se sigue tambien que tal divisor W es tnico.l
Lo anterior motiva la siguiente

Definicién 19 (a) El divisor (w) de un diferencial de Weil w # 0 es el
divisor de F/K determinado de manera tinica que satisface

1. w se anula en Ap((w)) +F.
2. Stw se anula en Ap(A) +F entonces A < (w).

(b) Dado 0 # w € Qp y P € P definimos vp(w) = v,((w)).

(¢) Decimos que un lugar P es un cero (resp. polo) si vp((w)) > 0 (resp.
vp((w)) < 0). w se dice que es regular en P si vp((w)) >0, w se dice
regular si es regular en todo P € Py.

(d) Se dice que un divisor W es divisor canonico de F/K si W = (w)
para algin w € Qp.

De la definiciéon anterior podemos reescribir
Qp(A) ={w e Qplw=00 (w) > A}
y, en particular que
Qp(0) = {w € Qp|w es regular }.
Como ya sabiamos dim(Q2£(0)) = g.

Proposicién 2.2.7 (a) Dada 0 # © € F y 0 # w € Qp tenemos que
(1w) = (z) + (w).

(b) Cualesquiera dos divisores candnicos de F/K son equivalentes.
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Demostracion. (a) Si w se anula en Ap(A) + F entonces zw se anula en
Ap(A+ (x)) + F, por lo que (w) + (z) < (zw), en particular zw se anula en
Ar((w) + (2)) +F asi que (w) + () < (zw). De igual manera (zw) + (z71) <
(r7'zw) = (w), de lo que se sigue que

(W) + (2) < (aw) < =(a71) + (W) = (w) + (2).

(b) Ya que QF es un F-espacio de dimensién uno cada w € Qp se puede
escribir como w = fw; para algin w; €
weildy f €F. Sean W = (fwy) = (w1) + (f) y W = (gw1) = (w1) + (g) dos
divisores canénicos. Vemos que ambos son claramente equivalentes a (w; ).l
Este resultado nos dice que el conjunto de divisores canénicos de F/K es
una clase en el grupo de clases de divisores Cr. A esta clase le llamaremos la
clase candnica de F/K.

Teorema 2.2.8 Sea A un dwisor arbitrario y W = (w) un divisor candnico
de F/K. Entonces el mapeo

M:{L(W—A) — Qp(A),

x —> TWw
es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre K. En particular,
i(A) =1(W — A).
Demostracion. Dada x € L(W — A) se tiene que
(aw) = () + (W) =2 =(W = A) + W = A,

por lo que zw € Qp(A). Entonces p mapea L(W — A) en Qp(A). El mapeo u
es lineal e inyectivo. Queda demostrar que u es sobre. Para demostrar esto,
sea wy; € Qp(A) un diferencial de Weil. Entonces w; = zw para = € F. Ya
que () + W = (z) + (w) = (2w) = (wy) > A obtenemos que

(2) >A—-W =—-(W —A),

entonces x € L(W — A) y wy = u(x). Por lo tanto i(A) = dim(Qr(A)) =
(W—-A).1R
Tenemos todas las herramientas para demostrar el siguiente

Teorema 2.2.9 (Riemann-Roch) Sea W un divisor canénico de F/K. En-
tonces para todo A € Div(F),

[(A) =grado(A)+1—g+1(W—-A).1R
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Corolario 2.2.10 Para un divisor canonico W, tenemos que
gradoW) =29 -2 y (W) =g.

Demostracion. Para0 = A € Div(F) tenemos, por el teorema de Riemann-
Roch que
1 =1(0) = grado(0) +1 — g+ (W —0).

Entonces [(W) = g. Para A = W tenemos que
g=1W)=gradoW)+1—g+I(W —-W) = gradoW)+2—g.

Por lo tanto grado(W) =2g — 2.1
La constante c en el teorema de Riemann se puede escoger igual a 2g — 1:

Teorema 2.2.11 Si A € Div(F) tiene grado > 29 — 1 entonces i(A) =0 i.e.
[(A) = grado(A) +1 —g.

Demostracion. El teorema de Riemann-Roch dice que [(A) = grado(A) +
1 —g+ (W — A) para un divisor canénico W de F/K. Pero grado(W) =
29 — 2 < 2g — 1 = grado(A), por lo que grado(W — A) < 0 y entonces
I(W—-A) =01

El teorema de Riemann-Roch caracteriza al género y a la clase candnica:

Teorema 2.2.12 Supongamos que go € Z y Wy € Div(F) satisfacen
I(A) = grado(A) + 1 — gy + {(Wy — A)
para todo divisor A € Div(F). Entonces gy = g y el divisor Wy es candnico.

Demostracion. Tomando A = 0y A = W, obtenemos, por hipdtesis, que
I(Wo) = go y grado(Wy) = 2go — 2 respectivamente. Sea A un divisor de
F/K con grado(A) > max{2g — 2,290 — 2} entonces, por un lado [(A) =
grado(A)+1—g, y por hipotesis [(A) = grado(A)+1— go. Entonces, g = go.

Ahora tomamos A = W. Entonces, por hipotesis, tenemos que g = (29 —
2)+1—g+1(Wy—W). Entonces [(Wy —W) = 1. Como grado(Wy—W) =0
tenemos que el divisorWy, — W es principal. Y entonces W, W.1

Proposicién 2.2.13 Un divisor B es candnico si y sélo si grado(B) = 2g—2
yl(B)=y.

Demostracion. Supongamos que grado(B) = 2g — 2 y que I(B) > g¢
entonces, si W es un divisor canénico tenemos que

g <Il(B)=grado(B)+1—g+I(W —-B)=g—1+1(W — B).

Por lo tanto [(W — B) > 1. Como grado(W — B) = 0 se sigue que B ~ W
y entonces B es canonico.ll
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2.2.1. Teorema de Clifford, Weierstrass y criterio de
Eisenstein
Para poder calcular el género un campo de funciones necesitamos tener

cotas que nos permitan calcular la dimensién de un divisor por lo que enun-
ciaremos y demostraremos un teorema importante dado por William Clifford.

Teorema 2.2.14 (Clifford) Para todo A € Div(F/K) con 0 < grado(A) <
2g — 2 tenemos que

[(A) <1+ %grado(A) (2.16)

Nos ayudaremos del siguiente lema para poder demostrar el teorema an-
terior.

Lema 2.2.15 Supongamos que A, B € Div(F/K), [(A) > 0 y [(B) > 0,
entonces:

[(A)+1(B)<1+1(A+B) (2.17)

DEMOSTRACION.
Como [(A) > 0y I(B) > 0 podemos encontrar Ay, By > 0 tal que A ~ Ay y
B ~ By, entonces el conjunto:

X := {D € Div(F/K) | D < Ay, £(D) = L£(A)} (2.18)

es no vacio ya que Ag € X. Como grado(D) > 0 para todo D € X existe un
Dy € X de grado minimo y se sigue que:

I(Dy — P) < 1(Dy) VP € Py (2.19)
Nosotros queremos demostrar
[(Dy) +1(By) < 1+1(Dg + By) (2.20)
Por lo que se sigue inmediatamente que

[(A)+I(B) = l(Ag)+l(By) = l(Do)+1l(By) < 1+I(Do+By) < 1+1(Ap+By) = 1+I(A+B)
(2.21)

Para probar 2.20 supongamos que K es un campo infinito y sea Sup(Bj) =

{Py, ..., P}, claramente tenemos que £(Dy — P;) € L£(Dy) Vi < r, y como un

espacio vectorial sobre un campo infinito no es la union finita de subespacios

propios, podemos encontrar un elemento:
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x € L(Dy) \ OE(DO —P) (2.22)

Ahora consideremos el mapeo K-lineal

B Dy+ B A
6 L(By) = L( o+ 0)/L(Ao) (2.23)
x —  xz mbéd L(Ap)
De 2.22 de sigue facilmente que el nicleo de ¢ es K por lo que
[(Bo) — 1 < (Do + By) — (Ag) (2.24)

Lo que prueba 2.20

Ahora demostraremos el teorema de Clifford 2.2.14 usando este lema.
DEMOSTRACION.

El caso en el que [(A) = 0 es trivial porque el grado de A es positivo o
cero y menor que 2g — 2 por lo que 0 < 1+ %grado(A).

Ahora si [(W — A) = 0 con W candnico tenemos que:

1 1 1
[(A) = grado(A)+1—g = 1+§gmd0(A)+§(gmdo(A)—Qg) < 1+§grado(A)
(2.25)

como grado(A) < 2g — 2 solo queda considerar el caso en que I(A) > 0y
(W —A) >0y usando 2.2.15 tenemos que

WA +IUW —A) <1+I(W)=1+g (2.26)

por otro lado.
I(A) =W — A) =grado(A)+1—g (2.27)

Si sumamos 2.26 y 2.27 con el teorema de Riemann-Roch obtenemos la de-
sigualdad deseada W

El siguiente corolario es consecuencia directa de Riemann-Roch
Corolario 2.2.16 Si A € Div(F/K) con grado(A) > 2g — 1 entonces:

[(A) = grado(A)+1—g (2.28)
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DEMOSTRACION. Por Riemann-Roch I(A) = grado(A) + 1 — g+ (W — A)
con W canénico, como grado(A) > 2g—1y sabemos que grado(W) = 2g—2,
tenemos que W — A es un divisor de grado negativo, por lo que [((W — A) =0
[ |

Ahora definiremos lo que es el orden polar y salto de Weierstrass, que con
el teorema de Clifford podremos establecer una cota para el género.

En diversos contextos, resulta interesante especificar funciones que tengan
un unico polo en algin lugar dado. Recordemos que si podemos controlar
el namero de polos de una funciéon dada, automaticamente controlaremos el
numero de ceros de dicha funcién.

Definicién 20 Sea P € Py , decimos que n > 0 es un orden polar si existe
un z € F/K tal que (2)oo = nP, de manera contraria diremos que n es un
salto de Weierstrass

La definicién anterior se puede ver en términos del espacio L(iP)
i esun salto para P < L((i —1)P) = L(iP) (2.29)

Proposicion 2.2.17 FEl conjunto de ordenes polares de de P denotado por
Op es un subsemigrupo de < N, + >

DEMOSTRACION.

Sean (W)s = NPy (2)ee = mP con w,z € F/K entonces tenemos que
(W2)oo = (n+m)P A

La siguiente proposicion nos dard una idea de como esta conformado el
semigrupo Op de érdenes polares, el cual serd muy til al hacer mas facil la
demostracion de uno de los teoremas mas importantes de este capitulo.

Proposicién 2.2.18 Sea P € Py, entonces para todan > 2g con g el género
de F/K existe un x € F tal que (z)o = nP

DEMOSTRACION.

Por el teorema 2.2.16 tenemos que [((n — 1)P) = (n — 1)grado(P)+1—gy
[(nP) = ngrado(P) +1— g por lo que L((n —1)P) C L(nP), Por esto, todo
z € L(nP)\ L((n — 1)P) tiene un divisor de polos nP usando la definicién
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del espacio de Riemann de nP B

Esto en otras palabras es que si n > 2g entonces n € Op i.e. es orden
polar

Teorema 2.2.19 (Weierstrass) Supongamos que F/K es de género g > 0 y
P es un lugar de grado 1, entonces existen exactamente g saltos iy < ... <4
de P y tenemos que iy =1 e iy <29 —1

DEMOSTRACION.

Tenemos por Riemann-Roch que [((29—1)P) = (29—1)+1—g = g quer-
emos demostrar que hay g naturales ¢ tal que 0 < i < 2¢g — 1 para los cuales
L(iP) = L((i + 1)P), estos i son los g saltos de P que queremos demostrar
que existen.

Consideremos la siguiente sucesién de espacios vectoriales.

K = £(0) C £(P) C L(2P) C ... C £((2g — 1)P) (2.30)

Donde [(0) = 1y I((2g — 1)P) = g como vimos al principio de la de-
mostracion, observa que por la definicién de salto y propiedades del espacio
de Riemann de un divisor tenemos que

(iP) <1((i —1)P)+1 Vi (2.31)

Por lo que en 2.30 tenemos g — 1 nimeros 1 <i <2g—1con L((i —1)P) C
L(i1P) i.e. que no sucede que sean saltos, por lo que como son 2g— 1 elementos
en la sucesion los restantes g son saltos.

Ahora, es facil ver que 1 es un salto ya que si no lo fuera sucederia que
1 € Op pero si esto sucediera, como OQp es un semigrupo, entonces con el 1
adentro significaria que no hay saltos lo cual es contradictorio porque ¢ > 0l

2.3. Extensiones Algebraicas de F/K.

Definicién 21  (a) Un campo de funciones algebraicas F'/K' se dice ex-
tension algebraica de F/K si ' O F es una estension algebraica y
K D K.
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(b) La extension F' /K’ de F/K se dice extensién de constantes si I/ = FK'.
(¢c) F'/K' se dice extensién finita si [F' : F| < oo.

Si F//K' es una extension algebraica de F/K entonces la extensién K'/K
es algebraica y K = F N K'. Tambien tenemos que F'/K’ es una extensién
finita de FK'/K'.

Por otro lado si F' /K’ es una extensién finita de F /K entonces, consideran-
do a F’ como un campo de funciones algebraico sobre K, tenemos que K’ es
el campo de constantes de ' /K, por lo que [K': K] < co.

Ahor bien, supongamos que [K' : K] < 0o y sea z € F — K. Entonces z es
trascendente sobre K’ y ' /K'(z) es una extensién finita por lo que

K'(z) : K(z)] = [K' : K] < 0

y entonces
[F": K(x)] = [F": K'(2)][K'(2) : K(z)] < 0.

Como K(z) C F C [’ tenemos que [F' : F] < co. En resumen, F'/K’ es
una extension algebraica finita de F/K si y solo si [K' : K] < oo.

Definicién 22 Consideremos una eztension algebraica F' /K de F/K. Un
lugar P € P se dice que estd sobre P € Pr si P C P'. Tambien diremos
que P’ es una extension de P o que P estd debajo de P', y escribiremos P'|P.

Proposicién 2.3.1 Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Suponga-
mos que P € Pr y que P* € Pp, sean Op C F y O% C F los anillos de
valoracion correspondientes, vp and vpr las valoraciones dicretas correspon-
dientes. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P'|P.
2. Op C O,

3. Existe un entero e > 1 tal que vp/(x) = e - vp(x) para toda x € F.
Ademds, si P'|P entonces P = P'NF y Op = O NF. Es por esto
ultimo que a P se le llama la restriccion de P a F.

Demostracion: El anillo F N O% es un subanillo de F que contiene a Op.
Entonces, como Op es un subanillo maximal de F, F N O% = Op o bien
F N O%p = F. Supongamos que esto ultimo es lo que sucede. En particular
F C Of. Sea z € F' — Op. Como F'/F es algebraica, tenemos que existe una
ecuacion no trivial

ey 12 4z =0 (2.32)
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con ¢; € F. Tenemos entonces que vp/(2") = nvp(z) < 0 pues z € Op y
ademas

vp(2") < vp(cz') parai=0,1,...,n — 1.

Por la desigualdad del triangulo estricta tenemos que
vp (2" 4 cp 12" ez + ) = nop(z) # vp(0).

Esta contradiccién nos dice que Op = F N Of.

1) implica 2): supongamos que P’|P y que Op Z O%. Entonces existe
alguna funciéon v € F con vp(u) > 0y vp(u) < 0. Como P C P’ tenemos
que vp(u) = 0. Sea t € F tal que vp(t) =1,y sea r := vp/(t). Como P C P’
tenemos que r > 0. Entonces

vp(u't) = rvp(u) +vp(t) =1,

Las dos ecuaciones anteriores dicen que u"t pertenece a P pero no pertence
a P’ lo que contradice la hipétesis P C P'.

2) implica 1): Supongamos ahora que Op C O} y sea x € P, entonces
271 € Op por lo que 27 & O lo que implica que (z71)~t =2 € P'. Por lo
tanto P C P’.

2) implica 3): Sea u € F tal que vp(u) = 0. Entonces u,u™! € Op C O
lo que implica que vp(u) = 0 (u es unidad). Sean ¢t € F tal que vp(t) =1y
e :=vp(t). Como P C P’ tenemos que e > 1. Sean © € F — {0} y r := vp(x).
Entonces vp(2t~") = 0 y entonces

Vp(x) = Vp(at™) + vp(t") = 0 + rv)s(t) = evp(x).

3) implica 2): Sea x € Op. Entonces vp(z) > 0. Como Op C O, tenemos
que vp(z) = evp(xz) > 0 por lo que z € Ofp.

Sea x € P'NF. Tenemos entonces que 0 < v5(x) = evp(x) lo que implica
que vp(z) > 0.1

Una consecuencia importante de la Proposicién anterior es que podemos
inyectar de manera canénica el campo residual Fp en el campo residual F,
como sigue

z(P) — x(P") para x € Op.

Es decir podemos considerar a Fp como subcampo de F’,. La proposicién
y la discusién anterior motiva la siguiente

Definicién 23 Sea F'/K' una extension algebraica de F/K, y sea P’ € Pp
un lugar de F'/K' sobre P € Pp.
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1. Al entero e(P'|P) := e con vp/(x) = e - vp(x) para toda x € F se le
llama el indice de ramificacién de P’ sobre P. Diremos que P'|P es
ramificado si e(P’|P) > 1, y P'|P es no ramificado si e(P'|P) = 1.

2. A f(P'|P) :=[Fp : Fp] se le llama el grado relativo de P' sobre P.

Ahora queremos investigar la existencia de extensiones de lugares en ex-
tensiones de campos de funciones. Sea pues P € P, donde F'/K' es una
extension algebraica de F/K. Afirmamos que existe una funcién 0 # z € F
tal que vpp(2) # 0.

Supongamos que esta afirmacion es falsa. Sea t € F' con vp/(t) > 0. Al
ser t algebraico existe una ecuacion de la forma

et F et e =0

con ¢; € F, ¢cg # 0y ¢, # 0. Por hip6tesis tenemos que vp/(co) = 0y
vp(cit') = vpi(¢;) +ivp(t) > 0 para i = 1,...,n. Esto tltimo contradice la
desigualdad del triangulo estricta.

La discusién anterior dice que O = O% N'F es un anillo de valoracion de
F/Ky P = P NF el lugar correspondiente. Es claro ahora que existe un
unico lugar P € Pr tal que P'|P.

Ahora consideremos un lugar P € Pr. Sea © € F — K tal que P sea
su unico cero, es decir vp(z) > 0. Entonces si P’|P tenemos que vp(z) =
e(P'|P)vp(xz) > 0 lo que dice que P’ es un cero de = en Pp. Ahora supong-
amos que vp(xz) > 0, y sea Q@ = P' NF el lugar que esta debajo de P'.
Entonces vg(x) > 0 lo que dice que @) es un cero de z y como z solo tiene a
P como cero concluimos que @) = P.

En este contexto tenemos que

P'|P siy solo si vpr(x) > 0.
Teorema 2.3.2 En una extension finita F' /K’ de F/K tenemos que
1. |{P' € Pw|P" estd sobre P}| < [F": F].
2. Si P'|P entonces e(P'|P) < [F' : F] y f(P'|P) < [F": F].

DEMOSTRACION. [5] 3.1.11 y 3.1.12

La siguiente proposicién nos permitira saber si un polinomio con coefi-
cientes en [F es irreducible, lo cual es fundamental para poder estudiar mejor
la estructura de la jacobiana del campo de funciones.
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Proposicién 2.3.3 (Criterio de Fisenstein)
Consideremos el campo de funciones F/K y el polinomio

O(T) = anT" + an A T" ' + ..+ ar T + a’ (2.33)

Con a; € F, y supongamos que existe un lugar P € Py tal que alguna de las
siguientes condiciones se satisface:

1. vp(a,) =0, vp(ag) > vp(a;)) >0 conl1<i<n-—1y
MOD(’I’L Up( 0)) =1
2. vp(an) ,op(a;)) >0conl1<i<n-—1,vp(a) <0y
0)

Entonces ¢(T) es irreducible en F[T].
SiF' =F(y) = K(z,y) con ¢(y) = 0, entonces P tiene una unica extension
P ePp,e(P|P)=nyf(P|P)=1

DEMOSTRACION.
Consideremos F' = F(y) con ¢(y) = 0, tenemos que [F' : F] = grado(¢) si
y sblo si ¢(T') es irreducible. Sea P’ alguna extensién de P € F’'| entonces
tenemos que:

—any" = ag+ a1y + ...+ ap_1y" (2.34)

Supongamos que la primera condicién (1) ocurre, entonces vemos que
vpr(y) > 0. sea e := e(P’ | P), entonces vpr(ag) = e * vp(ag) y vp(ay') =
exvp(a;)+ixvp(y) > exvp(ag) para 1 <i < n— 1. Por la desigualdad del
triangulo estricta en valoraciones tenemos que:

n*vp(y) = e*xvp(ap) (2.35)

Y como MCD(n,vp(ap)) = 1 tenemos que n | e y entonces n < e. Ya
habiamos visto que n > [F" : F|] > e por lo que:
n=e=[F:F.

Para la otra condicién se sigue de manera similar.



Capitulo 3

Campos de funciones
hiperelipticos

En este capitulo nos especializaremos en el estudio de campos de funciones
hiperelipticos. Especificaremos elementos en su jacobiana usando parejas de
polinomios. Esta representacion nos permitira realizar efectivamente las op-
eraciones entre clases de divisores de grado cero.

Ahora veamos sobre campos de funciones no racionales los cuales seran muy
relevantes para el fin de esta tesis

Definicién 24 Un campo de funciones F/K es hipereliptico si su género es
g > 2 y contiene un subcampo racional K(x) CF con [F: K(z)] =2

Lema 3.0.4

1. Un campo de funciones F/K de género g > 2 es hipereliptico si y sélo
si existe un divisor A € Div(F) con grado(A) =2 y l(A) > 2

2. Todo F/K de género 2 es hipereliptico

DEMOSTRACION.

1) Supongamos que F/K es hipereliptico, escojamos un elemento = € F tal
que [F : K(z)] = 2 y consideremos su divisor de polos A := (2). Tenemos
que grado(A) = 2 por 2.1.5 y los elementos 1,2 € L(A) son linealmente
independientes sobre K, por lo que [(A) > 2.

Ahora supongamos que F/K tiene género g > 2 y que A € Div(F) es tal que
grado(A) = 2 con [(A) > 2, entonces existe un divisor A; > 0 con A; ~ A,
se sigue que grado(A;) = 2, (A1) > 2 y tenemos que existe © € L(A;) \ K
V (2)oo < A; por lo que [F : K(z)] = grado((z)s) < 2 por 2.1.5. Como F/K

43
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no es racional, concluimos que [F : K(z)] = 2.

2) Si F/K es de género 2, tenemos que si W € Div(F) es canénico, en-
tonces grado(W) =29 —2 =2y (W) = g = 2, lo que implica que F/K es
hipereliptico B

Ejemplo 3.0.5 Sea F(z,y)/K(x) tal que y* = 2™+ ...+ a;x +ay con m > 2
impar, consideremos el polinomio T? + 2™ + ap_12™ 1 + ... + a12' + ag €
K(@)[T] y Poc = (7).

Por el criterio de Eisenstein el polinomio 7% —z™—- - -—ayz—ag € K(z)[T]
es irreducible y existe un tnico lugar )., encima de P.,.
Por el mismo criterio tenemos que existe un tnico lugar @), € Pr tal que
e(Qoo | Px) = 2 por lo que f(Qw | Px) = 1 entonces grado(Qs) = 1 en
F/K, continuando con el ejemplo:

Vo (%) = 2vq.. (y) = 2(—m) (3.1)

Por lo que:

VQw (y) = —m (3.2)
De manera similar:

Vo () = =2 (3.3)
Por lo que:

(7)o = 2Qu0 (3.4)
y

(¥)oo = MQoo (3.5)

Tenemos entonces que 2 y m son érdenes polares de (), y como los érdenes
polares forman un semigrupo por 2.2.17 entonces 2i es orden polar Vi € N,
asi como todas las combinaciones lineales positivas de m y 2 son o6rdenes
polares, por 2.2.19 1 es salto, ahora también tenemos que todo entero mayor
que 2m —m — 2 = m — 2 es una combinacion positiva, pero como 2¢ es orden
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polar y el salto més grande es menor o igual que 2m —m — 2 entonces existen
a lo mas mT_l saltos (porque la mitad son 6rdenes polares), por Weierstrass

tenemos que:

(3.6)

ahora por otro lado:

Por el teorema de Clifford 2.2.14 tenemos que si consideramos la dimen-
sién de L((m — 1)Q)
1 1
(m—1)Qx) <1+ Egrado((m —1)Qx) =1+ §(m —1) (3.7)
Por otro lado tenemos el teorema de Riemann que nos dice que:
[(m—1)Qx) > grado((m —1)Qu) +1—g=m—-1+1—g=m—g (3.8)
Por lo que usando 3.7 y 3.8:

-1
m—ggl—i—mT (3.9)

De esta ultima desigualdad tenemos que:

1—-m m—1

m—1+ <g=

<y (3.10)

Por lo que usando 3.6 y 3.10 tenemos que:

g=—— (3.11)

3.1. Divisores reducidos

Para poder implementar la suma en CQ necesitamos representar sus ele-
mentos de una manera conveniente, el siguiente teorema es un paso impor-
tante en esa direccion el cual nos permitira distinguir un representante para
cada clase de equivalencia.
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Teorema 3.1.1 Dado un divisor D € Div(F/K) con grado(D) = 0 existe
un divisor de la forma D' —rP con D' >0y D ~ D', grado(D') =r <g y
P € Pw

DEMOSTRACION.

Sea [D] € Cr" una clase de divisores. Tenemos que grado(D) = 0. Sea
A := D + rP entonces grado(A) =r < gy l(A) > 1.

Sea f € L(A), recordemos que

L(A)=LD+rP)={2z€F/K|(2)+D+rP >0} (3.12)

Sea D' :== A+ (f) = D+ rP+(f) >0 por lo que D' ~ Ay claramente
r = grado(D") = grado(A) + grado(f) = grado(rP).

Con esto tenemos que D' —rP = D + (f) por lo que D ~ (D' —rP) y
como grado(D'") =r < g esto reduce D a D' — r PR

El teorema anterior nos permitird definir un representante de la clase
[D] € C§°, a este divisor lo llamaremos reducido

La representaciéon mencionada anteriormente es debido a Mumford.
En nuestro caso el cual es usando F,(z,y) podemos tomar P = Q).

3.1.1. Representacién con polinomios de clases de Cp’

Sean F = K(z,%)/K(x) un campo de funciones hipereliptico, [D] € Cg°,
y D = D' — rQ. el divisor reducido en la clase de D. Supongamos que
SupD' = {Py,..., P} con s < g. Definimos x; := z(P;) € Op,/P;, y de igual
manera y; := y(P;).

Definicién 25 El representante de la clase [D] € Cr® con F = K(x,y) hiper-
eliptico de género gy y? = f(x) lo representaremos por medio de u(x),v(x) €
K[z] tales que:

» u(x) mdnico
» grad(v) < grad(u) < g

= u(z) | v(z)® = f(z)
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Esta representacion para el caso particular tratado en esta tesis que es con
campos de funciones F = K(x,y) hiperelipticos de género 2 con 3> = f(x)
con grado(f) = 2g + 1 =5 se puede reescribir como:

Definicién 26 Sea [D] € Cg° entonces representaremos de la clase [D] como
los polinomios u(z),v(z) € Klx] tales que:

= U MONICo

u(z(F;)) =0

v(z(F)) = y(P)

grad(v) < grad(u) <2

Esta notacién del representante de [D] se le atribuye a Mumford [10] y
es conveniente porque nos permite "recordar” los lugares en el soporte del
representante de [D] a través de las raices de u y de evaluar v en x(P;),
nos permitird definir la operaciéon en Cp” de una manera méas compacta.
Para el caso particular de género 2 todo divisor estard dado por {u,v} con
u(x) = 2% +uyr +ug y v(x) = v1w + Vo, con u;, v; € K mas adelante veremos
un ejemplo de esto sobre K = Z3; y F = K(z,y) con y? = 2° — 1.

Definicién 27 Los elementos de Cy° estdn en correspondencia con los ele-
mentos del conjunto:
{<u,v > ulv* — f} (3.13)

con u ménico, g > grado(u) > grado(v)

3.2. Implementaciéon de adicién usando divi-
sores reducidos en Cy’

3.2.1. Idea general

Por el teorema 3.1.1 podemos encontrar representantes de divisores re-
ducidos en Cg°. El algoritmo para operar con divisores reducidos en la forma
de Mumford es el de Cantor|9], el cual opera en campos de funciones hiper-
elipticos de cualquier género, y hace operaciones sobre el anillo de polinomios
para poder sumar dos elementos < ui,v; > v < g, v2 > de Cg’, ya que cal-
cula el d; = MCD(uy,us) inicialmente, después d = MC D(dy, vy + v9), para
después hacer operaciones en el anillo de polinomios. Nuestro método opera
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Figura 3.1: Figura 3.2:

sobre el campo base y ejemplificamos con género 2, esto intuitivamente para
fines de mejor entendimiento podemos visualizarlo en R? . Vemos en este caso
y? —2® — 102* + 923 — 20222 — 8x + 192 € R|x, y], por lo que por 3.0.5 vemos
que es de género 2 y denotaremos por (0 al lugar infinito, tomaremos los
P; como lugares de grado 1, y f € R[z,y] a la curva que intersecta la curva
hipereliptica (rojo), vp,(f) = ve/(f) = vpr(f) = vp,(f) = 1, los divisores
principales correspondientes dados por la parte punteada y la parte roja (A)
son: (figura 3.1)

A=Pi+ P, —2Qx® P+ P; —2Q & P + P, — 2Q«
M =P+ P —2Q

N =P+ P} —2Q

Como estos divisores M y N son principales tenemos que:
B=M+N=P +P'-2Q.® P+ P} —2Q

Como estamos trabajando en Cy°, y son principales tenemos que:

A-B~0=
[Pl + Py —2Q0] ® [P + Py — 2Qu) © [P+ Py —2Q] ~ 0=
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[PL+ Py — 2Qu] @ [P] + Py — 2Q00) ~ [P + Py — 2Q ]
Estos ultimos divisores se pueden reducir usando 3.1.1.

Ahora del lado derecho de la figura podemos ver como calcular 2[D] con
D divisor de manera similar, tenemos que la parte roja es una funcion f en
R[z,y] y supongamos que vp, (f) = 1, como tenemos que estamos trabajando
en género 2 vp (f) = vp,(f) =2

Entonces:

A=2P —2Qu ®2P; — 2Q0 ® P + Py — 2Qx
M = P+ P! —2Qu
N =P+ P} —2Qx

B=M+N=P+P —2Qu®P,+ P} —20Qx
Como estamos trabajando en Cg", v son principales tenemos que:

A—B~0=
2P — 2Qu] ® 2P — 2Q) © [P + Py —2Qs] ~ 0 =
2P — 2Q) @ [2P) — 2Qu) ~ [P/ + P —2Q.]

3.2.2. Adicién explicita en Cy’ con divisores usando la
representacion de Mumford g=2

Aqui diviremos en dos partes, las cuales intuitivamente son como las dos
figuras anteriores.

Sea F/K con F = K(z,y), tal que > =2° — 1 y K = Zs,.

Caso 1: [D1] @ [Ds] con Sop(Dy) N Sop(Dy) =)

Dados dos divisores D1 = P+ P> —2Q« v Dy = P{+ Pj—2@), , queremos
encontrar la clase de divisor [P} + Py — 2Q] @ [P] + P) — 2Q], para en-
contrar éste, por el teorema de aproximacion tenemos que existe una funcién
L € K(xz,y), que tiene ceros a los lugares de grado 1 Py, P», P/, Py, Py, P,
para esto hay que encontrar un polinomio de interpolacién que pase por esos
lugares, igualando con y?> = x° — 1 y resolver para Py, P, para finalizar con la
involucién hipereliptica y encontrar —[P) + Py — 2Qu] = [P/ + Pi — 2Q4).
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Usando la notacién de Mumford tenemos que si D es un divisor reducido co-
mo en el teorema 3.1.1, denotando a los lugares como P = (z,y) € Sop(D),
entonces D = (u,v) con u(zx) =0y v(z) =y para todo P = (z,y) € Sop(D)
por lo que grad(u) = 2 y grad(v) = 1, esto fue para recordar, por lo que
ahora para hacer la adicién de ambos divisores tenemos:

Di=<u=a2*4+ar+bv=cr+d>
Dy=<u=224+Az+B vV =Cx+D >

Queremos encontrar D3 = (u” = 2% + ax + 3,v” = yx + §) que como en
la figura anterior representaria que P, Py € Sop(Ds3), el cual resulta de in-
vertir Py y Py, € Sop(L)

Para encontrar los elementos restantes de Sop(L) que son P, y P, basta en-
contrar el polinomio de interpolacion para los lugares dados y luego ese poli-
nomio de interpolacién, elevarlo al cuadrado para igualarlo con 3% = 2° — 1:

Tenemos que:
L(z) = pa® + q* +rz+s

Queremos encontrar una funcién L tal que vp(L(z) — v(x)) > 0 para
P € Sop((u)o) y vp(L(z) —v'(x)) > 0 para P € Sop((u')g) lo cual es equiva-
lente:

L(z) —v(x) = 0 méd u(x)

L(z) —v'(z) = 0 méd v/ (z)
notemos que esto es una aplicacién del teorema de aproximacién el cual
nos garantiza la existencia de L

Como grad(u) = grad(u’) = 2 tendremos las clases de residuos de la forma

Riz + Ry = 0 méd u(z)
Rsz + Ry = 0 méd u/(x)

Por lo que R; = 0 con lo que obtenemos un sistema de ecuaciones de 4x4
cuya solucién son los coeficientes p,q,r,s de L(x), si hacemos los célculos
reduciendo L(z) — v(z) médulo u(z) y L(x) — v(z) médulo u'(z) podemos
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encontrar las r; = 0 en términos de p,q, 7y s .

(pz® + q2® + 1z + 8) — (cx + d) = z(p(a® —b) — qa + r — ¢) + p(ab) —
gb+ s —dméd 2% +ax +b

(p2® + qa* + rz + s) — (Co + D) = 2(p(A* = B) —qA+ R~ C) + p(AB) —
gB+s—Dméd 2> + Ax + B

Esto nos induce las 4 ecuaciones:
=pla*—b)—qa+r—c
p(ab) —qb+s—d
=p(A* = B)—gA+R-C
=p(AB) —¢B+s—D

Como ya sabemos los valores a, b, ¢, d, A, B,C, D y queremos que R; =0 V1 <
i < 4 para encontrar los coeficientes de L(x) el sistema de ecuaciones queda
asi:

a?—b —a 1 0]c
ab -b 0 1|d
A2—-B —-A 1 0|C
AB -B 0 1|D

Las soluciones de esta matriz nos dan los coeficientes p, g, r, s de L(x) por lo
que al tenerlos ahora solo basta igualar con y? = x° — 1:

L(z)%2—z5+1
SL(ZU)U/(Q:)r = u"(z)

Esto sucede ya que grad(L) = 6 y tiene como factores a u y u’ los cuales
tienen como raices a las coordenadas x de los lugares del Sop(D;) y Sop(Ds)
por lo que u”(x) es el polinomio de grado 2 restante y éste tendra como raices
a las coordenadas x del Sop(Ds).

Para encontrar v”(x) el cual grad(v”) = 1 bastarfa con evaluar las raices

en y? = 2% — 1 sobre K o fijarnos en que:

L(z) = —v"(z) méd u"(x)
Con lo que tendriamos listo al hacer la involucién hipereliptica [D;] @ [Ds] =

[Ds] = (u"(x), 0" ().
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Caso 2: 2[D]

Ahora sigue el caso de la figura anterior del lado derecho, queremos calcu-
lar 2[D] = [D]®[D] en el cual buscaremos que si D = P+ P —2@Q, debera de
ocurrir que los elementos no triviales del divisor principal (L) tengan mul-
tiplicidad 2, por lo que buscaremos como en la parte anterior construir un
sistema de ecuaciones para poder encontrar L € K(z,y) que tenga en los
lugares Py y P, de su soporte vp, (L) = vp, (L) = 2 con vp,, vp, valoraciones
de Op,,Op, C K(x,y) respectivamente.

Para esto vamos a considerar la derivada para poder encontrar las valo-
raciones deseadas.

Consideremos el divisor D en la forma de Mumford, esto es:
D=<u(zr)=2*+ax+bov(z)=cr+d>

También consideremos el polinomio cuyo divisor principal (L) tiene los ele-
mentos con multiplicidad 2 Py y P, L(z) = Px®> + Qr*+ Rx + T

Su derivada esta dada por:
L'(z) =3Px? +2Qz + R

Por lo que igualaremos las derivadas de y? — 2% + 1 y de L(x) médulo
u(r) = 2% + az + b para obtener los coeficientes de L con multiplicidad 2:

—bzt _ 2 43 2
W:Z’)Px +2Qx + R moéd z° + ax + b

Podemos usar y = v(z) ya que v(Py,) = y y v(P,,) = y por como defin-
imos v tenemos que:

2(%fjd)E3Pm2+2Q:17—|—Rméd:ﬁ—I—am—H7 =

2(cx + d)(3P2* + 2Qx + R) — 52* = Ryx + Ry méd 22 + ax + b
El calcular esta operacién nos dara los valores para R; y Ro:

z(P(6a*c — 6ad — 6bc) + Q(4d — 4ac) + R(2¢) + 5a® — 10ab) + (P(6abc —
6bd) + Q(—4bc) + R(2d) + 5a*b — 5b%)
Por lo que necesitamos que sean cero:
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Ry = P(6a*c — 6ad — 6bc) + Q(4d — 4ac) + R(2¢) + 5a® — 10ab
Ry = P(6abc — 6bd) + Q(—4bc) + R(2d) + 5a*b — 5b

Como en el caso anterior también hay que igualar con y? = 2° — 1 médulo
u(x) L(z)* — 2° + 1, pero esto ya lo habfamos calculado por lo que:

Ry = P(a*—b)—Qa+ R—c
Ry = P(ab) — Qb+ S —d

Esto induce un sistema de ecuaciones, queremos encontrar los valores P, @), R, S
los cuales son los coeficientes de L(x):

6a’c — 6ad — 6bc —4ac+4d 2c¢ 0] 10ab — 5a®
6abc — 6bd —4bc 2d 0| 5b®> — 5ba’®
a’>—b —a 1 0 c
ab —-b 0 1 d

De manera similar ya con la solucién de este sistema obtenemos los coefi-
cientes de L(x) por lo que ya estamos listos para calcular 2[D] = (u/(z),v'(x))

Aqui como en el caso anterior al igualar con y?> = 2° — 1 y dividir por
u? obtendremos los nuevos lugares, que en este caso son las raices de u/(x).

L(x)?—(25-1)

u(z)? = U,<LL’>

—

(z)

u(x)

= —v'(z)

Proyectamos y obtenemos:
2[D] = (/(x), v'(x))

3.3. Ejemplo desarrollado [D;] & [Ds]

Supongamos que K = Zg3; y consideremos el campo de funciones hiper-
eliptico F/K tal que F = K(z,y) con y? = 2° — 1.
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Consideremos los divisores:

Vamos a calcular [D3] = [D;] @ [Ds].

Tenemos que en notacién de Mumford, estos divisores son:
(D] =< ui(z),v1(x) >=< 2* + 242 + 6,2 + 30 >
[Ds] =< uy(z), vo(x) >=< 2% + 247 + 12,262 + 20 >

Primero encontramos el polinomio de interpolacién que pasa por los lugares
del soporte de [D;] y [Ds], el cual por el teorema de aproximacién existe (En
particular interpolacién de Lagrange), este polinomio es de grado 3.

L(z) =pa® +qz* +rz+s

Como vimos anteriormente, tenemos que las soluciones para los coeficientes
de L estan dados por:

a>—b —a 1 0]c
ab -b 0 1|d
A2—-B —-A 1 0|C
AB -B 0 1|D

Tal que:

[D1] =< uy(2),vi(x) >=< 2% +ax +b,cx +d >
[Dy] =< us(x), va(x) >=< 22+ Az + B,Cx + D >

Con a,b,c,d, A, B,C, D € Zs1, por lo que la matriz se ve como:

12 7 1 0] 1
20 25 0 130
6 7 1 0]26
9 19 0 1]20

Siresolvemos esta matriz obtendriamos los valores de los coeficientes de L:
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r=16
s=9

Por lo que L(z) = z* + 52* + 162 + 9.

Ahora igualamos con y?> = x° — 1 en Zg[z], por lo que consideramos
L(x)> = 2° — 1 y como este polinomio cumple las 4 raices de uy(z) y
uy(z) (L(z) fue construido con los lugares [D;] y [Ds]) y L(z)* — 2° + 1
es de grado 6, las otras 2 rafces de L(z)? — 2° + 1 definirdn uz(x) tal que
[Ds] =< uz(z),v3(z) > ya que ui(z) | L(z)?> —2°+ 1y ug(x) | L(z)*+2°+ 1
por lo que:

L(x)?—x5+1 (x3+522+162+9)2 —25+1

_ _ _ .2
uz(z) = (@Dua@) — (@ 2Aet6) (@ 42iarin) — Lt 237 +2

Sélo basta calcular vs(x) el cual se obtiene calculando:
L(z) = —vs3(x) méd ug(x)

Esto es:
23+ 52% + 162 + 9 = — (252 + 14) méd x? + 23z + 2

Por lo que haciendo involucién hipereliptica tenemos que:
v3(z) = 62 + 17

Esto es que:

[D1] ® [Ds] = [D3] =< 2* + 23z + 2,62 + 17 >

Si vemos a [D3] como un divisor, sus lugares explicitos son claramente de
F es decir tienen grado 1

[Ds] = (17,26) + (22,25) — 2Qx

3.4. Ejemplo desarrollado 2[D]

Usaremos el mismo campo de funciones F = K(z,y) con y*> = 2° — 1 en
K =Zs

También usaremos el divisor obtenido anteriormente como ejemplo por lo
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que:

[D] = [Ds] = (17,26) + (22,25) — 2Q

que en su forma de Mumford se veria asi:

D] =< 2? + 23z + 2,62 + 17 >

Procedemos similarmente, sélo que aqui la matriz es:

6a’c — 6ad — 6bc —4ac+4d 2c¢ 0| 10ab — 5a®
6abc — 6bd —4bc 2d 0| 5b® — bba?

a’> —b —a 1 0 c

ab —b 0 1 d

Con [D] =< 2 + ax + b,cx + d >.

La matriz resultante seria:

10 12 12 0|13
26 14 3 00
0 8 1 0]6
1529 0 1|17

Cuyas soluciones son los coeficientes de L(x):

p=10
q=3
r=13
s =28

De manera similar que en el ejemplo anterior obtendremos que:
2[D] =< T2? + 16z + 18,23z + 19 >

Lo hacemos moénico y obtenemos:
2[D] =< 2* +20x + 7,23z + 19 >

2[D] = 2(21,6) — 20
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3.5. Diffie-Hellman hipereliptico

En la introducciéon vimos el protocolo Diffie-Hellman el cual permite a
dos entidades poder compartir un secreto a través de un canal inseguro de
comunicacion, la seguridad de éste radica en la dificultad de poder calcular
logaritmos en el grupo este problema se le llama ”Problema de logaritmo
discreto” replanteamos el problema para divisores de la siguiente manera.

3.5.1. Problema de logaritmo discreto hipereliptico

Sea IF, un campo finito con g elementos, el problema de logaritmo discreto
sobre < Cy’, @ > consiste en que dados dos divisores Dy v Ds, determinar
una m € 7Z tal que Dy = mD; si ésta existe, en otras palabras es poder
calcular la funcién de logaritmo de tal manera que log, (D;) = m

La ventaja de las curvas hiperelipticas es que proveen la misma seguridad
que una curva eliptica pero con una llave mé&s chica, se ha demostrado que
es equivalente la seguridad del popular esquema de llave ptblica basada en
numeros primos RSA usando llaves de 1024-bits con curvas hiperelipticas de
género 1 (elipticas) de 160-bits, los mismos ataques al problema de logaritmo
discreto eliptico aplican en la generalizacién hipereliptica de género 2, pero
en éste las llaves proveen seguridad con 80-bits, esto es porque el orden de
< O, @® > con un campo finito de 80-bits es aproximadamente 160-bits,
estos ataques son el calculo de indices y Pohlig-Hellman.

3.5.2. Implementacion de Diffie-Hellman hipereliptico
y ejemplo

Se hizo una implementacion en lenguaje C con la jacobiana del campo de
funciones Zs; (z,y) tal que y* = x° — 1.
Esta implementacion usa las matrices presentadas previamente y la forma de
Mumford, el campo base es de caracteristica p el cual se puede modificar, se
hizo con un campo chico por razones de simplicidad.

Algoritmo:
1. Ay B negocian publicamente < C9 @ >y G = (12,5) 4 (28,2) — 200
2. A escoge un a € 7 al azar el cual serd su llave privada, éste es a = 16
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w

. B escoge un b € Z al azar el cual sera su llave privada, éste es b = 34

W

. A calcula su llave publica D4 = @ G =< 2?> +30x + 16,10z + 7 >

i=1
b

5. B calcula su llave ptblica Dg = EB G =< 2%+ 282 + 16,29z + 19 >
i=1

6. Ambos intercambian llaves a través del canal publico

7. A con la llave de B calcula S, = @ Dp =< 2?4202+ 7,23z + 19 >

i=1
b

8. B con la llave de A calcula S, = @DA =< 2% +20x + 7,23z + 19 >

i=1

Por lo que S, = S,, y ambos ya tienen un secreto compartido que pueden
usar para cifrar comunicaciones, un atacante tendria que calcular a y b con
las llaves ptublicas sabiendo G, lo cual equivaldria a calcular logaritmos base
G en < C’%Bl, @ >, v la igualdad se da porque:

S, = é@(} (3.14)

i=1 =1

Sy = @@G (3.15)

i=1 =1

3.6. Conclusion

La notacion de Mumford es conveniente para poder calcular rapidamente
la adicién hipereliptica, el grupo < Cg®, @ > usando divisores reducidos en
la forma de Mumford, el teorema de Riemann-Roch es la base que sustenta



3. CAMPOS DE FUNCIONES HIPEREL{PTICOS 59

el funcionamiento de este grupo, ya que con este se puede deducir la manera
anaitica de poder calcular los representantes reducidos de las clases de divi-
sores, y el teorema de Clifford y saltos de Weierstrass nos permiten poder
calcular el género, los cuales considero son los resultados mas interesantes en
este documento, este grupo también es util en términos criptograficos, como
se defini6 en la introduccion podemos utilizar el problema de logaritmo discre-
to en este grupo para generar sistemas criptograficos como Diffie-Hellman,
el cual permite compartir llaves a través de canales no seguros, (internet,
teléfono, et cétera), tambien se puede usar para criptografia de llave piblica
usando algoritmos como Elgamal.
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