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INTRODUCCION

La idea principal de Geometria no conmutativa [Connes] es estudiar espacios geométricos
por medio de algebras de funciones sobre espacios geométricos, permitiendo tal vez dlgebras no

conmutativas.

Esta rama de las matemdticas trata de ampliar los conceptos ya existentes en geometria, ya
que, dado el caso de que el dlgebra de funciones sea dada por las funciones continuas sobre un
espacio topolégico de Hausdorff o por las funciones infinitamente diferenciables sobre una variedad
diferenciable, la Geometria no conmutativa da los mismos resultados que en el caso cldsico ya
establecido.

Ademas el considerar dlgebras no conmutativas nos permite estudiar ejemplos donde el espacio
asociado es “virtual”, es decir, no estd dado por un conjunto de puntos que pueden variar de una
manera continua, el espacio virtual estd definido solamente por su dlgebra de funciones no con-
mutativas. Una de las motivaciones primarias viene de la fisica subdtomica donde hay problemas
con la descripcion del espacio por puntos y donde se busca una descripcion geométrica sin hacer
referencia a puntos. También en las matemaéticas se conocen espacios que surgen de construcciones
muy naturales y que carecen de propiedades suficientemente buenas para poder ser estudiados por

la Geometria diferencial clasica, por ejemplo algunos espacios cocientes.

El objetivo de la Geometria no conmutativa es extraer informacion geométrica de estos espa-

clos.

La idea de estudiar espacios a través de dlgebras de funciones se realiza también en otras areas

de las matematicas. Por ejemplo, en Geometria algebraica se estudia una variedad algebraica afin
V=A{@,..,z) €K : filzi,.. o 20) = - = filzts o5 20)s Sioe o fe €Kxg, oo, x0])
mediante el anillo de coordenadas
oWV) =Kl[xy,...,x,]/I(V)
donde el ideal I(V) estd dado por I(V) = {p € K[xy,...,x,] : p(v) =0, Vv e V}.

En Andlisis funcional, se asocia a cada espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto
X la C*-dlgebra Cy(X) de funciones continuas que se anulan en el infinito. El teorema de Gelfand
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2 INTRODUCCION

establece una relaciéon uno a uno: cada C*-dlgebra conmutativa, A, es isomorfa a Cy(Spec(A))
donde Spec(A) es un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto. Ademéas Spec(A) es
compacto siy solosi 1 € A.

Para llevar a cabo el estudio de dlgebras de funciones en Geometria no conmutativa, es vital
extender las herramientas cldsicas, tales como cdlculo diferencial e integral, transformaciones de

simetria, medida invariante, al caso no conmutativo.

En el presente documento estudiamos un dlgebra no conmutativa, O(H,,), (ver Seccién 3 del
Capitulo 1) que consideramos como una deformacion del anillo de coordenadas O(H) (con coefi-

cientes complejos) sobre el hiperboloide
Hy = {(t0,15) €R’ i+~ (- D(ts - 5) =0}, se[-1,1),

por eso llamamos a O(H;,) Hiperboloide cudntico.

Ademads cabe mencionar que el grupo de Lie SU(1, 1) actda sobre H; como transformaciones
de simetria y existe una medida invariante con respecto a esta accion. Si definimos un integral
sobre las funciones infinitamente diferenciables e integrables sobre H, con respecto a dicha medida

invariante, obtendremos un funcional que se queda invariante bajo la accién del grupo.

Para objetivos de Geometria no conmutativa formulamos esta propiedad de invarianza de la
integral mediante un funcional sobre un dlgebra de funciones “integrables”, donde la accién de
SU(1, 1) esta reemplazada por una accién de una deformacion del dlgebra envolvente universal,
U,(suy ), del dlgebra de Lie su, ;. El dlgebra envolvente universal la podemos considerar como un
algebra generada por operadores diferenciales de primer orden. Entonces a las dlgebras con una ac-

cién de U,(su; ;) podemos considerarlas como dlgebras de funciones infinitamente diferenciables.

Justo aqui surge un problema, pues ni en el anillo de coordenadas O(Hj) los polinomios distintos
del cero son integrables. De manera que no podemos esperar que exista un integral invariante sobre
O(H, ). Para solucionar este problema, planteamos la posibilidad de asociar a O(H, ) un dlgebra de
funciones “integrables” donde se tenga definida una accion de U, (su; ;) mediante representaciones
admisibles

El resultado principal de la presente tesis es dar una solucién del problema planteado con-
siderando representaciones (posiblemente no acotados) de O(H,,) sobre espacios de Hilbert y aso-
ciando dlgebras de operadores al hiperboloide cudntico que permiten una accion de U, (su; ;). Sobre
dichas dlgebras existe un integral invariante dado por una traza con peso de operadores. Estas dlge-
bras se consideran como un algebra de funciones diferenciables con soporte compacto y un algebra

de funciones diferenciables con decaimiento rapido en el infinito.
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Otro resultado importante es la clasificacion completa de las representaciones admisibles de
O(H,,), para de esta manera conocer las posibles dlgebras de funciones integrables que le podemos
asociar al hiperboloide cuéntico.

Un paso crucial fue dar una definicién mds conveniente de O(H,), que la del trabajo original
(ver [Korogodsky]), de manera que nos permitira facilitar los cédlculos, y encontrar una accion de
U,(suy ;) sobre O(H,,) que es mds apta para nuestros objetivos que la versién original definida en
el articulo de [Korogodsky].






Capitulo 1

Preliminares

1. Grupos de Lie y algebras de Lie

En esta seccion introducimos algunos conceptos y propiedades referentes a algebras de Lie
asociadas a un grupo de Lie, para a partir de éstos establecer andlogos al caso no conmutativo que

se comportan de una manera semejante al caso conmutativo.

DernicioN 1.1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable tal que tiene estructura de

grupo y la aplicaciéon G X G — G, (g,h) — gh™'es C*.

DEeriNICION 1.2. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Decimos que G actia
sobre M por la izquierda si existe una aplicacion diferenciable ¢ : G X M — M, y(g,m) =: g - m,
tal que

1. (gh)-m=g-(h-m), paratodog,heGymeM,
2. eem=m, paratodome My e € G es el elemento identidad de G.

A la aplicacion ¢ de la definicion anterior se le llama accidn izquierda del grupo G sobre la
variedad M.

DEeFinicION 1.3. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Decimos que G actua
sobre M por la derecha si existe una aplicacion diferenciable ¢ : M X G — M, ¢(m,g) =: m- g, tal

que

1. m-(gh)=(m-g)-h, paratodog,heGymeM,
2. m-e=m, paratodome My e € G es el elemento identidad de G.

A la aplicacion ¢ de la definicion anterior se le llama accion derecha del grupo G sobre la
variedad M.

Dado una variedad diferenciable M, denotamos por C*(M) al espacio de todas las funciones
infinitamente diferenciables en M.
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ProposicioN 1.4. Sean G un grupo de Lie y ¢ : M X G — M, ¢(m,g) =: m - g, una accion
derecha del grupo de Lie G en la variedad diferenciable M. Entonces

(1.1) > GXCU(M) - C7(M), (8> ) = f(z-8),

es una accion izquierda de G en C*(M), es decir, cumple con 1.y 2. de la Definicion 1.2.

DEMosTRACION. Veamos la asociatividad de »: Sean g,h € Gy f € C*(M). Entonces
(gh> N)2) = f(z-(gh) = f((z-8) - h),
pues ¢ es asociativa. Ademads, si llamamos G(z) = f(z - h) entonces
(&> (h> @) =(g>G)(2) =G(z-g) = f((z-8) - h),
Por lo tanto gh»> f = g» (h> f) y asi > es asociativa.

Por otro lado,
(e> f)2) = fz-e) = f(2),

de manera que > es una accién izquierda de G en C*(M). 3

DErNICION 1.5. Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie que actia sobre M por

la derecha. Una medida invariante es una medida de Borel regular i sobre M tal que

(12) | s eruom = [ som) duton
M M
paratodo g € Gy f € Li(M, p).
Dada una medida invariante y una variedad diferenciable M, podemos definir el siguiente fun-
cional lineal:
(1.3) H:C*(M)NLi(M,p) > R, H(f) = f f(m) du(m).
M

Si consideramos la accién » de G en C*(M) N L{(M, u) dada en la Proposicion 1.4, entonces el

funcional H tiene la siguiente propiedad de invarianza dada por la Ecuacion (1.2)
H(g> f)=H(f), [feC*(M)NL(Mp), geC.

DernicioN 1.6. Un algebra de Lie gg sobre R, es un espacio vectorial real gr junto con un

operador bilineal [+, -] : gr X gg — gr (Ilamado corchete de Lie) tal que para todo x, y, z € gr

a) [x,y] = —[y, x]. (Anticonmutatividad.)
b) [[x,y],z] + [[y,z], x] + [[z, x],y] = 0. (Identidad de Jacobi.)
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DerNICION 1.7. Sea ggr un dlgebra de Lie sobre R. Definimos la complexificacion de gg como
g = C ®g gr con multiplicaciéon compleja a(8 ®g g) := af ®g g y con corchete de Lie dado por
[a ®r &, B®r 1] = ¢ @ [g, h], paratodo @, B € C, g, h € gp.

Esempro 1.8. Algebra de Lie asociada a un grupo de Lie G. El dlgebra de Lie denotada por
Lie(G) 6 gr asociada a un grupo de Lie G es el espacio vectorial g := T,.G, donde el corchete de

Lie esté definido por lo siguiente:

Sea g € G, denotamos por L, a la traslacion por la izquierda del grupo G, L, : G — G dada
por L,(h) = gh. Esta aplicacion tiene la propiedad de que es C* y biyectiva con inverso L, de
manera que L, es un difeomorfismo. Por lo tanto L, induce un isomorfismo (L,). entre los espacios
tangentes (L,). : T.G — T,G.

Dado un vector X € gr = T.G, definimos un campo vectorial sobre G por

X(g) = (Lg)(X).

En el espacio vectorial de los campos vectoriales se tiene la operacion de corchetes cumpliendo con
a) y b). Entonces definimos en gr los corchetes por [X, Y] := [(L,).(X), (Lg).(Y)](e), convirtiendolo
de esta manera en un dlgebra de Lie.

Sea ¢ : M X G — M una accion derecha de G en la variedad diferenciable M. Consideramos
ahora la version infinitesimal de la accién (1.1). Para f € C*(M)y X = [h(?)] € gr = T.G definimos

d
X>fm):= | fOn-h(®), meM.

t=0

Aqui el vector tangente en X € T,G estd dado por una clase de equivalencia de curvas diferenciables
h(t) con h(0) = e. Demostremos que la definicion de » no depende de la curva diferenciable A(?):

como

d
Xe flm) = = N Jm - k() = df([m - h(B)])

donde [m - h(t)] € T,,M, basta demostrar que [m - h(t)] = [m - g(¢)] si [h(?)] = [g(®)].

Sea (U, Y) una carta de M tal que m € U, tenemos que mostrar que

d
3| FYlm-h@) =) Wm-g(D)).

dt =0
Recordamos la notacién ¢(m, h(t)) = m - h(t). Entonces

t=0

3| Y- h@®) = d(¥ o ©)([m, h(D)]) = d(¥ o @)([m]. [A(1)])

t=0
=d(¥ o )(Im], [g®)]) = d(¥ o )([m, g(N)])

d
= dhs F(m - g(1)
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donde utilizamos que T, (M X G) = T,M X T,G y m es la curva constante; [m] = 0 € T,,M. Por

lo tanto > esta bien definida.

Ahora, dado que

d d
T (fQm- @) = —| flm-h(®)g(m - h))
= dtli=o
d
= E f(m- h(t))) g(m - h(0)) + f(m - h(O))(d—t g(m - h(t)))
=0
d
= 51_ f(m- h(t))) g(m)+f(m)((7lt:O g(m~h(t)))
entonces
(1.4) X>(fe)=Xr g+ f(X>g) f,geC(M).

Entonces X satisface la regla de Leibniz, es decir, X es una derivada. Ademas si H es el funcional

sobre las funciones C*(M) definido en la ecuacién (1.3), entonces

d
a5) Hx-p= [ xefome- [ 5
M M

d
ﬂzmmwwza-mﬂﬂzmmw@:o

=0 =

por que i es medida invariante y las funciones bajo el integral son C*.

2. Espacios cuanticos

Queremos ahora definir el caso andlogo de la accion infinitesimal del dlgebra de Lie asociada
a un grupo de Lie sobre las funciones infinitamente diferenciables y de la propiedad de invarianza
que define el funcional H dada en (1.5).

En el caso no conmutativo, tiene sentido definir una accién sobre un dlgebra no conmutativa,
pero en este caso, el objeto que actia sobre dicha dlgebra se le pide que sea dlgebra de Hopf. Este

concepto lo definimos a continuacién.

DerniciON 1.9. Un dlgebra de Hopf es un dlgebra asociativa A sobre C con unidad 14 € Ay
multiplicacion m : A® A — A, m(a ® b) = ab tal que existen homomorfismos A : A - AR A
( co-producto), £ : A — Cy una aplicacion lineal S : A — A tal que

) (AQid)o A= ({d®A) oA, (Co-asociatividad del co-producto)
n (eid)ocA=id=(id®¢g) oA, (Co-unidad)
m) mo(S®id)oA=elg=mo(id®S) o A. (Propiedad del antipodo)
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En seguida mostramos un ejemplo muy general de dlgebra de Hopf en el cual se define un co-
producto que se comporta como un operador diferencial, y justo con este ejemplo podemos notar

la analogia con los elementos de un dlgebra de Lie que pueden ser vistos como derivadas.

Esempro 1.10. Algebra envolvente universal de un dlgebra de Lie. Sea gz un édlgebra de Lie
real de dimensi6n finita con corchete de Lie [-,-] y g su complexificacién. Denotamos por g® al
producto tensorial g ® - - ® g i—veces, i > 1y ¢®® = C, donde ® es el producto tensorial sobre C.
Definimos el dlgebra tensorial en g como 7(g) := EB;.’;OQ@ , ésta es un algebra asociativa con unitario

donde el producto es: sivi ® v, ®--- @V, € g yw; @ w, ® - - ® w; € g® entonces
VM@ V)W AW Q@ - QW) =V Q- QVOW ®---@w € ¢,

y(al)®@v=v®(al) = av, parav € g*".

7(g) cumple la siguiente propiedad universal: Dada una aplicacion lineal ¢ : ¢ — A, donde A es
un 4lgebra asociativa con unitario sobre C, existe un unico homomorfismo de dlgebras ¢ : 7(g) = A
talque (1) = 1y yoi = ¢, donde i es la inclusion de g en 7(g), esto es, existe una Gnica extension
de ¢ al dlgebra tensorial 7(g).

Consideremos sobre 7(g) al ideal I generado por los elementos u,, = x®y —y® x — [x, y], para
todo x, y € g.

Al cociente U(g) := 7(g)/I se le llama algebra envolvente universal de g. Al igual que el
algebra tensorial en g, U(g) cumple la siguiente propiedad universal: Dada un édlgebra asociativa
A y una aplicacion lineal ¢ : g — A tal que ¢([X, Y]) = ¢p(X)p(Y) — ¢(Y)p(X) para todo X, Y € g,
entonces existe un inico homomorfismo de algebras ¢ : U(g) - Atalque (1) = 1y oi = ¢,
donde i es la inclusion de g en U(g). De esta manera, cualquier homormorfismo del algebra de
Lie se extiende a un unico homomorfismo de su algebra envolvente universal, y vice versa, dado
cualquier homomorfismo del dlgebra envolvente universal, su restriccion al dlgebra de Lie define

un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Definimos los homomorfismos A : U(g) = U(g) @ U(g), € : U(g) — C y un anti-homomor-
fismo S : U(g) —» U(g) como

AD=1®1, el)=1, S)=1,
AX)=X®1+1®X, &X)=0, SX)=-X, Xea.

Observemos que como U(g) estd generado por una base de g, basta definir las aplicaciones lineales

anteriores en dicha base. Es facil ver que A, € y S estan bien definidas, por lo que resta comprobar
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que cumple la propiedad de co-asociatividad, co-unidad y la del antipodo. En efecto,

A®id) o AX) = (ARiID)X®1+10X)=AX)® 1 +A(1)®X
—X®I®1+10X®1+1818X=X0A)+18AX)
=([dRA)X®1+18X)=(id®A) o AX),

(e®id)oAX)=0-1+1-X=X=X-1+0-1=(id® &) o AXX),

mo(S®id)o AX)=mo (S ®IDNX@1+10X)=SX)-1+S(1)-X=-X+X=0
=eX)lgye=X-S(1)+1-SX)=mo (d®S) o AX).

Por lo tanto U(g) tiene estructura de dlgebra de Hopf.

DEeriNicION 1.11. Sea A un dlgebra de Hopf. Entonces (A es una *-4lgebra de Hopf si A es una
*-algebra con involucion * : A — A tal que g(a*) = @ y A(a*) = A(a)*, para todo a € A. Donde
u®v) =u"®v,paratodou®v e A A.

Observemos que U(g) del Ejemplo 1.10 es una *-dlgebra de Hopf, definiendo por ejemplo la

involucién como X* = —X, para todo X € gg.

DEeriNICION 1.12. Sean A una *-4lgebra de Hopf con A, £ y § como en Definicén 1.9, y X una
*-4lgebra. Entonces X es un A-mddulo *-dlgebra izquierdo si existe una accién > : AxX X — X tal

que > es bilineal y satisface
(ab)>x=a>b>x), a>@y)=mA@>(x®Yy), (@>x)"=S@">x, lsx=x,

paratodoa, b€ A, x,y e Xy a,B € C.Si 1 € X, se require ademds que se satisfaga la siguiente
relacion:

ar1=¢gla)l, paratodo ae A.

Si X es un A-moédulo *-dlgebra izquierdo, con ‘A como en la definicidn, entonces decimos que X

€s un espacio cudntico.

La ecuacién ar(xy) = m (A(a)>(x®y)) se lee ax(xy) = Y;_;(a;>x)(a;>y), donde el co-producto
de a estd dado por A(a) = X ;_; a;, ® a; € A® A. Ahora ya se tienen los conceptos necesarios para
poder definir un integral invariante en la *-algebra. Esta definicién es muy parecida que la dada
para algebras de Lie, simplemente en este caso, como el dlgebra que actda es dlgebra de Hopf, la

propiedad de invarianza en (1.5) estd expresada a través del homomorphismo € : A — C.



2. ESPACIOS CUANTICOS 11

DerNIcION 1.13. Sea X un A- mddulo *-dlgebra izquierdo con A una *-dlgebra de Hopf. En-

tonces i : X — C es un integral invariante en X si
h(a> x) = g(a) h(x), paratodo a e A, x € X.

Esempro 1.14. Sean g un dlgebra de Lie, U(g) el dlgebra envolvente universal de g, X un U(g)-
moédulo *-dlgebra izquierdoy 2 : X — C un integral invariante, entonces dado que A(X) =
X®1+1® X se tiene que

X>(fg)=(X> flg+ f(X>g), paratodo X € U(g), f,g € X.

Es decir, X es una derivada de primer orden, exactamente como X en (1.4), y dado que &(X) = 0

también tenemos que
h(X»> f)=eX)h(f) =0, paratodo X € U(g), f € X,

exactamente como H en (1.5). Podemos pensar en X como un dlgebra de funciones integrables
y diferenciables sobre una variedad M con accién de un grupo de Lie G tal que Lie(G) = gy
h(f) = fM f(z) du(z) donde u es una medida invariante sobre M.

Sea Hy; = {(y,x) e CxXR | yy — (x — 1)(x — s) = 0}. Mostramos a continuacién que podemos
convertir a O(Hj), el dlgebra de polinomios en coordenadas sobre Hy, en un espacio cudntico, con
accion de U(su;;) y definimos en O(Hy) un integral invariante. El tema central de esta tesis es

estudiar un andlogo cudntico de este ejemplo.

Esempro 1.15. Definimos O(H) := C|x,y, ¥]/I, donde I es el ideal generado por el polinomio
yy — (x — s)(x — 1). Dado que yy = (x — s)(x — 1) en O(H) entonces

N M
O(H,) = {Z Y'Pu(x) + Y P_u(x)7" | N, M €N, Py(x) € Clx] Yk € N} .

n=0 m=1

Sea g el dlgebra de Lie generada por los operadores diferenciales

0 0 0 0 0 0
1.6 H=2y—-2y—, E=y—+Q2x-(1 —, F=y—+2x-(1 —,
(1.6) Yoy T 75 yax+(x (+S))65; y6x+(x (+S))ay
que actian sobre O(H,) como operadores diferenciales de primer orden y con corchete de Lie dado

por [X, Y]y = X(Yy) — Y(Xy) paratodo X, Y € gy ¢ € O(Hy).
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Entonces se tiene:

0 _0 0 0 0 0 0 _0
[H,Ely = (Zya—y - 2)’3—)_]) (ya +(2x—-(1+ S))a—y)w - (YE +2x—(1+ S))a—)_)) (2)’— - 2y—)¢

%) dy
= 2y3—li + 2y2;yzglx - 2yya 2(;// +2y2x—=(1+5¥)) 62(/; -2y2x—(1+ s)) 2¢, 2y %
- 2y2x-(1+ S))j;awy +2y2x—(1+5)) (;f + 2yy:jgy +2@2x-(1+ s)a—l;)
= 2(y% +2x-(1+ s))(%);b
= 2Ey,
[H, Fly = (ZY% - 2y; )( aﬁ +(2x=(1+9)) (%)l/f - (ﬁ% +(2x—(1+9)) 2) (2y6% - 2?(%)!#
= Zyya(();ic - ny;f: 25)2;;;/’ +2y(2x—(1 +s))62¢/ 2y2x—(1+5)) 21'/; 2 y;j;'y

2 2
-2(2x—(1 +s))—l// - 2y2x—(1+ s))—w +25° 3 ;Dy +2y2x—(1+ s)) 0 W

_0
=-2 (ya +2x—-(1+ s))a—y)w

= —2Fy,

0
[E,F]w:(ya+(2x—(l+s)) )(—+(2x (1+s))—)1p

—()‘1£+(2x—(1+s)) )( + (2x— (1+s))—)¢
ox

2 2 2
yaw + (2x— (1+s))—+(2x (1+s))'a¢/ +2ya—w+y(2x—(l+s))aw

(9_ ay
P o o
+(2x— (1+s)) ad - Vyyv— "g 2x- (1+s))—w - y(2x - (l+s)) ad -2y (91//
yoy 0x 0x (')y
>y Py
-y2x—-(1+ s))a —Q2x—(1+58)— P

(o5

= Hy.

Entonces, el dlgebra de Lie generada por los operadores H, E y F es un édlgebra de Lie isomorfa a
sl(2,C).
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Ahora definimos el conjunto de funciones diferenciables con decaimiento répido en el infinito
como

S((—o0, s]U[1,00)) = {f € C®((—o0, s] U [1, 0))| |1|fm IF™(x)x*| =0Vn e Ny, k e NO},

y definimos sobre el algebra

S(®,) := {Zy”fn(x)+2fm<x>y IN,M €N, fi € S(-00,5]U[1,00)), VkeZ}

m=1

una accioén del algebra envolvente universal U(sl(2, C)), la cual corresponde a la definicién de los
operadores dados en (1.6):

N M N

Ho [ D25 0+ " fu0F" | = D 2my" fu(x) - Z 2mf (07",
n=0 m=1 n=0
N M N

Ex| Y Y A@+ ). ful0i"| = )y £ + Z Ful0)5" +m2x = (1 + ) fn(x)5""),
n=0 m=1 n=0
N M N

Fo| Y V' HG)+ D fau03"|:= > (310 + n@x— (1 + )" f,(0) + Zf (05"
n=0 m=1 n=0

Procedemos a demostrar que > estd bien definida, es decir, > respeta la relacién:

W-@x=sx-1)=0
de S(H,). En efecto,

He(yy—(x—s)(x=1)=Hey)y+yH>H) - (He (x=5))(x—1) = (x=)(H> (x 1))
=2yy+y(=2y) =0

Ev(yy—(x=s)x—-1)=(E>y)y+y(E>)) —(E>(x—s))(x—1)—(x—$)(E>(x—1))
=04+y2x—(1+95)—yx-1)—-(x—s5y=0.

For(y—(x=s)x—1)=F>y)y+yF>y) —(F>x-5))x—-1)—-(x=-99F>(x-1))
=2x-0+s)y+0-yx-1)—-(x—s5y=0.
Por lo tanto, > : U(sl(2,C)) X S(H,) — S(H;,) esta bien definida.

Escribimos a y € O(H,) por medio de su descomposicién polar y = |yle!?, 8 € [0, 2x). Dado que
Iyl = V(x = s)(x — 1) entonces y = v(x — s)(x — 1)e"’. Por consiguiente, cada € S(H;) se puede

ver como una funcién de x y de 6.
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Asi, podemos definir en S(Hj) un integral invariante bajo la accién de U(sl(2, C)) como:

21
h(x, 0)) = f f J(x.6)d6dx.
(=00,5]U[1,00) JO

Para demostrar la invarianza de la integral, demostramos primero el siguiente lema:

Lema 1.16. h(y" f,(x)) = 0 = h(f_,(x)¥") para todo y" f,(x), f_.(x)7" € S(H;), n € N.

DEemosTrAcION. El resultado se obtiene despues de notar que y" f,,(x) = ((x — s)(x — 1))"/? ein? fu(x)y
Fon()F" = fo(x) ((x = 8)(x = 1) e ™y foz" e*"’dg = 0 paratodo n € N. [

Procedemos ahora a demostrar que £ es invariante bajo la accién de U(sl(2, C)):

Porel Lema 1.16,

h(H > y"f(x)) = h(2ny" f(x)) = 0 = e(H)h(y" f(x)),
h(H > f(0)7") = h(=2mf(x)y") = 0 = e(H)h(f(x)y"),

paratodo n, m € N, f € S((—o0, s] U [1,)). Ademds H > fy(x) = 0, y por tanto, & es invariante

bajo la accion de H.

Analogamente, por el Lema 1.16, paratodon € Ny y f € S((—o0, s] U [1, o)) tenemos que:

WE »y'f(x)) = h("" f/(x)) = 0 = &(E)h(y" f(x)),
h(F > f(x)7") = h(" /(%)) = 0 = e(E)h(f(x)7"),

y para todo m # 1:

h(E > f(x)") = h(f'(x)y§™) + h(m(2x — (1 + )7 f(x))
= h(f' (X)(x = $)(x = D) + h(m2x — (1 + )7 f(x)
= 0 = &(E)h(f(x)7™),

h(F > y" f(x)) = h(f' ()3Y") + h(m(2x — (1 + 5))y"" f(x))
= h(f ()(x = $)(x = DY" ") + h(m2x = (1 + )y""' f(x))
=0 = &(F)h(" f(x)).



2. ESPACIOS CUANTICOS 15

Ahora, usando integracion por partes para m = 1 tenemos:

WE > f(0)7) = h(f (X)yy) + h((2x = (1 + 5)) f(x))
= 27r(fs f(x)(x—=s)(x-1)dx + fs 2x—-(1+5)f(x)dx

+ foo fo)x—s)(x—1)dx + fw(2x -1+ 9)f(x) dx)
1 1

= 27r(f(x)(x -8s)x-1) ioo - fs Cx-1+9))f(x)dx + fs 2x =1+ ) f(x)dx

+F(x)(x — s)(x — 1)|‘;° - fm(zx —(1+9)f(x)dx + fm(zx —(1+9))f(x) dx)
1 1
= 0 = &(E)h(f(x)y),
ya que f(x) € S((—oo, s]U [1, 0)).
Como Ah(F > yf(x)) = h(f'(x)yy) + h(f(x)2x — (1 + 5))) = h(E > f(x)y) = 0, tenemos también

hF > yf(x)) =0 = e(F)h(yf(x))

Por tanto, se tiene que 4 define un integral invariante en S(H).

A continuacién mostraremos que se puede definir un producto escalar en S(H;) de manera que
es posible definir una involucion en sl(2, C) tal que H* = H, E* = —F, la cual es la involucion que
define a U(suy ;).

Definimos un producto escalar en S(H) como

<¢’ '70> = h(&‘ﬁ)’ V¢’ Y e S(Hv)

Es facil comprobar que ¢, ) es una funcion bilineal, hermitica y positiva. Falta probar que es definida,
es decir, para todo ¢ € S(H), (¢, ¢) = 0 siy sélosi ¢ = 0.

Sea ¢ = Yo" fu(¥) + Ty fom(x)7". Notamos que

N N _ M N - N M _
b6 =D D VT AOL@ + D D VY A + DD IV (05

n=0 k=0 m=1 n=0 n=0 m=1
M

M
£ 3 ) o0,

m=1 k

—_

Por el Lema 1.16, se tiene que

hOMS () fi(x)) = hO'F () fa(x) =0 Yk, 1eNy, k#1,
RO () foi(0) = hG'F fo(x0) fi(x)) = 0 Vk,1 € Ny, k+1> 0.
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Por lo tanto

h(@e) = Z MM fi0) i) = 27 Z f ((x = 9)(x = DM feoPdx.

p— 0o, s5]U[1,00)

Como (x — s)(x — 1) > 0 para todo x € (—o0,5) U (1,00) y f; es continua entonces (¢, ) = 0 siy
sOlo si fi(x) = O paratodo k = —M, ..., N. Entonces (¢, ¢) = 0 siy s6lo si ¢ = 0. De esta manera
podemos concluir que (, ) define un producto escalar en S(H).

Ahora veamos que la operacion de tomar adjuntos define una involucién * en U(sl(2, C)) tal
que (U(sl(2,C)), *) = U(suy ;). En efecto, para todo y" f,,(x) € S(Hy) y f-.(x)7" € S(Hy), n € N,
tenemos

(H >y [0, 5" fun(2)) = (20" (), " fon(0)) = B(2F"Y" f(3) fin())
= Gum2n h(F"Y" £ () fin(X)) = Gpm2m h(F'Y" fu(X) fn(x))
= " fu(0), 2my” fr.(x0)) = " fu(x), H > Y™ fu(X)),

(H >y f(2), f-n(D)F") = h2n"™) f(0) f-n(0)) = 0 = (' f(2), H > fn(0F"),

siguiendo con un procedimiento andlogo a los casos anteriores se tiene que
(H > fon()3", Y fu(2)) = 0 = (fou()Y", H > y* fu(X)),
(H > f (07", f-n(0F") = =60 m2m h(Y" 5" (0 fon(2)) = (fm(OF", H > fa(0F").
De esta manera concluimos que H* = H. Procedemos ahora a demostrar que E* = —F:
(E >y (03" ful0) = O F1(0, 5" @) = G Y £ () ()
= Gt hG" " (0 fn(0)).
Por otro lado, usando la férmula de integracién parcial y que f; € S((—c0, 5] U [1, 00)) se tiene que
O ful2) =F 23" fun(x)) = =0 fu(0), 35" £,(6) + m(2x = (1 + )" fuu(x))
—hG"y"™ (x = ) = DS 0) = mAG"Y" ™ 2x = (1 + ) fu(2) ()

= ~um 127 ( f ((x = $)(x = D))" f(x) £ (x)dx + fl ((x = 8)(x = D))" f(x) f(x)dx

“m fs 7y 2x = (1 + ) f,(X) fin(x)dx — m fm 'y 2x = (1+ S))fn(x)f;n(X)dX)

1
= —5n,m_12n(— f ((x = $)(x = D))" f1(x) fru(x)dx — fl ((x = $)(x - 1))’"%fm(x>dx)

= Gt A((x = $)"(x = )" f1(X) fin(x))
= On+1,m h@n+1ymmﬁn(x))7
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de manera que (E > y" f,,(x), Y" fu(x)) = " fu(x), =F » y" f,,(x)) para todo n € Ny y m € N. Por otro
lado, para todon € Ny y m € Ny,

(E > ' £, fon(OF™y = " 10, fom(OF™) = AG ' £1(6) fom(X)) = 0
= h(=5"F"" [, f10(X)) = " fu(X), —F & fn(X)7™).

Se comprueba de forma andloga que

(Ev fon(OY", ¥ (1) = 0 = (fou(0)y", —F > y" f,(x)),
(E> f-n0)F", f-n(OF"Y = Gnsrm BO™ 5" F (O fL,(0)) = (fom(0F", =F > fLa(0)F".

Asi, E* = —F. Por lo tanto podemos concluir que (U(sl(2,C)), *) = U(su, ;). Es elemental veri-
ficar que la U(suy 1)-accidn satisface las condiciones de la definiciéon 1.12. De esta forma, hemos

encontrado un integral invariante sobre S(Hj) con accién de U(suy ;).

3. El hiperboloide cuantico

A continuacién exponemos la *-algebra no conmutativa con la que trabajaremos. A dicha élge-
bra la dotaremos de una accién para después asociarle un algebra de funciones integrables que
dejen invariante dicha accion. De ahora en adelante ¢ y s siempre son nimeros reales tales que
q€(0,1)y s € [-1,1). Consideremos X := O(Hj,) = *-alg{y, y*, x = x} con relaciones:

yxo= gy,

o= @Yy,

Yy = (g x=s)g x= 1),
who= (=9 -1,

Esta dlgebra se ha obtenido a partir de la definicion de un hiperboloide cuantico dado en el

articulo de [Korogodsky] y definida como a continuacién:

O(X. ) es la *-dlgebra generada por x = x*, y e y* con las siguientes relaciones

yX = q'xy,

*

y'x o= gy

Yy (¢ 'x—c)g 'x=d),

' (gx — c)(gx — d),
donde c,d e Ry c #d.

Veamos que ambas dlgebras son isomorfas.
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PropPOSICION 1.17. Las *-dlgebras O(X.q) y O(H,,) son isomorfas, donde s = 4 si|d| > |c| y
s=4silc| > |d|.

c

DEemosTRACION. Sin perder la generalidad, podemos suponer que |c| < |d| y ademds d # 0. Definimos
¥ O(X,q) — OH: ) por

Yo) =14y,  YOH=1iy, Yw=ix
Entonces
Y()¥(x) = fyx = ¢* Fxy = P (0)¥(),
YOOY) = £y'x = ¢ 2 Exy" = g PP,
YOO = 5@ ' x—o)g ' x—d) = (¢P(x) - £)(g 7P () - D),
YY) = $(gx - c)(gx — d) = (¥(x) — (P (x) - 1).

Por tanto ¥ estd bien definida. Ademas W(a*) = ¥(a)* para todo a € O(X,.,) por definicion.
Obviamente, el inverso de P estd dada por ¥~!(y) = dy, ¥~'(y*) = dy* y ¥~ (x) = ;—lx. 3

Como *-dlgebra de Hopf consideraremos una deformacién del dlgebra envolvente universal del
algebra de Lie su;; tal como lo sugiere [Korogodsky]. La *-dlgebra de Hopf U := U,(su; ;)

estd generada por E, F, K y su inversa K~! con relaciones
KK'=K'K=1, KE=¢EK, FK=¢’KF, EF-FE=(q-¢ )" (K-K™),
y estructura de Hopf
AME)=E®1+K®E, AF)=FQK'+1®F, AK)=K®K,
s(E)=¢e(F)=0, &K)=1, S(E)=-K'E, S(F)=-FK, S(K)=K',
y con involucion K* = K, E* = —KF.

Comentario 1. Cabe mencionar que podemos obtener las relaciones del caso cudntico U, (su; ;)
= alg{K, E, F} a partir de las relaciones del caso cldsico U(suy;) = alg{H, E, F} definiendo for-
malmente K = ¢ y K™! = g7H.

De esta manera, dado que en el caso clésico se tiene que [H, E] = 2E y [H, F] = —2F entonces
H'E=EQR+ H)'y H'F = F(H — 2)". Asi tenemos las relaciones

> 1 n *® 1 n
KE=g¢"E= Oi(?) H'E=EY Ogn('q) Q@+ HY' = E¢*" = EK
n=0 ' n=0 ’

(o8]

log(q)" “, Jog(q)"
KF=¢'F= Ogn('q) H'F=F) Oi('q) (H-2)" = Fq'"? = ¢*FK,
n=0 ’ n=0 :
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del caso cudntico. Ademas si ¢ — 1 entonces podemos recuperar el caso clasico pues
lim [E,F] =lim(qg— ¢ )" (K- K") =lim(g- ¢ (¢" - ¢7) = (¢") |1 = H.
g—1 gq—1 q—1

En la siguiente proposicion consideramos una U-accion sobre X que es diferente de la accién
definida en [Korogodsky] y mas apta para nuestros objetivos.

ProposicioN 1.18. El hiperboloide cudntico X se convierte en un U-modulo *-dlgebra con la
accion definida por

Key=q¢y, Epy=0, Fry=q"((1+q)x—(1+5),

K> x=x, Erx=q'"y, Frx=q"y,

Koy =q%, Exy =q¢((I+qx-(+5), Fry =0

Antes de dar una demostracién, podemos notar que si hacemos g — 1 obtenemos la accién de E
y F del caso clésico dadas en el Ejemplo 1.15. Y si en el caso cldsico, hacemos K = ¢' obtenemos

exactamente la accion de K dada en esta proposicion.

DemosTrACION. Tomamos como definicidn a la accién > y veamos que estd bien definida. M4s aun,

como definicion de > pediremos que satisfaga

(1.7) o) = Y (Heu@ s,
k=1

(1.8) fel = efl,
para todo u,v € X'y f € U, donde A(f) = X, f; ® f’ € U ® U es el co-producto de f. En

particular,
Kbuw=K>uw(K>v), K'bw=K'>uwE'>v),
E>uw=E>uy+K>u(E>v), Fou=EFD>uw)(K ' >v)+ulF>v),
para todo u,v € X.

A continuacién procedemos a demostrar que los generadores de U respetan las relaciones del
hiperboloide X.

K>yx=qyx=q(qxy) = x(q"y) = K> xy =K > q'xy.
K'>yx=q?yx=xy=¢x(¢7°y) =K' >xy=K"' 1> ¢xy.

12

Eryx=q¢q"")=¢gE>xy=E> g’ xy.
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Fp>yx= 1/2((1 +q Hx—(1 +s))x+q yy*
12 4 o302 g 2(x — s)(x — 1)

5/2 1/2

=(q )x (I+s)x+gqg

5/2 -3/2

=@ +¢'"+¢7)2* - (g )1+ $)x+ ¢
= ¢ (¢ x = )70 = D)+ (@7 + 4" - ”u+nx

2 .5/2

= ¢ (¢ y + (@' + ¥ - ¢'*(1 + 9)x)

:quxy.

De esta manera los generadores de U respetan la relacién yx = g*yx de X segun la definicién dada

en la ecuacién (1.7).

K>xy' =q xy' =yx=¢(qy)x=¢K>yx=K>qyx
K—l > Xy* — q2xy* — q4y*x — qz(qzy*)x — qZK—] Dy*x — K—l > qu*x.

E> xy" = ¢y + ¢ x ((1 +q Hx—(1+ s))
=" =)x =D+ (@ + g7 = g1 + 9)x
1/2

-7/2 1/2 3/2

=@ +q7+q7HX - (g )1+ 5)x + g'/*

q'? ((1 +qg -+ s)x) + ql/z(q_ x—95)(gx—-1)
=q (4’3/2 ((1+g2x=(1+9)x+q72¢"y)
=E>¢*y'x

5/2 2. %2

Fo>xy' =q"¢y? = ¢ (¢

VW =Y (@) = ¢ F>y'x=F>q¢yx

Asi los generadores de U respetan la relacién xy* = ¢°y*x de X.

K>yy=yy=(qg x=-s)g x-1)=K> (g x—s)(g x—1).
K'>yy=yy=(@ x—s)¢x—1)=K"'>(gx-s)(g x—1).

Eryy=q"(1+g)x-(1+9)y
=g Pq Py + g7 gy — 7P + )y
=477 x = D+ (g7 x = 5)g7q'y)

=E> (g x—s) (g *x—1).
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Fryy=q"y (1 +g)x-(1+59)
=q" ('@ x =)+ (x—9)
=q" ('@ x =)+ (g x - 5)y")
=q 7"y (g x = D)+ (g x = 5)(qgq"Y")
:F|>(q_x—s)(q_x—1).

Por lo tanto los generadores de U respetan la relacién y*y = (g7 2x — s)(g"2x — 1) de X.

Ky =w=x-s)x-1)=K>(x-s)(x-1).
K'oyw=yw=@x-s)x-D=K'>@-s(x-1).

Eryy =q"y((1+q)x—(1+5))

=¢"y((x= D+ (g x - 9))

=q"Py(x=1)+q"*(x = s)y
=E>(x-s)(x—1).

F > yyx = ¢°* ((1 +q Hx—(1+ s))y*
7" ((q2x =1+ (x = 9)y’

5/2

*

=Py (x -1+ g (x—s)y

=Fp>(x-5H(x-1).

De esta manera los generadores de U respetan la relacion yy* = (x — s)(x — 1) de X. Por lo tanto

las acciones de E, F, K 'y K~! dadas en Proposicién 1.18 y extendidas al dlgebra X por la ecuacion

(1.7) estan bien definidas.

Procedemos a demostrar que > estd bien definida, esto es, I> respeta las relaciones de U. Por lo

anterior y la ecuacion (1.7) basta demostrar que > verifica las relaciones de U para los generadores

x=x",yey deX.

KE> x=K>q¢"%y =¢q"*) = EK > x,
KE>y=Kr>0=0=¢EK D>y,
KE>y =K>qg " ((1+g)x-(1+5) =g (1 +g)x—(1+5))

=¢E> () = EK >y

21
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Por lo tanto > respeta la relacion KE = ¢°EK.

KK'>bx=K>x=x=K'K>ux,
KK'>y=K>qg?y=y=K'Kp>y,
KK'>y =K gy =y =K 'Ky

De esta manera, [> respeta la relacion KK~! = 1 = K'K.
FK>x=F>x=q¢" =¢¢*q"*y") = *KF > x,

FK>y=Frgy=qq"(1+q)x—(1+5)=¢KF >y,
FK>y =Fp>qg?%'=0=¢KF>y".

Asi > respeta la relacién FK = ¢?°KF.

(EF-FE)>x=ED> ¢y -F>q'%y

=g ((1+gDx=(1+9) =" ((1+¢x = (1 +5) =0
=(@-q¢g") ' K-K"x,

(EF-FE)>y=q¢"Er(1+g)x—(1+5)-F>0
=g +q )y =(q-9")"G-qy
=(q-qg )" (K-K >y,

(EF-FE)>y =E>0-q " F > ((1+q)x—(1+5)
=—q(l+q72)Y =(@q-q) @@=V
=(q-q¢g ) '"K-K >y,

De esta forma también tenemos que > respeta la relacion EF — FE = (g— g ')"'(K — K1), para la

cual hemos usado que se satisface la ecuacion (1.8), y por tanto la accion > estd bien definida.
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Finalmente comprobamos que > respeta la involucion. Por lo ya demostrado basta verificarlo

sOlo en los generadores.
(K>x)'=x"=K'>x =SK) >,
K>y =¢y =K'>y =SK) >y,
(K>y) =qy=K'>y=SK) >y

K'>x)' =x"=K>x"=SEK"') >,

(K—l [>y)>k — q—Zy* — K [>y* — S(K—l)* [>y>k,

K'>y)Y =¢y=K>y=SK") >y
E>x) =¢"" =q¢*q¢""*y)=q¢*F>x"=KFK'>x" = ~(K'E)' > x* = S(E)" > x,
(E>y) =0=¢gF>y =KFK'>y =—(K'E)' >y =S(E)" >V,

(Ery) =g ((1+g)x-(1+9))=¢7q" (1 +g)x—(1+95) =g Fr>y=SE) >y
F>x)=¢""=¢dG")=E>x"=KEK'>x"=—(FK)' > x" =S(F)" > x",
(Fey) =" (A+gx = +5)=g¢? (1 +gx—(1+9) = CE>y = SF) >y,

(F>y)Y =0=¢E>y=SF) >y

[






Capitulo 2

*.Representaciones de X

1. Definiciones

Siguiendo con nuestros objetivos, una manera de asociar a X un dlgebra de operadores inte-
grables es considerar representaciones. Por esta razén se expone a continuacion algunos conceptos

referentes a representaciones sobre el dlgebra de operadores en un espacio de Hilbert.

Dado un operador T (no acotado) en un espacio de Hilbert, denotamos como D(T'), Spec(T), T
y T* al dominio, al espectro, a la cerradura y al adjunto del operador T, respectivamente.

Sea D un subespacio denso del espacio de Hilbert . Entonces el espacio vectorial
L7(D) :={z€End(D) : Dc D(Z"), 7*D c D}
es una *-algebra unitaria de operadores cerrables con involucién
=7 =2

y producto como la composicion de operadores. Seguiremos escribiendo z* en lugar de z* sin ries-
gos de confusion.

De ahora en adelante D siempre es un subespacio denso de un espacio de Hilbert H.

DEerNiciON 2.1. Una *-representacion m de una *-dlgebra A en un dominio D es un *-homo-

morfismo 7 : A — L*(D). Ademais si 1 € A, pedimos 7(1) = id. Decimos que 7 es no-trivial si
m#0.

Por la definicién de L*(D) podemos ver que 7 es un *-homomorfismo equivale a decir que
D c D(n(a)") y n(a*) = m(a)*|p.

Sean I un conjunto de indices y H; un espacio (pre-)Hilbert para todo i € . Definimos la suma

directa de los espacios H; como
SicH: ={f : I — UigH; | f(i) € H;, {i € I]f(i) # 0} es finito}

con producto escalar definido por (f, g) := >,c;{f(©), g(0)) y ®ic;H; la cerradura de ®;c;H;.
25
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DEerNICION 2.2. Sean A una *-4lgebra, I un conjunto de indices y m; : A — L*(D;) una *-
representacion en un dominio D; para todo i € I. Definimos la suma directa de representaciones

@ielﬂi por
fgﬂi A — LT(®ieDy), Sﬂi(a)((f(i))iel) = (mi(@) f(D))ier-

Decimos que una *-representaciéon m : A — L(D) es reducible si existen *-representaciones

no-triviales 7y y 7, tal que m = m; @ m,. En el caso contrario decimos que 7 es irreducible.

Sean: X — L*(D) una *-representaciéon. Como D C D(n(a)*), todos los operadores m(a) son

cerrables. Denotamos por 7(a) := @ la cerradura de m(a).

Debemos asegurar que la *-4lgebra que se le asociard al hiperboloide cuantico con el que tra-
bajamos esté bien definida bajo la representacion, y que de cierta manera tenga ‘“buen compor-
tamiento”. Es por este motivo que debemos imponer ciertas condiciones sobre los operadores no
acotados bajo consideracion. A las representaciones que cumplen estas condiciones se dicen que

son “admisibles”.

DEermNiciON 2.3. Diremos que una *-representacién de X := O(H,,) es admisible si 7(x) es

autoadjunta y si f(@(x))n(y) C n(y)f(g~*7(x)), f@R(x)n(y*) C n(y*) f(g*7(x)) paratoda f : R — C
acotada Borel-medible, donde x, y e y* denotan los generadores de X dados en el capitulo anterior.

Para A c R Borel-medible, sea

(1) = 1, te€eA,
XA 0. rea.

La definicion 2.3 implica
o XA@X)) 1) € 71(0) xa(g R (x)) = 1) X 2a(®(X)),
' XA 7(3") € 70 xa(@7(x)) = 70" xg2a(7(X)).

para toda representacion admisible.

A continuacién haremos una clasificacion de todas las *-representaciones de X que son admis-
ibles.

2. Resultados generales

De aqui en adelante, X denota el hiperboloide cudntico O(Hj,) generado por x = x*, y e y".
Para una *-representacion admisible 7 : X — L*(D) denotamos por E, la medida espectral de
#(x) = [, AdE,.
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Lema 2.4. Sea nn : X — L (D) una *-representacion admisible de X. Entonces se tienen las

siguientes afirmaciones.

» Si g* < s < 1 entonces Spec(7(x)) C (=00, gs] U [¢%, s] U [1, o).
» Si 0 < s < g* entonces Spec((x)) C (—o0,g>s] U [1, ).
» Si—1 < s <0 entonces Spec(i(x)) C (—oo, s] U [1, c0).

Ademds

» Sig*> < s < 1entonces ker(n(y)) = E,({¢°s, ¢*})D, ker(n(y*)) = E, ({s, 1})D.
» Si0 < s < g?entonces ker(n(y)) = E,({¢°s))D, ker(n(y*)) = E,({1})D.
» Si—1 < s <0 entonces ker(n(y)) = {0}, ker(n(y*)) = E ({s, 1})D.

DEMOSTRACION. Primeramente notemos que 7(x)* = (x) implica que Spec((x)) C R.

Veamos que (¢°s, g*) ¢ Spec(7i(x)), es decir, E;((¢*s,g*)) = 0. Supongamos lo contrario, en-
tonces para i € (¢°s, g*) existe un € > 0 tal que [ — €, u+ €] C (¢*s, ¢*) y E,([u— €, u+ €])D # {0}.
Seap € E ([u—€,u+€])D, ¢ # 0, entonces

AR(OEN[p— €, + €Dy = (f /ldEA) (f Xip-eprel(AD) dE/I)‘)D
Spec(7) Spec()

(f ﬂX[}l—e,;He] (/1) dE/l) @Y = (f A dE/l) @.
Spec(x) [u—e ute]

0 < (m(y)p, m(y)p)

a(xX)p

Por otro lado,

(rI)p, ) = (g2 m(x) = 5)(q 7 (x) — D, @)
( (g4 - 5)(g A= DAE ¢, @)

[u—e.p+e]

f (g A= 5)(g A = 1) d(E )y
[u—€u+e]

donde usamos que (Ey),4(A) = (E(A)g, @) para todo conjunto Borel medible A.

Sea fi(t) := (g %t—s)(¢*t—1) la funcién continua definida en el intervalo [u— €, u + €], notamos
que f1(#) < 0 para todo € [u— €, u + €] de manera que M = MaXe(,—eyu+e) f1(1) < 0. De esta manera
llegamos a que

0

IA

f (q7A=s5) (g A - DAd(E)y, < M 1d(E))y.,
[u—epute]

[u—epte]

M(E), (lu— €+ €]) = M(E,([n — €, + €D, ) = Mgl < 0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto E,((¢°s, ¢%)) = 0.
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Ahora veamos que E,((s,1)) = 0. Supongamos que E,((s, 1)) # 0, entonces para y € (s, 1)
existee > 0talque [y —€,y+€elC(s,1)y Ex(ly — €,y +€])D # {0}. Seay € E,([y — €,y + €])D,

Y # 0, entonces de la misma forma que en el caso anterior tenemos que

a(x)y = (f ldEﬂ)W
[y-ey+el

0 < (m(y W, 7y W) = arG W, ¢ = (1 (x) = (@) = D )
= f (A= 5)(A = DA(E )y
[y—€y+el

Ahora, si llamamos f;(f) := (¢t — s)(¢ — 1) a la funcién continua definida en el intervalo [y — €,y + €],
tenemos que f>(f) < 0 paratodo t € [y — €,y + €]. Por lo tanto M = maXe[y—cy+¢ f2() < 0. De esta

manera obtenemos que
0< f A= 8$)A=DAE)yy < f MdA(E))y,y = M|yl> <0
[y—€y+el [y—€v+e]
lo cual es una contradiccidn, de manera que E, ((s, 1)) = 0.
De esta forma hemos probado que Spec(7t(x)) C R\ ((¢*s, ¢*) U (s, 1)), entonces

Spec((x)) C (-00,g°s] U [¢%, s]U[1,00), ¢* <s<]1,
Spec(@t(x)) C (—c0,g*s] U [1,00), 0<s<g’,
Spec(i(x)) C (—oo, s] U [1,00), —-1<s5<0.

Para concluir la segunda parte del lema demostramos primero que ker n(y)x(y*) = ker 7(y*). En

efecto,
h € kern(y)(y") & 0= WA Ih, hy = (R, 7(y")hy = ||lx(y* Al
& n(y")h=0 & hekerniy").
De igual manera se muestra que ker n(y*)m(y) = ker n(y).

Luego, como (E,),,, definida por (E),,(A) := (E,(A)e, ¢) es una medida de Borel no-negativa
y las funciones fi(¢) = (g7t — s)(g "2t — 1)y f>(t) = (t — s)(t — 1) son continuas y no-negativas sobre
Spec(w(x)), tenemos parai = 1,2y e D
f JiDdE ¢ =0 = ( SiDdE ¢,¢) =0 — S d(EYye =0
Spec((x)) Spec((x)) Spec((x))

& (Ed)g({t € Spec(n(x)) | fi(r) > 0D = 0 & E,({r € Spec(@(x)) | fi(1) > Oh)¢p = 0
& ¢ € E({t € Spec(q(x)) | fi(1) = 0})D.
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Asi tenemos que

kern(y) = {¢ € D | n(y")n(y)¢ = 0}
={p € DI (q7*n(x) - )(q"*x(x) — 1) = 0}

€D ( f (¢72=5)g7A-1) dEA)cp = 0}
Spec(#(x))
= Ey(1475.4°) N Spec(a(x)))D.

kern(y*) = {¢ € D | n(y)n(y" )¢ = 0}
={p e D|(n(x) - s)(m(x) — )¢ = 0}

= ¢eD|(f (/l—s)(/l—l)dEﬂ)gon}
Spec((x))
E)({s., 1} N Spec(@(x)))D.

Aplicando la primera parte del lema concluimos la prueba. —

Lema 2.5. Sea A C R un subconjunto de Borel entonces

E,(A)r(y) C n(y)Ei(q*A),
E(A)n(y") € n(y")E(q *A).

Ademds,

n()E(q*A)D C E,(A)D,
n(y")E (g *A)D C E(A)D.

DEemostrACION. Dado que 7 es una representacion admisible, tenemos que

fERER() € 7() (g 7). fRO)AY) € 7)) f (g 7(0)
para toda funcion acotada Borel-medible.

En particular como Ey(A) = [ ¥a(d) dEx = xa(7(x)) y

Xa(@ 7)) = xpa@X) = Ex(qPA),
Xq2a(@(x)) = Ex(gA).

Xa(g*R(x))

Entonces obtenemos el resultado por (2.1).
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Para obtener el resultado de la segunda parte, observemos que E,;(A) es un operador acotado y

por tanto

D(E\(A)n(y)) = D(n(y)) = D,
D(E,(A)n(y")) = D(n(y")) = D.
Asf, por la primera parte del lema, D est4 contenido en el dominio de los operadores n(y)E (g*A) y
r(ENGA) y
TMENGA)lp = Ex(A)r(y), 7(V)ENqA)lp = Ex(A)m(y).
Ya que 7(y)D C Dy n(y*)D C D, entonces n(y)E (g>°A)D C E(A)D y n(y")E (g >A)D C E(A)D.
[

LEMA 2.6. Sean m : X — L*(D) una *-representacion admisible, 7(x) = AdE, la

fSpec(zr(x»
representacion espectral de n(x) y A C R Borel medible tal que

n(MEN(AD < E;A)D,
n(y)E;(A)D  C E;(A)D.

Entonces n = ny®ny, donde Dy := E(A)D, D, := (1-E;(A))D, D = Dy®D,, yny : X — L7(Dy)

ym : X — L7(Dy) estdn dadas por restriccion de n.

DEMosTRACION. Primeramente notemos que E,(A) y (1 — E,(A)) son proyecciones ortogonales, de
manera que D = E;(A)D & (1 — E (A))D. Ademas n(x)E,(B)D C E,(B)D para todo B C R Borel
medible ya que E, es la medida espectral de 7(x).

Falta verificar que 7(y) y m(y*) dejan invariante al subespacio (1 — E,(A))D. En efecto, dado que
(r(n)(1 = Ex(A))d, Ex(A)e) = (1 = Ex(A)d, n(y")E (A)e)
paratodod,e € D,y n(y")E,(A)D C E,(A)D tenemos que (n(y)(1 — E,(A)d, E (A)e) = 0 para todo
d,e € D. De igual manera, dado que
(7)1 = Ex(A))d, Ex(A)e) = (1 — Ex(A))d, n(y)Ex(A)e)
y n(y)E(A)D C E(A)D entonces (n(y*)(1 — E (A)d, E,(A)e) = 0 para todo d, e € D.

Asi los operadores n(y) y m(y*) dejan invariante al subespacio (1 — E,(A))D. Por lo tanto & se
descompone como 7y @ m; donde 7y y 7y son *-representaciones de X con dominio Dy = E;(A)D'y
D, = (1 — E;(A))D, respectivamente. —

Lema 2.7. Sean : X — L7 (D) una *-representacion de X. Entonces
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a) n(y) : Ex({t)D — E,({g~*t})D es un isomorfismo si t ¢ {g°s, q°}.
b) n(y*) : E;({t)D — E,({g*t})D es un isomorfismo sit ¢ {s, 1}.

Sea n1(y) = ulz(y)| la descomposicion polar de la cerradura, n(y), de n(y). Entonces
a*) u: Ex({t)D — E,({g~%t})D es un operador unitario para t & {g°s, q°}.
b*) u* : E,({t)D — E({g*t})D es un operador unitario parat ¢ {s, 1}.
DemosTrAcION. Utilizando que E;({t})* = E,({t}) y el Lema 2.5 obtenemos
E (lg7n() Ea({1}) € 7(y) Ea({1),
pero como D(n(y) E ({t})) = D(E({g~t})n(y) E({t})) obtenemos la igualdad, es decir,
() Ea({1)) = Ex(lq ) n(y) Ea({1)).

Entonces 7(y)(E({t})D) C E, ({g*t})D. Analogamente se verifica 7(y*)(E,({t})D) C E,({g*t})D.

a) El operador z : E;({g7%t))D — E,;({t})D, dado por ze := mn(y*)e es el inverso del

operador 7(y)|g,p- En efecto:

Para todo e € E;({t})D tenemos

1 3k
(e = e 1)ﬂ(y )n(y)e
1 _ _
= (q—Zt—s)(q—%—l)(q *m(x) — 5)(g*m(x) — e
_ 1 2 N2
S Gr-agu-nd T be
= e.

Asf como también, para todo e € E;({g~%t})D tenemos

1 %
n(y)ze = n(y) = G = 1)7T(y )e
1
= 1)(7r(x) — s)(m(x) — De
1
7= =T 1)(q-2t —5)(g 2t - 1)e

e.

b) El operador z* : E;({¢*t})D — E,({t})D, dado por z*e := mﬂ(y)e es el inverso del

operador w(y*)|g, (- En efecto:
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Para todo e € E, ({t})D tenemos

* * _ 1 £
Zn(ye = == D 1)7r(y)7r(y )e
1
= m(ﬂ(x) — 8)(m(x) — De
1
= —(t ~ S)(t — 1)(l - S)(t - l)e
= e.

Asi como también, para todo e € E,({g*t})D tenemos

* * _ * 1
n(y)e = n(y )—(t_s)(t_l)ﬂ(y)e

_ 1 -2 _ -2 _

= T — 9 - De
1

= —(l_s)(t_ 1)(t—S)(t— l)e

e.

Los resultados a*) y b*) se obtiene después de notar que si a = ula| es la descomposicion polar
de un operador cerrado e invertible, entonces u es unitario. .

3. La descomposicion D = D_& Dy & D,

Sean : X — L*(D) una *-representacion admisible de X en el espacio de operadores con

dominio D definido anteriormente.

Supongamos que 0 € Spec((x)) y 7(x) = A dE, entonces, por Lema 2.5,

fsPec(n(x))
r(ME{O0DD < E (fO)D,
n(yHE,{0HD < Ea(f0)D.
Entonces por el Lema 2.6 tenemos que 7 = my @ 7y, donde 7y es una *-representacion con dominio
Dy = E,({0})D y 7y es una *-representacion con dominio D = (1 — E,({0}))D.
Sea ahora m := m; una *-representacion sobre D;. Entonces E,({0}) = 0y, por Lema 2.5, se
tiene que
n(Y)E((=00,0))D; C Ej((—00,0))D;,
n(y")Ei((=e0,0)D; C Ej((—=0,0))D.
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Entonces, nuevamente por el Lema 2.6 tenemos que m = n_ @, donde 7_ es una *-representacion
sobre D_ := E ((—o0,0))D; y m, es una *-representacion sobre D, := (1 - El((—OO,O)))Dl =
Ey((0, ) D;.

De esta manera, tenemosque D =D_® Dy@® D, yn =n_@my®m,.

3.1. Las representaciones sobre D,.
3.1.1. Elcasose(0,1).

Sea s € (0, 1). Consideremos una *-representacion m sobre Dy, entonces

n(x) = 0,
ay)rQy") = s,
a(y)n(y) = s.

Si definimos u := %ﬂ(y), entonces u es unitario, i.e., uu® = 1 = u*u. De esta forma obtenemos una

*-representacion m, := m definida como:

. + _ _ *\ *
m o X — LY(Dy), m(x)=0, m(y)= Vsu, m(")= Vsu'
Inversamente, si u es un operador unitario entonces las férmulas anteriores definen una *-represen-

tacion sobre Dy.

3.1.2. Elcasos=0.
Si s = 0, entonces toda *-representacion sobre D, estd dada por:
my: X — L7(Dy), m(x) =0, m(y) =0, m(y")=0,
y mo(1) = 1. Ademads notemos que si s < 0, Dy no existe por que 0 ¢ Spec(7(x)).
3.2. Las representaciones sobre D,.

Sea m = m, una *-representacion de X con dominio D,.

3.2.1. Caso ker(n(y)) N ker(z(y*)) # {0}.

Supongamos que ker(m(y)) N ker(m(y*)) # {0} entonces se tiene que

ker(m(y)) N ker(w(y*))

E (q*s, ¢*)D. N Ex({s, 1D,
E,(q"s, ¢ HE(s, 1)D,
E(i¢*s, )N s, 1HD,.
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Por lo que si s = ¢* obtenemos ker(n(y)) Nker(n(y*)) = E,({g*})D... De esta manera tendremos que
ker(m(y)) N ker(m(y*)) # {0} siy s6losi ¢> = sy {0} # E{¢g*}D, C D,.

Supongamos entonces que s = ¢g° y {0} # E,({g*})D.. Entonces para todo e € E,({¢*})D,
tenemos m(x)e = g’e, m(y)e = 0 = n(y*)e. Ademas
0 = 7ME(g*HD, < Ei(lg’DDs,
0 = 7GNEg* WD, € Ea(lg’hD, .

Asi por el Lema 2.6 tenemos que 7 = 7 ®x], donde 7y : X — L7(D;) es una *-representacion
sobre Dy = E;({¢*})D, y i : X — L*(D5) es una *-representacion sobre D} = (1-E,({¢*}))D, =
(E2((0.4*]) + Ex(T1,00))) D,

Ademds, dado que s = ¢* y ker(n(y)) = Ei({¢*s, ¢*})D, se tiene que n(y)E ({g*)D, = {0},
también como el intervalo (g%, g*) ¢ Spec(#(x)) tenemos que E,((¢*, ¢*))D. = {0}, de tal manera

que
7(EA(0,¢g"))D.

C Ex(0,¢»))D;

= (EA(0,4"D) + Ex((g*,¢)) D,
= E,(0,4*DD,,

7(EL(0, ¢ DD,

N

7(EN(0,¢* DD, c  Ex(0,¢°DD. c Ex((0,4*DD; .

Entonces nuevamente aplicando el Lema 2.6 tenemos que n] = 7, & 73, donde m, y 73 son
*_representaciones de X sobre £*(D,) y L(Ds), respectivamente, donde D, = E;((0,¢*])D. y
Dj = E)([1, 00)).

Por lo tanto, si s = ¢° y E;{¢*}D, # {O}entonces D, = D, @D, ® D3 y 7, =1 ® 7, ® 73
definidas como antes.

Asi, si s = ¢*> y D, # {0}, tenemos la siguiente *-representacién n, := m sobre D; definida

como:
g X — L7(D)y), m(x) = qz, 7,(y) =0, m,(y)=0.

Por lo anterior, si s = g%, redefinimos D, := D, @ Ds y my 1= my ® m3. Ahora 7, es una *-represen-
tacion sobre D, tal que ker(m,(y)) N ker(m,.(y*)) = {0}.

A partir de ahora, podemos suponer que ker(rr(y)) N ker(z(y*)) = {0}.
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3.2.2. Caso ker(n(y)) N ker(x(y*)) = {0} y ker(n(y)) # {O}.
Para todo s, consideramos r := 7, una *-representacion sobre D, tal que ker(nr(y))Nker(z(y*)) =
{0} y supongamos ademas que ker(m(y)) #{0}.

Por Lema 2.4 y lo anterior tenemos E;({g*s})D, # {0} para todo s € (0,4°]. Si s € (¢% 1),
tenemos E,({¢*s})D, # {0} 6 E,({g*)D. # {0}.

e Caso E,({¢°s})D. # {0}.

Sea E ({g*s})D, # {0} y s € (0, 1). Consideremos 7 := 7, una *-representacion sobre D, . Entonces
por el Lema 2.7 tenemos que el operador n(y*) : E;({¢*'s)D, — E,({g*"*Vs})D, es un isomor-
fismoy u* : E({g*"s)D, — E({g?""Vs})D. es un operador unitario para todo n € N, donde u

esta definida por la decomposicion polar (y) = ulm(y)|.

Definimos
M, = E,({¢""s|ne N)D, = EB;iOE/l({qz(nH)S})D+ .

Entonces notando que E,({g*s})D, C ker(n(y)) tenemos que
)My = () (Ea(g’sh) + Ex(ig”" s | n € N})) D,
= 1 EL({g*" s |n e N)D.
c E,({g"s|neNhD,

= M,

M, ¢ E,({¢*"Vs|neN}D, c M,.

Luego por el Lema 2.6 se tiene que 7 := m; @ nf, donde 71y : X — L7(M)) y n] : X — LT (M)
son *-representaciones con M, = E;({g*"s |n € N)D, y M; = (1 - Ex({¢*"s | n € N}))D,.. Ademés,

77 (x) no tiene como espectro puntual al conjunto {g*'s | n € N}.

Consideramos al operador u™ : E,({¢*s}))D, — E;({g*"*Vs})D,, el cual es un isomorfismo

isométrico. Para todo n € Ny ¢y € E ({g>s})D., definimos e, := u*"e,, de manera que

E,((¢*™VshD, = fe, = u™ey | eo € Ex({¢*s)D, ).

Utilizando 71(y) = ulxr(y)|, 7(y*) = [7(M)|u* y |7 (y)| = J(q*zﬁ(x) — s)(g%@(x) — 1), la *-representa-
cion my : X — L*(M,) estd dada por

m(x)e, = ¢"Vse,,
mONe, = V(@rDs — 5@ Vs — 1)eps i,
me, = V@Vs—$)(@"s—De,y, n#0, m(y)ey=0.
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e Caso E;({¢°})D. # {0}.

Consideremos que E,({g*})D, # {0} para s € (¢*,1) y procedemos como en el caso anterior.
Por la eleccién de s y por el Lema 2.7, tenemos que 7(y*) : E;({¢*")D. — E ({g?™*V})D, es

un isomorfismo y u* : E;({¢g*")D, — E,({g?"*P})D, es un operador unitario para todo n € N.

2(n+1)}

De esta manera podemos considerar al operador u*" : E,;({¢*})D, — E,({q )D, el cual es un

isomorfismo isométrico.

Para todo ey € E;({¢*})D., definimos e, := u*"e(, de manera que e, € E;({g*"*"})D,. Entonces
M, = E,(Ig" In € N)D, = &L E(lg* ") Ds = @ole, = uegley € Ea(iq’)HDs ).
Ademais notando que E;({g*})D, C ker(n(y)) obtenemos

AWMy = 7(y) (Ealg™) + Ex(lg”™*" | n € ND) D,
= 7ME({¢g*"*" | n e NYD,
C E({g"|neN)D,
= M,

(M, C E,({¢"" |ne NH)D, c M.

Entonces por el Lema 2.6 obtenemos que m = 7, @ ;. Donde 7, es una *-representacion con
dominio M, y m; es una *-representacion con dominio M35 = (1 — E (g*" |n € N)D,, ademas el

operador 71;(x) no tiene como espectro puntual a elementos del conjunto {¢*" |n e N}.
La representacion m, : X — L7 (M) esta dada por:

m(xe, = ¢y

mONe, = V(@D — )@ - 1)e,.,
m)e, = \/(612” -)(@g" - De,.;, n#0, m©»)e =0,

€ns

donde e, = u™ey € E;({g*"*V})D,, n € Ny, para un ¢, € E;({g*°})D,.

Ahora notemos que M; N M, = {0}, pues si no lo fuese tendriamos que existen kg y ng, ng < ko,

tal que s = g%~ 1o cual contradice que s € (¢, 1).

Por este motivo tenemos que D, = M @ M, ® M y n, = m & m, ® my, donde 7y y m, son las
representaciones anteriores y y; : X — L*(M), donde M = (M, @ M,)* N D,. De esta manera

tenemos que ), es una *-representacion tal que ker my,(y) = {0}.
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3.2.3. Caso ker(n(y)) = {0} y ker(n(y*)) # {O}.

Sea m := my una *-representacion de X sobre M tal que ker(n(y)) = {0} y ker(n(y*)) # {0}.
Entonces E {g*s, ¢*} = {0} y E {s}M # {0} 6 E,({1)M # {0} por Lema 2.4.

e Caso E {s}M # {0}.

Sea E;({s)M # {0}. Porel Lema 2.4 y M C D, tenemos s € [¢%,1). Ademds s # g* por los
resultados de la Seccién 3.2.1, entonces s € (¢°, 1).

Sea 7 := my;. Ahora por el Lema 2.7 se tiene que n1(y) : E,({g7 2" VshM — E ({g7*"s})M es
un isomorfismo y u : E;({g72" VshM — E({g~*"s})M es un operador unitario para todo n € N,
donde 7(y) = u|7(y)|. Consideramos el isomorfismo isométrico u" : E({shM — E,({g7¥'s)M.

Definimos para todo e, € E;({s})M al elemento e, := u"ey € E,({g"*"s})M. De esta manera
M; = Ex({g"sIn e NohM = &2 E,({q "shM = & le, = u'eo| ey € E ({s)M}
y ademads considerando que E,({s})M C ker(m(y*)) tenemos:

n(y)M; € E(fg>"Vs|n e NohM C M,

n(y" )M;

N

2(y) (Eatsh) + Ex(tg>" Vs |n € Noh)) M
= aO)E(g>" s 1 ne NohM

C Ei(lg™*s|n € NohM

= M.

Entonces por el Lema 2.6 tenemos que 7 = w3 @75 donde 73 es la *-representacion con dominio M3
y 75 es una *-representacion con dominio M3 = (1 - E W(lg™"s : n € Ng}))M. Ademas el operador

“2(n+1)

75(x) no contiene elementos del conjunto {g : n € Ny} en su espectro puntual.

La representacion w3 : X — L*(M3) estd dada por

m(x)e, = q *se,,
m3(y)e, = \/(q_z("“)s —5)(g 2 Vs — 1)ey,
mONe, = V(@g2s—s)(g¥s—De,, n#0, m(©)e =0,

para todo e, = u"ey € E;({g7*'s) )M y n € Ny.
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e Caso E,({1hM + {0}.
Sea E,({1))M # {0}. Entonces por el Lema 2.7, n(y) : E,({g7*"""Y)M — E,({g7*"})M es

un isomorfismo y u : E({g>" V)M — E,({g7*'}))M es un operador unitario, donde n € N y

7(y) = ulx(y)| es la descomposicion polar de 7(y).
Consideremos el isomorfismo isométrico u" : E,({1)M — E({g7*'}))M. Para todo e, €
E ({1))M, definimos e, := u"e, € E({g~>"})M. Entonces
My = E(ig™> In € NohM = @2 Ex(lg DM = &le, = ey | eo € Ex({1)M).

Ademas dado que E,;({1})M C ker(m(y*)) se tiene

)My C E,(Ig7"V [ne NoDM C M,,

My = 7(7) (Ex({1) + Ea(lg" |n € Noh)) M
= 7(")ELlg7"V n € NohM
c E({g " |neNoh)M
= M,.

Entonces por el Lema 2.6 tenemos que 7 := m4 @ 7y, donde 74 es una *-representacion con
dominio M, y 7§ es una *-representacion con dominio M; = (1 — E,({ g ¥ |n € Ny }))M. Ademas

el operador 7;(x) no tiene como espectro puntual a los elementos del conjunto {g7?"|n € Ny}.
La representacion ny : X — L7 (M,) estd dada por

-2n

7T4()C)€n = q €n,
me, = V(@2 — 5)(g 2D — ey,
e, = @ —s) g —De,y, n#0, m(y)eo =0,

para todo e, = u"ey € E;({g7*'})M y para todo n € Nj,.

Observemos que M3 N M, = {0} pues de lo contrario existiria ky y ng tal que g~ = g%, lo
cual llevaria a que s = g**~ lo que es una contradiccién pues s € (g2, 1).

Por lo tanto M = Ms; & M4 ® N y n = n; @ my ® ny, donde 73 es la *-representacion con
dominio M3, 4 es la *-representacion con dominio My, y my es una *-representaciéon con dominio
N = (M5 & My)* N M,y tal que ker(my(y*)) = 0 = ker(ny(y)).
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3.2.4. Caso ker(n(y)) = ker(n(y*)) = {0}.

Empezamos con algunos resultados generales.

Sea m = my una *-representacion sobre N tal que ker(m(y)) = ker(m(y*)) = 0, entonces
E\({¢*s,q*}) = Ei({s,1})) = 0. Consideremos #(y) = ula(y)| la descomposicién polar de 7(y),

de manera que  es unitario. Usando la relacién 7(y*)m(x) = ¢ 2n(x)7(y*) obtenemos que
(")) = g2 m(m("))v

(RO 7(x) - g 7RO )v

RO (7 (x) — g 7w v,

para todo v € N. Como ker(|7(y)|) = 0, entonces se ha demostrado que

0

(2.2) wa(x)— g taxu = 0
sobre N. Tomando la cerradura de operadores y multiplicando por u y ©#* también obtenemos
(2.3) wWaxu—-qg 2 akx) = 0 y ua(x)u' —g*a(x) = 0.

A partir de las ecuaciones (2.2) y (2.3) tenemos

Lema 2.8. Sea n(y) = u|n(y)| la descomposicion polar de n(y). Entonces

(2.4) ' fERO)U = fg7R(),  uf@W = f(g°7(x),
para todo f : R — C acotado y Borel medible.

DEMOSTRACION. Observamos que {u*E u} cr ¥ {E2,}icr son las medidas espectrales del mismo o-

perador g~27(x). Por la unicidad de la medida espectral tenemos

u* F(R(x))u = u'( fR FOAEu = fR FOdW Eu) = fR f)AE,; = fR fg PN AE, = f(q *7(x))
paratodo f : R — C acotado y Borel medible. 3

CoroLARIO 2.9. Sea 7(y) = ula(y)| la descomposicion polar de 7(y) y M C R un conjunto de
Borel. Entonces u*E,(M)u = E;(¢*M) y uE,(M)u* = E,(g>M).

DemosTrACION. El corolario es una consecuencia del lema anterior con f = y,,, la funcién carac-

teristica de M. i

Lema 2.10. Para toda representacion admisible r tal que ker(n(y)) = ker(n(y*)) = {0} tenemos

A € Spec(it(x)) si y sélo si g*" A € Spec(7(x)), para todo n € Z.



40 2. *.REPRESENTACIONES DE X

DemostrACION. Dado que p(7(x)) = C \ Spec(7(x)), demostrar el lema es equivalente a demostrar

que A € p((x)) siy sélo si g*"A € p(7(x)). Usando la ecuacién (2.3) concluimos

A € p(it(x)) = (x) — Al es invertible = u(x)u" — A1 es invertible
— q27‘r(x) — Al es invertible — w(x) — q_le es invertible

= g 1epE©x)).

A € p(7(x)) — 7(x) — Al es invertible — u*m(x)u — A1 es invertible
—

— q_zfr(x) — A1 es invertible w(x) — qz/l es invertible

— qz/l € p(m(x)).

Tomando luego que g~21 y ¢>A pertenecen a la resolvente obtenemos que ¢ *1'y g*A pertenecen a

la resolvente de m(x). Siguiendo de manera inductiva obtenemos el resultado. —

CoroLARIO 2.11. Sea r una representacion admisible de X tal que ker(n(y)) = ker(zn(y*)) = {0}.

a) Si s € [¢%, 1) entonces Spec(i(x)) N (0, ) C Urez[g***D, g% 5.
b) Si s € [-1,g%) entonces Spec(7(x)) N (0, 00) = 0.
c) Si s € [-1,0) entonces Spec(it(x)) N (—o0,0) = 0.

DemosTRACION. Por los Lemas 2.4 y 2.10 tenemos

a) Spec(ﬁ.(x)) N (O? OO) - (07 OO) \ UkEZ(qZk'Sa qzk) = UkEZ[qZ(k+1)a qst]'
b) Spec(it(x)) N (0,00) C (0,00) \ Ugez(g**s,¢*) = 0 yaque g*s < g***D.
¢) Sea ky € N tal que [-g*°, —g*%*D] c (s,0). Entonces

Spec((x)) N (=00,0) C (=00,0) \ Upez[-g***0, —g** D] = 0.

2
PropPoSICION 2.12. Sea m : X — L*(N) una representacion admisible tal que Ker(n(y)) =
ker(n(y*)) = {0}, y sea n(y) = ul|n(y)| la descomposicion polar de n(y). Entonces
u: E\(@"Y,¢"DN — El(¢”",¢"" "IN
es isomorfismo unitario con inversa

u': Ex(@".q"" DN — Ex(@"".q"DN.
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DEemosTtrACION. Por el Corolario 2.9 se tiene que :

uE, (@™, " )N = E(¢™, " DN,
wE (@, @ PDN = Ea (%", ¢ DN.

Luego tenemos que uu* = u*u = 1y por tanto u es isomorfismo unitario. —

Seguimos con la clasificacién de representaciones admisibles sobre D,. Ahora sea N C D,
y 7 una representacion admisible sobre N tal que ker(n(y)) = ker(n(y*)) = {0}. Por el Corolario
2.11 y los resultados de la Seccién 3.2.1 tal representacién no existe para s € [—1, ¢*]. Por tanto

suponemos que s € (g, 1).

Definimos H, := E;([¢%, s])N. Como E,({g*}) C ker(n(y)) = {0} por el Lema 2.4, tenemos
Hy = E (g%, s])N. Luego E ({g*"}) = " 'E,({g*})u"~' = 0 para todo n € Z por el Corolario 2.9.
Entonces, por el Corolario 2.11 y la Proposicion 2.12,

N = E(0,00)N = @ E(@""",q"sDN = @u™(E.(q",sD)N = & u™H,.
nez Z nez

ne
Sea ey € Hy, definimos e, = u™eyy B = f[qz q AdE,. Notamos que Spec(B) C [¢?, s]. Ademas
g* y s no son valores propios de B por el Lema 2.4.

Con abuso de notacion, definimos Be, := u*"Be,. Entonces se tiene la siguiente representacion

g sobre N:

q2n Be,,,
(") e, V(@*'B - 5)(@*"B — 1)e,.1,
m5(e, = V(@ DB = s) (@ VB - 1)e, 1,

mp(x)ey,

para todo e, = u*"ey € u”""Hyy n € Z.

3.3. Las representaciones sobre D_.

Consideremos 7 = m_ una representacion admisible con dominio D_ = E,((—c0,0))D. Por
el caso ker(m(y)) N ker(m(y*)) # {0} de la Seccién 3.2 tenemos que ker(m(y)) N ker(m(y*)) = {0}.
Ademids dado que ker(7(y)) = E ({g*s, g°})D_ se tiene que ker(n(y)) = {0} pues si s < 0 entonces
q*s ¢ Spec(7(x)).
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3.3.1. Caso ker(n(y*)) # {O}.

Sea m = n_ una representacion admisible tal que ker(s(y*)) # {0}. Entonces E,({s})D_ # {0}
para s € (—1,0) por el Lema 2.4. Este caso es idéntico al Caso E,({s})M # {0} de la Seccién 3.2.3,
s6loque M = D_y s € (—1,0). Teniendo en cuenta dicho caso se tiene la siguiente *-representacion
n_y con dominio M_; := E;({g*"s|n € No})D_ = & fe, = u"eo| ey € E;({s})D_}:

(e, = g sep,
e, = V@ 2Ds — )@ 2 s — ey,
(e = @ Ps—s)(g s~ De,r, n#0, 71()e =0,

para todo e, = u"ey € E,({g7*"s}))D_ y n € N.

Y tenemos ademds que D_ = M_; & M°, yn_ = n_; ®n° , donde m_; es una *-representacion
con dominio M_; y %, es una *-representacion con dominio M°, = (1 - E Wg™'s + neNy))D_

y ademas ker(n®,(y*)) = 0.

3.3.2. Caso ker(n(y)) = ker(n(y*)) = {0}.

Sea m = n?, una representacion admisible sobre M°,. Por lo anterior tenemos que ker(z(y)) =
ker(z(y*)) = {0}

PROPOSICION 2.13. Sean r una *-representacion con dominio M°, y a(y) = ula(y)| la descom-

posicion polar de n(y). Entonces
u: Ex([~¢™", """ "M, — E([-¢*""", "M,
es un operador unitario con inverso

u' Ey(~¢*"Y, -¢*")M°, — Ex([-¢"", -¢*" " )M°,.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.9 se tiene que u E ([—¢*", —g*"*V)M°, C Ex([-¢*" ", ¢*")M°,
y wEl([-¢*" ", —g*")M°, C E\([-¢*", —¢*"*V)M° . Ademds ker(n(y)) = ker(n(y*)) = {0} impli-

ca que u es unitario. —

Asi por Corolario 2.11 tendremos una representacion sobre M°, siempre que s € [0, 1).
Para s > 0 definamos H, = E ([-1, —qz))Mfl. Entonces
M2, = Ej((=00,0))M2, = @neZE/l([_qzn, —Clz(nﬂ)))Mi] = @zt H.

Para ¢y € Hy y n € Z, escribimos e, = u*"ey € u”"H,. Sea A := —f[_l _qz)/ldEA. Entonces
Spec(A) C [¢%, 1] y ¢* no es valor propio de A.
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Con abuso de notacion, definimos Ae, = u™Aej. De esta manera tenemos la siguiente repre-

sentacion w4 sobre M°:

ma(x)e, = —qZ”Aen,
ma(e, = V(GTA+ $) (@A + 1)ey,
mae, = V(@ DA + ) (@ VA + e, s,

paratodon € Zy e, = uey € u™H.

4. Clasificacion de las representaciones admisibles

TeOREMA 2.14. Sean H un subespacio denso de un espacio de Hilbert H, u un operador uni-
tario en Hy, y sean A y B operadores autoadjuntos en H, tal que Spec(A) C [¢*, 1] y Spec(B) C
[4°, 5], donde q* no es valor propio de Ay B, y s no es valor propio de B. Entonces toda *-repre-

sentacion admisible de X es una suma directa de representaciones dadas por:

s=0: mo(x) =0, mo(y) =0, mo(1) =1 sobre H,.

s=q*: m,(x) =% m(y) =0 sobre H.

s€0,1): m(x)=0, m,(y) = su sobre H,
m(x)e, = ¢*"*Vse,, m(y)e, = \/(qz”s — 5)(g*s — e, sobre @yen, Ho.

s€f0,1):  mu(x)e, = —qg*"Ae,, ms(y)e, = \/(qz(”‘l)A + 5)(¢*?" DA + 1)e,.;  sobre &,zH,.

s€(@ ) mx)e, = " Ve, m(ye, = V(G — $)(g* — e, sobre ®,ey, Ho,

7T3(X)€n = q—Znsem 7T3(y)en = \/(q_z("“)s - S)(q_z("“)s - 1)en+l sobre 69neN’Oq—IO:

ng(x)e, = ¢*"Be,, np(y)e, = \/(qZ(”‘l)B = $)(@*" DB - 1e,_; sobre ®,.7H.

s€[-1,0): m_(X)e, = g " se, n_1(V)e, = (@2 Ds — 5) (g2 Ds — e,y sobre Sper, Ho.

sel-1L1): me, =g e m(e, = V(g2 — 5)(g 2D — De,y sobre @, Ho.

Todas las representaciones del generador x son invertibles excepto para las representaciones
my y .. Una representacion de esta lista es irreducible si'y solo si Hy = C. En este casou, Ay B
son niimeros complejos tal que ul = 1, A € (¢>,11 y B € (¢%, s). Las iinicas *-representaciones

irreducibles conmutativas (puntos cldsicos) son mo, , y m,.
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DEemosTtrACION. Calculos directos demuestran que las formulas del teorema definen *-representa-

ciones y los resultados de la Secciéon 3 demuestran que no hay mas.

Solamente las representaciones my(x) y m,(x) de x tienen un kernel no trivial, en los otros casos
la representacion de x es invertible. Las representaciones son irreducibles si y s6lo si Hj no es
suma ortogonal de dos subespacios no triviales, entonces dim(H,,) = 1. Las tinicas representaciones

irreducibles de dimension 1, y por lo tanto conmutativas, son o, 7, y 7. i



Capitulo 3
Teoria de integracion invariante

Recordamos que X = O(H,,) y x, y e y* denotan a los generadores de X dados en la Seccién 3
del Capitulo 1. La idea fundamental para asociar al hiperboloide cuantico algebras de funciones
diferenciables e integrables es considerar *-representaciones 7 : X — L*(D) y dotar L*(D) con
una accion de U,(su; ;). El paso crucial es expresar la accién de U,(su,; ;) mediante relaciones
algebraicas de operadores en L*(D) para después poder extender la accion a subdlgebras de L (D).

Esto es el objetivo de la siguiente proposicion.

ProposicioN 3.1. Sea nn : X — L*(D) una *-representacion tal que n(x) es invertible en L*(D),

definimos

e:=q¢"qg-q ) ') '), fi=-¢"q-qg )70, k:=gnx)".

Entonces

(3.1) ke = g*ek, fk=qkf, ef —fe=(q—q ) (sk—k™),

y

(3.2) Kva=kak™, Eva=ea-kak'e, Fva= fak —afk, ae€ L(D),

define una accion en L*(D), convirtiendolo en un U,(su, ;)-mddulo *-algebra izquierdo tal que
X>n(z) =n(X1>2)

para todo z € Xy X € Uy(suy ).

DEmoSTRACION. Para probar (3.1) haremos uso de las relaciones que verifica X y por tanto £L*(D).
En efecto,

1/2

ke = ¢"*(q — ¢ "2 () 7(x) m(y),

ek

q"*(q - q ") 'mx)  n@)m(x)!

= ¢%¢"*(q-q ") ') 2(x) 7).

Entonces ke = g*ek.

45
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3/2 —-1\—-1 -1
fk==¢"(q-q ") 'n()n(0)",

kf = =q"(q-q ) 'm0 '7G)
= —q ¢ (q-q ) 7)) 'm0
Entonces fk = ¢*kf.

ef = fe = (qg—q )7 (-2 7GR + 70 7 () 7))
= (¢- ¢ 1™ (¢*(g27(x) = (g n(x) = 1) = (2(x) = s)(x(x) - 1))
= (¢-q )7 (¢7700) + ¢ sr(x) ™ = 7(x) — sm(x) ™)
= (g-q") 7 (alq— g s = ¢ (g - g ()
= (g—q )" (sk—kD).

Ahora tomemos las ecuaciones (3.2) como definiciéon y mostraremos que la accion > definida

de esta manera hace de L"(D) un U, (su;;)-médulo *-dlgebra izquierdo. Para demostrar que »

esta bien definida, hacemos uso de las relaciones de conmutatividad dadas en (3.1). Sea z € L*(D)

entonces
KEv>z=K» (ez — kzk™'e) = k(ez — kzk'e)k™" = ¢*(ekzk™ — kkzk 'k 'e)
= ¢’EK vz,
FK»>z=Fv(kzk’") = fkz — kak™' fk = ¢*k(fzk — zfk)k ™!
= quF >z,
y

EF —FEvz=Ev (fzk — z2fk) — F » (ez — kzk'e)

e(fzk — z2fk) — k(fzk — zfk)k e — f(ez — kzk ' e)k + (ez — kzk™'e) fk
efzk —ezfk — kfze + kzfe — fezk + kfze + ezfk — kzef

efzk + kzfe — fezk — kzef

= (ef — fe)zk — kz(ef — fe)

=(g- """ ((sk = k"ak - ka(sk — k™))

=(@-¢ ) (K-K»z
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Por lo tanto la accidn esta bien definida. Ahora verificaremos las relaciones de la Definicion 1.12

para que L*(D) sea un U,(su; ;)-médulo *-dlgebra.

Dado que U,(su; ) estd generado por K, K™', E'y F y la accién es asociativa, es suficiente

probar las relaciones para los generadores. Sean a y b en L (D), entonces

(K > a)(K > b) = kak™'kbk™' = kabk™ = K » (ab),

(E>a)b + (K> a)Ev>b) = (ea — kak ' e)b + kak™'(eb — kbk™'e) = eab — kabk e
= E»> (ab),

(Fra) K '>b)+a(F>b) = (fak — afk)k_lbk + a(fbk — bfk) = fabk — abfk
= F v (ab).

Ademés se tiene que

Kol =1=gK*)l, Evl=el-klk'e=0=¢e(E), F»1=flk—1fk=0=eF).

Por dltimo verificamos la involucidn:
(K s a) = Ka'k™ = S(K*Y » o,
Tomando en cuenta que e* = —kf y S(E)* = (K" 'E)* = KFK~' = gF tenemos
(Eva) =—-d'kf +kfk'a'k = g *(fa’k —a* fk) = S(E)* > a".
De la misma manera, dado que f* = —ek™' y S(F)" = —(FK)* = KEK™! = ¢’ E, tenemos
(Fv>a) = (fak —afk)" = —ka*ek™ + kek™'a* = ¢*(ea” — ka’k'e) = >Eva* = S(F)* > a".

Ahora procedamos a verificar que X » m(z) = (X > z) paraz € X'y X € U,(su; ;). Dado que
se tiene que > es asociativa, > respeta las relaciones de X y m es homomorfismo, entonces solo

verificaremos en los generadores de X'y de U, (su; ;). En efecto,

K> n(x) = kn(x)k™ = 7n(x)"'n(x)m(x) = n(x) = 7(K > x),
K> n(y) = kn(k™" = n(x) "' n()n(x) = ¢n(y) = n(K > y),
Ko a(y") = kn(y"k™" = 7(x)"'2(y")n(x) = ¢ °7(y") = 7(K > y").
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E > n(x) = en(x) — kn(x)k e = ¢7*(q — g™ (2 (x) " 2(0)n(x) = 7))
g (g - a7 (¢ = D) = ¢'*n(y) = 7(E > x),
E»n(y) = en(y) — kn(k e = ¢7(q — )7 (0 77 (y) — 70" 2()7(y)) = 0 = 7(E 1> y),
E»n(y") = en(y*) — kn(y )k 'e = (g — ¢ 2 (0) (7)) — 2y In())
g "*(q - 7)) ((r(x) = $)(r(x) = 1) = (q77(x) = $)(g *n(x) - 1))
g (g =g (1= g Hn0) - (1 - g1+ 9))
=q"(q-q¢)"' A =g (A +g D) - (1 + )
= ¢ (A + g Dn(x) - (1 +5))
=n(E>y").

Fon(x) = fr(ok —x(x) fk = ¢ - ) (-2(") + 7 )(x)™)
=¢"(q -4 (¢ - D) = ¢ r(y*) = 2(F > x),
Fon(y) = fr(k — 20 fk = ¢°(q = g7 ) (7)) = 7(67)m(y) e (x)™

= ¢"(q— g ) ((r(x) = $)((x) = 1) = (g77(x) = $)(g*7(x) = D)) w(x)”"

=q"(q-q )1 =g (1 +g D) - (1 +5))

=" (1 +¢n(x) = (1 +5)) = n(F > y),

For(y) = a7k =20 fk = ¢%(g = ¢ (-20)r(GM)(0) ™" + 767G () ™) =
=n(F > y").

(-

Dado un espacio de Hilbert separable H, y una base ortonormal {¢, },cn, decimos que un opera-
dor compacto A sobre H es de clase traza si Y, {¢u, |A| ¢,) < co, y definimos la traza de A como
TrA = 37 {dn. A ¢). [ReedSimon, Teorema VI.18] muestra que esta definiciéon no depende de
la base ortonormal escogida.

Definimos a continuacién dos *-subdlgebras de £ (D) que consisten de operadores de clase
traza. La primera de ellas es el dlgebra de los operadores de rango finito:

F(D) :={l€ L*(D) |l es acotado, IH c D, 'H c D y dim(IH) < oo},
y dada una *-subdlgebra unitaria A ¢ L*(D), definimos

B,(N) := {r € LT(D) | ath es de clase traza para todo a,b € U, atbH c D y (atb)*H c D).
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Por el Lema 5.1.4 de [Schmiidgen] se tiene que B;(2) es una *-subdlgebra de L (D). Para ver

que F(D) es una *-algebra basta notar que ran(/*) = ker(/)* = H/ker(l) = ran(l), entonces
dim(ran([*)) < oo, por tanto [*|;, € F(D).

En el siguiente teorema damos el resultado principal de la tesis. Demostraremos que se puede
asociar dlgebras F(D) y B;(2) a *-representaciones de X tal que estas algebras son U (suy )-
modulos *-algebras y un integral invariante estd dada por una férmula de traza con peso. Versiones

de este teorema se encuentra en [KiirstenWag], [OsunaWag] y [Wagner].

TeorREMA 3.2. Supongamos que n© : X — L (D) es una *-representacion de X tal que n(x) es
invertible en L*(D). Sea W la *-dlgebra generada por los elementos de m(X) y n(x)~'. Entonces
las *-dlgebras F(D) y B(N) son U (su, 1)- modulos *-dlgebras, donde la accion estd dada por las

formulas de la Proposicion 3.1, ecuacion (3.2).

Ademds, el funcional
h(a) := cTr(k 'a), c eR,

define un integral invariante en F(D) y en B;(2).

DEemosTrACION. Primeramente debemos mostrar que la accion > deja invariante a las *-subélgebras
FE(D) y B (). Esto es, mostraremos que ulv € F(D) y utv € B;(A), para todo u,v € A, [ € F(D) y
t € B ().

En efecto, dado que IH C D, tenemos que vi = vi = vl es acotado por el teorema del grafico
cerrado ya que vl es cerrado y D) = DO = D(v_l_) = H. Ademds vIH = v(IH) c D. Como
(v_l)* también es accﬂlo y IH c D es cerrado por ser de dimension finita, tenemos (W)*W =
(vIy*D = D c I H < D. Por dltimo, dim(viH)) = dim(v(H)) < dim(H) < oo, entonces
vl € F(D). Como F(D) es una *-subalgebra de L*(D), tenemos también lv = (v'[")* € F(D),
por tanto ulv = (ul)v € F(D). De esta manera la accién » definida en (3.2) deja invariante a la
*-subdlgebra F(D).

Ahora comprobemos que > también deja invariante a la *-subdlgebra B (). Sean como antes
u,v € Wyt e Bi(A). S6lo nos falta comprobar que up(utv)vy = (uou)t(vvy) € B1(A) para todo

ug, vo € A. Pero esto es claro desde que upu y vy pertenecen a Ay ¢ € B (A).

De la Proposicion 3.1 concluimos que ambas *-subalgebras F(D) y B () son U, (su; ;)- médu-
los *-algebras. Ademas como todos los operadores de rango finito son de clase traza tenemos que
F(D) c B;(W).

Ahora mostremos que el funcional A(g) := cTr(k'g), ¢ € R, define una integral invariante en

las *-dlgebras anteriores. En efecto, usaremos la propiedad de la traza, Tr(utv) = Tr(tvu) = Tr(vut),
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que se cumple para todo u, v € Ay para todo ¢ € B(A) (ver [Schmiidgen]). Ademds, dado que > es

asociativa y € es homomorfismo, basta probar la invarianza de / para los generadores de U, (su; ;).

Sea g € B (), entonces

WK>g) = Tr(kTkgk™) = Tr(gk™) = Tr(k"'g) = e(K)h(g).

hWEv>g) = Tr (k‘l(eg - kgk‘le)) =Tr (k‘leg) - Tr (nge) =Tr (%) - Tr (@) =0
= &(E)hQ),

WFeg) = Tr(k'(fgk—gfk)) =Tr(fg) - Tr(gf) = 0 = a(F)h(g).

De esta forma, & define un integral invariante en B(2) y por tanto tambien en F(D). -

Recordando los ejemplos 1.14 y 1.15, podemos pensar en L (D) como un dlgebra de funciones
integrables y diferenciables sobre el hiperboloide cudntico. Por el Teorema 2.14, las representa-
ciones que cumplen con la hipétesis del Teorema 3.2 son my, 4, 7py m;, i = —1,1,...4. En el
limite ¢ — 1, el hiperboloide cudntico X := O(Hj,) se transforma en el dlgebra conmutativa
O(H), donde

H, = {(t;,th, ) €ER’ : 1 +65 (- D)tz —5) =0}, se[-1,1),

y x,y € O(H,) estan dadas por x((t1,%,13)) = t3 € y((t1,t,13)) = t; + it,. Entonces diferentes
representaciones corresponden a diferentes partes del hiperboloide (cuédntico) segun el espectro de

7(x). Mas precisamente:
* 1y corresponde a la representacion de X sobre el punto (0, 0, 0) € H.

* Notando que Spec(7,(x)) = ¢*y m,(y) = 0, entonces , es una representacion de X sobre el

conjunto {(0,0, ¢} C Hy, s = ¢*.

* Continuando ahora con 7, tenemos 7,(x) = 0y |7,()* = 7.()7.(y) = s. En el caso
conmutativo g = 1, esto corresponde a x(t,, 1, 13) = t3 = 0y [y(t1, 1, t3)|* = |t; + itz|* = 5. Entonces
la representacion xr, de X corresponde al conjunto de puntos {(¢, t,,0) | tf + t% =s} CHy, s€(0,1),
del hiperboloide.

* Siguiendo con 7, podemos observar que 0 < 7;(x)) < sy para todo A € (0, s) existe un g €
(0, 1) tal que A € Spec(m;(x)). En el caso conmutativo g = 1, esto corresponde a 0 < t3 < s. Ademads
ker(71(y)) = ker(|m(y)|) # O, entonces 0 € Spec(|7;(y))|. En el caso conmutativo g = 1, la ecuacion
[y(t1,t2,13)] = O implicat; = s 6 t3 = 1. Ya que t3 < s, excluimos el punto (0,0, 1) e incluimos el
punto (0,0, s). Entonces la representacion m; corresponde al conjunto {(#1,1,,13) € H |13 € (0, 5]}
para s € (0, 1).
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* Ahora, para ver que parte del hiperboloide corresponde a la representacion s, observa-
mos que T4(x) < 0y para todo 4 € (—00,0) existe un A tal que 4 € Spec(ia(x)). Ademas
ker(Jma(y)]) = ker(|m4(y*)|) = {0} de manera que [T4(y)| > Oy [T4(y*)| > 0. Asi, la representacion my
de X corresponde al conjunto {(t,1,,1;) € H|#3 < 0}, s € [0, 1), del hiperboloide.

* Continuando con la representacion 7m,, observamos que 0 < m,(x) < sy para todo 4 € (0, s)
existe un g € (0, v/s) tal que A € Spec(7,(x)). Mas aun, ker(|7,(y)|) # {0}. Procediendo como en el
caso para mr; concluimos que la representacion mr, de X corresponde al conjunto {(z,1,,13) € H; |3 €
(0, s1}, s € (g% 1), del hiperboloide.

* Siguiendo con la representacion 73, podemos observar que esta representacion tiene un com-
portamiento muy peculiar pues €sta empieza en una hoja del hiperboloide y después brinca hacia
la otra hoja. Observamos que Spec(773(x)) C {s} U [1,00), s € (¢, 1) y para todo A € (1, c0) existe
un g € (0, /s) tal que A € Spec(73(x)). Ademds ker(|73(y")) = Ea({shD # {0}, ker(|w:()]) = {0}
y E,({1}) = 0. Por eso incluimos al punto (0,0, s) y excluimos al punto (0, 0, 1). Entonces la rep-
resentacién 73 de X corresponde a la parte {(0,0, s)} U {(t1,12,13) € Hy|tz > 1}, s € (g% 1), del
hiperboloide.

* La representacion mp tiene un efecto parecido al de la representacion w3, para analizarla,

2(n+1) 2(n+1) q2ns) ex-

vemos que Spec(7z(x)) C Upnezlg ,q*"s], s € (¢*,1), y para todo A € U,ez(q
iste un B tal que 4 € Spec(ag(x)) (por su comportamiento particular no variamos al ¢). Luego
E({¢g*"}) = E;({g*"s}) = 0. Ademas cabe mencionar que ker(|[7z(y)|) = ker(|7z(y*)) = {0} de man-
era que |g(y)| > Oy [T5(y*)| > 0. De esta forma la representacion g de X corresponde al conjunto

{(t1, 12, 13) € Hy | 15 € U,ez(g®™D, g*'s5)}, s € (g%, 1), del hiperboloide.

* Para m_;, notamos que 7_;(x) < s ker(|7_;(y)|) = {0} ker(|7_,(y")]) = E ({s}D # {0}. Procedi-
endo como en el caso para m; concluimos que la representacién 7_; de X corresponde al conjunto
{(t1, 10, 13) € H |15 < s}, s € [-1,0), del hiperboloide.

* Por ultimo, m4(x) > 1, ker(|m4(y)|) = {0} y ker(|74(y*)|) = E,({1}D # {0}. Asi la representacion
my de X corresponde a la parte {(t, 1, 13) € Hy|#3 > 1}, s € [-1, 1), del hiperboloide.

En resumen,
mo: {(0,0,0)} C Hy,

n: 10,0,¢%)) C Hy, ¢* = s,

me {(t,0,0) 6]+ 15 = s} CH,, s €(0,1),

m: {(t, 0, 1) € Hy |1z € (0, 5]}, s€(0,1),

mar (1,0, 13) € Hi |13 <0}, s €[0,1),

m: {(t, 1, 13) € Hgl 13 € (0,51}, s € (¢ 1),

m3: {(0,0, )} U{(t1, 10,15) € Hyl 13 > 1), s € (g% 1),
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mg: {(t1, 1, 13) € H |13 € Upez(®™D, ¢*"9)}, s € (g%, 1),
T {(tlatz’ t3) € Hs|t3 < S}a s € [_1’0)9
my: (0, 3) € Hgltz > 1}, s € [-1,1).

Observamos que a partir de 7; los subconjuntos de H; son localmente compactos pero no com-

pactos.

Un operador [ € F(D) se puede escribir como [ = Z’]‘.Zl v;i ® wj, donde v;,w; € D, k € N,
ran(l) = gen{vy, ..., v}, ran(/*) = genf{wy, ..., wi}, 'y (ZIJ‘-:1 vi@w)(v) = Z';zl(wj,v)vj para todo
ve D.SiD = gen{e, : n € N}, donde {e, : n € N} es una base ortonormal de H, entonces

ok k
W =c ) > wie) (en kv =c > (w k).

n=1 j=1 =1
Sea ahora n(x)(e,) = A,e,, donde 4, € R\ {0}, y sea f : Spec(n(x)) — C acotada. Si f(7(x))
pertenece a B (), entonces Y, | f(A,)]|A,¢ < oo para todo k € Z. En efecto, para cada k € Z, la

funcién f(7(x))|(x)* es de clase traza por definicién de B, (). Luego

o0

00 > (e | FERONED €0) = ) (em, f FDl ke

p Spec(z(x))

n=1
= f FQIAFAED,, .,
n=1 Y 1{ds : seN}

D UFQINIAF e Ex({AsDen)

s=1

DM |

1l
—_

n

LFDA[

M

1l
—_

n

De esta manera, f(77(x)) € B () implica lim,,_, | f(1,)||4,/* = 0 para todo k € Z. Asi, podemos
considerar al algebra B;(A) como un algebra de funciones diferenciables con decaimiento rapido

en el infinito sobre la parte del hiperboloide cuantico determinado por la representacion .

En este caso,

WfGEOD) = a7'¢ ) fA) A
n=1

Si f(m(x)) € F(D) entonces el soporte de f es finito. En efecto, supongamos que f(7(x)) € F(D),
entonces dado que f(7(x))e, = f(A,)e,, si f(4,) # 0 entonces e, = ]ﬁ f(@(x))e, € Ran(f(7w(x)))y
dim(Ran(f(7(x)))) < oo. De esta manera, obtenemos que el soporte de f es finito. Esta observacion

motiva a considerar a F(D) como un 4lgebra de funciones diferenciables con soporte compacto.
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