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Introd ucción 

Un lugar geométrico es el conjunto de puntos que satisfacen determinadas condiciones, el cual 
visualmente se puede apreciar al dibujarlo en el espacio correspondiente. 

En Geometria analítica es común encontrar alguno de los siguientes dos enunciados: 

• Dada una ecuación, encontrar el conjunto de puntos que la satisfacen. 
• Dadas ciertas condiciones, hallar la ecuación analítica que deben satisfacer los puntos que 

las cumplan. 

En el primer caso, el lugar geométrico es precisamente el conjunto de puntos que satisfacen la 
ecuación, en el segundo se trata de encontrar la ecuación analítica para tratar de identificar a 
todos los puntos que satisfacen las condiciones. 

Comúnmente, cuando pensamos en un lugar geométrico lo primero que viene a nuestra mente 
es la definición de las cónicas, pues en los libros de texto, ellas son presentadas de manera 
genérica como un lugar geométrico, es decir, nos dicen cuáles son las propiedades, en términos 
de distancias, que deben satisfacerse, para posteriormente encontrar las ecuaciones generales que 
los puntos correspondientes satisfacen. Sin embargo, aún cuando las rectas, círculos, parábolas, 
elipses e hipérbolas resultan ser las curvas interesantes para una parte de la Geometría analítica, 
existen otros lugares geométricos que no resultan ser una de las curvas mencionadas, o bien, 
aunque la curva en cuestión sí es una de ellas, con las condiciones que deben satisfacer los puntos 
no es posible identificarla de manera inmediata. 

Este trabajo tiene como fm presentar ejemplos, planteados de la segunda forma que 
mencionamos anteriormente. Así, todos ellos cuentan al inicio con las condiciones que debe 
cumplir un punto del plano para poder ser considerado un elemento del lugar geométrico. Una 
vez establecidas las condiciones, procedemos a encontrar la ecuación que debe satisfacerse, para 
identificar la curva. Una vez logrado nuestro objetivo, nos preguntamos si el lugar geométrico es 
toda la curva obtenida o solamente parte de ella, con el fm de determinar con exactitud el lugar 
geométrico. 

Haremos uso de conceptos abordados en los distintos cursos de Geometría analítica, moderna y 
euclidiana del plan de estudios de la carrera de matemáticas (Ver Apéndice B, página 137) y por 
supuesto, echaremos mano de tantos desarrollos algebraicos como haga falta. En ocasiones, 
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puede parecer engorroso, por la cantidad de cálculos, el desarrollo de un problema, sin embargo, 
hemos preferido hacerlo de esa manera, con el fin de que estén al alcance de cualquier estudiante. 

Para tener una manera gráfica de comprobar los resultados obtenidos, usaremos el software 
Geolab, que es un laboratorio de Geometría que nos permite llevar a cabo las construcciones, 
definir una animación y ver cómo se modifica al ejecutarla, dibujando el lugar geométrico. 

Una copia de Geolab puede obtenerse en: 
http://arquimedes.matem.unarn.mxlPUEMACIPUEMAC_2008/geolab/html/obtencion.html 
El trabajo está dividido en tres capítulos: 
El capítulo 1, consta de seis problemas, en todos ellos, el lugar geométrico obtenido es una 

recta. 
El capítulo 2 está dedicado a los círculos, en él se encuentran cuatro problemas. 
Al capitulo 3 lo hemos llamado parábolas, elipses, hipérbolas y algo más. En él hay cuatro 

problemas, en los que los lugares geométricos son: parábolas, elipses y/o hipérbolas, y uno más 
en el que el lugar geométrico obtenido no corresponde a una cónica. 

Al terminar la presentación de los problemas, aparecen dos apéndices. En el primero aparece 
una pequeña introducción al programa Geolab, para quienes no lo conocen, mientras que en el 
segundo hemos enlistado las definiciones y resultados que se utilizan a lo largo del desarrollo del 
trabajo. 

También, se incluye un disco compacto que contiene las construcciones, en Geolab, de todos 
los problemas. 
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Capítulo 1 

Rectas 

1 



2 Rectas 

1. Consideremos un triángulo 6.0AB, donde O es el origen del plano coordenado y los lados 
OA y OB están sobre los ejes X e Y respectivamente. Trazamos una paralela alIado AB del 
triángulo. Llamarnos C y D a los puntos de intersección de la recta paralela con los ejes X e 
y respectivamente. Encontrar el lugar geométrico que describe el punto M de intersección 
de las rectas AD, BC a medida que la recta CD se mueve. 

Soluci6n: 

y 

D 

B 

o 

M 

A ex 

Figura 1-1 

Para obtener la ecuación del lugar geométrico descrito, encontraremos las ecuaciones de las 
rectas AD y BC y las resolveremos simultáneamente. 

Llamemos OA = a, OB = b, OC = e y OD = d. 

Observarnos que los triángulos 6.0AB y 6.0CD son semejantes, ya que por construcción 
tienen lados paralelos, entonces: 

~=~=A 
a b ' 

donde A E lR y A oF o. Despejando e y d tenemos: 

e Aa 

d - Ab. 

Por otro lado, las rectas AD y BC tienen por ecuación: 

sustituyendo (1.1) en (1.2) tenemos 

::+:¡.' 
a d 
::+:¡.' 
e b 

1 

1, 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 



Rectas 

Sea M el punto de intersección de las rectas AD y BC. 

Consideremos la primera ecuación de (1.3), es decir, 

x y 
~ + >'b = 1. 

Sumando y restando ~ al miembro izquierdo, tenemos: 

:: + .!. + ('!!. - '!!.) = 1 
a>.b bb' 

de donde: 

3 

De la misma manera, considerando la segunda ecuación de (1.3), y sumando y restando :: 
a 

al miembro izquierdo, tenemos: 

Así, reescribimos las ecuaciones (1.3) como: 

Para encontrar la ecuación del lugar geométrico descrito por M, debemos resolver simultánellr 
mente las dos ecuaciones obtenidas: 

Multiplicamos la primera ecuación por -1 y las sumamos: 



4 Rectas 

de donde 

entonces 

o 

• Si ~ - 1 = O, entonces 

es decir, 

1 
--1=0 
>.. 

1 
>: = 1, 

En cuyo caso, las rectas AD y Be coinciden con las rectas AB y eD respectivamente. 
Más aún, las rectas AB y eD coinciden, por lo que en ese caso, no se forma un 
cuadrilátero. 

S• y x O 
• 1 -¡; + -;;: = , entonces 

es decir, 

y x 
-

b a' 

b 
y= -x 

a ' 

que es la ecuación de la recta que pasa por el origen con pendiente ~. 
a 

y 

D 

A 

Figura 1-2 

ex 



Rectas 5 

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M está contenido en la recta que coincide con 
la mediana OM del triángulo 6.0AB. 

Para ver que el lugar geométrico es toda la recta mencionada: 

Consideremos un punto en la recta l con ecuación y = ~x. 
a 

Sea M = (Di, (3) un punto en la recta, entonces 

b 
(3 = -Di. 

a 
(1.4) 

'Ibmamos A = (a, O) y B = (O, b), unimos ambos puntos mediante una recta que llamaremos 
ll. Trazamos una recta l2 que una los puntos B, M Y una recta l3 que pase por A, M. 
Llamamos e a la intersección de l2 con el eje X, y D a la intersección de l3 con el eje Y. 
Por último, trazamos la recta l4 que pasa por e y D. 

y 

A 

Figura 1-3 

b y=-x a 

e 

Por construcción, el punto M es la intersección de las rectas l2 y l3. Para demostrar que M 
pertenece al lugar geométrico, debemos probar que l4 es paralela a ll. Para ello basta ver 
que las rectas mencionadas tienen la misma pendiente. 

En efecto, calculamos la ecuación de la recta ll: 

Puesto que A, B están en la recta lI, entonces la pendiente m de II es: 

b-O 
m - O-a 

b 
(1.5) - a 

Para encontrar la pendiente de la recta l4, primero encontraremos las coordenadas de los 
puntos e y D: 



6 

La recta f 2 , que pasa por los puntos B y M, tiene por ecuación: 

y-b (~=~) (x-O) 

y _ b _ (¡J: b) x 

y la recta f 3 , que pasa por los puntos A y M, tiene por ecuación: 

y-O (
¡J- O) -- (x-a) 
a-a 

y ( _¡J ) (x-a) 
a-a 

Así, para obtener e y D tomamos y = O en (1.6) y x = O en (1.7) es decir, 

y 

luego, 

O-b 

-ab 
¡J-b 

y 

y 

- x 

( _¡J ) (O-a) 
a-a 

-a¡J 
a-a 

, 

( 
-a¡J) y D= 0,-- , 
a-a 

entonces la recta f4 que pasa por e y D, tiene pendiente 

m' -
( 

-a¡J) _ O 
a-a 

0- (-ab) 
¡J-b 

-a¡J (¡J - b) 
ab(a-a) , 

Rectas 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 



R" ... 

smrtituyendo (1.4) en (1.8) y simplificando tenemaJ: 

m' _ -a (la)((lo) -b) 
ab(a a) 

-(lo-b) 
(o: a) 

-~(a-a) 

(a a) 
b 
a 

m=m'. 

Por lo tanto M pertenece al lugar geométrico. 

Concluimos que el lugar geométrico es la recta ti - !!'::t. 
a 

Caostrucción con Geolah 

7 

1. En el icono :IR. Define Mcalaru selecciona la. opción definición directa. IJama al a 

ésta y a.sígnaJ.e x = 5 Y luego haz clic en -í . 

2. Repitiendo el paso .!I.Ilteriar, define el a!C8la.:r directo a2 de wlor Q. 

3. Construye el punto A {al, a2). (Ver Apélldice A, páginA 130). 

4. Define los t!!C8la.res WrectOl'l: 

• bl de valor O 

• b2 de valor 4 

5. Const,..,. cl punto B (bl, b2) 

6. Define los 8!C8la.res WrectOl'l: 

• 01 de valor O 

• 02 de valor O 

7. Const,..,. cl punto 0(01,02) 

8. Construye las rectas eX Y eY que pasan por los puntos O, A Y O, B respectiwmente. (Ver 
ApéndireA,_'32). 

9. Haz clic en el icono . Define punto! y eelecciona la opción Punto en segmento. Llama 
e a este punto y luego haz clic en O y A 



, 
10. Haz die en el ptwto e y a.rrástraJ.o ala derecha del punto A. 

11. Construye loe segmentos: 

• O A definido por 101'1 puntOB O y A. 

• O B definido por los puntos O Y B. 

• 11 definido por 1011 puntos A Y B. 

12. Cambia. el color y el grosor de la! segmentos GA,OB y AB, el mismo color y grosor pa;ra 
los tres segmentos. (Ver Apéndice A, página 132). 

1S. Construye la recta. parll pamlela al segmento 11 que pBBe por C. (Ver Apéndice A, página 
132). 

14. En el icono aelecciana la opción Intersección de rectas. Llmna D a este punto y 
después haz clic en las rectas eY y parll. 

15. Crea las rectas l2 y la que pasan por IOH puntos A, D Y e, B respectivamente. 

16. !Jama. M al punto de inte:rBecci6n de las rectas 12 y l3. 

17. Cambia. el color del punto M. (Ver Apéndice A, página 132). 

18. Define una Anjmación (Ver Apéndice A, página 134) para el punto e e<m los siguientes datOll: 

Inicial = -100; Final = 100, P8I!IOI! = 800 

19. Activa la traza. del punto M. (Ver Apéndice A, página 134). 

20. En la pantalla gráfu::a, haz clic en el icono té) Em,¡ieza animaci6n. 

Para verificar que la recta 11 = ~x coincide con el lugar geométrico buscado, dibujamos la 
a 

gráfica correspondiente a la construcción anterior: 

21. Define la recta calculada l4 U88.Ildo IOH valores A = B.y,B = -A.x, e = 0, es decir, en la 
ecuaci6n generaJ. de la recta el coeficiente de x es la coordenada y del punto B y el coeficiente 
de y es la coordenada x del punto A. 

22. Cambia el color de 1& recta 14. (Ver Apéndice A, página 132). 

23. P8I'8. volver a ver la construcción arigin&l. cierra le. venta.n.a. de lIIrimaci6n haciendo clic en el 

icono lIIif Cerrar ventana y en la parle derecha. de la ventlW& selecciona el objeto e, para 
arrastrarlo si deseas ver, de manera manual, cómo se genera el lugar geométrico. 

La. canstru.cción anterior es la que se encuentra en el archivo Constru.cci6n lIec.l&b.. 



Rectas 9 

n. Consideremos un triángulo 6.ABC de tal manera que la base AB está sobre el eje X y el 
pie de la altura desde el vértice C es el origen O. Tomemos un rectángulo inscrito en el 
triángulo 6.ABC y llamemos M a su centro. Encontrar el lugar geométrico que describe el 
punto M al considerar todos los rectángulos inscritos. 

Soluci6n: 

y 

e 

x 
A o B 

Figura 1-4 

Consideremos un rectángulo cualquiera inscrito en el triángulo 6.ABC. Llamemos E, D, D' 
Y E' a sus vértices, de tal manera que D' y E' están sobre el eje X, D sobre el lado AC y 
E en el lado BC. 

y 

e 

D E 

M • 
X 

A D' o E' B 

Figura 1-5 

Para encontrar la ecuación del lugar geométrico que describe M, debemos encontrar las 
coordenadas del punto de intersección de las diagonales ED' y DE' del rectángulo. 

Llamemos OA = a, OB = b Y OC = c. 

La ecuación de la recta DE es 
y=A, 

para algún A E R, con A E (o, e). 



10 Rectas 

Observarnos que 
DD' = EE' = A. 

Como los triángulos .6.AOC y .6.AD' D tienen ángulos correspondientes iguales, entonces 
son semejantes, de donde: 

D'A 
D'D 

como DA = a, OC = e y D' D = A, tenemos: 

DA 
OC' 

despejando AD': 

Así, 

D'A 
A 

-
a 
e' 

D'A = ~A. 
e 

OD' OA-D'A 
a 

a --A 
e 

a(l-~), 
de donde las coordenadas del punto D son: 

y 

Yl = A. 

Del mismo modo tenemos que .6.BCO y .6.BEE' son semejantes, entonces 

E'B OB 
E'E OC' 

como OB = b, OC = e y E'E = A 
E'B b 
A e' 

despejando E' B: 

E'B = ~A. 
e 

Por lo tanto las coordenadas del punto E, situado sobre la recta BC, son: 

X2 OB-E'B 

b - ~A 
e 

b (1-~) 



Rectas 

y 

Y2 = A. 

Luego, el centro M del rectángulo con vértices E, D, D' Y E', tiene coordenadas: 

x 

y 
A 

y- -- 2· 

11 

(1.9) 

La ecuación del lugar geométrico descrito por el punto M se obtiene eliminando A en (1.9). 
Despejando A tenemos: 

A = 2y, 

sustituyendo (1.10) en (1.9): 

y simplificando obtenemos: 

1- 2y 
e 

1 

1. 

(1.10) 

(1.11) 

La ecuación (1.11) está escrita en la forma simétrica y corresponde a la recta que pasa por 
los puntos 

I= C;a,o) 
y 



12 Rectas 

es decir, M está en la recta que pasa por los puntos medios de la altura OC y la base AB 
del triángulo 6.ABC. 

Ahora bien, puesto que>. E (O, c) y la segunda coordenada de M es y = ~, entonces 

e 
O < Y < 2' 

Por consiguiente, el lugar geométrico que describe M está contenido en el segmento de recta 

que une los puntos I = C; a, O) Y H = (O,~) . 
y 

e 

x 
A D' o 1 E' B 

Figura 1-6 

Para ver que el lugar geométrico que describe M es exactamente el segmento mencionado: 

Tomamos un punto de coordenadas (a, f)) en el segmento de recta que une los puntos 

I= C;a,o) yH= (o,~). 
Puesto que la recta que pasa por los puntos I y H tiene ecuación 

e 
e 

y--
2 

y (a, f)) está en la recta, entonces: 

e 
---x 

b-a 

c c 
f) = -b_aa + 2' (1.12) 

Ahora consideremos la recta y = 2f) Y las ecuaciones de las rectas AC y CB respectivamente: 

recta AC: 

recta CB: 

e 
y= -x+c 

a c 
y=-¡;x+c, 



Rectas 13 

Encontramos la intersección de la recta AC con la recta y = 2(3: 

y la de la recta CE con la recta y = 2(3: 

2(3 

x 

Afirmamos que el punto de coordenadas (a,(3) es el centro del rectángulo, inscrito en el 
triángulo, con vértices D, D', E Y E'. Para comprobarlo, basta con ver que el punto medio 
del segmento DE tiene abscisa a. 

En efecto, sumando las primeras coordenadas de D y E Y sustituyendo el valor de (3 que 
obtuvimos en (1.12): 

-a (1 -~) + b (1 -~) 
2 

a. 

Por tanto, el lugar geométrico buscado es el segmento de recta determinado por los puntos 

I= C~a,o) yH= (o,~). 
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Construcción con Geolab 

1. Define los siguientes escalares directos: 

.a=6 

• b= 8 

• c= 5 
.01 = O 

.02 = O 

2. Construye los puntos 0(01,02), A (-a, 02), B (b, 02) Y C (01, 5). 

3. Construye las rectas eX y eY que pasan por los puntos 0, A y 0, C respectivamente. 

4. Construye los segmentos: 

• AB definido por los puntos A y B. 

• BC definido por los puntos B y C. 

• CA definido por los puntos C y A. 

Rectas 

5. Cambia el color y el grosor de los segmentos AB, BC y CA de manera que se vean iguales. 

6. Construye un punto D en el segmento CA. En caso de que el punto D aparezca encimado 
sobre el punto A o el punto C, muévelo aproximadamente a la mitad del segmento CA. 

7. Construye la recta paralela d a la recta eX que pasa por el punto D. 

8. Llama E a la intersección de las rectas d y BC. 

9. Oculta la recta d. (Ver Apéndice A, página 136). 

10. Define los puntos D' (D.x, 02) y E' (E.x, 02) 

11. Construye los segmentos: 

• DE definido por los puntos D y E 

• EE' definido por los puntos E Y E' 

• E' D' definido por los puntos E' y D' 

• D' D definido por los puntos D' y D 

12. Cambia el color y grosor de los segmentos del paso anterior. 

13. Construye los segmentos DE' y D'E, y cámbialos de color. 

14. Llama M a la intersección de los segmentos DE' y D'E. 



..... 
15. En la pantaJIa de datos analíticos, activa la traza del punto M. 

16. Define una anjmBCión pa.m el punto D con los si.guientea datos: 

Inicial = O; Final = 1; PIl80II = 100 

17. En la pantalla. gráfica, activa la traza. 

lB. Ejecuta la animación. 

Para verificar que el lugar geométrico buscado coincide con el segmento de la recta 

z y 
-b-+ c =l, -a -,- , 

enrontrado, dibujamos la gráfica correspondiente & 1& OOllStrucción anterior: 

15 

19. Define 10l!l puntos 1 ((b - a) /2, 02) Y H (01, cf2) , as!' como la recta calculada f U8a.ndo 10l!l 
valores A - 2/ (b - a) tB - 2/c y e --lo 

20. Construye el segmento IH Y oculta 10l!l puntOll 1 Y H. 

21. Cambia el color Y el grosor al segmeuto IH. 

22. Para volver a ver la construcción origin.aJ cierra la venta.ua. de anjmación haciendo clic en el 

iCOllD lj:I!: CeTTaf' ventana y en la parte derecha de la vent8l18. selecciona. el objeto D para. 
1IJTft8trar1o sobre el segmento AG, si dmeM ver, de IIllIIlElrII. manual, cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La construcción anterior el la que se encuentra en el arebivo Construcción 2rec.lab .• 
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lII. Consideremos dos puntos A y B, colocados sobre los ejes X y Y respectivamente y un 
triángulo rectángulo t:;ABM con hipotenusa AB, llamamos M' al punto simétrico de M 
con respecto a la recta AB. Encontrar el lugar geométrico descrito por los puntos M y M' 
a medida que A o B se desplazan sobre los ejes cartesianos correspondientes. 

Soluci6n: 

y 

B 

o 
X 

Figura 1-7 

Observación 

Lo más que puede subir B en el eje Y es AB, en cuyo caso la abscisa de M es menos la 
altura del triángulo tomando AB como base: 

y 

B 

o 
X 

M A 

Figura 1-8 

Lo más a la derecha que puede llegar M es cuando: 
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y 

B A 

x 
M 

Figura 1-9 

Si A pasa del lado negativo del eje X, se completa el lugar geométrico. 

Llamemos DA = a, DB = (3 y también llamemos a, b a las longitudes de los segmentos MA 
y M B respectivamente. 

Consideremos los círculos, uno con centro (a, O) y radio a y el otro con centro (O, (3) Y radio 
b. 

y 

x 

Figura 1-10 

Las ecuaciones de los círculos mencionados son (ver Apéndice B [5], página 139): 

y (1.13) 

Haciendo uso del teorema de Pitágoras en los triágulos f:.AMB y f:.DAB tenemos que: 

AB2 a2 + b2 

AB2 a 2 +(32, 

luego 
(1.14) 
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Despejando a y f3 de (1.13) obtenemos: 

f3 

x± y'a2 _ y2 

Y ± VIJ2 - X2, 

sustituimos (1.15) en (1.14) y simplificamos: 

a2 + b2 _ (x ± y'a2 _ y2? + (y ± Vb2 _ x2)2 

Rectas 

(1.15) 

a2 + b2 _ [x2 ± 2xy' a2 _ y2 + (a2 _ y2)] + [y2 ± 2yVb2 _ x2 + (~ - x2)] 

a2 + b2 x2 _ x2 ± 2xy' a2 _ y2 + a2 + b2 _ y2 + y2 ± 2yv1J2 _ x2 

O ±2xy' a2 - y2 ± 2yv1J2 - x2 

Elevamos al cuadrado (1.16) y simplificamos: 

entonces: 

o 

4x2(a2 _ y2) 

x2a2 _ x2y2 

x2a2 

x2a2 _ y2b2 

(xa + yb)(xa - yb) 

_ 4y2(b2 _ x2) 

y2b2 _ y2x2 

y2b2 

O 

O, 

xa+yb=O 

xa - yb = O. 

Despejando y de (1.17) y (1.18), tenemos: 

o 

a 
y=--x 

b 

a 
y= ¡;x. 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

Las últimas dos expresiones representan rectas que pasan por el origen con pendientes -~ 

y ~. Observemos que la recta y = ~x es simétrica a y = -~x con respecto al eje X. 

Ahora bien, también observamos que las expresiones (1.15) solamente tienen sentido cuando 
a2 - y2 ~ O Y ~ - X2 ~ O, es decir, y E [-a, a] y x E [-b, b]. 

Recordemos que a, f3 son las longitudes de los catetos del -6.ABM así que O ::; a ::; AB Y 
O ::; f3 ::; AB, pero como -a ::; y ::; a, -b ::; x ::; b, entonces el lugar geométrico que describe 
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el punto M está contenido en una parte de las rectas, la limitada por las paralelas x = ±b, 
Y = ±a y que pasa por los puntos (b, a), (-b, -a). 

Haciendo un análisis similar para el punto M', obtenemos las mismas rectas. 

y 

x 

Figura 1-11 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por los puntos M y M' son todos los de 
los segmentos mencionados, tomamos un punto, que llamaremos M, en una de las dos 

rectas, digamos y = ~x, y veremos que podemos encontrar A y B sobre los ejes X y Y, 

respectivamente de tal manera que M es el vértice del ángulo recto en el triángulo !'!.ABM. 

a 
En efecto, sea M un punto de la recta y = ¡;x, con x E [-b, b] Y Y E [-a, a]. 

Entonces M (Xl, ~Xl) con Xl E [-b, b]. 

Para encontrar los puntos del eje X cuya distancia a M es a, resolvemos: 

es decir, 

2 

( )
2 a 2_ 

X - Xl + b2 Xl - a, 

elevando al cuadrado tenemos: 

2 
2 2 a 2 2 

X - 2XXl + Xl + b2 Xl - a 

2 (a2
) 2 2 X - 2XXl + 1 + b2 Xl - a o. 
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Resolvemos para x: 

2XI ± 
x 

Xl ± 

Xl ± 

Xl ± ~J02 - X~. 

En el eje X hay dos puntos cuya distancia al punto M es a. 

Ahora encontramos los puntos del eje Y cuya distancia a M es b. Para lo cual resolvemos: 

es decir: 

elevando al cuadrado tenemos: 

2 
2 a 2 a 2 

Xl + b2 Xl - 2¡;XIY + y 

a 2 2 a 2 ( 2) 1 + b2 Xl - b - 2¡;XIY + y - O. 

Resolvemos para y: 

4~ X~ - 4 ( (1+ ~:) X~ -02) 
y 

2 

En el eje Y hay dos puntos cuya distancia al punto M es b. 

Consideremos los puntos A (Xl + ~ y'b2 - X~, O) y B (O, ~XI - y'o2 - X~ ). Calculamos la 
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distancia. entre ellos: 

d(A,B) ~ 

Entonces M es el vértice del ángulo recto del triángulo cuyos catetos miden a y b, con vértiCE8 
sobre l.oH ejes coordenados. 

ObeervamlE que los puntos A (Xl - iJI? ;;¡,O) y B (o, ~Xl + JIP xl), sirven también 
para nuestra. CODBtrucción. Las posibilidades restantes I.aa desramO!! porque en ese caso 
las dista.ncias entre los puntos no es .¡ a2 + b' . 

'Thmando M en la otra recta, puede hacerse una construcción similar, 

Concl'llirnm que el lugar geométrico son los segmentm de rectas con ecUllciones 11 = ~z y 
a 

y- -rz:' para los cuales X E [-b,b] YU E [-a, a]. 

Construcción con GeoIab 

1. Define los siguient6!l escalares: 

• u= 10 

• v= 10 

.01-0 

.02-0 

2. COIlIItruye los puntos O (01, 02), U (a, 02) y V (01, v) 

3. Construye 101:1 ejes coordenados eX y eY 1.I88lldo los puntos 0, U y V. 

4. Construye un punto B en el segmento av 

5. Oculta los puntos U Y V. 

6. Define el escalar rI =(6/5)*" 

7. Construye el drculo drI, usando el constructor de cfrculos y eligiendo del mem1la opción 
centro 11 radio, con centro B y radio r 1. 

8. En el ioono . elige la opción Intersecc16n de recta 11 cfrculo por mt6n, llama A a este 
punto y haz elle en eX y orlo 
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9. C_ 01...."..", AB 

10. En el icono . elige la opción Punto medio, llama e a este punto y haz clic en A y B. 

11. Haz clic en el icono 0 y elige la opción Círculo centro 11 punto, llama. cir2 a. este círculo 
Y haz clic en G y 8. -

12. Define el eecalar directo 1'3 =(9*1'1)/10 

13. En el icono 0 y elige la opción Círculo centro 11 romo, llama ar3 a este c.lrculo y haz elle 
enByr3. -

14. En el icono 
cir2 y ciT3. 

elige la opción Intenecci6n de círculos por mt6n, llámalo M y haz die en 

15. En el icono elige la opción Intersección de círculos otro lado del punto, llámslo M' y 
haz clic en cir2,cir3 y M. 

16. En la pantalla de datos analfticos activa la traza de M Y M'; haz invW.bles los drcul08 

cirl,cir2 y cir3, y el punto C. 

17. CODStruye los segmentos BM,MA,BM' y M' A y cámbiaJ.os de color Y grosor de manera 
uniforme. 

18. En la pantlilla. gráfica activa la traza.. 

19. Define una anjmación para el punto B con los siguientes datos: 

Inicial = -1.199; Final = 1.199, PlIBOB = 1000 

20. Ejecuta la 8njmación. 

21. Mueve el punto A para considerar la otra intemección del círculo cirl con el eje eX. 

22. Ejecuta, sin borrar, nuevamente la acimación. 

Para verificar que el lugar geométrico buscado está contenido en las rectas con ecuación 

11 = -~:z; y 11 = ¡x dibujamos la gráfica. correspondiente a la coDStru.cciÓll. anterior: 

23. Construye los puntos MI (-b, -a) ,M2(-b,a) , M3 (b,a) y M4 (b, -a) 

24. Construye los segmentos MIM3 y M2M4 Y cámbialas de color. 

25. Oculta los puntos MI, M2, M3 y M4. Define el ElIcalar ca.kulado m como el oociente ¡ 
26. Para volver a ver la construcciÓn original. cierra la ventana. de anjmación haciendo clic en el 

icono • Cerrar ventana y en la parle derecha de la ventana. Belecciana el objeto B para 
arrastrarlo, si deseas ver, de manera m8.tl1lal., cómo se genera el lugar geométrico. 

La construcciÓn anterior ElI la que se encuentra en el arclrlvo ConstrucciÓn 3rec.lar. 
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IV. Consideremos dos puntos fijos A y B en el plano cartesiano; un punto C en el eje X. Sean 
D el punto de intersección de la recta CA con el eje Y y tia recta paralela a la recta AB 
que pasa por D. Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto M de intersección de 
t con la recta CB, cuando C se desplaza sobre el eje X. 

Soluci6n: 

y 

.e M 

D 
B 

A 
O 

C X 

Figura 1-12 

Encontraremos las ecuaciones de las rectas D M Y C B y las resolveremos simultáneamente 
para obtener la ecuación del lugar geométrico descrito por el punto M. 

11 I 

Sean A = (x', y'), B = (x", y"), C = (a, O), D = (0,,8) Y m = YII - Y, la pendiente de la 
x -x 

recta AB. 

La ecuación de la recta C D es x y 
;+13=1. 

Como A pertenece a la recta C D, entonces 

x' y' 
a+,8=1. (1.19) 

Puesto que DM es paralela a AB y D = (0,,8), entonces, haciendo uso de la expresión de 
la recta conociendo un punto y su pendiente (ver Apéndice B [2], página 138), sabemos que 
tiene por ecuación 

y -,8 - m(x - O) (1.20) 
- mx. 

Por otro lado, como C = (a, O), entonces, haciendo uso de la expresión de la recta que 
pasa por dos puntos (ver Apéndice B [2], página 138), sabemos que la recta CB tiene por 
ecuación: 

(1.21) 
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Así, el lugar descrito por M se obtiene resolviendo simultáneamente (1.20) y (1.21), para 
ello, lo que hacemos es utilizar (1.19) para eliminar a y ¡3. 

Despejemos ¡3 de (1.20): 

y-¡3 mx 

¡3 - y-mx. 

Haciendo lo mismo con a de (1.21) 

y - y" C"~ a) (x - x") 

x" - a (y") (x - x") 
y - y" 

-a (y") (x - x") - x" 
y - y" 

a - - ( ¡j' ) (x - x") + x" y -¡j' , 

sustituimos (1.22) Y (1.23) en (1.19) y simplificamos: 

x' y' 
-,-----,,.,----=------.- + .,----"-------,-
( 

y"(x-x") ) (y-mx) 
"'--'~--,,--'- + x" 

y - y" 
x'(y -¡j') y' 

-;---::-;-----'::,--=--':-7--~7 + .,----"-------,-
(-¡j'(x - x") + x"(y - y")) (y - mx) 

x' (y - ¡j') y' 
--"';:----'--é;- + -=----
-xy" + x"y y - mx 

x'(y - y")(y - mx) + y' 
x"y - xy" 
x'(y - y") (y - mx) 

x"y - x¡j' 
x'(y-y")(y-mx) , 

" .JI + mx x y - XII 

x'(y - y")(y - mx) , 
" .J' + mx x y - XII 

= 1 

1 

1 

y-mx 

, 
- y-y -mx 

y-y'-mx+mx' 

y - y' - m(x - x') 

x'(y - y") (y - mx) + mx'(x"y - xy") - (y - y' - m(x - x')) (x"y - xy") 

(1.22) 

(1.23) 

(y - y")x' y - x' mx(y - y") + mx' x" y - mx' xy" 

(y - y")x'y - yx'mx + mx'x"y 

(y - y")x'y + (-mx + mx")x'y 

(y - y" - m(x - x")) x'y 

(y - y' - m(x - x')) (x"y - xy") 

(y - y' - m(x - x')) (x"y - xy") 

[y - y' - m(x - x')] (x"y - xy") 

- [y - y' - m(x - x')][x"y - xy"] (1.24) 
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Observemos que: 
y - y" - m(x - x") = O 

y 
y - y' - m(x - x') = O 

representan a la misma recta, puesto que tienen la misma pendiente m = ~: - ~, la primera 
-x 

pasa por B y la segunda pasa por A, o sea, cualquiera de las 2 ecuaciones representan a la 
recta AB, entonces la expresión (1.24) se simplifica de la siguiente forma 

entonces 

o 

(y - y" - m(x - x")) x'y 

O 

(y - y' - m(x - x')) (x"y - xy") 

(y - y' - m(x - x'))(x"y - xy" - x'y), 

y - y' - m(x - x') = O 

x"y - xy" - x'y = O. 

Habíamos mencionado que la primera expresión y - y' - m(x - x') = O representa la recta 
AB, pero ésta no es la solución del problema, basta con ver la figura (1-12), este caso se 
cumple cuando el punto e está en la recta que pasa por A y B: 

y 

A 
D e 
o 

Figura 1-13 

Simplificando la segunda obtenemos: 

x"y - xy" - x'y 

x"y - x'y 

(x" - x') y 

y 

O 

xy" 

xy" 

B 

x 

( 
y" ) 

x" _ x' x, 
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que identificamos como una recta que pasa por el origen, con pendiente: 

y" 
x" - X' 

" 
Así, el punto M está en la recta que pasa por el origen con pendiente "Y , . 

x -x 

y 

.e M 

D 

B 

o 
e x 

Figura 1-14 

Rectas 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la recta que pasa por 

el origen con pendiente ,,-u" " tomamos un punto M' en la recta y veremos que podemos 
x -x 

encontrar e sobre el eje X, de tal manera que M' se obtiene de la manera considerada. 

En efecto, si M' es un punto en la recta, entonces: 

M' (Xl, (X" ~ x' ) Xl) . 

para algún Xl E IR. 

Trazamos la recta el por M' paralela a AB que pasa por M', entonces ésta tiene por ecuación: 

( yll) (yll - Y') 
Y - x" _ x' Xl = X" _ X' (x - Xl) . 

El punto de intersección de la recta el con el eje Y tiene coordenadas: 

x=o 
y 

( 
y" ) 

Y - X" _ X' Xl ( yll - Y') 
- Xl 

X" - X' 

Y - (( y" ) (1I'-y,)) 
X" - X' - X" - X' Xl 

Y ( "y' ,) Xl· 
X -x 
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Llamemos D al punto obtenido, es decir, D (O, (XII ~ X') Xl) . 

Consideremos las rectas que pasan por D, A Y M', B respectivamente: 

La recta que pasa por D y A tiene por ecuación: 

(
y'- (x',~x,)Xl) 

x'- O (x - O) 

,_ (1- ("'r~<)X} 
(XII ~ x' ) Xl 

, (xlI-X'-Xl) (y') 
y - y x' (x" - x') X = x" _ x' Xl 

y la recta que pasa por M' y B tiene por ecuación: 

( 
y" ) 

Y - " I Xl 
X -X 

, ( X" - x' - Xl ) 
Y - y' (X" _ Xl) (x" _ X') X 

(
x" - x' - Xl ) 

Y - y" (XII _ Xl) (x" _ X') X 

(
yll (X" - Xl) - y" (X" - X') + y"Xl) Xl 

(X" - X') (X" - x¡) 
x'y"X¡ 

(XII - x') (XII - Xl)' 
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(1.25) 

(1.26) 

Ahora, resolvemos simultáneamente las ecuaciones (1.25) y (1.26) para hallar las coordenadas 
del punto de intersección de las rectas DA Y M' B. 

Multiplicamos la ecuación (1.25) por -1 y consideramos (1.26), así obtenemos el sistema: 

, (XII - x' - Xl] 
-y + Y X' (x" _ X') X 

x" - X' - Xl 
y-y" X 

((XII - x¡) (XII - X') 

- ( 11 y' ,) Xl 
X -X 

x'Y"X1 
(XII - x') (XII - Xl)' 

sumando tenemos: 

(
,(XII-X'-Xl) "( X"-X'-Xl )) ( y' ( x'y" )) 

Y X' (X" - xl) - Y (X" - Xl) (X" - X') X = - X" - x' + (X" - X') (X" _ Xl) Xl· 
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Simplificando: 

(
y' (XII - x' - Xl) _ y" (X" - X' - Xl)) X 

X' (X" - X¡) 

(X" - X' - Xl) (y' - y" ) X 
X' X" - Xl 

(X" - X' - Xl) X 

X -

sustituimos (1.27) en (1.25) y simplificarnos: 

,(X"-X'-Xl) 
y-y X'(X"-X') ( 

- X'Xl ) 
x" - x' - Xl 

,( - Xl) 
Y-YX"-X' 

( 
x'y" ) -y' + " Xl 

X -Xl 

-X' (y' - y" ) Xl 
X' X" - Xl 

X'Xl 
- X'XI 

X" - X' - Xl' 

Así las coordenadas del punto de intersección de las rectas DA y M' B son: 

X 

y 

- X'X! 

x" - X' - Xl 

O, 

Rectas 

(1.27) 

( 
- X'Xl ) entonces las rectas se cortan en el punto e " , ' O 

X -x -Xl 
que está sobre el eje X, es 

decir, M es uno de los puntos del lugar geométrico. 

y 

x 

Figura 1-15 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la recta que pasa por el 
. dit y" Origen con pen en e -1, , 

a; - X 
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Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

• x' = 2 

• y' = 2 

• x"=5 

• y"=3 

• u= 10 

• v = 10 
.01 = O 

.01 = O 

2. Construye los puntos A(al, a2), B(bl, b2), O (01, 02), U (u, 02) y V (ol,v) 

3. Construye los ejes coordenados eX y eY usando los puntos O, U y V 

4. Construye un punto e sobre el segmento OU 

5. Oculta los puntos U, V. 
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6. Construye las rectas 11,12 que pasan por los puntos e, A y e, B respectivamente, yel punto 
D, de intersección de las rectas 11 y eY. 

7. Construye el segmento AB y cámbialo de color y grosor. 

8. Construye la recta 13 paralela a la recta que contiene al segmento AB que pase por el punto 
D y llama M a la intersección de las rectas 12 y 13. 

9. En la pantalla de datos analiticos, activa la traza del punto M. 

10. Define una animación para el punto e con los siguientes datos: 

Inicial = -10; Final = 10, Pasos = 1000 

11. En la pantalla gráfica, activa la traza. 

12. Ejecuta la animación. 

" 
Para verificar que la recta que pasa por el origen, con pendiente } I coincide con el 

x -x 
lugar geométrico buscado, dibujamos la gráfica de la recta correspondiente a la construcción 
anterior: 

13. Define el escalar directo m =y" /(x"-x') 

14. Construye la recta J, usando el constructor de rectas y eligiendo del menú la opción punto 
pendiente, que pasa por O con pendiente m. 
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15. Cambia el color a la recta. f. 

16. Para volver a ver la conatrucción original cierra la ventll.Illl. de anjmación haciendo clic en el 

icono lj:I!: Gemir ventano y en la parte derecha de la ventana. selecciona el. objeto e, para 
a.rrllStrarlo si deseas ver, de manera lll8.ll.U8I., cómo se genera el lugar r;eométriro. 

La. construcción anterior es la que se encwmtra en el archivo Construcción _ 4rec.Iab. • 
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V. Consideremos el origen O del plano coordenado, un círculo con centro en O y radio R, un 
punto A, fuera del círculo, situado sobre el eje X positivo y la recta tangente al círculo, con 
pendiente negativa, pasando por el punto A. Sea B el punto de tangencia y M la proyección 
del punto O, sobre la bisectriz del ángulo L.OAB. Encontrar el lugar geométrico descrito 
por M a medida que el punto A se desplaza lo largo del eje X positivo. 

Soluci6n: 

y 

o A X 

Figura 1-16 

Para encontrar la ecuación que satisfacen los puntos del lugar geométrico, calculamos las 
ecuaciones de la bisectriz del ángulo L.O AB y la recta perpendicular a ésta que pasa por el 
punto O y resolvemos simultáneamente ambas ecuaciones: 

Como B está en el círculo, entonces 

B = (Rcosrp, Rsenrp), 

donde rp es el ángulo de L.AO B. 

La pendiente de la recta O B es: 
tanrp 

y puesto que OB es el radio del círculo, es perpendicular a AB. Por tanto, la pendiente de 
la recta AB es: 

de donde 

1 
m=---, 

tanrp 

cosrp 
m=---. 

senrp 

Utilizando la expresión de la recta conociendo un punto y su pendiente (ver Apéndice B [2], 
página 138), que en este caso son B y m, la ecuación de la recta tangente AB es 

y - Rsenrp = (- cosrp) (x - Rcosrp), 
senrp 
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multiplicando la ecuación por sen ep,tenemos: 

ysenep - Rsen2 ep 

y sen ep + xcosep 

y sen ep + xcosep 

-x cos ep + R cos2 ep 

Rcos2 ep + Rsen2 ep 

R. 

Rectas 

Por otra parte, sabemos que la distancia de un punto P = (Xl, X2) a la recta Ax+By+e = O 
(ver Apéndice B [9], página 139), está dada por 

d(P {Ax B e = O}) = I
Ax

l + BX2 + el. 
, + y + v' A2 + B2 

Recordemos que M es la proyección de O sobre la bisectriz del ángulo LOAB. 

Como los puntos de AM equidistan de las rectas 

y=O 

y 
xcosep + y sen ep = R, 

entonces la bisectriz determinada por el ángulo LOAB está dada por los puntos P (x, y) que 
satisfacen la igualdad 

d(P, {x = O}) = d(P, {x cos ep + y sen ep = R}), 

luego, 

Iyl 

v'I 
Iyl 

Ixcosep + ysenep - RI 

y'cos2 ep + sen2 ep 
Ix cos ep + y sen ep - RI. 

Pero sólo nos interesa la bisectriz de LOAB cuyos puntos P (x, y) satisfacen: 

y>O y 

es decir, (1.28) se escribe como: 

y 

y(l+senep) -

y 

y = 

xcosep + y sen ep - R < O, 

- (xcosep + y sen ep - R) 

-x cos ep + R 
-x cos ep + R 

l+senep 

( 1::!ep)x+1+~nep' 
Ahora calculamos la ecuación de la recta O M: 

(1.28) 

(1.29) 
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Como O M es perpendicular a AM, entonces su pendiente, digamos mil, es 

11 1 
m =--

m" 

donde m' es la pendiente de AM, es decir, 

mil _ 1 

( 
cosep) 

1 + senep 
1 + senep 

cosep 

Como además, OM pasa por el origen, entonces la ecuación de la recta OM es: 

(
l+senep) y= x 

cosep 

o bien, 
cosep 

x= y. 
l+senep 
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(1.30) 

Para hallar la ecuación del lugar geométrico descrito M, eliminamos ep de las ecuaciones 
(1.29) y (1.30). 

Sustituimos (1.30) en (1.29) y simplificamos: 

( 
cosep) R Y - x+ .,----

1 + senep 1 + senep 

y 

(
1 + (COSep)2 2) y 

(1 + senep) 

((1 + senep)2 + (COSep)2) y -

2(1 + sen ep)y 

(2y - R)(senep + 1) 

pero sen ep + 1 f O, entonces: 

( 
cosep) cosep y+ R 

1 + senep 1 + senep 1 + senep 

R 
l+senep 

R(1 +senep) 

R(1 +senep) 

O, 

2y-R 

Y 

O 
R 
2 

Así, el lugar geométrico descrito por el punto M está contenido en la recta paralela al eje 

X que pasa por el punto (O, ~) . 
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y 

B 
M 

o A X 

Figura 1-17 

De hecho, se trata de un segmento de la recta mencionada. 

Veamos cuál es dicho segmento. 

Por las condiciones del problema, las rectas DA y AB no pueden ser perpendiculares (la 
recta que pasa por AB es tangente al círculo). Igualmente, las rectas DA y AB no pueden 
ser paralelas (se cortan en A). 

Por otra parte, entre más pequeña sea la pendiente de la recta tangente AB, es decir, cuando 
A se aleja del círculo, más pequeño es <p y la abscisa de M se aproxima a ~, ya que: 

lim cos<p (R) = R lim cos<p = R. 
<p~ol+sen<p 2 2<p~ol+sen<p 2 

Cuando A se acerca al círculo, la pendiente de la recta tangente AB es más grande y <p se 
7r 

acerca a 2' puesto que: 

lim COB<p (R) = R lim cos<p = O 
<P~1i 1 + sen <p 2 2 <P~1i 1 + sen <p , 

la abscisa de M se aproxima a O. 

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es el segmento tal que: 

R 
y=-

2 
con 

R 
O <x < 2. 
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Canstruccl6n con Geolab 

_,._5 
.1<=10 

• ti_lO 

.02_0 

y 

o A X 

Figura 1-18 

2. CJonmuye los puntOll R(r,02) , O{ol,02) ,E (u,02) Y F(ol,tI) 

3. Conmuye laJ ejElll 0XIClI'denIId0e eX Y eY " .. odo laJ puntOll 0, E Y F. 

4. eoo.truye el pUDto A .obre el oegmeILto RE 

lí. Coustruye el drculo tir! con ceutro O Y que paIIIl par el puDto R. 

6. En el ioxmo / elige le. opción ~ a cCrewlo por mt6n, lhimel• tcir, posteriormente 
hu clic 1!!Il /Ji,.l Y el punto A, y IWna B & 1& ~ de la nm& tcir con cirl. 

7. En el iooDO / elige la opcióu BiudrU intmur, l!ámalo. bi8, posteriormaute haz elle en 1M 
reetu tcir y eX. 

8. Comtruye la recta. 1 perpeDdiculac a la biBectriz, bU, que paIIIl pOI el pllIlto O Y Il.ama M al 
pllllto de iDterBeccióD. de lEIII rectaa ¡ y bi8. 

9. En la pGltalla de dato. awiliticaI, activa la traza del punto M. 

10. Define un& lIJIimación pal'a el punto A con lo!i ~ dat.oB: 
lDiciaI. _ -0.2; FilIIIJ. _ 10, P-. _ llXKl 
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11. En la pantalla gráfica, activa la traza. 

12. Ejecuta la animación. 

PBI'& verificar que el segmento de rectII. 11 = ~ cmJ. O < z < ~ coincide con el lugar 

geométrico buscado, dibujB.lllDll la. recia. correspondiente a. la. construccián a.nterior: 

13. Construye los puntos MI (01, r/2) ,M2 (r/2,r/2) , y elSElPDento MIM2. Oculta los puntos 
MlyM2. 

14. Cambia el color y grosor al segmento MIM2. 

15. Para volver 11. ver la construcción original cierra. la. ventana. de animación haciendo clic en 

el ioono lj:I!: Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventana. selecciona el objeto A, 
pa.ra arrastrado sobre el eje X si deseas ver, de manera manual, cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La. canstru.cci6n anterior es la que se encuentra en el archivo Construcci6n _ 5rec.Iab. • 
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VI. Consideremos dos círculos ajenos 8 1,82 con centros en e y e' respectivamente, situados 
sobre el eje X, de manera que el eje Y sea el eje radical de ellos. Tomamos A un punto en 
8 1. 

Hagamos las siguientes consideraciones: 

Llamamos: 

a. f l a la recta que pasa por los puntos A y e, B a la intersección de f l con 8 1 y P a la 
intersección de f 1 con el eje Y. 

b. f 2 la recta que pasa por P, e'. A' Y B' los puntos de intersección de f 2 con 8 2 . 

c. f 3, f4 las rectas perpendiculares a las rectas f l , f 2 por e y e' respectivamente. 

d. M al punto de intersección de f 3 , [4. 

e. q; el círculo con centro en M y radio M A. 

Encontrar el lugar geométrico que describe M a medida que A se mueve sobre 8 1. 

Soluci6n: 

y 

x 

p 

Figura 1-19 

Supongamos que e(a,O) ,e' (a', O) y M (a, (3) . 

Si R es el radio del círculo 81, entonces su ecuación es: 

Si R' es el radio del círculo 8 2 , entonces su ecuación es: 

Si M A = E' es el radio del círculo q; ,entonces su ecuación es: 
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Ahora, puesto que O está en el eje radical de 8 1 y 8 2, de la figura: 

tenemos que: 

pero 

sustituyendo: 

y puesto que 

obtenemos: 

entonces: 

escribimos 

y 

E e D o D' e' E' 

OE' 

Figura 1-20 

OD'· OE' = OD· OE, 

00' +R! 
a' + R! 

y 
OE 

OD' . (a' + R!) = OD· (a + R) 

x 

OO+R 
a+R, 

OD' = a' - R! y OD = (a-R), 

(a' -R!) (a' +R') = (a-R) (a+R), 

b2 = a2 _ R2 = (a')2 _ (R!)2 . 

De donde las ecuaciones de los círculos 8 10 8 2 Y q; se escriben como: 

x2+y2-2ax+~=0 

x2 + y2 _ 2a'x + b2 = O 

x2 + y2 - 2ax - 2(3y + 'Y = O 

respectivamente, donde 'Y = a 2 + (32 - (R,,)2. 

Calculamos la ecuación del eje radical de los círculos 8 1 y q;. 

Multiplicamos por -1 la ecuación (1.33), la sumamos a (1.31) y simplificamos: 

_[X2 + y2 _ 2ax - 2(3y + 'Yl + X2 + y2 - 2ax + b2 O 

2ax - 2ax + 2(3y - 'Y + ~ O 

2(a-a)x+2(3y-'Y+~ - O, 

Rectas 

(1.31) 

(1.32) 

(1.33) 
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como los círculos se cortan, en A y B, entonces el eje radical de los círculos 8 1 y cI> es la 
recta que pasa por ellos, entonces pasa por C, de donde: 

2(a - a)(a) + 2,8(0) - 1 + b2 
- O 

2a(a - a) + b2 - 1 - O. (1.34) 

Por otra parte, la ecuación del eje radical de 8 2 y cI> se obtiene multiplicando (1.33) por -1 
y sumando (1.32): 

_[X2 + y2 _ 2ax - 2,8y + 1] + X2 + y2 - 2a'x + b2 O 

2(a - a')x + 2,8y - 1 + b2 o. 

Ahora probaremos que el círculo cI> pasa por los puntos A' y B': 

Puesto que el punto P se encuentra sobre el eje radical de 8 1 y 8 2 , la potencia a cualquiera 
de ellos es una constante, llamémosla k, entonces: 

k = PB·PA = PB'·PA'. 

Trazamos desde P, las tangentes a círculos 8 1 y 8 2 que los cortan en E y E' respectivamente, 

y 

x 

p 

Figura 1-21 

luego: 
k = PE2 = (PE,)2 

Y los triángulos /::;.C P E Y /::;.C' E' P son rectángulos, entonces: 

es decir: 
Cp2 = CE2 +k 

= R2 +k 

y 

y 

(C'p)2 = (C'E,)2 + (E'p)2, 

(C'p)2 (C'E,)2 + k 
_ (R,)2 + k, 

despejando k de ambas ecuaciones e igualando: 

CP2 _ R2 = (C'p)2 _ (R,)2. 
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Como por construcción los triángulos f:,ACM y f:,MC'A' son rectángulos: 

Cp2 _ (AM2 _ CM2) 

-AM2 + (Cp2 + CM2) 

(C'p)2 _ ((AM')2 _ (C'M)2) 

_ (A'M)2 + ((C,p)2 + (C'M)2) , 

puesto que también f:,C P M Y f:,PC' M' son rectángulos, tenemos: 

-AM2 + PM2 _ (A'M)2 + PM2 

AM2 = (A' M)2 . 

Entonces el círculo el> pasa por el punto A'. 

Rectas 

Por último, puesto que el triángulo f:,A'MB' es isósceles y MC' es una mediatriz, el círculo 
pasa también por B'. 

Así, puesto que C' pertenece al eje radical, tenemos: 

2a'(a - a') + b2 
- 'Y = O. (1.35) 

Eliminando 'Y de (1.34) y (1.35) obtenemos la ecuación del lugar geométrico descrito por M: 

a(a - a) - a'(a - a') 

a(a - a') - aa + a'a' 

a -

o 
O 
a2 _ (a')2 

a - a' 
a+a'. 

Puesto que el valor de a no depende del punto A que está sobre el círculo el> concluimos 
que el lugar descrito por M está contenido en la recta paralela al eje Y, que pasa por el 
punto (a + a', O). 

y 

x 

p 

Figura 1-22 

Para mostrar que el lugar geométrico es toda la recta, tomamos un punto M (a + a', t), 
t E lR, es decir, sobre la recta vertical x = a + a'. 
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Recordamos que e (a, O) y el (al, O). 

Encontramos la ecuación de las rectas que contienen a los segmentos M e y M el: 

Me: 
t 

Y = - (x - a) al 

y = ! (x - al) 
a 

Me/: 

Supongamos que t ~ o. 
Consideramos la recta que pasa por el, perpendicular a Me/: 

y = -~ (x - al) 
t 

y la recta que pasa por e, perpendicular a Me: 

al 
y = -- (x - a). 

t 

Encontramos el punto P de intersección de las dos últimas, igualando: 

-~ (x - al) 
t 
a(x - al) 

ax - aa' 

x(a-al) 

al 
-T (x - a) 

al (x - a) 
a/x - a'a 

O, 

puesto que a ~ al, tenemos que x = O, Y sutituyendo en la ecuación (1.36) tenemos: 

y 
al 

-T (-a) 

aal 

t 

Así P (O, a;/), es decir, P se encuentra en el eje radical de los círculos 8 1 y 8 2 • 

Si t = O, las rectas Me y Mel tienen ecuación: 

y=O, 

entonces P = (O, O) , es decir, está en el eje radical de 8 1 y 8 2 . 

La recta Me corta al círculo 8 1 en dos puntos A y B. 
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(1.36) 

Dibujamos el círculo con centro en M y radio el segmento AM, entonces, M pertenece al 
lugar geométrico buscado. Concluimos que el lugar geométrico que describe M es la recta 
vertical x = a + al. 



C~ con Geolab 

.0=-4.5 

• a' = 3 

• 01 = O 

.02=0 

2. Contrtruye kw puntcw 0(01,02),0(0,02) Y 0(0',02) 

3. Construye el eje ooordenedo eX wumdo los puntos O y (}'. 

4. Define los ..... .NIINI! rl y 1"2 de valol'M 3.5 Y llMpfllltivammrte. 

_. 

5. Comtruye lo!! c1rcul0ll cirl Y cir2 ron CflIlttOll en O yO', y radiOl! r1 y 1"2 rMpIICtiVNllNlt.l!. 

6. He,:¡¡ clie en el ioollO / y ~ la opción Eje rndIical, JJÑMle eY y luego hu clie en klt!I 
c!rculo!I ",;,.1 Y ci1"2. 

QhMrvBción: Se oonmderuon a, ti,,.1 Y 1"2 de tal. fcr.ma que el eje radical. :fuMe el eje Y. 

7. 00nIItruY'! un punto A en .srl. 

8. Oonstruye la recta 11 que pIIM por lo!! puntol! A Y O. Llama P 11.1& ~ de 1& recta 
11 Y el eje l'!Idic.aJ. "Y. 

Nata. En caM de ql1l! el punto P no -. viBibla 1IIIl.l& pantRl!& gmfica, lllIUMI 111 punto A. 

9. Construye 1& meta 12 que pIIIIII. por los puntOli P Y C' 

10. Construye las rectllll perpendicul&nz la Y 14 & lBII rectM II Y 12 que p8IIeIl por e y C' 
nzpecti\'8IDl'llIl;e. IJIUIl& M a la intefluri6n de lBII:mct.as obtenid8!\. 

11. En 1& pmrtaIl& de datoB anaIítiooII, actiw.1a trllZ& de M. 

12. Define una lIJIi!1lllción pa:ra el punto A con loi! !ip;uienteI: datos: 

lDiciaI. .. O; Final _ 1, PIlIOII _ 1000 

13. En la pGItall& gráfica, actiw. la traza. 

14. Ejecuta la animaciÓD. 

Para wrificar que ellup.:r gemDétrico bu.cado stII. amtemdo llIl la recta vertical z _ o + o', 
doude a y riWll iaII primeru oooroeDlvh. de e y G', dIbuJllDIo. la recta CWldpº"diwt;e a 
la COIWt:ruccióo autmiar: 

llí. Comtruye la:recta caIculada.¡ oon ro. valores A _1,B _ O Y O"" -(a + a') 
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16. Cambia el color y el grosor a la recta J. 

17. Para volver a ver la conatrucción original cierra la ventll.Illl. de anjmación haciendo clic en el 

icono lj:I!: Cermr tJ<mtan4 y en la parle de:reclla de la ventana selecciona el objeto A, para 
a.rrastrarlo sobre el drculo cirl si deseas ver, de Ill8IleI'B. Ill8.ll.U8I., c:áwo se genera el lugar 
geométrico. 

La. construcción anterior es la que se encuentrA en el a.rchivo Construcción _ 6rec.lab. • 



44 Rectas 



Capítulo 2 

Círculos 

45 
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1. Consideremos dos triángulos equiláteros 6ABC y 6ABD con un lado AB en común de 
tal manera que AB esté situado sobre el eje X y que además el eje Y pase por el punto 
medio del lado AB. Consideremos un punto E sobre la recta que contiene al segmento BC. 
Trazamos la recta que une D y E Y llamamos F al punto de intersección de esta última 
con la recta que pasa por C y A. Llamemos M al punto de intersección de las rectas AE y 
BF. Encontrar el lugar geométrico descrito por M a medida que el punto E se desplaza a 
lo largo de la recta BC. 

Soluci6n: 

y 

e 

x 
F 

D 

E 

Figura 2-1 

Para encontrar la ecuación del lugar geométrico requerido, encontraremos las ecuaciones de 
las rectas AE y BF Y las resolveremos simultáneamente. 

Sea O el origen de nuestro plano coordenado. 

Llamemos DA = a, OC = b. 

Como el 6ABC es equilátero y el ángulo LAOC es recto, entonces aplicando el teorema de 
Pitágoras al triángulo 6AOC tenemos: 

La recta AC tiene por ecuación: 

CA2 

(2a)2 

OC 

OC 

OC 

OA2+0~ 

a2+0~ 

..j(2a)2 - a2 

- v'3a2 

V3a. 

::+1¿ 1 
a b 

ay + bx - ab - O, 
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la ecuación de la recta BG es: 

y para la recta ED tenemos: 

~+!t 1 
-a b 

-ay+bx+ab O 

y - (-b) 
y+b-mx 

m(x - O) 
O. 
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Ahora consideremos a las rectas BG y EF como los ejes de nuestro plano coordenado, 
entonces la recta AE, vista en este plano coordenado, tiene por ecuación: 

(bx - ay + ab) + A(Y + b - mx) = O, 

donde A es la pendiente de la recta AE. 

Despejando A obtenemos: 
A= -(bx-ay+ab). 

y+b-mx 

(2.1) 

Puesto que A = (a, O) está sobre la recta AE, entonces sustituyendo en la ecuación anterior 
tenemos: 

-(b(a) - a(O) + ab) 
O+b-ma 
2ab 

b-ma· 

Sustituyendo el valor de A en (2.1) tenemos: 

(bx - ay + ab) + ( 2ab ) b (y+b-mx)=O. 
-ma 

Así, la ecuación de AE es: 

(bx - ay + ab)(b - mal - 2ab(y + b - mx) = o. (2.2) 

De la misma manera, considerando el sistema coordenado cuyos ejes son las rectas E F y 
AG, obtenemos la ecuación de la recta BF. Así, la ecuación es: 

(bx + ay - ab) + >.'(y + b - mx) = O (2.3) 

donde A' es su pendiente. 
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Como B = (-a, O) está en la recta BF, entonces: 

)..' _ (bx+ay-ab)) 
y+b-mx 

(b( -a) + a(O) - ab) 
O+b-m(-a) 

2ab 
b+ma' 

sustituyendo este valor de )..' en (2.3) tenemos: 

( 
2ab ) (bx+ay-ab)+ b+ma (y+b-mx)=O, 

es decir, la ecuación de la recta BF es: 

(bx + ay - ab)(b + ma) + 2ab(y + b - mx) = O. 

Círculos 

(2.4) 

Para obtener la ecuación del lugar geométrico descrito por el punto M, debemos encontrar 
la intersección de las rectas AE y BF, es decir, debemos eliminar m de las ecuaciones (2.2) 
y (2.4). 

Primero, sumamos (2.2) y (2.4): 

(bx - ay + ab)(b - ma) - 2ab(y + b - mx) + (bx + ay - ab)(b + ma) + 2ab(y + b - mx) = O 

(bx - ay + ab)(b - ma) + (bx + ay - ab)(b + ma) = O 

simplificando: 

pero b = V3a, sustituyendo este valor en el primer sumando de (2.5) tenemos: 

dividiendo entre 2a2: 

2(V3a?x+2a2my-2a2bm O 

6a2x + 2a2my - 2a2bm O, 

3x+my-bm 

3x+m(y-b) 

O 

O. 

Ahora, multiplicamos (2.2) por -1 y sumamos (2.4): 

(2.5) 

(2.6) 

[-(bx - ay + ab)(b - ma) - 2ab(y + b - mx)] + [(bx + ay - ab)(b + ma) + 2ab(y + b - mx)]=O 

-(bx - ay + ab)(b - ma) + (bx + ay - ab)(b + ma) + 4ab(y + b - mx)=O 
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simplificando: 

(2ay-2ab)b+(2bx)ma+4ab(y+b-mx) - O 

2aby - 2ab2 + 2abmx + 4aby + 4ab2 - 4abmx - O 

6aby + 2ab2 - 2abmx O 

3y+b-mx 

m 

O 
3y+b 

x 

Así, sustituyendo (2.7) en (2.6) y simplificando, tenemos: 

3x+ Cy:b) (y-b) O 

3x2 + (3y + b)(y - b) O 
3x2 + 3y2 - 2by _ b2 O 

2 2 2 ~ 
O x +y - -by--

3 3 

x2+ (Y-~r b2 b2 
- -+-3 9 

X2+ (y- D2 

Gbr 
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(2.7) 

(2.8) 

Por lo tanto el lugar descrito por el punto M está contenido en el círculo que tiene como 

centro el punto de coordenadas (O, ~) y radio ~b. 
Además pasa por los puntos A, By C. Verifiquemos lo anterior con el punto A. 

Como A = (a, O), entonces evaluando (2.8) en A: 

b 
pero a = y'3' luego: 

es decir, A es un punto del círculo. 

Análogamente podemos ver que B y C están en el círculo. 
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E 

y 

e 

D 

Figura 2-2 

Círculos 

x 
F 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es todo el círculo que tiene 

como centro el punto de coordenadas (O, ~) y radio ~b, tomarnos un punto MI en el círculo 

y veremos que podemos encontrar el punto E correspondiente, sobre la recta BC. 

Sea MI = (Xl, YI) , entonces MI satisface: 

Gbr 
b2 

3 

b2 (~ _ (XI)2) 

_b2 ((XI)2 - ~) . 

Como b = V3a, sustituimos b2 por su valor correspondiente, excepto en la primera que se 
encuentra en el segundo miembro, es decir, 

sumando 2abxIYI de ambos lados de la igualdad tenemos: 

2abxIYI + 3a2y~ - 2Yla2b 2abxIYI - ~ ((XI)2 - a2) 

2abxIYI + 2a2y~ - 2Yla2b _a2y~ + 2abxIYI - b2 ((X¡)2 _ a2) 

2aYI (b (Xl - a) + aYI) _a2y~ + 2abxIYI - b2 ((XI)2 - a2) 

2aYI (b (Xl - a) + aYI) _a2y~ + abyl (Xl + a) + abYI (Xl - a) - b2 ((XI)2 - a2) 

2aYI (b (Xl - a) + aYI) (aYI - (Xl + a) b) (-aYI + (Xl - a) b) 
a(b(XI-a) +aYI) -aYI + (xl-a)b 

aYI- (Xl +a)b 2YI 
(2.9) 
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Utilizaremos lo anterior, más adelante. 

Si M' = e, entonces E = e = F Y hemos terminado. 

Si M' = A, la única posibilidad para que M sea un punto en la recta que une B y F, es 
F = A, en cuyo caso la recta FD coincide con la recta AD, la cual es paralela a la recta 
Be y el punto E no puede elegirse, es decir, A no es un punto del lugar geométrico. 

De igual manera tenemos que M' = B no es un punto del lugar geométrico. 

Supongamos que M' # A, B, e. 
Hallemos las rectas M' A, M' B. 

La ecuación de la recta M' A es: 

y la ecuación de la recta M' B es: 

Por otro lado, la recta eA tiene ecuación: 

y-b 

y 

y la recta Be tiene ecuación: 

- (x-O) (b-O) 
O-a 
b 

--x+b 
a 

y-b - G~~) (x-O) 

y 
b 
-x+b. 
a 

Hallamos las coordenadas del punto de intersección de las rectas M' B Y eA: 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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Para ello, igualarnos (2.11) y (2.12), Y simplificarnos: 

ClY~a) (x+a) 
b 

--x+b 
a 

(-Xl-"'Y +.:...1 -a + D x _( Yl )a+b 
Xl +a 

X 

X 

sustituimos este valor en (2.12): 

_( Yl )a+b 
Xl +a 

( 
Yl b) 

Xl + a +;;: 
(-aYl + (Xl +a)b)a 

aYl + (Xl +a)b 

y _~ ((-aYl +(Xl +a)b)a) +b 
a aYl + (Xl +a)b 

y _ -b (-aYl + (Xl + a) b) + b 
aYl + (Xl +a)b 

y 

y 

b(aYl- (Xl +a)b+aYl + (Xl +a)b) 
aYl + (Xl +a)b 

2abyl 
aYl + (Xl +a)b· 

S F ((-aYl + (Xl +a)b)a 2abyl ) 
ea aYl + (Xl +a)b ' aYl + (Xl +a)b . 

La recta F D tiene por ecuación: 

y+b 

y+b 

y 

( 

2abyl +b) 
aYl + (Xl +a)b O 

(-aYl+(Xl+a)b)a -O (X-) 

aYl + (Xl +a)b 

(
b(2aYl +aYl + (Xl +a)b)) X 

a (-aYl + (Xl +a)b) 

( 
b(3aYl + (Xl +a)b)) x-b 
a (-aYl + (Xl +a)b) . 

Círculos 

(2.14) 

(2.15) 

Tenemos las ecuaciones de las rectas F D, M' A Y BC. Si asegurarnos que el punto de 
intersección de las rectas: 

FD con BC y M'A conBC 

es el mismo, entonces habremos encontrado un punto E sobre la recta BC. 
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Primero calculemos las coordenadas del punto de intersección de las rectas F D Y BC. 

Igualamos las ecuaciones (2.15) y (2.13), Y simplificamos: 

( 
b (3aYI + (Xl + a) b) ) X _ b 
a (-aYI + (Xl +a)b) 

(
(3aYI + (Xl +a)b) -1) ~x 
-aYI + (Xl +a)b a 

b 
-x+b 
a 

2b 

(
(3aYI + (Xl +a)b) +aYI- (Xl +a)b) X _ 2a 

-aYI + (Xl + a) b 

( 
4aYI ) 

-aYI + (Xl + a) b X 
2a 

X 
-aYI + (Xl +a)b 

2YI 

sustituimos (2.16) en (2.13): 

y ~ (-aYI +(XI +a)b) +b 
a 2YI 

y ~ (aYI + (Xl + a) b) , 
a 2Yl 

entonces 

(
-aYI + (Xl +a)b,~ (aYI + (Xl +a)b)) 

2Yl a 2YI 

es el punto de intersección de las rectas F D Y BC. 

Ahora, hallemos el punto de intersección de las rectas M' A Y BC. 

Igualemos las ecuaciones (2.10) y (2.13), Y simplifiquemos: 

( YI ) (x - a) 
b 
-x+b 

xl-a a 

CIY~a -Dx b+ 
Yla 

-
Xl-a 

(Yla - b(Xl - a)) X b (Xl - a) + Yla 
(Xl - a) a Xl-a 

X 
a (b (Xl - a) + Yla) 
Yla-b(xl- a) 

pero por (2.9)tenemos: 

a (b (Xl - a) + Yla) -aYl + (Xl +a)b 
Yla - b (Xl - a) 2YI 

, 

(2.16) 

(2.17) 
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lusgo, 
-aVi +(3:1 +a)b 

:1:= 21h . 

(-aJh +2~1 +a)b,~ (ay! +;: +a)b)) 
también es el punto de intersección de las rectas M'Ay BO, es decir, las rectas FD, M'A Y 
Be se cortan en un rnjgmo punto, entonCOl E (-ay} + (Xl +a) b, ~ (aJ/l + (Xl + a) b)) , 

2U1 a 2th 
sobre la :recta. Be, es el punto b1l9C8do. 

Por 10 tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es el círculo que tiene como centro 

el punto de coordenadas (O,~) y radio ~b, excepto los puntos A Y B. 

Construcción con Geolab 

1. Define los 8ICIIla.reH: 

• u= 10 

• v= 10 

.01 =0 

.02=0 

y construye los puutOll O (01,02) ,U (u, 02) y V(ol,v) 

2. Construye los ejes coordenados eX y eY UBMdo los puntos 0, U y V. 

3. Haz die en 8 y elige la opción Calculado. Llama cirl a este c1rcul.o. ElIcribe a = al, b = 02 
Y r = 3. LJaTñi\ A ti. la intersección de la recta eX y el. círculo cirl. 

4. En el icono elige la opción Inter.'ll'!CCi6n de recta ¡¡ círculo otro lado del punto, llama. B 
a este punta Y haz clic en eX,cirl y A. 

5. En el icono 8 elige la opción centro y punto, llama cir2 a ffite drculo y después haz elle 
enAyB. -

6. En el icono IR elige la opción ucal4res dUtanci4 entre puntos, llámale a y haz elle en O 
yA. -

7. Define el escalar r3 = 2*a y ooostruye el círculo cir3 con centro en B y radio r3. 

8. En el icono . elige la opción Inter8ecci6n de ctmJ08 otro lado del punto, 11ama D a este 
punto y haz elle en cir2,cir3 y B. 
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9. En el. icono elige la opción I~ección de cfrcfdo.s otro lado del punto, llama e a este 

punto y haz elle en cir2,cir3 y D. Define el. escalar di6tancia entre punto.s, llámale b y haz 
clic en O y e. 

10. COIlIItruye 1011 segmeutOll Be, eA,AD y DB, Y cámbiales de color y gJaIOr. 

11. Construye un punto E en el. segmento Be y traza. la recta l que pasa por los puntOll B Y e 
y traza. la recta 11 que pasa. por los puntOll E Y D. 

12. COIlIItruye 1& recta l2 que pasa por 1011 puntos A Y e, y llama H ala intersecci6n de ésta con 
la recta tl. 

Nota; En caso de que el. punto F no esté visible, mueve el punto E. 

13. Construye las rectas l3 y l4 que pe.sa.npor los puntOll B,F Y A, E. IJama M ala intersección 
de estas rectas. 

14. En la pantalla de datos an.alftjcos activa la traza de M y haz invisibles los siguientes objetos; 
U, V, cirI, cir2 y cir3. 

15. Define una lWima.ción para. el punto E con los siguientes datos; 

Inicial = -50; Final = SO, Pasos = 500 

16. Ejecuta la anjmación 

Para verificar que el.lug&l' geométrico buscado está contenido en el círculo con centro (O, ~) y 

radio ~b, dibuj8JllOl!!l el drculo COITespondiente a la coDlJtrucción anterior: 

17. COIl8tru.ye el. círculo cir4 con centro en (01, b/3) Y radio (2/3)*b 

18. Cambia el. color y el. grosor al drculo. 

19. Para volver a ver la OODBtrucción original cierra la ventana de animación haciendo clic en 

el icono M Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventana aelecciona el objeto E, 
para 8ITt1Btrarlo sobre la recta que pasa por B Y C si deseas ver, de manera manual, cómo 
se genere. el lugar geométrico. 

La construcción a.nterior es la que se encuentra en el atthivo Construcción 1cir .lab. • 
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II. Consideremos un círculo con centro en un punto e situado sobre el eje X distinto al origen y 
un punto A sobre el círculo. Unimos con una recta el origen O y el punto A y trazamos una 
recta perpendicular a OA que pase por el punto O. Llamemos B al punto de intersección de 
dicha perpendicular con el círculo y M al punto medio de la cuerda AB. Encontrar el lugar 
geométrico descrito por M cuando el punto A se mueve sobre el círculo. 

Soluci6n: 

y 

c 
x 

Figura 2-3 

Sea OC = a, entonces la ecuación del círculo está dada por 

donde R es el radio del círculo. 

Sean A = (31, y') y B = (x", y"). Como A, B están en la circunferencia, entonces: 

(2.18) 

y 

(2.19) 

OA Y OB son perpendiculares entre sí, entonces el producto punto entre los vectores A y B 
es cero, es decir, 

(x', y') . (x", y") O 

x' x" + y' y" O, 

en particular, 
2(x'x" +y'y") = O. 

Por otra parte, las coordenadas del punto M, son: 

x' + x" 
x= --::--

2 
y 

y' + y" 
y= 

2 

(2.20) 
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es decir, 

2x - x' +x" (2.21) 

2y y' + y". 

Así, para hallar la ecuación del lugar geométrico descrito por M debemos eliminar x', x", y', y" 
de las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20), (2.21). 

Para ello, primero sumamos (2.18) y (2.19): 

(x' - a)2 + (y')2 + (x" _ a)2 + (y")2 
(X')2 + (X")2 + (y'? + (y")2 _ 2a(x' + x") + 2(a2 _ R2) 

sumando (2.20) Y (2.22) tenemos: 

(x'? + (x"? + (y')2 + (y"? - 2a(x' + x") + 2(a2 - R2) + 2(X'X" + y'y") 
[(X')2 + 2X'X" + (X")2] + [(y')2 + 2y'y" + (y"?]- 2a(x' + x") + 2(a2 _ R2) 

(x' + X")2 + (y' + y"? - 2a(x' + x") + 2(a2 - R2) 

Por último sustituimos (2.21) en (2.23): 

(2x? + (2y)2 - 2a(2x) + 2(a2 - R2) = O, 

dividiendo entre 4 obtenemos: 

O 

(2.22) 

o 
O 

0(2.23) 

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M está contenido en el círculo con centro en el 

punto de coordenadas (~, O) Y radio ~v'2R2 - a2. 

y 

x 

Figura 2-4 
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A continuación veremos que el lugar geométrico que describe M es todo el círculo: 

Tomamos un punto M sobre el círculo, trazamos el segmento que une C y M, dibujamos 
la recta perpendicular al segmento CM que pase por M, llamamos A y B a los puntos de 
intersección de dicha recta con el círculo. Trazamos los segmentos OA y OB. 

y 

A 

x 

Figura 2-5 

Puesto que CM es perpendicular a la cuerda AB y C es el centro del círculo original, 
entonces CM es la mediatriz del segmento AB, es decir, M es el punto medio de AB. 

Si probamos que OB es perpendicular al segmento OA, entonces M pertenecerá al lugar 
geométrico. 

Sean M = (a, (3), A = (Xl, YI) Y B = (X2, Y2)' 

Para demostrar que los segmentos OB y OA son perpendiculares, basta ver que el producto 
punto entre A y B es cero. 

Como M está en el círculo con ecuación: 

entonces 

( a)2 2 1 ( 2 2) 
X - 2 + y = 4 2R - a , 

( a)2 2 1 ( 2 2) a- 2 +(3 =4 2R -a . 

Desarrollando la expresión (2.24) y multiplicando por 4 tenemos: 

4a2 - 4aa + a2 + 4(32 

(2a)2 + (2(3)2 - 4aa + a2 

(2a)2 + (2(3)2 - 4aa + 2a2 

2R2 _ a2 

2R2 - a2 

2R2
. 

Por otro lado, como A, B están sobre el círculo con ecuación: 

(2.24) 

(2.25) 
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entonces: 

(Xl - a? +Y~ 
(X2 - a)2 + Y~ 

sumando las dos últimas ecuaciones tenemos: 

Como M es el punto medio de AB, entonces: 

Xl +X2 a = --=--::--" 
2 

y 

Sustituimos (2.27) en (2.25) y obtenemos: 

(Xl + X2)2 + (Yl + Y2)2 - 2(Xl + x2)a + 2a2 = 2R2, 

igualamos (2.28) con (2.26) y simplificamos: 

(Xl + X2)2 + (Yl + Y2)2 - 2(Xl + x2)a + 2a2 -

2XlX2 + 2YlY2 - 2(Xl + x2)a + 2a2 

2XlX2 + 2YlY2 - 2(Xl + x2)a + 2a2 

2(XlX2 + YlY2) 

dividiendo entre 2: 
XlX2 + YlY2 = O. 

Así, DB es perpendicular al segmento DA. 

(Xl - a)2 + y~ + (X2 - a)2 + y~ 
-2xla - 2x2a + a2 + a2 

-2(Xl + x2)a + 2a2 

O, 

59 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Por lo tanto M describe el círculo con centro en el punto de coordenadas (~, O) Y radio 

~v'2R2 - a2
• 

Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

ea=3 

e u= 10 

e v = 10 

e 01 = O 

e 02 = O 
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y construye los puntos 0(01,02), U (u,02) y V (01, v) 

2. Construye los ejEll coordenados eX y eY UBMdo los puntos 0, U y V. 

3. Construye el punto G(a,02) y el escala.r directo r = 5 

4. Construye el drcul.o cirl con centro ElIl e y de radio r. 

5. En el icono . selecciona Punto en círculo. IJama A a este punto y elige arlo 

6. Construye el segmento O A 

7. Construye la recta 11 perpendicular a DA que pasa. por O y llama B a la intersección de 
ésta. con el circulo arlo 

8. Construye los segmentos AB y O B 

9. En el icono seleccion& Punto medio. IJamA. M a este punto y hB.z clic en A y B. 

10. En la pa.nta.lJa de datos ana.lfticoI!I, activa la traza. de M. 

11. Define una Anjmación para el punto A con lOB siguientes datos: 

12. Inicial = O; Final = 1, Pasa!: = 100 

13. En la pantalla gráfica, activa la traza. 

14. Ejecuta la anjmación. 

Para verificar que el lugar geométrico buscado está contenido en el clrculo con centro (i, o) 
Y radio r = ~'¡2Jl2 a~, dibuja:mos el cfreuJ.o correspondiente a la construcción anterior: 

15. Construye el círculo cir2 con centro en (aj2,02) y radio Bqrt(2*r*r - a*a)f2 

16. Cambia el rolor al. circulo. 

17. P8l'8. volver a ver la construcción origin&l ciel.Ta la venta.na. de a.njmaciÓD haciendo clic en el 

icono • Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventana aelecciona el objeto A, para 
arrastrarlo BObre el c!rcu1o cirl si d83e88 ver, de manera manual, cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La coDBtrucción 8.lI.terior eH la que se em:uentra en el archivo Coostrucción _ 2cir .lab. • 
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lII. Consideremos dos puntos fijos A, B situados sobre el eje X, de manera que el eje Y pase por 
el punto medio del segmento AB, las rectas eb e2 , perpendiculares al eje X que pasan por 
A, B respectivamente y un punto A' sobre el distinto al punto A. Trazamos la recta e3 que 
pasa por los puntos A', B Y la recta e4 , por A, perpendicular a e3• Llamemos B' al punto de 
intersección de las rectas e2 y e4 y M al punto de intersección de e3 y h Encontrar el lugar 
geométrico descrito por M a medida que el punto A' se mueve a lo largo de el y demostrar 
que la recta tangente en M a la curva que describe el lugar geométrico, pasa por el punto 
de intersección de las rectas AB, A' B'. 

Soluci6n: 

y 

A 

Figura 2-6 

Para encontrar el lugar geométrico descrito por M, encontraremos las ecuaciones de las 
rectas e3 y e4 y las resolveremos simultáneamente. 

Llamemos AB = 2a, AA' = a, BB' = (3, entonces la ecuación de la recta e4 está dada por: 

y la de la recta e3 está dada por: 

y 
(3 

x-a 
2a 

y-O (a~(~a)) (x- (-a)) 
y 

a 
x+a 

2a 

(2.29) 

(2.30) 

Para hallar la ecuación del lugar geométrico descrito por el punto M eliminaremos a y (3 de 
(2.29) y (2.30). 

Multiplicamos (2.29) por (2.30) y obtenemos: 

(~) (~) 
(~) (~) 

(_ x~a) (x~a) 
(X2 _ a2 ) 

4a2 
(2.31) 
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Pero 
01(3 = 4a2

• 

En efecto, para verificarlo, mostraremos que los triángulos l:,B' BA Y l:,BA' A son semejantes. 

Primero observemos que: 

de donde: 

De igual manera: 

luego: 

y 

LBB'A 

LABA' 

90° - LB'BM 

90° - LB'BM 

LBB'A = LABA'. 

LAA'B 

LBAB' 

90° -LA'AM 

90° -LA'AM 

LAA'B = LBAB' 

LB'BA = LBAA' = 90°. 

, 

, 

Así, tenemos que los triángulos l:,B' BA Y l:,BA' A tienen ángulos correspondientes iguales, 
por lo que son semejantes. 

Entonces tenemos: 

es decir, 

sustituyendo (2.32) en (2.31): 

B'B BA 
BA A'A' 

AA' x BB' 

01(3 -

y2 (X2 _ a2) 

4a2 4a2 

y2 a2 _ X2 

X2+y2 a2
• 

(2.32) 

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M está contenido en el círculo con centro en el 
punto medio de AB y diámetro AB. 
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Figura 2-7 

Por otro lado, las coordenadas del punto M se obtienen resolviendo simultáneamente las 
ecuaciones (2.29) y (2.30). Para obtenerlas, despejamos y de (2.29): 

y x-a 
---

(3 2a 
x-a 

y --(3 
2a ' 

sustituimos en (2.30): 
y x+a 

--o 2a 
- (x;"a (3) x+a 

--o 2a 
y simplificamos 

_ (x~a(3) o (x~a) 

Ahora sumarnos (2.29) y (2.30): 

y simplificamos: 

-(x - a)(3 o(x+a) 

x ((3- o) a (3' 0+ 

y y x-a x+a 
-+-=---+--
(30 2a 2a 

y 

y 

1 
1+1 
(3 " 

0(3 
0+(3' 

(2.33) 

(2.34a) 
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Así, de (2.33), (2.34a) tenemos que: 

( (
(3 - a) a(3) 

M= a a+(3 'a+(3 . 

Por último demostremos que la ecuación de la recta tangente en M pasa por el punto de 
intersección de las rectas AB y A' B' . Para ello tenemos que encontrar las ecuaciones de 
nuestras rectas que supuestamente compartirán un punto en común. 

La ecuación de recta tangente en M, al círculo obtenido es: 

(
(3-a) a(3 2 

a a+(3 x+ a+(3y=a. (2.35) 

La ecuación de la recta AB está dada por: 

y=o 

y la de la recta A' B' está dada por: 

y-(3 (!a-_aa) (x-(-a)) 

y-(3 - - ((3~a) (x+a). 

Así, las coordenadas del punto de intersección de las rectas AB y A' B' son: 

y y=o. (2.36) 

Si logramos probar que este punto pertenece a la recta tangente en M del círculo obtenido 
tendríamos que las 3 rectas se cortan en un punto en común. Sustituyamos (2.36) en el 
miembro izquierdo de (2.35): 

a(3 - a a ((3 + a) + -.!!:L(O) = 
a+(3 (3-a a+(3 

a(3 - a a ((3 + a) 
a+(3 (3-a 

(3-a (3+a 
a·a--·-­

(3-a (3+a 

Por lo tanto la recta tangente al círculo con centro en el punto medio de AB y diámetro 
AB, que pasa por el punto M, pasa por el punto de intersección de las rectas AB, A'B'. 
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p 

Figura 2-8 

Por último, observaremos que cualquiera de los puntos del círculo con ecuación X2 + y2 = a2 , 

pertenece al lugar geométrico considerado. 

En efecto, si M' está en el círculo, puesto que AB es un diámetro, el ángulo LBM' A es 
recto. 

Trazamos la recta BM' y llamamos A' al punto de intersección de dicha recta con ll. De 
la misma manera, trazamos la recta AM' y llamamos B' al punto de intersección de dicha 
recta con l2. Así, M' forma parte del lugar geométrico. 

Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

• al = 5 

• bl =-3 

• u= 10 

• v = 10 
.01 = O 

y 

x 
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.02-0 

y construye los puntos O (01,02), U (u, 02) y V (01, v) 

2. Construye los ejEll coordenados eX y eY UI!Iando los puntos O> E Y F. 

3. Conatruye los puntos A(al, 02), B(bl, 02) Y el escaJ.ar AB dilltancia entre dCM puntos y haz 
elle enA y B. 

4. Construye la. rect.!II:Ill, 12 perpendicul.ares si. eje eX que pasen par los puntos A y B respec­
tivamente. 

5. Construye el punto R(al,bl) sobre la. rectan y un punto Al sobre el segmento AH. Oculta. 
los puntos U, V Y R. 

6. Construye la recta l3 que pasa. por los puntos B y A'. 

7. Construye la recta 14 perpendicular ti. l3 que palie por el punto A y lla.ma B' ala inter8ección 
de las rectas 12 y 14. 

8. Llama. M a. la. intemección de las rect8a l3 Y 14. 

Noto.: En CII80 de que el punto B' no esté visible en nuestra. pantalla gráfica, mueve el punto 
A'. 

9. En la. pa.ntaJl& de dato!! 8.11.8l.íti.cos, a.cti'lm 1& trazl!. de M. 

10. Define una anjmación para el punto A' con los siguientes datos: 

Inicial - -100; FmaJ. - 100, P88OI!I - 400 

11. En la pantalla gr.tfiCIl. lIcti.va la tr8Z8. 

12. Ejecuta la animación. 

PUl!!. wri:ficar que el lugar geométrico buscado esU. co.ntenido en el. círculo con centro en el 
punto medio del segmento AB Y diámetro AB, dibuj8.IIWII el círculo correspondiente a. la. 
construcción anterior: 

13. Construye el círculo cirl con centro «al + bl)/2, 02) Y radio ABj2 

14. Para volver a ver la construcciÓll original cierra la ventana de animaciÓll haciendo elle ElIl 

el icono lj:I!: Cemir ventana y en la parte derecha. de la ventana selecciona. el objeto A', 
pllrll. arrastrarlo 80bre 1& rectll.lllli deseM ver, de maner& manU&1., cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La ccmstrucción anterior es la que l!Ie encuentra en el archivo Construcción 3cir .lab. • 
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IV. Sean A, B puntos fijos sobre el eje X de tal manera que el eje Y pase por el punto medio 
del segmento que une A y B, O el origen del plano coordenado y un punto fijo P situado en 
el primer cuadrante. Consideremos un círculo e con centro O en el eje Y y que pasa por 
los puntos A y B, Y la recta l, la polar del punto P con respecto al círculo. Sea M el punto 
de intersección de la recta l y la recta que une a P con el centro del círculo e. Encontrar el 
lugar geométrico descrito por el punto M a medida que el centro del círculo e se mueve a 
lo largo del eje Y. 

Soluci6n: 

y 

B o 

Figura 2-9 

Sean P = (a,f3),O = (O, A) Y A = (a, O) . 

Como el círculo pasa por A, su radio es 

Entonces la ecuación del círculo e es: 

A 

l 
x 

Por otra parte, la recta l, la polar del punto P, tiene ecuación: 

ax + (f3 - A)(Y - A) - (a2 + A2) 

ax+f3Y-Af3-AY+A2- (a2+A2) 

ax + f3y - a2 - A (f3 + y) 

P 

o 
O 

O. 

Asimismo, la ecuación de la recta que pasa por O y P tiene ecuación: 

y-f3 

(y - (3)a 

_ (f3 : A) (x _ a) 

ay - af3 

f3x-aY-A(x-a) -

(f3 - A) (x - a) 
f3x - af3 - AX + Aa 

O. 

(2.37) 

(2.38) 
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Para obtener la ecuación del lugar geométrico que describe M, debemos eliminar >. de las 
ecuaciones (2.37) y (2.38). 

Multiplicamos (2.37) por (x - a) y (2.38) por - ({3 + y) y sumamos ambas expresiones: 

(x - a)(ax + {3y - a2 - >. ({3 + y)) = O 
- ({3 + y)({3x - ay - >. (x - a)) = O 

(ax + {3y - a2) (x - a) - ({3x - ay)({3 + y) o. 

Luego, la ecuación que satisfacen los puntos del lugar geométrico descrito por M es: 

(ax + {3y - a2) (x - a) - ({3x - ay) ({3 + y) 

ax2 - (a2 + a2) x + {3yx - a{3y + a2a - {32 x - {3yx + a{3y + ay2 

O 

O 

a (X2 + y2) _ (a2 + a2 + {32) X + a2a _ O 

(2.39) 

(
X _ 1 a 2 + a2 + {32) 2 + y2 (1 a 2 + a2 + {32) 2 _ 2 

2 a 2 a a, 

es decir, el lugar geométrico descrito por M está contenido en un círculo con centro 

(1 a 2 + a2 + {32) . (1 a 2 + a2 + {32) 2 -----'--, O Y radio - - a2• 
2 a 2 a 

(
1 a2 + a2 + {32)2 

Observamos que 2 a - a2 > O. En efecto: 

(a2+a2+{32)2 _a2 
(2a? 

(a2 + a2 + {32)2 _ 4a2a2 

4a2 

Como 4a2 > O analizamos el signo del numerador: 

a 4 + 2a2a2 + 2a2 {32 + a4 + 2a2 {32 + ~ _ 4a2a2 

a 4 _ 2a2a2 + 2a2{32 + a4 + 2a2{32 + {34 

(a2 _ a2)2 + 2{32 (a2 + a2) + {34 

y la última expresión, por supuesto es mayor que cero. 

Así, el lugar geométrico está contenido en un círculo cuyo centro está sobre el eje X. 

Ahora bien, considerando la expresión (2.39), podemos observar que las intersecciones de las 
rectas con ecuaciones: 

a. ax + {3y - a2 = O y {3x - ay = O; 

b. x - a = O Y {3x - ay = O; 
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c. ax + f3y - a2 = O Y f3 + y = O; 

d. x - a = O Y f3 + y = O. 

la satisfacen. 

Para identificar el círculo, analicemos los pares de rectas mencionados: 

a. ax + f3y - a2 = O Y f3x - ay = O. 
La segunda recta tiene ecuación f3x - ay = O, es decir, 

que es la ecuación de la recta que une el origen O con el punto P. 

Ahora analizamos la recta con ecuación ax + f3y - a2 = O: 

ax + f3y - a2 
- O 

f3y -ax + a2 

y 
a a2 

--x+-
f3 f3 

a ( a
2

) -(j x- a ' 
observando la pendiente notamos que esta recta es perpendicular a la recta que une O 
con el punto P. 

Puesto que el punto de intersección de dichas rectas satisface la ecuación del lugar 
geométrico, tenemos que el punto H, de intersección de la recta que pasa por O y P y 

la perpendicular a esta última, que pasa por el punto de coordenadas (:' O), es un 

punto del círculo. 

b. x - a = O Y f3x - ay = O. 
Como vimos en el caso anterior, la segunda es la ecuación de la recta que pasa por O 
yP. 
La primera es la recta x = a. 
El punto de intersección de ambas debe satisfacer: 

de donde: 

y 
f3 
-x 
a 

x - a, 

x = a y y = f3. 

Es decir, el punto P está en el círculo. 

Puesto que para determinar un círculo bastan tres puntos, consideramos solamente uno de 
los dos pares de rectas sobrantes. Elegimos el último por ser el más fácil. 
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d. x - o: = O Y 13 + y = O. 
De las dos ecuaciones tenemos: 

x = o: y y = -13. 

Es decir, el punto P', simétrico de P con respecto a! eje X, está también en el círculo. 

Así, el círculo obtenido pasa por los puntos P, P' y H. 

, 
\ Y , , , 

, , , , , , , , , 
e' 

, , 

\ f , , , , , , , 

Figura 2-10 

x 

Veremos ahora que el lugar geométrico descrito por M es todo el círculo: 

Sea M' = (Xl, y¡) un punto del círculo. Debemos encontrar un círculo que tenga centro 
sobre el eje Y, que pase por los puntos A y B de tal manera que la polar de P pase por M'. 

Si M' = P, consideramos el círculo que pasa por A, By P, en cuyo caso tenemos que la 
polar de P pasa por M' ya que si P está sobre el círculo, entonces la polar de P es la recta 
tangente en este punto. 

Vayamos a! caso genera!. Si M' # P consideramos la recta que une a M'y P. 

Llamamos e a la intersección de esta recta con el eje Y. 

Construimos el círculo n que tiene como radio el segmento CA. El círculo n claramente pasa 
por A,B. 

Por el Teorema fundamental de polos y polares, (ver Apéndice B [17], página 140) sabemos 
que si con respecto a un círculo n, la polar de M' pasa por P, entonces la polar de P pasa 
por M'. Así, basta con demostrar que el punto P está sobre la polar de M'. 

Primero hallaremos la ecuación del círculo n: 
La ecuación de la recta M' P es: 

y - YI = (x - Xl), (
YI - 13) 
Xl - o: 
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luego, el punto de intersección C con el eje Y tiene coordenadas: 

y 

y 

X=O 

_ (YI- f3) Xl +YI 
Xl-a 

f3XI - aYI 
Xl -a 

entonces la longitud del segmento CA es: 

ICAI - (
f3XI - aYI _ 0)2 + (O _ a)2 
Xl-a 

(
f3XI- a YI)2 2 +a. 

Xl-a 

Así, tenemos que el círculo !1 tiene ecuación: 

2 ( f3XI - aYI)2 (f3Xl - aYl)2 2 
X + Y- = +a, 

Xl - a Xl - a 

entonces la ecuación de la polar de M' es: 

XIX + (YI _ :...f3_X.::.I_-_a.::.Y.::.I) 
xl-a 

(
YlXl - f3Xl) 

XlX+ 
Xl-a 

(
y _ f3XI - a YI ) 

xl-a 

(
y _ f3Xl - a Yl ) 

Xl-a 

Ahora, sustituimos P = (a, f3) en la ecuación anterior: 

Xla + (YlXl - f3Xl ) (f3 _ f3Xl - a Yl ) 
Xl- a Xl - a 

( ) ( 'Y_c:..l x-'l_---'f3_x....::l'--)('--a""Yl=--_a'-'..f3) Xla Xl-a +-
Xl-a 

(
f3XI - a YI )2 + a2 
xl-a 

(
f3Xl- a Yl)2 2 +a. 

Xl-a 

(
f3Xl - a Yl )2 + a2 
Xl-a 

(f3Xl - aYl)2 + 2 ( ) a Xl-a 
Xl-a 

71 
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y simplificamos: 

( 
2) ( ) (YIXI - (3XI) (aYI - a(3) - ((3XI - aYI)2 Xl a - a Xl - a + -"'..:---.:...----'-----.:-'--'---"-"----'---'------"-----=---=-'---

Xl - a 

( 
2) ( ) xlay~ + (32xla - ((3XI)2 - (ay¡)2 

Xl a - a Xl - a + --=---"-"--'-------=-----"-----"-'-----'---"-"-'--­
Xl - a 

( 
2) ( ) Xl (ay~ - (32XI) - a (ay~ - (32XI) 

Xl a - a Xl - a + --'---'~---'----"------'---=-=------'----'­
Xl - a 

(Xla - a2) (Xl - a) + (ay~ - (32XI) 

(Xla - a2) (Xl - a) + (ay~ - (32XI) + ((3YIXI - (3YIXI) + ((3Yla - (3Yla) 

(Xla - a2) (Xl - a) + ((3YIXI - (3Yla) + ((3Yla - (32XI) + (ay~ - (3YIXI) 

(Xla - a2) (Xl - a) + (3YI (Xl - a) - ((3XI - Yla) (3 - ((3XI - Yla) YI 

(Xla + (3YI - a2) (Xl - a) - ((3XI - Yla) ((3 + YI) 

Pero M' = (Xl, YI) satisface (2.39), es decir, 

entonces P está sobre la polar de M'. 

Círculos 

o 

o 

o 

O 

O 

O 

O 

O. 

(
la2 +a2 +(32 ) 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por M es el círculo con centro "2 a ' O 

. (1 a 2 + a2 + (32) 2 2 
yradlo 2 a -a. 

Construcción con GeoJab 

1. Define los escalares: 

• pI = 7 

• p2 = 6 
.a=5 

• v = 10 
.01 = O 

.02 = O 

y construye los puntos A (a, 02), B (-a, 02), V (01, v) y 0(01,02) 

2. Usando los puntos O, A y V, construye los ejes coordenados eX y eY. 

3. Construye el punto P(P1,p2) 

Nota: En el desarrollo del texto P = (a, (3) . 
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4. Construye un punto e en el segmento ovo 
Ií. Construye el círculo cir con centro en e, que pasa por el punto A 

6. Define la rectal, la. polar del punto P con I&Ipecto al círculo cir. 

r. Construyo el.........., CP. 

8. Construye el. punto M de interaecci6n del segmento ep con la. rectal. 

9. En la. pantalla de datos a.nallticos activa la. traza de M. 

10. Define una anjmación pa.m el punto e con lo~ lIiguientel!l data!: 

Inicial = -35; Final = 35, PMCX!I = 1000 

11. En la. pantalla gráfica., activa la. traza. 

12:. Ejecuta la. anjmación. 

73 

Para verificar que el lugar geométrico bu8cado está contenido en el círculo que pesa por 10l!l 
puntos P, P' y H dibujamos diclws e1emEmtos, correspcmdientes a la. CODStrucciÓll. anterior: 

13. Define el eacalar rl = (PI *pI + 0.*0.+ p2*p2) / (2*pl) Y construye el círculo cir1 con centro 
en (r1,02) y radio r1 "T1 - o.*a 

14. Construye los puntos P (p1, -p2) Y F (o.*alpl, 02) 

15. Construye la. recta 11 que pasa. por O y P. 

16. CJonstruye la rectal2, perpendicular a ll,que pasa por F. Llama H al punto de i.ntenIección 
de II y l2. 

17. Oculta los objetos V y F. 

18. Para volve:r a ver la. CODBtrucción original cierra la. ventana. de animación haciendo dic en 

el icono lj:I!: eerrar vlmtana y en la. parte derecha de la ventB.Illl. 8elecciona el objeto e, 
para arrastrarlo sobre el. eje Y si deseas ver, de manera manual, cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La. construcción anterior es la. que se encuentra en el archivo Construcción _ 4cir .lab. • 
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Capítulo 3 

Parábolas, elipses, hipérbolas y algo más 

75 
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1. Consideremos una recta t 1 que pase por el origen O del plano cartesiano, sea t2 la recta 
obtenida al reflejar t 1 con respecto al eje X. Tomemos dos puntos P y Q, distintos de O, 
situados sobre t 1 y t2 respectivamente. Tracemos el segmento PQ y las rectas, perpendicular 
a t 1 que pasa por P y perpendicular a t2 que pasa por Q. Llamamos M a la intersección 
de dichas rectas. Encontrar el lugar geométrico descrito por M a medida que los puntos P 
y Q son desplazados sobre las rectas t 1 y t2 respectivamente de tal manera que el área del 
triángulo /';.POQ sea fija. 

Soluci6n: 

y 

Figura 3-1 

X 
1.2 

Sean a el ángulo formado por el eje X y la recta tl, OP = p y OQ = q. 

Analicemos las rectas PM y QM. 
-1 

Notemos que la pendiente de la recta PM es --o 

tana 
Si consideramos el triángulo rectángulo formado por O, P y la proyección de P sobre el eje 
X, tenemos que el punto P tiene coordenadas: 

x = pcosa 

y 
y = psena 

luego, la recta P M tiene por ecuación: 

y - psena 

ysena - psen2 a 

ysena + xcosa - psen2 a 

xcosa+ysena 

xcosa+ysena 

-1 
-- (x - pcosa) 
tan a 
-x cos a + pcos2 a 

pcos2 a 

p (sen2 a + cos2 a) 

p. (3.1) 



Parábolas, elipses, hipérbolas y algo más 77 

Observaciones: 

a. Puesto que e2 es la recta obtenida al reflejar el con respecto al eje X, entonces el ángulo que 
forma con el eje X es -a. 

b. La función coseno es par y la función seno es impar. 

De la misma manera que antes, considerando las observaciones anteriores, encontramos la 
ecuación de la recta QM: 

El punto Q tiene coordenadas: 

y 

la ecuación de la recta Q M es 

x - qcos(-a) 

qcosa 

y qsen(-a) 

-qsena, 

xcosa - ysena = q. 

Sea k el área de la superficie del triángulo t:,POQ. 

(3.2) 

Analicemos el triángulo t:,POQ. Consideremos el triángulo rectángulo formado por O, P y 
la proyección de P sobre la recta e2 , llamemos H al punto de intersección con la recta e2 • 

y 

Figura 3-2 

Observemos que el ángulo LPOQ tiene valor 2a. 

Sabemos que el área de un triángulo se calcula como: 

X 
R2 

1 
Área = "2 (base) (altura) . 



78 Parábolas, elipses, hipérbolas y algo más 

Calculamos la altura del triángulo 6.POQ, considerando alIado q como base: 

despejando PH: 

PH 
sen2a= -­

p 

PH = psen2a, 

entonces el área del triángulo 6.POQ es: 

1 
Área 6.POQ = k = 'iqp sen 2a, 

de donde: 
2k 

pq--­
- sen2a' 

Por otro lado, de las expresiones (3.1) y (3.2) tenemos: 

pq (xcosa + y sen a) (xcosa - y sena) 
X2 cos2 a - y2 sen2 a, 

igualando (3.4) con (3.3) tenemos: 

pero sen 2a = 2 sen a cos a, entonces: 

k 
sena cos a 

1. 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Así, el lugar geométrico descrito por M, a medida que los puntos P y Q se desplazan sobre 
las rectas t l y t2 respectivamente, de tal manera que el área del triángulo 6.POQ es fija, 
está contenido en la hipérbola horizontal cuya distancia del origen a los vértices sobre el eje 
focal es: 

y la longitud del lado recto es: 

k 

senacos3 a 

2Vk 
-r=~== cot a. 
'¡sen3 a cos a 
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Figura 3-3 

Ahora veremos que el lugar geométrico descrito por M es toda la hipérbola: 

Sea M' = (Xl, y¡) un punto de nuestro lugar geométrico. Debemos encontrar un triángulo, 
con un vértice en el origen y los dos restantes, P y Q, en las rectas t¡ y t2, de tal manera que 
P M' sea perpendicular a t¡, Q M' sea perpendicular a t2 y el área del triángulo con vértices 
OQP sea igual a k. 

Trazamos la recta r perpendicular a la recta t¡ que pase por M'. Como la recta t¡ tiene 

pendiente igual a tana, entonces la recta r tiene pendiente igual a ~. 
tana 

Así, la ecuación de la recta r está dada por: 

-1 
Y - y¡ = -- (x - X¡). 

tan a 

Llamemos p' a la intersección de la rectas r y t¡ y hallemos sus coordenadas: 

La recta t¡ tiene ecuación: 
y = (tana)x. 

Sustituyendo (3.7) en (3.6) tenemos: 

(tana)x-y¡ 

( tana+-
1 )x 

tan a 

x 

-1 
- --(X-Xl) 

tana 
X¡ 

y¡+-t­
ana 
+~ y¡ tan" 

x -

tana + t~" 
y¡ tana+x¡ 

tan2 a+ 1 . 

Sustituimos la expresión anterior en (3.7): 

_ (y¡ tan a + X¡ ) 
y-tana 2 1 . 

tan a+ 

(3.6) 

(3.7) 
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Así, hemos obtenido las coordenadas de p': 

P' (
Y1 tan a + Xl Y1 tan a + Xl ) 

2 ' 2 tana. tan a+l tan a+l 

Ahora trazamos la recta s perpendicular a la recta [2 que pase por M'. Como la recta [2 

tiene una pendiente igual a tan ( -a) , entonces la recta s tiene pendiente igual a (
1

) . 
tan -a 

Llamemos Q' a la intersección de la rectas s y [1. De manera análoga al procedimiento que 
se realizó para obtener las coordenadas del punto pI, obtenemos las coordenadas del punto 
Q', es decir, 

Q' = (Y1 tan (-a) + Xl Y1 tan (-a) + Xl tan (-a)) . 
tan2 (-a) + 1 ' tan2 (-a) + 1 

Consideremos el triángulo /';,OP'Q'. Probaremos que el área de este triángulo es k. 

Sea R la proyección de p' sobre la recta [2. Considerando el triángulo rectángulo /';,OP' R, 
tenemos 

P'R 
sen2a = Op" 

luego, el área del triángulo /';,0 P' Q' será: 

1 
Área = ZOQI x OP' sen2a, 

pero la longitud del segmento OP' es: 

10P'1 = (
Y1 tan a + X1)2 (Y1 tan a + Xl )2 + tana 

tan2 a + 1 tan2 a + 1 

V(Y1 tan a + xd2 + ((Y1 tan a + xd tana)2 

tan2a+ 1 
(Y1 tan a + Xl) VI + tan2 a 

1 +tan2a 
Y1 tan a + Xl 

VI + tan2a 
(Y1 tan a + Xl) cosa. 

La longitud del segmento OQ' es: 

10Q/1 = (
Y1 tan (-a) +X1)2 + (Y1 tan (-a) +X1 tan (_a))2 

tan2 (-a) + 1 tan2 (-a) + 1 

V(Y1 tan (-a) + X1)2 + ((Yl tan (-a) + Xl) tan (-a)? 

l+tan2(-a) 

(3.8) 
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puesto que la tangente es una función impar, tenemos: 

IOQ'I 
V( -Yl tan a + X¡)2 + (( -Yl tan a + Xl) tana)2 

tan2a+ 1 
(-Yl tan a + Xl) VI + tan2 a 

1 + tan2 a 
( -Yl tan a + Xl) cos a. 

Así, la expresión (3.8) queda como: 

Área 
1 
"2 (-Yl tan a + Xl) cosa (Yl tan a + Xl) cos a sen 2a 

~ (- (Yl tana)2 + xD 2 cos3 asena 

(x~ - (Yl tana)2) cos3 asena 

Pero M' = (Xl, Yl) satisface (3.5), es decir, 

81 

(3.9) 

(3.10) 

entonces de las expresiones (3.9) y (3.10) tenemos que área del triángulo 6.0P'Q' es igual a 
k. 

Figura 3-4 



82 P:.r.ibol~l, elipll!l, hiplrbol~s y a1ao m~s 

Paz: lo tllllto, el lugar goométrico deicrito por M llII la hipérbola harimnt!t.l. 

Conatru.cci6u coo Geolab 

1. DefiDe loa ~ 

• u-O 
ev_O 

.10_5 

.m_3/" 
errt __ 3/5 

• el_S 

• c2=3 
.01=0 

.02_0 

y canstruye 101 puntOl 0(01, 02),0 (el, c2), U(u, 02) y Veo!, v) 

2. Construye los ejllll coordenadOll eX Y eY U9&1Ido loII puIII;OI!! 0, U Y V. 

3. Crea 1M rectas 11 y 12 que p8I&D. por el punto O con pendienre m y m' retpectivamente 

4.. Conatruye un punto P sobre elllllgIDllll1;o OC 

5. En el icono IR elige la opción EecaJII", distancia de UD punto a recta. Llama dPI2 
11. !Se ...... aJ·r y l~ h&z die sobre el punto P y lit. metlt. 12. 

6. DefiDe.d el escalac cakulado COI! valor -2*kjáPI2 

T. En el icono IR elige la opciÓlL Medid- da llDgulo. del 4Dgulo AOB. IJama 6 a llIIte 
~ Y poIteriormez¡te, en el orden ibguieute, haz clic e.u 101 puDtoI U, O y C. 

8. Define el punto Q (zl"'t:mI(.!), -zl"'Jlen(s» 

9. Traza 1M :rectas r 1, r2 perpendlcul&reI !lo las reetlll 11, 12 que pMeIl por !OI punte. P Y Q 
:respeetiVJllllente. 

10. Llama M a la iIIterIecciólI. de rI y r2, Y en la pIllIta1la de datol anaIttioos, activa la tcaza 
del punto M. 
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11. En el icono / selecciona la opción Polígonoa. Asigna. 3, el m1Inero de vértices Y luego 

haz clic en ..r . IJarna. QPO a este polígono y deapuéa, en el siguiente arden, haz clic en 
10l!l puntos Q, P y O. Cámbialo de color y groeor. 

12. En 111. pmrt;alla. de dll.t06 analíticos selecciona el objeto Triángulo de 'Vértices:Q, P, O Y 
haz clic sobre la. siguiente im.Bgen:y selecciona 111. opción Rmnboa. 

Figura 3-5 

13. Define UIl8. e:nim"Ción po.:ra el punto P con 10l!l siguientes datol!l: 

IniciaJ = -5; Final. = 5, PlI8OI'I = 1000 

14. En la. pantalla. gráfica., activa la traza. de M. 

15. En la. pantalla gr&fica., haz clic en el icono (i'] Empieza Bnimaci6n. 

Para verificar que la hipérbola (_ .. t. .. ) - (._I~_ .. ) = 1 coincide con el lugar goométrioo 

hw'Icado, dibuj8lIlOB La gri.fica oomJIIpondiente o. la. construcción 8IIteri.or: 

16. En el icono O Define c6nica selecciona la opción Calculada. Llamo. f o. esto. cónica. y 
asigna los siguientes valores: 

• A = (sen(s)"'cos(s)*C08(s)"'cos(s))/k 

• 2B=0 
• e - -(sen(s}*sen(s}*sen(&}*C08(&))jk 

• 2D-0 
.2E-0 

• F=-l 

17. Para volver a. ver la construcción original cierra la ventana de anjmación hacieD.do clic en 

el icono lj:I!: Cerrar t1e71tana y en la parte derecha. de la ventana selecciona el objeto P, 
para arrastrarlo I!IObre la:recta 11 si deaoo8 ver, de manera manual, CÓmo se genera el lugar 
goométrico. 

La ccmstrucción anterior es la que se encuentra en el archivo Construcci6n_lcon.lab .• 
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n. En este ejercicio consideraremos la trayectoria ideal de un proyectil que se mueve en un medio 
que no ofrece resistencia al avance y que está sujeto a un campo gravitatorio uniforme. Este 
tipo de movimiento se denomina tiro parabólico, debido a que el recorrido que describe es 
precisamente una parábola. 

Situemos la posición inicial de nuestro proyectil en el origen del plano coordenado. Sean Vo 

la velocidad inicial, 9 el ángulo de inclinación inicial de nuestro proyectil y g la constante de 
gravedad. Tracemos la recta e que pasa por el origen formando un ángulo 9 con el eje X y 
consideremos F el foco y V el vértice de nuestro tiro parabólico. 

Hallar el lugar geométrico descrito por: 

a. El foco F, 

b. El vértice V, 

c. El punto A, de intersección de la recta que pasa por el origen y F con la parábola. 

En los tres casos, a medida que el ángulo de inclinación varía de O a 'Ir. 

Soluci6n: 

Sabemos que la ecuación de la trayectoria del tiro parabólico es (ver Bibliografía [3], página 
145): 

(13.1) 

Para distinguir los elementos de la parábola, escribimos la ecuación en la forma estándar: 

y 

2 
(va cos 9)2 

- Y 
g 

2 
(va cos 9)2 

- Y 
g 
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de donde: 

(x- tan O (V; cos 0)2y 

(x _ V~S;:20r 

(x- V~S;:20r 

(x _ V~S;:20r 
Así, nuestra parábola (ver Apéndice B [21], página 21) tiene: 

• Vértice V con coordenadas 

• Parámetro p con valor: 

• Foco F con coordenadas: 

V (V~ sen 20 (sen 0)2 V~) 
2g , 2g . 

(VoCOSO)2 
p= 

2g 

F (v~sen20 (senO?v~ _ (VOCOSO)2) 
2g '2g 2g' 

simplificando tenemos: 

F (v~sen20 V~COS20) 
2g' 2g . 

(3.11) 

(3.12) 

a. Encontraremos la ecuación del lugar geométrico descrito por el foco F a medida que el 
ángulo O varía. 

y R. 

x 

Figura 3-6 
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Para obtenerla, Puesto que las coordenadas del foco son F Q , (
v2 sen 20 

2g 
debemos elimillar O de las ecuaciones: 

y 

v~ sen 20 
x = --=--;:--

2g 

y= 
1 v~ cos 20 
2 9 

Para ello, elevamos al cuadrado las dos expresiones: 

X2 = (v~ s;;20y 
GD 2 sen2 20 

y 

y2 (~V~~s20y 

_ GD 2 (COS20)2, 

sumando las dos expresiones obtenidas tenemos: 

X2 + y2 = GD 2 sen2 20+ G! Y cos2 20 

- G! Y (sen
2 

20 + cos
2 

20) 

G!Y 

1 v~ COS20) 
2 9 , 

(3.13) 

(3.14) 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el foco está contenido en el círculo con 
centro en el origen y radio 

(3.15) 

y I! 

x 

Figura 3-7 
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Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el foco es todo el círculo con centro 
en el origen y radio 

v2 
r - --E... 

- 2g' 

Tomemos un punto sobre él. Sea P (xo, Yo) tal que 

(3.16) 

Debemos encontrar un ángulo (Jo tal que éste sea el ángulo inicial de un tiro parábolico 
de manera que su foco sea P. 

Puesto que las coordenadas de P satisfacen (3.16) tenemos: 

v2 

Xo = 2; coscp 

y 

v2 

Yo = 2; sencp 

donde cp es el ángulo que forma la recta que une el origen y el punto P, con el eje X. 

Definimos 

y f 

Figura 3-8 

cp 7r 
(Jo = - +-

2 4 

x 

y afirmamos que el ángulo (Jo es el ángulo deseado. 

En efecto: Despejando cp de la expresión (3.17) tenemos: 

7r 
cp = 2(Jo - 2' 

(3.17) 
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Sustituimos este valor en la expresión de Xo: 

v2 

Xo = 2; cosrp 

v; cos (200 _ ~) 
2g 2 

- ;; (cos (200 ) cos ( -~) - sen (200 ) sen ( -~) ) 

yen la expresión de Yo: 

Yo = 

De manera que 

;; (-sen (200 ) sen ( -~)) 
v2 

~sen200· 
2g 

v2 

~senrp 
2g 

v
2 

( 7r) ~sen 200 --
2g 2 

;; (sen200cos (-~) + cos 200 sen (-~)) 
v2 

- 2; cos200. 

(xo, yo) = (v; sen 200 , _ v; cos 2(0) , 
2g 2g 

que de acuerdo con (3.12) son las coordenadas del foco de la parábola 

Y = (tan ( 0 ) x - g 2X2. 
2 (vo cos ( 0 ) 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el foco es el círculo con centro en el origen 
2 

adi Vo 
y r o r = 2g' 

Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

• u= 10 

• v = 10 

.01 = O 

.02 = O 
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y construye los puni¡os O{ol, 02), El {u, 02) y E2 Col, ti) 

2. Construye 10& ejEll coordenados eX y eY UI!Iando los puntos O, El Y E2. 

3. Define el escalar Medida de ánguloa directo. LIámaIo a y asigna. p = 1 

4. Define el escalar tlO = 10 

Ií. En el icono ..... Define funcionM selecciona la opción Curva pm'IlIIlétrica. Nomhr& e 11. 

esta curva y asigna los siguientEll valOIEll; 

.a=O 

.b=4 
• :r: = tlO*colI(a)*t_ 
• y=vO*sen(a)*t_ -4.9*t_ *t_ 
• p(l!JfM = 100 

6. Define los escalares; 

• A = vO*v0*sen(a)*aen(a)j(9.8*2) 

• B = 2*vO*tlO*~(a)*aen(a)j9.8 

• P = tlO·vO·~(a)·cos(a)j(2~.8) 

7. ~elp_F(B/2,A-p) 

8. En la pantaJIa de datos anaJiticos, activa la traza del puni¡o F. 

9. Define UIl& a:nimllCi6n para el ángulo a con los siguientes d&tos; 

Inicial = O; Final = 3.14, Pasos = 100 

10. En la pantaJIa gráfica, activa la traza. 

11. En la pantaJla gráfica, haz clic en el icono e> Flmpieza animaci6n. 

Para verificar que el círculo :r:~ + ~ _ (~;) 2 ccincide con el lugar geométrico buscado, 

dibujamos la gráfica corre8pODdiente a la contltrucción anterior; 

12. Define los escalares; 

• y-9.8 
• ,- (("''''0)/(2'y)) 

13. Construye el círculo cir con centro en O de radio r. 

14. Par& volver a ver la COIJStrucción original cierra la ventana. de animación haciendo clic en el 

icono lj:I!: Cerrar 'Ventana. 
La construcción anterior es la que se encwm.tra en el archivo Construcción _ 2a00n.lab. • 
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b. Encontraremos el lugar geométrico descrito por el vértice V. 

x 

Figura 3-9 

. (v2sen211 (Senll)2 v2) Para obtenerla, puesto que las coordenadas del vértIce son V o 2g , 2g o debe-

mos eliminar 11 de las ecuaciones: 

x= 
v~sen211 

2g 

Y 

y= 
(sen (1)2 v~ 

2g 

Para ello, elevamos al cuadrado la expresión (3.18): 

elevamos al cuadrado (3.19) y lo multiplicamos por 4: 

4 ((sen:{v~r 

(~)\en411. 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 
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Por otro lado, multipliquemos por - 2v~ a (3.19) y sumamos ésta con (3.20) y (3.21): 
9 

Así, las coordenadas de V satisfacen la ecuación 

2v2 
__ Oy+x2 +4y2 - O 9 - , 

que corresponde a una cónica. 

Para identificar la curva, la escribimos en la forma estándar: 

O 

O 

4(~!r 
G!r 
1 

- 1. 

91 

(3.22) 
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sustituyendo (3.15) en (3.22): 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el vértice, está contenido en la elipse horizontal 

(0 1).. .. 1 con centro ''2r, seIIlleJe mayor r y seIIlleJe menor '2r. 

x 

Figura 3-10 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el vértice es toda la elipse horizontal con 

centro (o, ~r) , semieje mayor r y semieje menor ~r. Tomemos un punto sobre éL 

Sea Q (Xl> YI) tal que 

(3.23) 

Debemos encontrar un ángulo (}l tal que éste sea el ángulo inicial de un tiro parábolico de 
manera que su vértice sea Q. 
Puesto que las coordenadas de Q satisfacen (3.23) tenemos: 

y 

para algún ángulo 'Y. 

Definimos 

v2 

Xl = 2; cos'Y 

v2 v2 

YI =....!!. + ....!!.sen'Y 
4g 4g 

'Y 7r 
(}l = - +-

2 4 
(3.24) 
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y afirmamos que el ángulo 01 es el ángulo deseado. 

En efecto: Despejando 'Y de la expresión (3.24) tenemos: 

'Ir 
'Y = 201 - 2' 

Sustituimos este valor en la expresión de xo: 

V 2 

Xo = ...E. COS 'Y 
2g 

v; COS (201 _ ~) 
2g 2 

~; (COS (201) COS ( -~) - sen (201) sen ( -~)) 

~; ( - sen (20¡) sen ( -~) ) 
v2 

- ...E. sen 201 . 
2g 

yen la expresión de Yo: 

Yo = 

De manera que 

1 v2 v2 
_...E. + ...E. sen 'Y 
4 g 4g 

1 v
2 

v
2 

( 'Ir) ¡ ; + 4; sen 201 - 2 

~ ~ + ~; (sen 201 cos ( -~) + cos 200 sen ( -~)) 
1 v2 v2 

_...E. - ...E. COS 201. 
4 g 4g 

~ v; (1 -COS2(1 ) 

2 g 2 

1 v; 2 D 

2g sen "1· 

(Xl, Y1) = G; sen 201, ~; sin2 
( 1) , 

que de acuerdo con (3.11), son las coordenadas del vértice de la parábola 

( ) 
1 g 2 

Y = tan01 x - 2 2 X . 
(vo COS ( 1) 

93 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el vértice es la elipse horizontal con centro 

(0 1).. .. 1 , 27" , seIll1eJe mayor 7" y seIll1eJe menor 27". 
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ConstrucciÓn con Geolab 

1. Repite 108 primeros 6 pasos de la. constru.cci.ón con GeoLab del inciso a.. 

1. Constru,., el punto V (B/2,A) 

:l. En la pantalla de datos anaJ1ticos, activa la traza del punto V. 

3. Define una anjmllCjón para el ángulo a con los siguientes da.toH: 

Inicial - O; Final - 3.14, Pasos - 400 

4. En la pontaJl& gr&fics, Irlivu. la. traza. 

Ó. En la pantalla gráfica, haz clic en el icono 6 Empieza animacWn. 

( y - -",)' 
P8I'& veri:fica.r que la. elipse ~ + 2 2 = 1 coincide con el lugar geométrico buscado, 

(H 
dibujemos la gráfica correspondiente a la construcción anterior: 

6. Define los esca.la.nti: 

• g=9.8 
• r = (vO*vO)j(2*g) 
• e = sqrt(r*r - (r*r)/4) 

7. ~ "" p"""'" Fl (-o, ("''''0)/(4'9)) y Fl (o, (""vO)/(4'9)) 

8. Construye la elipse clip con foros Ft, F2 Y que p8I!Ie por el punto O. 

9. P8I'& volver a ver la construcción original cierrA la vent8.Il.ll. de anjmación haciendo clic en el 

iCOllO lj:I!: Cerrar ventana. 

La. construcci6n 8D.teriar eB la. que se encuentra en el archivo Construcción _ 2bcon.lab. • 

c. Encontraremos el lugar geométrico da!lcrito por el punto A. 

y l 
A 

Figura 3-11 
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Recordemos que el foco tIene coordenadas o , 
. (v

2
sen20 
29 

v~ COS20). 
29 

La recta, que pasa por el origen y el foco, tiene por ecuación: 

v~ cos20 

y 29 x 
v~ sen 20 

29 

_(COS20)x 
sen 20 

- (cot20) x 

Para hallar las coordenadas del punto A igualamos la ecuación de la parábola: 

y=(tanO)x- 9 2x2 
2 (vocosO) 

con (3.25), y simplificamos: 

(tanO)x- 9 2X2 -(cot20)x 
2 (vo cos O) 

(tanO)x- 9 2 X2 +(cot20)x _ O 
2 (vo cos O) 

x ((tan O + cot 20) - 9 2X) O, 
2 (vo cos O) 

luego 
x=O 

o 
(tanO+cot20)- 9 2 X =0, 

2 (vo cos O) 
pero x = O no nos interesa porque tendríamos que y = O. 

Entonces consideramos: 

O 

(tan O + cot 20) 

2v2 

X - _0 cos2 O (tan 0+ cot 20) 
9 

2v~ n ( n COS20) x - COSIl senil + n 
9 2 senil 

2v~ n (2sen2 0+cos2 0-sen2 0) 
x -COSIl 2 n 

9 senil 

95 

(3.25) 

v2 

x --º- cot O. (3.26) 
9 
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Sustituimos (3.26) en la ecuación del tiro parabólico y simplificamos: 

y ( ) 
1 9 2 

tarrO x- 2 2 X 
(vo cos O) 

v
2 

1 9 (V2 )2 - (tarrO)....Q. cotO - - ....Q. cotO 
9 2 (vo cos 0)2 9 

(3.27) 

v2 v2 
....Q. - ....Q. csc2 O 
9 29 

v3 ( 1 2) - g 1-2'csc O , 

v3 ( 1 (2 )) - g 1-2' cot 0+1 

v2 

2~ (1 - cot2 O) , (3.28) 

entonces 

Para hallar la ecuación del lugar geométrico descrito por A, debemos eliminar O de las 
expresiones (3.26) y (3.28). 

Elevamos al cuadrado (3.26), multiplicamos por 2v~ a (3.28), sumamos ambos resultados y 
9 

simplificamos: 

(~cotOr +2;~ G!(1-cot
2
0)) 

- (~r cot
2
0+ (~r (1-cot

2
0) 

(~r (cot
2 0+ 1- cot

2 O) 

(~r, 
es decir, las coordenadas del punto A satisfacen la ecuación: 

2 2v~ (V~)2 
X +-y= - , 

9 9 

que corresponde a una cónica. Para identificar sus elementos, la escribimos en la forma 
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estándar: 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto A está contenido en la parábola 

vertical, que abre hacia abajo con vértice (o, ~!) y p = ~!. 

x 

Figura 3-12 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito es toda la parábola, tomamos un punto 
A (xo, Yo) sobre ella, es decir, satisface: 

Consideramos el segmento de recta que une el origen de coordenadas con A y llamamos P 
al punto de intersección de dicho segmento con el círculo: 

X2+y2= G~r 
Ahora, de la misma manera que en el inciso a, encontramos el ángulo 00 de tal manera que 
el tiro parabólico correspondiente a este ángulo tiene a P como foco. 

Así, la parábola que describe el tiro es: 

( ) 1 9 2 
Y = tanOo x - -2 2 X 

(va cos ( 0 ) 

y P tiene coordenadas 

(
v;sen20o _~V;COS20o) 

2g '2 9 . 
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Probaremos que el punto A está sobre la parábola. 

La recta que pasa por el foco y el origen tiene ecuación (ver 3.25): 

y = - (cot 2(10) x, 

entonces 
A (Xo, Yo) = A (xo, - (cot2(1o)xo). 

Por otra parte, A (xo, Yo) está en la parábola 

sustituimos el valor de la segunda coordenada de A y simplificamos: 

Resolvemos para Xo: 

Xo 

-4 GD ( - (cot 2(10) Xo - ~D 

x~-4GD(Cot2(1o)Xo-4G!r - O 

x~ - 2 (~) (cot2(1o) Xo - (~r O. 

2 

2 (~) cot2(1o ± 4 (~r (cot2 2(10 + 1) 

2 

2 (~) cot2(1o ± 2 (~) v'csc22(1o 

2 

(~) cot 2(10 ± (~) esc 2(10 

(~) (cot 2(10 ± csc 2(10) 

(~) (co:e~;(I~ 1) 
( 

2) ( ±Heos280 ) 

~ sen (l02cos(lo . 
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Si consideramos el signo positivo tenemos: 

considerando el signo negativo: 

así, las intersecciones de la recta que pasa por el foco y el origen con la parábola descrita 
por el lugar geométrico son: 

( (~) cot 00 , - cot (200) (~) cotOo) y ( - (~) tan 00 , cot (200) (~) tan 00 ) . 

Ahora veremos que el punto ( - (~) tan 00 , (~) cot (200) tan 00 ) no está en el parábola 

correspondiente al tiro parabólico: 

El tiro parabólico tiene por ecuación: 

( ) 
1 g 2 

Y = tanOo x - 2 2 X . 
(Va cos 00) 

Supongamos que el punto satisface la ecuación, entonces: 

(V;) cot (200) tan 00 = (tanOo) (_ (V;) tan 00) _ 1 g 2 ((V;) tanoo)2, 
g g 2 (Va cos 00 ) g 
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simplificando tenemos: 

de donde 

(~) cot (2(Jo) tan (Jo 

(~) cot (2(Jo) tan (Jo 

(J cos (2(Jo) 
tan 0---'----0= 

sen (2(Jo) 

cos (2(Jo) 

sen (2(Jo) 

cos2 (Jo - sen2 (Jo 

2 cos (Jo sin (Jo 

cos2 (Jo - sen2 (Jo 

cos2 (Jo + sen2 (Jo 

lo cual no es posible. 

Así, 
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_ (v~) tan2 (Jo _ ! (v~) tan
2 

(Jo 
g 2 g cos2 (Jo 

(v~) 2 (1 2 ) - 9 tan (Jo '2 sec (Jo + 1 

-tan2 (Jo (~sec2 (Jo + 1) 
- tan (Jo (~ sec2 

(Jo + 1) 
- --- -sec (Jo + 1 sen(Jo (1 2 ) 

cos (Jo 2 

2 cos (J~ sen (Jo (1 2 (J 1) - -sec 0+ 
cos (Jo 2 

2 (1 2 ) -2 sen (Jo '2 sec (Jo + 1 

- tan2 (Jo - 2 sen2 (Jo 

-tan2 (Jo, 

A ( (~) cot (Jo, - cot (2(Jo) (~) cot (Jo) . 

Vamos a simplificar la segunda coordenada de A: 

de donde: 

-cot(2(Jo) (Vg~) cot(Jo = _ (V~) cot(Jo cos(2(Jo) 
g sen (2(Jo) 

(V~) cos(Jo cos2 (Jo - sen2 (Jo 

g sen (Jo 2 cos (Jo sen (Jo 

_ _ (V~) cos2 (Jo - sen2 (Jo 
g 2 sen2 (Jo 

- -~ (~) (cot
2 

(Jo -1) 

~ (~) (1 - cot
2 

(Jo) , 

A ((~) cot(Jo, ~ (~) (1- cot
2

(Jo)) , 

que sabemos, satisface la ecuación del tiro parabólico (ver 3.26 y 3.28). 
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ConstrucciÓn con Geolab 

1. Repite los primero¡¡ 2 p8IIOII de la COllStrucción con GeoLa.b del inciso b. 

2. Define el escalar b = F.y + 2~ 
3. Contruye la. recta calculada. dir con ecu.ación y = b 

4. Construye ¡ la pa.nibola con foco F Y directri2¡ c. 

ó. Construye la recta 11 que p68El por los pun\;o!I O y F. 

6. Llama M a. la. intersección de la. recta 11 con la. parábola ¡, del otro lado del punto O. 

7. En la pantalla de dato!l a.naI1ticos, activa la traza del punto M. 

8. Define llIl& &DjmllCi6n par!!. el ángulo a con los siguientes da.toH: 

IniciaJ = O; FinaJ = 3.14, PIlBOB = 100 

9. En la pantalla. gráfica., activa. la. traza.. 

10. En la panta.ll& gráfica., haz elle en el icono <C> EJmpieza animaci6n. 

Pm:1I. verificar que la pa.nibola. -4 (~!) (" - ;;) = ~2 cclncide con el lug&l" geométriro 

'buscado, dibujeIllOll la. gráfica carrespoodiente 11. la. CODBtrucción anterior: 

11. Define 10ll escal..ares: 

• g=9.8 

• r - (vO"v0)j(2"'g) 

12. Define h una. cónica caJ.cul.ada. con los siguientes valores: 

• A= 1 
.2B=0 

.0=0 

.2D=0 

.2E-4"'r 

• F - -4"'1''''1' 

13. Pm:a volver a ver la. OOllI!trucción original cierra la. ventana de 8l!imación haciendo clic en el 

icono lj:I!: Cerrar tJ/lntaflll. 

La canstrucción anterior es la que /!le encuentra en el archivo Construcción 2ccon.lab.. 
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lII. Sean f una recta cualquiera con pendiente positiva que pase por el origen, f' la recta que se 
obtiene al reflejar f con respecto al eje X y A un punto de sobre el eje X positivo. Sea s una 
recta que pasa por A y corta, a f en el punto G y a f' en el punto G' . Consideremos P un 
punto cualquiera en el primer cuadrante y llamemos pI al punto que se obtiene al reflejar P 
con respecto al eje X. Sea M el punto de intersección las rectas que pasan por G, P y G' , PI. 
Hallar el lugar geométrico descrito por el punto M a medida que la recta s gira alrededor 
del punto A. 

Soluci6n: 

y 

A 

x 
s 

P' 

Figura 3-13 

Sea A = (xo, O). Como la recta s pasa por el punto A, entonces tenemos: 

y - O m(x - xo) 

donde m es la pendiente de la recta. 

Sea 

y m(x - xo), 

y=mlx 

(3.29) 

(3.30) 

la ecuación de la recta f, luego la ecuación de fl, por ser f' la recta que se obtiene al reflejar 
f con respecto al eje X, es 

y = -mlX' 

Sea P = (Xl, Yl), entonces P' = (Xl, -Yl). 

Hallemos las coordenadas de los puntos G y G'. 

(3.31) 
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Para hallar las coordenadas del punto e debemos resolver el sistema formado por las expre­
siones (3.29) y (3.30). Sustituimos (3.30) en (3.29) y despejamos x: 

m1x m(x-xo) 

m1x - mx -mxo 
(m1 - m)x -mxo 

mxo 
x -

m1- m 
mxo 

x 
m-m1 

Ahora, la expresión anterior la sustituimos en (3.30): 

( 
mxo ) y=m1 . 

m-m1 

Así e ( mxo ,m1 ( mxo )). 
m-m1 m-m1 

Análogamente, para hallar las coordenadas del punto e' debemos resolver el sistema formado 
por las expresiones (3.29) y (3.31). Sustituimos (3.31) en (3.29) y despejamos x: 

-m1x-mx -mxo 

-(m1+m)x -mxo 

Esta expresión la sustituimos en (3.31): 

mxo 
x -

m+m1 

y = -m1 ( mxo ). 
m+m1 

Así e' = ( mxo ,-m1 ( mxo )). 
m+m1 m+m1 

La ecuación de la recta que pasa por los puntos e y P tiene por ecuación: 
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que al simplificar tenemos: 

Y-YI 

Y-YI 

(y - ytJ (mXO - Xl (m - mI)) 
(y - YI) (m (xo - Xl) + XlmtJ 

(
mI (:::X:J - Y~ G ~ ::)) (X _ Xl) 

m-mI -Xl (m-mI) 

(
mlmxo - YI (m - mI)) (X _ Xl) 

mxo - Xl (m - mI) 
(mlmxo - YI (m - mI)) (X - Xl) 

- (m (mIXO - YI) + YlmtJ (X - Xl)' 

La ecuación de la recta que pasa por los puntos e' y pi tiene por ecuación: 

al simplificar tenemos: 

(3.32) 

(

-mI (m7:J - (-YI (:::~) )) (X -xtJ 

m7:1 -Xl (:::~) 
Y+YI 

(y + YI) (mxo - Xl (m + mI)) 
(y + YI) (m (xo - xtJ- Xlml) 

_ (-mlmxo+YI(m+ml)) (X-Xl) 
mxo - Xl (m + mtJ 

(-mlmxO + YI (m + mI)) (X - Xl) 
(-m (mIXO - YI) + Ylml) (X - Xl) . (3.33) 

Para obtener el lugar geométrico descrito por M debemos eliminar m de las expresiones 
(3.32) y (3.33). Consideremos ambas expresiones: 

(y - YI) (m (xo - Xl) + Xlml) 
(y + ytJ (m (xo - Xl) - Xlml) 

sumando obtenemos: 

(y - YI) (m (xo - xtJ + Xlml) 
(y + YI) (m (xo - Xl) - Xlml) 

(m (mIXO - YI) + Ylml) (x - Xl) 
(-m (mIXO - YI) + Ylml) (X - Xl), 

(m (mlXo - YI) + Ylml) (X - Xl) 
(-m (mlXo - YI) + Ylml) (X - Xl) 
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Despejamos m: 

m (xo - Xl) Y - YlXlml 

m(xo - Xl)Y -

m(xo - Xl)Y 

Ylml (x - Xl) 

Ylml (x - X¡) + YlXlml 

XYlml 

m 
XYlml 

(Xo-X¡)Y 

m X~l~~l G)· (3.34) 

Sustituimos la expresión (3.34) en (3.32) y simplificamos: 

(y - Yl) (Ylm
l 

(::) (xo - Xl) + Xlml) 
Xo - Xl Y 

(y - Yl) (Ylml~ + Xlml) 

(y - Yl) (YlmlX + YXlml) 

YlmlX (y - y¡) + YXlml (y - Yl) 

YlmlXY - YlmlXYl + YXlml (y - Yl) 

-YlmlXYl + YXlml (y - Yl) -

2 -YlmlXYl + y Xlml - YYlmlXl 

-YlXYl + y2Xl 

(-YlXYl + y2Xl) (xo - Xl) 

-YlXYl (xo - Xl) + y2Xl (xo - Xl) 

y2Xl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) x2 -

y2Xl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) x2 -

y2Xl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) x2 

y2Xl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) x2 

y2Xl (xo - Xl) 

( Ylml (::) (mlXO - Yl) + Ylml) (X - Xl) 
Xo - Xl Y 

( Ylml (::) (mlXO - Yl) + Ylml) (X - Xl) 
Xo - Xl Y 

( Ylml X (mlXO - y¡) + YYlml) (X - x¡) 
Xo - Xl 

Ylml X (mlXo - Yl) (X - Xl) + YYlml (X - Xl) 
Xo - Xl 
Ylml 

---"-''------''---X (mlXO - Yl) (X - Xl) + YYlmlX - YYlmlXl 
Xo - Xl 

Ylml X (mlXo - Yl) (X - Xl) - YYlmlXl 
Xo - Xl 
Ylml 

---"-''------''---X (mlXO - Yl) (X - Xl) - YYlmlXl 
Xo - Xl 

Ylml X (mlXO - Yl) (X - Xl) 
Xo - Xl 

Yl X (mlXO - Yl) (X - Xl) 
Xo - Xl 
YlX (mlXo - Yl) (X - Xl) 

Yl (mlXo - y¡) x2 - Yl (mlXo - Yl) XlX 

YlXYl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) XlX 

(YlYl (xo - Xl) - Yl (mlXO - Yl) Xl) X 

(YlYlXO - YlmlXOXl) X 

(Yl - mlXl) YlXOX 

Yl (mlXO - y¡) x2 + (Yl - mlXl) YlXOX. 

Sean a = Yl (mlXO - Yl) Y f3 = (Yl - mlX¡) Yl, luego: 
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Completamos el trinomio cuadrado perfecto del miembro derecho y simplificamos: 

a (X2 + ¡1;0 X) 

( 
1 ¡1Xo) 

2 

- a x+2~ 

1 (¡1xO)2 
4 a 

1 (¡1xO)2 
4 a 

Xl (xo - Xl) y2 

1 (¡1xO)2 
4 a 

1 (¡1xO)2 
4 aXl (xo - Xl) 

1 (¡1xO)2 
4 aXl (xo - Xl) 

1 

1 

1. (3.35) 

Observemos que la anterior es la forma canónica de la ecuación de una hipérbola o una 
elipse, dependiendo de cuál sea el signo de la expresión: 

aXl (xo - Xl) , 

o sea 
Yl (mlxO - Yl) Xl (Xo - Xl) . 

Puesto que el punto P está en el primer cuadrante, Xl, Yl siempre son positivos, entonces 
basta ver cuál es el signo de 

(mlXO - Yl) (Xo - Xl) . (3.36) 

Veamos qué condiciones deben cumplir la pendiente de la recta €, el punto A y el punto P 
para que (3.36) sea positiva. 

Sabemos que ml, Xl, Yl > O. 

Tenemos dos casos: 



Parábolas, elipses, hipérbolas y algo más 107 

a. Sean (mlXo - Yl) > O Y (xo - Xl) > O, entonces mlxO > y¡, Xo > Xl. Esto nos dice que 
si consideramos las rectas 

y = mlxO y x = Xo, 

si el punto P (Xl, y¡) está en la región limitada por los ejes X e Y y las rectas y = mlXO 
y X = Xo, la expresión (3.35) es la ecuación de una hipérbola horizontal con centro 

((_~~:o),O). 

Figura 3-14 

b. Sean (mlxo - y¡) < O Y (xo - Xl) < O, entonces mlxO < y¡, Xo < Xl. Si el punto 
P (Xl, Yl) está por arriba de la recta y = mlxO Y la derecha de la recta X = Xo, la 

expresión (3.35) es la ecuación de una hipérbola horizontal con centro ( -~ ~:o, O) . 

Figura 3-15 
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Así, en ambos casos la expresión (3.35) representa la ecuación de una hipérbola horizontal 

con centro en ( -~ (3:0, O) . 
Ahora, debemos hallar las condiciones de l, A Y P para que (3.36) sea negativa. 

Tenemos dos casos: 

(a) Sean (mlxo - Yl) > O Y (xo - Xl) < O, entonces mlxO > y¡, Xo < Xl. Esto nos dice que 
si el punto P (Xl, Yl) está por debajo de la recta y = mlxO Y a la derecha de la recta 
X = Xo, la expresión (3.35) es la ecuación de una elipse horizontal o vertical con centro 

en (_~(3:0,0). 

y c 

P' 
8 

G' 

Figura 3-16 

(b) Sean (mlxO - Yl) < O Y (xo - Xl) > O, entonces mlXO < y¡, Xo > Xl. Si el punto 
P (Xl, Yl) está por arriba de la recta y = mlXO Y la izquierda de la recta X = xo, 
la expresión (3.35) es la ecuación de una elipse horizontal o vertical con centro en 

(_~(3:0,0) . 

x 

P' 

Figura 3-17 
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. ( 1,8XO)2 1 (,8xO)2 . 
DependIendo de cómo sea el valor de --2 - con respecto a 4 ( ) , la expreSIón 

a aXI Xo -Xl 

(3.35) será una elipse horizontal o vertical. En ambos casos la expresión (3.35) representa 

la ecuación de una elipse horizontal o vertical con centro en ( - ~ ,8:0 , O) . 
Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M está contenido en una hipérbola 

horizontal, o bien una elipse horizontal o vertical con centro en ( - ~ ,8:0 , O) dependiendo 

de cómo sea el signo de (mlxo - Y¡) (xo - Xl)' 

Veamos que el lugar geométrico descrito por M es, en cada caso, toda la curva mencionada 
anteriormente. 

Supongamos (mlxO - YI) (xo - Xl) > O. 

Consideremos 

Sea M = (zo, wo) un punto en la curva, es decir, 

w2 
__ ---'0'----;.----_ = l. 
1 (,8xO)2 
4 aXI (xo - Xl) 

(3.37) 

Debemos hallar una recta que pase por A y corte a f en el punto e, ya la recta f' en el 
punto e' de tal manera que las rectas que pasan e, P y e', pI se corten en el punto M. 

La recta que pasa por los puntos P y M tiene ecuación: 

Wo -YI 
Y-YI = (x-x¡) 

Zo -Xl 
(3.38) 

y la que pasa por los puntos p' y M es: 

y - (-YI) Wo - (-YI) ( ) 
---=------'----"''-'- X - Xl 

Zo - Xl 

Y+YI _ Wo + YI (X _ Xl) . 

Zo - Xl 
(3.39) 

Hallemos las coordenadas del punto e. Para ello debemos resolver el sistema formado por 
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las expresiones (3.30) y (3.38). Sustituimos (3.30) en (3.38) y despejamos x: 

mlX - Yl 

( 
WO-Yl) ml- X 
Zo - Xl 

X 

X 

X 

X 

WO-Yl( ) X-Xl 
Zo - Xl 

Wo -Yl 
Yl- Xl 

Zo - Xl 
Wo -Yl 

Yl - Xl 
Zo -Xl 

Wo Yl m 1 - ----'----''-'' 
Zo - Xl 

Yl (Zo - Xl) - (wo - Yl) Xl 

ml (zo - Xl) - (wo - Yl) 
YlZo - WOXl 

ml (zo - Xl) - Wo + Yl 
YlZo - WOXl 

(Yl - mlX¡) - (wo - mlZO)' 

Esta expresión la sustituimos en (3.30) obteniendo: 

YlZO - WOXl 
y = ml ( ) ( )' Yl - mlXl - Wo - mlZo 

Así, 
C _ ( YlZo - WOXl YlZO - WOX1 ) 

- (Yl - mlXl) - (wo - mlZO) , m1 (Yl - mlXl) - (wo - mlZo) . 

Análogamente, para hallar las coordenadas del punto C' debemos resolver el sistema con­
formado por las expresiones (3.31) y (3.39). Sustituimos (3.31) en (3.39) y despejamos x: 

-mlX+Yl WO+Yl( ) - X-Xl 

( + WO+Yl) - ml X 
Zo - Xl 

X -

X 

X 

X 

Zo -Xl 

_ (Yl + Wo + Yl X1 ) 
Zo - Xl 

Y + wo+y, X 
1 ZO-a:l 1 

m + wo+y, 
1 ZO-X1 

Yl (zo - Xl) + (wo + Yl) Xl 

ml (Zo -Xl) +WO+Yl 
YlZo + WOXl 

m1 (zo - x¡) + Wo + Y1 
YlZo + WOXl 

(Yl - mlXl) + (wo + mlZo) , 

la expresión anterior la sustituimos en (3.31): 

YlZO +WOXl 
y = -ml (Yl - mlXl) + (wo + mlZO) . 
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Así, 
e' _ ( YlZo + WOXl _ YlZO + WOXl ) 

- (Yl - mlXl) + (Wo + mlZo) , ml (Yl - mlXl) + (wo + mlZo) . 

Afirmamos que la recta ee' es la deseada, es decir, basta ver que el punto A = (xo, O) 
pertenece a esta recta. 

Para ello consideremos las rectas e A y e' A. Como ambas rectas pasan por el mismo punto 
A, si verificamos que las pendientes de ambas son iguales, entonces e, e' y A son colineales, 
es decir, A está sobre la recta eel. 
De la expresión (3.37) tenemos 

1 ((3xO)2 

4 aXl (xo - Xl) 

( 
1 (3xo) 

2 
2 a Zo + "2--;;- - Xl (xo - Xl) Wo 

W~Xl (xo - Xl) 

W~Xl (xo - Xl) 

pero a = Yl (mlXO - Yl) Y (3 = (Yl - mlXl) Y¡, luego: 

1. 

W~Xl (xo - Xl) 

2W~Xl (xo - Xl) 

Yl (mlxO - Yl) z~ + (Yl - mlxl) YlXOZO 

2Yl (mlxo - y¡) z~ + 2 (Yl - mlxl) YlXOZO, 

lo cual escribimos como: 

-Yl (mlxO - y¡) z3 - (Yl - mlxl) YlXOZo + W3Xl (xo - Xl) = 
Yl (mlxO - Yl) z~ + (Yl - mlxl) YlXOZO - W~Xl (xo - Xl) , 

factorizamos YlZO en los primeros dos sumandos del primer miembro y -YlZO de los dos 
primeros sumandos del segundo miembro: 

YlZo (-mlxOzO + YlZo - (Yl - mlxl) xo) + W~Xl (xo - x¡) 

-YlZo (-mlxozo + YlZO - (Yl - mlx¡) xo) - W~Xl (xo - Xl) , 

reagrupamos en ambos miembros lo que hay en el primer sumando: 

YlZo (YlZO - Xo (Yl - mlxl + mlZo)) + W~Xl (xo - x¡) 

- -YlZo (YlZO - Xo (Yl - mlxl + mlZo)) - W~Xl (xo - Xl)' 
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factorizamos (Y1ZO - Wox¡) en el primer miembro y (-Y1Zo - WOX1) en el segundo miembro 

de donde 

(Y1ZO - WOX1) [Y1ZO - Wo (xo - Xl) - Xo ((Yl - mlX¡) + mlZO)] = 
(-Y1ZO - WOX1) [Y1ZO + Wo (xo - Xl) - Xo ((Yl - mlXl) + mlZO)], 

YIZO-WQXl -YIZO-WOX¡ 

YlZO+WO(XQ Xl) XO«Yl mlXl)+ml%O) !lIZO wo(XO Xl) :l:O«Yl mlXl)+mlZO) 
YlZO-WOX¡ -1l1ZO-WOX¡ 

!lIZO WOZ¡ XO«Yl mIZ1) (WQ mIZO» - YIZ0-rwOXl ZO«Y1 mlXl)+(wo+mlZ0» 

ml(YlZO-WOXl) -ml(YlZO+WQXl) 
YlZO-WOXl-XO«Yl-mlXÜ-(wo-ml%O» Yl%O+wOXl-XO«t/l-m l Xl)+(wo+ml%O» 

Yl%O-WO:t'l 
mI (Yl mlXl) (WQ mIZO) 

PIZO WOXl 
(Yl mIz1) (WO mIZO) xa 

-mI (Yl mlXl)+(WO+mlZ0) 
YIZ0-twOXl 

(YI m¡Zl)+(WO+mlZO) xo 
(3.40) 

En la última igualdad aparecen justamente las pendientes de las rectas que pasan por CA y 
C' A, ya que la pendiente de la recta que pasa por los puntos C y A es: 

Y1ZO - WOXl O 
ml -

(Yl - mlxl) - (wo - mlzO) 
Y1Zo WOXl 

~----~~--~~----~-xo 
(Yl - mlx¡) - (wo - mlzO) 

y la pendiente de la recta que pasa por los puntos C' y A es: 

-ml Y1Zo + WOXl _ O 
(Yl - mlxl) + (wo + mlZo) 

Y1ZO + WOXl 
~----~~--~~----~-Xo 
(Yl - mlx¡) + (wo + mlzO) 

Así, por la expresión (3.37) tenemos que las rectas CA y C'A tienen pendientes iguales, 
luego A está sobre la recta CCI. 

Por lo tanto, el lugar geométrico que describe el punto M es la: 

hipérbola horizontal: si (mlxO - Yl) (xo - Xl) > O 

elipse horizontal: 
si (mlxO - Yl) (xo - Xl) < O Y 

(!i!=J¡)2 >! (¡'Ixo)' 
2 a 4 aXl(XO Xl) 

elipse vertical: 
si (mlXO - Yl) (xo - Xl) < O Y 

(!i!=J¡)2 <! (¡'Ixo)' 
2 a: 4O'xl(XO Xl) 
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euu.trnccjdn COII Geolab 

• '11= 10 

• '11=10 

• 01 = O 
.02=0 

• ~=4. 

• mI = 1 

• m1'=-m1 

y comrtruye ioII punta! A (:.:0,02) ,O (01,02), U ('11,02) Y V (01,'11) 

2, Construye los ejIos oomdenados eX Y eY 1ISIIl1do ioII punto!! O, U Y V. 

S, Constrnye las ractM 1 Y l' que pIIIII!Il por O con pendi.ent\III mI y mI' nmpectiVB.InSIte. 

4, Cmmtru)'ll ioII punta! P(IO, 5) Y P (P.:.:, -P.IJ) 

S. En el icono / ~ le. opción Recta por un punto, I1ema , a esta recte. y haz clie en el 
punto A. Gire. O!IM recte. de tal. lllIIlU!D que lile puede. apreciu dónde cort;e. alu rectu 1 y 1'. 

e. IJama C a. le. iD.te.t1!leOci6D. de l.a8 :rectNI1,", Y C' a. le. Wte.tl!leCcióD. de l.a8 ItICtalII', &. 

7. n-lasrectM r1 yr2 qllll plIIIIID.por P,Cy P,e' ~eylla.ma.M al pllIlto de 
llIJ.eJ:lOCcióIL de EIItIlII rectal. 

9, lJefiw¡ lIllII. animACión para la. recta. 00Il klIIlIiguieDteB datOll: 
Inicial _ O; Fival _ 0.5, PIlIIOB _ 500 

10, En la. p&ntalla p;rifica, actiw.la. tram. 

11. Ejecuta la. animacián. 

PBm \Wificwo que ell~ ~rioo bl!!'I'Nlo tJIU contenido en la 00n;cn. con ecuación 

- 1 
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12. En el. icono O Defim cónica selecciona la opción Calculada LI.a.ma. lug a. esta. c6cica Y 
lIHigna loB lIiguienteB valores: 

• A = -P.JI*«-l.Afl.B)*A.x - P.y) 

.2B=0 

• C=P.x*(A.x-P.x) 
• 2D = -(P.y - (-l.AfI.B)*P.x)*P.y*A.x 

.2E=O 

• F=O 

Para poder ver cuándo la curva es una hipérbola o una eliJl8El hagamos lo 8iguiente: 

13. Construye la recta caJ.cul.ada. z con los siguient9> valares: 

• A= 1 

• B=O 

• C=-A.:r:: 

Cmnbia. el color de la recta. z. 

14. Construye la. recta cal.cul.ada. w con los siguientes wI.ores: 

• A=O 

• B= 1 

• e = -A.:c * (-I.A/'.B) 

Cambia el color de esta. recta. 

15. Mueve el punto P en el primer cuadrante Y notarás cómo la curva cambia dependiendo de 
en qué po!Iic:ión se encuentrA, ra,¡pecto a las rectll8 Z y w. Ejecuta la. anjrnllCión. 

16. Para volver a ver la construcción original cierra la ventana de anjmación haciendo cJic en el 

icono lj:I!: Gemir ventana y en la. parte derecho. de la vent!ma. selecciona. el objeto 8, pom 
!lmlBtrftr1o alrededor del punto A lIi dEllOOB ver, de manera manIJal, cómo !le genera el lugar 
geométrico. 

Le. construcción anterior es la que se encuentra en el archivo Construcción _ 3con.lab. • 
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IV. Sean A y B dos puntos cualesquiera. Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto 
M de tal manera que el producto de pendientes de las rectas AM y BM sea igual a una 
constante k. 

Soluci6n: 

y 

x 

Figura 3-18 

Una vez fijos los puntos Ay B, el lugar geométrico dependerá del valor elegido de la constante 
k. En la figura anterior hemos elegido k de manera que se satisfacen las condiciones del último 
de los casos que consideraremos más adelante. 

Sean A = (xo, Yo) y B = (Xl,Yl)' Denotemos por mAM Y mBM las pendientes de las rectas 
AM y BM respectivamente. Necesitamos hallar M(x, y) de tal manera que 

mAM x mBM = k = constante. 

La pendiente de la recta AM está dada por 

Y-Yo 
m AM = -=-----=-=­

X-Xo 

y la pendiente de la recta B M está dada por 

Y-Yl 
mBM= , 

X-Xl 

luego: 

Y-Yo Y-Yl 
-=-----"-'- X -=------=-=. k 
X - Xo X - Xl 
(y - yo) (y - Yl) k (x - xo) (x - xd 

y2 - (Yl + Yo) y + YOYl - k(x2 
- (Xl +xo)X+XOXl)' 
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En ambos lados de la igualdad completamos el trinomio cuadrado perfecto y simplificamos: 

k (( 
Xl +XO)2 (Xl +XO)2 ) X - 2 - 2 +XOXl 

( (
Xl+XO)2 ) (Yl+YO)2 - k - 2 +XOXl + 2 -YOYl· 

k ( -~ (x~ - 2XOXl + Xn) + ~ (y~ - 2YOYl + y~) 

-k ( Xl ; Xo r + (Yl ; Yo r 

Xl-~ ~-~. . 
( )2 ( )2 Llamemos a = -k 2 + 2 Y analicemos esta expreslón: 

a. Si a > O, es decir, 

-k ( Xl ; Xo r + (Yl ; Yo r > O 

(Yl;YOr > k (Xl ;XO r 

entonces 

(Yl-YOr 
Xl- Xo > k, 

(y _ Yl ; Yo) 2 _ k (X _ Xl; Xo) 2 

(Y- Yl;YOr (x- Xl;XOr 

CiD 
Ahora debemos considerar el signo de k. 

i. Si k > O. 

1. 

En este caso * > O, por tanto, es una hipérbola vertical con centro en el punto de 

(
Xl +XO Yl +YO) 

coordenadas 2' 2 . 
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y 

M 
B 

x 

Figura 3-19 

ii. Si k < O. 
En este caso ¡ < O, por lo que la ecuación 

se puede escribir como 

donde Ct Y ~k son ambos positivos, por lo que afinnamos que se trata de una 

elipse, horizontal si Ct < ~k' o vertical si Ct > ~k' es decir, horizontal si k > -1 Y 

vertical si k < -1. 
Dibujamos a continuación un caso en el que k > -1: 

y 

B 

A 
M 

x 

Figura 3-20 
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b. Si O< < O, es decir, 

Este caso solamente es posible cuando k > O. 

Entonces escribimos (3 = -O< > O, o sea: 

Parábolas, elipses, hipérbolas y algo más 

que es la ecuación de una hipérbola horizontal con centro en (Xl; Xo , Yl ; yo) . 

y 

B 

A 

x 
M 

Figura 3-21 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M está contenido en una hipérbo-

la h · tal rt' al b' li t (Xl + Xo Yl + YO) d d' d onzon o ve lC , o len una e pse con cen ro en 2' 2 epen len o 

de cómo sean los signos de O< y k. 
Es posible verificar que el lugar geométrico descrito por M es, en cada caso toda la 
curva mencionada. A continuación haremos el análisis cuando O< > O: 

• Supongamos que O< > O. 
Consideremos la cónica con ecuación: 
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Sea M = (zo, wo) un punto sobre la hipérbola, es decir, 

( 
YI +YO)2 wo-

2 ( 
Xl +XO)2 zo -

2 

(¡) = 1. 
(3.41) 

Debemos verificar que el producto de las pendientes de las rectas que pasan por 
A,M y B,M es igual a k. 
La pendiente de la recta AM está dada por: 

wo -Yo 
mAM= 

zo - Xo 

y la pendiente de la recta BM está dada por: 

luego 

Wo -YI 
mBM= --'-= 

Zo - Xl 

Wo - Yo x _w..::O_---"'Y.:.I 
zo - Xo Zo - Xl 
W5 - (YI + Yo) Wo + YOYI 
Z5 - (Xl + Xo) Zo + XOXI 

( 
YI+YO)2 (YI+YO)2+ Wo - - YOYI 

2 2 

De la expresión (3.41) tenemos: 

( 
YI +YO)2 k ( Xl +XO)2 _ Wo - 2 - Zo - 2 - a, 

pero 

= -k (XI-XO)2 (YI-YO)2 
a 2 + 2 ' 

(3.42) 
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entonces: 

k, 

mAM xmBM=k 

Así, el producto de las pendientes de las rectas que pasan por A, M Y B, M es igual 
a k. 

• Si O< < O, escribimos (3 = -O< > O Y consideramos: 

obteniendo el resultado de manera análoga. 

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M es la 

hipérbola vertical: 

elipse horizontal: 
(y - ~)2 + (x - ~!l':~~llf = 1 

O< (~k) 
si O< > O Y -1 < k < O 

elipse vertical: 
(y - ~)2 + (x - ~.:~~'ºf = 1 

O< (~k) 
sio<>Oyk<-1 

hipérbola horizontal: 
(y - ll!±JlQf 

(32 = 1 con (3 = -O< si O< < O, k > O 
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Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

• u= 10 

• v = 10 

• xO = 5 

• yO= 7 

• xl =-6 

• x2 = 1 

.01 = O 

.02 = O 
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y construye los puntos 0(01,02), U (u, 02), V (01, v), A(xO, yO) Y B(x1, y1), Y los ejes coor­
denados eX y eY usando los puntos O, U Y V. 

2. Construye un círculo cir con centro en (B.x, B.y) con radio 2 

3. Define Z un punto sobre cir y oculta el círculo cir. 

4. Construye s la recta que pasa por los puntos B y Z. 

5. Define los escalares: 

• mAM = -s.A/ s.B 

.k=6 

• mBM=k/mAM 

• w1 = ((x1- xO) /2)*((x1- xO) /2) 

• w2 = ((y1- yO) /2)*((y1- yO) /2) 

• al! = -k*w1 *w1 + w2*w2 

6. Construye g la recta que pase por A con pendiente mBM. 

7. Llama M a la intersección de las rectas s y g. 

8. En la pantalla de datos analiticos, activa la traza de M. 

9. Define una animación para el punto Z con los siguientes datos: 

Inicial = O; Final = 1, Pasos = 500 

10. En la pantalla gráfica, activa la traza. 
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11. EJecuta la anjmación. 

( "'Ho)' ( M'O)' 
P~. """"'" q~ la hipéebola • - : • - (ji) ~ 1 ooi="", = .11_ 

geométrico buscado, dibu,jeIllDll la gráfica. correspondiente 8 la CODBtrucci6n anterior: 

12. Haz elle en (J y elige la opción Ca1culada. IJImlll. hiper a. eBt!I. cónica. Y BBigna. lO!! 
siguientes valores: 

• A--k 
.2B-0 

.0-1 

• 2D = k*(A.x + H.x) 

• 2E = -(A.y+B.y) 

• F=A.U*B.1J-k*A.X*B.x 

13. Para volver a ver la CODBtrucción originaJ cierra la venta.na. de anjmación haciendo clic en el. 

iCOllD lj:I!: Cerrar ventana y en 1& parte derecha. de la. ventana selecciona el objeto Z, para. 
armstrarlo alrededor del punto B si dE8e8l!l ver, de manera manual, cómo !!le genera el lugar 
geométrico. 

La canstrucción anterior es la que se encuentra en el 8lCbi.vo Construcción 4con.lab. 
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V. Consideremos un círculo r con centro en el origen y radio R, un punto A en r y la recta f. tan­
gente a r en el punto A. Sean C, D las intersecciones de f. con los ejes X y Y respectivamente. 
Sean f.1 y l2 las rectas perpendiculares a X y Y que pasen por C, D respectivamente y M 
la intersección de dichas rectas. Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto M a 
medida que A se desplaza en r. 
Soluci6n: 

y 

x 

Figura 3-22 

Sean C = (Q, O) Y D = (O, ¡J). Veamos qué condiciones deben cumplir Q y ¡J para que la 
recta que pasa por los puntos C, D sea tangente a r: 
Por el teorema de Pitágoras tenemos que: 

CD=VQ 2+¡J2. 

Por otra parte, puesto que la recta que pasa por los puntos C y D debe ser tangente al círculo, 
los triángulos /::;.OAD y /::;.OCA son rectángulos con hipotenusa OD y OC respectivamente, 
entonces: 

CA VQ 2 - R2 

AD V ¡J2 - R2. 

Como f. debe ser tangente a r, entonces: 

CD=CA+AD, 

es decir, 

VQ 2 + ¡J2 = VQ 2 - R2 + V ¡J2 - R2, 

elevando al cuadrado y simplificando tenemos: 

Q2 + ¡J2 ( VQ 2 - R2 + V ¡J2 - R2 r 
Q2 + ¡J2 Q2 _ R2 + 2VQ 2 _ R2V'¡J-2 _-R-2 + ¡J2 _ R2 

2R2 _ 2VQ 2 - R2V ¡J2 - R2, 
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elevando nuevamente al cuadrado: 

~ (a? - R2) ((32 _ R2) 

~ 0?(32 - 0.2R2 _ (32 R 2 + R4 

entonces el punto M debe cumplir la condición (3.43). 

Pero el punto M tiene coordenadas: 

x o. 

y (3, 

entonces sustituyendo en (3.43) y simplificando tenemos: 

x2R 2+y2R 2 - x2y2 

(X2 + y2) R 2 x2y2 

1 1 
(X2 + y2) R2 x2y2 

1 X2 +y2 

R2 x2y2 

1 1 1 
R2 2'+2" x y 

(3.43) 

Por lo tanto, los puntos del lugar geométrico descrito por M están sobre la curva cuya 
ecuación está dada por: 

(3.44) 

x 

Figura 3-23 

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la curva descrita por 
(3.44), dado un punto M sobre la curva, debemos encontrar una recta tangente al círculo r 
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de tal manera que el punto de intersección de las rectas perpendiculares a los ejes que pasan 
por los puntos donde dicha recta tangente los corta, coincida con el punto M. 

Sea M = (xo, Yo), entonces 

(3.45) 

Sea e = (xo, O) y D = (O, Yo) . 

Sea s la recta que pasa por los puntos e, D. Afirmamos que s es la recta tangente deseada. 

La ecuación de la recta s es: 

Y 

Yo --x 
Xo 
Yo 

--x+Yo· 
Xo 

Vamos a ver que la recta s corta a r en solamente un punto. 

El círculo r tiene por ecuación 

sustituyendo (3.46) en (3.47) tenemos: 

dividimos entre y~: 

(x~+y~) x2 -2~x+ 1- R
2 

_ O 
2 2 2 xoYo Xo Yo 

O 

O 

O, 

(~ + ~) x2 _ 2~x + 1 _ R
2 

= O. 
2 2 2 Yo Xo Xo Yo 

(3.46) 

(3.47) 

Ahora, puesto que M está sobre la curva, satisface (3.45), sustituyendo en la expresión 
anterior tenemos: 

(~) X2 - 2~x + 1 - R2 (~ - ~) 
R2 Xo R2 x~ 

O 

- X2 - 2-x + 1 - 1 + -(1) 1 R
2 

R2 Xo x~ 
O, 
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multiplicando por R2 tenemos: 

Resolvemos usando la fórmula general de la ecuación general de segundo grado tenemos: 

2
R2 

± (2::r -4 (~) Xo 
x - 2 

R2 (::r -(:;) -± 
Xo 

R2 R4 R4 
-± X2 - X2 Xo o o 
R2 

Xo 

Así, el único punto de intersección A de la recta s y el círculo r tiene coordenadas: 

y 

R2 

x=­
Xo 

Yo (R2) y=-- - + Yo, 
Xo Xo 

es decir, la recta s es tangente al círculo r" 
Por lo tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es la curva cuya ecuación está dada 
por: 

1 1 1 
x2 +y2=R2" 

Construcción con Geolab 

1. Define los escalares: 

e u= 10 

e V = 10 

e 01 = O 

e 02 = O 

er=4 

y construye los puntos 0(01,02), U (u, 02) y V (01, v) 
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2. Construye los ejes COOId.enados eX. Y eY usando los puntos O, U Y V. 

3. Construye el drculo cir ron centro en O y radio r. 

4. Haz elle en el icono 
clic en el circulo cir. 

y elige la opción Punto en circulo. Llama A a este punto y haz 

5. En el icono / elige la opción Thngente a círculo por rat6n, llámala " posteriormente haz 
clic en cir y el punto A. 

6. Llama e, D a lwi interseccioneB de lwi rectas eX, l Y eY, l, respectiw.mente. 

7. 'IrazalBB rectas II y l2 perpendiculartti a. eX, eY que pasa.n por e, D respectiw.mente. Llama 
M al punto de intersección de estas rectas. 

8. En la pantalla de datos anaJíticos, activa la traza. del punto M. 

9. Define una anjmación para el punto A con los sjguientes datos: 

Inicial = O; Final = 1, PIIBOS = 200 

10. En la. panta.lla gráfica, activa la traza. 

11. Ejecuta la anjmación 

Para verificar que el lugar geométrico descrito por M coincide ron el conjunto de puntos que 

satisfacen la ecuación :~ + ~ = ~, dibujamos la curva cor:respondiente a. la oolll!ltrucción 

anterior: 

12. En el icono ..... Define j'uncionu selecciona la opción Gráftca de funcl6n. Nombra f1 a 
esta gráfica y 8I!Iigna. los ¡gjguientes valores: 

• a=4.01 

• b=50 

• • ~ (4'.1>o(U)/","('_ "_-16) 

• P8I!IOI!I = 100 

13. Define f2, la gráfica. de función, con valares: 

• a=4.01 

• b=50 
• y = -( 4*a.bs(t _}}/sqrt(t _ *t _-16) 

• P8I!IOI!I = 100 

14. Define f3, la gráfica. de función, con valares: 
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• a - -4.01 

• b--50 

• • - «'ol>o(U)/",''''_ "_-16) 

• Paeoe = 100 

lli. Define /4, la gráfica de función, con valores: 

• a = -4.01 

• b=-50 

• • - -(4'ol>o(U)/""'('_ "_-16) 

• Pasos-lOO 

16. Cambia de color Y gra¡or los objetos 11, /2, f3, 14. De preferencia. 11. un mismo color Y gra¡or. 

17. Para volver a ver la construcción original cierra la ventana de animación haciendo elle en 

el iCOllD lj:I!: Cerrar ventana y en la parte derecha. de la ventana selecciona. el objeto A, 
p!Il'a 81Tastrmlo sobre el círculo, si deBeIIB ver, de Ill8.Der8. manllAI, cómo se genera el lugar 
geométrico. 

La canstrucción anterior el la que /!le encuentra en el archivo Construcción 5con..lab. • 
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Conociendo Geolab 

Al abrir el programa aparece la ventana: 

OP~~~~~Uú~L' >A~'~'~'~'~~ ________ ~ 

I ¡ 
: : .. 
c . 
e. 

r..~ ........ _, 

Conociendo Geolab 

Ésta se llama Pantalla Gmfica, y es la pantalla en la que se realizan las construcciones de 

puntos, rectaa, números, etcétera. Haciendo clic en el icono m podemos ir a la Pantalla de datos 
analíticos, en la que podemos observar los datos de las construcciones. 

Construcción de puntos 
Construcción de los puntos A(4,3) Y B(2,5) 

1. Haz clie en el icono Define puntos y aparecerá el menú: 

2. Elige Calculado. 

Aparecerá la siguiente ventana: 

Po.rto directo 
IntersecciÓn de. 
Pu-to en , 

ProyeccIÓn en....-.tl red" 

Ptnto medio 

Vector 

División de un seQmento 
Razón Cruzada 

"'" Tr ansfOff1"OO:¡ 

(aloJado 
Pu-ltos de o..n.!I CÓIlIc¡o, 

Pu-to fijo de lrI<'l tr mormMIÓn 

""-", 
""-" ,""" 
Mover un plrio 
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! ' Objeto Calculado ¡gLQj(g] 
Nombre lA 

( x. y) 

FunCiones 

I ~ 
x ? 

3. Escribe A en la ventana. que señala ":lmbIB c=J y teclea. enter. 

4. Escribe x = 4, Y = 3 y luego haz clic en .., 

5. Repitiendo los pasos 1, 2 Y 3 construimos el punto B. En la ventana Objeto Calculado, 
para el punto B, escribe x = 2, Y = 5. 

Al final, en la pantalla tendremos dos puntos cuyos nombres son A y B. 

Construcción de segmentos 
Construcción del segmento que pasa por los puntos A(l, 2) Y B(3,5) 

1. Construye los puntos A(l, 2) Y B(3, 5). 

2. Haz clic en / Define rectas y aparecerá. el meD11: 

Def...,;aón di-ect, 

Rect, pe< lX1 p<rJto 

Rect, pe< dos p<rJtos 

~o pe< dos p<rJtos 

Rect, pe<pendlc<.w 

f'\rJto pendiente 

MeoMr~ 

Bisectr~ 

Eje rodlco! 

T~e,c'coo 

T~e,cónic, 
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elige Segmento por dos puntos. En la ventana que señala \hn bre c:J escribe AB y 
después haz die en A y B. 

Construcci6n de rectas 
Construcción de la recta que pasa por los puntos A(2,3) Y B(5, 1) 

1. Construye los puntos A(2, 3) Y B(5, 1). 

2. En el icono / elige Recta por dos puntos. En la ventana. que señaJ.a Ihrtn c:J escribe 
1 y después haz die en A y B. 

Construcci6n de la recta paralela, por 0(6, O), a la recta que pasa por los puntos A(1, 2), 
B(2,4) 

1. Construye 106 puntos A(1,2), B(2,4) Y 0(6,0). 

2. En el icono / escoge la opción Recta por dos puntos y llama 11 esta recta, posterior­
mente da clic en los puntos A y B. 

3. En el icono / escoge la opción Recta paralela. Llama l2 a esta recta y luego haz die en 
la recta 11 y en el punto O. 

Construcción de la recta perpendicular, por e = (7, O), a la recta que pasa por 108 
puntos A~ (2,3), B~ (0,4) 

1. Construye los puntos A ~ (2,3), B ~ (0,4) Y O ~ (-1, O). 

2. En el icono / escoge la opción Recta por dos puntos y llamal1 a esta recta, posterior­
mente da clic en los puntos A y B. 

3. En el icono / escoge la opción Recta perpendicular. Uamal2 a esta recta y luego haz 
die en la recta l1 y en el punto O. 

Dar color y grosor a puntos, segmentos, rectas, círculos, etc. 
En la ventana. del icono Ii se halla el área de definiciones de nuestros objetos. Para que dichos ob­
jetos se vean de color distinto en la pantalla gráfica hay que seleccionar el objeto y posteriormente 
hacer die en 

' 00 -
para que cambie de color. Por ejemplo podemos cambiar el color al segmento AB. 

En la ventana del icono mi haz die en 
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o 

Haz clie en 

e ... -
en la sección de color azul. Aparecerá la siguente ventana: 

Cdores básicos, 

. r n . r • • 
• r • • • • 
• • • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • ·····D·r 

Cdores pe<>OnIIi,ado • 

•••••••• •••••••• 
~",I ~ I 

Mati, [i6O 
s"t: ¡O­
u.n .. [iS1 

Flojo[i92 
V..-do [i92 

AlU , [i92 
~.Ioo cdoreo pe<>OnIIi,ados I 
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Elige un color, ya sea básico o personalizado y haz clie en aceptar. En la pantalla gráfica 
notarás que el segmento AB está del color que elegiste. 

Además, para. que dichos objetos se vean de grosor distinto hay que seleccionar el objeto y 
luego, en la parte superior izquierda de nuestra ventana de datos analiticos, se ecuentra el apartado 
denominado Ancho. Ésta acepta sólo valores del! al 9, según el grosor que se desea tener. 

Borrar puntos, segmentos, rectas, círculos, etcétera. 
Usemos la construcion del segmento AB. 

En la ventana del icono I§ haz elie con el botón derecho en 

Figura A-l 

y observa que cambia a. color amarillo. 

Haz clie en el icono ~ Borrar objetos y aparecerá la ventana: 
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InformacIón para Borrar Objetos 

Se borrarán 

all objetos ma rcados 

x ? 

Haz clie en ~ . El segmento AB se ha borrado. 

Activar la traza de un punto 
Activar la traza de un punto A 

Conociendo Geolab 

1. En el icono selecciona la opción Punto directo, llama A a este punto y luego haz elle 
en la pantalla. 

2. En la ventana del icono m, pon el cursor en el reglón del punto A y posteriormente haz clic, 
--Traz, 

con el botón izquierdo, en x y selecciona Visible, posterionnente en la pantalla. gráfica 

activa el botan de traza r T • 

3. Mueve el punto A y verás cómo se marca la traza. 

Dar animación a un punto 
Para animar un punto, á;te debe ser un punto en segmento, punto en círculo o punto en cónica.. 

Los 3 pasos siguientes realizan una. construcción auxiliar para dar animación a un punto en 
específico. 

1. Construye un segmento AB. 

2. Construye un punto e arbitrario cualquiera sobre el segmento AB y traza la perpendicular 
a AB que pase por c. 

3. Construye un punto D sobre el recta que se obtuvo en el paso anterior. 

4. En la ventana del iroDO m haz clic en el icono If Otras acciones y aparecerá el menú: 
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Construcción Auxiliar (Alt X) 
Animación (Alt A) 
Recursión (Alt R) 

Muestreo (Alt M) 

Barra de escalares (Alt B) 

elige Animación y aparecerá la ventana: 

!it ()ef1n'C10n de anImacIones X 

N Inicial Final Nombre 

P a s o s c::::::::J 

o 

[] ? 

5. Haz clic O Animación nueva y llama a esta animación Movimiento de D, posteriormente 
escribe C en la ventana que señala: 

N Ilnicial IFinal 

6. En illa que corresponde a la letra C escribe O en Inicial y 1 en Final. 

7. En la parte de la ventana Definicion de animaciones que indica Pasos, escribe 100, haz clic 

en ., y por último selecciona (] Cerrar la ventana. 

8. En la pantalla de datos analíticos, acliva la traza del punto D y luego haz clic en el icono 

Q Activar otras acciones y aparecerá el menú: 

Animaciones ctrl+A 

Recursión ctrl+R 

Muestreo ctrl+M 

Barras de escalares ctrl+B 
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elige Animaciones. 

9. En la pantalla gráfica, haz clic en el icono e> Empieza animación. 

10. Si deseas volver 8 ver cómo se mueve el punto, sólo haz clic en el icono e~ Borrar troza y 
empieza animación. 

Hacer invisibles plUltoS, segmentos, rectas, círculos, etcétera. 
En la ventana del icono m se halla el área de definiciones de nuestros puntos, rectas, círculos, 
etcétera. Para hacer que dichos objetos sean invisibles en la pantalla gráfica hay que seleccionar el 

v..tM. Visible 

objeto y posteriormente hacer clie en v para que cambie a X • Por ejemplo: Sea A un punto 

cualquiera en nuestra panta118 gráfica. En la ventana del icono m seleccionamos: 

Vid:.le 

luego hacemos clic en X . VaJIlOB a la pantalla gráfica y vemos que el punto A no se ve. 
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Definiciones y resultados para recordar 

1. Consideremos la ecuación general de la recta Ax + By + C = O, con A, B, C f O, dicha 
ecuación puede escribirse como: 

Ax+By+C O 

Ax+By -C 
A B 

_Cx + _cy 1 
x y 
-c + -c l. 
A B 

La ecuación anterior se llama forma simétrica de la ecuación de la recta y tiene la ventaja de 
que en ella podemos ver explicitamente los puntos donde la recta corta los ejes coordenados. 

En particular, si P = (a, O) y Q = (O, b), la ecuación simétrica de la recta que pasa por P y 
Q es: 

x y 
a+I)=l. 

2. Dados dos puntos A = (Xl, Yl) Y B = (X2, Y2), la pendiente m de la recta que pasa por A y 
Bes: 

m = .::.Y2=---..:Yc::.l 
X2 - Xl 

Y la ecuación de la recta que pasa por los puntos A y Bes: 

Y-Y1 =m(x-x¡) 

o bien: 
y - Y2 = m (x - X2)' 

3. Sean ml Y m2 las pendientes de las rectas II y l2 respectivamente. Entonces: 

• Las rectas l 1 Y l2 son paralelas si ml = m2' 

• Las rectas l 1 Y l2 son perpendiculares si 1'Il2 = -1. 
ml 

4. Dos triángulos son semejantes si las razones de los lados correspondientes son iguales. 

En la figura siguiente, los triángulos 6.ABC y 6.A'B'C' son semejantes, 

B 

Figura 8-1 
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entonces: 
AB BC AC 
A'B' B'C' A'C" 

5. Si A = (al, a2) Y r > O, entonces la ecuación del círculo con centro en A y radio r es: 

6. (Teorema de Pitágoras). Sean a, b los catetos y e la hipotenusa de un triángulo rectángulo, 
entonces: 

7. Sean A un punto en el plano cartesiano, r la distancia de A al origen y () el ángulo formado 
por el eje X con el segmento que une A con el origen, entonces: 

• Las coordenadas del punto A se pueden escribir en términos de r y () como: 

x - rcos() 

y r sen (). 

• La pendiente de la recta que pasa por el origen y el punto A es: 

m = tan(). 

8. Sean A = (Xl, y¡) Y B = (X2, Y2) dos puntos del plano, la distancia entre los puntos A y B 
es: 

V(Xl - X2)2 + (Yl - Y2)2. 

9. Sean P = (Xl, X2) un punto del plano y Ax + By + C = O la ecuación general de una recta. 
La distancia del punto P a la recta está dada por: 

IAxl + BX2 + CI 
v'A2+B2 

10. Sean P un punto en el plano y C un círculo con centro en el origen. Si una linea recta corta 
a C en dos puntos A y B, entonces el producto P A . P B es constante. El valor de dicha 
constante se denomina la potencia del punto P. 

11. Dados dos círculos no concéntricos, el lugar geométrico formado por los puntos cuyas poten­
cias respecto a los dos círculos son iguales, es llanlado eje mdical. Dicho conjunto de puntos 
es una recta. En particular, si los círculos se cortan, el eje radical es la recta que pasa por 
los puntos de intersección. 

12. Sean u = (u¡, U2) Y v = (VI, V2) . Decimos u y v son perpendiculares si su producto punto es 
cero, es decir, 



140 Definiciones y resultados para recordar 

13. Dados dos números reales a y b, si ab = O, entonces a = O o b = O. 

14. Sean A = (Xl, Yl) Y B = (X2, Y2) dos puntos en el plano. Las coordenadas del punto medio 
del segmento AB son: 

Xl +X2 
X = --=-::--=-

2 
y 

15. Sea B = (b¡,~) un punto en un círculo con centro en A = (al, a2) Y radio r, entonces la 
ecuación de la recta tangente al círculo en el punto B está dada por: 

bl (x - al) + b2 (y - a2) - r2 = O. 

16. Sean P y p' dos puntos inversos cualesquiera con respecto a un círculo dado. La recta que 
pasa por p' y que es perpendicular a la recta que une los puntos P y p' es llalllada la polar 
deP. 

17. (Teorema fundamental de polos y polares). Si con respecto a un círculo n, Para dos puntos 
P y M' se tiene que la polar de M' pasa por P, entonces la polar de P pasa por M'. 

18. Una función f es par si f (x) = f (-x) para todo x en el dominio de f. 

19. Una función f es impar si f (-x) = - f (x) para todo x en el dominio de f. 

20. Algunas identidades trigonométricas: 

• cos2 
() + sen2 

() = 1 

• sen 2(} = 2 sen () cos () 

• 1 + tan2 
() = sec2 

() 

21. La parábola vertical que abre hacia abajo con vértice (h, k) tiene por ecuación: 

(x - h)2 = -4p(y - k) 

donde p es la distancia del foco al vértice. 

22. La elipse horizontal con centro en (h, k) semieje mayor a y semieje menor b tiene por ecuación: 

(x - h)2 (y - k)2 _ 1 
a2 + b2 -. 

23. La elipse vertical con centro en (h, k) semieje mayor a y semieje menor b tiene por ecuación: 

(x - h)2 (y - k)2 _ 1 
b2 + a2 -

24. La hipérbola horizontal con centro en (h, k), semieje mayor a y semieje menor b está dada 
por la ecuación: 
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25. 
2 2 

Si :2 -~2 = 1 es la ecuación canónica de una hipérbola horizontal, entonces la longitud del 

lado recto es: 
2/? 
a 

26. La hipérbola vertical con centro en (h, k), semieje mayor a y semieje menor b está dada por 
la ecuación: 

(x - h)2 = 1 
b2 • 
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Conclusiones 

Un estudiante de licenciatura está acostumbrado a ser guiado mediante ejemplos específicos. El 
enfrentarse a situaciones desconocidas, que se presentan al encontrar condiciones generales, resulta 
en ocasiones un reto difícil de aceptar. 

Pensar en qué pasaría si una condición dada tuviese alguna linútación adicional, fue la constante 
en este trabajo, incluso, algunos de los ejemplos presentados daban para explicar más o bien 
podrían ser modificados para obtener lugares geométricos distintos; pero harían internúnable el 
trabajo, o bien no eran parte del objetivo del núsmo. 

Entender qué es un lugar geométrico, cómo se genera, cómo se representa y verlo finalmente 
dibujado, resultó interesante, pero sobre todo sorprendente. El uso de Grolab fue una importante 
ayuda, pues pernúte ver de qué manera cambia la curva si alguna de las condiciones cambia. Muy 
probablemente, un lector se sentiría satisfecho con las construcciones en Grolab. A mí me queda la 
satisfacción de haber usado los conocinúentos adquiridos para resolver cada uno de los problemas, 
aunque para quienes tienen la habilidad de visualizar antes de ver el desarrollo algebraico, los 
cálculos pueden parecerles largos o muy latosos. 

Al inicio, este trabajo tenía como fin ponerlo al alcance de los estudiantes de educación media 
superior, por lo que se trató de explicar con detalle cada uno de los pasos para llegar a la ecuación 
analítica de cada lugar geométrico; durante el desarrollo, fue necesario echar mano de algunas 
herraITÚentas de Geometría moderna y euclidiana, sin embargo, el objetivo se logró en casi todo 
el trabajo. 
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