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Introduccion

Un lugar geométrico es el conjunto de puntos que satisfacen determinadas condiciones, el cual
visualmente se puede apreciar al dibujarlo en ¢l espacio correspondiente.

En Geometria analitica es comin encontrar alguno de los siguientes dos enunciados:

¢ Dada una ecuacién, encontrar ¢l conjunto de puntos que la satisfacen.
e Dadas ciertas condiciones, hallar la ecuacién analitica que deben satisfacer los puntos que
las cumplan.

En el primer caso, el lugar geométrico es precisamente €l conjunto de puntos que satisfacen la
ecuacion, en el segundo se trata de encontrar la ecuacién analitica para tratar de identificar a
todos los puntos que satisfacen las condiciones.

Comtinmente, cuando pensamos en un lugar geométrico lo primero que viene a nuestra mente
es la definicion de las conicas, pues en los libros de texto, ellas son presentadas de manera
genérica como un lugar geométrico, es decir, nos dicen cuéles son las propiedades, en términos
de distancias, que deben satisfacerse, para posteriormente encontrar las ecuaciones generales que
los puntos correspondientes satisfacen. Sin embargo, alin cuando las rectas, circulos, parabolas,
clipses e hipérbolas resultan ser las curvas interesantes para una parte de la Geometria analitica,
existen otros lugares geomeétricos que no resultan ser una de las curvas mencionadas, o bien,
aunque la curva en cuestion si es una de ellas, con las condiciones que deben satisfacer los puntos
no es posible identificarla de manera inmediata.

Este trabajo tiene como fin presentar ejemplos, planteados de la segunda forma que
mencionamos anteriormente. Asi, todos ellos cuentan al inicio con las condiciones que debe
cumplir un punto del plano para poder ser considerado un elemento del lugar geométrico. Una
vez establecidas las condiciones, procedemos a encontrar la ecuacion que debe satisfacerse, para
identificar la curva. Una vez logrado nuestro objetivo, nos preguntamos si el lugar geométrico es
toda la curva obtenida o sclamente parte de ella, con el fin de determinar con exactitud el lugar
geométrico.

Haremos uso de conceptos abordados en los distintos cursos de Geometria analitica, modema y
euclidiana del plan de estudios de la carrera de matematicas (Ver Apéndice B, pagina 137) y por
supuesto, echaremos mano de tantos desarrollos algebraicos como haga falta. En ocasiones,



puede parecer engorroso, por la cantidad de cilculos, el desarrollo de un problema, sin embargo,
hemos preferido hacerlo de esa manera, con ¢l fin de que estén al alcance de cualquier estudiante.

Para tener una manera gréfica de comprobar los resultados obtenidos, usaremos el software
Geolab, que es un laboratorio de Geometria que nos permite llevar a cabo las construcciones,
definir una animacion y ver como se modifica al ejecutarla, dibujando el lugar geométrico.

Una copia de Geolab puede obtenerse en:

http://arquimedes.matem.unam. mx/PUEMAC/PUEMAC 2008/geolab/html/obtencion.html

El trabajo esta dividido en tres capitulos:

El capitulo 1, consta de seis problemas, en todos ¢llos, €l lugar geométrico obtenido es una
recta.

El capitulo 2 esta dedicado a los circulos, en él se encuentran cuatro problemas.

Al capitule 3 lo hemos llamado pardbolas, elipses, hipérbolas y algo més. En él hay cuatro
problemas, en los que los lugares geométricos son: parébolas, clipses y/o hipérbolas, y uno mds
en el que el lugar geométrico obtenido no corresponde a una cdnica.

Al terminar la presentacién de los problemas, aparecen dos apéndices. En el primero aparece
una pequeiia introduccion al programa Geolab, para quienes no lo conocen, mientras que en el
segundo hemos enlistado las definiciones y resultados que se utilizan a lo largo del desarrollo del
trabajo.

También, se incluye un disco compacto que contiene las construcciones, en Geolab, de todos
los problemas.



Capitulo 1

Rectas



Rectas

I. Consideremos un trisfngulo AOAB, donde O es el origen del plano coordenado y los lados
OA y OB estén sobre los gjes X e Y respectivamente. Trazamos una paralela al lado AB del
tridngulo. Llamamos C' y D a los puntos de interseccién de la recta paralela con los gjes X e
Y respectivamente. Encontrar el lugar geométrico que describe el punto M de interseccién
de las rectas AD, BC a medida que la recta C'D se mueve.

Y.
D

o A cC X

Figura 1-1

Solucidn:

Para obtener la ecuacién del lugar geométrico descrito, encontraremos las ecuaciones de las
rectas AD y BC y las resolveremos simulténeamente.

Llamemos OA =a, OB =b,0C =cy OD =d.

Observamos que los tridngulos AOAB y AOCD son semejantes, ya que por construccién
tienen lados paralelos, entonces:

¢ d
a" 5™
donde A € R y A # 0. Despejando ¢ y d tenemos:
c = Ae (1.1)
d = b

Por otro lado, las rectas AD y BC tienen por ecuacién:

T, ¥ _
b 1 (1.2)
Ty
sty = b

sustituyendo (1.1) en (1.2) tenemos
Ty
42 =1 1.
a N (13)
i + E = 1



Rectas 3

Sea M el punto de interseccién de las rectas AD y BC.

Congideremos la primera ecuacién de (1.3), es decir,

Z Y
—+==1.
a+)\b
Sumando y restando % al miembro izquierdo, tenemos:
Ty (Y Y\ _
a+)\b+(b b)_l’
de donde:
T, ¥ . Yy ¥y _
atetw e T 1
z vy vyl
+b+b(/\ 1) 1

De la misma manera, considerando la segunda ecuacién de (1.3), y sumando y restando g
al miembro izquierdo, tenemos:

z .Y (E_E -1
)\a+b+ a a
T T
_+y+__ = 1
a b

G- -

Para encontrar la ecuacién del lugar geométrico descrito por M, debemos resolver simultdnea-
mente las dos ecuaciones obtenidas:

Multiplicamos la primera ecuacién por —1 y las sumamos:




Rectas

de donde
_yLony(l_ Ny
(b+a)()\ 1)_0’
entonces 4
o
vy . z_
b+a 0
L1
e Si i 1 = 0, entonces
1
= =
A 3
es decir,
A=1.

En cuyo caso, las rectas AD y BC coinciden con las rectas AB y C'D respectivamente.
M4és ain, las rectas AB y CD coinciden, por lo que en ese caso, no se forma un
cuadrilétero.

oY T 0, entonces
b a

y_z
b a
es decir,
y= E-’Ba
a

b
que es la ecuacién de la recta que pasa por el origen con pendiente —.
a

A C X
Figura 1-2



Rectas 5

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M estd contenido en la recta que coincide con
la mediana OM del tridangulo AOAB.

Para ver que el lugar geométrico es toda la recta mencionada:

Consideremos un punto en la recta £ con ecuacién y = —z.
a

Sea M = (o, #) un punto en la recta, entonces

8= ga. (1.4)

Tomamos A = (a,0) y B = (0, b), unimos ambos puntos mediante una recta que llamaremos
£;. Trazamos una recta £; que una los puntos B, M y una recta f£3 que pase por A, M.
Llamamos C a la interseccién de 3 con el eje X, y D a la interseccién de {5 con el eje Y.
Por 1ltimo, trazamos la recta £, que pasa por C' y D.

Y.
4

Figura 1-3

Por construccién, el punto M es la interseccién de las rectas €5 y £3. Para demostrar que M
pertenece al lugar geométrico, debemos probar que 44 es paralela a £;. Para ello basta ver
que las rectas mencionadas tienen la. misma pendiente.

En efecto, calculamos la ecuacién de la recta £;:

Puesto que A, B estdn en la recta £;, entonces la pendiente m de #; es:

b—10
0—a

= 2 (15)

a

Para encontrar la pendiente de la recta €4, primero encontraremos las coordenadas de los
puntos C' y D:



Rectas

La recta ¢5, que pasa por los puntos B y M, tiene por ecuacién:

v = (555 -0

(ZT:S) 5 (16)

y la recta £3, que pasa por los puntos A y M, tiene por ecuacién:

-0 = (5=0) -

y—b

o—a

v = (355)e-0 (17)

Asf, para obtener C y D tomamos y =0 en (1.6) y z =0 en (1.7) es decir,

0-b = (u)x
o
—ab _
p-o "
y
_ B
v = (32;)0-9
—af8
Yy = a—a’
luego,

_f —ob _ —af3
C-(m")) y D‘(“’a-a)’

entonces la recta £, que pasa por C' y D, tiene pendiente

- E5)-o
o~ (57%)
a8 (6 -b) (18)

ab{a—a)’




Rectas 7

sustituyendo (1.4) en (1.8) y simplificando tenemaos:
| _ —a(ta) (ta) =)

- ab(a — a)

_ —(Ga-b)

~ (x—a)
 —Ma—a)

~ (a—q)

b

a

Asf

m=m'
Por lo tanto M pertenece al lugar geométrico.
Goncluimosmleellugargeometrimeslarectay=gm.

Construccién con Geolab

1ﬁ

En el icono [ Define escalares seleecions la opcién definicién directa. Llama al &
ésta y asfgnale £ =5 y luego haz clicen v .

. Repitiendo el paso anterior, define el eacalar directo 22 de walor 0.

Construye el punto A{al, a2). (Ver Apéndice A, pégina 130).
Define los escalares directos:

e b1 de valor 0
e b2 de walor 4

. Construye el punto B (b1, 52)

Define los escalares directos:

# ol de valor 0
e 02 de valor 0

- Construye el punto O {01, 02)
. Construye las rectas eX y €Y que pasan por los puntos O, A ¥y O, B respectivamente. (Ver

Apéndice A, pigina 132).

Haz clic en el icono *  Define puntos y seleccions la opcidén Punto en segmento. Llama
C a este punto y luego haz clic en G y A.



10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19,

20.

21.

22.
23.

Rectas

Haz clic en el punto C y arrdstralo & la derecha del punto A.
{Construye los segmentos:
e (JA definido por los puntos O y A.

¢ OB definido por los puntos O v B.
e 11 definido por los puntos A y B.

Cambia el color y el grosor de los segmentos OA,0B y AB, el mismo color ¥ grosor para
los tres segmentos. (Ver Apéndice A, pagina 132).

Construye la recta parll paralels al segmento {1 que pase por C. (Ver Apéndice A, pédgina
132).

En el icono : selecciona la opcién Interseccién de rectas. Llama D a este punto y
después haz clic en las rectas €Y y parll.

{Crea las rectas {2 y 13 que pasan por los puntos A, ) y C, B respectivamente.
Llama M al punto de interseccién de las rectas 12 y I3.
Cambis el color del punto M. (Ver Apéndice A, pégina 132).

Define nna animacién (Ver Apéndice A, pigina 134) para el punto C con los siguientes datos:
Inicial = —100; Final = 100, Pasos = 800

Activa la traza del punto M. (Ver Apéndice A, pégina 134).

En la pantalls grafica, haz clic en el icono ) Empieza animacion.

Pars verificar que la recta y = ‘—E::: coincide con el lugar geométrico buscado, dibujamos la
prifica correspondiente a la construccidn anterior:

Define la recta calculada 14 usando los valores A = By, B = —A.z,C = (), s decir, en la
ecuacidn general de la recta el coeficiente de z ez la coordenada y del punto B y el coeficiente
de ¥ ea la. coordenada z del punto A.

Cambia el color de la recta 14, (Ver Apéndice A, pagina 132).

Para volver a ver la construccidn original cierra la ventana de animacién haciendo clic en el

icono ¥ Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventana selecciona el objeto €, para
arrastrarlo si deseas ver, de manera manual, cémo se genera el lugar peométrico.

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccion_lrec.lab.



Rectas 9

II. Consideremos un tridngulo AABC de tal manera que la base AB est4 sobre el eje X y el
pie de la altura desde el vértice C es el origen O. Tomemos un rectdngulo inscrito en el
tridngulo AABC' y llamemos M a su centro. Encontrar el lugar geométrico que describe el
punto M al considerar todos los rectdngulos inscritos.

Solucidn:

A o B

Figura 1-4

Consideremos un rectdngulo cualquiera inscrito en el trisgngulo AABC. Llamemos E, D, D’
y E’ a sus vértices, de tal manera que D’ y E’ estén sobre el eje X, D sobre el lado AC y

E en el lado BC.
Y
C
D E
M
®
X
A D O E’ B
Figura 1-5

Para encontrar la ecuacién del lugar geométrico que describe M, debemos encontrar las
coordenadas del punto de interseccién de las diagonales ED’ y DE’ del rectdngulo.

Llamemos OA=a,0B=by OC =c.

La. ecuacién de la recta DFE es

para algiin A € R, con A € (o,c).
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Rectas

Observamos que
DD’ =EE =\

Como los tridngulos AACC y AAD'D tienen dngulos correspondientes iguales, entonces
son semejantes, de donde:

DA _ 04
DD oC’
como OA =a, OC =cy D'D = ), tenemos:
D'A a
A
despejando AD':
D'A=-)
Asf,
OD = OA-DA
a
a——A

de donde las coordenadas del punto [J son:

:cl=—a(1—é)
€

y
N = A
Del mismo modo tenemos que ABCO y ABEFE’ son semejantes, entonces
ED _ 0B
E'E oC’
como OB=b0C=cy E'E =)\
EB b
A
despejando E'B:
E'B= Ex\.
c

Por lo tanto las coordenadas del punto F, situado sobre la recta BC, son:

zo = OB—FEB

— 50
&

4



Rectas 11

y2=)\.

Luego, el centro M del rectdngulo con vértices E, D, D' y E’, tiene coordenadas:

(-2) e (-2))

2
) (b—a)(l—%)
- b;“ (12—%) (1.9)
y .
3

La ecuacién del lugar geométrico descrito por el punto M se obtiene eliminando A en (1.9).
Despejando A tenemos:

A =2y, (1.10)
sustituyendo (1.10) en (1.9):
b—a 2y
=T (1 B ?)
y simplificando obtenemos:
1 _ 2y
b—a) 1 c
2
ST
b—a c
(%)
il LA (1.11)

La ecuaci6n (1.11) estd escrita en la forma simétrica y corresponde a la recta que pasa por
los puntos
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Rectas

es decir, M estd en la recta que pasa por los puntos medios de la altura OC y la base AB
del tridngulo AABC.

Ahora bien, puesto que A € (0,c) y la segunda coordenada de M es y = %, entonces
€

0 —.

<y<gy

Por consiguiente, el lugar geométrico que describe M esta contenido en el segmento de recta

b—a c
que une los puntos I = ( 5 ,0) yH= (0,5).

¥

C

AN

A D ol1 E B

Figura 1-6

Para ver que el lugar geométrico que describe M es exactamente el segmento mencionado:

Tomamos un punto de coordenadas (o, () en el segmento de recta que une los puntos

e (b_T“,o) v H= (o,g).

Puesto que la recta que pasa por los puntos I y H tiene ecuacién

¢
& _ 2
¥ 2 b—a) "

2

 b—a
y (@, B) est4 en la recta, entonces:
c c
p=—p——ats. (1.12)

Ahora consideremos la recta y = 23 y las ecuaciones de las rectas AC' y C B respectivamente:

recta AC: y= 2.1; +c

recta CB: y= —l—i:c + ¢,



Rectas 13

Encontramos la interseccién de la recta AC con la recta y = 25:

c
26 = -—
fe} aa:—l—c

- 568

y la de la recta CB con la recta y = 25:

28 = —§m+c
r = b(l—%).
c
_ 2 , 26
Consideramos los puntos D = | —a 1—? 28), D = |-a 1—? 01,

£ (1-2))s 5= (- 2) o).

Afirmamos que el punto de coordenadas (e, 8) es el centro del recténgulo, inscrito en el
tridngulo, con vértices [, IV, E y E’. Para comprobarlo, basta con ver que el punto medio
del segmento DE tiene abscisa a.

En efecto, sumando las primeras coordenadas de D y E y sustituyendo el valor de 8 que
obtuvimos en (1.12):

()0 o)

2

Por tanto, el lugar geométrico buscado es el segmento de recta determinado por los puntos

I= (b;“,o) v H= (og)
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Rectas

Construccion con Geolab

1.

10.
11.

12.
13.
14.

Define los siguientes escalares directos:

e a==6
e h=18
ec=35
e ol

e 02 =
Construye los puntos O (01,02}, A(—a,02), B (b,02) y C (01,5).

Construye las rectas eX y eY que pasan por los puntos O, A y O, C respectivamente.

Construye los segmentos:

e AB definido por los puntos A y B.
e B( definido por los puntos B y C.
e C'A definido por los puntos C' y A.

Cambia el color y el grosor de los segmentos AB, BC y CA de manera que se vean iguales.

Construye un punto D en el segmento CA. En caso de que el punto D aparezca encimado
sobre el punto A o el punto C, muévelo aproximadamente a la mitad del segmento C' A.

Construye la recta paralela d a la recta eX que pasa por el punto D.
Llama E a la interseccién de las rectas d y BC.

Oculta la recta d. (Ver Apéndice A, pdgina 136).

Define los puntos IV (D.z,02) y E' (E.z,02)

Construye los segmentos:

DE definido por los puntos D y £
EE' definido por los puntos E y E'
E'D’ definido por los puntos E' y D'
D’ D definido por los puntos D' y D

Cambia el color y grosor de los segmentos del paso anterior.
Construye los segmentos DE' y D'E, y cdmbialos de color.

Llama M a la interseccién de los segmentos DE' y D'E.



Rectas 15

15.
18.

1 7"
18.

19.

21.
22,

En la pantalla de datos analfticos, activa la tteza del punto M.
Define una animacién para el punte D con los siguientes datos:
Inicial = 0; Final = 1; Pasos = 100

En la pantalls préfica, activa la traza.

Ejecuta la animacién.
Para verificar que el lugar geométrico buscado coincide con el segmento de la recta
T .y
F—atz=h
3 2

encontrado, dibujamos la grafica correspondiente a la construccién anterior:

Define loa puntos I ((b— s} /2,02) ¥ H (01,¢/2), safl como la rects calculada f ussndo loa
valores A=2/{b—a),B=2/cy C=—1.

Construye ol segmento IH y oculta loa puntos I v H.
Cambia el color ¥ el grosor al segmento JTH.

Para volver a ver la construccidn. original cierra la ventans de animacion haciendo clic en €l

icono ®  Cerrer ventana y en la parte derecha de la ventana selecciona el objeto D para
arrastrarlo sobre el segmento AC, si deseas ver, de manera manual, cémo se genera el lugar
geométrico,

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién_ 2rec.]ab.ll



16 Rectas

ITI. Consideremos dos puntos A y B, colocados sobre los ejes X y Y respectivamente y un
tridgngulo recténgulo AABM con hipotenusa AB, llamamos M’ al punto simétrico de M
con respecto a la recta AB. Encontrar el lugar geométrico descrito por los puntos M y M’
a medida que A o B se desplazan sobre los ejes cartesianos correspondientes.

Solucidn:
Y
B
-
() A %
M X
Figura 1-7
Observacion

Lo més que puede subir B en el gje Y es AB, en cuyo caso la abscisa de M es menos la
altura del trisngulo tomando AB como base:

My

|,

Figura 1-8

Lo més a la derecha que puede llegar M es cuando:
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YA
B A
_‘\y_}
M
Figura 1-9

Si A pasa del lado negativo del eje X, se completa el lugar geométrico.

Llamemos OA = a, OB = § y también llamemos a, b a las longitudes de los segmentos M A
y M B respectivamente.

Consideremos los cfrculos, uno con centro (e, 0) y radio a y el otro con centro (0, §) y radio

b.
YA

Figura 1-10

Las ecuaciones de los circulos mencionados son (ver Apéndice B [5], pdgina 139):
(z— )’ +y* =ad’ y 2+ y-p)"=0b (1.13)
Haciendo uso del teorema de Pitdgoras en los tridgulos AAMB y AOAB tenemos que:
AB? = &2+0°
AB* = o2+,

luego
a?+ b0 =2+ 5 (1.14)
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Despejando a y § de (1.13) obtenemos:

a = zt+a®—y? (1.15)
ﬁ = y:l:vb2_$2’

sustituimos (1.15) en (1.14) y simplificamos:

a® + b? (z + v/a? — 2)? + (y £ VB2 — 22)?
a?+ 8 = [22+22/6® — 2+ (a® — )] + [° + 2yvVE — 22 + (B2 — 1)
a2 +b = :1:2—:1:2:I:2m\/.~:r,2fy2-I-cr.2+b2—y2-|—y2:|:2y\/bf:a:2
0 +2z+/a2 — 42 + 2VBE — a2
Toz/a? —y? = £V — 22 (1.16)

Elevamos al cuadrado (1.16) y simplificamos:

e —1f) = (B -2

w2a2 y2 T
?a® = *b?
2a— P = 0
(za + yb)(za—yb) = O,
entonces:
za+yb=0 (1.17)
0
za —yb=0. (1.18)

Despejando y de (1.17) y (1.18), tenemos:

V=7
0
_2,
Y=
Las 1ltimas dos expresiones representan rectas que pasan por €l origen con pendientes —%
y %. Observemos que la recta y = %w es simétrica a y = —%x con respecto al eje X.

Ahora bien, también observamos que las expresiones (1.15) solamente tienen sentido cuando
-1y >0y — 2% >0, es decir, y € [—a,a] y z € [-b, b].

Recordemos que o, 3 son las longitudes de los catetos del AABM asique 0 < a < ABy
0 < B < AB, pero como —a < y < a, —b < z < b, entonces el lugar geométrico que describe
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el punto M estd contenido en una parte de las rectas, la limitada por las paralelas x = +b,
Y = *a y que pasa por los puntos (b, a), (—b, —a).

Haciendo un anélisis similar para el punto M’, obtenemos las mismas rectas.

YA
B
o
A k.
X
Figura 1-11

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por los puntos M y M’ son todos los de
los segmentos mencionados, tomamos un punto, que llamaremos M, en una de las dos
a

rectas, digamos y = T ¥ Veremos que podemos encontrar A y B sobre los ejes X y Y,
respectivamente de tal manera que M es el vértice del dngulo recto en el trisngulo AABM.

En efecto, sea M un punto de la recta y = %m, con z € [-b,b] y y € [—a,qa).

Entonces M (:1:1, %xl) con z; € [—b,b).

Para encontrar los puntos del eje X cuya distancia a M es a, resolvemos:

d ((:c,O) , (.1;1, %1:1)) =aq,

es decir,

a2

\/(x—w1)2+§x"1’ =a,

elevando al cuadrado tenemos:

2
a
-2z + 22+ =22 = 4

b

2
m2—2xx1+(1+%):c§—a2 = 0.
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Resolvemos para z:

2
2:51:I:\/4$%—4((1+%) x§_a2)
)

aZ
e (9

a2
= 2_ 2
.’L‘1:|: a b2$1

_ 2 f1a_ 2
—:1:1:|:bb2 xi.

En el eje X hay dos puntos cuya distancia al punto M es a.

Ahora encontramos los puntos del eje ¥ cuya distancia a M es b. Para lo cual resolvemos:

d ((0: Y), (551, %581)) = b,

Ja:f-l— (%3:1 —y)2 =b,

2

es decir:

elevando al cuadrado tenemos:

a a
.T% + ﬁmf 25x1y + y2 = b2
a? a
(1 + _bz) zf - - 2—$1y+'y2 =0

Resolvemos para y:

a a? a?

2

2 2
= %mli\/%mf—((l+%)mf—b2)
= %mlﬂ:\/bz—wf.

En el eje Y hay dos puntos cuya distancia al punto M es b.

Consideremos los puntos A (:1:1 + %\/b2 -z, O) y B (0, %ml — /b — m%) Calculamos la
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distaneia entre ellos:

R (O o B e )

a a? a? a
= +a?+ P2

Entonces M es el vértice del 4ngulo recto del tridngulo cuyos catetos miden a y b, con vértices
sobre los ejes coordenados.

Observames que log puntos A (a:l - %«./b"‘ —:?1,0) yB (0, %ml + /2 —mlﬁ), girven también
para nuestra construccién. Las posibilidades restantes las desechamos porque en ese caso
las distancias entre los puntos no es +/a? + b2,

Tomando M en la otra recta. puede hacerse una construceidn similar.

Concluimos que el Ingar geométrico son los segmentos de rectas con ecuaciones y = %m y
y = —%z, para los cuales = € [-b,8] y y € [q, a].

Construccién con Geelab

1,

e ;s 8B W

Define los signientes escalarea:

o u=10
e v=10
e 0l=0
e 02=0
Construye los puntos O (ol, 62) , U (2, 02) y V (01, v)
Construye los ejes coordenados eX y €Y usando los puntos O, U7 v V.
Consgtruye un purto B en el segmento OV
Oculta los puntos UV y V.
Define €l escalar vl =(6/5)*v

Construye el circulo cirl, usando el congtructor de cfreulos y eligiendo del meni la opcidn
cendro y radio, con centro B y radio rl.

En el icono * elige la opcidn Mterseccidn de recta y cfreudo por ratdn, llama A a este
punto y haz clic en eX y cirl.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

186.

17.

18.
19.

20.
21.
22,

23.
24,

26.
26,

Rectas

Construye el segmento AB

Enel icono - elige la opcidn Punto medio, llama C & este punto y haz clicen A y B.
Haz clic en el icono 2 y elige la opcidn Céreulo eceniro y punio, llama cir2 a este cfrculo
y haz clicen C y B.

Define ¢l escalar directo #3 =(9%r1)/10

En el icono © y elige la opcién Cheulo centro y mdio, Llama cir3 a este clreulo y haw clic
en B y ri.

En el icono *  elige la opcidn Interseccidn de cfreulos por ratdn, llémalo M v haz clic en
cir2 y cird.

En el icono - elige la opcidén Inferseccidn de cérewdos odro lade del punio, lldmalo M’ y
haz clic en cir2, cir3 v M.

En la pantalla de datos analfticos active la traza de M y M'; haz invisibles los cfrculos
cirl, cir2 y cird, y el punto C.

Construye log segmentos BM, MA BM' vy M'A y cambislos de color ¥ grosor de manera
uniforme.

En ]a pantalla grifica activa la traza.

Define una animacidn para el punto B con los siguientes datos:

Inicial = —1.199; Final = 1.199, Pagos = 1000

Ejecuta la animacin.

Mueve el punto A para considerar la otra interseccién del efrculo cirl con el eje eX.
Ejecuta, sin borrar, nuevamente la animacién.

Para verificar que el lugar geométrico buscado eatd contenido en las rectas con ecuacién
-y——Emyy—gmmbmmmshgrﬁﬁmmnmmn&entealamnstmménmtenm
Construye los puntos M1 (-5, —a) , M2{—b,a), M3(b,a) y M4 (b, —na)

Construye los segmentos M 1M3 y M2M4 y cdmbialos de color.

Oculta loa puntos M1, M2, M3 v M4. Define ¢l eacalar ca]culadnmcomoelmciente%

Para volver a ver la construccién original cierra la ventana de animacién haciendo clic en el

icono ® Cerrar veniane y en la parte derecha de la ventana selecciona el objeto B para
arrastrarlo, s1 deseas ver, de manera manual, como se genera el lugar geométrico.

La congtruccidn anterior es la que se encuentra en el axchivo Construccién_3rec.Jablll
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IV. Consideremos dos puntos fijos A y B en el plano cartesiano; un punto C en el egje X. Sean
D el punto de interseccién de la recta CA con el €je Y y £ la recta paralela a la recta AB
que pasa por D). Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto M de interseccién de
£ con la recta CB, cuando C se desplaza sobre el gje X.

Solucidon:

YA

Figura 1-12

Encontraremos las ecuaciones de las rectas DM y CB y las resolveremos simultdneamente

para obtener la ecuacién del lugar geométrico descrito por el punto M.
N
= Z, la pendiente de la

Sean A = (Sﬂf:y’)a B = (xua'yﬂ)a C= (O:,O), D= (O’ﬂ) v = z”
recta AB.

La ecuacién de la recta CD es

z Y
—+==1
o + B8
Como A pertenece a la recta CD, entonces
r y
—+==1L 1.19
el (1.19)

Puesto que DM es paralela a AB y D = (0, ), entonces, haciendo uso de la expresién de
la recta conociendo un punto y su pendiente (ver Apéndice B [2], p4gina 138), sabemos que
tiene por ecuacién

y—pB = m(z—0) (1.20)

= TnT.

Por otro lado, como C' = (¢, 0), entonces, haciendo uso de la expresién de la recta que
pasa por dos puntos (ver Apéndice B [2], pdgina 138), sabemos que la recta C'B tiene por
ecuacion:

v-v' = (5=5) @), (1.21)
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Asi, el lugar descrito por M se obtiene resolviendo simultdneamente (1.20} y (1.21), para
ello, lo que hacemos es utilizar (1.19) para eliminar o y 8.

Despejemos 3 de (1.20):

y—f8 = mz
B = y—mz. (1.22)
Haciendo lo mismo con a de (1.21)
y”
y—y' = (_,B,,_a (z —2")
2 —a = ( y" ) (:C_xﬂ')
y—y"
y" " "
T (y y”) o) =e
— y” H i 1 23
a__y—y” (x—2")+ 2", (1.23)
sustituimos (1.22) y (1.23) en (1.19) y simplificamos:
mf yl
+ =1
(_yn(g; — :17”) N :C”) (y — mm)
y—y"
2y~ ') A
(—y'(@—2")+2"(y—y") (v—ma)
xf(y _ y”) yl _ 1
—zy'+ 2"y y—mzx
z'(y — y")(y — mx)
.T”'y _ Zy” + y’ = y—mz
7'y — y")(y — ma)
P —— = y—y —mzx
Fne _ 2! _
2 mﬂi: l(iyu me) +mz’ = y—y —mz+ma
2y — " —mx
(¥ xﬂz l(iy” )t e — y—of —mlz — )

'y —y")y — me) + m(@"y —2y") = (y—y —mlz—2)("y —zy")

(y _ y”)mfy _ a:fmm(y _ yﬂ) + mmfmﬂy _ mxlmyﬁ — (y _ yl _ m(m _ ml)) (mﬂ'y _ myﬂ)
(y—y")x'y — ya'me + ma'z"y = (y—y —mlz—2')) ="y — z¢")
(y—y")2'y + (—mz +ma")zy = [y—y —m(z —)|(c"y — zy")

-y —-mlz—2"))2y = [y—y —mz—2))z"y - 2y"] (1.24)
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Observemos que:
y—y' —m(z—-3")=0

y—y —m(z—z)=0

4

representan a la misma recta, puesto que tienen la misma pendiente m = pormper? la primera
pasa por B v la segunda pasa por A, o sea, cualquiera de las 2 ecuaciones representan a la

recta AB, entonces la expresién (1.24) se simplifica de la siguiente forma

(y—y" —mz—-2")dy = (y—¢ —mlz-2)) (@"y — z¢")
0 = (y—y —m(z—2))z"y—zy" — '),

entonces
y—y —mz—2z)=0

m!f,y _ myn _ x:y — 0.
Habfamos mencionado que la primera expresién y — ' — m(z — «’) = 0 representa la recta
AB, pero ésta no es la solucién del problema, basta con ver la figura (1-12), este caso se

cumple cuando el punto C estd en la recta que pasa por A y B:

YA

Q
Py

Figura 1-13

Simplificando la segunda obtenemos:
wﬂy - a:y” — x’y — 0
2"y — a'y
(@ —a)y = ay

y”
y = (m"_x,) w’

Il
&
«
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que identificamos como una recta que pasa por el origen, con pendiente:
ylf

I-ﬂ — xl

i

Asf, el punto M est4 en la recta que pasa por el origen con pendiente

E” — fL"
YA
£ M

D

B

A

Lt} o

C X
Figura 1-14

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la recta que pasa por
!

el origen con pendiente o — 2 tomamos un punto M’ en la recta y veremos que podemos

encontrar C sobre el eje X, de tal manera que M’ se obtiene de la manera considerada.

En efecto, si M’ es un punto en la recta, entonces:
yﬂ’
.ZM"r (.’E], (m) wl) :
para algin z; € R.

Trazamos la recta £, por M’ paralela a AB que pasa por M’, entonces ésta tiene por ecuacién:

yn’ B yﬂ_yr
y— (.’L‘” _xf) &L= (xﬂ' — (‘T_xl)'

El punto de interseccién de la recta £; con el eje Y tiene coordenadas:

z=0
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!
Llamemos D al punto obtenido, es decir, D (0, (ﬁ) :1:1) .

Consideremos las rectas que pasan por D, A y M’, B respectivamente:

La recta que pasa por D y A tiene por ecuacién:

-z —m v
¥y y’ ( ' (x!f _ IL") ) r = (:L'" _ xl) Z1 (1'25)

y la recta que pasa por M’ y B tiene por ecuacién:

PN

" — L = z" — 1 T — xl)
,yﬂ' ,ylf
y— y”_(m”w’)zl)x _ ( Yy ):1: _ y"_(m Elx
" — 2, - z — gt ] " — 2 1
. y” ' — 2 —x . y" (mn _ -'L'l) — (wﬂ' _ mr) + o'z .
(wﬂ _ 1‘1) (:L.If _ :L") (_,L.ﬁ _ .’B’) (mﬂ' _ -’171)
" r0
# ' —g' -z 'y Ty
— = . 1.2
v (Fomeen)* = Foh e (1.26)

Ahora, resolvemos simulténeamente las ecuaciones (1.25) y (1.26) para hallar las coordenadas
del punto de interseccién de las rectas DA y M'B.

Multiplicamos la ecuacién (1.25) por —1 y consideramos (1.26), asf obtenemos el sistema:
2 — g — ,yr
—y+y (xl (=" — 2') r = - (:I:” _zf) T1
' — i — 1 a:’y”:rl

y— '!IJ' ((:1:" — -’131) (:I:" _ IB’) r = (.’B” _ ﬂ:’) (..’E'” _ 371) y

sumando tenemos:

G v (Foea) (5 (et
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Simplificando:

i -z — 1 @ -z — 1y B _ mlyﬂ
(=) v (emp))r = (vras)s

" yl '
-z —z z—y— r = —¢|% - Y z
( 1) (xf x” — x]. w’ w” _— 1:1 1

g = — —1 (1.27)

sustituimos (1.27) en (1.25) y simplificamos:

Jr '3 f s
o ' — ' — o — 2’z Yy .
— 1
z' (2" — ') " — o' — 1 " — g

Asf las coordenadas del punto de interseccién de las rectas DA y M'B son:

— 7'
x — _—
' — ' — 1

y=01

— z'zq
' —x —xz’
decir, M es uno de los puntos del lugar geométrico.

entonces las rectas se cortan en el punto C 0) que estd sobre el eje X, es

YA
B
b
0 ¢ .
M, g X
D
Figura 1-15

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la recta que pasa por el
i

origen con pendiente P
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Construccion con Geolab

1.

A

=

10.

11.
12,

13.
14.

Define los escalares:

oz’ =2
ey =2
o "=5
.’y":3
e u=10
e v=10
e 0l=0
e 0l=20

Construye los puntos A(al,a2), B(b1,52),0 (0l,02),U (u,02) y V (01, v)
Construye los ejes coordenados eX y €Y usando los puntos O, U y V
Construye un punto C sobre el segmento OU

Oculta los puntos U, V.

Construye las rectas {1, {2 que pasan por los puntos C, A y C, B respectivamente, y el punto
D, de interseccién de las rectas 1 y eY.

Construye el segmento AB y cdmbialo de color y grosor.

Construye la recta 3 paralela a la recta que contiene al segmento AB que pase por el punto
D y llama M a la interseccién de las rectas [2 y 13.

En la pantalla de datos analfticos, activa la traza del punto M.

Define una animacién para el punto C con los siguientes datos:
Inicial = —10; Final = 10, Pasos = 1000

En la pantalla grafica, activa la traza.

Ejecuta la animacién.
"

Para verificar que la recta que pasa por el origen, con pendiente coincide con €l

o — !

lugar geométrico buscado, dibujamos la grifica de la recta correspondiente a la construccién
anterior:

Define el escalar directo m =y” /(x"-x’)

Construye la recta f, usando el constructor de rectas y eligiendo del memnii la opcién punto
pendiente, que pasa por O con pendiente m.
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15. Cambia el color a la rects f.

18. Para wvolver a ver la construccién original cierra la ventana de animacién haciendo clic en &l

icono ®  Cerrar ventana y en la parte derechs de la ventana selecciona ¢l objeto C, para
arrastrarlo si deseas ver, de manera manual, c6mo se genera el lugar geométrico.

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién  4rec.lab. l
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V. Consideremos €l origen O del plano coordenado, un cfrculo con centro en O y radio R, un
punto A, fuera del circulo, situado sobre el eje X positivo y la recta tangente al circulo, con
pendiente negativa, pasando por el punto A. Sea B el punto de tangencia y M la proyeccién
del punto O, sobre la bisectriz del dngulo LOAB. Encontrar el lugar geométrico descrito
por M a medida que el punto A se desplaza lo largo del eje X positivo.

Solucion:
Yi
B
M
0 A X
Figura 1-16

Para encontrar la ecuacién que satisfacen los puntos del lugar geométrico, calculamos las
ecuaciones de la bisectriz del 4ngulo £OAB y la recta perpendicular a ésta que pasa por el
punto O y resolvemos simultdneamente ambas ecuaciones:

Como B esté en el circulo, entonces

B = (Rcos g, Rsenp),

donde ¢ es el dngulo de LAOB.

La pendiente de la recta OB es:
tan ¢

y puesto que OB es el radio del cfrculo, es perpendicular a AB. Por tanto, la pendiente de

la recta AB es: g

tang’

de donde
cos

seny’

m=—

Utilizando la expresién de la recta conociendo un punto y su pendiente (ver Apéndice B [2],
pégina 138), que en este caso son B y m, la ecuacién de la recta tangente AB es

Cos
sen

y— Rsenp = (— )(a:—Rcos:p),
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multiplicando la ecuacién por sen y,tenemos:

yseng — Rsen?p = —zcosp+ Reos’op
yseng + rcosy
ysenp+zcosp = K.

Rcos® ¢+ Rsen®

Por otra parte, sabemos que la distancia de un punto P = (z;, z,) a la recta Az+By+C =0
(ver Apéndice B [9], pagina 139), estd dada por

|A$1+B.’L‘2+C|
d(P,{Az +By+C =0}) = .

Recordemos que M es la proyeccién de O sobre la bisectriz del dngulo LOAB.

Como los puntos de AM equidistan de las rectas
y=0

Y

Tcosy+ysenyp = R,
entonces la bisectriz determinada. por el 4nguloc LOAB est4 dada por los puntos P (z,y) que
satisfacen la igualdad

d(P,{z =0}) =d(P,{zcosp + ysenp = R}),

luego,
lyl _ |zcosp+yseny— R
V1 \/cos? o + sen?
ly| = |zcose+ysenyp— R)|. (1.28)

Pero s6lo nos interesa la bisectriz de LOAB cuyos puntos P (z,y) satisfacen:

y>0 y zeosp+ysenp — R <0,

es decir, (1.28) se escribe como:

y = —(zcosp+yseny— R)
y(l+seny) = —zcosp+ R
_ —xcosp+ R
¥ = T1iseny
_ _ cosp R
v = ( 1+Sentp)$+1+sencp' (1.29)

Ahora calculamos la ecuacién de la recta OM:
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Como OM es perpendicular a AM, entonces su pendiente, digamos m”, es

mﬂ' — _i’,
m
donde m' es la pendiente de AM, es decir,
m' = — 1
__cosyp
1+ senyp
1+4seng

COS (@

Como ademds, OM pasa por el origen, entonces la ecuacién de la recta OM es:
1
y = ( + sen go) .
COS (o

o bien,
cos

=—Y. 1.30
z 1+sen<py (1.30)

Para hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito M, eliminamos ¢ de las ecuaciones
(1.29) y (1.30).

Sustituimos (1.30) en (1.29) y simplificamos:

cos R
y = |- z+
1+ seng 1+senyp
_ {__cosp cos ¢
vy = ( 1+sengo)1+sencpy+1+sentp

1+ (cos p)? _ R
(L+seng) )Y = T+seng
((1+ sen ©)? + (cos qp)z) y = R(1+senyp)

2(14+sen¢g)y = R(1+seny)
(2y — R)(senp+1) = 0,

pero sen ¢ + 1 # 0, entonces:

2y— R =0

_ R
y - 2 ‘

Asf, el lugar geométrico descrito por el punto M estd contenido en la recta paralela al eje

X que pasa por el punto (0, g) .
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YA

—

S

o A X

Figura 1-17

De hecho, se trata de un segmento de la recta mencionada.
Veamos cudl es dicho segmento.

Por las condiciones del problema, las rectas OA y AB no pueden ser perpendiculares (la
recta que pasa por AB es tangente al circulo). Igualmente, las rectas OA y AB no pueden
ser paralelas (se cortan en A).

Por otra parte, entre més pequeiia sea la pendiente de la recta tangente AB, es decir, cuando
A se aleja del cfrculo, més pequefio es ¢ y la abscisa de M se aproxima. a %, ya que:

COoS ¢ E R Cos R
m——— | = |==lm—=—.
v—0 1 +senep \ 2 2¢9-01+senp 2

Cuando A se acerca al circulo, la pendiente de la recta tangente AB es mds grande y ¢ se
m
acerea a o, puesto que:

lim 2P (E) =
p—5 1+senp \ 2

la abscisa de M se aproxima a 0.

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es el segmento tal que:

R R
2 con D<z < —.
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Congtruecifin con Geolah
1. Define los escalares:

er=15
» =10
e u=10
»0l=10
e 2=
2. Conatruye loa puntos K (r,02) , 0 {ol,02) , E (1,02) ¥ F {ol,¥)
3. Conetruye log ejes coordenndos eX v eV usando los pustes O, E v F.
4, Construye el punto A sobre el segmento RE
B. Construye el cfrenlo cérl con centro & ¥ que pase por €l punto R.

8. En el icono ./ elige la opcién Tongenie a cfrenlo por raidn, lldmala foir, posteriormente
haz clic en cirl y el punto A, y [lama H a la interseccién de la recta Zeir con cirl.

7. Eneliconn / elige la opcidn Birectriz inferior, lamala bis, posteriormente ho clic en los
rectas toir y eX.

8. Copatruye la recta { perpendicular a la bisectriz, s, que pase por el punto O y lama M al
punto de interseccidn de les rectas { ¥ bia,

8. Fn la pantalla de datoe analfticos, activa la traza del punto M.

10. Define una animacitn para el punto A con los signientes datos:
Imicial = —0.2; Final = 10, Pascs = 1000
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11. En ls pantalls grafics, activa la traza.

12. Ejecuta la animacién.
Puraveﬁﬁcarqueelsegmentoderectay=1—;mmﬂ<z{%minddemnellugm
geométrico buscado, dibujamoes la recta correspondiente a la construccién anterior:

13. Construye log puntos M1 {ol,r/2), M2{r/2,r/2), y el segmento M1M2. Oculta los puntos
M1y M2

14. Cambia el color y grosor al segmento M1M2.

15. Para volver a ver la construecién criginal cierra la ventana de animacién haciendo clic en

el icono ¥  Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventans, seleccions €l objeto A,
para arrastrarlo sobre el sje X si deseas ver, de manera manual, cémo se genera el lugar

geométrico.
La construccién anterior eg la que se encuentra en el archivo Construccién _Srec.lab. Bl
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VI. Consideremos dos circulos ajenos ©;,85 con centros en C y C’ respectivamente, situados
sobre el eje X, de manera que el eje Y sea el eje radical de ellos. Tomamos A un punto en

;.
Hagamos las siguientes consideraciones:

Llamamos:

a. {; a la recta que pasa por los puntos A y C, B a la interseccién de £; con ©; y P a la
interseccién de ¢, con el eje Y.

£ la recta que pasa por P,C". A’ y B’ los puntos de interseccién de ¢; con 8.
£3, £, las rectas perpendiculares a las rectas £;,£; por C' y C’ respectivamente.
M al punto de interseccién de £3, 4.

® el cfrculo con centro en M y radio M A.

e &0 T

Encontrar el lugar geométrico que describe M a medida que A se mueve sobre ©;.

Solucidn:

Figura 1-19

Supongamos que C (e,0),C" (¢/,0) y M (o, 5) .

Si R es el radio del cfrculo 64, entonces su ecuacién es:

2 +9y% —2az+a®> - RE=0.
Si R es el radio del cfrculo ©4, entonces su ecuacién es:
22 +y?—2dz+ (@) — (R)? =0.

Si MA = R" es el radio del circulo ®,entonces su ecuacién es:

22 +y? — 20z —28y+ o’ + 5% — (R")2 = (.
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Ahora, puesto que O estd en el gje radical de ©, y O, de la figura:

Ay

Figura 1-20

tenemos que:
OD' -OFE' = 0D - OE,
pero
OE = OC'+FR OE = OC+R
= d+R y a+ R,

sustituyendo:
OD' -(d’+ R)=0D (a+ R)

y puesto que
OD' =d — R y OD = (e — R),

obtenemos:
(@ —R)(&+R)Y=(a—R)(a+R),
entonces:
(@) — (R)? =a® - R,
escribimos

¥ =a®— R? = ()’ — (R).

De donde las ecuaciones de los circulos ©,,8; y € se escriben como:

*+y* —2ax + b6 =0 (1.31)
> +y? -2z +b62=0 (1.32)
2+ y? — 20z —28y+v=0 (1.33)

respectivamente, donde v = o2 + 8% — (R”)z.
Calculamos la ecuacién del eje radical de los circulos ©; y @.
Multiplicamos por —1 la ecuacién (1.33), la sumamos a (1.31) y simplificamos:
—[2* 4+ — 20z — 208y +4] + 22 +9¥* — 202+ 0 = 0
20z — 20z + 208y — v+ = 0
2a—a)z+20y—v+¥ = 0,
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como los circulos se cortan, en A y B, entonces el eje radical de los circulos ©1 y ® es la
recta que pasa por ellos, entonces pasa por C, de donde:

2(a —a)(a) +28(0) — v+ = 0
2a(a—a)+b -7 = 0. (1.34)

Por otra parte, la ecuacién del eje radical de B, y ¢ se obtiene multiplicando (1.33) por —1
y sumando (1.32):

—[22+9® — 202 — 208y + 4] +2® +y* — 2dz + B =
2Aa—a)r+20y—v+b¥ = 0.

o

Ahora probaremos que el circulo ® pasa por los puntos A’ y B”:

Puesto que el punto P se encuentra sobre el eje radical de 6, y ©,, la potencia a cualquiera
de ellos es una constante, llamémosla k&, entonces:

k=PB.PA=PB -PA.

Trazamos desde P, las tangentes a circulos 6; y ©; que los cortan en E y E’ respectivamente,

Figura 1-21

luego:
k= PE* = (PE')
y los tridngulos ACPE y AC'E'P son rectdngulos, entonces:
CP*=CE*+EP> y (C'P}=(CE)+(FP):?,
es decir:
CP: = CE*+k (c'P? = (CEY+k
— R2+k ¥y - (R')2+k,

despejando k£ de ambas ecuaciones e igualando:

CP? - R = (C'P)* — (R)".
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Como por construccién los trisngulos AACM y AMC’A’ son rectdngulos:
CP?— (AM?—CM?) = (C'P)*- ((AM’)2 - (C’Mf)
—AM? + (CP +COM?) = —(4M) +((C'PY +(C'M)),
puesto que también ACPM y APC'M’ son rectdngulos, tenemos:
—AM? + PM? = —(AMP +PM?
AM? = (AM).
Entonces el circulo @ pasa por el punto A'.

Por tltimo, puesto que el tridngulo AA’M B’ es isésceles y MC’ es una mediatriz, el cfrculo
pasa también por B’

Asf, puesto que C" pertenece al eje radical, tenemos:
20/ (e —a') + 8> —y=0. (1.35)

Eliminando 7 de (1.34) y (1.35) obtenemos la ecuacién del lugar geométrico descrito por M:

ala—a)—d(a—a) = 0
ala—a)—aa+ad = 0
2 _ ()2
@@
a—a
a = a+td.

Puesto que el valor de a no depende del punto A que estéd sobre el circulo ©1, concluimos
que el lugar descrito por M estd contenido en la recta paralela al eje Y, que pasa por el
punto (@ +a’,0).

Figura 1-22

Para mostrar que el lugar geométrico es toda la recta, tomamos un punto M (a + o/, ),
t € R, es decir, sobre la recta vertical z = a + a’.
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Recordamos que C (a,0) y C' (d',0).

Encontramos la ecuacién de las rectas que contienen a los segmentos MC y MC”:

McC: y=E(m—a)
M y=£(w—a’)

Supongamos que ¢ # 0.
Consideramos la recta que pasa por C’, perpendicular a MC":
_ 8.
y=—5(@—a)
y la recta que pasa por C, perpendicular a MC:

a!

y=-7 (z—a). (1.36)

Encontramos el punto P de interseccién de las dos tltimas, igualando:

!

~fle—d) = ~T(@@-0)
alz—d) = d(z—a)
G:E—Ga,’ = a’.’;’:—a’a
z(a—da) = 0,

puesto que a # d/, tenemos que z = 0, y sutituyendo en la ecuacién (1.36) tenemos:

’
y = —(-a)
aa
t

!

Asf P (0, %), es decir, P se encuentra en el gje radical de los circulos ©; y O,.
Sit =0, las rectas MC y M’ tienen ecuacién:
y=0,

entonces P = (0,0), es decir, estd en el eje radical de 8, y B,.
La recta MC corta al circulo ©; en dos puntos Ay B.

Dibujamos el cfrculo con centro en M y radio el segmento AM, entonces, M pertenece al
lugar geométrico buscado. Concluimos que el lugar geométrico que describe M es la recta
vertical z = a + a'.
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Construccidn con Geolab
1. Define los eacalares:

e a=—4b
» g =3
e 0l =0
e 02=10
2. Congtruys loa puntoe O {ol, 62) , C(a, 02) y C'(d’, 62)
3. Construys el sje coordensdo eX usando los puntos O y 7.
4. Define los eacalares vl y +2 de valores 3.5 y 1 respectivamantse.
5. Construys los cireuloa eérl y cfr2 con centros en ' y £, y radioa 1 y »2 respsctivamente.

8. Haz clic en el jcono / y eligs la opeidn Eje radical, ldmale Y ¥ luego baz clic en los
cfreulos cirl v eir2.
Obearvacifin: Se congideraron e, o', r1 y 2 de tal farma que el sje radical fuess el sje Y.

7. Construye un punto A en rirl.

8. Construys la recta {1 que pasa por los puntes A y C. Llama P a la intarssccién de 1a recta
I1 v el gje radical Y.

Nota. En caso de que el punto P no ssa vigible en la pantalla gréfica, mueve el punto A.
8. Construye la recta 12 que pasa por los puntos Py C*

10. Construye las rectas perpendiculares I3 v 4 a las rectas {1 y 12 que pasen por C y '
respectivamente. Llama M a la interseccidn de laa rectas obtenidas.

11. En la pantalla de datos analfticos, activa la traza de A,

12, Define una animacifn para el punto A con los signientes datos:
Inicial = 0; Final = 1, Pasos = 1000
13. Fun la pantalla grifica, activa la traza.

14, Ejecuta la animacién.

Para verificar que €l lugar geométrico buscade estd contenido en la recta vertical z = a + &/,
donde ¢ ¥ o¢'son las primeras coordensdas de C v 7, dibujemos la recta correspondiente a
1a construccidn anterior:

18, Construye la recta calculada f conloe walores A=1,B=0y C=—(ag+4a)
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16. Cambia ¢l color y el grosor a la recta f.

17. Para volver a ver la construccién original cierra la ventana de animacién haciendo clic en &l

icono ®  Cervar ventana y en la parte derecha de la ventana selecciona ¢l objeto A, para
arrastrarlo sobre el circulo cirl s deseas ver, de manersa manual, cémo se genera el lugar
geométrico.

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién _6rec.lab. l
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I. Consideremos dos tridngulos equildteros AABC y AABD con un lado AB en comin de
tal manera que AB esté situado sobre el eje X y que ademis el eje Y pase por el punto
medio del lado AB. Consideremos un punto E sobre la recta que contiene al segmento BC.
Trazamos la recta que une D y E y llamamos F' al punto de interseccién de esta tiltima
con la recta que pasa por C' y A. Llamemos M al punto de interseccién de las rectas AE y
BF. Encontrar el lugar geométrico descrito por M a medida que el punto E se desplaza a
lo largo de la recta BC.

Solucién:

Figura 2-1

Para encontrar la ecuacién del lugar geométrico requerido, encontraremos las ecuaciones de
las rectas AE y BF y las resolveremos simultineamente.

Sea O el origen de nuestro plano coordenado.

Llamemos OA = a, OC = b.

Como el AABC es equildtero y el dngulo £ AQOC es recto, entonces aplicando el teorema de
Pitégoras al tridngulo AAOC tenemos:

CA? = QA% 4+ 0C?
(2a)> = a®>+0C?
OC = +/(2a)? — a?
OC = v3a2
oC = +/3a.
La recta AC' tiene por ecuacién:
T Yy
a T b 1

ay+br—ab = 0,
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la ecuacién de la recta BC es:

z Y
244
—a,+b

—ay+br+ab = 0

y para la recta ED tenemos:

y—(-b) = mz-0)
y+b—mz = 0.

Ahora consideremos a las rectas BC y EF como los ejes de nuestro plano coordenado,
entonces la recta AF, vista en este plano coordenado, tiene por ecuacién:

(bx — ay + ab) + Aly + b — mz) =0, (2.1)

donde A es la pendiente de la recta AE.

Despejando A obtenemos:
—(bz — ay + ab)
A= .
y+b—mz

Puesto que A = (a,0) est4 sobre la recta AFE, entonces sustituyendo en la ecuacién anterior
tenemos:

—(b(a) — a(0) + ab)
0+b—ma
2ab

b—ma’

Sustituyendo el valor de X en (2.1) tenemos:
2ab

— ma

(bz—a.y+ab)+(—b )(y-l—b—mm):().

Asf, la ecuacién de AFE es:

(bx — ay + ab)(b — ma) — 2ab(y + b — mx) = 0. (2.2)

De la misma manera, considerando el sistema coordenado cuyos ejes son las rectas EF y
AC, obtenemos la ecuacién de la recta BF. Asf, la ecuacién es:

(bx +ay—ab) + XN(y+b—mz)=0 (2.3)

donde ) es su pendiente.
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Como B = (—a,0) estd en la recta BF', entonces:

N o— (ba:-l—ay—ab))

y+b—mz
_ (b(—a) +a(0) —ab)
~ 0+b—m(-a)
2ab
b+ma’

sustituyendo este valor de X’ en (2.3) tenemos:

2ab
b+ ma

(b:v—i—ay—ab)-l—( )(y+b—mm)=0,

es decir, la ecuacién de la recta BF es:

(bz + ay — ab)(b + ma) + 2ab(y + b — mx) = 0. (2.4)

Para obtener la ecuacién del lugar geométrico descrito por el punto M, debemos encontrar
la intersecci6n de las rectas AE y BF, es decir, debemos eliminar m de las ecuaciones (2.2)

y (2.4).
Primero, sumamos (2.2) y (2.4):

(bz — ay + ab){b — ma) — 2ab(y + b — mz) + (bx + ay — ab)(b+ ma) + 2ab(y + b — mz) =0
(bx — ay + ab)(b — ma) + (bx + ay — ab)(b+ma)=0

simplificando:
2%z + 2a’my — 2a%bm = 0, (2.5)

pero b = /3a, sustituyendo este valor en el primer sumando de (2.5) tenemos:

o

2(V3a)%x + 2a’my — 2a%bm =
6az + 2a%my — 2a%bm = 0,

dividiendo entre 2a%:

3z+my—bm = 0

3r+my—b = 0. (2.6)
Ahora, multiplicamos (2.2) por —1 y sumamos (2.4):

[—(bz — ay + ab)(b — ma) — 2ab(y + b — mz)| + [(bz + ay — ab){b + ma) + 2ab(y + b — mz)]=0
—(bz — ay + ab)(b — ma) + (bx + ay — ab)(b + ma) + 4ab(y + b — mz)=0
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simplificando:
(2ay — 2ab) b + (2bz) ma + 4ab(y + b — mzx) 0
2aby — 2ab* + 2abmzx + daby + 4ab® — dabmz = 0
6aby + 2ab® — 2abmz = 0
y+b—mz = 0
m = 3"”; o 2.7)

Asf, sustituyendo (2.7) en (2.6) y simplificando, tenemos:

Sm—l—(?’y—H) (y—>b) =0

T
322+ By +b)(y—b) = 0
322+ 32 -2y —b = 0

2 b2
2,2 Ly U
T+ y 3by 3 0
2 2 2
$2+ _9 = b_+b_
3 3 9

x2—|—( —g)z _ (gb)z. (28)

Por lo tanto el lugar descrito por el punto M est4 contenido en el cfrculo que tiene como

b 2
centro el punto de coordenadas (0, E) y radio §b'

Ademsds pasa por los puntos A, B y C. Verifiquemos lo anterior con el punto A.
Como A = (a,0), entonces evaluando (2.8) en A:

b b\?
2 _ 2 __ 2 v
a®+ (0 3) a+(3),

pero a = luego:

b
\/57

es decir, A es un punto del eirculo.

Anslogamente podemos ver que B y C estén en el cfrculo.
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Figura 2-2

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es todo el cfrculo que tiene
b 2
como centro el punto de coordenadas | 0, 3 y radio §b, tomamos un punto M’ en el cfrculo

y veremos que podemos encontrar el punto E correspondiente, sobre la recta BC.

Sea M’ = (z1,,), entonces M’ satisface:

ro(o-) - (3

2

(3?1)2“‘(211)2—;?415 = %
2 2 2 2 b2 2
on)* — 3u = ¥ (5 - @)

(by1)2—§y15b2 = b ((ml)z—g).

Como b = v/3a, sustituimos &? por su valor correspondiente, excepto en la primera que se
encuentra en el segundo miembro, es decir,

@) ) - Juo ) = (- %)
3a’y? — 2ya’d = —b° ((:1',‘1)2 —d?),
sumando 2abz;y; de ambos lados de la igualdad tenemos:
2abryy; + 3a%y? — 2y10%b = 2abzyy, — B ((.7:1)2 - a,2)
2abriyr + 2077 — 2p1a’h = —aPyt + 2abziyr — B ((21)° — 6?)
2ay: (b(z1 —a) +ay) = —a®s} + 2abay — b ((z1)” — &?)
2ay; (b(z1 —a) + apn) —a%y? + abyy (z1 + a) + abyy (z1 — a) — B2 ((:1:1)2 = az)
2ay; (b(z1 —a) +ay) = (ay1 — (z1 +a)b) (—ay + (z1 — a) b)

a(b(z, —a) + ay) —ay + (z1—a)b (2.9)
ay; — (z1+a)b 2y, ) )
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Utilizaremos lo anterior, més adelante.

Si M’ = C, entonces E = C = F y hemos terminado.

51

Si M’ = A, la tnica posibilidad para que M sea un punto en la recta que une B y F, es
F = A, en cuyo caso la recta F'D coincide con la recta AD, la cual es paralela a la recta

BC' y el punto E no puede elegirse, es decir, A no es un punto del lugar geométrico.
De igual manera tenemos que M’ = B no es un punto del lugar geométrico.
Supongamos que M’ # A, B,C.

Hallemos las rectas M’'A, M'B.

La ecuacién de la recta M’ A es:

=0 = (£57) G-

y la ecuacién de la recta M'B es:

y—0 = (g;g)(ﬁa)
(- ()

Por otro lado, la recta C A tiene ecuacién:

vt = (§=¢) @0

y = —z+b

y la recta BC' tiene ecuacién:

b = (§72) 0

b
y = Ea:-i—b.

Hallamos las coordenadas del punto de interseccién de las rectas M'B y C A:

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Para ello, igualamos (2.11) y (2.12), y simplificamos:

(L) (z+a) = —Sz+b

r+a a
)1 b _ L4
(:v1+a+a)w = (m1+a)a+b
h
(:r1+a)a+b
T
i1 +E
r+a a
. (—ay1 + (z1+a)b)a (2.14)

ayy + (z1 +a}b '’

sustituimos este valor en (2.12):

_2 ((—ay1+(sc1+a)b)a) h

YT ay + (21 +a)b
_ —ayh + (21 +a)d
T _b(0y1+($1+0)b)+b
_ blay — (@1 +a)b+ay 4+ (z1+a)b)
v = ay; + (z1 +a)b
_ 2aby,
vy = ayr + (z1 +a)b

Sea, F ((—a,yl + (z1+a)b)a 2aby )
ay+(z1+a)db Tap+(r1+a)b/)’
La recta F'D tiene por ecuacién:

2abiy,
apn + (z1+a)b b
y+b = (—agh + (z1+a)b)a (z—0)
ayr +(x1+a)b
y+b = (b(Zay1+ay1+(m1+a)b))
a{—ay1 + (21 +a)d)

[ b(Bay + (z1+a)b) o
v = (a(—ayl (@ +a) b)) b. (2.15)

Tenemos las ecuaciones de las rectas FD,M'A y BC. Si aseguramos que el punto de
interseccién de las rectas:

FD con BC y M'A con BC

es el mismo, entonces habremos encontrado un punto E sobre la recta BC.
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Primero calculemos las coordenadas del punto de interseccién de las rectas F'D y BC.

Igualamos las ecuaciones (2.15) y (2.13), y simplificamos:

b(3ay; + (z1 +a) b) ) b
—b = —z+b
( (—ay; + (21 +a) b} a
((3ay1 + (z; +a) )
= 2b
—ay + (z1+a G
(3agn + (%1 +a)b) +ayr — (351 + a)
T = 2a
—ay + (z1+a)b

4
a z = 2a
—ay + (21 +a)b

—ay, + (x1+a)b
_ , 2.16
2 ( )
sustituimos (2.16) en (2.13):
b (—ay +(z1+a)b
= - b
Y a ( 2y *
2 ayr+ (z1+a)b
¥y = a 2:!}1 ’
entonces
—ay1 + (T1+a)b b fap + (z1+a)b
2 "a 21
es el punto de interseccién de las rectas FD y BC.
Ahora, hallemos el punto de interseccién de las rectas M'A y BC.
Igualemos las ecuaciones (2.10) y (2.13), y simplifiquemos:
( L2 ) (x—a) = E:1:+b
T —a a
( Y1 _ B) Tz = b+ ha
r—a (47 Iy —a
tha —b{z1 —a) v - b(z1—a)+ pa
(x1—a)a T —a
a(b(z, —a) + y1a)
z = , 2.17
a—b(z, — a) (217)

pero por (2.9)tenemos:

a(b(z1—a)+ypa) —ayp+(z+a)b

tha —b(z1 —a) 2
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luego
1 _ —apn +{z+a)b

B 2

21n ‘a 21
también es el punto de interseccidn de laa rectas A"A y BC, es decir, las rectas F'D, M'Ay
B se cortan en un mismo punto, entoncmE(_ay1+2S:1+a)b,E (ay1+(2:;+a)b))’
1
sobre la recta BO, es el punto buscado.
Por lo tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es el cfrculo que tiene como centro

el punto de coordenadas ([},g)yradio gb,exceptolospuntosAyB.

—aph +{z1+a)b b fagn +(x1+a)b
( ( )

Construccidn con Geolab
1. Define los eacalares:

s =10
o =10
s 0l=0
e 02=10
y construye los puntos O (01,02) ,U (%,02) y V (o1, v)
2. Construye los ejes coordenados eX y e¥ usando los puntos O, U v V.

3. Hazclicen ' y elige laopcién Caleulado. Llama cirl a este cfrculo. Escribe a = ol,b = 02
y r = 3. Llama A a la interseccidn de la recta eX y €l circulo cirl.

4. Enelicono - elige la opcidm Interseccidn de recta y cfreulo otro lado del punto, llama B
a egbe punto v haz clic en X, cirl v A.

5. En el icono () elige la opcidn cendro y punto, llama cir2 a este cfrculo y después haz clic
en Ay B.

8. En el icono B elipe la opeitn escalores distancia endre puntos, lldmale o y haz clic en O
y A

7. Define el escalar 3 = 2%a y construye el circulo ¢ir3 con centro en B y radio r3.

8. Enelicono - elige la opcidn Interseccidn de céreulos oiro lado del punio, llama D a este
punto y haz clic en cir2, cir3 y B.
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10.

11.

12,

13.

14,

15.

18.

17.
18.
19.

En el icono - elipe la opcidn Interseceion de cfreulos obvo lado del punio, lama C a este
punto y haz clic en cir2, cir3 y D. Define el escalar disiancia enfre puntos, lldmsale b y haz
cdicen Oy

Construye los segmentos BC, CA, AD y DB, y cdmbiales de color ¥ grosor.

Construye un punto E en el segmento BC y traza la recta [ que pasa por los puntos B y €
y traza la recta {1 que pasa por los puntos E y D).

Construye ]a recta {2 que pasa por lea puntos A y C, y llama H a la interseccidn de ésta con
la recta I1.
Nota: En caso de que el punto F no esté visible, mueve el punto E.

Construye las rectas I3 y 4 que pasan por los puntos B, F' y A, E. Llama M 3 ls interseccién
de estas rectas.

En la pantalla de datos analfticos activa la traza de M y haz invisibles los siguientes objetos:
U, V,cirl, cir2 y cir3.

Define una animacidn para el punto F con los siguientes datos:

Inicial = —50; Final = 50, Pasos = 500

Ejecuta la animacion.

Para verificar que el lugar geométrico buscado ests contenido en el efrculo con centro (U, %)y

radio ;b, dibujamos el cfreulo correspondiente a la construccién anterior:
Construye el cfreulo cird con centro en (ol, b/3) y radio (2/3)*b
Cambia el color y el grosor al cfrculo.

Para volver a ver la construccién original cierra la ventansa de animacién haciendo clic en

el icono * Cervar venfane v en la parte derecha de la ventana selecciona el objeto E,
pars arrastrarlo sobre g recta que pasa por B y (' ai desess ver, de maners manual, cémo
se genera el lngar peométrico.

La construccidén anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién_ lcir.]Jab. l
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II. Consideremos un circulo con centro en un punto C' situado sobre el eje X distinto al origen y

un punto A sobre €l cfrculo. Unimos con una recta el origen O y el punto A y trazamos una
recta perpendicular a OA que pase por el punto O. Llamemos B al punto de interseccién de
dicha perpendicular con el cfrculo y M al punto medio de la cuerda AB. Encontrar el lugar
geométrico descrito por M cuando el punto A se mueve sobre el circulo.

Solucion:

Figura 2-3

Sea OC = a, entonces la ecuacién del circulo estd dada por
(.’L' - a’)z +y2 = R2?

donde R es el radio del cfreulo.

Sean A= (z,y") y B = (2", y"). Como A, B estén en la circunferencia, entonces:

(' — a)® + (v')? = R? (2.18)

(z" —a)? + (y")2 = R2. (2.19)

OA y OB son perpendiculares entre sf, entonces el producto punto entre los vectores Ay B
es cero, es decir,

(ml’, yl) . (mﬂ’, y”) — 0
L) !0 — 0

rr +yy

en particular,
2($’.’L‘” _|_ ,yfyﬂ') - 0. (2-20)

Por otra parte, las coordenadas del punto M, son:

z' 4z v+y'
= o vy="—">H




Circulos b7

es decir,

2z z' +z" (2.21)
W = Y+

Asf, para hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por M debemos eliminar /, z”, ¢/, y”
de las ecuaciones (2.18), (2.19), (2.20), (2.21).

Para ello, primero sumamos (2.18) y (2.19):

(@ —af’ + ) + (@ —a)* + ()" = 2R°
@)+ @) + (Y + (") — 2a(2’ + 2") + 2(a* — R?) = 0, (2.22)

sumando (2.20) y (2.22) tenemos:

@+ @+ @) + 07 — 2006+ 0) + 2@ — F) + 2" +/y)
(@)% + 205" + @] + (/) + 24" + () — 2aled + ) + 2~ BY) = 0
(' +2")?+ ( +4")? — 2a(z’ +2") + 2(a® — R?) = 0(2.23)

I
=

Por 1ltimo sustituimos (2.21) en (2.23):
(2z)? + (29)? — 2a(2z) + 2(a® — R?) =0,

dividiendo entre 4 obtenemos:

2_R2
2+ —az+ > s— =0
(_E)2+ 2 _a'_2_|_£2
¥To) TV T Ty

(m — 5)2 +y* = 1(2}22 —a?).

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M estd contenido en el cfrculo con centro en el

1
punto de coordenadas (%, 0) y radio 5\/ 2R2 — g2.

YA

P

A

Figura 2-4
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A continuacién veremos que el lugar geométrico que describe M es todo el circulo:

Tomamos un punto M sobre el cfrculo, trazamos el segmento que une C y M, dibujamos
la recta perpendicular al segmento CM que pase por M, llamamos A y B a los puntos de
interseccién de dicha recta con el cfrculo. Trazamos los segmentos OA y OB.

YA

Figura 2-5

Puesto que CM es perpendicular a la cuerda AB y C es el centro del circulo original,
entonces CM es la mediatriz del segmento AB, es decir, M es el punto medio de AB.

Si probamos que OB es perpendicular al segmento OA, entonces M pertenecerd al lugar
geométrico.

Sean M = (a, 8), A= (z1,11) y B = (22, 12).

Para demostrar que los segmentos OB y OA son perpendiculares, basta ver que el producto
punto entre A y B es cero.

Como M esté en el cfrculo con ecuacién:
a\2 2 _ 1 2 2
(a: 2) +y —4(2R a®),

entonces ) y
_G % _ 2 2
(o 2) +4 = (2B - o). (2.24)

Desarrollando la expresién (2.24) y multiplicando por 4 tenemos:

402 —doa+a? +48° = 2R —q?
(20)* + (26)> —4ca+d® = 2R?—d®
(20)® + (268)° — 4ca + 24> = 2RZ (2.25)

Por otro lado, como A, B estdn sobre el circulo con ecuacién:

('1" - 0’)2 +y2 = R2?



Circulos

entonces:
(1 -a)’+y = R
(z2—a)*+y; = R,
sumando las dos tltimas ecuaciones tenemos:
(z1—a)® + 43 + (22— a)* + 43 = 2R%.
Como M es el punto medio de AB, entonces:

a_$1+$2
2

B=y1+y2.

Sustituimos (2.27) en (2.25) y obtenemos:

(@1 +22)* + (1 +12)” — 2(21 + z2)a + 20° = 2R?,

igualamos (2.28) con (2.26) y simplificamos:

(@1+2)" + (1 + 1)’ — 2@ +)a+2® = (m—-af +yi+ (22— +45
271%2 + 2tnys — 2(x1 + 73)a + 2a® —21,0 — 2z9a + a® + a?
221Z3 + 24ny2 — 2(x1 + T2)a + 2a° —2(z1 + x2)a + 24°
2(z1z2a +11p) = 0,

dividiendo entre 2:
T1Z2 + y1ye = 0.

Asf, OB es perpendicular al segmento OA.
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(2.26)

(2.27)

(2.28)

Por lo tanto M describe el cfrculo con centro en el punto de coordenadas (g, O) y radio

%\/ZR2 — a2,

Construccion con Geolab

1. Define los escalares:

e a=23

e u=10
e v=10
e 0l=0

e 02=10
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10.
11.
12.
13.
14.

15.
18.
17.

Clreulos

y construye los puntos O (ol,02), U (u,02) y V (ol,v)
Construye loa ejes coordenados eX y e¥ usando los puntos O, U v V.
Construye el punto C{e, 02} y el escalar directo r =5
Construye el cfreulo cirl con centro en C' ¥ de radio .

En el icono - selecciona Punto en cfreulo. Llama A a este punto y elige cirl.,

Construye el segmento QA

Construye la recta {1 perpendicular a OA que pasa por O y llama B a la interseccién de
ésta con el cfrculo cirl.

Construye los segmentos AB y OB

En el icono - selecciona Punto medin. Llama M a eate punto y haz clicen Ay B.
En la pantalla de datos smalfticos, activa la traza de M.

Define una animacién para el punto A con log siguientes datos:

Inicial = 0; Final = 1, Pasos = 100

En la pantalla grafica, activa la traza.

Ejecuta la animacién.

Para verificar que el lugar geométrico buscado estd contenido en el cfrenlo con centro (g,{})

y radio r = %VZR“ — a?, dibujamos el circulo correspondiente & la construccidn anterior:
Construye el cfreulo cir2 con centro en (e@/2, 02) y radio sgri(2*r*r — a¥*a} /2
Cambia el color al efrculo.

Para volver & ver la construccion original clerra la ventana de animacién haciendo clic en el

icono ® Cervar ventana y en la parte derechs, de la ventana seleccions el objeto A, para
arragtrarlo aobre el cfrculo cirl si deseas ver, de manera mamual, c6mo se genera el lugar
geométrico.

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién  2cir.]ab. W
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ITI. Consideremos dos puntos fijos A, B situados sobre el eje X, de manera que el eje Y pase por

el punto medio del segmento AB, las rectas {;, £;, perpendiculares al eje X que pasan por
A, B respectivamente y un punto A’ sobre £; distinto al punto A. Trazamos la recta &3 que
pasa. por los puntos A, B y la recta £,, por A, perpendicular a £3. Llamemos B’ al punto de
interseccién de las rectas €3 y £4 y M al punto de interseccién de {3 y £4. Encontrar el lugar
geométrico descrito por M a medida que el punto A’ se mueve a lo largo de #; y demostrar
que la recta tangente en M a la curva que describe el lugar geométrico, pasa por el punto
de interseccién de las rectas AB, A'B'.

Solucidn:

Figura 2-6

Para encontrar el lugar geométrico descrito por M, encontraremos las ecuaciones de las
rectas £3 y ¢4 y las resolveremos simultdneamente.

Llamemos AB = 2a, AA' = o, BB’ = 3, entonces la ecuacién de la recta £, estd dada por:

_ (B=0N _
-0 = (£=5) -0
y _ z-a
5 = o (2.29)
y la de la recta /5 estd dada por:
a—20
y—0 = (a_—(_a)) (z—(—a)
y  zTta
L= == (2.30)

Para hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por el punto M eliminaremos o y 3 de
(2.29) v (2.30).

Multiplicamos (2.29) por (2.30) y obtenemos:
Yy ( Y ) _ { z—a zt+a
8) \a/ 2a 2a

HE - et
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Pero

af = 4a®.
En efecto, para verificarlo, mostraremos que los trisngulos AB’'BA y ABA'A son semejantes.
Primero observemos que:

{BB'A = 90°— £{B'BM
LABA = 90°— {B'BM,

de donde:
ABB'A= {ABA'
De igual manera:
LAAB = 90° — LAAM
ABAB' = 90°— LA'AM,
luego:
LAA'B = {BAB’
y

AB'BA = ABAA" =90°.

Asi, tenemos que los trisngulos AB'BA y ABA’A tienen dngulos correspondientes iguales,
por lo que son semejantes.

Entonces tenemos:

BB _ A
BA AA’
es decir,
AA'x BB = AB?
aff = 4ad?, (2.32)
sustituyendo (2.32) en (2.31):
y_z B _(mz — a?)
4a> 402
2 = a2 — 22
2+y = a’

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por M estd contenido en el eirculo con centro en el
punto medio de AB y didmetro AB.
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Figura 2-7

Por otro lado, las coordenadas del punto M se obtienen resolviendo simultdneamente las
ecuaciones (2.29) y (2.30). Para obtenerlas, despejamos y de (2.29):

y _ T-a
8 2a
rT—a
V=T P
sustituimos en (2.30):
y _ T+a
a  2a
~ (%8 _ o+te
a 2a

y simplificamos

z = a (a;g) . (2.33)
Abora sumamos (2.29) y (2.30):

y simplificamos:

R~
TN
@[

+

Rl
N’
Il
—

y
1 1
=, + =
y - . (2.34&)
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Asi, de (2.33), (2.34a) tenemos que:

M=1la f-a , of .
a+pB) a+p8
Por 1ltimo demostremos que la ecuacién de la recta tangente en M pasa por el punto de

interseccién de las rectas AB y A'B’. Para ello tenemos que encontrar las ecuaciones de
nuestras rectas que supuestamente compartirdn un punto en comun.

La ecuacién de recta tangente en M, al cfrculo obtenido es:

p—a of
a(a+6)x+a+ﬁg_a2. (2.35)

La ecuacién de la recta AB estd dada por:
y=0

y la de la recta A’B’ estd dada. por:

v-5 = (£=%) - (o)

—a—a

y—8 = - (ﬁz_aa) (z+a).

Asi, las coordenadas del punto de interseccién de las rectas AB y A’B’ son:

m=2a(ﬁ_a(ﬁ;—aa))=a(ﬁ+a) .y

B —a B—a

0. (2.36)

Si logramos probar que este punto pertenece a la recta tangente en M del circulo obtenido
tendrfamos que las 3 rectas se cortan en un punto en comiin. Sustituyamos (2.36) en el
miembro izquierdo de (2.35):

aﬁ—aa(ﬁ+a)+ af ©) = aﬁ—aa(ﬂ+a)

at+f \f-a) a+f a+p -«
R Sy e
B—a A+«

= a2

Por lo tanto la recta tangente al cfrculo con centro en el punto medio de AB y didmetro
AB, que pasa por el punto M, pasa por el punto de interseccién de las rectas AB, A'B’.
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4

Figura 2-8

Por 1ltimo, observaremos que cualquiera de los puntos del cfrculo con ecuacién 22 + 3% = a2,

pertenece al lugar geométrico considerado.

En efecto, si M’ estd en el circulo, puesto que AB es un didmetro, el dngulo L BM'A es
recto.

Trazamos la recta BM' y llamamos A’ al punto de interseccién de dicha recta con #;. De
la misma manera, trazamos la recta AM’ y llamamos B’ al punto de interseccién de dicha
recta con f5. Asf, M’ forma parte del lugar geométrico.

A
Y4 2

4 /\

Construccion con Geolab

1. Define los escalares:

e al=>5
e bl =-3
o u=10
e v=10

e 0l=0
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10.

11.
12.

13.
14.

Circulos
e 02=0
¥ construye los puntos O {ol,02), U (,62) ¥y V (ol,v)
Construye los ejea coordenados eX y e¢Y usando los puntos O, B y F.

Construye los puntos A{al,02), B{bl,02) y el eacalar AB distancia enire dos punios y haz
clicen Ay B.

Construye la rectas 11, {2 perpendiculares al eje eX gque pasen por los puntos A y B respec-
tivamente.

Construye el punto R(gl, b1) sobre la recta !1 y un punto A’ sobre el ssgmento AR. Oculta
loa puntos U,V v R.

Construye la recta I3 que pasa por los puntos B y A’

Conatruye la recta !4 perpendicular a {3 que pase por el punto A y llama B’ a la interseccidn
de laa rectas [2 y 14

Llama M a la interseccidn de las rectas 13 y I4.

Nota: En caso de que el punto 5’ no esté visible en nuestra pantalla gréfica, mueve el punto
A

En la pantalla de datos anslfticos, activa 1a traza de M.

Define una animacion para ¢l punto A’ con los siguientes datos:
Inicial = —100; Final = 100, Pasos = 400

En la pantalla grifica activa la traza.

Ejecuta la animacién.

Para verificar que el lugar geométrico buscado estd contenido en €l cireulo con centro en el
punto medio del segmento AE y didmeiro AB, dibujamos el cfrculo correspondiente a la
congtruccién anterior:

Canstruye el cfrculo eirl con centro ((al + b1)/2, 62) y radio AB/2

Para volver a ver la construccion original cierrs la ventana de animacidn haciendo clic en

el icono ® Cerrar ventana y en la parte derechs. de la ventana selecciona el objeto A’,
para arrastrarlo sobre la recta !1 si deseas ver, de manera mannal, cdmo se geners el lugar

geométrico,
La, construceién anterior es la que se encuentrs en el archivo Construccidn_3cir.lab. W
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IV. Sean A, B puntos fijos sobre el eje X de tal manera que el eje Y pase por el punto medio
del segmento que une A y B, O el origen del plano coordenado y un punto fijo P situado en
el primer cuadrante. Consideremos un circulo & con centro C' en el eje Y y que pasa por
los puntos A y B, y la recta £, la polar del punto P con respecto al cfrculo. Sea M el punto
de interseccién de la recta £y la recta que une a P con el centro del circulo 6. Encontrar el
lugar geométrico descrito por el punto M a medida que el centro del cfrculo © se mueve a
lo largo del eje Y.

Solucion:

Figura 2-9

Sean P = (a,3),C =(0,A) y A= (a,0).
Como el circulo pasa por A, su radio es

d(C,A) = V)2 +a2.

Entonces la ecuacién del efreulo © es:

4+ (y—N2=a?+ A\
Por otra parte, la recta £, la polar del punto P, tiene ecuacién:
az+(B-N@y—N—(a®+A%) = 0

az + By — M3 — Ay + A° — (a® + X%) 0
az+PBy—at-A(B+y) = 0. (2.37)

Asimismo, la ecuacién de la recta que pasa por C' y P tiene ecuacién:

y—f = (ﬁ_A) (z—a)

o
y—PBa = B-N(Ez-0a)
oy —af Bz — afl — Az + A
Bz—ay—A(z—a) = 0. (2.38)
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Para obtener la ecuacién del lugar geométrico que describe M, debemos eliminar A de las
ecuaciones (2.37) y (2.38).
Multiplicamos (2.37) por (z — a) y (2.38) por — (8 + y) y sumamos ambas expresiones:
(z-a)(az+By—a®—A(B+y) = 0
—B+y)(Br—oy-A(z—a)) = 0
(ez+ By —0d®)(z—a)— Bz —ay)(B+y) = O

Luego, la ecuacién que satisfacen los puntos del lugar geométrico descrito por M es:

(az + By — 0%) (z — @) — (Bz — ay) (B +)
az’ — (a® + a®) z + fyz — afy + a’a — Pz — Byz + afy + oy’
o (z? +°) — (@ +a® + %) z + d’a

1 a2 2 2y 2 102 9 2y 2
g1 FTHON L (laTH SN e
2 o 2 o

(2.39)

Il
o o o

es decir, el lugar geométrico descrito por M estd contenido en un circulo con centro

102 2 2 1 a2 2 2y 2
la*+a*+f 0) y radio 1/ { 12 +a®+ 0 a2
2 [0 2 o

2 2 2 2
Observamos que (%%) —a? > 0. En efecto:

12 +a2+/\° , (@ +a+)°
(a2+a2+ﬁ2)2—4a2a2
402 )

Como 4a? > 0 analizamos el signo del numerador:

(e +a’+ ﬂ2)2 —4cPa® = o +20%a% +20%8% + ot + 20%4% + B! — 40%a?
= ot —2d%a% + 222 + a* + 2a23% + B4
_ (az _ a2)2 +2ﬁ2 (az + az) +ﬂ4
y la 1ltima expresién, por supuesto es mayor que cero.
Asf, el lugar geométrico estd contenido en un cfrculo cuyo centro ests sobre el eje X.

Ahora bien, considerando la expresién (2.39), podemos observar que las intersecciones de las
rectas con ecuaciones:

a. ar+Pfy—a’=0y fBz—ay=0;
b. z—a=0y 8z —ay=0;
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c.ar+Py—al=0yB+y=0
dz—a=0y8+y=0.
la satisfacen.

Para identificar el circulo, analicemos los pares de rectas mencionados:

a. ar+PBy—a?=0y Bz —ay=0.
La segunda recta tiene ecuacién fx — ay = 0, es decir,

g

yzaﬂ:a

que es la ecuacién de la recta que une el origen O con el punto P.
Ahora analizamos la recta con ecuacién oz + By — a® = 0:

ar+fy—a® = 0

By = —az+a’
a . a?

= —— —

Y 8°" 8

observando la pendiente notamos que esta recta es perpendicular a la recta que une O
con el punto P.

Puesto que el punto de interseccién de dichas rectas satisface la ecuacién del lugar
geométrico, tenemos que el punto H, de interseccién de la recta que pasapor Oy Py
2

la perpendicular a esta 1iltima, que pasa por el punto de coordenadas (%, 0), €s un
punto del circulo.

b.z—a=0yp8z—oy=0.
Como vimos en €l caso anterior, la segunda es la ecuacién de la recta que pasa por O
y P.
La primera es la recta z = a.
El punto de interseccién de ambas debe satisfacer:

_ B
= —z
o
a?

B ow
I

de donde:
t=a y y=45
Es decir, el punto P estd en el cfrculo.

Puesto que para determinar un circulo bastan tres puntos, consideramos solamente uno de
los dos pares de rectas sobrantes. Elegimos el tiltimo por ser el més facil.
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d z—a=0yB8+y=0.
De las dos ecuaciones tenemos:

Es decir, el punto P, simétrico de P con respecto al eje X, estd también en el cfrculo.
Asft, el cfrculo obtenido pasa por los puntos P, P’ y H.

Figura 2-10

Veremos ahora que el lugar geométrico descrito por M es todo el circulo:

Sea M’ = (z1,71) un punto del cfrculo. Debemos encontrar un cfrculo que tenga centro
sobre el eje Y, que pase por los puntos A y B de tal manera que la polar de P pase por M’.

Si M’ = P, consideramos el circulo que pasa por A, B y P, en cuyo casc tenemos que la
polar de P pasa por M’ ya que si P est4 sobre el cfrculo, entonces la polar de P es la recta
tangente en este punto.

Vayamos al caso general. Si M’ # P consideramos la recta que une a M’y P.
Llamamos C' a la interseccién de esta recta con el gje Y.

Construimos el circulo 2 que tiene como radio el segmento C'A. El circulo €2 claramente pasa
por A, B.

Por el Teorema fundamental de polos y polares, (ver Apéndice B [17], pdgina 140) sabemos
que si con respecto a un circulo £, la polar de M’ pasa por P, entonces la, polar de P pasa
por M'. Asi, basta con demostrar que el punto P est4 sobre la polar de M'.

Primero hallaremos la ecuacién del circulo €:
La ecuacién de la recta M'P es:

y—yp= (yl_ﬁ)(w—wl),

ry — o
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luego, el punto de interseccién C' con el eje Y tiene coordenadas:

z=0

r— o
Pzr — oy
I —«

y = —(yl_ﬂ)x1+y1

entonces la longitud del segmento CA es:

2
ICA| = \/(—ﬂxl Hh —0) +(0—a)?
I —«
2
— \/(ﬁxl ayl) + a2.
I — o
Asf, tenemos que el cfrculo 2 tiene ecuacién:
T1 — o T — &
2+ ( Bz — 'yl) (ﬂ 1— yl) +C&2,
T — & T, — &
entonces la ecuacién de la polar de M’ es:
2
) — o T — o T, —
$1$+(1—ﬂ1 yl)(y By — yl) _ (ﬁl ?Jl) g
I —« I — o Ir —
2
Tz + (ylwl ﬁwl) (y Bz, — a’yl) _ (ﬂ-’rl ayl) + a2
I —a T —o T —a
Ahora, sustituimos P = («, ) en la ecuacién anterior:

Ti0+ (y1$1 — ﬁl'l) (ﬁ Bz — ayl) _ (ﬁ-’lh — 05311)2 1 a2
T — o T — o T — o
(3131 — Bz1) (a1 — o) (Bz1 — ay1)?

— 2 -
e —a)+ p— = p— + a® (z1 — @)
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y simplificamos:

(@12 —a?) (21 — o) + (.21 — Bz1) (oyn — ) — Bz — o) _

r —«
2 2 _ 2 _ 2
(12— a®) (z1 — @) + Ti09y + B $1;11 _(g.m) (on)” _ 0
(.'L'la _ az) (21— 0) + 1 (0591 A :E;)l - Z (ayl J¢; :1;1) _

(zia — a®) (z1 — @) + (o — FPzq) =

(zi — a%) (21 — @) + (i — 1) + (Byrzy — Byrzr) + (B — Byie) =
(z10 — @%) (21 — @) + (Byaz1 — B} + (Byia — Boz1) + (o — Bipzn) =
(210 — a?) (21 — @) + By (21 — @) — (Br1 —p1a) B— (Br1 — )y =
(z1a+ By — @) (21 — &) — (Bz1 — 1) B+ 1) =

oo o0 oo o

Pero M’ = (x4, y1) satisface (2.39), es decir,
(@10 + By — a?) (21 — @) — (Bz1 — 910) (B +31) =0,

entonces P est4 sobre la polar de M.

1 2 2 2
Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por M es el cfrculo con centro (— M, O)

2 o
. 1a2+a2+ﬁ2)2
y radio (—— —a?.
2 o

Construcciéon con Geolab

1. Define los escalares:

e pl="7
e p2=20
ea=>5
e v=10
e 0l=0
e 02=0

y construye los puntos A (a,02),B(—a,02),V (ol,v) y O (01, 02)
2. Usando los puntos O, A y V, construye los ejes coordenados eX y eY.

3. Construye el punto P (pl,p2)
Nota: En el desarrollo del texto P = (a, ) .
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4.
&.

® o X o

10.

11.
12.

13.

14,
15.
18.

17.
18.

Construye un punto € en el segmento OV,

Construye el efrculo eir con centro en C, que pasa por &l punto A.
Define la recta I, la polar del punto P con respecto al cfrculo cir.
Construye el segmento C'F.

Construye el punto M de interseccidn del segmento C'P con la recta L
En la pantalla de datos analfticos activa la fraza de M.

Define una animacién para €l punte C' con loa siguientea datos:
Inicial = —35; Final = 35, Pasos = 1000

En la pantalla grifica, activa la traza.

Ejecuta la animacién.

Para verificar que el lugar geométrico buscado eatd contenido en el efrculo que pasa por los
puntos P, P y H dibujamos dichos elementos, correspondientes a la construccién snterior:

Define el escalar 1 = (p1*p1 + a*a + p2*p2) / (2%p1) ¥ construye el cfrculo cirl con centro
en (rl, 02) y radio r1*rl — a*e

Construye los puntos P (pl, —»2) ¥ F (a*a/pl, 02)
Construye la recta {1 que pasa por O y P.

Construye la recta {2, perpendicular & [1,que pasa por F. Llamsa H al punto de interseccién,
de Il y I2.

Oculta los objetoa V y F.

Para volver a ver la construccién original cierra la ventans de animacién haciendo clic en

el icono ®¥  (Cerrar ventena y en la parte derecha de la ventans seleccions el objeto C,
para arrastrarlo sobre el eje Y 8 deseas wer, de manera manual, cdmo se genera el lugar
geométrico.

La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccion_4cir.lab. B
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I. Consideremos una recta £; que pase por el origen O del plano cartesiano, sea #5 la recta
obtenida al reflejar £; con respecto al eje X. Tomemos dos puntos P y @), distintos de O,
situados sobre #; y £; respectivamente. Tracemos el segmento PQ) y las rectas, perpendicular
a {; que pasa por P y perpendicular a £ que pasa por ¢). Llamamos M a la interseccién
de dichas rectas. Encontrar el lugar geométrico descrito por M a medida que los puntos P
y () son desplazados sobre las rectas £, y £; respectivamente de tal manera que el drea del
tridgngulo APOQ sea fija.

Solucidn:

£
/6 ‘9 5

Figura 3-1

Sean « el 4ngulo formado por el eje X y larecta ¢1,OP=py 0OQ =gq.

Anaslicemos las rectas PM y QM.

-1
Notemos que la pendiente de la recta PM es ——.
tan o

Si consideramos el tridngulo rectdngulo formado por O, P y la proyeccién de P sobre el ¢je
X, tenemos que el punto P tiene coordenadas:

T =pcosa
y

Yy = psena
luego, la recta PM tiene por ecuacién:

sena = 1 (z — pcosa)

¥y—p = Tanc P
ysena —psen’a = —zcosa -+ pcos’a
ysenc 4+ zcosa —psen’a = pceosta

TCosa + yseno P (sen2 o + cos® a)

rcosa+ysena = p. (3.1)
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Observaciones:

a. Puesto que £; es la recta obtenida al reflejar #; con respecto al eje X, entonces €l 4ngulo que
forma con el gje X es —a.

b. La funcién coseno es par y la funcién seno es impar.

De la misma manera que antes, considerando las observaciones anteriores, encontramos la
ecuacién de la recta QM:

El punto () tiene coordenadas:

z = gcos(—a)
gcosa

y = gsen(—a)
= —gsena,

la ecuacién de la recta QM es

zcosa —ysena = q. (3.2)

Sea k el drea de la superficie del tridngulo APOQ.

Analicemos el tridngulo APOE). Consideremos el tridngulo rectingulo formado por O, Py
la proyeccién de P sobre la recta £;, llamemos H al punto de interseccién con la recta £;.

YA

Figura 3-2

Observemos que el déngulo £ POQ) tiene valor 2a.
Sabemos que el 4rea de un tridngulo se calcula como:

Area = % (base) (altura) .
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Calculamos la altura del tridngulo APOQ), considerando al lado ¢ como base:

PH
sen 20 = —

despejando PH:
PH = psen2a,

entonces el drea del tridngulo APOQ es:

Area APOQ =k = %qp sen 2c,

de donde: ok
= ) 3.3
PI= enoa (3:3)
Por otro lado, de las expresiones (3.1) y (3.2) tenemos:
pg = (zcosa+ysena)(rcosa — ysena)
= z°cos’a—y’sen’q, (3.4)
igualando (3.4} con (3.3) tenemos:
2k
2,2, 2 .2 _
zocos"a—ysen o= — o,
pero sen 2a = 2 sen o cos &, entonces:
z?cos’ o —y?sen’a = __k
sen o cos o
:1:2 y2
— = 1 3.5
(seua’::m"’a) (sen-'*c?cosa) ( )

Asf, el lugar geométrico descrito por M, a medida que los puntos P y ¢} se desplazan sobre
las rectas ¢; y {5 respectivamente, de tal manera que el drea del tridngulo APOQ es fija,
est4 contenido en la hipérbola horizontal cuya distancia del origen a los vértices sobre el eje

focal es:
k
V sen o cos3 o

2vk
vsend acosa

y la longitud del lado recto es:

cot .
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Figura 3-3

Ahora veremos que el lugar geométrico descrito por M es toda la hipérbola:

Sea M’ = (z1,y:) un punto de nuestro lugar geométrico. Debemos encontrar un tridngulo,
con un vértice en el origen y los dos restantes, P y ¢J, en las rectas ¢; y £5, de tal manera que
PM! sea perpendicular a £;, M’ sea perpendicular a £; y el drea del tridngulo con vértices
OQP sea igual a k.

Trazamos la recta r perpendicular a la recta £, que pase por M’. Como la recta #; tiene

pendiente igual a tan o, entonces la recta r tiene pendiente igual a

Asi, la ecuacién de la recta r estd dada por:

_ -1
" tana

Y¥—hn (z—1). (3.6)

Llamemos P’ a la interseccién de la rectas r y £; y hallemos sus coordenadas:

La recta ¢; tiene ecuacién:

y = (tana) z. (3.7)
Sustituyendo (3.7) en (3.6) tenemos:
-1
(tana)z —y = r— (z—z1)
tana + L x = + i
tan o - o tan o
g -~ Nt e
tana + ﬁ
i tana 4+ 1
r = Y————.
tan? @ + 1

Sustituimos la expresién anterior en (3.7):

S — yrtana 4+
tan?a+1 /°
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Asi, hemos obtenido las coordenadas de P':

thtanae+z; yprtana+ o
3 , 5 tanco ).
tan“a+1 tan‘a + 1

Ahora trazamos la recta s perpendicular a la recta £ que pase por M’. Como la recta £

tan (—a)
Llamemos (' a la interseccién de la rectas s y £;. De manera ansloga al procedimiento que
se realiz6 para obtener las coordenadas del punto P/, obtenemos las coordenadas del punto
', es decir,

tiene una pendiente igual a tan (—a), entonces la recta s tiene pendiente igual a

, {wmtan(—a)+z ptan(—a)+ o _
@= ( tan? (—a)+1 ' tan?(—a)+1 tan(=a) J.
Consideremos el tridngulo AOP'(). Probaremos que el drea de este trisngulo es k.

Sea. R la proyeccién de P’ sobre la recta #;. Considerando el tridngulo rectangulo AOP'R,
tenemos

sen 2a = @
—opr
luego, el drea del tridngulo AOP'(Q)’ sera:
1
Area = EOQ’ x QP gen 2a, (3.8)

pero la longitud del segmento O’ es:

2 2
1 tana + x1 i tano + 71
OFP| = Lo htenhalllihat AT
OF] \/( tan? o + 1 ) +( tan?a + 1 ana)
\/(yl tano + 5t:1)2 + ({zr tan o + 1) ta.ncu)2
tan? o +1

(prtana + z1) V1 + tan? o

1+ tan?a
yrtana 4 x4

V1 + tan? o

= (yptana+ z;)coso.

La longitud del segmento O@' es:

0Q'| = \/(yl tan (—a) +"’1)2 " (!h tan (—a) + 2 tan(—a))2

tan® (—ex) + 1 tan® (—ex) + 1

v/ tan (—0) + 21> + (31 tan (—a) + 1) tan (—a))?
1 + tan? (—a) ’
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puesto que la tangente es una funcién impar, tenemos:

[0Q']

\/(—yl tana + 71)° + ((—# tana + 2;) tan @)’
tan?o + 1
( yitana + z1) V1 + tan® o

1+ tan? o
(—w tana + 1) cos .

Asi, la expresion (3.8) queda como:

AI’B&

5( 11 tan o + z1) cosa (1 tana + z1) cos asen 2a
1
5( (11 tan 0)® + 22) 2 cos® asena
( 2
zy

— (1n tan a) ) cos® asen @ (3.9)

Pero M’ = (z1,1,) satisface (3.5), es decir,

2 2
! . L4 =
k k
sen o cos? oy sen? o cos o
zisenocos’a —yisen’acosa = k
o osen’acosa 4
TI— Y- |senacos’a = k
sen o cos® o
2
sen? o
T2 — o = senacos’a = k
cos? o
2
(2} — (;tana)’)senacos’a = &, (3.10)

entonces de las expresiones (3.9) y (3.10) tenemos que &rea del trisngulo AOP'Q)’ es igual a

k.

Figura 3-4
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Par lo tanto, el lugar geoméirico descrito por M ea la hipérbela horizontal
. 8 1.

() (i)

Constiruceidn con Geolab

1. Define los eacalares:

. a & @
585 >« ¢
(| | | I |
| B oo

T,

s o

en

»
1yl
—
Il

A
I

»

£

I
o O W ™

£
Il

¥ construye los puntos O(el, o2), C (cl, 2) , V{1, 02) ¥ V{ol, v)
2. Construye los ejes coordenados eX y e¥ usando los pumtes O, U y V.
3. Crea leas rectes I1 ¥ I2 que pasan por el punto O con pendiente m y m' respectivamente,
4. Construye un punto P sobre el segmento OC

5. Enelicons [ elige la opeién Escalares distancia de un punto a recta. Llama dPI2
a este escalar ¥ lnego haz clic sobre el punto P y la recta I2.

8. Define z1 el escalar calenlado con valor —2%k/dPI2

7. Enel icone [ elige la opcién Medida de dngulos del dngulo AOB. Llama s a este
dngulo y posteriormente, en el orden siguiente, haz clic en los puntos U, O ¥ C.

8. Define el punto Q (z1%cos({s), —z1%sen(s})

8. Traza las rectas rl, r2 perpendiculares a las rectas i1,12 que pasen pot los puntos P v Q
Tespectivamente.

10. Llama M a la interseceidn de rl y r2, ¥ en la pantalla de datoe analfticos, activa la traza
del punto M.
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11.

12.

13.

En el icono / selecciona la opcidn Polfgonos. Asigna 3, el mimero de vértices y luego

haz clicen v . Llama QPO a este polfgono y deapués, en el siguiente orden, haz clic en
loa puntos @, P y 0. Cdmbiale de color y grosor.

En la pantalla de datos analiticos seleccions el objeto Tridngulo de vértices:QQ, P, O y
haz clic sobre la siguiente imagen:y seleccicna la opcién Rombos.

Figura 3-5

Define yuna animacién para el punto P con los siguientes datos:
Inicial = —5; Final = 5, Pasoca = 1000

14. En la pantalls gréfics, activa la traza de M.

15.

18.

1 7’.

-

En la pantalla gréfica, haz clic en el icono () Empieza animacidn.
Paraveriﬁcarquelahipérbola( f: )—( ﬂ )=1mincideconellugargeométrim
2an¥ & cra o

buscado, dibujamos la grafica cora;ga‘;'(;;diente a la constrmecién anterior:
En ¢l icono ' Define conica selecciona la opeién Calculada. Llama f a esta cénica y
agigna los siguientes valores:

o A = (sen(s)¥*cos(s)¥cos(s)*cos(s))/k

e 2B=0

o C = —(sen(s)*sen(s)*sen(e)*coa(s))/k

e 2D=0

e 2E=10

a F — —1

Para volver & ver la construccién original cierra la ventana de animacién haciendo clic en

el ivono  ® Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventana seleccions el objeto P,
para arrastrarlo sobre la recta [1 si deseas ver, de manera manual, cdmo se genera el lugar

geométrico.
La construccidn anterior €9 la que se encuentra en el archivo Construceién_leonlab. B
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II. En este ejercicio consideraremos la trayectoria ideal de un proyectil que se mueve en un medio
que no ofrece resistencia al avance y que ests sujeto a un campo gravitatorio uniforme. Este
tipo de movimiento se denomina tiro parabélico, debido a que el recorrido que describe es
precisamente una pardbola.

Situemos la posicién inicial de nuestro proyectil en el origen del plano coordenado. Sean vy
la velocidad inicial, # el 4ngulo de inclinacién inicial de nuestro proyectil y g la constante de
gravedad. Tracemos la recta £ que pasa por el origen formando un dngulo € con el gje X y
consideremos F' el foco y V el vértice de nuestro tiro parabdélico.

Hallar el lugar geométrico descrito por:

a. El foco F,
b. El vértice V,

c. El punto A, de interseccién de la recta que pasa por el origen y F' con la pardbola.

En los tres casos, a medida que el dngulo de inclinacién varfa de 0 a «.
Solucion:

Sabemos que la ecuacién de la trayectoria del tiro parabélico es (ver Bibliografia [3], pigina
145):

y = (tanf)z — 19 2,

2 (v, cos )° 2% (13.1)

Para distinguir los elementos de la pardbola, escribimos la ecuacién en la forma estédndar:

1 g 2
= (tan@)zx— -——————==z
Y (tan) 2 (v, cos §)?

g (2 tan (v, cos #)* - zz)

» COS 9 g

1
2
v, cos #)* 2tanf v,,cos()
_pluecost)? ( )’ )

_ tané( vocosf)) )2_ (tw@(voc059)2)2
g ]

g (v, cos §)?
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de donde:

_2(v00059)2y+ (tanB(vocosB)2)2 _ ( tan @ ( 'uocosﬂ) )2

g

2
_2('000039)2 1 g tan @ 'uocosB B (:1: vz sen29)
g L (v, cos §)°
. (v, cos §) ( (Sen 9 'Uz) _ (x v2 sen 29)
g
(v, cos §)? (sen8)’v2\ v2 sen 20
4 ( % y % = |x— .
Asf, nuestra pardbola (ver Apéndice B [21], pdgina 21) tiene:
e Vértice V con coordenadas
v2sen20 (sen)? o2
v(2% , o |, 3.11
( st ) (3.11)
e Pardmetro p con valor:
_ (v, cos 9)2
=y

e Foco F' con coordenadas:

7 ('uf sen20 (sen)?v? _ (vocos 9)2)

2g 29

simplificando tenemos:

(3.12)

P vpsen2f v cos 26
2¢g 29 '

a. Encontraremos la ecuacién del lugar geométrico descrito por el foco F' a medida que el
dngulo # varfa.
YA/L

t.

My

Figura 3-6
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2sen20 1vZcos2
Para obtenerla, Puesto que las coordenadas del foco son F' (v" Ben.20 =Y, Co8 9) :

2g ' 2 g
debemos eliminar @ de las ecuaciones:

v2 sen 20
4 122 20
_ __'U'o Ccos
=3 g (3.14)

Para ello, elevamos al cuadrado las dos expresiones:

. ('uﬁ sen 29) 2
? = ([2——
29

2\ 2
= (ﬁ) sen? 20

s _ f 1vicos2 2

'02 2 2
(Z_g) (cos28)”,

sumando las dos expresiones obtenidas tenemos:

2 2 2 2
2+ = (—") sen 29—|—( ) cos? 20
29 29

( ) (sen? 20 + cos? 26)

. (29) .

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el foco estd contenido en el circulo con
centro en el origen y radio

Ié‘-’u

r=-2 (3.15)

YA/

k)
>y

Figura 3-7
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Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el foco es todo el circulo con centro
en €l origen y radio

2
Yo

7‘:2—9.

Tomemos un punto sobre &l. Sea P (zg,yo) tal que

v2\?
Ty +ys = (2—;) : (3.16)

Debemos encontrar un dngulo #; tal que éste sea el dngulo inicial de un tiro pardbolico
de manera que su foco sea P.

Puesto que las coordenadas de P satisfacen (3.16) tenemos:

o2
To = ﬁcosgo

= U—g sen
donde ¢ es el d4ngulo que forma la recta que une el origen y el punto P, con el eje X.

YA,

) .

Figura 3-8

Definimos
(3.17)

y afirmamos que el dngulo 6y es el dngulo deseado.
En efecto: Despejando ¢ de la expresién (3.17) tenemos:

T
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Sustituimos este valor en la expresién de zq:

2o = COS (Y

cos (290 — g)
(cos (26,) cos (—g) — sen (20p) sen (—g))
(— sen (26p) sen (—%))

sen 20,.

z%’la%c%’Io‘:"u §|eem ‘§|°§N‘-§|°§N

y en la expresién de yp:

sen

sen (290 — g)

(sen 26, cos (—g) + cos 26, sen (—g))

o =

2
= —2—; cos 26,.

RN GENERSER

De manera que

(0, %0) (”5 260, 22 00820 )
To,Yo) = | 5 S€N sy, ——COB8 b | ,
y 2g 2g

que de acuerdo con (3.12) son las coordenadas del foco de la parébola

g 2

= (tanf,) r — ———=z°.
y=( ) 2 (v, cos B,)*

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el foco es el cfrculo con centro en el origen
2

v

adio r = 2.

y radio 20
Construccion con Geolab

1. Define los escalares:

e u=10
e =10
e 0l=0

e 02=10
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A I

y construye los puntos O{el, 02), F1 (u,02) y E2(0l,v)

Construye los ejes coordenados eX y eY ngando los puntes O, E1 y E2.
Define el escalar Medida de d&ngulos directo. Llimalo a y asigna 8 =1
Define el escalar v} = 10

En el icono “~ Define funciones selecciona la opeién Curva paramétrica. Nombra {' a
cata curva v asignsa los siguientes valorea:

a=10

b=4

z = v*cos(a)*t_

y = v0"sen(a)*t _ —4.9% %

Pasos =100

Define los escalares:

e A = v0*u0*sen(a)*sen(a}/(9.8%2)
e B = 2*y0*u0*cos(a)*sen(a}/0.8
e p = v0*v0%cos(a)*cos(a)}/(2%9.8)

7. Construye el punto F (B/2,A—p)
8. En la pantalla de datos analfticos, activa la traza del punto F.
9. Define una animacién para el dngulo o con los siguientes datoa:

10.

11.

12.

13.
14.

Inicial = 0; Final = 3.14, Pasos = 100

En la pantalls grafica, activa la traza.
En la pantalla gréfica, haz clic en el icono © Prmpieza animacién.
ay 2

Pars verificar que ¢l ctreulo 23 + 42 = ;—; coincide con el lugar geométrico buscado,
dibujamos la grafica correspondiente & la construccién anterior:
Define los escalares:

s =98

o 7= ((v0%0)/(2%5))
Construye el circulo cir con centro en O de radio r.

Pars volver a ver la construccién original cierrs la ventans de animacién haciendo clic en €]
icono ¥ Cervar ventana.
La construccién anterior es la que se encusntra en el archivo Construccién_2acon.lab. H
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b. Encontraremos el lugar geométrico descrito por el vértice V.

YA/

My

Figura 3-9

2 2 2
v sen 29’ (sen @) v2 debe-
29 29

Para obtenerla, puesto que las coordenadas del vértice son V' (
mos eliminar € de las ecuaciones:

v sen 20
Tr =

= (3.18)
¥
sen 0)* v2
y= it .19

Para, ello, elevamos al cuadrado la expresién (3.18):

2 = v2sen 20\
= %

v2)?
— [ 2
= (_Zg) sen® 20, (3.20)

elevamos al cuadrado (3.19) y lo multiplicamos por 4:

2 2 2
4 = 4((sen6) 'uo)

2g
2

2
= (U—;) sen” 6. (3.21)
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Dqy2
Por otro lado, multipliquemos por —% a (3.19) y sumamos ésta con (3.20) y (3.21):

2,2 2 2 2\ 2
(%) + (;—;) sen” 20 + (U—;) sen*§.
2 ’02 2 U2 2
) (sen 6)* + (ﬁ) sen” 20 + (j) sen’ @
: 2 va ’ 2 2 v : 4
(sen )" + 7 sen” f cos* 4 + 7 sen* §

2

((sen8)? (—1 + cos® 6 + sen? 6))

((sen 0)* (—1+ 1))

2

((sen6)? (0))

202 2
—%y—i—xz—i-élyz = =

on

|°ﬁm L= |°ew

I
|
Q |0eu o |0§m o |0<2N| TN TN oy

1
e M e P
e e Sty

Asi, las coordenadas de V satisfacen la ecuacién
2 2
—%y +2? + 4% = 0,

que corresponde a una cénica.

Para identificar la curva, la escribimos en la forma estdndar:

22
—%y+m2+4y2 = 0

("’3)2+ ]
2g g
b-3)
z? Y™ 4
5 + - 1. (3.22)
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sustituyendo (3.15) en (3.22):

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el vértice, estd contenido en la elipse horizontal

. . . . 1
con centro | 0, o7 | » semieje mayor r y semieje menor 7.

YA/

CV

py

Figura 3-10

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por €l vértice es toda la elipse horizontal con

1 1
centro (0, ET) , Semieje mayor r y semieje menor ik Tomemos un punto sobre él.
Sea @ (z1,71) tal que
2y 2
),
2
ort 4q
-3+ 7 =1 (3.23)
Yo Yo
(29) (49)
Debemos encontrar un dngulo #; tal que éste sea el dngulo inicial de un tiro pardébolico de
manera que su vértice sea Q.

Puesto que las coordenadas de Q satisfacen (3.23) tenemos:

22
T = ﬁ COS Y

¥ 2 2
Y% Y%

para algiin dngulo .

Definimos

(3.24)
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y afirmamos que el dngulo &; es el d4ngulo deseado.
En efecto: Despejando <y de la expresién (3.24) tenemos:

T
Sustituimos este valor en la expresién de zp:

Ty = cos 7y

s . 5)

(cos (26,) cos (—g) — sen (260;) sen (—g))

(— sen (26,) sen (— g) )

= sen 26, .

tgn |oew tls:’|0eu %D |0eto tgn |Qetq !..SD |oeu

1 2 2
= % &(:08261.
4g

B lv_g 1 — cos 26,
29 2

De manera que

( ) ('UE sen 260 U‘? si 29)
T1,4%) = | 5 8Cnav,, —81n b |,
Y 29 2g

que de acuerdo con (3.11), son las coordenadas del vértice de la pardbola

1 g 2
= (tanf)z — ————=z°.
y=( 1) 2 (v, cos 91)2

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el vértice es la elipse horizontal con centro

1 1
(0, 57‘) , Semieje mayor r y semieje menor 57‘.
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Consgtruccidn con Geolab

L

Repite los primeros 6 pasos de la construccion. con GeoLab del inciso a.
Construye el punto V' (B/2, A)
En la pantalla de datos analfticos, active la traza del punto V.

Define una animacién para el dngulo a con los siguientes datos:
Inicial = 0; Final = 3.14, Pasos = 400

En la pantalla gréfica, activa la traza.

. En la pantalla gréfica, haz clic en el icono © Empieza animacion.

1 2
22 (”‘E")
Para verificar ¢ue la elipse — + =———— =1 coincide con el lugar geométrico buscado,

ré 1
ET
dibujemos la grafica correspondiente 4 la construceidn antetior:
Define los escalares:
& g — 9.8

e r = (v0%0)/(2%g)

e c=gqri(r*r — (r*r)/4)
Construye los puntos F1(—c, (v0*0)/(4%g)) ¥ F2 (¢, (v0*00)/(4%g))
Construye la elipse elip con focos F, F; ¥ que pase por el punto 0.
Para volver a ver la construccién original cierra la ventana de animacién haciendo clic en el

jcono X Cerrur veniana.
La construccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién_ 2bcon.lab. l

. Encontraremos el lugar geométrico descrito por el punto A.

b¢ ¥4
4

.
X

Figura 3-11
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2 2 2 2
Recordemos que el foco tiene coordenadas (U" sen 20 i 9) .

29 7 2
La recta, que pasa por €l origen y el foco, tiene por ecuacién:

_ vycos 20
_ 29
v = vZ sen 26
29
_ freos 20 -
N sen 26
= —(cot28)z (3.25)
Para hallar las coordenadas del punto A igualamos la ecuacién de la pardbola:
g 2
= (tan@)xr - ———=
y=( ) 2 (v, cos 0)?
con (3.25), y simplificamos:
g 2
tanf)e — ———z° = —(cot20)zx
( ) 2 (v, cos #)? ( )
g 2
tanf)x — ———=z°+ (cot20)x = 0
( ) 2 (v, cos §)° ( )
g
z | (tanf+cot20) — ————zx} = 0,
(( ) 2 (v, cos 0)2 )
luego
z=0
° g
tanf 4+ cot 28) — —————z =0,
( ) 2 (v, cos )
pero z = 0 no nos interesa porque tendriamos que y = 0.
Entonces consideramos:
1 g
tanf +cot20) — ————z = 0
( ) 2 (v, cos §)°
19 o - (tanf+cot26)
2 (v, cos §)?
w2,
r = ?cos 6 (tan 8 + cot 26)
2
z = 2&0056 sen & + cos 26
g 2send
202 (2 sen® @ + cos® 6 — sen? § )
z = —cosf
g 2sen
V2
z = ;0 cot 8. (3.26)
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Sustituimos (3.26) en la ecuaci6n del tiro parabdlico y simplificamos:

entonces

1 g 2
tanf)z — -————
(tanf) 2 (oo c0s ) 5T

vE 1 g (v2 )2
tanf) 2 cotf — =—=—— [ 2 cot d 3.27
(tan®) g 0 2 (v,cos0)® \ g 0 (3-27)

2 2
E—v—ocsczﬁ
9 2g

2
% (1—105029),
g 2

2

Yo 1 2

2
Y

(1 —cot?6), (3.28)

tad

2

o2 v2
Al 2cotd, 2 (1 —cot? ) .
(9 29( )

Para hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por A, debemos eliminar € de las

expresiones (3.26) y (3.28).

2

2
Elevamos al cuadrado (3.26), multiplicamos por Yoy (3.28), sumamos ambos resultados y
g

simplificamos:

w
|

2 2 [ o2

Y <V, { Up 2
—cotf)] +—2 (— 1—cot 0)
g ) %( )
v? 2 v2 2
—") cot® 6 + ( ) (1- cot? 8)
g g
V5
9

) cot26'+1 cot20)

es decir, las coordenadas del punto A satisfacen la ecuacién:

2’!}2 (1)2)2
2 o [
g g ’

que corresponde a una cénica. Para identificar sus elementos, la escribimos en la forma
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estdndar:

22 AN
g g

'U2 ’U2
—4( -2 s 10 2
(29) (y 29) ?

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto A estd contenido en la pardbola

2 2
vertical, que abre hacia abajo con vértice (0, ;—;) yp= g—;

YA/
A

Figura 3-12

Para mostrar que el lugar geométrico descrito es toda la pardbola, tomamos un punto
A (zo, yo) sobre ella, es decir, satisface:

v2 2
4 2= — o) — g2
(29) (y° 29) *o

Consideramos el segmento de recta que une el origen de coordenadas con A y llamamos P
al punto de interseccién de dicho segmento con el circulo:

v\ 2
2 2 _ 0
Ty _(29) '

Ahora, de la misma manera que en el inciso a, encontramos el dngulo 8y de tal manera que
el tiro parabdlico correspondiente a este d4ngulo tiene a P como foco.

Asi, la pardbola que describe el tiro es:

g 2

y=(ta.n90)m—1 z

2 (v, cos 8)°

y P tiene coordenadas

vzsen2fp 1w cos26p
2¢ ' 2 g '
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Probaremos que el punto A est4 sobre la pardbola.

La recta que pasa por el foco y el origen tiene ecuacién (ver 3.25):
y = — (cot 26p) z,

entonces
A(zo,y0) = Az, — (cot 26p) xo) .

Por otra parte, A (zo,y0) estd en la pardbola

2 2

4% )2

! (29) (yo 29) o

sustituimos el valor de la segunda coordenada de A y simplificamos:
2 2

4% _l) g2

4 (29) ( (COt 290) T 29) Iy

2 v, v :

Iy — 4 2—g (CO'IJ 290) Ig — 4 5

’U2 '02 2
T2 —2 (;") (cot 26¢) zo — (?") = 0.
’U2 2 'U2 2
cot 26y £ \ 4 (;") cot?26y) —4 | — (;")

(
2

5)

2 (%2) cot 260 + 4 /4 (”??)2 (cot? 265 + 1)
2

)

Il
o

Resolvemos para zo:

cos26, + 1
sen 26,

+1+4cos 26y
2
senfycosfy |
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Si consideramos el signo positivo tenemos:

1 4+ cos 26,
s = ()| —2
7 Ay sen p cos By
_ 'u_?, cos? _cosfp
~ \ g/ \senfcosy
_ 'u_g cosfy
~ \ g/ \sené,
2
= (U—") cot By,
g
considerando el signo negativo:
2 —1-+cos26g
o = (2} —2
0 g sen &, cos &y
_ (v _—sen®fy
 \g sen O cos By
_ 'u_?, —senfq
T \g cos By
,U2
= (_o) tan 90,
g

asf, las intersecciones de la recta que pasa por el foco y el origen con la parabola descrita
por el lugar geométrico son:

((22) cott—cor ) () covtn) v (= (%) tante, ot (ate) (%) taate).

2 2
Ahora veremos que el punto | — (v—") tan Ay, (v—") cot (26p) tan 90) no ests en el pardbola
g
correspondiente al tiro parabdélico:

El tiro parabdlico tiene por ecuacién:

1 g 22
— (tanfp)z — ~—9%
y = (tanfo)= 2 (v, cos Bp)*

Supongamos que el punto satisface la ecuacién, entonces:

v2 p2 1 g ((vz) )2
= t (20;) tan Gy = (tan @ —[=2}tanly | — =-———— —< | tan 8 ,
(Q)CO( o) tan o (a,ng)( (Q’) o D) 2 (v, cos fp)* g9 anve
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simplificando tenemos:

2 2 2 2
% _ (%) tan2g, - 1 (%) B %
(g)cot(260)tan90 = (g)tan B 5 (g) P
2 2
(%) cot (26p) tanby, = — (%") tan? 8, (% sec? Gy + 1)
cos (26p) 9 1
tangosen(Zﬂg) = —tan®#f, 5 Sec O +1
cos (26,) 1
RS0 - 1
sen (260) tan 6y (2 sec” 8y +
cos? By — sen? senfp (1
2cosfpsinf,  cosfp (5 sec”fo + 1)
2 cos 62 1
cos’fy —sen?f, = —%;jngo (5 sec? 0y + 1)
cos’fy —sen?0, = —2sen?f, (% sec? 0y + 1)
cos’fy —sen?fy = —tan®8, — 2sen®d,
cos?fy +sen?f, = —tanZf,,
de donde
ta,n2 00 = —1,

lo cual no es posible.
Asi,

v2 v2
A ((—") cot 8y, — cot (26,) (—") cot 60) .
g g

Vamos a simplificar la segunda coordenada de A:

2 2
— cot (20p) (v—") cotGp = — (v—" cot @p—————~
g g

cos? @y — sen? G,

de donde:

v2 1 (2 o
A ((;) cot 90, 5 (;) (1 — cot 90)) 3

que sabemos, satisface la ecuaci6n del tiro parabélico (ver 3.26 y 3.28).
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Consgtruccidn con Geolab

- A O A

10.

11.

12,

18.

Repite los primeros 2 pasos de la construccidn con GeoLab del inciso b.
Define el escalar b = F.y +2%p

Contruye la recta calculads dir con ecuacion ¢y = b

Construye f la pardbola con foco F y directriz c.

Construye la recta {1 que pase por los puntos O y F.

Llama M a la interseccién de la recta I1 con la pardbola f, del otro lado del punto O.
En la pantalla de datos analfticos, activa la traza del punto M.

Define 1na animacién para el 4ngulo a con los siguientes datos:
Inicial = (; Final = 3.14, Pasos = 100

En la pantalls gréfica, activa la traza.

En la pantalla gréfica, haz clic en el icono © BEmpieza animacién.

ﬂﬂ

2 2
Para verificar que la pardbola —4(29) (y—;—;) = z? coincide con el lugar geométrico

buscado, dibujemos la gréfica correspondiente a la construccién anterior:
Define loa eacalares:

e g=088
o = (v0"v0)/(2%)

Define i una cénica caleulada con los giguientes valores:

e A=1

e 2B=0

2 O0=0

e 2D=10

s 2E =4%r

o F=—4%%

Para volver a ver la construccién original cierra la ventans de animacién haciendo clic en el
icono ¥ Cerrar ventena
La. construccidn anterior 8 la que se encuentra en el archivo Construccién_ 2ccon.lab. W
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III. Sean £ una recta cualquiera con pendiente positiva que pase por el origen, £ la recta que se

obtiene al reflejar £ con respecto al eje X y A un punto de sobre el gje X positivo. Sea s una
recta que pasa por A y corta, a £ en el punto C y a £ en el punto C’. Consideremos P un
punto cualquiera en el primer cuadrante y llamemos P’ al punto que se obtiene al reflejar P
con respecto al eje X. Sea M el punto de interseccién las rectas que pasan por C, Py (', P'.
Hallar el lugar geométrico descrito por el punto M a medida que la recta s gira alrededor
del punto A.

Solucidn:

YA C
‘ef
£
A
M X
s
P,
C’
Figura 3-13

Sea A = (z0,0). Como la recta s pasa por el punto A, entonces tenemos:

y—0 = m(z—zo)
m(x — zp), (3.29)

donde m es la pendiente de la recta.

Sea
y=mz (3.30)

la, ecuacién de la recta £, luego la ecuacién de £/, por ser £ la recta que se obtiene al reflejar
£ con respecto al eje X, es

Yy = —m. (3.31)

Sea P = (z1,y1), entonces P’ = (z1,—y1)-

Hallemos las coordenadas de los puntos C' y C’.
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Para hallar las coordenadas del punto C debemos resolver el sistema formado por las expre-
siones (3.29) y (3.30). Sustituimos (3.30) en (3.29) y despejamos z:

mz = m(z— o)
mT—mI = —mMmag
(mi—m)xz = —maxg
mIg
zr = —
m —m
mIp
z = .
m —1my

Ahora, la expresién anterior la sustituimos en (3.30):

—m ™meg
y=m m—mi )

AsiC( Mo ,ml( Mo ))
m-—m m—my

Anslogamente, para hallar las coordenadas del punto C’ debemos resolver el sistema formado
por las expresiones (3.29) y (3.31). Sustituimos (3.31) en (3.29) y despejamos z:

—mz = m(z— o)
—TT —MT = —MIo
—(mi+m)z = —mxg
mIy
z = .
m+ my

Esta expresi6n la sustituimos en (3.31):

— —m My
¥y=-—mh m+my /)’

ASfC"=( o -,-_ml( %o ))
m—+ my m+m;

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos C y P tiene por ecuacién:
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mIg m-—-m
my —i
m—ng m-—-—m

Y-t = e (m—ml) (x — 1)

que al simplificar tenemos:

. mimIo — th (m — ml)
Y—h = ( mﬂo_ml(m_ml) ) (z —z1)
(y — 1) (mzg — 21 (m —my)) = (mumzo —y1 (m—my)) (z — 1)
(y— ) (m(zo —21) +T17) = (m(mazo — ) +yma) (z — 1) (3.32)

m—nh

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos C' y P’ tiene por ecuacion:

y— (—y1) = o (n::—l;;nl) = (-1 :

m+ 1y

z—1T1),

al simplificar tenemos:

mxo o m—+my
n . m+m1 Y m+my ($—$)
Y+ = . m+my 1
m+m1 ! m —+ 1my
_ [—mamzo+y (m+m,)
y+uy = ( M — 21 (m + ) )(a: 1)

—mumzo + y1 (m+ m1)) (z — 71)
—m (myzo — 1) + ) (2 —21) . (3.33)

(y+ 1) (mxo — 1 (M +my))
(y+y1) (m (2o —21) —2zmy) =

(
(

Para cobtener el lugar geométrico descrito por M debemos eliminar m de las expresiones
(3.32) y (3.33). Consideremos ambas expresiones:

(¥ — ) (m(zo — 1) + 21mu) = (m(mizo — 1) + 1) (2 — 1)
(y+w) (m(zo—z1) —z1mu) = (—m(mazo — 1) + 1) (z — 31),

sumando obtenemos:

(y—) (m(zo —21) +T1m1) = (m(mumo —y1) + 1) (& — 71)
(y +w) (m(zo—z1) —z1my) = (—m(mazo —y1) + yimy) (T — 21)

2m (zo — 1) Y — 2thzamy = 2y (2 — 1) .
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Despejamos m:

105

m(zo—x)y—prima = ymy (T —z1)

m(zo — 1)y
m (2o — %1) Y

m =

thmy (z — 21) + iz

Iihma
Ty

(zo — 1)y

m = AT (3) (3.34)

To—T1 \Y

Sustituimos la expresién (3.34) en (3.32) y simplificamos:

- (27 (3) o=+ ovm)

To— 21 \Y

x
v—wn) (ylmla + -’Blml)

(v — y1) (yrmaz + yrimy)

vz (y — 1) + yzama (y — 1)
hmizy — thmazyr + yzima (y — )
—gmazys + yTama (Y — 1)
—pmazys + Y Em — yhm
—pmazys + Yz

—hTy + ¥

(-2 + v°71) (20 — 1)
—y2y (Zo — 71) + ¥z (T — 21)
y2x1 (o — 1) — h (Maz0 — th) 7

(
312151 (w0 — z1) — 31 (MaTo — 1) 7
¥ (o — 1) — h (M1%o — 1) z?
y2x1 (o — z1) — 41 (Ma%o — 1) z?

@12371 (-’L‘o - 1131)

( thm (E) (mazo — 1) + ylml) (z — 21)

To— 1 \¥Y
nm z
—— | = | mazp — 1) +1m r—zx
(mo_ml (y)( B0 — 32) + 11 1)( )
™m
(Lx (maxo — 1) + yylml) (z — 1)
o — I
m
nh_, (myzo — 1) (z — z1) + Yy (T — 21)
Lo — I
m
e z (miZo — 1) (2 — 21) + yprmaz — yyimazs
To— 21
m
T (a0 — 1) (& — 71) — Yy
To— T
m
LG T (mazo — 1) (T — 1) — Yy,
o — 21
hm
o — :vlm (mazo — y1) (T — 21)
- ml"ﬂ (mazo — 1) (2 — 1)

= 9z (T — Y1) (x — 71)

¥ (myzg — y1) 2 — y1 (Mo — 1) 112
Y1zy (To — 21) — Y1 (Ma%o — 1) Tz
(1191 (%o — 71) — 91 (Mo — y1) T1) T
(yl’ylwo - y1m1$0$1) z

(1 — m1z1) oz

=t (Mmizo — ) z? + (th — maz1) hZoZ.

Sean a =y (myzo — 1) ¥y 8 = (31 — maz1) 11, luego:

v*z1 (o — 71) = 02 + Bz
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Completamos el trinomio cuadrado perfecto del miembro derecho y simplificamos:

vz (zo—21) = « (:1:2 + %x)

yle (1'[] - .’.!?1) = o (3; + 1@)2 _ 1(ﬂ$0)2

2 o 4 «
18x0\? 1 (Bxo)?
v’z (2o — 1) — @ (a: + 5%) = _Z@
15z 2 1 T 2
(i) e - 1

1 Bz 2
a($+2 a) 231(1.‘0—1?1)?;2

2 - 2 =1
1 (Bzo) 1 (Bzo)
4 o \ 4 «
1ﬁ.’120
( +§7) N .,

( - (_%%))2 _ y’ - 1L (3.35)

Observemos que la anterior es la forma candnica de la ecuacién de una hipérbola o una
elipse, dependiendo de cuél sea el signo de la expresién:

oz (2o — 21),

0 sca
Y1 (mazo — 1) 71 (w0 — 21) -

Puesto que el punto P estd en el primer cuadrante, xz1,%; siempre son positivos, entonces
basta ver cuél es el signo de

(ml.’Bg - y’1) (SB() - $1) . (336)
Veamos qué condiciones deben cumplir la pendiente de la recta £, el punto A y el punto P
para que (3.36) sea positiva.
Sabemos que my,z1, 4 > 0.

Tenemos dos casos:
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a. Sean (myzy —y1) > 0y (zo — z1) > 0, entonces mzo > 1, Zo > Z1. Esto nos dice que
sl consideramos las rectas

y=mmZy Y T = Zo,

si el punto P (1, 1) esté en la regién limitada por los ejes X e Y y las rectas y = myzo
Yy T = %o, la expresién (3.35) es la ecuacién de una hipérbola horizontal con centro

&5

YA C
E'
£
A
M X
-]
P’
C’
Figura 3-14

b. Sean (mizo—1) < 0y (zo—x1) < 0, entonces myzy < Y1, To < 1. Si €l punto
P (z1,11) estd por arriba de la recta y = myzy y la derecha de la recta z = =z, la

expresion (3.35) es la ecuacién de una hipérbola horizontal con centro (—%%, ) ;
YA P,
v y
A
X
8
£ C’

Figura 3-15
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Asi, en ambos casos la expresién (3.35) representa la ecuacién de una hipérbola horizontal

1
con centro en (——@, 0) .
2 o

Ahora, debemos hallar las condiciones de ¢, A y P para que (3.36) sea negativa.
Tenemos dos casos:
(a) Sean (myzo —v1) >0y (xo — z1) < 0, entonces myzo > ¥1, Zo < 1. Esto nos dice que

si el punto P (zy,y;) estd por debajo de la recta y = myzg y a la derecha de la recta
x = xzy, la expresién (3.35) es la ecuacién de una elipse horizontal o vertical con centro

lﬁmo
11 (—ET, 0) .

YA C

Cr

Figura 3-16

(b) Sean {(myxzpo—11) < 0y (xo — 1) > 0, entonces myxy < y1,%Zg > %1 Si el punto
P (z1,y1) estd por arriba de la recta y = myzy y la izquierda de la recta z = =g,
la expresién (3.35) es la ecuacién de una elipse horizontal o vertical con centro en

1ﬁ$0
(‘5?0) :

YA

Figura 3-17
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1 2 1 2
Dependiendo de cémo sea el valor de | —= @ con respecto a — ﬂ, la expresién
2 a 4 oz (zo — 71)

(3.35) serd una elipse horizontal o vertical. En ambos casos la expresién (3.35) representa

1
la ecuacién de una elipse horizontal o vertical con centro en (—5%,

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M estd contenido en una hipérbola
horizontal, o bien una elipse horizontal o vertical con centro en (—%%, 0) dependiendo
de c6mo sea el signo de (myzo — y1) (To — Z1).

Veamos que el lugar geométrico descrito por M es, en cada caso, toda la curva mencionada
anteriormente.

Supongamos (m1zg — 1) (T — x1) > 0.

Consideremos

Sea M = (2, wp) un punto en la curva, es decir,

(zo B (_%%))2 _ w5 —1 (3.37)

Gﬁ@)z 1 (Bxy)’

2 o 4oz (zo — 1)

Debemos hallar una recta que pase por A y corte a £ en el punto C, y a la recta £ en el
punto C’ de tal manera que las rectas que pasan C, P y €', P! se corten en el punto M.

La recta que pasa por los puntos P y M tiene ecuacién:

g =
Y= (z — z1) (3.38)
y la que pasa por los puntos P/ y M es:
oy w—(—w)
y—(—y) = P (z — 1)
_ Wty
vyt = (@), (3:39)

Hallemos las coordenadas del punto C. Para ello debemos resolver el sistema formado por
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las expresiones (3.30) y (3.38). Sustituimos (3.30) en (3.38) y despejamos z:

Wo —

1T — = T—x
1T — Zo—-'r1( 1)
Wy — 1 Wo— W
(ml__y)x I k.Y
2Zp— I 20— I
w —
1 — 0 ylxl
Tz = 2 — I
ml_w()—yl
20— I
- Bl—z) - (w—y)z
ma (20 — 1) — (wo — 1)
20 — WopTh
:E frd
m1(20—x1)—w0+y1
r = Y120 — WoT

(y1 - m1$1) - ('wu - mlzo).

Esta expresi6n la sustituimos en (3.30) obteniendo:

. Y120 — Woly
(yl — ’ml-’L‘l) — (’wo - mlzo)'

y=m

Asf,

C = ( 2z — Wt m Y120 — WoZ1 )
= 1 .
(9’1 - mlml) - (’wo - mlzo) ’ (yl - mlml) - ('wo - mlzo)

Anslogamente, para hallar las coordenadas del punto ¢’ debemos resolver el sistema con-
formado por las expresiones (3.31) y (3.39). Sustituimos (3.31) en (3.39) y despejamos z:

wo + %
—-mz+y = o — @1 (z — 1)
B (m1+ Wo+y1) r — _ (y1+ Wo+y1$1)
2y — I 20— I
_ + :;u—_y—_:llxl
; = nlm—z)+ oty
my (2’0 —ﬂ’:l) +’w'0+y1
r = Y1zp + W
mi (20— z1) +wo+
- Y120 + W1

(y1 — mla:l) + ('LUo + mlzo) ’

la expresi6én anterior la sustituimos en (3.31):

2o + WoZ1
(1 — maz1) + (wo + mazo)

y=-m
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Asi,

C — ( Y120 + WoT1 _my Y120 + woTy )
(y1 — maz1) + (wp + My 20)’ (11 — muz1) + (wo + My z)

Afirmamos que la recta CC’ es la deseada, es decir, basta ver que el punto A = (zg,0)
pertenece a esta recta.

Para ello consideremos las rectas CA y C'A. Como ambas rectas pasan por el mismo punto
A, si verificamos que las pendientes de ambas son iguales, entonces C, C’ y A son colineales,
es decir, A estd sobre la recta CC/.

De la expresién (3.37) tenemos

’ 2
Q(Zoﬁ-l%) —xl(xo—ml)wg — l@

2 4 o
1820\* 1(Bz)?

2 _ _ it U TR Ul 70

wpz1 (To — 21) a (zo t3, ) 1 o
2 _ 2 Bxo

wzy (Lo — 1) = «a (zg + TZO)

wga:l (IEO — 581) = O!Zg + ﬁIBoZg,

pero o =g (Muzo — 1) ¥ B = (y1 — m1x1) 41, luegor
wazy (o — 1) = w1 {mazo — 1) 7 + (3 — maz1) M1Zo2o
2‘”3331 (wo - $1) = 2y (mlwu - y1) Zg +2 (y1 - m1931) 11020,

lo cual escribimos como:

—in (mlmo - yl) Zg - (:Ul - m1931) Y1 %o2o + wﬁml (1-‘0 - -’L‘l) =
= y1 (o — y1) 23 + (g1 — Maz1) Moo — wizy (To — 21)

factorizamos 4,2p en los primeros dos sumandos del primer miembro y —#12; de los dos
primeros sumandos del segundo miembro:

120 (—maZozo + y120 — (y1 — M) 2o) + wizy (20 — 21)
= —y12 (—maZozo + Y120 — (Y1 — T1T1) To) — wWiEs (To — T1)

reagrupamos en ambos miembros lo que hay en el primer sumando:

1120 (Y120 — o (1 — M1zt + My 2)) +wiz (To — 21)
= —y12% (120 — To (1 — Ty + M 20)) — WEE (X0 — 7)),
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factorizamos (y120 — woz1) en el primer miembro y {(—y120 — wp1) en el segundo miembro

(7120 — wo1) (120 — Wo (%o — 21) — 2o (3 — ML) +Ma2p)] =
= (—y120 — wox1) [Y120 + wo (To — 1) — To ((n — Muz1) + Mma20)) ,

de donde
P12p—WoT — —H1Zg—UpT1
y1z0+wolzo—z1)—zo ({1 —miz1 }+ma20) 11 z0—wo(To—a1)—wo((31 —m151)+m120)
1 Zo—wo1 — —y1 20 —wo1
v1z0—woz1—xo{(y1—maz1 )—(wp—1R120)} w zo+woz1—ag ((y1—maiz1 )+ (wot+mizo))
ma (Y1 70—woT1) — —m (31 20-+uwpT1)
y1zo—wox1—To((y1—maz1)—(wo—mi1z0)} wn zo+woz1 —zo((y1—miz1)+(wo+mizo)}
m Y120 —WOTL —m ¥120tunTl
Yyi—mam)—(wo—maze) __ 1 (y1—maz1 )+ (wo+mazo)

12zo—upZ =
(y1—m1z1)—(wo—mazg) 0

(3.40)

Y120+ —
(y1—m1z1)+(wp+mize) 0

En la ltima igualdad aparecen justamente las pendientes de las rectas que pasan por CAy
C'A, ya que la pendiente de la recta que pasa por los puntos C y A es:

Y120 — WoT1 _
(yl — m1$1) — ('wo — m120)
Y120 — Wolh
(y1 — maz1) — (wo — Mu20)

0

M

y la pendiente de la recta que pasa por los puntos C' y A es:

Y120 + WoT1
{1 — maz1) + (wo + M120)
Y120 + WoZ1 _
(y1 - mla:l) + ('!,Uo + m120)

Asi, por la expresién (3.37) tenemos que las rectas CA y C'A tienen pendientes iguales,
luego A est4 sobre la recta C'CY.

Por lo tanto, el lugar geométrico que describe el punto M es la:

_{_18%0}}?
hipérbola horizontal: (= ((% én‘sg)) - : (g: 7— =1 s (mazo — 1) (To — 21) > 0
o az){Tg—T1)
o—(—1870}}? si (myxo — To—11) <0
elipse horizontal: (==(-55) + a z 1 sz fl)gg’zg!“ V< 0y

(3%)°

4 a1 (xo—x1)

si (myzo— 1) (zo—71) <0y
G2) <i=tls

4 oz (:to—:tl)

e

elipse vertical: — 2
“temetsy (G
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Construccikin con Geolab
1. Define los sacalaras:

o y=10

« v=10

waogl=10

e 02=10

s z0=4

eml=1

e ml'=—ml

¥ comatruye los puntoa A (z0,62),0 (ol,62) , IV (1,02} ¥ V {01,v)

2. Constroye los gjes coordenados eX v €Y usando los puntos O, L7 v V.
3. Construye las rectas ! y I' que pasen por O con pendientes m1 y m]’ respectivamente.
4. Construye los puntez P (10,5) vy P*{P.z, —Py)

5. Enelicono / elige ln opcién Recta por un ptinto, lama ¢ & este recta ¥ haz clic en el
punte A, Gire este recte de tel meners que se pueds apreciar dénde corte o las rectes { y I,

8. Llama C o la interseccidn de los rectes (5, ¥y C7 & s intemeceion de las mctea I, 5.

7. Traza las rectes rl ¥ 2 que pesan por P, C'y P, ' respectivamente y lame M al punto de
interseccion de estas rectas.

8. En la pantalla de datoe analfticos, activa la traza del punto M.

9. Define una animacién para la recta & con log siguientes datoe:
Inicial = 0; Final = 0.5, Pagog = 5K

10. En la pantalla gréfica, activa la traza.

11. Ejecuta la animacitn.
Para verificar que el lugar peométrico buscado estd contenido en la ednica con ecuacidn

ey N
(1ﬂ_=n)’ 1 (B
2 o 4az (5 — 1)

dibujamos la cénica correepondiente a la congtruccidén anterior:
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12. En élicono (' Define eonica selecciona la opeién Caleulada. Llama lug a esta conica y
asigna los siguientes valores:
o A=—-Py*((-LA/LB)*A.z — Py)
e 2B=0
o C=Pz*(Az— Px)
2D = —(Py— (-LA/lLBY*P.z)*Py*Ax
e 2E=10
e F=0

Para poder ver cusindo la curva es una hipérbola o una elipse hagamoa lo signiente:
13. Construye la recta calculads z con los signientes valores:

e A=1
e B=10
e O =—-Ax

Cambia el color de la recta 2.
14. Construye la recta calculada w con los siguientes valores:

e A=10
e B=1
o C=—Az*(-LA/LEB)

Cambia el color de esta recta

15. Mueve el punto P en ¢l primer cuadrante y notards cémo la curva cambia dependiendo de
en qué posicién se encuentra, respecto a las rectas z y w. Ejecuta la animacidn.
16. Para volver a ver la construccién original clerra la ventana de animacién haciendo clic en el

jeono ®  Cerver veniana y en la parte derecha de la ventana selecciona €l objeto s, para
arragtrarlo alrededor del punto A si deseas ver, de manera manual, cémo se genera el lugar
geométrico.

La construccidén anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién_3dcon.lab. W
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IV. Sean A y B dos puntos cualesquiera. Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto
M de tal manera que el producto de pendientes de las rectas AM y BM sea igual a una
constante k.

Solucidon:

L]

Py

Figura 3-18

Una vez fijos los puntos A y B, el lugar geométrico depender4 del valor elegido de la constante
k. En la figura anterior hemos elegido k de manera que se satisfacen las condiciones del 1iltimo
de los casos que consideraremos mds adelante.

Sean A = (zo,%0) ¥ B = (z1,11). Denotemos por may y maum las pendientes de las rectas
AM y BM respectivamente. Necesitamos hallar M(z,y) de tal manera que

manm X Mmey = k = constante.

La pendiente de la recta AM estd dada por

MAr = Y—Y%
r— 2T
y la pendiente de la recta BM estd dada por
e Y-t ,
r—I
luego:
Y=% Y4 _

T—Zyp IT—I1
—w)y—w) = k(z—=z0)(z—z1)
- +y)y+yoym = k(2 — (214 20) T+ z021) -
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En ambos lados de la igualdad completamos el trinomio cuadrado perfecto y simplificamos:

2 2 2 2
+ + + +
y— Brrv%) _ (fiTl) | von = k| ({z- TirZ)  (fitTo) | ToT1
2 2 2 2
2 2 2 2
+ + + +
y— % _T1T %o =kl = Z1 T Tg +zom ) + BTy _ You1.
2 2 2
2
—|— 1 1
(y ¥+ % — k (_Z (22 — 2202: + mﬁ)) +7 (¥ — 2yotn + 1)

)2 ) - s
i) (o= - (505

2 2
Llamemos &« = —k (:1:1 2 xo) + (yl yo) y analicemos esta expresién:

a. Si o > 0, es decir,

entonces

Ahora debemos considerar €l signo de k.

i. Sik>0.
En este caso A > 0, por tanto, es una hipérbola vertical con centro en el punto de

T1+Zo 1+ %
2 ' 2 '

coordenadas (
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M| B
/.A/

Figura 3-19

i, Sik<0.
En este caso — < 0, por lo que la ecuacién

k
1+ % & T, + o .
y——0— g
2 2 -

: )

se puede escribir como

(y_yl +?I0)2 (m_ml +$0)2
2 2
+ =1
o a

donde a y 2 son ambos positivos, por lo que afirmamos que se trata de una

H

elipse, horizontal si a < ik’ o vertical si a > ik’ es decir, horizontal sik > —1y

vertical si k < —1.
Dibujamos a continuacién un caso en el que & > —1:

Ay

>y

Figura 3-20
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b. Si a < 0, es decir,

Este caso solamente es posible cuando & > 0.

Entonces escribimos 8 = —a > 0, o sea:
21+ 20\ i+ % 2
T — y— ——
2 B 2 4
g B
k
gue es la ecuacién de una hipérbola horizontal con centro en (9:1 —;—xo 3 9 —5 yo) :
AY
B
A
X
M
Figura 3-21

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M estd contenido en una hipérbo-
Ti+Zo N+
2 7 2

la horizontal o vertical, o bien una elipse con centro en ) dependiendo

de cémo sean los signos de a y k.

Es posible verificar que el lugar geométrico descrito por M es, en cada caso toda la
curva mencionada. A continuacién haremos el an4lisis cuando o > 0:

e Supongamos que « > 0.
Consideremos la cénica con ecuacién:

1+ Y 2 T1 + T 2
i~ = z—
2 2 _q

" )




Paribolas, elipses, hipérbolas y algo mds 119

Sea M = (zp,wg) un punto sobre la hipérbola, es decir,

2 2
wﬂ_y1+yu zﬂ_$1+$u
2 2 1

- - =1. (3.41)
* ()

Debemos verificar que el producto de las pendientes de las rectas que pasan por
A My B, M esigual a k.
La pendiente de la recta AM estd dada por:

Wo — Yo
may = —"—
Zp — &o

y la pendiente de la recta BM estd dada por:

Wy —
20— T

mpy =

luego

Wo — Yo % Wo—1
20 — Zp 20 — I
wg — (31 + 30) Wo + Yo
Zg — (581 + .'170) 2y + ToZ1

TMAM X TNy =

. (3.42)

pero
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de donde:
Mam X Mpy =k

Asf, el producto de las pendientes de las rectas que pasan por A, M y B, M es igual

ak.
o Si o < 0, escribimos 8 = —a > 0 y consideramos:
1+ Zo 2 1 +% 2
r—— y— ———
2 B 2 _q
B B ’
k

obteniendo el resultade de manera anéloga.

Por lo tanto, el lugar geométrico descrito por el punto M es la

(-2 (@-=gm)

@ (%)

hipérbola vertical:

sia>0y k>0

— ntwm)? _ mtwo)?
elipse horizontal: w ) +($ (a"j ) =1 sia>0y-1<k<0
%
— mtm)?2 _ zitw)?
elipse vertical: w a2 ) +($ (;3 ) =1 sia>0yk< -1
%

(z—=4)" _ (v—25=)

g B

2 2
donde a — —k (u) N (u) _

=1 conf=—-asia<0,k>0

hipérbola horizontal:

2 2
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Construccion con Geolab

1. Define los escalares:

I S I

© ®» 3 o

10.

u =10
v =10
z0=5
y0=7
zl=—6
z2=1
ol =0
02=10

121

y construye los puntos O (01,02) ,U (u,02),V (ol,v), A(z0,y0) y B(zl,y1), y los ejes coor-
denados eX y eY usando los puntos O,U y V.

Construye un circulo cir con centro en (B.z, B.y) con radio 2

Define Z un punto sobre cir y oculta el circulo cir.

Construye s la recta que pasa por los puntos B y Z.

Define los escalares:

mAM = —s.A/s.B

k=6

mBM = k/mAM

wl = ((z1 — z0) /2)*((z1 — z0) /2)
w2 = ((y1 —y0) /2)*((y1 — y0) /2)
alf = —k*wl*wl + w2*w?2

Construye ¢ la recta que pase por A con pendiente mBM.

Llama M a la interseccién de las rectas s y g.

En la pantalla de datos analfticos, activa la traza de M.

Define una animacién para el punto Z con los siguientes datos:
Inicial = 0; Final = 1, Pasos = 500

En la pantalla gréifica, activa la traza.
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11,

12.

13.

Pardbolas, elipses, hipérhelas y alge mds

Ejecuta la anitmacién.

ntw)® [ _ztm
2 2

( )
Para verificar que la hip&rbola = - % = 1 coincide con el lugar

k
geométrico buscado, dibujemos 1a gréfica correspondiente a la construccién anterior:

Haz clic en & y elige 1a opcién Calculada. Llama hiper a esta cénica y asigna los
gignientes valores:

o A=k
e 2B =10
s O0O=1

e 2D =}k¥(Ax+ B.x)
o F=Ay*By—k"Az*B.x

Para volver a ver la construccidn original cierra la ventans de animacion haciendo clic en el

icono ® Cerrar ventana y en la parte derechs de la ventana selecciona el objeto Z, para
arragtrarlo alrededor del punto B si desess ver, de maners mannal, cdmo se genera el lugar
geométrico.

Le construccién anterior es le que se encuentra en el archivo Construccién_4conlab Wl
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V. Consideremos un cfrculo I" con centro en el origen y radio B, un punto A en I y la recta £ tan-
gente a I" en el punto A. Sean C, D las intersecciones de £ con los ejes X y Y respectivamente.
Sean #; y £; las rectas perpendiculares a X y Y que pasen por C, D respectivamente y M
la. interseccién de dichas rectas. Encontrar el lugar geométrico descrito por el punto M a
medida que A se desplaza en I

Solucidn:

Figura 3-22

Sean C = (e,0) y D = (0,8). Veamos qué condiciones deben cumplir @ y § para que la
recta que pasa por los puntos C, D sea tangente a I':

Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:

CD =4/a? + 3.

Por otra parte, puesto que la recta que pasa por los puntos C y D debe ser tangente al circulo,
los tridngulos AOAD y AOC A son recténgulos con hipotenusa OD y OC respectivamente,
entonces:

CA = VEI®

AD = /@ - R

Como £ debe ser tangente a I', entonces:

CD=CA+ AD,

Va2 +F=vo?—R+./8 - R,

elevando al cuadrado y simplificando tenemos:
ol +5 = (\/M-F M)z
245 = az—R2+2\/m\/[fR2+ﬁ2—R2
2R = 2vVa?—R%4/B* - R2,

es decir,
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elevando nuevamente al cuadrado:
R = (o8- B (8- )
R' = o?8’—o’R? - B°R? + R
o’R2 4+ B’R? = o3, (3.43)
entonces el punto M debe cumplir la condicién (3.43).
Pero el punto M tiene coordenadas:

r = o
y = B,
entonces sustituyendo en (3.43) y simplificando tenemos:
PR+ PR = o2
(3;2 a1 y2) R2 — :L,Zyﬂ

1 1
(2 +y2)R2 ~  z2y?
1 224y
R gp
1 1 1

B -z g

Por lo tanto, los puntos del lugar geométrico descrito por M estdn sobre la curva cuya
ecuacién estd dada por:

1 1 1
§+F=ﬁ' (3.44)
Y P
o M 4
A

.
.

-

Figura 3-23

Para mostrar que el lugar geométrico descrito por el punto M es toda la curva descrita por
(3.44), dado un punto M sobre la curva, debemos encontrar una recta tangente al cfrculo T
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de tal manera que el punto de interseccién de las rectas perpendiculares a los ejes que pasan
por los puntos donde dicha recta tangente los corta, coincida con el punto M.

Sea M = (zo, yo), entonces

1 1 1
m—g + y—g = (3.45)

Sea C = (20,0) y D = (0,%0) -
Sea. s la recta que pasa por los puntos C, D. Afirmamos que s es la recta tangente deseada.

La. ecuacién de la recta s es:
Y=—% = —— T

¥y = ——z+1. (3.46)

Vamos a ver que la recta s corta a I' en solamente un punto.

El circulo T" tiene por ecuacién

? + 4% = B2, (3.47)
sustituyendo (3.46) en (3.47) tenemos:
2
z? + (——Om—i-yo) = R
0
2 2
z® + (@) 2%z = R
by )
2’ + (@) -2z 12 R = o
0 0
2
(1 () )wz_zy_oﬁyg R =0
0 Lo

dividimos entre ¢2:

m%ﬂu o Yo

1 1 1 R?
(—2+—2) :.-:2—2—1:—!—1——2 = 0

W Ty o Yo

Ahora, puesto que M estd sobre la curva, satisface (3.45), sustituyendo en la expresién
anterior tenemos:



126

multiplicando por R? tenemos:

2
-2+
To

R4
==
Ty

Pardbolas, elipses, hipérbolas y algo mds

0.

Resolvemos usando la férmula general de la ecuacién general de segundo grado tenemos:

R*

2

)

2 2 2
ﬁi\/(z&) o
To Zo
T = 2
2 2\ 2 4
S R(ORE
Io Zo Ty
R? Rt Rt
= N2 =
0 Ty Iy
R2
Tz

Asi, el 1inico punto de interseccién A de la recta s y el

circulo I" tiene coordenadas:

R2

r=—

To

y B
2 ()

To )

es decir, la recta s es tangente al cfrculo I'.

Por lo tanto el lugar geométrico descrito por el punto M es la curva cuya ecuacién estd dada

por:
1

2

1 1

yz - R2’
Construccién con Geolab

1. Define los escalares:

© =10
v =10
ol=20
02=20
r=4

y construye los puntos O (01, 02),U (u,02) y V (01,v)
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10.
11.

12,

13.

14,

Construye los ajes coordenados eX y ¢Y usando los puntos O, U y V.
Construye el circulo cir con centro en O y radio ».

Haz clic en el icono -y elige la opeién Punto en cfrculo. Llama A a este punto y haz
clic en el circulo cir.

En el icono / elige la opcién Tangente a efreulo por ratdn, llémals {, posteriormente haz
clic en cir y el punto A.

Llama ¢, I} a 1as intersecciones de las rectas e Xl y Y, !, respectivamente.

Traza 1as rectas I1 y 12 perpendiculares a e X, e¥Y que pasan por C, D respectivamente. Llama
M al punto de interseccién de estas rectas.

En la pantsalla de datos analfticos, activa la traza del punto M.

Define una animacién para el punto A con los siguientes datos:
Inicial = (); Final = 1, Pasos = 200
En la pantalla grifica, activa la traza.
Ejecuta la animacién.
Para verificar que el lugfm getimét.nfo descrito por M coincide con el conjunto de puntos que
satiafacen la ecunacién = + E == dibujamos la curva correspondiente a la construecién
anterior:
En el icono 4~ Define funciones selecciona la opeidn Grafica de funcién. Nombra f1 a
esta grafica y agigna los siguientes valores:

e a—=401

s b=50

o y = (4*abs(t_))/sqrt(t_*t_-16)

» Pasos = 100

Define f2, la gréfica de funcidn, con valores:

o c=4.01

e 5="50

e y=-(4*abs{t })/aqrt(t *t -16)
» Pasos = 100

Define f3, la gréfica de funcidn, con valores:



128 Pardbolas, elipses, hipérhelas y alge mds

» 0=-401

s =0

o y= (*abs(t_))/sqrifs_*_-16)
e Paszos = 100

15. Define f4, la gréfica de funcién, con valores:

e a=-401

» b=-50

o y=-(4%abs(t_))/sart(t_*t_-16)
» Pasos = 100

16. Cambia de color y grosor los objetos f1, £2, f3, f4. De preferencia a un mismo color y grosor.

17. Para volver a ver la construccién original cierra la ventans de animacidn haciendo clic en

el icono ®  Cerrar ventana y en la parte derecha de la ventans selecciona €l objeto A4,
para arrastrarlo sobre el cfrculo, s deseas ver, de manera manual, c6mo se genera el lugar
geométrico.

La comstruccién anterior es la que se encuentra en el archivo Construccién_beon.lab. W
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Conociendo GGeolab

Al abrir el programa aparece la ventana:

iy

Te

Esta se llama Pantalla Grifica, y es la pantalla en la que se realizan las construcciones de

puntos, rectas, niimeros, etcétera. Haciendo clic en el icono B2 podemos ir a la Pantella de datos
analiticos, en la que podemos observar los datos de las construcciones.

Construccién de puntos
Construccién de los puntos A(4,3) y B(2,5)

1. Haz clic en el icono ° Define puntos y aparecers el memi:

Punto directo

Calculado

2. Elige Calculado.
Aparecerd la siguiente ventana:
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ENObjeto Calculado
Normbre:
(xv)
x=  0.0000

lv‘!

0.0000

Funciones: | - B

Precision

{ i |
i+ =

3. Escribe A en la ventana que senala

4. Escribe £ =4, y =3 y luego haz clicen ¥ .

B. Repitiendo los pasos 1, 2 y 3 construimos ¢l punto B. En la ventana Objeto Calculado,
para el punto B, escribe z = 2, y = b.

Al final, en la pantalla tendremos dos puntos cuyos nombres son A y B.

Construccion de segmentos
Construccién del segmento que pasa por los puntos A(1,2) y B(3,5)

1. Construye los puntos A(1,2) y B(3,5).

2. Haz clicen / Define rectas y aparecers el meni:

Definicidn directa
Recta por un punto

Calculada

Mambe [ |y tecles enter.
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elige Segmento por dos puntos. En la ventana que sefiala ‘omb= [ |escribe AB y
después haz clicen 4 y B.

Construccion de rectas
Construccién de la recta que pasa por los puntos A(2,3) y B(5,1)

1. Construye los puntos A(2,3) y B(5,1).

2. Enelicono / elige Recta por dos puntos. En la ventana quesefiala  1o+oe [ eacribe
I v después haz clicen Ay B.

Construccién de la recta paralela, por C(6,0), a la recta que pasa por los puntos A(1, 2},
B(2,4)

1. Construye los puntos A(1,2), B(2,4} y C(6,0).

2. En el icono / escoge la opcién Recta por dos puntos y llama [1 esta recta, posterior-
mente da clic en los puntos A y B.

3. Enelicono / escoge la opcién Recta paralela. Llams [2 a esta recta y luego haz clic en
la recta {1 y en el punto C.

Construccién de la recta perpendicular, por C = (7,0), a la recta que pasa por los
puntos A= (2: 3)? B= (034)

1. Construye los puntos A =(2,3), B=(0,4) y C = (-1,0).

2. Enelicono / escoge la opcién Recta por dos puntos y llama I1 a esta recta, posterior-
mente da clic en los puntos A y B.

3. Enelicono / escoge la opcién Recta perpendicular. Llama i2 a esta recta y luego haz
clic en la recta I1 y en el punto C.

Dar color y grosor a puntos, segmentos, rectas, cfrculos, etc.

Fn la ventana del icono 2 se halla el srea de definiciones de nuestros objetos. Para que dichos ob-
jetos se vean de color distinto en la pantalla gréfica hay que seleccionar el objeto y posteriormente
hacer clic en

Calar

para que cambie de color. Por ejemplo podemos cambiar el color al segmento AB.
En la ventana del icono & haz clic en
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[ ]/ 4  Sequentoque e lospuntos Ay

Haz clic en

Color

en la seccién de color azul. Aparecerd la siguente ventana:

ol .

=

Colores basicos: |
|
4

EREE ]
EEEEEN
RN
T EEEET

EEEENET

g

lores personalizados:

.-..--.. Maﬁz:]ﬁf Hojo:iﬁf
EEEEEEEN
Set:[0 Verde [192
Definn coloes: persanalizados ] Color wm: 181 Awul[is2
Cancelar Agregar a los colores personalizados |

Elige un color, ya sea bédsico o personalizado y haz clic en aceptar. En la pantalla gréfica
notards que el segmento AB estd del color que elegiste.

Ademds, para que dichos objetos se vean de grosor distinto hay que seleccionar el objeto y
luego, en la parte superior izquierda de nuestra ventana de datos analfticos, se ecuentra el apartado
denominado Ancho. Esta acepta sélo valores del 1 al 9, segtin el grosor que se desea tener.

Borrar puntos, segmentos, rectas, circulos, etcétera.
Usemos la construcion del segmento AB.
En la ventana del icono B8 haz clic con el botén derecho en

I:| |/ Seqrientn que Lne los puntas A y B

Figura A-1

y obgserva que cambia a color amarillo.
Haz clic en el icono & Borrar objetos y aparecerd la ventana:
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Informacion para Borrar Objetos

Se borraran:

a) 1 objetos marcados

Haz clicen ¢ . El segmento AB se ha borrado.

Activar la traza de un punto
Activar la traza de un punto A

1. Eneliconoc * selecciona la opcién Punto directo, llama A a este punto y luego haz clic
en la pantalla.

2. Enla ventana del icono EE , pon el cursor en el reglén del punto A y posteriormente haz clic,
Traza

con el botén izquierdo, en x y selecciona Visible, posteriormente en la pantalla gréfica
activa el boton de traza | T .

3. Mueve el punto A y verds c6mo se marca la traza.

Dar animacién a un punto

Para animar un punto, éste debe ser un punto en segmento, punto en cfreulo o punto en cénica.
Los 3 pasos siguientes realizan una construccién auxiliar para dar animacién a un punto en

especffico.

1. Construye un segmento AB.

2. Construye un punto C arbitrario cualquiera sobre ¢l segmento AB y traza la perpendicular
a AB que pase por C.

3. Consgtruye un punto D sohre el recta que se obtuvo en ¢l paso anterior.

4. En la ventana del icono B haz clic en el icono ' Otras acciones y aparecerd el memi:
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Construccion Auxiliar (Alk X)

Animacion (Al &)
Recursidn (Al R)
Muestreo {Alk 1)

Barra de escalares (Al E)

clige Animacién y aparecers la ventana:

ElDefinicidn de animaciones

M |inicial [Final | Nombre
| |

Pasos: I:l

5. Hazclic ] Animacion nueva y llama a esta animacién Movimiento de D, posteriormente
escribe C en la ventana que sefiala:

N nicial [Final

6. En fila que corresponde a la letra C escribe 0 en Imicial y 1 en Final.

7. En la parte de la ventana Definicion de animaciones que indica Pasos, escribe 100, haz clic

il
en ¥ y por iiltimo selecciona Cerrar la ventana.

8. En la pantalla de datos analfticos, activa la traza del punto D y luego haz clic en el icono
™) Activar otras acciones y aparecerd el meni:

Animaciones Chrl+4&
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eclige Animaciones.
9. En la pantalla grafica, haz clic en el icono © BEmpieza animacidn.

10. Si deseas volver a ver c6mo se mueve el punto, sélo haz clic en el icono ©% Borrar traza Y
empieza animacion.

Hacer invisibles puntos, segmentos, rectas, cfrculos, etcétera.

En la ventana del icono B se halla el drea de definiciones de nuestros puntos, rectas, cfreulos,
etcétera. Para hacer que dichos objetos sean invisibles en la pantalla grafica hay que seleccionar el

Visible Yisible
objeto y posteriormente hacer clicen . para que cambie a X . Por ejemplo: Sea A un punto

cualquiera en nuestra pantalla gréfica. En la ventana del icono B seleccionamos:

"E] - Definicion drecta de un punto

Vigible
luego hacemos clicen X . Vamos a la pantalla grifica y vemos que el punto A no se ve.
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Definiciones y resultados para recordar

1. Consideremos la ecuacién general de la recta Az + By + C = 0, con A, B,C # 0, dicha
ecuacién puede escribirse como:

Az+By+C = 0

Az+ By = —C
im—i—— =1
oG =G

T Y

—<tT=g < 1.

A B

La ecuacién anterior se llama forma siméirica de la ecuacién de la recta y tiene la ventaja de
que en ella podemos ver explicitamente los puntos donde la recta corta los ejes coordenados.

En particular, si P = (a,0) y @ = (0,5}, la ecuacién simétrica de la recta que pasa por Py
Q) es:

z Y
—4==1,
a + b
2. Dados dos puntos A = (z1,11) y B = (z2,%2) , la pendiente m de la recta que pasa por Ay
B es: _
m=22"4
Is — I

y la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A y B es:
¥—th =m(:v—:1:1)
o bien:
y—ya=m(x —za).
3. Sean m; y ms las pendientes de las rectas £; y {5 respectivamente. Entonces:

e Las rectas £; y 43 son paralelas si m; = ma.
-1
e Las rectas £; y ¢, son perpendiculares si my = =
1
4. Dos tridngulos son semejantes si las razones de los lados correspondientes son iguales.
En la figura siguiente, los tridngulos AABC y AA'B'C’ son semejantes,

A
c A

Figura B-1
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entonces:
AB _BC _AC

AB ~ BC ~ AC’

5. Si A= (a1,a) y r > 0, entonces la ecuacién del circulo con centro en A y radio r es:

(z — a1)® + (y — az)® = 7.

6. (Tecrema de Pitdgoras). Sean a, b los catetos y ¢ la hipotenusa de un tridgngulo rectdngulo,
entonces:
¢ =a®+ b

7. Sean A un punto en el plano cartesiano, r la distancia de A al origen y 4 el dngulo formado
por el eje X con el segmento que une A con el origen, entonces:

e Las coordenadas del punto A se pueden escribir en términos de r y # como:

= rcosf
y = rsenf.

e La pendiente de la recta que pasa por el origen y el punto A es:

m = tan 0.

8. Sean A = (z1,41) ¥y B = (x2,%2) dos puntos del plano, la distancia entre los puntos Ay B
es:

\/(371 —z)* + (31 — )™

9. Sean P = (x,z2) un punto del plano y Az + By + C = 0 la ecuacién general de una recta.
La distancia del punto P a la recta estd dada por:

|A$1 +B£E2 +C|

10. Sean P un punto en el plano y C un cfrculo con centro en el origen. Si una linea recta corta
a C en dos puntos A y B, entonces el producto PA - PB es constante. El valor de dicha
constante se denomina la potencia del punto P.

11. Dados dos cfrculos no concéntricos, el lugar geométrico formado por los puntos cuyas poten-
cias respecto a los dos cfrculos son iguales, es llamado eje radical. Dicho conjunto de puntos
es una recta. En particular, si los cfrculos se cortan, el eje radical es la recta que pasa por
los puntos de interseccién.

12, Sean u = (u1,us) y v = (v1,v2) . Decimos u y v son perpendiculares si su producto punto es
cero, es decir,
(u1,u2) « (v1,v2) = vruip +v1v2 = 0.
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13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

22,

23.

24.

Definiciones y resultados para recordar

Dados dos mimeros reales a y b, si ab= 0, entoncesa =00 b= 0.

Sean A = (21,41) ¥y B = (29, ) dos puntos en el plano. Las coordenadas del punto medio
del segmento AB son:

T+ T Wt

~ T2 y o ¥=ET

Sea B = (by,b2) un punto en un circulo con centro en A = (a1,az) y radio r, entonces la
ecuacién de la recta tangente al cfrculo en el punto B estd dada por:

bi(z—a)+ba(y—az)—r>=0.

Sean P y P' dos puntos inversos cualesquiera con respecto a un circulo dado. La recta que
pasa por P’ y que es perpendicular a la recta que une los puntos P y P’ es llamada la polar
de P.

(Teorema fundamental de polos y polares). Si con respecto a un cfreulo 2, Para dos puntos
P y M’ se tiene que la polar de M’ pasa por P, entonces la polar de P pasa por M.

Una funcién f es par si f (z) = f (—z) para todo z en el dominio de f.
Una funcién f es impar si f (—z} = —f (x) para todo z en el dominio de f.
Algunas identidades trigonométricas:

® cos?f +sen?f =1
e sen2f = 2senfcosd
o 1+tan®f =sec?d
La parsbola vertical que abre hacia abajo con vértice (h, k) tiene por ecuacién:
(z— h)® = —4p(y — k)
donde p es la distancia del foco al vértice.

La elipse horizontal con centro en (h, k) semieje mayor a y semieje menor b tiene por ecuacién:

(= ;2’1)2 L ;2’9)2 _1

La elipse vertical con centro en (k, k) semieje mayor a y semieje menor b tiene por ecuacién:

@=h, Wb _

b? o2 !

La hipérbola horizontal con centro en (h, k), semieje mayor a y semieje menor b estd dada
por la ecuacién:
=R @=h"_,

a2 b2
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2 2
25. Si $—2 _¥ 1 es la ecuacién candnica de una hipérbola horizontal, entonces la longitud del

2
2

o
lado recto es:
a

26. La hipérbola vertical con centro en (h, k), semieje mayor a y semieje menor b estd dada por
la ecuacién: ) )
(k)" (z=h)7" _

a2 b2

1.
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Conclusiones

Un estudiante de licenciatura ests acostumbrado a ser guiado mediante ejemplos espectficos. El
enfrentarse a situaciones desconocidas, que se presentan al encontrar condiciones generales, resulta
en ocasiones un reto dificil de aceptar.

Pensar en qué pasarfa si una condicién dada tuviese alguna limitacién adicional, fue la constante
en este trabajo, incluso, algunos de los ejemplos presentados daban para explicar mds o bien
podrian ser modificados para obtener lugares geométricos distintos; pero harfan interminable el
trabajo, o bien no eran parte del objetivo del mismo.

Entender qué es un lugar geométrico, c6mo se genera, c6mo se representa y verlo finalmente
dibujado, resulté interesante, pero sobre todo sorprendente. El uso de Geolab fue una importante
ayuda, pues permite ver de qué manera cambia la curva si alguna de las condiciones cambia. Muy
probablemente, un lector se sentirfa satisfecho con las construcciones en Geolab. A mf me queda la
satisfaccién de haber usado los conocimientos adquiridos para resolver cada uno de los problemas,
aunque para quienes tienen la habilidad de visualizar antes de ver el desarrollo algebraico, los
célculos pueden parecerles largos o muy latosos.

Al inicio, este trabajo tenfa como fin ponerlo al alcance de los estudiantes de educacién media
superior, por lo que se traté de explicar con detalle cada uno de los pasos para llegar a la ecuacién
analftica de cada lugar geométrico; durante el desarrollo, fue necesario echar mano de algunas
herramientas de Geometria moderna y euclidiana, sin embargoe, el objetivo se logré en casi todo
el trabajo.
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