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Introduccion

Una opcién es un instrumento financiero que da al poseedor el derecho de com-
prar o vender un subyacente a un precio pactado hoy en un tiempo futuro.
Cuando se habla de opciones se piensa jcuantos contratos diferentes existen?,
jcuadnto valen este tipo de contratos?, ;jcémo se obtiene el valor de estos con-
tratos? Las respuestas a estas preguntas se encuentran en este trabajo.

En México este tipo de productos son negociados principalmente en el merca-
do de derivados (MexDer) y ademds de opciones existen otro tipo de derivados
que también son negociados ahi. Recientemente ha cobrado gran importancia la
valuacion de un tipo particular de operacién que se puede ejercer en cualquier
momento del tiempo hasta su fecha de vencimiento, estos contratos son conoci-
dos como opciones americanas, ademads hay otro tipo de opciones que son méas
simples, estas sélo se pueden ejercer en su vencimiento. Este trabajo compara
estos contratos y muestra modelos que se pueden utilizar para valuar ambos
instrumentos haciendo las modificaciones necesarias.

Se empieza mostrando los modelos discretos [11, 7], pasando por los numéri-
cos [13, 9, 2] y terminando con los continuos [3, 9, 10, 6]. Para poder abordar
con detalle cada uno de los modelos, se estructurd este trabajo en 4 capitulos.
En el capitulo 1 se muestra brevemente la historia del mercado de derivados,
continuando con las caracteristicas de los productos que ahi se negocian. Posteri-
ormente se describe el primer modelo de valuacién de opciones (modelo discreto)
y por tdltimo, un comparativo entre opciones europeas y americanas.

En el capitulo 2 introducen los conceptos bésicos de cédlculo estocastico para
entender por completo los modelos continuos. Después se desarrolla un modelo
simple para valuar opciones que contribuye a entender el comportamiento de
las mismas.

El capitulo 3 se presenta el enfoque de valuacién a través de ecuaciones dife-
renciales, principalmente se desarrolla la ecuacion de Black-Scholes para valuar
derivados y las consideraciones requeridas para distinguir entre los diferentes
tipos de derivados. Se exponen tres métodos distintos las diferentes formas de
resolverlos.

En el capitulo 4 se aborda la valuacién de opciones por simulacién Montecarlo.
La simulaciéon es un método muy eficiente y poderoso ya que utilizando her-
ramientas computacionales y estadisticas se pueden resolver muchos problemas
que no pueden resolverse de forma directa. Por 1iltimo se rsenta una variante de
simulacién para valuar opciones americanas mediante aproximacién de minimos
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cuadrados.

El objetivo de este trabajo es encontrar el mejor modelo para valuar opciones
americanas. Se desea saber jqué método es el mds rapido? jcudl es el méas
exacto? jcudl es la mejor forma de llegar al valor de una opcion? Para esto es
necesario conocer a fondo cémo se comporta una opcién y sobre todo conocer
los datos que se tienen disponibles para encontrar el valor a mercado de este
derivado.




Capitulo 1

Conceptos basicos y
modelos discretos

En este capitulo, se encuentran las bases teéricas para poder entender los sigu-
ientes capitulos. Se empieza mostrando las definiciones méas importantes para
terminar con el analisis de los modelos discretos. Este capitulo incluye bibli-
ograffa variada tal como [1, 4, 7, 8, 11].

1.1. Definiciones

Los derivados son aquellos instrumentos financieros cuyo precio no sélo varia
en funcién de parametros como riesgo, plazo, entre otros, sino que también
dependen de la cotizaciéon que alcance en el mercado otro activo, al que se
denomina subyacente.

Existen dos tipos de derivados formales

= Futuros
= Opciones

Este tipo de contratos son pactados en los mercados de derivados, los cuales
se han establecido con gran éxito en todo el mundo. En ocasiones la venta de
los derivados ha superado la de los respectivos subyacentes que son vendidos al
contado.

El primer mercado de derivados fue fundado en Chicago en la década de los 70,
a la fecha es posible encontrar tres mercados:

» Chicago Board of Trade (CBOE)
» Chicago Mercantile Exchange (CME)

= Chicago Board Options Exchange (CBOE)



1.1. Definiciones

Diez anos después de la creacién de estos mercados en Estados Unidos, los con-
tratos de futuros y opciones llegan a Europa, formando los siguientes mercados:

Holanda EOE (European Options Exchange) 1978

Reino Unido LIFFE (London International Financial Futures Exchange)
1978

Francia MATIF (Marché a Terme International de France) 1985
Suiza SOFFEX (Swiss Financial Futures Exchange) 1988
Alemania DTB (Deutsche Terminbourse) 1990

Italia MIF (Mercato Italiano Futures) 1993

En México existe una institucién conocida como MexDer!(Bolsa de derivados de
México), fundada el 15 de diciembre de 1998 iniciando operaciones de futuros.
En marzo del 2004 iniciaron operaciones en el mercado de opciones donde se
ofrecen put y call sobre algunos subyacentes financieros.

Actualmente en MexDer se encuentran listados Contratos de Futuro sobre los
siguientes subyacentes financieros:

Divisas: Délar de los Estados Unidos de América, Euro.
Indices: Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV.

Deuda: Cetes a 91 dias, TIIE a 28 dias, Bono a 3 anos, Bono a 10 anos,
UDI y swap de 10 anos.

Acciones: Cemex CPO, Femsa UBD, GCarso Al, Telmex L y América
Mévil L.

Para contratos de opciones, es posible encontrar put y call sobre los siguientes
subyacentes finacieros:

Futuros IPC'": Se manejan con tipo de opcién Europea y su liquidacion es
en efectivo.

Divisas: Se manejan con tipo de opciéon Europea y su liquidacién es en
especie.

Acciones: Se manejan con tipo de opcién Americana y su liquidacién es
en especie.

ETF’s: Se manejan con tipo de opcién Americana y su liquidacién es en
especie.

A pesar del poco tiempo que lleva el MexDer activo, el nimero de contratos va
aumentando ano con afo.

IEsta institucién sélo transacciona derivados pactados en mercados formales (futuros y
opciones).
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1.1.1. Futuros y otros derivados

Los futuros son un contrato de obligacién que se hace en un mercado o en una
bolsa donde las dos partes tienen la obligacién de vender y comprar los activos en
una fecha pactada a un precio especifico. A diferencia de los futuros, un forward
es un contrato de obligacién entre dos partes, donde uno pacta comprar un
activo a un cierto precio en una fecha especifica, pero éste no es pactado en un
mercado formal 2.

Existen otras diferencias entre forward y futuros, la pérdida o ganancia en un
contrato forward solo se ve en la fecha de expiracion, a diferencia del contrato de
futuros el valor es calculado todos los dias, cuando hacen esto se dice que hacen
el mark to market, por lo que el valor de éste es pagado durante todo el tiempo
del contrato y no sélo en la fecha que madura. Ademaés se puede decir que un
forward o futuro tiene posicién larga si es de compra y corta si es de venta.
Supoga que se tiene un futuro con posicién larga donde S; es el valor que toma
el subyacente con respecto al tiempo y K es el valor al que se pactard vender el
subyacente, en la figura 1.1 (a) se observa que cuando el valor del subyacente
es igual al precio pactado, el payoff es cero y mientras va creciendo el precio
del subyacente, el valor del payoff se incrementa y si el valor el subyacente se
decrementa, el payoff disminuye. Un detalle peculiar es que las ganancias y las
pérdidas en este tipo de derivados pueden ser infinitas. Si es un futuro corto se
hace el mismo analisis pero desde el punto de vista del vendedor.

Payoff ayoff

Figura 1.1: Payoffs de forwards o futuros: (a) posicién larga (b) posicién corta.

Un swap es un contrato financiero entre dos partes que acuerdan intercambiar
flujos de caja futuros de acuerdo a una férmula preestablecida. Se trata de
contratos hechos a medida es decir, con el objetivo de satisfacer necesidades
especificas de quienes firman dicho contrato. Debido a esto, se trata de instru-
mentos similares a los forward, en el sentido de que no son pactados en mercados
formales.

El swap mas comun es el de tasas de interés, mediante el cual se intercambian
flujos de intereses en una misma moneda en ciertas fechas previamente con-

2Generalmente este tipo de derivados son pactados entre bancos, no son calculados todos
los dias, es decir son negociados en el mercado over the counter (OTC).




4 1.1. Definiciones

venidas. El comprador paga flujos de intereses aplicando una tasa de interés fija
sobre un cierto monto y recibe flujos de intereses aplicando una tasa fluctuante
sobre el mismo monto. El vendedor recibe los intereses calculados de acuerdo a
la tasa fija y paga los intereses a la tasa flotante, sobre el mismo monto y en las
mismas fechas. Tipicamente este tipo de swap se utiliza para transformar flujos
de caja a tasa fija en flujos de caja a tasa flotante o viceversa.

1.1.2. Opciones

Las opciones son productos derivados que dan al poseedor el derecho de vender o
comprar un activo subyacente a un precio pactado en una fecha futura acordada
en el momento del contrato; este precio es llamado precio de ejercicio o strike
price.

Existen dos tipos de opciones, de compra y de wventa. La opciéon de compra
conocida como call otorga al propietario tiene el derecho de comprar un activo
subyacente en una fecha futura a un precio pactado en el momento del contrato.
Por el contrario, la opcién de venta, conocida como put, da al propietario el
derecho de vender un activo en una fecha a cierto precio, especificados en el
momento de hacer el contrato, se puede observar su payoff en la figura 1.2.

ayoff ayoff

- (a) - (b)
Figura 1.2: Payoffs de Opciones: (a) Call (b) Put.

Este tipo de activos son usados frecuentemente ya que el poseedor de éstos ve
la compra como un seguro y la prima del mismo es el valor de la opcion.

A continuacion se presenta un ejemplo para entender el concepto de opcién de
compra, aunque no es la forma de calcular el precio de un call europeo ayuda a
dar una idea de la utilidad de las opciones.

Supdngase que hoy se quiere vender una opcién de compra que vence en 8 meses.
El precio en el que se pacté vender los activos fue 500 pesos, bajo estos supuestos
en la fecha de vencimiento puede pasar una de dos cosas:

1. Si el precio de ejercicio de los activos es de 530 pesos al final de los 8
meses, el poseedor de la opcién puede ejercer su derecho de comprar los
activos en 500 pesos lo que le da una ganancia de 30 pesos.

2. Si el precio de ejercicio del activo al final de los 8 meses es de 470 pesos,
entonces el poseedor tiene la opcién de no ejercerla.
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Cuando se observa lo que puede pasar, la pregunta es ;por qué pactar comprar
algo en 500 cuando puede costar 4707

La respuesta a la pregunta anterior es que si se toman como precio de venta 530
y 470 con probabilidad un medio cada uno, se obtiene:

1 1

2><O—|—2><30—15. (1.1)
Ignorando la tasa de interés, la ecuacién (1.1) da el valor de la opcién. Supdéngase
que el poseedor pagd 15 pesos por la opcidn, si el valor de los activos se incre-
menta, éste tendria una ganancia de 15 pesos por otro lado, viendo la postura
del especulador es diferente, si él compra una accion en 500 y ésta sube 30, el es-
peculador estaria perdiendo 15, por el contrario si la acciéon baja, el especulador
pierde 500 pesos de la compra del activo, por lo tanto estaria perdiendo el total
de su inversién en cambio y el poseedor solo pierde 15. Con el razonamiento
anterior se concluye que el precio de las opciones esta relacionado esencialmente
con el precio de los activos. Este efecto es llamado gearing.

Clasificacién de Opciones

Cuando se habla de opciones, existen muchos tipos de clasificacion, por ejemplo
por tipo de activos o tipo de ejercicio, entre otras. A continuacién se muestran
algunas de sus clasificaciones.

Una opcién americana es aquella que puede ser ejercida en cualquier momento
antes de expirar, a diferencia las europeas que solo pueden ser ejercidas en la
fecha de expiracion. Lo interesante de las opciones americanas no es solamente
saber el valor de la opcién, sino calcular cuando es el mejor momento para
ejercerlas.

Existen otros tipos de opciones que son llamadas exdticas, el valor de estas
opciones depende de la historia del precio de sus subyacentes y no sélo del valor
de ejercicio. Un ejemplo de estas, podria ser la opcién de comprar un subyacente
que depende del clima, este tipo de opciones les convienen a los agricultores ya
que pueden asegurar su cosecha y venderla a un precio pactado en una fecha
futura, y si pierden la cosecha el vendedor de la opcién les paga la cantidad
pactada y si no ellos deciden si ejercen la opcién o no.

1.2. Modelo discreto general de un periodo

En el mundo financiero, cualquier modelo que sea propuesto puede ser mejorado,
ya que es una simplificacién de la realidad. En particular, los modelos discretos
contienen informacién valiosa con la que es posible obtener conclusiones que
incluso permaneceran para el caso continuo.

A lo que se hace referencia como modelos de un periodo es a modelos que sélo
constan de dos fechas, la fecha inicial y la final.
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1.2.1. Elementos del modelo

Supdngase que sélo existen dos fechas de negociacién, t = 0 y t = 1 es decir,
sélo hay un periodo. Unicamente en estas fechas se puede consumir y negociar.
Ademas el conjunto de posibles escenarios para la economia al tiempo ¢t = 1 es el
conjunto finito Q = {w1,...,wn }. Asociado al conjunto 2 se tiene una medida
de probabilidad P tal que P(w;) > 0 parai=1,...,m.

En el mercado existen n + 1 activos y a estos activos se les asocia el proceso
de precios S = {S(t),t = 0,1} con S(t) = (So(¢),...,Sn(t)). La variable S;(t)
denota al precio del i-ésimo activo al tiempo t. Los precios al tiempo ¢t = 0
son conocidos, pero al tiempo ¢t = 1 son variables aleatorias que dependen de
los posibles escenarios contenidos en ). Una notacién més precisa del proceso
de precios es, S(t,w;) = (So(t,wi),...,Sn(t,w;i)), pero esta notacién sélo se
empleard cuando se considere indispensable.

Para este modelo se debe suponer la existencia en el mercado de un activo libre
de riesgo. Supdéngase que Sy(t) es el precio del activo libre de risego al tiempo
t, de modo que

1 sit=0,
So(t) = {1 +r sit=1, (12)

donde 7 es conocida como la tasa libre de riesgo y sera considerada como variable
deterministica. Tradicionalmente 7 es la tasa de interes de un banco y es, a esta
tasa, a la que los inversionistas pueden prestar o endeudarse, usualmente r > 0.
Finalmente, se supondra que el mercado permite ventas en corto, de manera
que pueden invertirse cantidades positivas o negativas en cualquier activo del
mercado.

Supongase que el agente invierte en el mercado de valores, el modo en el que
éste invierte es el siguiente. Sea ¢;(t) las unidades del i-ésimo activo que un in-
versionista mantiene en su portafolio al tiempo t. El proceso ¢ = {¢(t),t = 0,1}
con ¢(t) = (¢do(t),...,dn(t)), define la dindmica del portafolio. Al proceso ¢ se
le conoce como estrategia de inversion.

Asociado a una estrategia de inversién ¢ se encuentra el proceso de precios
{Vs(t),t = 0,1} de un portafolio, esto es

Vo(t) = Z(bi(t)si(t) = ¢(t) - S(1). (1.3)

Al inicio del periodo el inversionista tiene un portafolio que vale Vg (0) = ¢(0) -
S(0) y tiene la oportunidad en ese mismo momento de renegociar sus posiciones,
de tal forma que el valor de su portafolio se calcularia de la siguiente manera
Vs (0) = ¢(1)-S(0). La manera en la que se construy6 el portafolio es importante,
dado que el valor de la estrategia en t = 1 se fija desde t = 0 entonces se dice
que el proceso ¢ es predecible. Ademas se tiene que

#(0) - 8(0) = #(1) - 5(0). (1.4)

Cuando una estrategia de inversién cumple con (1.4) se dice que es una estrategia
autofinanciable. Esta propiedad es muy importante para el modelo, pues afirma
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que las variaciones en el valor del portafolio dependen tinicamente de la variacion
de precios de los activos que lo componen y no se deben a la inclusién de recursos
frescos al portafolio.

1.2.2. Mercados viables

Un modelo consistente debe excluir estrategias que den lugar a comportamientos
econémicos aberrantes. Una de estas estrategias es como la que se define a
continuacion.

DEFINICION. 1 (ESTRATEGIA DOMINANTE)
Se dice que una estrategia ¢ es dominante si existe otra estrategia 1) tal que
Ve (0) = Vi (0) pero Vg (1,w) > Vip(1,w) para todo w € Q.

En un mercado en equilibrio no resulta razonable la existencia de este tipo de
estrategias. La siguiente afirmacién ayuda a comprender el porque.

AFIRMACION 1
Existen estrategias dominantes si y sélo si existe una estrategia ¢ tal que
Vs (0) =0, pero Vg (1,w) > 0 para todo w € Q.

Demostracion

Sea p una estrategia dominante, entonces existe una estrategia 1 tal que V,(0) =
Vi (0) pero V(1) > Vi (1). Se define la estrategia ¢ = p — ).

Se tiene entonces que

Ve (0) = V,(0) = V4(0) = 0,

pero
Vo(1l,w) = V,(1,w) — Vip(1,w) > 0, para todo w € Q.

Esto es V(0) = 0, pero Vi (1,w) > 0 para todo w € Q.
Por otro lado, si ¢ es tal que V4(0) = 0, pero Vi (1,w) > 0 para todo w € €,
entonces ¢ domina a la estrategia que consiste en “no hacer nada”.

O
La afirmacién anterior evidencia la inconsistencia de una estrategia dominante.
Si existen estrategias dominantes entonces es posible construir un portafolio que
no cuesta nada al principio del periodo e independientemente del estado de la
naturaleza al término del periodo es positivo. En otras palabras, se obtiene algo
por nada.
La siguiente afirmacién confirma la inconveniencia de que existan estrategias
dominantes.

AFIRMACION 2
Existen estrategias dominantes si y sélo si existe una estrategia ¢ tal que
Ve(0) < 0, pero Vg (1,w) > 0 para todo w € .
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Demostracion
Supongase que p es una estrategia que cumple las hipdtesis de la afirmacién 1,
es decir V,(0) = 0, pero Vj, (1,w) > 0 para todo w € 2. Sea

= — { 1
1+T£)n€1ng( w),

Notese que § > 0. Se define la estrategia ¢ como sigue

1y [0 = 30 pi(1)85(0)  sii=0,
ill) = { Pz‘l(l) sii#0.

Se tiene entonces que
Vg(0) = =6 <0, (1.5)

pero

Vo(1) = go(1)(1+7) + D ¢;(1)5;(1)

J=1

= (1475 = (147D S0 + X iS04
=0 =0

=~ min V(L) — (14 7)V,(0) + V(1)
= — mf > 0.
Vo(1) LL)melsrlep(l,cu) >0
De (1.5) y (1.6) se sigue que ¢ es una estrategia tal que Vg(0) < 0 pero

Vp(1,w) > 0 para todo w € Q.
Por otro lado, si p es tal que V,(0) < 0 pero V,(1,w) > 0 para todo w € Q, se

e > (1):55(0)
> i(1)S;(0) sie=0
. — 7j=1 Pj J )
#ill) { pi(1) 5i i # 0.
Claramente se tiene que Vg = 0 pero

V(1) = ¢o(1)(1 +7) + Z¢j(1)5j(1)

=Y RS0+ D M0 o
=0 Jj=0
=V,(1) = (14 7)V,(0) > 0.
Es decir, ¢ es tal que Vg (0) = 0 pero V(1) > 0.
O

Esta tltima afirmacién es muy 1til para determinar la existencia de estrategias
dominantes en el mercado.

En los modelos multiperiodo es posible explotar de manera mas rica el concepto
de probabilidad neutral al riesgo, en consideracion a esto, méas tarde se dara una
definicién formal y precisa de este tipo de medidas.
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AFIRMACION 3
Si existe una medida de probabilidad neutral al riesgo, entonces no existen
estrategias dominantes.

Si existen estrategias dominantes entonces teoricamente se podrian encontrar
estrategias que permitan obtener de manera segura ganancias arbitrariamente
grandes, es decir, en un mercado con estrategias dominantes en teoria seria
posible seguir estrategias que hicieran arbitrariamente rico al inversionista y
evidentemente desde el punto de vista econdmico esta conclusion es a todas
luces aberrante.

1.3. Modelo binomial

El modelo binomial es un modelo discreto, el cual es construido en un espacio
de probabilidad (2, F,P), donde 2 es finita, y debe cumplir que si w € Q =
Plw] > 0. Para la construccién del modelo, es necesario saber el nimero de
activos con los que se cuenta y cuanto valen al dia de hoy. Supongase que se
tienen n + 1 activos con valor Sy(t), S1(t), ..., Sn(t) cada uno, donde este valor
es una variable aleatoria F-medible, y estos precios juntos, forman el vector de
precios de los activos al tiempo t S(t) = (So(t), S1(), ..., Sn(t)). Si se encuentra
en el tiempo 0, se dice que se tiene un activo libre de riesgo, entonces S, (0) = 1,
y si ademds supone que la tasa libre de riesgo es la constante r entonces el activo
cero al tiempo t vale

So(t) = So(0)(1 + 7). (1.8)

El modelo binomial de un periodo es un caso paticular del modelo expuesto en
la seccién anterior, la diferencia es que en t = 1 el activo puede tomar varios
valores y en el binomial sélo toma dos (el precio sube o baja).

Por practicidad, la notacién para el modelo binomial serd S;(w), donde S;(w)
es el vector de precios del subyacente S(t), t es el periodo de tiempo en el que
se encuentra y w uno de dos valores: el valor u factor de alza y el valor d factor
de baja.

1.3.1. Modelo binomial de un periodo

El modelo binomial de un periodo tiene como objetivo calcular el precio de la
opcidén pero al mismo tiempo crea un portafolio que cubra la opcién, esto quiere
decir que se crea un portafolio con el mismo valor de la opcién que lo asegura
de pérdidas futuras.

El movimiento de precios que sigue un activo para el modelo binomial estd dado
por la figura 1.3.

En este modelo el principio del periodo es conocido como tiempo cero y el final
como tiempo uno. Como se mencioné en la seccion anterior, al tiempo cero el
valor del activo Sy es una cantidad positiva conocida al tiempo cero. Al tiempo
uno, el precio de este activo puede ser uno de dos valores positivos llamados
S1(u) y S1(d), donde Si(u) < Sy < Si(d) . Suponga que el precio sube con
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USO = Sl (u)

7
AN

dSo = Si1(d)

Figura 1.3: Modelo Binomial de un Periodo.

probabilidad p y baja con probabilidad ¢ =1 — p con p > 0, con esto se puede
conocer el valor al tiempo 1, pero al tiempo cero el valor en el tiempo uno no,
por lo tanto se considera como estocastico.
Para encontrar el valor de las variables aleatorias, es necesario introducir los
siguientes ntimeros

w2, 5ld)

So So

donde d < u, u y d como se menciond anteriormente y la tasa de interés r tal
que r > 0.
En el modelo binomial de un periodo se debe hacer el siguiente supuesto adi-
cional:

0<d<1l+r<u, (1.9)

si d > 147 no se tendrian pérdidas ya que aunque bajara el precio del activo, se
tendria el suficiente dinero para pagar la deuda al mercado de dinero, es decir,
es posible pedir prestado Sy en el mercado de dinero y comprar el activo. Al
término del periodo, se debe devolver el préstamo mds intereses (1 + r)Sp. Por
otro lado, el activo valdria S; > wSy > (1 4 r)Sp, permitiendo mediante esta
estrategia la obtencién de una ganancia libre de riesgo sin invertir un solo peso,
por lo tanto S1—(1+7)Sp > 0y desde el punto de vista econémico esta situacién
es inadmisible.

Por otro lado, si u < 1+ r se puede vender la accién en corto e invertir en el
mercado de dinero y aunque el valor de la accién suba, el valor del activo sera
menor al obtenido en el mercado de dinero, lo que implica que es posible ganar
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dinero sin invertir nada y en el sentido econémico, esto no tendria sentido. Como
el precio de las acciones siempre es mayor que cero entonces d > (0. Por lo que
la ecuacién (1.9) es cierta.

El razonamiento anterior permite introducir la condicién de no arbitraje y la
existencia de la tasa libre de riesgo.

DEFINICION. 2
Un arbitraje, es un proceso que valia un portafolio X (t)que satisface X (0) =0
v que también satisface que para algin tiempo T > 0

P(X(T)>0) =1, P(X(T) < 0) = 0. (1.10)

Una forma de analizar lo anterior es pensar que se tiene una estrategia de
mercado que empieza con un capital de cero, pero algin tiempo después, se
tiene probabilidad positiva de ganar dinero sin riesgo de perder. El movimiento
en el precio de las acciones es mucho méas complicado que el modelo binomial,
pero este modelo es utilizado por las siguientes razones:

= El concepto de arbitraje y su relacién con el precio neutral al riesgo son
claros en el modelo.

= El modelo es usado en la practica, ya que con un numero razonable de
periodos, se obtiene una aproximacion bastante buena para modelos a
tiempo continuo.

= Es posible encontrar soluciones numeéricas razonablemente buenas a pro-
blemas complicados.

Para entender mejor la valuacion de opciones con el método binomial se dan los
siguientes ejemplos:

Considérese un call europeo, que otorga al poseedor el derecho més no la obli-
gaciéon de comprar un activo al tiempo uno con precio de ejercicio K y que
S1(d) < K < S1(u), si el precio del subyacente baja, la opcién expira y no es
ejercida, pero si el precio del subyacente sube, la opcién puede ser ejercida y da
una ganancia de Sp(u) — K. Para resumir esta situacién, se dice que al tiempo
uno, la opcién vale (S; — K)*, donde (---)* indica que se tomard el maximo
entre cero y el valor dentro del paréntesis. El mayor problema que se tiene es
calcular el valor de la opcién al tiempo cero.

En el caso que la opcién europea sea del tipo put esta tendria el valor de (K —
S1)T.

Sea Sg =4, u=2,d= % yr= %. Entonces el valor de los activos al tiempo
cero y al tiempo uno estan representados en la figura 1.4. Suponga también que
el precio de ejercicio de una opcién de compra europea es K = 5. Ademads que
tiene una inversién inicial de Xy = 1.20 y se compran &y = % activos al tiempo
cero. Como la accién vale 4 por activo al tiempo cero, se debe usar la inversion
inicial X y pedir prestado 0.80 méas para hacerlo. Mediante esta estrategia se
adquiere una deuda en el mercado de dinero de 0.08, es decir, Xo—3dp Sy = —0.80.

En el tiempo uno, la posicién del efectivo serfa (1 4+ 7)(Xy — 60S0) = —1, lo que
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Figura 1.4: Precio de los activos.

significa una deuda de uno. Por otro lado, al tiempo uno se tendra una accién
valuada en %Sl (uy=4o0 %Sl(d) = 1. En particular si se obtiene u, €l valor del
portafolio y de la cuenta en el mercado de dinero seria:

Xl(u) = %Sl(u)-l-(].-‘rT)(Xo—(S()So) =3. (1].1)

Por otro lado, si el valor del la accién baja, el valor del portafolio y de la cuenta
en el mercado de dinero seria:

X1 (d) = %Sl (d) + (1 + T)(XO — 6050) =0. (1.12)

En los dos casos, el valor del portafolio coincide con el valor de la opcién al
tiempo uno, que es (S, —5)T =3 0 (Sq —5)" = 0. Con esto se ha replicado la
opcion negociandola en el mercado.

En el modelo general de un periodo, se define un derivado?, el cual es un activo
que paga un monto V;(d) si se utiliza el factor de baja o Vi (u) si se utiliza el
factor de alza.

Para determinar el precio de V4 al tiempo cero para un derivado, se procede-
rd como en el ejemplo anterior. Supdngase que tiene una inversiéon de Xy y que
se compran &g activos al tiempo cero, con esto se tiene una posicién de efectivo
de Xo — 60Sy. El valor del portafolio de acciones y la cuenta en el mercado de
dinero al tiempo uno es de:

X1 =0051 + (1 + ’I“)(Xo - 6050) = (1 + T)XO + 60(5’1 — 50(1 + ’I“)) (1.13)

3En este caso una opcién.
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Lo que se desea es elejir Xg y g tal que X1(u) = Vi(u) y X1(d) = Vi(d). Para
que esto suceda también es necesario:

1 1
Xo + 6 <1+T51(u) —50) = Vi) (1.14)
Xo + 6 (——$1(d) — S0 ) = ——Vi(d) (1.15)
0 0 1+T 1 0 71+T 1 . .

Una forma de resolver estas ecuaciones es multiplicar la primera por p y multi-
plicar la segunda por ¢ = 1 — p, suméandolas, se obtiene:

Xoot 00 (o 10 4 851(@] - S0 ) = - Vi) + Vi@ (119

Si se elige p tal que:

So [pS1(u) + ¢S1(d)], (1.17)

:1—1—7"

entonces el término que multiplica dg en la ecuacién (1.16) es cero, con esto se
obtiene una ecuacion mas sencilla para X

Xo (Vi (u) + Vi (d)], (1.18)

1+r
si se divide la ecuacién (1.18) en un sistema de ecuaciones, se obtiene:

1+r—d u—1—r

p = j= 1.19
p=——g 4= —— (1.19)
Si se resuelve para dg, se obtiene la féormula para la cobertura delta
Vi(u) —Vi(d
5 = 2w = Vi(d) (1.20)

Sl (U) — Sl(d) '

En conclusién, si un agente comienza con una inversién Xy y en el tiempo cero
compra Jp acciones (1.20), en el tiempo uno utilizando el factor de alza dicho
agente tendra un portafolio con valor V7 y es andlogo cuando se utiliza el factor
de baja’. Dada la estrategia propuesta, al determinar la cantidad a invertir
en el mercado de dinero y al obtener la cobertura delta, lo que se concluye
es que si el portafolio asi construido vale lo mismo que el derivado en el futuro
independientemente del escenario que ocurra, entonces el portafolio y el derivado
deben valer lo mismo hoy. Por lo tanto el valor del derivado se obtiene al valuar
el portafolio al tiempo cero, lo cual es facil una vez que &g estd disponible, es
decir:

Vo [pV1(u) + qVi(d)]. (1.21)

:1+r

4Es importante mencionar que el valor V; depende de dos factores, una notacién més
adecuada serfa V}*, donde w = u, d.
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Este precio permite al vendedor hacer una cobertura de la posicién corta en
el activo. El precio no introduce arbitraje cuando el derivado es agregado al
mercado que comprende las acciones y la cuenta del mercado de dinero, cualquier
otro precio al tiempo cero implicaria arbitraje. Un agente con una posicién larga
que tiene un activo con cierto valor, puede crear una cobertura para proteger la
pérdida del valor. El ntimero de acciones del activo subyacente que se sujeta a
una cobertura de una posicién larga es el valor de dg.

Para el ejemplo dado anteriormente en la figura 1.4, el valor de la opcién uti-
lizando las probabilidades libres de riesgo seria:

1 (1. 1] 6
Vo=——|=34+-0] =2 =12
0 1+}1{2 +2} 5

Los ntimeros p y ¢ son positivos por la condicién de no arbitraje, estos niimeros
podrian no ser los mismos que p y ¢, ya que con estas probabilidades, la tasa
de crecimiento promedio de la accién es estrictamente mayor que la tasa de
crecimiento de una inversiéon en el mercado de dinero, entonces p y ¢ deben
satisfacer:

S0 < 1= [pSi(w) + 451 (@), (1.22)

como p y q reflejan las expectativas del inversionista, el sentido de la desigualdad
en (1.22) depende en todo caso de si las expectativas del inversionista son de
alza o de baja, en este caso las expectativas son de alza. Una de las razones
por las cuales no se ocupan p y ¢ como las reales es que si fueran, la tasa de
crecimiento promedio de la accion y la tasa de crecimiento de una inversion
en el mercado de dinero serian iguales, lo que llevaria a un caso en el que el
inversionista estaria libre de riesgo, ya que se incluyeron estas probabilidades
para resolver ecuaciones anteriores.

Por lo tanto la ecuacién (1.21) para el precio V al tiempo cero de un derivado
V1 es llamada la formula para el precio libre de riesgo para el modelo binomial
de un periodo.

Put-call Parity

Cuando se habla de call y put, el sentido comun indica que son distintos, pero
es posible lograr que éstos estén relacionados, argumentando lo siguiente:
Supdngase que se tiene un put largo y un call corto, ademas supongase que los
dos tienen la misma fecha de expiraciéon Ty el mismo precio de ejercicio K, y
sea II al valor de este portafolio, entonces

n=s+°rP-C,

donde P y C son los valores del put y del call respectivamente. El pago de este
portafolio al tiempo de expiracion es:

S + méx(K — S,0) — méx(S — K, 0). (1.23)
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la ecuacién (1.23) puede ser vista de la siguiente forma

S+(K-S)—-0=K, siS<K

S+0-(S—K)=K, si S > K.

No importa si S es mas grande o mas pequena que K, el pago al momento de ex-
pirar siempre es el mismo, K. Pero en este momento se tiene la misma pregunta,
jcuanto se estd dispuesto a pagar por un portafolio que da una cantidad garan-
tizada K al tiempo t = T La respuesta a esta pregunta se obtiene descontando
el valor de este portafolio Ke~"(T=%)_ Esto equivale al retorno del portafolio con
tasa libre de riesgo, (porque la construccién del portafolio fue libre de riesgo),
lo que indica que su rendimiento debe ser igual a la tasa libre de riesgo, otro
rendimiento conduciria a una situacion aberrante donde se puede construir una
estrategia que asegurard un rendimiento seguro y positivo sin necesidad de in-
vertir un solo peso. Supéngase que S+ P — C < Ke " (Tt por definicién, se
tiene que Il = S + P — C donde II es el valor del portafolio al tiempo cero. Si
la desigualdad se cumple, entonces al tiempo cero se piden prestados S+ P —C
al mercado de dinero y como esta cantidad es menor que el valor presente del
portafolio, al tiempo cero se tiene una cantidad mayor que el precio del portfo-
lio, al final se tiene una pequena ganancia sin haber invertido un sélo peso, lo
que implica que S+P —C >= Ke "T=1 . Si S+ P—C > Ke " (T~ entonces,
haciendo un anélisis similar al anterior se ganaria algo sin inversion, lo que seria
una situacién aberrante, entonces

S+P—C=FKe T, (1.24)

Esta relacién entre el activo subyacente y sus opciones es llamada put-call parity.
Esta relacién dice que bajo ciertas condiciones, un put largo y un call corto
tienen el mismo valor.

1.3.2. Modelo binomial multiperiodo

La definicion de estrategia de inversion que se dié anteriormente es suficiente
para el modelo de un periodo, sin embargo es importante mencionar que para
modelos de mas de un periodo es necesario anadir propiedades.

En el modelo binomial multiperiodo cada uno de los periodos depende de los
factores de alza y de baja y cada periodo depende del anterior. Este modelo se
representa en la figura 1.5.

Para describir la trayectoria del valor de una opcién suponga que se encuentra
en el tiempo 0. Al tiempo uno, puede tomar uno de dos valores, si sube en t = 1
vale uS(0), y siguiendo esa trayectria, al tiempo 2, la opcién puede hacer una de
dos cosas, subir o bajar de precio, si sube, en ese momento la opcién vale 12 Sy,
por lo tanto el valor de la opcién depende de 2 cosas, del valor en el tiempo
anterior y del valor de los factores de alza y de baja del tiempo actual.

Lo que se desea determinar es el precio de no arbitraje de una opcién al tiempo
cero. Supongase que un agente vende una opcién en el tiempo cero a Vj pesos,
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Figura 1.5: Modelo binomial multiperiodo.

pero todavia no se sabe cual es el valor de V5. Con el dinero que el agente obtiene
de la venta de la opcidn, este decide comprar dg acciones, invirtiendo Vy — dpSp
pesos en el mercado de dinero para poder financiar estas acciones. Es decir, pide
prestados dp9Sg — Vi pesos al mercado de dinero para comprar §y acciones. Al
tiempo uno el agente tiene un portafolio valuado en

X1 =0051 + (1 + T)(Vo - 5050), (125)

donde S7 depende de los factores u y d.

Después, al tiempo 1, el agente tiene un portafolio de valor X; pesos y en este
momento el agente puede reajustar su estrategia, suponga que decide quedarse
con §; acciones, entonces €l invierte en el mercado de dinero X; — §;57. En el
siguiente periodo la inversién del agente serd:

‘/2 :51S2+(1+7")(X1 —5151), (126)

donde V5 y So dependen de los factores u y d, es decir, So puede tomar uno de
los siguientes valores: u%Sy, udSy, d2S.

Para determinar el precio de no arbitraje de la opcién y el precio del portafo-
lio que lo respalda, es necesario resolver las ecuaciones (1.25) y (1.26). Para
resolverlas se emplea el supuesto de que estas ecuaciones dependen de los fac-
tores de alza y de baja y de las probabilidades neutrales al riesgo, con esto se
encuentra una ecuacion parecida a la obtenida en la seccién anterior (1.21).
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Este modelo binomial cuenta con tres procesos estocésticos (g, 1), (Xo, X1, X2)
y (Vo, V1, Va),donde cada una estas sucesiones de variables aleatorias depende
del tiempo y de los factores u y d, el subindice indica cuantos periodos tuvieron
que pasar para llegar al actual, también indica el nimero de veces que la opcién
sube o baja de precio. Es decir, si comienza con una inversién de X y los valores
de dp y 61 son especificados, entonces es posible calcular el valor de un portafolio
financiado por el mercado de dinero que depende del nimero de acciones que
son compradas, entonces se dice que el valor del portafolio al tiempo n + 1 es:

Esta ecuacién se obtiene de forma recursiva empezando con una inversiéon de X
al tiempo 0. Para ver el detalle del calculo del valor de X, 41 se sugiere consultar
el siguiente teorema.

TEOREMA. 1

Considere un modelo binomial para calcular el precio de una accién con N
periodos, y suponga que 0 < d < 141 < u y que tiene las probabilidades libre
de riesgo p y G. Sea Viy una variable aleatoria que depende de los primeros N
periodos, sea w; el evento de que pase el tiempo y ocurra una de dos opciones,
que el valor de la accién suba o que baje, donde w; = d si el precio del activo
baja en el periodo i y w; = w si el precio de nuestro activo sube en el tiempo
t donde w; toma el valor de u con probabilidad p y el valor d con probabilidad
q. Entonces se define recursivamente de adelante hacia atras la sucesion de

variables aleatorias Vi _1,Vn_2,...,Vy por
1 . -
vV, = m[anH(wl ccwp) — Vg (wy .. wyd)], (1.28)

entonces cada V,, depende de las w;,7 = 1,...,n donde n corre desde 0 hasta
N — 1. Entonces:

5 — Vn_,_l(wl . wnu) — Vn+1(w1 e wnd)
" S w1

, 1.29
Spt1(wr...wpu) — Spyr(wr...w,d) ( )

donde de nuevo n corre desde 0 hasta N — 1. Si se fija Xqg = Vj y define
recursivamente hacia adelante en el tiempo los valores X1, Xo,..., Xy por la
ecuacion 1.27, entonces se tiene:

Xn(wiws ... wy) = Vy(wiws ... wy), (1.30)
para toda sucesion w;.

este teorema indica que es posible encontrar probabilidades libres de riesgo
tales que el valor del derivado sea igual al valor del portafolio, lo que lleva al
razonamiento de que existe una forma de respaldar la inversién para asegurar la
no pérdida, es decir, proteger la opcién con un portafolio que al tiempo N pueda
respaldar la inversiéon. Para entender mejor el modelo binomial multiperiodo, se
presenta el siguiente ejemplo: Lo que se desea es encontrar el valor de la opcién
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Figura 1.6: Precio de los activos para el Modelo de 3 periodos.

replicando un portafolio que la cubre, pero ahora se observara la trayectoria de
la opcion en 3 periodos. Suponga que K = 10, u =2, d = %, Sy = 8, en la figura
1.6 se encuentran los valores de los activos en cada momento del tiempo.

Se desea encontrar el precio del put europeo al tiempo cero, este valor es obtenido
de forma recursiva. Supongase que el put vence en el tiempo ¢, entonces se
calcula P, = (K — S;,0), donde S; depende de los factores u y d. Para calcular
P, = El[f:,] es necesario conocer el valor de P(t), donde E[P;] = uS:p + dS:q,
p=0.4y ¢ = 0.6 son las probabilidades neutrales al riesgo y » = 0.1. Entonces
Py = 3.4079 que es el precio del put el dia de hoy. En la figura 1.7 encuentra el
precio justo para la opcién europea del tipo put.

Aqui cada uno de los nodos representa a un periodo del modelo general, con lo
que es fécil observar que el modelo es una generalizaciéon del modelo binomial
de un periodo.

Una forma interesante de ver el modelo multiperiodo para valuar opciones eu-

ropeas es usando la funcién de probabilidad binomial

P(X =i) = (7:) p—p)",

donde n ntimero de periodos, p y g son las probabilidades neutrales al riesgo e
1 es periodo en el que se encuentra.

Es posible encontrar el valor del put europeo con la funcién de probabilidad
binomial, para esto es necesario multiplicar por méx(K — S,0). Es importante
conocer esta alternativa, ya que si se sustituyen los valores correctos, se obtiene
el valor de la opcién en cada uno de los periodos.
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Figura 1.7: Valor del put Europeo.

1.4. Modelo binomial para opciones americanas

Como se ha mencionado anteriormente, una opcién americana es diferente a una
europea, lo que implica que la forma de valuarlas es distinta, aunque en algun
momento, estos dos tipos de opciones pueden tener relacién. Existe un teorema
muy importante que dice que el valor de un call europeo es igual al del call
americano. El teorema es el siguiente:

TEOREMA. 2
Sea Cg el valor de un call europeo y sea C4 el valor de un call americano,
entonces Cp = Cy.

Demostracion
Sea Pg el precio de un put europeo. de acuerdo con la paridad put-call se tiene

Cg—Pg=25;— e " TYEK.
y como Pr > 0 entonces
Cy>Cp>8—e"TUK >8, — K.

De lo anterior, se concluye que la mejor estrategia consiste en conservar el call
americano hasta la fecha de expiracion. Por lo tanto, el precio del call americano
es igual al precio del call europeo.
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O

Por el teorema anterior, no se calculara el valor del call americano. Esta seccién
se enfocara en la valuacién del put americano.

Supdngase que se tiene una opcién americana del tipo put con K = 10, u = 2,
d = %, So = 8, el precio de los activos estd representado en la figura 1.6,
utilizados en la valuacién del put europeo. La gran diferencia con el europeo es
la posibilidad de ejercer en cualquier momento, por lo anterior se debe analizar
en cada instante cuando es el mejor momento para ejercer. En cada nodo se
debe traer a valor presente el valor esperado del tiempo futuro que los conecta,
entonces se tiene max(K — Si, E(Vi41)), donde E(Viy1) = “V‘ffﬂ?vtq que se
representa en la figura 1.7.

o

o

1.78

o

7N

3.92 2

S\

7\
/N N/ \

(=)
oo
(=)

NeJ

Figura 1.8: Valor del put Americano.

Se puede observar que de forma recursiva se ha obtenido el valor de la opcién
americana al tiempo cero. Si se compara con un put europeo con las mismas
condiciones, se puede observar que es mayor, esto es porque en cada periodo de
la opcién americana es necesario comparar el valor de ejercicio contra el valor
de mantener la opciéon. Una vez que se obtuvo el valor del put, es necesario
replicar un portafolio. Lo primero que se debe hacer es encontrar el valor del
put al tiempo cero, éste serd el valor inicial, es decir, el capital inicial con el que
cuenta el vendedor del put es Xy = 3.9219. El portafolio al tiempo uno, debe
valer lo mismo que la opcién al tiempo uno, entonces si la acciéon sube el valor
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del portafolio seria

X1 (u) = 1.7851 = 168y + (1.1)(3.92 — 85;)
= 4.312 + 7.25,,

entonces 6g = —0.3512 y cuando la opcién baja, el valor de dy es el mismo.
Siguiendo con este procedimiento, se calcula el valor de 41 y d2

81 (u) = —0.1364,
81(d) = —0.7879,

02 (uu) = 0,
3y (ud) = —0.5,
da(dd) = —1.

Con estas d’'s, dependiendo del valor del subyacente, es posible replicar un
portafolio para crear una cobertura de pérdidas futuras con el mismo valor de
la opcién en ese tiempo, es decir Xy = Vy, X1 (u) = Vi(u) y asi sucesivamente
para cada uno de los valores.

\o
/ N\

1.62 0
3.9219 2.70

5.45 4.5

/N
ZRNVZRN

6.61

6.76

Figura 1.9: Valor presente del put Americano.

En la figura 1.9 se encuentra el valor descontado del put americano. Esta figura
representa una submartingala® bajo las probabilidades libres de riesgo p v §.

5Para ver definicién de martingala, submartingala y super martingala ir al apéndice.
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Esto es porque en cada nodo el precio descontado del put americano es mayor
o igual al promedio de los precios descontados de los nodos subsecuentes.
Supdngase que en lugar de valuar cada mes o cada dia, se quiere valuar cada se-
gundo, entonces para cada segundo se tendria un periodo, y si se supone que se
quiere valuar un ano segundo por segundo, el modelo binomial se vuelve inservi-
ble, ya que para lograrlo es necesario hacer muchos célculos. En los siguientes
capitulos se presentaran modelos para valuar opciones con mayor exactitud,
conocidos como modelos continuos.




Capitulo 2

Calculo estocastico

En esta seccién se dan definiciones que ayudan a entender los modelos financieros
continuos, se veran los conceptos bésicos de célculo estocistico!, la mayoria de
los teoremas que son utilizados no seran demostrados por su complejidad, pero
se ligan a la bibliografia para ver la demostracion.

2.1. Movimiento Browniano

Se trabajard con un espacio de probabilidad (Q,F,P). Un proceso estocastico
es una funcién medible X (¢,w) definida en un espacio producto [0, 00) x 2, en
particular esta funcién puede ser vista de dos formas:

= para cada t, X(¢,-) es una variable aleatoria,
» para cada w, X(-,w)es una funcién medible.

Entonces X (t,w) es un proceso estocéstico, que depende del tiempo ¢ y de w.
Para fines précticos, este proceso serd mencionado como X (t) o X;.

2.1.1. Caminata aleatoria

Considérese una caminata aleatoria que empieza en cero, con brincos h y —h
en los tiempos 6,24, .. ., donde h,d > 0. Supongase que se tiene una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas {X,,}, |, tales
que P[X; = h] = P[X; = —h] = 1. Sea Y una variable aleatoria que depende
de h y § que sirve para crear una sucesién de variables aleatorias Y, se define a

Y (nd) de la siguiente forma
Yno)=X1+Xo+...+ X, (2.1)

donde Y (0) = 0.

1Este tema no serd visto muy a fondo ya que es muy grande y complicado.

23
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Se define Y (t) para t > 0 por linearizacién, es decir,

(nJr;)(?ftY(ms)_'_tfné

Y(t) = Y((n+ 1)), (2.2)
para nd < t < (n+ 1)d. Se puede decir que Y (¢) es la posicién de la camina-
ta aleatoria al tiempo ¢. En particular, la ecuacién (2.1) es la posicién de la
caminata aleatoria al tiempo nd.

Recapitulando, se tiene que la construcciéon de una caminata aleatoria depende
de una sucesién de variables aleatorias que en cada momento del tiempo toma
el valor de h o —h. Lo que se desea es que cada vez la particién del tiempo sea
mas pequena, es decir se quiere que 6 — 0 y que los brincos en cada momento
también sean mds pequenos, entonces se desea que el limite de Y (¢) cuando § y
h tienden a 0 exista.

Para ver que este limite existe, tomese el limite cuando 0 y h tienden a 0 de la
funcién caracteristica de Y5 5 (t)

lim E IAY
Jm lexp [iAY5 5 (t)]]

con A € R fija. Si t = nd, por lo tanto n = %. Entonces se tiene que

E (exp[iAYsn(t)]) = H EeirXi

cos(\h))t/°.

Es facil observar que § y h tienden a cero independientemente pero el limite
de la ecuacién (2.3) no existe. Para poder lograr que este limite exista es nece-
sario imponer cierta relacién entre § y h. Para obtener el valor que se nece-
sita se deben hacer los siguientes supuestos. Sea u = (cos(\h))'/%. Entonces
In(u) = 3 In(cos(Ah)). Para poder llegar a donde se desea, es necesario conocer
2 aproximaciones

1
cos(Ah) =~ 1 — 5)\2h2, para h pequena y

In(1+ )~ 2, parax pequena.

Con las dos se obtiene

1 1
In(cos(Ah)) ~ In (1 - 2)\2h2) ~ 75/\2h2.
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Entonces para § y h pequenas se tiene que In(u) & —2—16)\2h2 por lo tanto

U R exp {—215/\2h2] .

Entonces por la ecuacién (2.3) se tiene
1
I [exp [iAYs 4 (1)]] = exp [—Qtﬁiﬁ] . (2.4)

En particular, si § y h tienen la relacién h? = § se tiene
lim E [exp [iAY(1)]] = e ™ NeR

Con lo anterior se ha encontrado una caminata aleatoria cuando ¢ y h tienden
a cero cuando & y h tienen la relacién h? = 6.

TEOREMA. 3
Sea Y (t) una caminata aleatoria que comienza en 0 con brincos en cada momento
del tiempo 6,20, ... de h y —h. Supéngase también que existe una relacién entre
d y h tal que h> = §. Entonces para cada t > 0 el limite
W(t)=1lim Y(t
(1) = lim Y (1),

existe, mas aun,
E[e?W (1)) = =317, (2.5)

El proceso estocastico definido en el teorema 3 mejor conocido como movimiento
browniano debe cumplir las siguientes propiedades:

1. El valor absoluto de la pendiente Y; 5 en cada paso del tiempo es h/§ =
1/ V/d — oo cuando § — 0. Por esto se dice que la trayectoria del movimien-
to browniano no es diferenciable en ningin punto. Si se toma ¢ = |t — 5],
entonces

W () — W(s)| ~ %\t— sl = [t—s|5.

2. Casi todas las trayectorias aleatorias del movimiento W (t) son continuas.

3. Para cada ¢, W (t) es una variable aleatoria que se distribuye normal con
media 0 y varianza t. Esta propiedad es consecuencia directa de la ecuaciéon
(2.5).

4. El proceso estocdstico W (t) tiene incrementos independientes, es decir,
para cualquier 0 < t; < to... < t,, las variables aleatorias W (t1), W (t2) —
W(t1),...,W(tn) — W(t,—1) son independientes.
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2.1.2. Construccién del movimiento Browniano

En la seccién anterior se construyé una caminata aleatoria, con un pequeno
andlisis se llegé a la conclusién de que el lims_,o Y (¢) existe y converge a W (¢),
justificado por el teorema 3. El proceso estocdstico mencionado en este teo-
rema es conocido como Movimiento Browniano. La definiciéon formal de este
movimiento es la siguiente:

DEFINICION. 3
Sea W (t) un proceso estocdstico, este proceso es conocido como movimiento
browniano si cumple las siguientes condiciones:

1. P{w;W(0,w) =0} = 1.
2. Para toda 0 < s < t la variable aleatoria W (t)—W (s) se distribuye normal

con media 0 y varianza t — s, es decir, para toda a < b

P{a <W(t) —W(s) <b} = NoGED) be_”“'2/2(t_s)dx. (2.6)

3. W(t,w) tiene incrementos independientes, es decir, para 0 < t1 < to < t,
las variables aleatorias

W(t1)7 W(t2) - W(t1)7 cee W(tn) - W(tnfl);
son independientes.

4. Las caminatas aleatorias de W (t,w) son funciones continuas, es decir,
P{w;W(-,w) sea continua } = 1.

Como se menciona en la definicién, los incrementos en el movimiento Browni-
ano son independientes, lo que implica que la funcién de densidad conjunta de
variables aleatorias normales es determinada por sus esperanzas y sus covarian-
zas. Por lo anterior, es posible dar la siguiente caracterizacién del Movimiento
Browniano.

TEOREMA. 4

Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Suponga que para cada w € §, existe
una funcién continua W (t) con t > 0 tal que W(0) = 0 y W(t) depende de w.
Entonces las siguientes tres propiedades son equivalentes:

1. Para toda ty < t1 < ... < t,, los incrementos
W(t1) = W(t1) — W(t), W(te) = W(t1), .., W(tm) — W(tm-1), (2.7)

son independientes y cada uno de los incrementos se distribuye normal
con esperanza cero y varianza t;y1 — t;.
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2. Para toda ty < t; < ... < t,,, las variables aleatorias W (t1),...,W(tsm),
son la funcion de densidad conjunta de variables aleatorias que se dis-
tribuyen normal con esperanza cero y con matriz de covarianza la matriz
de covarianza del movimiento Browniano (2.8).

E[W?(t1)] E[W ()W (t2)] ... E[W ()W (tm)]
E[W (t2)W (t1)] E[W?2(t3)] oo EW ()W (tm)]
E[W (tm)W (t1)]  E[W (tm)W (t2)] E[W?(t,,)]
t1 1 t
to 1o to
: (2.8)
tm t,.n tm

3. Para toda tg < t1 < ... < t,, las variables aleatorias W (t1),..., W (ts,)
tienen funcién generadora de momentos la ecuacion (2.9).

(U1, ug, ...y Upy) =

1 1
exp{(m +...+um)2t1 + §(u2+...+um)2(t2 —t1)+ ...

2 (2.9)

1 1
+ i(um—l + Um—2)2(tm—1 - tm—2) + §(um)2(tm - tm—l)} .

Si alguna de las tres propiedades sucede entonces W (t), t > 0 es un movimiento
Browniano.

Para ver la demostracién de este terorema consultar [12]. Es importante men-
cionar que la funcién ¢t = W (t) es con probabilidad 1 una funcién continua en
[0, 7], esta es una propiedad del movimiento Browniano.

Para todo modelo probabilistico en donde se estudien periodos y en especifico
para el movimiento Browniano, es necesario introducir una variable que permita
trabajar con la informacién que se tiene disponible, esta variable es conocida
como filtracién. Utilizando la informacién que se tiene, es posible hacer una
caracterizaciéon del movimiento Browniano, esta es la siguiente.

TEOREMA. 5

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, en el cual el movimiento Browniano
W (t), t > 0 esta definido. Una filtracion para el movimiento Browniano es una
coleccion de o-dlgebras F(t), t > 0, que satisface:

s Para 0 < s < t, todo conjunto en F(s)también esta en F(t). Esto es
llamado acumulacién de informacién.

s Para cada t > 0, el movimiento Browniano W (t) al tiempo t es F(t)-
medible. Que una variable aleatoria cumpla con esto quiere decir que es
adaptable.
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s Para 0 <t < u, los incrementos W (u) — W (t) son independientes de F(t),
cuando esto sucede, se dice que la o-algebra tiene independencia en los
incrementos futuros.

Sea 6(t), t > 0 un proceso estocéstico. Se dice que 6(t) es adaptada a la filtracion
F(t) si para cada t > 0 la variable aleatoria §(t) es F(t)-medible.

Propiedades del movimiento Browniano
TEOREMA. 6

El movimiento Browniano es una Martingala?.

Demostracion
Sea W; un movimiento Browniano y sea 0 < s <t dada, entonces

E[W(#)|F(s)] = E[(W(t) = W(s)) + W(s)|F ()]
= E[W(t) — W(s)|F(s)] + E[W(s)|F(s]
=E[W(t) — W(s)] + W(s)
=W(s).

PROPOSICION. 1
Para toda t > 0 , W(t) se distribuye normal con media 0 y varianza t. Para
toda s,t > 0 se tiene que E[W (s)W (¢)] = min {s,t}.

Demostracion

Por la condicién 1 de la definicién 4 se tiene que W (t) = W (t) — W (0) entonces
usando la condicién 2 de la definicién 4, se obtiene la primer afirmacién. Para
demostrar que E[W (s)W (t)] = min {s,t} es necesario suponer que s < ¢, por
las condiciones 2 y 3 de la definicién 4 se tiene

E[W (s)W ()] = E[W (s)(W(t) — W(s)) + W(s)2] =0+ s = s = min {s, t} .
O

PROPOSICION. 2 )
El proceso estocdstico W (t) = W(t + tg) — W (to) también es un movimiento
browniano para alguna ty > 0 fija.

Demostracion )
Se observa que el proceso estocdstico W (t) cumple las propiedades 1 y 4 del la
definicién 4. Para cualquier s <t se tiene

W(t)—W(s)=W(t+ty) — W(s+to), (2.10)

2Para ver definicién de Martingala, ver la Apéndice A.
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donde por la condicién 2 de la definicién 4 se observa que W (t) — W(s) se
distribuye normal con media 0 y varianza (t + t9) — (s + t9) = ¢ — s. Con lo
anterior se cumple la condicién 2 de la definicién 4. Para verificar que cumple
la condicién 3 se supondra que tg > 0, entonces para 0 < t1 < to < ... < tp,
se tiene 0 < tg < t1 +tg < to +tg < ... < t, + tg. Por lo tanto por la
condicién 3 de la definicién 4 W (ty + to) — W(tk—1 + to), k = 1,2,3,...,n son
variables aleatorias independientes. Entonces por la ecuacién (2.10) las variables
aleatorias W(tk) — W(tk,l), k=1,2,3,...,n son independientes, lo que implica
que el proceso estocastico W(t) es un movimiento Browniano.

O

PROPOSICION. 3 )
El proceso estocdstico W (t) = W (At) /v/A también es un movimiento browniano,
esto se cumple para toda A > 0.

Demostracion
Las condiciones 1, 3 y 4 de la definicién 4 se dejardn pendientes por su falta de
complejidad. Para demostrar la condicién 2 nétese que para toda s < t,

~ 1

W(t)—W(s) = 7 (W(Xt) — W(Xs)).

Lo que demuestra que W (t) — W (s) se distribuye normal con media 0 y varianza
\%(/\t —\s) =t — s. Por lo tanto W (t) cumple la condicién 2.

O
Uno de los teoremas mas importantes del movimiento browniano es el siguiente:

TEOREMA. 7
Sea W (t),t > 0 un movimiento browniano y sea F(t),t > 0 la filtracién para
nuestro movimiento browniano. Entonces W (t),t > 0 es un proceso de Markov.

Para ver demostracién consultar [12].

Utilizando el movimiento Browniano, se puede construir otro movimiento que es
conocido como Movimiento Browniano geométrico y esta definido de la siguiente
forma.

DEFINICION. 4
Sean pu y o > 0 constantes, entonces se define el movimiento geométrico brow-
niano como sigue:

S(t) = S(0)e”W O Hu—301, (2.11)

El movimiento Bowniano geométrico es una de las herramientas mas 1tiles en
el mundo financiero, ya que es la base de muchos de sus modelos.
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2.1.3. Integral de Wiener

En esta seccidn se definird la integral de Wiener, este tipo de integrales son de
la siguiente forma:

/b FOAW (t,w), (2.12)

donde f(w) es una funcién deterministica y W (¢,w) es un movimiento brownia-
no.

Las integrales de la forma (2.12), s6lo pueden ser definidas como una integral de
Riemann-Stieltjes para funciones con variaciones acotadas®. Si son funciones con
variaciones no acotadas, estas funciones no pueden ser definidas con la siguiente
ecuacion .

b b
(RS) / FOAW (L w) = FOW(E )] — (RS) / W) df(l).  (2.13)

Sin embargo, todas las funciones pueden ser definidas por la Integral de Wiener
de f, ésta integral estd definida por todas las funciones f € LZ?[a,b], donde
L?[a, b] representa el espacio de Hilbert*.de todas las funciones integrables en
[a, b]. Para poder definir la integral de Wiener es necesario hacerlo en dos partes.
Sea f una funcién simple definida por f = Y | a;ly, 4, donde to = a'y
t, = b. Para el caso del movimiento browniano, la funcién estd definida de la
siguiente forma:

I(f) = ai(W(t:) = W(ti—1)). (2.14)
=1

Se sabe que I(af + bg) = al(f) + bI(g) para toda a,b € Ry f,g funciones
simples. Mds atn, la funcién definida en (2.14) cumple el siguiente lema.

LEMA. 1
Para una funcién simple f, la variable aleatoria I(f) es Gausiana, con media 0
y varianza

b
E (1(f)?) :/ f(t)?dt. (2.15)

Demostracion

Se sabe que una combinacién lineal de variables aleatorias independientes que
se distribuyen normal, también se distribuyen normal. Por lo tanto, por las
condiciones 2. y 3. del Movimiento Browniano, la variable aleatoria I(f) definida

3Para saber més de funciones de variaciones acotadas consultar [12]
4Se dice que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma ||z| =

V(. z)
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por la ecuacién (2.14) se distribuye normal con media 0. Para validar que la
varianza es la ecuacién (2.15), se observa lo siguiente:

E((f)2) =E Y aa;(W(ts) — W(tim))(W(t;) — W(tj1)).

i,j=1
Por las condiciones 2. y 3. de movimiento Browniano,
E(W (t;) = W(ti1))® =t —tia,
y para i # j,
E((W(t:) = W(ti-1))(W(t;) = W(tj-1))) = 0.

Por lo tanto
n

b
BU(P?) = Y adti—tia) = [ f(0Pdr
i=1 @
Con lo anterior, se ha terminado la primer parte de la demostracién. Para la se-
gunda, se usara L?(Q) para denotar al espacio de Hilbert de las variables aleato-
rias cuadradas real-valuadas sobre € con producto interno (X,Y) = E(XY).
Sea f € L?[a,b]. Seleccione una sucesién de funciones simples {f,} -, tal que
fn — f en L?[a,b]. Por el lema 1, la sucesién {I(f,)} —, es Cauchy en L?*(Q).
Por lo tanto converge en L?(),
1) = Tim I(f,), I(f) € LA(Q). (2.16)
Para que I(f) esté bien definida, es necesario demostrar que el limite en la
ecuacién (2.16) es independiente de la seleccién de la sucesién {f,}. Sea {gm}
otra sucesién tal que g,, — f en L?[a,b]. Como I es una funcién lineal se puede
usar la ecuacién (2.15) se obtiene

b
E(If(fn)—f(gm)IQ)=]E(\I(fn—gm)l2)=/ (fu(t) = gm(t))?dt.

Si se toma fi,(t) — gm(t) = [fu(t) — f(£)] — [gm () — f(t)] v se usa la desigualdad
(x —y)2 < 2(2® + y?) para obtener

b
/ (fn(t) = gm(t))%dt <
b
2/ ([fn(t) = f)I? + [gm(t) — F(¥)]?) dt — 0, cuando n,m — oo

de lo que se sigue que lim,, .o I(f,) = lim,, oo I(gm) en L2(£2).
Lo que desmuestra que I(f) estd bien definida.
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DEFINICION. 5

Sea f € L*[a,b]. El Iimite definido en la ecuacién (2.16) es conocido como
integral de Wiener de f.

La integral I(f) de f estd dada por

I(f)(w) = ( / f(t)dW(t)> (), wen.

TEOREMA. 8
Para cada f € L?[a,b], la integral de Wiener fab f(#)dW(t) es una variable

aleatoria Gausiana con media 0 y varianza || f||* = f; f(t)3de.

Demostracion
Cuando f es una funcién simple, la afirmacién se cumple por el lema 1. Para una
funcién cualquiera, sea f € L%[a, b], la afirmacién se cumple por la suguiente jus-
tificacién. Si X, se distribuye normal con media y,, y varianza o2 y X,, converge
a X en L?(Q), entonces X se distribuye normal con media p =lim, oo = i, ¥
varianza 02 =lim,,_,,02.

O
Por lo tanto la integral de Wiener I : L2[a,b] — L?(f2) es una isometrfa. M4s

aun, preserva el producto interno, esto serd demostrado en el siguiente corolario.

COROLARIO. 1
Si f,g € L?[a,b], entonces

E(I(f)I(g)) = / F(t)g(t)dr. (2.17)

En particular, si f y g son ortogonales, entonces las variables aleatorias I(f) e
I(g) son independientes.

Demostracion
Usando que la funcion I es lineal, se tiene

E [(I(f) + I(9))*) = E [(I(f +9))?
b
= [+ g ar (2.18)

:/bf(t)th+/bf(t)g(t)dt+/bg(t)2dt.

Por otro lado, si se usa el teorema 8, se obtiene

E [(I(f) +1(9))*] = ElL(f)* +2I(f)I(g) + 1(g)’]

b b 2.19
- / F(0)2dt + 2E[1(f)I(g)] + / a0
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Se observa que la ecuacién (2.17) se obtiene igualando (2.18) y (2.19).
O

TEOREMA. 9
Sea f una funcién continua de variaciones acotadas. Entonces para casi toda
w €,

b b
</ f(t)dW(f)) (w):(RS)/ fH)aw(t,w),

donde la parte izquierda de la ecuacion es la integral de Wiener de f y la parte
derecha de la ecuacion es la integral de Riemann-Stieltjes de f definida en (2.19)

Para ver demostracién consultar [12].

2.2. Integral de It6

Sea W (t,w) un movimiento browniano, se define f: f(t, w)dW (t,w) como la
inegral de 1t6°, f(t,w) es un proceso estocastico adaptado® con respecto a la
filtracién Fy = o {W(s);s <t} y f:IE (|f(t)]?) dt < co. Cuando el término f(t)
es deterministico, la integral de It6 se reduce a la integral de Riemann.

Motivacion

La teoria estocastica de la integral de It originalmente fue motivada como un
método de construccién del proceso de difusién” para encontrar la solucién de
ecuaciones diferenciales estocdsticas. Otra forma de motivar esta integral es con
martingalas. Sea W (¢) un movimiento browniano, supéngase que f(t) es una
funcién deternimistica en L?[a, b]. Haciendo referencia el teorema 22 se obtiene
que el proceso estocédstico My = f: f(s)dW(s), a <t < b, es una martingala.
Es posible observar que la integral de It6 es muy parecida a la ecuacién anterior,
pero no es igual. Para poder hacer que la integral de It6 sea una martingala,
es necesario hacerlo por pasos. Supéngase que f(t) = W (t), entonces se tiene
fab W (s)dW (s). Para calcularla se hace lo siguiente:

Ly =Y W(tim)(W(t:) — W(ti-1)),

1=

Ry, =) W(t)(W(t;) = W(ti-1)),

1
n
=1

7

entonces

L, - R, = Z(W(tz) - W(ti—l))Q- (2-20>

5Definida en el afio 1944.

SEn la época en la que Ité desarrolld esta integral, el concepto de adaptabilidad no existia,
€l decia que era no anticipado.

"El proceso de difusién es una subclase del proceso de Markov.




34 2.2. Integral de It

El valor del lim,, o (L, — Ry), si este existe, es la variacién cuadrética del
movimiento browniano. El siguiente teorema muestra que cuando el movimiento
browniano fluctiia mucho, la variaciéon cuadratica es cero.

TEOREMA. 10

Sea A, = {a =tg,t1,...,tn—1,t, = b} una particién finita del intervalo [a, ],
entonces n
S (W(t) = W(ti1)® —b—a, (2.21)
i=1
en L?(2) cuando ||A,|| = méxi<;<n(t; — t;—1) tiende a 0.

Para ver la demostracién de este teorema consultar [12]. Si se aplica el teorema
10 a la ecuacién (2.21)se obtiene
lim (L, — R,)=b—a, L,oR,cL” (2.22)

n—oo

2.2.1. Interpretacion financiera de la integral de It6

La integral de It6 es usada para modelar el valor de un portafolio que resulta
de tratar acciones a tiempo continuo. La integral de Ito es

/ ' S()dW (¢), (2.23)
0

donde T es un ntimero fijo, los ingredientes bésicos en esta integral son W (t),t >
0 que es un movimiento Browniano, junto con una filtracién F(t),t > 0 para
este movimiento Browniano. Se dice que el integrando 4(¢) sea una adaptacién
de un proceso estocéstico, la razén para esto es que §(t) serd la posicién que se
tomara en un activo al tiempo t y depende de la trayectoria del precio del activo
hasta el tiempo ¢t. Que §(t) sea adaptado quiere decir que §(¢) sea F(t)-medible
para cada t > 0.

Lo que dice esta definicién es que X; es adaptado si con la informacién de
F; es posible determinar cualquier cosa respecto a X;. El problema que se en-
frentard para darle sentido a la integral de It6 (2.23) es que las trayectorias del
movimiento Browniano no son derivables con respecto al tiempo, entonces si se
toma una funcién g(t) diferenciable se obtiene:

T T
| swday = [ swg (2.24)
0 0

donde la parte derecha es una integral ordinaria (Lebesgue) con respecto al
tiempo. Existe un teorema muy importante que da una caracterizaciéon de la
integral de Ito0, este es el siguiente.

TEOREMA. 11
La integral de It6 definida por (2.23) es una martingala.

Para ver demostracién consultar [12].
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2.3. Modelo simple para calcular el precio de los
activos

Una de las razones por las que los activos se mueven de manera aleatoria es por
la hipdtesis del mercado eficiente, esta hipdtesis tiene muchos supuestos, pero
béasicamente se basa en dos cosas:

= La informacién del pasado estd completamente reflejada en el precio del
presente, pero no da mas informacién.

= Los mercados responden inmediatamente a cualquier informacién acerca
del precio de un activo.

Con estas hipdtesis, se puede concluir que el cambio en el precio de los activos
se pueden modelar como un proceso de Markov.

Para poder deducir el modelo simple, es necesario tomar en cuenta algunos
supuestos. Es posible observar que el cambio absoluto en el precio de un activo
no es una cantidad representativa, ya que el cambio de un peso en el valor de un
activo de 30 pesos es mucho maés representativo que cuando el activo cuesta 300,
por lo anterior no es posible utilizar este valor, en cambio, es posible utilizar el
retorno, que se define como el cambio en el precio del activo dividido entre su
valor original, lo que da una medida relativa del cambio del precio de éste.
Ahora suponga que al tiempo t el precio del activo es S, considere también
un pequeno intervalo de tiempo dt, durante el cual S cambia a S 4 dS, como
se observa en la Figura 2.1. En este momento surge un problema, jcémo es
posible modelar el retorno correspondiente al activo %? El modelo méas comiin
descompone el retorno en dos partes, una determinista y la otra es representada
como una variable estocéastica.

La parte determinista, es semejante al retorno del dinero invertido en un banco
sin riesgo, lo que da la contribucién del siguiente término de %

pdt, (2.25)

donde p es una medida del promedio del rango del crecimiento del precio del
activo, conocido como drift. En modelos simples, y es tomada como constante
y en otros puede ser tomada como funcién de S y t.

La segunda parte que forma el modelo es la parte aleatoria, que es representa-
da por el cambio aleatorio del precio de la opcién en respuesta a los factores
externos que afectan el precio del activo, como una noticia inesperada. Esta
es representada por una variable aleatoria que se distribuye normal con media
cero, lo que agrega el siguiente término al modelo

cdW. (2.26)

o es un ndmero llamado volatilidad. Esta mide la desviacién entandar del re-
torno, dW es una variable aleatoria que se distribuye normal y es conocida como
proceso de Wiener, dW da la parte aleatoria al modelo, y esta parte es esencial
para predecir el valor de los activos. El Proceso de Wiener tiene las siguientes
propiedades:
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S

Figura 2.1: Caminata aleatoria.

1. dW es una variable aleatoria que se distribuye normal.
2. La esperanza de dW es cero.
3. La varianza de dWes dt.

Lo anterior se puede ver de la siguiente forma
AW = dpV/dt, (2.27)

donde ¢ es una variable aleatoria tomada de una distribucién normal estandar.
Teniendo todos los datos, es posible armar el modelo

% = odW + pdt. (2.28)

Este tipo de ecuacién es conocida como ecuacion diferencial estocdstica, que
es la representacién matematica para calcular de forma simple el valor de un
activo.
Tomando o=0 se tiene una ecuacién diferencial ordinaria

ds

& = pdt, (2.29)

y cuando p es constante, la solucién de esta ecuacién diferencial es

S(t) = Spett~to, (2.30)
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donde Sy es el valor del activo al tiempo ¢t = t(, por lo que cuando el modelo es
deterministico, la solucién se encuentra con facilidad.
La ecuacién (2.28) es un caso particular de un caminata aleatoria. Existe una
forma de aproximar la ecuacién (2.28)

s St+dt — St

— =odW dt ~
o + i S,

5 (2.31)

2.4. Precio neutral al riesgo

En la seccién 1.2 se utilizé el modelo binomial del precio de un activo para en-
contrar el precio de un derivado determinando el capital inicial de una cobertura
para una posicién corta. En el modelo binomial de dos periodos, se obtuvieron
seis ecuaciones con seis incégnitas, estas incognitas representan lo siguiente:

= La posicién que la cobertura debe tomar en el activo subyacente al tiempo
cero.

= La posiciéon tomada por la cobertura al tiempo uno si sube.
= La posicion de la cobertura al tiempo uno si baja.

= El valor del derivado al tiempo cero.

= El valor de derivado al tiempo uno si sube.

= El valor del derivado al tiempo uno si baja.

Ademas se observé que estas ecuaciones pueden resolverse sustituyendo las pro-
babilidades libres de riesgo p y ¢ dadas por(1.19), en (1.28) y luego calculando
la posicién de la cobertura bajo estas probabilidades en (1.29), entonces, la
ecuacion (6) dice que, bajo las probabilidades libres de riesgo el valor descontado
del derivado es una martingala.

Lo que se hara en esta seccién es definir lo que es una medida de probabilidad
libre de riesgo, para poder resolver ecuaciones diferenciales parciales.

2.4.1. Medida neutral libre de riesgo

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y Z una variable aleatoria no nega-
tiva que satisface EZ = 1. Entonces es posible definir una nueva medida de
probabilidad P por la formula

P= / Z(w)dP(w), para toda A € F. (2.32)
A

Por el teorema 23 se sabe que cualquier variable aleatoria X tiene dos esperan-
zas, una bajo su mediada original y otra bajo la nueva medida, esta relacién se
representa en la siguiente ecuacién

E=FE[XZ]. (2.33)
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Lo que se desea hacer es un cambio de medida similar a la del teorema 23, pero
ahora sera para todo un proceso y no sélo para una variable aleatoria. Para fijar
el escenario, supéngase que se tiene un espacio de probabilidad (Q, F,P) y una
filtracién F(t), definida en 0 < ¢ < T donde T es el tiempo final fijo. Supéngase
también que Z es una variable aleatoria positiva casi seguramente que satisface
EZ =1, y se definird a P por (2.32). Con lo anterior, se define el proceso de la
derivada de Radon-Nikodym como sigue:

Z(t) = E[Z|F(¢)], (2.34)

donde por la condicién de iteracién, la derivada de Radon-Nikodym (2.34) es
una martingala, es decir para 0 <t < T,

E[Z()|F (t)] = EE[Z|F (D] F(s)] = E[Z]|F(s)] = Z(s)- (2.35)

En los siguientes lemas, se daran propiedades importantes que este proceso
satisface.

LEMA. 2
Sea t dada que satisface 0 <t < T, y seaY una variable aleatoria F (t)—medible.

Entonces
EY = E[Y Z(t)]. (2.36)

LEMA. 3
Sean s y t dadas que satisfacen 0 < s <t < T, y sea Y una variable aleatoria
F(t)—medible. Entonces

E[Y|F(s)] = E[Y Z(t)|F(s)]- (2.37)

Z(s)

Revisar [12] para ver la demostracién de ambos lemas.
Basado en los lemas anteriores, se llega a uno de los teoremas mas importantes,
el Teorema de Girsanov para una dimension.

TEOREMA. 12

Sea W (t) un movimiento browniano con 0 < ¢t < T en un espacio de probabilidad
(Q,F,P), ysea F(t), 0 <t <T, una filtracién para este movimiento browniano.
Sea ©(t) un proceso de adaptacién con , 0 <t <T. Se define

Z(t) = exp {/0 O(u)dW (u) — %/0 @2(u)du}, (2.38)
W(t) =W(t)+ /t O (u)du, (2.39)
0
fijando Z = Z(T') se asume que
Tz 2
E/O O (u)Z*(u)du < co. (2.40)

Entonces EZ =1y bajo la medida de probabilidad P dada por (2.32), el proceso
W(t), 0 <t <T es un movimiento browniano.
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El teorema 12 es de gran importancia ya que las dos medidas de probabilidad
en él son equivalentes®. Lo que dice este teorema es que dada una medida de
probabilidad es posible encontrar otra nueva medida de probabilidad equiva-
lente bajo la cual una nueva variable aleatoria definida como en (3.78) es un
movimiento browniano.

En el apéndice se podran apreciar algunos ejemplos de como se calcula el valor
de una accién bajo la medida neutral al riesgo y una valuacién de un derivado
con la misma medida enconrando las siguientes ecuaciones

D)V () = E[D(T)V(T)|F ()], 0<t < T, (2.41)

V(t) = E [e” IRy (D) F(1)] 0 <t < T (2.42)

que seran conocidas como la férmula de precio neutral al riesgo para el tiempo
continuo.

2.4.2. Teorema de representacion de una martingala

La ecuacién neutral al riesgo (2.42), fue encontrada bajo el supuesto de que
si se inicia con el capital inicial correcto, es posible encontrar un proceso de
portafolio donde al tiempo final T el valor del portafolio es igual a V (¢) casi
seguramente. Bajo estos supuestos, el capital inicial correcto seria

V(0) = E[D(T)V(T)], (2.43)

y el valor del portafolio a cualquier tiempo ¢,0 < ¢t < T serd V(¢) dado por la
ecuacién (2.42).

La existencia de un portafolio con cobertura, con un movimiento Browniano
esta dada por el siguiente teorema.

TEOREMA. 13

Sea W (t),0 <t < T, un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad
(Q,F,P), y sea F(t), la filtracién generada por este movimiento Browniano. Sea
M(t),0 <t < T, una martingala con respecto a esta filtracién, (es decir, para
toda t, M(T) es F(t)-medible, y para 0 < s <t < T, E[M(t)|F(s)] = M(s)).
Entonces, existe un proceso adaptado I'(u),0 < u < T, tal que

M(t) = M(0) + /Ot T(u)dW (u),0 <t < T. (2.44)

El teorema 13 es conocido con Teorema de representacion de la Martingala. Este
teorema es util cuando la filtracién es generada por el movimiento Browniano,
entonces toda martingala bajo esta filtracién es una condicién inicial mas una
integral de It6 con respecto al movimiento Browniano. La importancia de hacer

8Ver definicién 26.
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una cobertura es que sélo hay un elemento aleatorio, que es movimiento Brow-
niano del que se habla en el teorema (13), por lo tanto sélo hay una variable
que es conocida y puede ser removida por una cobertura. Estas suposiciones,
implican que la martingala no pude tener brincos, ya que la integral de Ito es
continua.

En el teorema 13 se hace el supuesto de que la filtracién sélo puede ser una
generada por un movimiento Browniano, mientras que en el teorema de Girsanov
12 se dice que la filtracion puede ser mayor a la generada por el movimiento
Browniano. Si se supone que la filtracién puede ser mayor a la generada por el
movimiento Browniano, se obtiene el siguiente corolario.

COROLARIO. 2

Sea W (t),0 < t < T un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad
(Q,F,P), y sea F una filtracién generada por ese movimiento Browniano. Sea
O(t),0 <t <T un proceso adaptado, se define

2(t) = exp{—/OtG)(u)dW(u) _ ;/Ot @2(u)du},

t
W =W (t) +/ O(u)du,
0
y supdngase que

S 2
IE/O 0% (u)Z*(u)du < oo.

Sea Z = Z(T). Entonces EZ = 1, y bajo la medida de probabilidad P dada por
(2.32), el proceso W (t),0 < t < T es un movimiento Browniano. Ahora, sea M (t)

una martingala bajo IP. Entonces existe un proceso adaptado f(u), 0<u<T
tal que

NI(t) = NI(0) + /t P(w)dV (u), 0 <u<T. (2.45)

El corolario 2 no es una consecuencia trivial del teorema de representacion de
Martingala, teorema 13, ya que no es posible solo reemplazar W (t) por W(t),
porque F es generada por el movimiento W (t). Este corolario es muy impor-
tante, ya que contiene lo mismo que en el teorema de representacién de martin-
gala, pero bajo una medida de probabilidad distinta y con una filtracién més
grande, por lo que es posible abarcar mas informacién.

2.4.3. Cobertura con una accion

En esta seccién se generard una cobertura para una accion, es posible hacer esto
gracias al teorema de representacién de la martingala teorema 13. Se empieza
usando la ecuacién (66), que es el proceso del precio de la accién y el proceso
de la tasa de interés descontado (68). Cabe mencionar que la volatilidad es casi
seguramente distinta de cero para toda t € [0, 1]. Se hace la suposicién adicional
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de que la filtracién F(t),0 < t < T es generada por el movimiento browniano
W(t),0<t<T.

Sea V/(t) una variable aleatoria F(¢)—medible para 0 < ¢t < T se define a V(¢)
por la férmula neutral al riego (2.42). Entonces de acuerdo con (2.41)

D)V (t) = E[D(t)V ()| F(t)]. (2.46)

La ecuacién (2.46) es una martingala bajo P, lo que indica que para 0 < s <
t<T

E[D()V ()| F(s)]

Il
=h
&

[(D@V(T)|F@]F(s)]
(T)V(T)|F(s)] (2.47)
V(s).

I
=h
!

[

Il

)
~

@
N

Como D(t)V (t) es una martingala puede ser vista como una integral de Ité de
la siguiente forma

D)V (t) = V(0) + /Ot L(w)dW (u). (2.48)

2.5. La ecuacion de Black-Scholes Merton

El fin de esta seccién es darle utilidad a toda la teoria planteada en este capitulo.
Supdngase que se desa encontrar el precio para una opcién europea tipo call con
volatilidad o y tasa de interés r constantes, ademas, supénga que el payoff del
activo subyacente es V(T') = (S(T) — K)™*, entonces usando la escuacién (2.42)

se tiene:
Ele "T=(S(T) — K)T|F(z)]. (2.49)

Como el movimiento browniano geométrico es un proceso de Markov, la expre-
sién anterior depende del precio de la accién S(t) y del tiempo ¢ en el que la
esperanza condicional es calculada, pero no en el precio de la accién antes del
tiempo t, es decir, existe una funcién c(t, z) tal que

c(t, S(t)) = E[e " T (S(T) — K)*|F(x)). (2.50)

Es posible calcular ¢(¢,S(t)) utilizando el teorema de independencia 16, con
constantes o y r, la ecuacién (70) se convierte en

S(t) = S(0) exp {O’W(t) + (r — ;02)15} , (2.51)

entonces es posible tener
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donde Y es las variable aleatoria normal estandar

y T es el tiempo T —t.

Es fécil observar que S(T') es el producto de la variable aleatoria F(t)-medible
S(t) y la variable aleatoria que es independiente de F(t), por lo tanto, la ecuacién
c(t,S(t)) es

c(t.5(t) = E l (e {~ovv + (- gotir} - &) *]

1

- / T e (s(w exp {—aﬁy +(r— ;o%} - K>+ e dy.

- (2.53)

Se dice que el integrando (S(t)exp {—ov/Ty + (r — 30%)7} — K)+ es positivo
si y sélo si

y<dTz)=—z {log + (r— 02)7} . (2.54)
o
Por lo tanto

c(t,5(t))

1 pdee) 1 12
= — e zexps —o/Ty + (r— —o®)Tr — K ) e 2V dy
V2m [00 ( { 2
1 d(7,x) y2 o2
:Tw/ xexp{QUﬁy2}dy

1 d(T,ZE)

B V2T J_so
T d(‘r7w) 1 9
= \/72?/ exp{Q(wacr\ﬁ) }dye”KN(d(T,m))

x d(‘r,w)aﬁ 2'2
= \/TTT/ exp{—2}dz—e”KN(d(T,m))

=zN(dy(r,2)) —e ""KN(d_(T,x),

efrJKe*%yzdy (2.55)

donde

di(r,x) =d_(1,2) + o/T = #[log % +(r+ %02)7]. (2.56)

Lo obtenido en la ecuacién (2.55) es conocido como la ecuacién de Black-Scholes
Merton. Esta ecuacion es la base de las secciones posteriores, ya que es la prin-
cipal herramienta para la valuacién de opciones.




Capitulo 3

Métodos Numeéricos

Este capitulo estudiara el enfoque de valuacién a través de ecuaciones diferen-
ciales, se vera un poco de la teoria que estd detras y algunos métodos numéricos
para resolverlas.

3.1. Teoria basica de las opciones

3.1.1. Lema de It6 y la eliminacion de aleatoriedad

En el mundo real, el precio de los activos se calcula en intervalos de tiempo
discreto, pero cuando existen muchos datos, valuar esto es muy dificil, por lo
que el modelo discreto es tranformado en un modelo continuo, es decir, se toma
el limite cuando dt — 0.
El lema de Ito es el resultado mas importante sobre la manipulacién de las vari-
ables que se ocuparan en este capitulo. Lo que hace el lema de It6 es manipular
las funciones con variables aleatorias de la misma forma en la que lo hace el
teorema de Taylor a las funciones con variables deterministas. La aproximacion
heuristica ! utilizada para obtener el lema de Itd estd basada en la expansién
de series de Taylor.
Antes de obtener la aproximacién, se ocupara un resultado importante que no
serd demostrado, para més detalles puede consultar [13]. Se sabe con probabil-
idad uno que

dW? — dt,dt — 0. (3.1)

Supédngase que la funcién f(S) es una funcién suave que depende de S, por el
momento se dejard a un lado el hecho de que S es estocéastica, si S varia por
una pequena cantidad dS, claramente f también varia en una pequena cantidad,

1Una heuristica es un algoritmo que abandona uno o ambos objetivos; por ejemplo, nor-
malmente encuentran buenas soluciones, aunque no hay pruebas de que la solucién no pueda
ser arbitrariamente errénea en algunos casos; o se ejecuta razonablemente rapido, aunque no
existe tampoco prueba de que siempre serd asi. Las heuristicas generalmente son usadas cuan-
do no existe una solucién 6ptima bajo las restricciones dadas (tiempo, espacio, etc.), o cuando
no existe del todo.

43
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dado que no estd cerca de las singularidades de f. Entonces por la expansién de
series de Taylor se tiene lo siguiente
df 1d%f

—~dS + ~——=-dS? + (3.2)

i = ds 2dS?

donde dS esta dada por (2.28). Aquf dS es un simple nimero 2, elevando al
cuadrado se obtiene

dS? = (0SdW + pSdt)* = 02S*dW? + 20uS?dtdW + p*S?dt?. (3.3)

Examinando la magnitud del orden de cada uno de los términos en (3.3)se
obtiene que el primer término de esta ecuacion es el mas grande para dt pequena
y domina a los otros dos términos ya que dW = O(V/dt), entonces

dS? = (0SdW + uSdt)? = 0*S?dW?,

y como dW — dt se obtiene que dS? — 0252dt. Si se utiliza este resultado en
(3.2) y se mantienen los términos que son al menos tan grandes como O(dt) y
se utiliza la definicién de dS dada por la ecuacién (2.28) se encuentra que

df L2 f df df o2 o f
ds dSth SdW (SdS 2 S dSQ) (3.4)

Este es el lema de It6 que relaciona el pequeno cambio en la funcién que depende
de una variable aleatoria con respecto al pequeno cambio en la variable por si
sola. Se observa que las caminatas aleatorias de S (2.28) y la de f (3.4) dependen
de la variable aleatoria dW. Este hecho puede ser explotado para construir una
tercera variable g cuya variacién dg es completamente deterministica durante el
pequeno periodo de tiempo dt.

Sea A un numero y sea

df = L (0SdW + pSdt) + 1 0252

g=[—AS
donde A se mantiene constante durante el periodo de tiempo dt, entonces
dg =df — AdS
of of Qny
=oS—dW S—+ —-0°S dt — AcSdW Sdt
= o85g W+ nShg T 5075 Gga)dt = AoSAW +u
of of 1 2 2 0°f
=0S(=5 — A)dW A S
0S(5E — AW + (uS(5L — A) + 505> S L)
Eligiendo A = as’ es posible eliminar el coeficiente dW lo que da un valor

para dg conocido ya que la caminata aleatoria de g seria completamente deter-
ministica. Este argumento sera crucial al momento de hablar de valuacién de
opciones.

2Esto es porque por el momento no se toma S como aleatoria.
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3.1.2. La ecuacion de Black-Scholes

Suponga que se tiene una opcién cuyo valor V(S,t)® depende solo de S y de
t. En este momento no es necesario especificar que tipo de opcién es V* es
mas, V podria ser el valor de un portafolio completo, pero por simplicidad, se
pensard que V es una opcién simple o mejor conocida como opcidn vainilla.
Usando el lema de It6 para V' se tiene

(3.5)

o?V oV gt
oS oS 2 052 Ot ’

1
dv = aSa—VdW + (uSaV +=028% — + —

que da la caminata aleatoria que sigue V.
Ahora se construye un portafolio que consta de una opcién y un numero de
activos subyacentes —A ®.Lo que implica que el valor del portafolio es

T=V —AS. (3.6)
El salto en el valor de este portafolio en una unidad de tiempo es
dr =dV — AdS,

donde A se queda fija durante el intervalo de tiempo. Si A no se comportara de
esta forma, cuando se calcule el valor de dm, se tendran términos de la forma
dA, lo que indica que A seria variable pero A se va a mantener constante, en-
tonces poniendo juntas las ecuaciones (2.28),(3.5) y (3.6) se obtiene la caminata
aleatoria que sigue 7

v av 1 0’V oV
dr =08 (== —A)dX S——+ -0?S*— + — —pAS ) dt. (3.7

T ”(as ) +<“ a5 277 95 T M ) (37)
Como se mencioné en la seccion del lema de It6, es posible eliminar el compo-
nente aleatorio eligiendo A de la siguiente manera

v
A=, (3.8)

3Es necesario recordar lo siguiente:

= El precio del activo sigue una caminata aleatoria logonormal (2.28).

= La tasa de interés libre de riesgo r y la volatilidad o son conocidas durante el tiempo
de vida de la opcién.

= No hay costo de transaccién de la cobertura al portafolio.

= El activo subyacente no paga dividendos durante la vida de la opcién.
= No existen probabilidades de arbitraje.

= La venta en corto es permitida y las acciones pueden ser divididas.

4Si es un call o un put.
5Este nimero todavia no esta especificado.
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donde A es valuado al principio del incremento de tiempo dt. De este proce-
dimiento se obtiene un portafolio cuyos incrementos son completamente deter-
ministicos. El valor del incremento del portafolio sera

O 1,0V
dr = <at + =025 8S2>dt. (3.9)

Para asegurar la no existencia de arbitraje, es necesario hacer el siguiente anali-
sis, observe que el retorno de un monto 7 invertido a una tasa de interés libre
de riesgo debe tener un crecimiento de rm dt al tiempo dt. entonces:

= Si el lado derecho de la ecuacién fuera mas grande que rwdt, seria posible
pedir prestado al mercado de dinero la cantidad de 7 e invertirlo en el
portafolio. El resultado de esta estrategia podria ser mayor que el costo
de pedir prestado, es decir, existe la posibilidad de ganar dinero sin invertir
nada, lo que implica arbitraje.

= Si el lado derecho fuera menor que rwdt, entonces es posible hacer una
venta en corto del portafolio e invertir 7w en el banco a una tasa libre de
riesgo, lo que implica una ganancia sin tener nada que perder, esto es
arbitraje.

Para garantizar la no existencia de arbitraje la ecuaciéon debe cumplir la igualdad

_(oV 1 2 282

Sustituyendo (3.6) y (3.8) en (3.10) y dividiendo entre dt se obtiene

8V

1 o*V ov

5 T35 Ol 95z TS5~V =0 (3.11)
Esta ecuacién es la ecuacion diferencial de Black-Scholes.

La ecuacién (3.11) es una ecuacién diferencial, como es conocido, algunas de las
ecuaciones diferenciales tienen muchas soluciones, pero el valor de una opcién
debe ser 1inico®. Para que esto suceda, es necesario imponer condiciones de fron-
tera. Estas condiciones especifican el comportamiento de la solucién requerida
en cierta parte del dominio de las soluciones. Este tema se ve mas a fondo en la
siguiente seccién.

3.1.3. Condiciones de frontera y finales

Es dificil entender que, bajo ciertos supuestos fijados previamente, cualquier
instrumento del mercado de derivados, cuyo precio depende de S y de t, debe
satisfacer la ecuacién de Black-Scholes. Lo que se desea es encontrar el valor de
una opcién. El primer paso es encontrar una ecuacién diferencial, este paso ya se
hizo en la seccién anterior. El siguiente paso es introducir ciertas condiciones que

SDe otro modo existirfa arbitraje.
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fijan los supuestos del problema para que este represente a algtin instrumento
del mercado de derivados.

Una ecuacién diferencial puede tener muchas soluciones, pero el valor de una
opcién es tnico, por lo que se deben fijar condiciones de frontera y finales, las
cuales van a especificar el comportamiento de la opcién en alguna parte del
dominio de la solucién.

El tipo de ecuacidn diferencial més comtn en problemas financieros es la ecuacién
parabdlica.

DEFINICION. 6

En su forma mas simple una ecuacién parabdlica relaciona las derivadas parciales
de una funcién V(S,t) que depende de S y de t, donde la derivada de grado
mayor con respecto a S es dos y para t el grado mas grande es uno.

Por la definicién 6 se concluye que la ecuacién de BéS reducida a la ecuacion de
calor es parabodlica. Existen dos tipos de ecuaciones parabdlicas, las forward y
las backward. Si los signos de la ecuacién son los mismos y aparecen del mismo
lado de la ecuacién, entonces es una ecuacién backward, en otro caso es forward.
Ya que se conoce el tipo de ecuacion, es necesario introducir las condiciones
finales y de frontera, por lo regular se fijan dos condiciones para S y una para
t7.

Por ejemplo,

V(S,t)=V,(t)en S =a

y

V(S,t) =Vp(t) en S =0,
donde V, y V}, son funciones dadas.
Si la ecuacion es del tipo backward, la condicién final es:

V(S,t)=Vr(S)ent=T

donde Vr es una funcién conocida, por lo anterior es posible resolver V' en la
regién t < T.

Si la ecuacién fuera del tipo forward, la condicién inicial debe estar dada en
t = 0, entonces es posible resolver V en t > 0. Por supuesto, es posible cambiar
de backward a forward con un simple cambio de variable t' = —t. Es importante
resaltar que la ecuacion parabdlica no se puede resolver en direcciéon contraria,
es decir no se deben imponer condiciones iniciales en una ecuaciéon del tipo
backward.

3.2. La ecuacion de B&S para opciones europeas

En esta seccién se deducird la ecuacién de B&S para opciones europeas, esto
se lograra fijando ciertas condiciones de frontera y finales, para poder obtener
una tunica solucién para este tipo de ecuaciones, ya que el valor de una opcién
es unico.

"Las condiciones dependen del grado mayor de su derivada.
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3.2.1. Construccién de la ecuacién

Una vez encontrada la ecuacion de B&S para el valor de una opcién, es necesario
introducir las restricciones para que la solucién de ésta sea tinica. Por el momento
se fijard la atencién en el call europeo denotado por C(S,t), con precio de
ejercicio K y fecha de expiracion T.

La condicién final aplicada al tiempo ¢t = T, es dada por un argumento de
arbitraje. Si S > K al tiempo de expiracion, lo que se deberia hacer es ejercer el
call, pagando K para obtener una ganancia de .S. Entonces la ganancia neta de
esta transaccién seria S — K. Por otro lado, si S < K al tiempo de expiracion,
no se debe ejercer la opcién porque se podria tener una pérdida de K — S, en
este caso la opcién expira sin valor alguno, entonces el valor de una opcién call
al momento de expiracién es

C(S,T) = max(S — K, 0). (3.12)

Esta es la condicién final de la ecuacion diferencial parcial.

Por otro lado las condiciones de frontera para calcular el precio del activo son
aplicadas cuando S = 0 y cuando S — oo. Es posible ver en la ecuacién (2.28)
que si S siempre es cero, entonces d.S también es cero, por lo tanto S nunca cam-
bia. Este es el tinico caso deterministico para la ecuacién diferencial estocéstica
(2.28), entonces si S = 0 al momento de expiracion, el valor de la opcién es cero,
por lo que el call europeo no vale cuando S = 0, es decir

C(0,t) = 0. (3.13)

Cuando S — o0, es decir, cuando el precio del activo crece sin parar, entre mas
grande es, mas parece que la opcién deberia ser ejercida, y cada vez el precio
de ejercicio adquiere menor importancia, por lo que el payoff de la opcién se
convierte en el valor del subyacente arrojando la siguiente restriccién

C(S,t)~S,  §— oo (3.14)

Teniendo las tres restricciones para caracterizar al call europeo, se dice que si
se resuelve la ecuacién de Black-Scholes (3.11) bajo las condiciones(3.12),(3.13)
y (3.14), el resultado sera tinico y la solucién de este problema da el precio del
call. Ahora para un put con valor P(S,t) las restricciones son como sigue.

P(S,T) = méx(K — S,0). (3.15)

Donde la condicién final es el pago definido en la ecuacién (3.15). En el caso del
put, si S es cero, el pago final de un put es conocido con certeza y este valor
es K. Para determinar el valor de P(0,t), lo tinico que se debe hacer es traer a
valor presente el valor de K recibido al tiempo 7', una de las condiciones serd

P(0,t) = Ke "(T79), (3.16)
Cuando S — oo, no es conveniente ejercer la opcién, lo que implica

P(S,t) — 0 cuando S — oo. (3.17)
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Con lo anterior se tiene una base para encontrar soluciones tnicas de ecuaciones
diferenciales parciales.

El siguiente paso es encontrar una solucién exacta para el call europeo, en este
caso se utiliza el supuesto de que la tasa de interés y la volatilidad son constantes,
cuando esto pasa, la solucién explicita para un call europeo es

C(S,t) = SN(dy) — Ke "=V N(dy). (3.18)
Para el put la solucién explicita es
P(S,t) = Ke " T"YN(—dy) — SN(—d,), (3.19)

donde N(.) es la funcién de distribucién de una variable aleatoria normal estdndar

N(x) :/ e*%?ﬁdy,
donde
& = log(£) + (r+ 20?)(T —t)
! oVT —1
y
4y 10B(E) + (= 4oN(T — 1)

oVT —1t

Estas ecuaciones satisfacen la paridad put-call, para ver detalle consultar [13].
Las ecuaciones (3.18) y (3.19) son interesantes, ya que sus valores contienen a
la funcién de distribucién de una normal estdndar, por lo que al valor de una
opcion se le puede dar una interpretacion probabilistica, es posible demostrar
que el valor de la opcién puede ser visto como el valor esperado de la opcién al
momento de expiracién, lo que da una valuacién de riesgo neutral.

3.2.2. Reduccion de la ecuacion de B&S a la ecuacion de
calor

En esta seccién se encontrard la solucién de la ecuacién de B&S forma tedri-
ca, primero se hacen cambios de variable para encontrar cierto parecido a la
ecuacién de calor, se dara por hecho que se conoce la solucién de la ecuacion de
calor, y al final, regresar al problema original para encontrar la solucién del call
europeo.

La ecuacién de Black-Scholes para un call europeo es

2
oC + 1,2620C + 00

E 9 652 TS@ —Tr = 0, (320)

con condiciones de frontera y finales

C(0,t) =0,C(S,t) ~ S, S — oo,
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C(S,T) = méx(S — K, 0).

Como se menciona al principio de la seccién, la ecuacién (3.20) se parece a
la ecuacién de difusién de calor en [13] pero tiene més términos y en cada
incremento en el tiempo, C' es difernciable con respecto a S, y por su condicién
final t = T se observa claramente que la ecuacién es backward. Entonces lo
primero que se debe hacer es eliminar los términos que contengan a S y a
52, y aprovechar para que al mismo tiempo la ecuacién sea sin dimensién®, y
as{ convertirla en una ecuacién del tipo forward.

Para lograr lo anterior se hacen los siguientes cambios de variable

1
S = Kex,tZT—T/§O'2,C= Kv(z,7),

para obtener
ov 0% v

donde k1 =r/ %0’2, y también se obtiene la siguiente condicién inicial,

— ko, (3.21)

v(x,0) = max(e® — 1,0).

La nueva ecuacion sélo tiene un parametro, ki, ahora se tiene que controlar un
pardmetro y no 4 para el valor de la opcién. Se puede ver que la nueva ecuacién
se asemeja mas a la ecuacién de calor, pero para convertirla en una, falta hacer
un cambio de variable, suponga que

v = e Py (x, ), (3.22)

para algunas constantes a y 0 que deben ser encontradas, sustituyendo la fun-
cién y derivando se tiene

ou ou  9*u ou
ﬂqu%fa u+2a%+@+(k1—l) <au+ax> — kyu,

y es posible encontrar una ecuacién que no contenga u eligiendo
/6:()42+(k171)047]€1,
al mismo tiempo que
0:2()é+(]€1—1),
ou

con esto se eliminan también los términos que tienen F*. Resolviendo estas
ecuaciones se obtienen los valores de v y de 8 que son

1 1
o= —5(1:1 —1), B= —Z(/ﬁ +1)%

8Cuando se dice que algo no tiene dimensién quiere decir que no tiene unidades de medida,
en la ecuacién para la opcién Europea el tnico pardmetro sin dimensién es k1 = r/%o?
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sustituyendo estos valores en (3.22) se tiene

1 1 2
V= e—g(kl—l)x—&-—z(kl—&-l) Tu(x77_)’

donde
ou  0%u

a—:ﬁpara —oo <z <oo,T >0,
T x

con

u(z,0) = up(x) = méx(e%(klﬂ)m - e%(klfl)x,O). (3.23)

Con lo anterior se ha obtenido la ecuacién de calor con solucion.

Yo~ @) A (3.24)

u(@,7) 2\/ﬁ
donde ug(x) esta dada por (3.23).
Para facilitar las cosas, se escribe la integral de una forma mas conocida haciendo
un cambio de variable 2’ = (z — s)/v/27 para obtener

(2'V271 + 1)e” 32" gy

u(z, 1) =

e

— e%(k1+1)(z+m’\/2‘r e—%x/le,/

2\/71’7‘ Vor

/ %kl 1)(w+w/\/§ —Ez dQC/
2\/71'7' YN
:Il_IQ7

para I se tiene

I, = 6%(k1+1)(a:+a:'\/27’)67%x'2dl_/

1 /OO
2ynT J_p)var

L(k14+1D)z 0
ez (k1t1) et (k1417 =L (2’ = § (ki +1)V27)* o0

V2o Sy
es(ki+Dz+i(ki+1)?r  poo L s
= / e 2P dp
V21 —z/V2r—$(ki+1)v2r

_ eha e T gy,

donde

dy = (k1 +1)V2r

1
2

|-
ﬁ

) L /d1

donde N(dy) es la funcién de distribucién de una normal.
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Para evaluar I5 es lo mismo, solo que en lugar de tener (k1 +1), se tiene (k1 —1).
Finalmente, se regresa al problema original, sustituyendo
ki+)z+1(k1+1)%r

v(z,T) = eal u(zx, 7),

después de hacer esta sustitucion, se efectuan los siguientes cambios de variables,
z =log(S/K), 7 = 306%(T —t) y C = Kv(z.7) para asi obtener el valor del call
europeo que es

C(S,t) = SN(dy) — Ke " T~V N(dy),

donde
_ log(S/K) + (r+ 10%)(T 1)
L o/ (T —1)
y
L Tou(S/K) + (r— Jo?)(T 1)

' o/ (T —t

~—

Utilizando un resultado conocido y haciendo ciertos cambios de variable se lo-
gré convertir un problema del tipo backward en uno forward, se resolvid el
forward, para después regresar al problema original, y asi encontrar el valor del
call europeo.

Para encontrar el valor de un put europeo, se puede seguir el mismo proced-
imiento, o se puede utilizar el paridad put-call, una vez obtenido el valor del
call, es posible obtener el del put utilizando la siguiente formula

C—P=S—Ke T,

3.3. La ecuacién de B&S para opciones ameri-
canas

En la seccién anterior, se encontré el valor del put y del call europeo con la
ecuacién de B&S bajo ciertas restricciones, pero el fin es encontrar estos valores
para opciones americanas. El problema para opciones americanas es un poco mas
complicado la base esta en las opciones europeas, ya que las americanas pueden
ser ejercidas en cualquier momento y las europeas no, por lo anterior es ncesario
conocer bien las opciones para poder dar una representacién matematica de
estas.

Ahora se tratardn a fondo las opciones americanas, se verdn las restricciones
requeridas para encontrar la ecuacién que las representa, y en la siguiente sec-
cién se expondran los métodos numéricos que permiten encontrar el valor de
cualquier opcién.
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Payoff

0 PE St
Figura 3.1: El Payoff de un put Europeo.

3.3.1. Diferencias entre opciones europeas y americanas

Como se ha mencionado, las opciones americanas son opciones que tienen una
ventaja sobre las europeas, estas pueden ser ejercidas en cualquier momento en
la vida de la opcion. La formula explicita que se calculé en la seccién anterior era
valida para opciones europeas, pero en esta ecuacién ejercer antes de la fecha
de expiracion no estaba permitido, y esta es una caracteristica esencial de las
opciones americanas. Las opciones americanas le dan al poseedor méas derechos,
por lo que el valor es mayor al de las europeas.

En la figura 3.1, se observa que en un rango grande de S el valor del put europeo
es menor que su valor intrinseco. Suponga que S cae en este rango, entonces
P(S,t) < méx(K —S,0). Ahora imagine que es posible ejercer en ese momento,
si esto sucede, es factible usar la siguiente estrategia, comprar la opcién en P,
ejercerla vendiendo los activos por K, y después volver a comprar el activo
en el mercado a 9, entonces tendria una ganancia libre de riesgo con valor de
K — P — S. Por este andlisis, cuando es posible ejercer antes de la fecha de
expiracion, se tiene la siguiente restriccion:

V(S,t) > méx(S — K, 0). (3.25)

Por esta diferencia, se concluye que el valor de un put americano debe ser difer-
ente al de un europeo.

Existen otras diferencias, que pueden ser mencionadas, pero para los fines que
se tienen, no son necesarias. Las condiciones que se necesitan para poder repre-
sentar a las opciones americanas de forma tnica son:

9El valor intrfnseco de una opcién es el valor que tendria dicha opcién si se ejerciera en ese
momento.
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= El valor de las opciones debe ser mayor o igual a su funcién de pago.
= La igualdad en la ecuacién de B&S es reemplazada por una desigualdad.
= Kl valor de la opcién debe ser una funcién continua de S.

= FEl valor de A debe ser continuo.

3.3.2. Put y call americano

Considérese la ecuacion de Black-Scholes para valuar un put europeo

orP 1 _,0°P
o T35 as TP=0 (3:26)
con funcién de pago
P(S,t) = méx(K — S,0), (3.27)
y condiciones de frontera
P(0,t) = Ke7"T=9  P(8,0) — 0 cuando S — oco. (3.28)

Como se sabe, el valor de un put europeo para ciertos valores de S, cae por
debajo de su valor intrinseco. Esta afirmacién es cierta considerando el valor de
una opcién put cuando S = 0. Si esto sucede, el valor intrinseco de la opcién
es K pero si se toma en cuenta las condiciones de frontera (3.28) P(0,t) =
Ke "(T=t) < K entonces el valor de la opcién es menor a su valor intrinseco
para t < T. Si se pudiera valuar un put americano como un put europeo, es muy
facil encontrar una estrategia de arbitraje. Para eliminar el arbitraje al valuar
una opcién americana, se debe imponer la siguiente condicion

P(S,t) > méx(K — S,0). (3.29)

Se observa que en la ecuacién de Black-Scholes para las opciones europeas se
satisface la igualdad, pero para las americanas en lugar de tener igualdad se

tiene

4+ 82— _rp<O. )
v 25 5 rP <0 (3.30)

Se ha mencionado que las opciones americanas son un problema no acotado,
pero las europeas no satisfacen la restriccién (3.29). Supongase también que
P = K — S para alguna S < K. Si este fuera el caso, P no satisface la igualdad
en la ecuacion de Black-Scholes y solo la podria cumplir si r = 0 ya que
0 1 ., 02
—(K-8)4+=8*—(K—-S)—7r(K-8)=—-rK <0,
(K = 8) + 55> 2 (K — 8) — r(K - )
para P un put europeo.
Pero P no cumple la desigualdad. Cuando P = K — S el retorno del portafolio es
menor al retorno de un equivalente en un banco, por lo que la estrategia 6ptima
seria ejercer la opcién. Entonces para cualquier tiempo t dado, se debe dividir
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a S en dos regiones distintas, una seria cuando el ejercicio antes de la fecha de
expiracion es éptimo y cumple que

orP 1 _,0°P
P=K-8 —+-58"-— _—rP<0,
at "2” a5z "
y la otra regiéon cuando ejercer antes de la fecha de expiracién no es 6ptima y
cumple que
orP 1 _,0°P

+2822 P =0.

P>K-S5, 2t 139 752

Sea S¢(t) definida como el valor mas grande de S al tiempo ¢ para el cual se
tiene que P(S5,t) = méx(K — S,0). Entonces

P(Sf(t)’t) = max(K — Sf(t)a())v

pero
P(S,t) > méx(K — 5,0), siS>S(t).

Existe un andlisis local cerca de la parte no acotada que dice

oP

Z(S¢(t), ) = —1.

S (Sr(0).)
Lo que da dos restricciones de frontera para problemas no acotados que son las
siguientes

P(S;(t),t) = max(K — Sy (t),0), g—?(sf(t),t) = 1. (3.31)

El put americano queda representado por la ecuacién (3.30) y por las restriccio-
nes (3.31).

El call americano es muy parecido al call europeo, mas aun, se puede decir que
son casi iguales y en los casos en los que existe alguna diferencia entre ellos es
cuando el call americano ejerce dividendos, pero para los fines del momentos no
es necesario. Esto se mencioné en el teorema 2.

3.3.3. Problema del obstaculo

Considerese una banda eldstica tomada por dos extremos y supongase que en
medio de ella hay un obstaculo fijo con altura f(z). Los extremos de la banda
son & = pm, y es desplazamiento de la banda en u(x). Asimase que f(£1) <0y
que f(x) > 0 en algunos puntos cuando —1 < x < 1. Se asume que f” < 0 donde
" = d/dx, y con esto se garantiza que solamente hay una regién de contacto.
La region sin frontera es entonces el conjunto de puntos marcados como A y
B en la siguiente figura, donde la banda tiene contacto por primera vez con el
obstéculo.




56 3.3. La ecuacién de B&S para opciones americanas

A B

En la regién de contacto v = f, y cuando la banda no esta en contacto con el
obstdculo, la banda esta recta, por lo que u” = 0. También se deben agregar las
siguientes condiciones u(—1) = 0,u(A) = f(A), u(1) = 0y u(B) = f(B). Pero
como A y B no son conocidos, es necesario agregar otras condiciones, por lo que
el problema queda representado de la siguiente forma:

u(—1) =0,
v =0, —l<x<A,
u(d)=f(4),  W(A) = f(A),
u(z) = f(x), A<z <B, (3.32)
w(B) =f(B), u(B)=f(B),
u”" =0, B<xz<l,
u(1) = 0.

Dada una f(z) en particular, en principio puede ser demostrado que u(x), A y
B son determinados por la ecuacién (3.32).

3.3.4. Formula de la desigualdad variacional

Se sabe que el problema del obstaculo y el problema para opciones america-
nas son muy similares. Se puede ver que la formulacién de Black-Scholes de un
problema para opciones americanas puede ser reducido a un problema parabdlico
de desigualdad variacional.

En la seccién (2.2.2) se mencioné que es posible reducir la ecuacién de Black-
Scholes, en la ecuacién de difusién de calor,

ou  0%u
] (3.33)

en cualquier momento P(S,t) cae alrededor del pago max(K — S,0). Defina

glx,7) = ikt méx(e%(kl_l)w — ekt 0). (3.34)
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Entonces la condicién inicial para la ecuacién (3.33) es

u(z,0) = g(z,0), (3.35)
mientras que la restriccién P(S,t) > max(K — S,0) se transforma en

u(z,7) > gz, 7). (3.36)

Finalmente se tiene la siguiente condicion

0
u(x,7) — 0 cuando © — 00, uy 7% son continuas en todos lados. (3.37)

Ox
Es posible ver que por calculo directo se tiene
dg 0%
3 " a2 >0 parax#0. (3.38)

Para evitar complicaciones técnicas, se supondra que se restringe cualquier méto-
do numérico a una malla finita, es decir, se considerard el problema (3.33)-(3.36)
solo para z en el intervalo —2~ < z < 27, donde z+ y ™ son lo suficientemente
grandes, lo que significa que se impondran las siguientes condiciones de frontera

u(zt,7) =0, wu(—2",7)=g(—2",7). (3.39)

Se asume que es posible reemplazar las condiciones de frontera exactas, por
aproximaciones que para valores pequenos de S P = K — S, mientras que para
valores grandes P = 0.

El problema de las opciones americanas es muy similar al problema del obstacu-
lo, pero con un obstaculo que depende del tiempo, es decir, la funcién de pago
transformada g(x, 7). Como la ecuacién diferencial parcial es parabdlica, la de-
sigualdad variacional de este problema es conocida como desigualdad variacional
parabdlica.

Primero es necesario resaltar que es posible escribir (3.33)-(3.36) en forma de
una complementariedad lineal

@TL - 312) (u(@, ) — g(z,7)) =0,
(gl; - g?ﬁ) >0,  (u(x,7)—g(z,7)) >0, (3.40)

con las condiciones iniciales y de frontera (3.35) y (3.39), se tiene
u(z,0) = g(z,0),
u(—z~,7)=g(—z7,7), u(z

y con la condicién de que

5]
u(z, )y a—u son continuas. (3.41)
x

Con esta formulacion se tienen dos situaciones:
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1. Cuando es 6ptimo el ejercicio de la opcion, es decir, cuando v = g.
2. Cuando no es 6ptimo ejercer la opcién, es decir, cuando u > g.

La ventaja de esta formulacién es que no menciona de forma explicita la falta
de frontera del problema de las opciones americanas. Si es posible resolver la
desigualdad variacional o el problema de complementariedad lineal, entonces se
encuentra la frontera de éptimo ejercicio por la condicién que lo define, esto
es que es posible dividir la regién donde u(z,7) > g(z,7) de la regién donde
u(z,7) = g(x, 7).

3.4. Métodos numéricos

En esta seccién se muestran varias técnicas numéricas para resolver modelos de
ecuaciones diferenciales parciales, para esto se construyen algunos algoritmos.
Se empieza considerando soluciones numéricas para las opciones europeas.

3.4.1. Consideraciones generales para soluciones numéri-
cas

Todos los modelos que se utilizaran en este capitulo son extensiones del mod-
elo bésico de B&S. Este tipo de modelos se tienen que cumplir las siguientes
condiciones:

= Construir una aproximacion finita a la ecuacién diferencial. Este procedi-
miento es conocido como discretizacion o problema de aprorimacion.

= Ver en que lugares la discretizacion es sensible a pequenos errores origi-
nados por la aritmética calculada. Si la ecuacién discretizada es sensible
a estos errores, entonces la aproximacion es inservible. Este problema es
conocido como problema de sensibilidad.

= Ver en que grado la discretizacién se aproxima a la ecuacién diferencial
parcial. Esto quiere decir ver cuando la discretizacién tiende a la solucién
de la ecuacién diferencial. Este problema es conocido como problema de
convergencia.

Por discretizacién se considerard a cualquier método que sirve para reducir ecua-
ciones diferenciales parciales continuas en un conjunto discreto de ecuaciones en
diferencias que puede ser resuelto en una computadora. Solo se consideraran dos
tipos de discretizacién diferencias finitas y elementos finitos.

Otra consideracién importante para los algoritmos es la eficiencia de las técnicas
para encontrar soluciones. La eficiencia se mide con dos indicadores:

1. La cantidad de memoria requerida por la computadora para resolver el
algoritmo.

2. El niimero de operaciones que son necesarias para encontrar la solucién
del algoritmo. Esto determina la velocidad de ejecucion del algoritmo.
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3.4.2. Aproximacion por diferencias finitas

La idea de los métodos de diferencias finitas, es remplazar la derivada en ecua-
ciones parciales por aproximacion de diferencias finitas. Por ejemplo la derivada
parcial % puede ser definida como el siguiente limite

ou w(z, 74+ 07) —u(x,
—(z,7) = lim (=, ) (z,7)
or oT—0 or

Si en lugar de hacer tender 07 a cero se hace muy pequena, se obtiene la aproxi-
macion 5 5
U ulxr, 7 +07) —ulr,
Ou ) w4 07) —u(e.r)
or or

La ecuacidén (3.42) es conocida como aprozimacion en diferencias finitas de %,
ya que involucra diferencias pequenas, pero no infinitesimales que dependen de
la variable u. Esta diferencia en particular es conocida como diferencia forward,
yva que la diferencia es hacia adelante con respecto a 7. Si se tiene una ecuacién
de la forma

. (3.42)

ou ~ou(z, ) —u(x, T — 0T)
E(%T) = gim, or

)
entonces la aproximacion seria

@(x’ﬂ ~ u(z, ) — gs—x, T — 87’).

or

Esta diferencia es conocida como diferencia backward. Existe otra definicién

para % esta es:

(3.43)

ou o uw(x, T+ 071) —u(z, T — I7)
or (2,7) = o, 207 '

Entonces la aproximacién de esta ecuacion seria:

ou _u(z,7+07) —u(z,7 - 071)
E(x, T) & 55 . (3.44)

Esta aproximacién es conocida como diferencia central. Como se observa en la
figura 3.2 estan representadas los tres tipos de diferencias finitas para parciales
de primer orden, y en cada una de las diferencias, se supone que Oz es pequena.
Estas tres diferencias son para parciales de primer orden, pero para las parciales
de segundo orden existen las siguientes aproximaciones.

Diferencia forward:

0%u , 1 [ou ou
@(xm) = 81;130 p (am(x + 0z, 7) — af(x,T)) . (3.45)

Diferencias backward:

0%y 1 (8u ou

@(1’77—) = 31;210 % %(ZE,T) — %(l’ — 3$,T)> . (346)
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Central

forward

Backward

| | |
Tflé'r 7|' T+0T

Figura 3.2: Tipos de aproximaciones.

Diferencias centrales:

9%u B 1 [/0Ou ou
@(%,T) = 8111}30 p <8m<x +0x/2,7T) — %(x - 8x/2,7)> . (3.47)

De las ecuaciones anteriores, se observa que se tienen 3 formas distintas de
aproximar ecuaciones de segundo orden, %, en ecuaciones de primer orden, y
anteriormente se mencionaron otras tres formas de aproximar ecuaciones par-
ciales de primer orden g—g, por lo que se tienen 27 formas distintas de aproximar
una ecuacién de segundo orden.

Malla de las diferencias finitas

Para entender lo que es una malla se da un ejemplo con la ecuacién de difusion.
Para la aproximacién de esta ecuacién por diferencias finitas, se construye la
malla de la siguiente forma. Primero se divide el eje de las x en nodos con la
misma distancia entre ellos, esta distancia es dx, y se hace lo mismo con el eje
de las 7, solo que la distancia ahora es 9. Con esto se dividi6 el plano (x, )
en una malla, donde los puntos de la malla son de la forma (ndx,nd7) como se
muestra en la figura 3.3.

Los puntos que importan son los valores de u(z, 7) en los puntos de la malla y
seran escritos de la siguiente forma

ur = u(ndx, mor). (3.48)

m

Este método serd utilizado para obtener un conjunto de ecuaciones discretas
que se aproximan a la ecuacion diferencial parcial, pero de este método solo se
obtiene un sistema de aproximaciones.

En las siguientes secciones se analizaran métodos distintos de diferencias finitas
y las distintas formas de resolverlos.
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.........................................

Figura 3.3: Discretizacién explicita de diferencias finitas.

3.4.3. Método explicito de diferencias finitas

Este método como su nombre lo dice, es un método que encuentra las soluciones
de una manera explicita, es decir muestra las soluciones de un paso adelante que
dependen de los anteriores.

Ecuacion explicita de diferencias finitas

Considerese el modelo general de B&S transformado para el valor de una opcién
europea

ou  0%u

= 4
or  0z?’ (349)
con condiciones finales y de frontera
im w(z,7)=f(z,7), lm (z,7)=g(z,7),
u(x,0) = up(x). (3.50)

Usando diferencias del tipo forward (3.42) para 2—; y diferencia simétrica central

2 ., . .z
(3.47) para %, se observa que la ecuacién de difusién se transforma en

u(z, 7+ 901) — u(z,T)
g +0(97)

~u(x +0x,7) — 2u(x, ) + u(x + Oz, 7)
= 92 + O((9z)?).

(3.51)
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Si se restringe a los valores de u(z, 7) en la malla, la ecuacién (3.51) se transforma

en
m+1 m m _ m m
up'tt —u Upty — 22Uy +up g

or =+ 0(0r) = (0x)?

e ignorando los términos O(97) y O((dx)?), es posible aproximar de la siguiente
manera

+0((9z)?), (3.52)

ot = (v 4oy — 200, (3.53)
donde 9
-
= —, 3.54
+

v+ es s6lo una aproximacién de la ecuacién original.

En estos momentos surge la pregunta de convergencia, si v]' — w' cuando
0T — 0y 0z — 0, es decir si la aproximacién es buena.

Se puede decir que si a cualquier tiempo m, se conoce v,* para todos los valo-
res de n, entonces es posible calcular de manera explicita a v 1. Es necesario
observar que v/"*! solo depende de v |, n" y v ;. Esta relacién se muestra
en la figura 3.3.

Si se escoge —o0o0 < x < 0o con Oz del mismo tamano, se tendria que elegir un
numero infinito de pasos y eso no tendria sentido, entonces se elige una z finita
pero lo suficientemente grande para no tener problemas, es decir

—N 9z < ax < Ntozx. (3.55)
Por lo anterior se reemplazan las condiciones de frontera (3.50) por las siguientes
vy = f(=N"0z,mor), v, = g(NTdz,mor), (3.56)
y como condicién inicial
v) = up(ndzr), —N~ <n< NT. (3.57)
Como ya se tiene la ecuacién (3.53) con sus restricciones, es posible exhibir el
algoritmo para el método explicito de diferencias finitas.
Algoritmo para el método explicito de diferencias finitas

Para obtener la aproximacién de diferencias finitas para el precio de una opcion,
se divide el tiempo de expiracién de una opcién 1/2027 en M secciones iguales

_1/20%7
=

Después se resuelve la ecuacién (3.53) sujeto a (3.56) y (3.57), se usan estos
valores para para comenzar el procedimiento iterativo. Teniendo lo anterior se
siguen los siguientes pasos:

or (3.58)

1. Empezando con los valores de v?, se aplica (3.53) para resolver v} con
—N~ < n < N*. Usando las condiciones de frontera para determinar

U}V, y U}W, esto determina completamente v} para —N~ <n < NT.
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M

n *

2. Repetir este proceso hasta encontrar v

Ahora surgen algunos problemas con este método, como lo son la convergencia
y la estabilidad. Primero se habla un poco de la estabilidad, este problema
nace porque se utilizan métodos numéricos precisos, lo que da un problema de
redondeo. Se dice que el sistema (3.53) es estable si los errores de redondeo no
crecen mucho en cada iteracion, si pasa lo contrario, se dice que el procedimiento
es inestable. Para poder determinar la estabilidad o inestabilidad del la ecuacién
se tiene la siguiente regla:

= Establesi 0 < a <1/2.
= Inestable si a > 1/2.

El sistema (3.53) también es inestable cuando « < 0, pero en este caso se tendria
una aproximacion de diferencias finitas para una ecuacion backward, y este tipo
de ecuaciones son inestables. Por otro lado, para el problema de convergencia,
el inconveniente es hacer que o = 97/(9z)? caiga entre 0 y 1/2. Es posible
demostrar que la aproximacién de diferencias finitas para el método explicito
converge si y solo si es estable.

Una consecuencia de este resultado es que es posible hacer que la solucién de
la aproximacién y la solucién exacta sean lo mas cercanas posibles, esto se hace
tomando 07 lo suficientemente pequena, para obtener la siguiente desigualdad:

or

0< (0)?

(3.59)

DN =

3.4.4. Método implicito de diferencias finitas

Los métodos implicitos de diferencias finitas son usados para vencer las limita-
ciones de convergencia y estabilidad del método explicito dadas por la restriccion

or
(0z)?

O<a= <

N | =

A diferencia del método explicito, el método implicito requiere resolver un sis-
tema de ecuaciones, pero esto se resuelve con métodos numéricos, el mas cono-
cido es el método LU que se discutird mas adelante.

El método implicito de diferencias finitas usa aproximacién de diferencias back-
ward (3.43) para % y la aproximacién simétrica central (3.47) para gi’z‘, lo que
da la siguiente ecuacién:

m m—1 m m m
urt —ur Uplyy — 2up’ + upt g

: or +0(0r) = (0x)?

+ O((0z)?). (3.60)
Después de reagrupar los términos, se obtiene la ecuacién implicita de diferencias

finitas como sigue

™ oo™, — 20™ o™ _ ,Um—l. 3.61
n n—1 n n+1 n
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Como en el método explicito

or
o= ———=

(0z)?”

m ] 1A A1 m m m
y vy es la aproximaciéon numérica al valor exacto u,’. Ahora v;'vn |y vnY
dependen de v™~1 de manera implicita. La malla de este método es la figura

3.4.

...........................................

Figura 3.4: Discretizacién implicita de diferencias finitas.

Considerese el problema de una opcién europea, se trunca la malla infinita en

x=-N"0xyzxz=NT0x, y tomar N~ y NT lo suficientemente grandes para
no tener errores significativos, se obtiene el valor v con la condicién inicial
00 =ug(ndz), —N- <n<NT,

y los valores de v™, _ y vy, de las condiciones de frontera
v"- = f(=N~9z,mor),

vy = g(NTOx, mor).

El problema es encontrar v param > 1y —N~ <n < NT de (3.61), es posible
escribir esta ecuaciéon como un sistema lineal de la siguiente forma:

142« —« 0o ... 0 VN4
-« 1+42a —a ... 0
0 —a . oy
—«

0 0 —a 142« UTN,H




3. Métodos Numéricos 65

,Um+1
N+—1 U?V%r
=] vt | +a 0 (3.62)
: 0
m—1 v
V_N-11 -N

El vector del lado derecho de esta ecuacién sale de las ecuaciones finales, por
ejemplo

m m _ ,m—1 m
(14 2a)vy ) — Uiy _y = Vs +avyy,

y las condiciones de frontera determinan v} y v™y— . La ecuacién (3.62) puede
ser escrita de una forma mas compacta como sigue:

My™ =™t 4 b, (3.63)
donde v™ y b™ son los vectores de dimensién (Nt 4+ N~ — 2), es decir
y
V" = (VN1 N 1), " = a(viy+,0,...,0,0™y-),

y M es la matriz cuadrada de (NT 4+ N~ — 2) dada en (3.62).
Para poder resolver este sistema de ecuaciones, son necesarios los métodos
numéricos, que se mencionan a continuacién.

Método LU para resolver matrices tridiagonales

La matriz M es una matriz tridiagonal, esto quiere decir que los elementos de la
diagonal, los de la diagonal superior y los de la diagonal inferior son diferentes
de cero.

Lo dice el método LU es que es posible hacer una descomposicién de una ma-
triz en la multiplicaciéon de dos matrices; una diagonal superior y una diagonal
inferior, es decir A = LU. Se tiene un sistema original de la forma

Ax = LUx = q.
Por lo que se puede resolver la ecuacion
Ly = q,
usando sustitucién forward. Se escribe
Uz =y,
que puede ser resuelta usando sustitucién backward, lo que reduce el problema

original en dos problemas mas faciles de resolver. Primero se encuentra el valor
de y, para después encontrar el valor de x.
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Como se tiene una matriz tridiagonal, es posible encontrar una descomposiciéon
LU particular para este tipo de matrices de la siguiente forma

ay C1 0 O

bl as Co

Cn—1
0 0 bp_1 %
1 0 0 0 u 2z 0 0
l1 1 0 0 w2 2
: - T Cpn—1 Up—1 Zn-1
0 -+ 0 I, 1 o --- 0 0 Up,

donde las u;, z; y [; estan dadas por

ci—1bi—1 .
up =ai, U=a—————, 2<i<mn,
Uj—1

Zi = Cj, ll:bl/ul, 1§i§n—1.

El procedimiento para encontrar la solucién es primeo calcular las u;, después
encontrar el valor de las y; usando sustitucién forward

bi—1yi—1 .
Y1 = q1, Yi=q — ———, 2<i<n,
Ui—1

y después encontrar la solucién usando sustitucion backward

Yi — C_1Tiyq1

Tn :yn/u7u Ti =
Uy

Esto significa que para resolver una matriz tridiagonal solo es necesario calcular
u; y las y; explicitamente para encontrar la solucién de las x;.
Algoritmo para el método implicito de diferencias finitas

Lo que hace este algoritmo es resolver (3.62) para cada valor en el tiempo,
usando el método LU descrito anteriormente, lo que permite encontrar el valor
de la opcién con los siguienetes pasos.

1. Empezando con las condiciones iniciales y de frontera, y fijando un «, se
forma la ecuacién (3.62) para el tiempo uno.

2. Se resuelve la matriz con el método LU.
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3. Repetir este proceso hasta encontrar u?.

Como en el método explicito, se observan ciertos problemas, como que tan es-
table es y si converge a la solucién. Para saber si la solucién es estable lo tnico
que se pide es que a > 0. Para ver la justificacién de esta restriccién ver [13].
Para la convergencia, igual que en el método explicito las solucién es convergente
si y solo si es estable.

3.4.5. Método de Crank-Nicolson

El método implicito de diferencias finitas de Crank-Nicolson es uno de los méto-
dos mas eficientes, éste método puede ser visto como el promedio del método
implicito y del explicito vistos en las secciones anteriores. Especificamente si se
usa aproximacion forward se obtiene el método explicito, y si se usa diferencia
backward se obtiene el implicito. El promedio de estas dos ecuaciones es:

m+1 _ ., m
fn — In 1 0(0r)
3.65)
ulo = 2u o u — 2u (
- ( +1 TCEE L it 2(0m)2 + 0((0z)?),

lo que da paso al método de Crank-Nicolson.
Si se habla de la exactitud, es posible ver a que se aproxima cada uno de los
términos de la ecuacién (3.65), por ejemplo el lado derecho de la ecuacion es

2, 2
(g C(x, 7+ 07) + g;;(x,f)> :
Si se consideran diferencias forward y backward para 0%u/dz? alrededor del

punto (z, 7 4+ 07/2) se obtiene

0%u 0u Pu
@(IE,T)—@(I’,T-I-GT/Q)— 92297 (z, T+3T/2)+R4(5‘T/2)
usando el teorema de Taylor, y

8%u 0%u Au

o 5@, T+07) = o (7, 7'—|—87'/2)—|—8Ta 9 (z,7 +07/2) + S4(07/2)?,

donde R, y Sy son los errores, y sumando las ecuaciones se obtiene

du 1 (0% &u
2 (x,7+071/2) = 3 (W(x’T +07)+ W(xﬂ')) +O((07)?).

Se observa que

ou _u(w, 7+ 07) —u(x,T)
E(x,7+5‘7’/2)7 5

+0((a71)?).
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Interpretando la aproximacién de diferencias finitas (3.65) como una aproxi-
macién de

ou 0%u
E(LE,T +07/2) = @(mﬂ' +07/2),

se observa que la ecuacién (3.65) es cierta.
De la ecuacién (3.65) se obtiene que la diferencia apropiada es

1 1
oMl §a(vm+1 — 20t ) = ol 4 ia(vn_l — 20" 4+ y). (3.66)

Como en la seccién anterior a = 97/(dx)%. En esta ecuacién se observa que
ot ity vZfll estan determinadas de forma implicita por los términos v,
Up' 1 Y POT Ul q.

En principio, resolver este sistema de ecuaciones no es diferente a resolver la
ecuacion (3.61) del método implicito. Esto es posible ya que todo el lado derecho
de la ecuacién (3.66) puede ser evaluado explicitamente si v es conocido. El

problema se reduce a calcular primero
1
Z" =+ ia(v;”_l —2u," v ). (3.67)

La ecuacién (3.42) es una formula explicita para Z". Después se resuelve

1
— oo™ = 2um L pymEly = Zzm (3.68)

9 n—1 n+1 n
este problema es lo mismo que resolver (3.61).
Considerese una opcién europea simple, suponga que es posible truncar la ma-
lla infinita con = —N"9x y = NT0z y de nuevo tomar N~ y N7 lo
suficientemente grandes para no tener errores. Como en las secciones anteriores
se calculard v de la condicién inicial de la siguiente manera:

v—n

0 — ug(ndz), ~-N~<n<Nt.

Un,

También v™, _ y vy, es una de las condiciones de frontera conocidas
V"o = f(=N"0x,mdr), v = g(Ntox, mor).

Sélo queda encontrar las v para m > 1y —N~ < n < N7 de la ecuacién
(3.63). El problema puede ser visto como lineal representado como sigue:

Co™tt = Dv™ + ™, (3.69)
donde las matrices C'y D estdn dadas por
l+a —3a 0 ... 0
—%a 1+a —%a
C= 0 -la 0
5
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1l -« %a 0o ... 0
%a l—« %a 0
D = 0 la 0 , (3.70)
. . . 2a
0 0 ja 1-a

y los vectores v™, vy,+1 y O™ son

m—+1

m
UN+-1 UN+-1
,Um+1 — ,U(r)n+1 ; vm _ ,U(r)nJrl
m—+1 m
V_N-11 UV_N-+1
m—+1
U+ T UNT
0
m 1 .
0

m m4+1
V- T U N

y el vector b™ sale de las condiciones de frontera, que es lo mismo que se hace
en el método implicito.

Algoritmo del método Crank-Nicolson

Como C es invertible!?, lo siguiente es valido

vt = oY (Du™ + 0™, (3.72)

entonces v™*1

Como la condicién inicial determina v
inductiva.

Pero esto no es lo que hace este método, lo que hace es encontrar los vectores
de Z™ de la siguiente manera:

puede ser encontrado dado v™ y las condiciones de frontera.
0. es posible encontrar cada v™ de forma

Z™ = Du™ + b™. (3.73)

El valor de Z™ es encontrado de forma explicita, usando la ecuacién (3.67), y
después se utiliza el método LU tridiagonal para encontrar

Co™tt = zm, (3.74)
El algoritmo para el método es el siguiente

1. Se encuentran las matrices C' y D, fijando el valor de «, utilizando las
condiciones iniciales y de frontera se calculan los valores de v* y de b°.

10Debido a que es diagonal dominante.
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2. Se calcula el valor de Z° explicitamente usando la ecuacién (3.73).

3. Se calcula el valor de v! utilizando el método LU para matrices tridiago-
nales aplicdndolo a la ecuacién (3.74).

4. Repetir el proceso hasta encontrar v™+1.

Como ya se tiene el algoritmo de forma explicita, es necesario hablar de la
estabilidad de éste, es decir, es necesario decir cuando es estable el método y
cuando no.

Para ver la estabilidad del método de Crank-Nicolson se examinan pequenas
perturbaciones armdnicas de la solucién exacta de la ecuacion (3.66), si se escribe
esta ecuaciéon para v se obtiene:

1 1
(1+ @t = Sa(urd + o) = (L= ) + sa(e, + o)
Considerese el efecto de una pequena perturbacién € A\ sen w, después de hacer
ciertos pasos algebraicos se obtiene

A1+ a—acosw)senw = (1 — a4+ acosw) senw,

encontrando el siguiente valor de A

1 — 2asen? %w

1+ 2 sen? %w’

entonces |A| < 1 para todas las frecuencias de la perturbacién. Esto implica
estabilidad, ya que todas las perturbaciones decrecen cuando m crece.
Lo que significa que el método estable cuando a > 0.

Método 6

El método 6 es una generalizacion del método de Crank-Nicolson, este toma la
forma

v = alo ) = 207 o) = ot + (1= O)avpty = 207 o),

donde 0 < 6 < 1. Este método puede ser pensado como el promedio del método
explicito y el método implicito vistos en las secciones anteriores. Cuando 6 = 0,
el método 0 es el método explicito, cuando 6 = % el método 0 es el método de
Crank-Nicolson y cuando 6 = 1 el método 8 es el método implicito. Es posible
demostrar que el método 6 es estable para toda o > 0si £ < 6 < 1. Para

2
0<0< % es estable si

(0<6<1).

D<a<
43 2

1
(1—26)’
El método 6 es convergente cuando es estable, para demostrar esto, solo se
tienen que hacer ciertas adaptaciones a las demostraciones de estabilidad de
los métodos anteriores. Para poder desarrollar el método 6 es esencialmente lo
mismo que el método de Crank-Nicolson.
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3.4.6. Métodos para opciones americanas

En esta seccién se encuentra una manera para poder calcular el valor de una
opcién americana. Después de hacer ciertos cambios de variable en las siguientes
ecuaciones

1
S = ke®, t:T—T/iaz,

V(S,t) = Ke 2ki—Da—g(hi=D)>thiry 0 7y

donde 1
k1 = r/502
Para el put americano se tiene
ou_ o
or 022’
u(z,0) = méx(ez =1 _ ez(kithz ) (3.75)

u(a:,T) > e%((k1—1)2+4kﬂ) méX(eé(kl—l)z _ e%(k1+1)m70)7

lim wu(z,7) = 0.

Para el call se tiene
ou_ o
or  0x?’
u(x,0) = In?ix(e%(lirl)z —ez(ki-Da 0), (3.76)

u(z,7) > e i (=1 +4ki7) max(ezF1H1e e%(’“—l)“’,O)7
lim wu(z,7)=0.
r——00

Es posible escribir estos problemas de una manera mas compacta, como un
problema de complementacién lineal de la forma

(gz B Zj}é) 20, (u(@,7) - g(@,7) =0, (3.77)
<g:f B g:;) (u(r,2) — g(x,7)) = 0.

Aqui la restriccién de la funcién de pago, g(x, 7) esta dada por

g(x’,r) — ei((k171)2+4k17) méx(eé(klfl)ai _ e%(ktlJrl)I’())

para el put
g(z,7) = ex(BFD H4T) gy (ea(bi-Dz _ g3 (ki-Dz gy

para el call.
La condicién inicial y las condiciones de frontera se transforman en

u(x, 0) = g(x, 0)7
lim w(z,7)= lm g(z,7), (3.78)

z—T oo r— " oo
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u(x, 7), %(z, 7) son tan continuas como g(x, 7), %(x, 7).

La ventaja de la ecuacién (3.77) es que no expresa de forma explicita que es un
problema no acotado. Primero se resuelve el problema lineal complementario,
después se encuentran las condiciones que dicen si es o no acotado, es decir se
obtiene

w(X(r),7) =9(X(7),7), pero w(x,7)>g(x,7) para x> X(7),
para el put, y
w(X(1),7)=9(X(7),7), pero wu(x,7)>g(z,7) para z< X(7),

para el call. Esta formulacién es valida ain si se tuvieran muchos lugares no
acotados o aunque fuera acotado.

Formulacién de las diferencias finitas para opciones americanas

Para poder obtener un método numérico para resolver el put americano, es
posible, como antes, con diferentes aproximaciones. Una opcién es dividir el
plano (z,7) en una malla finita como lo hicimos en las secciones anteriores, y
tomar aproximaciones de diferencias finitas de la ecuacién (3.77).

Se empieza discretizando el problema de complementariedad. Se aproximaran
los términos de la forma du/dr — 9%u/dx? por diferencias finitas en una malla
regular con pasos de tamano dx y 07 y truncarlo, por lo que z cae entre "z~ y
xT donde

—xT =—-N9z<z=nlzx <NV oz =z",

y N~™ y N7 lo suficientemente grandes. Para no analizar por separado los tres
métodos anteriores, sélo se analizara con el método @, entonces

Ou  umtt —ym
E — T +O(8T),

or2

2 m+1 m+1 m+1
0%u o Uy — 2un + Uy
(0x)?

m m m
un+1 - 2un + Up_1

+(1-0) ( COE + 0((ax)2)> .

donde 0 < 0 <1y u™ = (ndx,mot) y dependiendo del valor de 6 es el método
que se utiliza. Se escribe la funcién de pago discretizada como

gt = g(ndx, mor). (3.79)
La condicién u(z, 7) > g(x,7) implica que

v > g param > 1, (3.80)
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y las condiciones de frontera e iniciales

Wy =Ty R =R, W=l (3.81)

Se utilizard el método de diferencias finitas para discretizar las derivadas par-
ciales que estan dadas por la ecuacién (3.77) para obtener

Ou _ Qu vptl oy (uny - 2up 4ty
or  0x? or (0x)?
u™ o —2u 4+ ul™
_ 1 _ 9 n+1 n n—1
(1o (M= 2 ,

donde la condicién du/dt — 9?u/dx? > 0 es aproximada por

oI — B — 2 o) 2 o — a1 = 0)(uy — 20+ o).

Como en las secciones anteriores

or
(0x)?

a =

Sif < % las restricciones de estabilidad pueden ser aplicadas con «a, es decir
0 <a<i(1-6). Se define

" =y —a(l = 0) (v —2v + ), (3.82)
entonces
ot — af (o = 200 4o > o (3.83)

Observese que en el tiempo (m+1)97 es posible encontrar b* de manera explicita
ya que se conocen los valores de v]". La condicién de complementariedad lineal

g(a;, T) _ ei((k1+1)2+4k17—) méX(e%(kl—l)x o e%(kl—l)x, O)

)

es aproximada por

(,U;TL"FI _ a9(vm+1 _ 21};”4-1 + v;’lnjll) _ bm)(vm""l — gm+1) = 0. (384)

n+1 n n n

Algoritmo para el método de opciones americanas

Es posible escribir la aproximacién de diferencias finitas (3.80)-(3.84) como un
problema de matrices, este problema puede ser resuelto con el método SOR. Lo
que hace el método SOR es resolver un sistema lineal de la forma Az = b donde

ai; # 0 para cada ¢ = 1,2,...,n,también se debe elegir el parametro w y el
vector de soluciones iniciales z(?) = (xgo), xéo), e ,xflo))t, entonces el algoritmo

es como sigue:

1. Se fija k = 1.
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2. Paracadai=1,2,...,n, sea:

i—1 n
k (k=1 w k k—1
oM = (1w ¢ an bi — E 1aij33§ - ‘§'+:1aijx§ :
Jj= Jj=t

3. Si 2(® es lo suficientemente exacto ir al paso 4. Si z(*) no es lo suficiente-
mente exacto, agregar 1 a k e ir al paso 2.

4. El proceso esta terminado.

Este algoritmo solo sirve para dar una idea de como se va a trabajar. Sea v™ el
vector que aproxima los valores de v al tiempo mdT y ¢™ el vector que representa
las contradicciones al mismo tiempo, es decir

V_N-+1 g-N-+1

UN+ 1 IN+—1
Por las condiciones (3.81) se sabe que vy}, = g}';. Sea el vector b™ el vector
dado por

by i1
b = : : (3.86)

bR+ 1
donde los valores de b estan determinados por (3.82). Cada b7 puede ser escrita
de la siguiente forma

b =l +a(l—0) (o), — 200 +ul' ) para — N~ +2<n<Nt-2 (3.87)

n n—1

y en las condiciones finales n = —N~ + 1y n = NT — 1 se tiene que bTN,H
y b4, son diferentes a las demds ya que se incluyé un término mds, entonces
las condiciones estan dadas por

bTN—Jrl = ”TN—H +a(l - 9)(91@— - 2UTN—+1 +U_N-42) + 06‘99717\?17

N1 =N ol —0)(gR — 208 +on+ o) +afgutt. (3.88)

Si se introduce la matriz cuadrada, simétrica y tridiagonal

14200 —ab 0 e 0
—af  1+2a0 —aob :
=1 o —af . 0o (3.89)
—af

0 0 —af 14 2ab
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es posible reescribir la aproximacion discretizada por un problema de comple-
mentariedad lineal de la siguiente forma

(1 —bm) 2, @ - g 2 0,
(™t — gy (o™ — ™) = 0. (3.90)

Se toma Z > 0 para decir que el vector no tiene componentes negativas. Fl
cambio en el tiempo es como en el método implicito, es decir el vector b™
contiene la informacién del cambio en el tiempo mAdT que determina el valor de
v™*! en el paso del tiempo (m+1)d7. En cada paso de tiempo se puede calcular
b™ de los valores que ya se conocen de v™™. Se calcula g™ para cualquier paso
en el tiempo, por lo que solo queda resolver el problema (3.90).

Para implementar el algoritmo que se va a utilizar, es necesario validar que los
elementos que no son cero de la matriz C' s6lo sean los elementos de la diagonal,
de la diagonal superior y de la inferior.

Con lo anterior se tiene la informacién completa para dar el algoritmo.

1. Dada v™, se forma el vector b™ usando las ecuaciones (3.86), (3.87) y
(3.88), para despusés calcular el vector g™ *! usando (3.89) y (3.90).

2. Sea VI = (V! _ ...

pieza con V? y se aplica el algoritmo SOR para encontrar el vector V7+!

a partir de V7. Se sabe que VJ — v™*! cuando j — oo. Empieza con

VO = méx(v™, g™ th).

"szr+—1) denotando los vectores iterativos, se em-

3. En secuencia se forman las cantidades Uij *1 dadas por
U7t = (b + 8V + a0V ) /(1 +200),
y después se obtiene el valor V71 de

‘/ij+1 — méx (g;n—&-l’ ‘/ij + W(Ug+1 _ VJ)) ,

K3
donde 1 < w < 2 es una parametro dado.

4. Pruebe donde ‘Vj +1-— Vj‘ es 0 no més pequeno que el pardmetro de
tolerancia elegido anteriormente €, es decir, pruebe cuando
S0t vrsa

2

Si esto sucede pasar al nimero 5, pero si no sucede, regresar al paso 3

pero en lugar de usar V7 se usa V7t1,
5. Cuando los vectores V7 tienen la convergencia deseada, se obtiene vF+1 =
VIit+l

6. Siya se tiene el niimero de pasos requeridos pasar al siguiente paso, si no
regresar al paso 1.

7. El proceso esta terminado.
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Capitulo 4

Simulacion Monte Carlo

El método Monte Carlo estd basado en simulacién. La simulacién puede ser
utilizada para resolver muchos problemas, por ejemplo, supongase que se quiere
abrir un negocio que abrird a las 8 am, en promedio al dia se tienen alrededor
de 50 pedidos, la experiencia indica que el tiempo que se tarda en cubrir cada
pedido es una variable aleatoria con media de 20 minutos y desviacién estandar
de 8 minutos. Se planea no recibir pedidos después de las 6 pm. Bajo este
escenario, es necesario saber la respuesta a ciertas preguntas como jcudl es la
hora promedio en la que el encargado va a dejar el depdsito?, ;cual es el tiempo
promedio en el que se cubre un pedido?, jqué porcién del total de los pedidos
se surte en media hora?

Para resolver estas preguntas es necesario plantear un modelo probabilistico
ya que plantearlo de forma analitica es complicado, para hacerlo, es necesario
hacer ciertos supuestos para aclarar el escenario, por ejemplo situaciones prob-
abilisticas acerca de la llegada de los clientes, la tasa de arrivo que depende
de la hora del dia, también se debe especificar una funcién de probabilidad,
esto es para medir el tiempo que toma cubrir cada pedido. Un factor muy im-
portante a considerar es cuando un pedido tiene la distribucién encontrada y
cuando no, es decir, se deben plantear ciertas suposiciones probabilisticas con
respecto a tiempo de arribo y con respecto al tiempo de servicio. También es
necesario ver si las variables anteriores dependen del dia o es constante durante
el tiempo. Tomando en cuenta estos supuestos!, se ha planteado un escenario
probabilistico.

Una vez planteado el problema, el paso siguiente es resolverlo, pero como se
menciond anteriormente es muy dificil resolver este tipo de problemas analitica-
mente, por lo que se hace uso de la simulacién. Este método estd basado en
dos grandes grupos, en el primero es usando ciertos conocimientos de com-
putacién para generar numeros aleatorios que son utilizados para simular posi-
bles ocurrencias durante un periodo largo de tiempo, el segundo utiliza la teoria
estadistica para estimar los valores que resuelven las preguntas anteriormente

1 Asegurando que al menos sean los bésicos.

7
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planteadas. En pocas palabras lo que hace el método de simulacion es:

= Utilizar la computadora para generar numeros aleatorios que cumplen con
cierta funcién de distribucién fijada con anticipacién. (En el ejemplo son
el tiempo de arrivo y el tiempo de servicio).

= Utilizar la estadistica para estimar la respuesta las preguntas planteadas.

Para poder plantear y resolver este tipo de problemas, es necesario tener bases
probabilisticas muy sélidas?.

Como se pudo ver en el ejemplo, es posible utilizar simulacién para casi cualquier
cosa, el punto de este capitulo es utilizar simulacién para valuar opciones, por lo
que éste capitulo estard enfocado en los métodos ttiles para llegar al objetivo.

4.1. Métodos para generar nimeros aleatorios

El corazén de todas las simulaciones Monte Carlo son una sucesién de niimeros
aparentemente aleatorios usados para derivar la simulacién. En el andlisis del
método Monte Carlo se supondra que los niimeros son aleatorios para poder uti-
lizar conceptos de probabilidad y estadistica. Es importante mencionar que los
nimeros aleatorios son generados por algoritmos completamente deterministi-
COS.

Antes de entrar de lleno a la discusién de la sucesiones, se debe especificar
a que se refiere con generadores de nimeros aleatorios. Cuando se habla de
estos se hace referencia a un mecanismo para producir una sucesion de variables
aleatorias Uy, Us, ... con las siguientes propiedades:

1. Cada U; se distribuye uniforme en el intervalo [0, 1].
2. Las U; son independientes.

Un generador de nimeros aleatorios, produce una sucesién finita de nimeros
aleatorios ui,us,...,ux en el intervalo unitario. Por lo general, estos valores
dependen de algunos valores que el usuario debe especificar con anterioridad
como se verd en los métodos. Cualquier sucesién de las que se genera estd con-
stituida por un conjunto de posibles valores de variables aleatorias uniformes
independientes Uy, ..., Uk. Un buen generador de niimeros aleatorios es aquel
que satisface la admisién de vagos requerimientos en los que es dificil distinguir
de pequenos segmentos de sucesiones de uj.uso,...,ux de una realizacion de
variables aleatorias uniformes. Como conclusién se destaca que un buen gener-
ador produce valores que son consistentes con las propiedades 1 y 2. Si el numero
K es grande, entonces se tienen mas posibilidades de que los valores caigan en
un subintervalo del intervalo unitario para que se asemejen a la longitud del in-
tervalo y obtener uniformidad. La independencia sugiere que no hay un patrén
entre los valores.

Para construir un buen generador de ntimeros aleatorios se considera lo siguien-
te:

2Para ver algin concepto ver capitulo de célculo estocéstico o apendice.
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= Longitud del periodo: Como se verd maéas adelante cualquier generador
aleatorio, en algin momento se va a repetir, por lo que es bueno saber
cual es la longitud del periodo, entre mas grande mejor.

= Reproducibilidad: Se sabe que es dificil reproducir una sucesion aleatoria,
pero hay veces en las que es necesario reproducir las sucesién, por lo que
debe ser facil reproducirla.

= Velocidad: Como un generador aleatorio debe ser llamado miles de veces,
este debe ser rapido.

= Portatil: Para generar nimeros aleatorios, el algoritmo debe reproducir la
misma sucesion de valores en cualquier plataforma computable.

= Aleatorio: Esta es una de las consideraciones mas importantes. Hay dos as-
pectos para construir generadores aleatorios: cumplir con las propiedades
tedricas solicitadas y hacer pruebas estadisticas.

4.1.1. Generadores lineales congruenciales

Existen distintos tipos de generadores para numeros aleatorios, pero los més
conocidos son los lineales congruenciales. Hay dos tipos de generadores lineales
congruenciales, el puro y el mixto.

El puro toma la siguiente forma:

ZTi+1 = ax; mod m,

Uit1 = Tip1/m.
El primer generador lineal congruencial mixto fue propuesto por Lehmer, este
toma la forma:
ziy1 = (azx; + ¢) mod m,
Uj41 = $i+1/m~

En estos generadores se tiene un multiplicador a, el modulo y la semilla que es
z¢. La semilla es un numero entre 1 y m—1 que es especificado por el usuario. En
particular hay ciertas condiciones simples para asegurar que estos generadores
tengan periodo completo®. Si ¢ # 0 las condiciones son:

= ¢y m son primos relativos,
= todo primo que divide a m, divide a a — 1,
= a — 1 es divisible entre 4 si m lo es.

Sic =0y m es primo es posible obtener un periodo completo para cualquier
o # 0 si

3Es decir el nimero de distintos valores generados por cualquier semilla es m — 1.




80 4.1. Métodos para generar nimeros aleatorios

m

s ¢! — 1 es miltiplo de m,

s @/ — 1 no es multiplo de m para j =1,...,m — 2.

Un ndmero a que satisface esas dos propiedades es llamado raiz primitiva de m.
Es posible ver que si ¢ = 0 la sucesién {x;} es la siguiente

zo, ato, a’To, a’xg, ... mod m,

que es la sucesién que regresa primero a xg para la k mas pequena que cumple
que a*zy mod m = z, ademss es la k més pequena para la que ¥ mod m = 1,
es decir, la k para la cual a® — 1 es miltiplo de m. Entonces la definicién de
raiz primitiva corresponde precisamente al requerimiento de que la sucesiéon no
regrese a o hasta llegar a a™ 1xzy.

Marsaglia demostré que si se toma ¢ # 0, el operador es mas lento que tomar
¢ = 0, es conveniente tomar m primo ya que es posible construir un generador

simple con un periodo completo encontrando raices primitivas de m.

Implementacion de generadores lineales congruenciales

Aparte de la velocidad, evadir el sobre flujo es la consideracién principal en la
implementacién de generadores lineales congruenciales. Si el producto ax; puede
ser representado exactamente para toda sucesiéon de x;, entonces no se tiene
control del sobre flujo. Si el multiplicador a es grande, ni utilizando precisiéon
double es posible obtener una representaciéon exacta para cada producto ax;.
En este caso el generador puede ser implementado de la siguiente forma:

1. Representar el multiplo a como

a = 2% + as con ay,as < 2°.

2. Usar la siguiente férmula

azx; mod m = (a1 (2%x; mod m) + asx; mod m) mod m.

La integracién aritmética aveces es mas rapida que la aritmética de punto
flotante y depende mucho del tipo de precisién que se utilice.

4.1.2. Generadores combinados y otros métodos

Los métodos que combinan generador lineales congruenciales son prometedores,
ya que preservan ciertas propiedades atractivas, como las computacionales pero
con ciertas ventajas, ya que es posible extender el periodo.

Una manera facil de ver los generadores combinados es sumar uno o mas gener-
adores lineales congruenciales. Wichmann y Hill propusieron sumar valores en
el intervalo unitario, mientras que L’Ecuyer suma y después divide.
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Para poder entender mejor, se da siguiente ejemplo. Se toman J generadores
donde el j-ésimo tiene los parametros a;, m; de la siguiente forma:

Tji+l = A5T54 mod mij,Uji+1 = xj7i+1/mj.j = 1, ey J.

La combinacién de Wichmann-Hill fija ;41 igual a la parte fraccional de uy 341+
Ug,it1 + ... ujy1. La combinacién de L’Ecuyer toma la siguiente forma:

J
Tit+1 = Z(_l)j_ll'j,i-i-l mod (ml — 1)7 (4.1)
Jj=1
' /
i1 = Tit1/M1; s Tig1 >0
e {(ml —1)/ma, s il = 0} ’ (4.2)

asumiendo que m; es la mas grande de las m;.

Una combinacién de generadores puede tener un periodo mucho mas grande que
cualquiera de sus elementos.

Otra forma de extender generadores congruenciales es usando lo siguiente

x; = (a1xi—1 + agwi—o + ... + arx;—) mod m, (4.3)

seguido de u; = x; /m. Este método es conocido como generador miltiple recur-
sivo o MRG. Una semilla para este método consiste en xx_1,Zk_2,...,Tq.

Una estrategia alternativa para generar nimeros aleatorios produce un flujo de
bits que estdn concatenados para producir enteros y después normalizados para
producir puntos en el intervalo unitario. Es posible obtener los bits de forma
recursiva, es decir

b; = (albi_l + agbi_9 + ...+ akbi—k) mod 2,

con a; =0 o a; = 1. Este método fue propuesto por Tausworthe.
De la misma manera, los generadores congruenciales inversos se obtienen de
manera recursiva, es decir

ziy1 = (ax; + ¢) mod m,

donde (mod m) a la inversa de x es un nimero entre 1 y m — 1 tnico si existe
y que satisface que xz~ = 1 mod m.

En esta seccién se han mencionado diferentes métodos para generar nimeros
aleatorios y en la siguiente seccién se asumird que se han calculado estas suce-
siones de numeros aleatorios.

4.2. Meétodos generales de muestreo

Utilizando algin método se genera una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes Uy, Us, ... que satisfacen

0, u<0
PU <u)y=<¢u , <u<ly, (4.4)
1, u>1
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es decir variables aleatorias independientes que se distribuyen uniforme entre
cero y uno. Un algoritmo de simulacién transforma estas variables independien-
tes en una muestra de caminatas de procesos estocésticos.
4.2.1. Meétodo de la transformada inversa

Supongase que se quiere tomar una muestra de funciones de distribucién F', es
decir, se desea generar variables aleatorias X con la propiedad de que P(X <
x) = F(z) para toda x. El método de la transformada inversa fija

X = F~}(U),U Unif [0, 1], (4.5)

donde F'—1 es la inversa de F.

U1

U2

T T2 X1 ‘ X

Figura 4.1: Método de la transformada inversa.

Esta transformacién estd representada en la figura 4.2.1, en la que se toma
cualquier distribucién F' en la cual es posible ver que los valores entre u y F(0)
caen en la parte negativa de z y los valores entre F(0) y 1 caen en el cuadrante
positivo.

En las siguientes graficas es posible ver otras formas de representar la inversa,
por ejemplo en la figura (4.2) se observa una funcién de distribucién con un
brinco en el punto x(, es decir,

lim = F(z—) < F(z+) = lim .

zlxo zlxo
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i /

U — — — — ;

ZTo X

Figura 4.2: Transformada inversa con saltos.

Si se usa a F' como distribucién, y se toma la descripcién de arriba, xg tiene
probabilidad F(x+) — F(z—), donde F(x—) representa a todos los valores que
toma F' antes de xg y F(x+) todos los valores después de z.

En la figura (4.3) se observa que la funcién de distribucién tiene partes planas,
es decir, sea a < x < b, si F(a) = F(x) = F(b).

En conclusién, la inversa de F' esta bien definida si F' es estrictamente creciente,
de otro modo, es necesaria una regla para no tener dificultades, por ejemplo

F~'(u) =inf{z: F(z) <u}; (4.6)

si hay muchas x para las cuales () = u, esta regla elige la menor de las x.

En la figura (4.3) la inversa de F' no estd bien definida en los puntos donde se
tienen partes planas, por lo tanto se dice que si F' es constante en un intervalo
[a,b] y si X ~ F, entonces

Pla< X <b)=F(b) — F(a) = 0.

Por lo anterior, se concluye que las partes planas de la grafica, son las partes que
tienen probabilidad cero. Si F' es continua y estrictamente creciente, entonces
la densidad en todos lados de la distribucién es distinta de cero.

Para verificar que la transformada inversa (4.5) genera muestras de la distribu-
cién F, se valida la distribucién de X de la siguiente forma:

P(X <) = P(F'(U) < 2)
— P(U < F(z))
= F(X).
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U [reeeeeees

Figura 4.3: Transformada inversa con picos.

La segunda igualdad sucede ya que F~! esta definida como los eventos {F “Lu) < x}
y {u < F(x)} que coinciden para toda u y z, es decir lo eventos coinciden para
los valores de x y u respectivamente. La ultima igualdad viene de (4.4).

Para entender mejor este método de muestran los siguiente ejemplos.

Distribucion exponencial. Esta distribucién es:
Flz)=1—e% 2 <0.

Esta puede ser la distribucién de los tiempos entre los saltos de un proceso
poisson con pardmetro 1/6. Para invertir esta distribucién, es necesario utilizar
el algoritmo X = —f0log(l — U), que puede ser implementado de la siguiente
forma:

X = —0log(U). (4.7

Esto pasa ya que U y 1 — U tienen la misma distribucion.

4.3. Variable aleatoria normal

Las variables aleatorias normales, son base para la construcciéon de muchos mod-
elos financieros de simulacién. Esta seccidon empieza con las propiedades béasicas
de la distribucién normal.
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4.3.1. Propiedades basicas

DEFINICION. 7
Las distribucion de una normal estandar tiene densidad

o(x) = — "2 _ 0 < 1 < o0, (4.8)

Vsl

v tiene funcién de distribucién

1 / r 2
d(x) = e " /2 du. 4.9

=7 )
La palabra estandar significa que es una variable aleatoria con media 0 y varianza
1. De donde se obtiene la siguiente definicién.

DEFINICION. 8

En general una variable aleatoria que se distribuye normal con media p y vari-

anza o2 con o > 0 tiene:

1 z—p)?
p(x) = e (4.10)

como funcién de densidad y

<1>(:c)=<1>(x_“>. (4.11)

DEFINICION. 9
Si Z ~ N(0,1) entonces:
pw+oZ ~ N(p,o?).

Una funcién de distribucién normal esta carcterizada por un vector p con di-
mensién d y una matriz de covarianza 3, esta debe ser simétrica y positiva
semidefinida, es decir:

'Sz >0, (4.12)

para toda z € R La ecuacién (4.12) es equivalente a decir que todos los
eigenvalores de X son no negativos. Si 3 es positiva definida, entonces la funcion
de distribucién N(u, ) tiene funcién de densidad

1 exp(—l(a: — )TNz — ), zeRd, (4.13)

(I)H,E('r) = (2H)CU2|2|1/2 2

con |X| el determinante de X.

DEFINICION. 10
Si X ~ N(u,Y), entonces el i-ésimo componente X; tiene distribucién (p;,0?)
con 02 = %;. El i-ésimo y el j-ésimo componente tienen covarianza

Cov[X;, X;] = E[(Xi — pi)(X; — p5)] = 2y
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DEFINICION. 11
El coeficiente de correlacion entre X; y X; estd dado por

i
Pijg = .
003

Existen tres propiedades de la distribucién normal multivariada que son muy
importantes.

PROPOSICION. 4
Propiedad de la Transformacién lineal. Cualquier transformacion lineal de un
vector normal, también es lineal, es decir

X ~N(,%) = AX ~ N(Ap, AZAT), (4.14)
paratoda matriz Akgq, Sdzd ¥V [, un vector de dimension d.

PROPOSICION. 5
Férmula condicional. Suponga que el vector (X1}, X|g)), es un vector multiva-

riado normal con
X[l]) <</~Lm> (E[n] 2[12}))
~ N , , 4.15
<X[2] i)\ Y21y Epe2) (4.15)

Yy suponga que 2[22} tiene rango completo, entonces
(X X)=e) ~ N(up) + Spo Sy (@ — pp)), no Epy Xiey- (4.16)

DEFINICION. 12
Funcién Generadora de Momentos. Si X ~ N(u, %), con X con dimensién d,
entonces

1
E = [exp(0T X) = exp(p’0 + §9T29), (4.17)
para toda 0 € R¢.

Una vez expuestas las propiedades bésicas, es el momento de seguir adelante
con los métodos para generar variables aleatorias normales.

4.3.2. Meétodos para generar variables aleatorias normales
univariadas

En esta seccion se veran distintos métodos para generar muestras de distribu-
ciones normales. Es suficiente asumir una muestra de variables aleatorias que se
distribuyen N(0,1). Se hace el supuesto de la disponibilidad de una sucesién de
variables aleatorias independientes Uy, Us, . .. que se distribuyen uniforme el in-
tervalo [0, 1], considerando métodos para transformar estas variables aleatorias
uniformes en variables aleatorias normales.
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Método de Box-Muller

Este algoritmo genera una muestra de variables aleatorias normales estdndar,
donde cada uno de los elementos de la muestra es una variable aleatoria normal
estandar. Estd basado en las siguientes propiedades:

» R? = 72 + 72 se distribuye exponencial con media 2, es decir:
P(R<z)=1-—e"%/2
s dada R el punto (Z1,Zs), R se distribuye uniforme en la circunferencia
de radio V'R centrado en el origen. Para generar esta, primero se debe

generar un punto. En la figura (4.3.2) se muetran las coordenadas polares
que son la representacién de como se forma la circunferencia.

Y

-+ Z1,Z3)

Figura 4.4: Coordenadas Polares.

Es posible generar (Z,Z5) pero primero se debe generar R y después elegir
un punto sobre la circunferencia de VR de manera uniforme. De una muestra
de distribuciones exponenciales, se puede fijar R = —2log(U1), U ~ Unif]0, 1]
como en la ecuacién (4.7). Para generar un punto sobre la circunferencia, se
genera un angulo aleatorio de manera uniforme en [0, 2I1] y después se dibuja
el angulo hasta llegar a un punto sobre la circunferencia. Este angulo aleatorio
sera generado por V = 2I1U,, donde Uy ~ Unif [0, 1], el punto correspondiente
en la circunferencia tendré coordenadas (v/R cos(V), (v Rsen(V)). El algoritmo
queda de la siguiente manera:

1. Generar Uy, U, variables aleatorias independientes que se distribuyen uni-
forme en [0,1] , con estas variables se obtienen los valores de Ry V de la
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siguiente forma

R = —2log(Uh),

V = 211U,.

2. Se obtiene el valor de Z; y de Z5 con las siguientes ecuaciones

Zy = (VRcos(V),

Zs = (VRsen(V)).

3. Finalizar.
Marsaglia y Bray le hicieron ciertas modificaciones al algoritmo, reduciendo
problemas computacionales, esto es evadiendo la evaluacién del seno y del coseno.
Este método utiliza el método de aceptacion y rechazo para hacer una muestra
de puntos uniforme y después transformar estos puntos en variables aleatorias
normales. EL algoritmo es el siguiente: Mientras (X < 1)

1. Se generan U; y Us, U; ~ Uni|0, 1].

2. Con los valores generados en 1, se obtiene

Uy =2(U; —1), Uy =2(Uy —1).
3. Utilizando valores de 2
X =U}+U;

para obtener Y con la siguiente féormula

Y =+y—2log X/X.
4. Utilizando el valor de Y obtenido en 3, se tiene

Zy =U0,Y

Zy = UsY.

5. Finalizar.
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Método de aproximacién de la inversa de una normal

Aplicando el Método de la inversa a la distribucién normal, solo queda la eval-
uacién de ®~1. Se verdn ciertos métodos especificos para evaluar ®~1.
Como la distribucién normal es simétrica, se tiene:

& (1—u) = —0 (),

por esto, es suficiente evaluar @1 en el intervalo [0.5,1], y después usar la
propiedad de simetria para extender la aproximacién al resto de 1 intervalo
unitario. Beasley y Springer propusieron la siguiente aproximacién

3
Zn:O an(u B %)Qn-&-l

14+ 300 by(u— 3)2n+t

O (u) (4.18)

para 0.5 < u < 0.92, con constantes a, y b, dadas (ver figura 4.5). Cuando
u mayor a 0,92 se utiliza la funcién racional /log(1 — u). Moro encontré una
manera de aproximar las colas de la distribucién normal, esto es, remplazando
la segunda parte de la aproximacién de Beasley - Springer por una aproximacion
de Chebyshev, es decir

O Hu) ~ g(u) = Z cpllog(—log(l — w))]"0.92 < u <1, (4.19)

n=0

con ¢, constante dada también en la figura 4.5, usando que es simétrica se tiene

ap = 2.50662823884 by = —8.47351093090
a; = —18.61500062529 by = 23.08336743743
az = 41.39119773534 by = —21.06224101826
az = —25.44106049637 b3 = 3.13082909833

co = 0.3374754822726147 c¢5 = 0.0003951896511919
c1 = 0.9761690790917186 c¢¢ = 0.0000321767881768
co = 0.1607979714918209 c7 0.0000002888167364
cz3 = 0.0276438810333863 cg = 0.0000003960315187
cys = 0.0038405729373609.

Figura 4.5: Constantes para el Método de aproximacién de la inversa de la
normal.

O (u) ~ —g(1 —u), 0<u<0.08.

Con estas modificaciones, Moro encontré un error absoluto maximo de 3% 1072,
sobre el rango ®~1(—7) < u < ®~1(7). El algoritmo de Moro es el siguiente:
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1. Sea u un nimero aleatorio entre [0,1] y las constantes de la tabla 4.5, x
una aproximacién de ®~! entonces se toma

y=u—0.5.
Si|y| <0.42, ir a 2. Si |y| > 0.42, ir a 3.

2. Tomando u = y2, se encuentra el valor de z de la siguiente forma

_ ((asr +az)(r +a1))(r + ao)
Y (((((137’ +az)(r +a))(r+ag))(r+ 1)) '

Ir a 6.

3. Se toma r =u y si y > 0 entonces r = 1 — u, después
r = log(—log(r)).
4. Usando el valor de r dado en 4, se calcula

x={(co+r)(ci+7r)(ca+7r)(cs+r)(ca+7)(cs +7)(ce +7)(c7 +7)(cs + 7).

5 Siy<0yz=—x.
6. Finalizar.

El problema que se tiene cuando se calcula ®~!, es encontrar la raiz de x para
la ecuacién ®(x) = u, que al principio fue encontrada con alguno de los méto-
dos mencionados en la seccion (3.1). Un ejemplo de un método que produce
iteraciones es el método de Newton

O(x,) —u
o(zn)

esta ecuacion puede ser vista de la siguiente forma

Tp+1 = Ty

Tpi1 = Tp + (u— P(zy)) exp(—0.52, - 2, + ¢), ¢ = log(V2r).

Marsaglia, Zaman y Marsaglia recomiendan el punto inicial

zo = £/ — 1.610g(1.0004 — (1 — 2u))?],

donde el signo depende si u es negativa o positiva, y con este valor inical se
obtiene una muy buena aproximacién para ®~1(u). Un procedimiento para en-
contrar raices es 1util cuando se desea exactitud, pero si el fin es la rapidez, no
es necesario utilizar uno de estos procedimientos.
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Aproximacién de la funcién de distribucion Normal

Una aproximacion para una funcién de distribucién normal es necesaria para
muchas aplicaciones financieras, en esta subseccién, se presentardn dos métodos,
el primero es mas rapido y el segundo es més exacto, pero en general los dos
métodos son lo suficientemente buenos para la mayoria de las aplicaciones.

El primer método es conocido como la aproximacién de Hastings, y esta basado
en los siguientes pasos.

1. Dado un valor de z, y utilizando las constantes de la tabla (4.6) se obtiene

1
IRERET

s = b5t5 + b4t4 + b3t3 + b2t2 + byt

y = sexp(—0.52% — ¢).
2. Siz >0ira3sino,ir a4.
.y=1—y.

4. Finalizar.

by =  0.319381530 bs = 1.330274429
by = —0.356563782 p = 0.2316419
by = 1.781477937 ¢ = log(v/210)
by = —1.821255978.

Figura 4.6: Constantes para la aproximacion de Hastings.

El segundo método que se incluye es para generar una funcién acumulada de la
normal, es de Marsaglia, y como el método anterior, esta basado en encontrar
el ratio (1 — ®(x))/p(x), éste método es méds exacto que el de Hastings, pero al
momento de procesarlo es 3 veces mas tardado, pero ambos métodos son muy
rapidos y efectivos. El algoritmo es como sigue:

1. Con los valores de la figura (4.7), y elgiendo una z entre —15 y 15, se
obtiene
j = min(|z| + 0.5, ,14),

entonces
z=j,h=|z|—2a =041,

b=z2(a—1),q=1,8 =a+ hb.
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vy = 1.253314137315500 vg = 0.1231319632579329
vg = 0.6556795424187985 w9 =  0.1097872825783083
vg = 0.4213692292880545 w11 = 0.09902859647173193
vy = 0.3045902987101033 w12 = 0.09017567550106468
vs = 0.2366523829135607 w13 = 0.08276628650136917

ve = 0.1928081047153158 wv14 =  0.0764757610162485
vy = 0.1623776608968675 wvi5 = 0.07106958053885211
vg = 0.1401041834530502 ¢ = log(v/211).

Figura 4.7: Constantes para la aproximacién de Marsaglia.

2. Con los valores obtenidos en 1, para i = 2,4,6,...,24 — j se genera

a+zb
P
p= 2tz
1+ 1
q=qh®,

s = s+ q(a+ hb).

3. Siz >0, ir a cuatro, si no
y = sexp(—0.52% — ¢).
Ir a 5.

4. Calcula
y=1— (sexp(—0.52% —¢)) .

5. Finalizar.

Existen otros métodos para aproximar ® y &1, algunos de estos estdn basados
en la Funcion de Error, es decir

2 x
Erf(x) = ﬁ/o\ e_tzdt.

Se puede observar que para x > 0,

Erf(z) = 2(xv/2) — 1,®(z) = %[Erf(x/\/ﬁ +1)

Erf!(u) = \%@—1 (u —2|_ 1> , &7 (u) = V2Efr ! (2u — 1),
por esto, con un simple despeje, se puede encontrar el valor aproximado de ¢ o
de &1,

Estos métodos seran utiles en el futuro, ya que ciertas propiedades ayudarin a
reducir errores para el problema Monte Carlo.
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4.3.3. Meétodos para generar normales multivariadas

Como se vi6 en la seccién 3.3.1, la funcién de distribucién normal es especificada
por su vector de medias p y su matriz de covarianza . La matriz de covarianza
es vista de la siguiente forma

g1 P11 P12 ... Pid g1
02 P12 P22 Pd2 02
E =
od Pid P2d --- Pdd 0d

Usando cualquiera de los métodos vistos en la seccién anterior, se pueden generar
variables aleatorias normales independientes, Z1,..., Z4, v se les puede asignar
un vector Z ~ N(0,T).Por la propiedad de transformacién lineal (4.14)se sabe
que si Z ~ N(0,I) y X = pu+ AZ, entonces X ~ N(u, AAT), por lo que el
problema de encontrar X se reduce a encontrar una matriz A tal que AAT = ¥.

Factorizacién de Cholesky

Se desea encontrar A talque AAT = ¥, para esto la matriz més facil de utilizar
es una triangular inferior, ya que reduce el calculo de p+ AZ a

Xi=m+AuZx
Xo = o+ Ao Z1 + A Zs

Xpn=pa+AnZ1 + AgpZo + ... + AgaZy.

La representacién AA” = ¥ con A una matriz triangular inferior, es conocida
como la factorizacién de Cholesky para X, esto sélo sucede si ¥ es positiva
definida, y si ¥ es positiva definida, entonces la matriz A es tnica.

Para entender mejor este concepto, se manejara un ejemplo un poco abstracto,
pero ayudara a entender el método. Considerese una matriz de covarianza X,

representada como
N — 0'% g102p
= 2
g102p0 g5 )

Suponiendo que o1 > 0y g9 > 0, el factor de Cholesky es:

g1 0

pPO2 \ 1— p202 A
entonces, es posible encontrar una muestra de distribuciones normales aleatorias
bivariadas (u, ) resolviendo

X1 = +o012;
Xy = pig + poa + o2/ 1 — p?Zs.
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Para el caso en el que la matriz ¥ = AAT sea de dimensién dxd, (donde A;; es
el nimero en la columna ¢ renglén j de la matriz A, matriz triangular inferior),
para encontrar el factor de Cholesky, se deben resolver las siguientes ecuaciones,

S = A}
Yo1 = Ax Ay
Yo =AnAn

Sop = A3, + A3,

de:Ail—l—...—l—A?ld.

Esta expresion puede ser reducida en una sola de la siguiente forma

J
Si =Y AwAjk,j < i; (4.20)
k=1

de donde se obtiene

j—1
Aij = <E” ZA“CAJ]C> /Ajj,j <1, (421)

k=1

(4.22)

1—1
2
i — ZAik'
k=1

Entonces de las ecuaciones (4.20)-(4.22), se encuentra un algoritmo recursivo
para la factorizacion de Cholesky.

4.4. Movimiento Browniano y construccién de
una caminata aleatoria

Debido a la informacién dada en el capitulo 2, el movimiento Browniano ya no es
algo desconocido, pero para refrescar la memoria se mencionan las propiedades
mas importantes de este.

1. W(0) = 0.
2. La funcién t = W (t) es, con probabilidad 1 una funcién continua en [0, T1.

3. Los incrementos {W(t1) — W(to), W(ta) — W(t1),...,W(tx) — W(tr—1)}
son independientes para toda k y para toda 0 <tg <t; <... <t <T.
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4. W(tl) — W(tifl) ~ N(O,tl — tifl), paratoda 0 <t; 1 <t; <T.

Con las propiedades anteriores y usando las constantes gy o > 0, se conoce a
X (t) como un movimiento Browniano con drift u y coeficiente de difusién o2
entonces

X(t) — pt
o )
es un movimiento Browniano estandar. Entonces es posible construir a X de un

movimiento Browniano estdndar W fijando
X(t) = pt+ oW(t).

De aqui se sigue que X (tJN (ut, 0%t). Més atin, X resuelve la ecuacién diferencial

estocastica
dX(t) = pdt + odW (t). (4.23)

Si se hace el supuesto de que X (0) = 0, se tiene una normalizacién natural, pero
lo que se necesita es construir un movimiento Browniano con drift u, coeficiente
de difusién o2y valor inicial x, sumando z a cada uno de las X (¢). Si se supone
que p y o son valores deterministicos, pero variables con respecto al tiempo, es
posible construir un movimiento Browniano por medio de la ecuacién (4.23), es
decir por

X(t) = X(0) +/0 u(s)ds+/0 o(s)dW (s),

con X (0) una constante arbitraria, entonces el proceso X es un movimiento
Browniano, ya que tiene incrementos independientes y su caminata aleatoria es
continua, mds atn cada incremento X (¢t) — X (¢ — 1) se distribuye normal con
media

E[X(t) - X(t;)) = / " u(u)du

ti—1

/t t a(u)dW(u)] _ /t t o2 (w)du.

4.4.1. Construccion de una caminata aleatoria

y varianza

Var[X (t;) — X (t;—1] = Var

Para poder simular el movimiento Browniano, se deben simular valores (W (t1), W (t2), ..., W(ty))
o (X(t1),X(t2),...,X(tn)) para un conjunto de puntos fijos 0 < t; <ty < ...1¢,.

Como se sabe, los incrementos en el movimiento Browniano, son independientes

y se distribuyen normal, por lo que es posible simular el movimiento Browni-

ano por sus incrementos. Sean Z1, ..., Z,, variables aleatorias normal estandar

independientes, generadas por alguno de lo métodos utilizados en la seccion

(3.3.2). Para generar un movimiento Browniano, se fijan tc = 0y W(0) = 0,

para generar

W(ti+1) = W(tl) +\tiy1 —tiZiy1, 1=0,...,n— 1. (424)
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Para X ~MB(u,0?) con constantes u y o y dada X(0), se fija

X(ti+1) = X(tz) + N(ti-&-l - tl) + O'\/ti_;,_l - tiZi—Q—la 1= O7 vy — 1. (425)

Si se tienen coeficientes dependientes de la trayectoria, la recursion se transforma
en

tit1 tit1
X(ti1) = X(6:)+ / u(s)ds+ / o2(w)duZss1, i =0,...,n—1. (4.26)
t t

i i

Los métodos descritos en (4.24)-(4.26) son exactos, es decir la distribucién con-
junta de los valores simulados (W (t1),...,W(t,)) o (X(t1),...,X(t,)) corres-
ponden a la distribucién conjunta del movimiento Browniano en los mismos
puntos. Estos métodos hablan de exactitud en los puntos, pero no se tiene exac-
titud entre las t;s-. Este error es conocido como error de discretizacion, si se
reemplaza la ecuacién (4.26) por la aproximacién de Euler

X(tiv1) = X(t:) + p(ti)tivr — ) +o(ti)V/tiv1 —tiZiyr, i=0,...,n— 1.

En general se introduce el error de discretizacién hasta en los puntos t1,...,t,,
porque los incrementos no necesariamente tienen la media y la varianza ex-
acta. El vector (W(t1),...,W(t,)), es una transformacion lineal del vector de
incrementos (W (t1), W(t2) — W (t1) ..., W(tn) — W(tn—1)), y como estos incre-
mentos son independientes y se distribuyen normal, se sigue de la propiedad
de la transformacién lineal que se menciona en la seccién 4.3.1, en la ecuacion
(4.34), generar un vector como (W (ty),...,W(t,)), es andlogo a generar vec-
tores aleatorios con los métodos mencionados en la seccién anterior.

Aunque la construcciéon de la caminata aleatoria satisface la mayoria de las
aplicaciones, es interesante y algunas veces 1til, considerar alternativas distintas
para métodos de muestreo.

Para aplicar cualquier método de los vistos en la seccién 4.3.3, es necesario
encontrar el vector de esperanzas y la matriz de coovarianza para el vector
(W (t1),...,W(t,)). Para el movimiento Browniano estdndar, se sabe que E =
[W(t;)] = 0, esto es por definicién. Para encontrar la matriz de covarianza,
considérese cualquier tiempo entre 0 < s < t < T, usando que los incrementos
en el movimiento Browniano son independientes se obtiene,

Cov[W (s), W(t)] = Cov[W (s), W(s) + (W (t) — W(s))]

= Cov[W (s), W(s)]Cov[W (s), W(t) — W(s)] (4.27)
=s5+0=s.
Sea C' la matriz se covarianzas de (W(t1),..., W(¢,)), entonces

Cij = ml’n(ti,tj). (428)




4. Simulacién Monte Carlo 97

Factorizacion de Cholesky

Notando que el vector (W (t1),...,W(tn)) ~ N(0,C) con C la matriz con en-
tradas de la forma de (4.28), es posible simular este vector como AZ, donde
Z=(Z1,...,Z,)" ~ N(0,I), y A satisface AAT = C. El método de Cholesky
discutido en la seccién 3.3.3, toma a A como una matriz triangular superior.
Para C' como en la ecuacién (4.28), la factorizacién de Cholesky esta dada por

NG 0
Vi Vo=t ... 0

Vi Ve =t oo V=t _

En este caso, generar el vector (W (t1),..., W (t,)) como AZ, es simplemente la
representacién matricial de la recursién dada por la ecuacién (4.24).

Para un movimiento browniano con los parametros p y o2, el factor de Cholesky
es 0 A, con el i-ésimo componente del vector de esperanza ;i y matriz de co-
varianza 02C' y de nuevo se observa que el método de Cholesky coincide con la
recursién de incrementos (4.25).

4.5. Movimiento Browniano Geométrico y sus
aplicaciones

En el capitulo 2 se mostré la definicién (4) de movimiento Browniano ge-
ométrico, este movimiento pude ser visto como la exponencial del movimiento
Browniano ordinario, es decir S(¢) es un movimiento Browniano geométrico,
si log S(t) es un movimiento Browniano con valor inicial log S(0). A diferencia
del movimiento Browniano, el movimiento Browniano geométrico siempre toma
valores positivos, ya que la funcién exponencial no admite nimeros negativos,
esta propiedad es una muy deseable para los modelos financieros, mas ain, en
el MBG los cambios porcentuales

S(ta) —S(t1) S(ts) — S(t2) S(tn) — S(tn-1)
S(t1) ’ S(ts2) Y S(tn-1) ’

(4.29)

son independientes para t; < ty < ... < t,. Estas propiedades explican el
porque se utiliza el movimiento geométrico Browniano para modelar el precio
de los activos en lugar de usar el movimiento Browniano ordinario.

PROPOSICION. 6

Supongase que se tiene un movimiento Browniano W, y que X satisface la
ecuacién (4.23), entonces X ~ M B(u,0?). Si S(t) = S(0)exp(X(t)) = f(X (1))
fija (como en la ecuacién (2.11)), entonces aplicando la férmula de Ité se de-




98 4.5. Movimiento Browniano Geométrico y sus aplicaciones

muestra que

aS(t) = F/(X()AX (1) + 5o /" (X ()it

— S(0)exp(X (1)) [udt + odW ()] + %JQS(O)eXp(X(t))dt (4.30)

= S(t)(u+ %UZ)dt + S(t)odW (t).

Sin embargo, el movimiento Browniano Geométrico generalmente es represen-

tado por

ds(t)

—— = pdt + odW (t 4.31
esta expresion sugiere un modelo Browniano para el retorno instantaneo dS(¢t)/S(t).
Si se comparan las ecuaciones (4.30) y (4.31), se encuentra que los modelos son
incosistentes y que existe cierta ambigiiedad al momento de hablar de u, ya que
en la ecuacién (4.30) es el drift del movimiento Browniano S(t) definido como
S(t) = S(0) exp(X(t)), mientras que en la ecuacién (4.31), S(t) tiene drift pS(¢)

y la ecuacion (4.31) implica

dlog S(t) = (u — %Uz)dt + odW (). (4.32)

La ecuacién (4.32), puede ser verificada aplicando 1t6, o comparando la ecuacién
(4.31) con la ecuacién (4.30).

Para aterrizar las cosas, se define a un movimiento Browniano Geométrico como
en la ecuacién (4.31), este tiene drift u y pardmetro de volatilida o, el coeficiente
de difusién para S(t) es o2.

En la ecuacién (4.32), se observa que si S ~MBG(u, 02), y si S tiene valor inicial
S(0), entonces

S(t) = S(0) exp([ — %02]15 + oW (8). (4.33)

Un procedimiento util para simular valores para S en 0 =ty <t <...<t, es

1
S(ti+1) = S(tl) exp ([/J — 50'2](ti+1 — ti) + 0\/ti+1 — tiZm'+1> s (434)

para i € [l,n — 1], Z1,..., Z, se distribuyen normal estandar.

El método es til en (4.34) ya que las Wi son independientes y se distribuyen
normal. En si, la ecuacién (4.34)es equivalente a aplicarle la exponencial a ambos
lados de (4.25) y reemplazar p por p — %02. Si se desea agregar parametros
dependientes de la trayectoria, se debe aplicar exponencial a ambos lados de

(4.26).

Distribucién Logonormal

Si S ~MBG(u,0?), entonces la distribucién marginal de S(t) es la exponencial
de una variable aleatoria normal , esta es conocida como distribucién logonor-
mal.
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DEFINICION. 13
Se dice que Y ~LN(u, 0?), si la variable aleatoria Y tiene la distribucién exp(p+

0Z), Z ~ N(0,1). Esta distribucién est4 dada por

P(Y <y)=P(Z < [log(y) — ul/o)
o (log(y) - M) (4.35)

g

v funcion de densidad dada por

Ly <10g(y) —u) . (4.36)

yo o

DEFINICION. 14
La esperanza y la varianza de la distribucion mostrada en la definicién estan
dadas por

E[Y] = ett37 | Var[Y] = 2+ (6‘72 — 1) . (4.37)

Analizando estas ecuaciones, se encuentra que si S ~MBG(u,0?), entonces
(S(8)/8(0)) ~ IN([u — Lo?]t, o2¢), y

E[S(t)] = e"*S(0), Var[S(t)] = e25%(0) (eazt - 1) . (4.38)
En resumen lo que se tiene es
E[S(t)|S(7),0 < 7 < u] = E[S(t)|S(u)] = "~ S(u), u < t, (4.39)

que es una expresién andloga a una esperanza condicional. La primera igualdad
en (4.39), es la propiedad de Markov (ver apendice), y la segunda igualdad se
da por la generalizacién de la ecuacién (4.33).

La ecuacién (4.39) indica que p actua como el promedio de la tasa de crecimien-
to para S, puede ser vista como la sort del promedio de la tasa compuesta de
retorno continua. Si se tiene una muestra de trayectorias de S, el panorama cam-
bia, por esjemplo para un movimiento Browniano W, se tiene que t "W (t) — 0
con probabilidad 1. Para S ~ MBG(y, 0?), entonces,

1 1
— log S(t) — p— 502, (4.40)

con probabilidad 1, por lo que se concluye que pu — %(72 sirve como la tasa
de crecimiento sobre esta trayectoria. Si esta expresién es positiva, S(t) — oo
cuando t — oo, si es negativa entonces S(t) — 0.

Suponga que existe un modelo con p—10? < 0 < p de la ecuacién (4.39) ademds
se tiene que E[S(t)] crece exponencialmente, sin embargo el valor de S(¢) tiende
a 0. Este comportamiento es explicado por el comportamiento de la distribuciéon
de S, ya que aunque S tiende a cero, con el paso del tiempo, S puede obtener
valores tan grandes que hacen que el valor de la media crezca de esta forma.
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4.5.1. Opciones dependientes de la trayectoria

El fin que se tiene es simular trayectorias del movimiento Browniano Geométri-
co para encontrar el precio de una opcién, pero esto no es sélo para encontrar
el valor de una opcién simple si no para encontrar el valor de una opcién de-
pendiente de la trayectoria, como se ha mencionado, estas opciones son las que
dependen de la trayectoria que toma el activo subyacente S durante el tiempo,
y no simplemente encontrar el valor S(T') para alguna T fija.

Como se vié al principio del capitulo, el valor de una opcién puede ser repre-
sentado por la esperanza del valor presente del pago la ecuacién (4.51). Este
precio es estimado por simulacién, es decir, generando trayectorias del activo
subyacente, después, traer a valor presente cada trayectoria y al final sacar el
promedio de los valores obtenidos.

Dinamicas neutrales al riesgo

El punto esencial de esta seccién, es la medida de probabilidad con respecto a la
cual la esperanza es encontrada, la pregunta que nace con repecto a este punto
es como se va a descontar el valor de la opcion. El chiste es saber como se deben
generar las trayectorias del activo subyacente, especificamente cuando se habla
de movimiento Browniano Geométrico se debe prestar atencién en como se va
a elegir el valor del drift p.

Se empieza por asumir que existe una constante que serd una tasa de interes
compuesta, continua y libre de riesgo, a esta constante se le conoce como r,
entonces si se presta un peso, al tiempo ¢ el valor del peso serd e".

Para poder obtener el precio bajo la medida libre de riesgo, se debe descontar
el pago que se recibira al tiempo ¢, es decir se divide el valor del activo entre
ert.

Ahora supdnga que existe una acciéon S que no paga dividendos, entonces bajo
la medida neutral al riesgo, el precio descontado S(t)/e" es una martingala, es
decir,

S(u) S(t)
o = E ot [{S(7),0 <7 <u}|. (4.41)
Comparando la ecuacién (4.41) con (4.40) se observa que si S es un movimiento
Browniano Geométrico bajo la medida libre de riesgo, entonces u = r, es decir

a5(t) = rdt + oW (t). (4.42)

Como se mencioné en el capitulo 1, la tasas libre de riesgo es 1til, ya que en el
mundo libre de riesgo todos los activos tienen la misma tasa de interes, es decir
los que invierten no pueden demandar una tasa de interes més alta por poseer
una activo de alto riesgo.




4. Simulacién Monte Carlo 101

4.6. Control de variaciones

Este es uno de los métodos maés certeros para aumentar la eficiencia de la simu-
lacion Monte Carlo. Ademas es el método mas utilizado en técnicas de reduccién
de varianza. Lo que hace este método es tomar la informacién de los errores de
las cantidades conocidas para poder estimar los errores de las variables descono-
cidas.

Sean Y7,...,Y, los outputs de n simulaciones, es posible decir como ejemplo
que Y; es el valor descontado de un derivado en la i-ésima trayectoria, tambien
suponga que las Y; son independientes e identicamente distribuidas, entonces
para poder ejemplificar el método, se dice que el fin es encontrar E[Y;]. Para
la esperanza, se tiene un estimador que es conocido como la media muestral, es
decir Y = Z?Zl Y;/n, este estimador cuando n — oo converge con probabilidad
1.

Suponga también que en cada simulacion, se obtiene otro output junto con
Y conocido como X, en cada una de la replicaciones se obtiene el par (X;,Y;),
ademds este par es independiente e identicamente distribuido y que E [X] existe,
entonces para cualquier b fija se puede calcular para la i-ésima replicacién,

Yi(b) = Y; — b(XE[X]),
para después calcular

Y(b) =Y -bX -E[X]) =)

Y, - }/;_b(Xi_E[X])’ (443)

que es la media muestral.

La ecuacién (4.43), es un estimador de control de variaciones, y el error obser-
vado X — E[X], sirve como control al momento de estimar E[Y].

Como estimador de variaciones, la ecuacién (4.43) es bueno, ya que

EY (b) = EY — b(X — E[X]) = E[Y] = E[Y],

por lo que se concluye que es imparcial, también es consistente porque con
probabilidad 1

n n

" Y; " Y; —b(X; — E[X
hmn%oZLm = limp, oo »_ — b(X: — ElX))
=1 =1

E[Y — b(X — E[X])]
E[Y].

Cada Y;(b) tiene varianza
Var|Y;(b)|] = VarlY; — b(X; — E[X
0] = Varlys ~ o0 BIXD] a
=0y — 2boxoypxy +b ox =0 (b)7

donde 0% =Var[X], 03 =Var[Y] y pxy es la correlacién entre X y V. El
estimador de control de variaciones Y (b) tiene varianza o2(b)/n, mientras que
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la media muestral ordinaria Y tiene varianza o /n, por lo tanto, el estimador
de variaciones tiene menor varianza si

b20'X < 2b0ypxy.

Existe un coeficiente éptimo que minimiza la varianza, conocido como b* dado

por
b — gy COV[X,Y]

T ox  Var[X]
Si se sustitiye el valor de b* (4.45) en la ecuacién (4.44), el rango de la varianza
del estimador 6ptimo controlado es
Var[Y — b*(X — E[X])]
Var[Y]

(4.45)

=1—pky. (4.46)

Se utiliza la ecuacién (4.46) solo si b* es conocido. En la practica, el objetivo
es encontrar E[Y], si esta ya es conocida, entonces es lo mismo si se conoce oy
0 pxy. Sin embargo, se obtienen més beneficios si el estimador b* es utilizado.
Por ejemplo, si en (4.45) se reemplazan los pardmetros de poblacién por los
pardmetros muestrales, se obtiene

bA _ Z?:l(Xl - X)(Yzi Y)
! Z?:1(Xi *X)

Dividiendo entre n el numerador y el denominador, aplicando la ley fuerte de
los grandes numeros, se observa con probabilidad 1 que by — b*, lo que sugiere
utilizar el estimador Y (b,) que es la media muestral de Y;(b,,).

Si se desea hacer una interpretcién geométrica, la ecuacién (4.47) puede ser vista
como la pendiente de una regresién lineal que pasa por (X;,Y;) utilizando los
minimos cuadrados para encontrar la recta ajustada. El poder asociar el control
de variaciones con una regresién es importante, ya que ayuda a hacer un analisis
estadistico de los estimadores de control de variaciones.

Para poder entender mejor el método de reduccién de variaciones, se dan los
siguientes ejemplos.

La reduccion de variaciones para activos subyacentes

En la valuacion de opciones el activo subyacente es muy improtante, este puede
servir como una muy buena fuente para el control de variaciones. Anteriormente,
se ha mencionado que es muy importante la abstinencia del arbitraje, y este
requerimiento es equivalente a decir que el valor presente del precio de activo es
martingala, lo que da un buen control de variaciones ya que por sus propiedades,
la esperanza de cualquier martingala a cualquier tiempo futuro es su valor inicial,
es decir, si se hace el supuesto de que se esta trabajando bajo una medida neutral
al riesgo y que la tasa de interés es la constante r, si (S(t) es el valor del activo
entonces exp(—rt)S(t) es una martingala y Elexp(—rt)S(T)] = S(0).

Ahora supénga que se estd valuando una opcién S(t) con funcién de pago Y,
con esta informacién, es posible armar un estimador de control de variaciones

(4.47)

% Do (¥ = bSA(T) — e TSO))),
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también es posible utilizar el estimador correspondiente reemplazando b por b.
SiY =e "T(S(T)— K)™, se estd valuando un call estandar, y la efectividad del
control de variaciones depende el valor de K, por ejemplo, si K = 0, se tiene una
correlacién perfecta y mietras K va creciendo, la correlacion va disminuyendo.
Meétodo de control de varicaiones para opciones.

Por lo regular, la simulacién es utilizada para valuar opciones complejas, pero
aveces también es 1til para opciones no tan complicadas. Por ejemplo, aunque se
cuente con el planteamiento de Black-Scholes, existen opciones dependientes de
la trayectoria que sélo se pueden resolver con simulacién, y la formulacién para
estos problemas también sirve para opciones con menor dificultad. En particular,
si se desea valuar opciones asiaticas, el siguiente promedio aritmético puede ser
utilizado

Sa- L3 T, (4.48)

donde la simulacién es ecesaria, ain cuando S sea un movimiento browniano.
Sin embargo, a diferencia de las asiaticas, los call y put con promedio geométrico

n 1/n
Sg = (H S(t,-)) . (4.49)

Entonces las opciones vistas como Sg pueden ser usadas como control de varia-
ciones al momento de valuar S4.

Por 1ltimo se da el ejemplo de las dinamicas tratables, supénga que se desea
valuar una opcién para la cual sus dindmicas estan modeladas por

——2 =rdt + o(t)dW(t),

donde o(t) puede ser funcién de S(t) o puede ser una funcién estocéstica. Es
posible aproximar S(t) para las fechas t1,...,t, con la siguiente expresién

1
S(ti+1) = S(tl) exp ([7" — 50’}(ti+1ti) + J\/ti+1 - tiZi+1> 5

donde las Z; ~ N(0,1) y son independientes. Cuando se habla de un modelo es-
tocastico con respecto a la volatilidad, una segunda recursiéon podria determinar
la evolucién de o(t;). Supongase que la opcién que se desea valuar solo puede
ser tratada si su activo subyacente es un movimiento Browniano Geométrico,
entonces, con S se simula

~ 1. B
S(ti+1) = S(ti) exp ([T — 50‘](ti+1ti) +0 ti+1 — tiZiJrl) s

para alguna ¢ constante y para la misma sucesion de Z;. También se tiene que
S(0) = S(0), entonces si se valiia una opcién tipo call con valor de ejercicio K y
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fecha de expiracion t,,, es posible encontrar un estimador controlado utilizando
replicaciones independientes de

(S(tn) — K)* —b ((S(tn) ~ Kt —E[(S(,) - K)*D .

Sin tomar en cuenta el factor de descueto, la esperanza de la derecha estd dada
por la ecuacién de de B&S.

Con estos ejemplos, se observa para que sirve el método de control de varianza,
pero, falta hablar de los cambios que este método hace en la interpretacion
estadistica de la simulacién.

Es muy importante que al momemnto de introducir técnicas de reduccion de var-
ianza, se analicen las variaciones que estas le pueden causar a la interpretacion
estadistica de los outputs. Al momento de realizar un proceso, los outputs obet-
nidos son independientes e imparciales, y calcular intervalos de confianza para
Su esperanza no es un gran lio, pero para algunas técnicas, lo es, un ejemplo
seria cuando se introduce dependencia entre las replicaciones para la técnica de
reduccién de variaciones. Si se introduce el estimador b, dado por la ecuacién
(4.47). Para cualquier b fija, Y (b) es el estimador de control de variaciones,
donde éste es la media muestral para ¢ replicaciones independientes Y;(b), en-
tonces, cualquier intervalo de confianza algo valido para E[Y] estd dado por

Y () + zmﬁg,

donde 25/, es el (i —0/2) cuartil de la distribuciéon normal (®(z;5/2) = (1 —9/2)
y o(b) es la desviacién estandar dada por cada una de las replicaciones.

En la practica, o(b) es deconocida, pero puede ser estimada cudando la muestra
estandar de la desviacién dada por

(4.50)

S0) = || —— S (i) - V()2

n—1:4
i=1

El intervalo de confianza dado en la ecuacién (4.50), es asintGticamente vélido si
se sustituye o(b) por s(b), y como una cosecuencia del limite de la distribucién
se obtiene o

Y(®) - ElY

YO —EY . nio.1).

a(b)/v/n

Por otro lado si se reemplaza el valor de b por el valor estimado b, dado por
(4.47), el estimador dado anteriormente seria

y como b,, — b*, se tiene

V(Y (by) = Y (b)) = (by — b) - V(X — E[X]) = 0- N(0,0%) =0,
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por lo tanto Y (by,) satisface el teorema del limite central, igual que Y (b*). Lo
que implica que Y (b,) es tan preciso como Y (b*). Mas aun el estimador b,
cumple R
Y(bn) —E[Y]
5(bn)/Vn

con s(by,) la desviacién estandar de la muestra de las Y;(b,), ¢ = 1,...,n, porque
5(bn)/o(b*) — 1. En particular, el intervalo de confianza dado por (4.47) es
vélido si se reemplazan Y (b) y o(b) por Y (b,) y s(by,), aunque el intervalo haya
sido calculado con b*, que es el coeficiente 6ptimo.

Es facil crear un estimador asitonticamente valido para los intervalos de confian-
za del estimador para control de variaciones. Mas aun, si n es grande, obtiene los
mismos beneficios al usar by, que al usar b*. Sin embargo para n finita, los costos
por usar un estimador en lugar del coeficiente 6ptimo, pueden ser grandes.

= N(0,1),

4.7. Simulacién Montecarlo para opciones ame-
ricanas

Para tener una idea de lo que es la aproximacién Monte Carlo, se calculara la
esperanza del valor presente del pago de una opcion tipo call. Este no serd el
precio de la opcion, pero tienen una relaciéon muy importante.

En el capitulo 1 seccién 2, el pago de la opcién call al tiempo T estd dado por
(St — K)T = max {0, St — K}. Para encontrar el valor presente se multiplica
por e~ "t con r una tasa de interes continua, entonces la esperanza del valor
presente es

Ele "T(Sr — K)*]. (4.51)

Para que esta ecuacién tenga significado, se debe conocer la funcién de distribu-
cién de S(T'), para esto recuerde que en el capitulo 1 seccién 4, se obtuvo que
el precio de una opcién y su aproximacion estd dado por la ecuacién (2.31), es
decir,

ds Sttar — St
— =od dt ~ —————
5 odW + p S, ,

donde W es un movimiento Browniano, de esta forma, se puede conocer el valor
de la funcién de distribucién, pero ese es uno de los fines de este capitulo.
Para poder atacar de raiz el problema, es necesario empezar con los principios
de simulacién, primero se generan nuimeros aleatorios y por ultimo se simula el
valor de la opcién.

4.7.1. Valuacién de opciones americanas por aproximacién
de minimos cuadrados.

En esta seccion se mostrara la valuacion de opciones americanas, lo que se hara es
aproximar el valor de la esperanza condicional usando la informacién de las
trayectorias simuladas para después encontrar el valor de la opcion. La esperanza
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que se va a aproximar es E[e"AtY; x| ], donde Yy = méax(K — St,0) al
tiempo final, después este valor puede cambiar tal como se verd adelante.

Para esto suponga que se tiene un activo que se valua en un espacio de prob-
abilidad completo (2, F,P) y un tiempo de vida finito [0, 7], donde el espacio
de estados € es el conjunto de todos los posibles valores estocéasticos que puede
tomar el activo en el mercado en el intervalo de tiempo de vida de este. Sea
F = F;;t € ]0,T] la filtracién generada por todos los posibles valores que puede
tomar el activo, y se hace el supuesto de que Fr = F. Para eliminar el arbitra-
je,se dice que existe una medida de probabilidad equivalente Q.

El interés que se tiene en esta seccién es valuar opciones americanas en un
tiempo de ocurrencia desde 0 hasta 7. Lo que se hard es restringir la atencion
en derivados cuyos pagos sean funciones del tipo £2(£, F, Q). Se puede decir
que el valor de una opcién americana es quel que maximiza el valor presente
de los flujos de efectivo de la opcién, donde el maximo esta dado por el valor
obtenido en los tiempos de paro dado la filtracion.

Con lo anterior, se tienen las bases probabilisticas para poder aproximar la
esperanza condicional por minimos cuadrados. Para estos se necesita el siguiente
teorema.

TEOREMA. 14

Sea Y una variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad (Q,F,P)
tal que EY? < 00. Si D C F es una o-algebra, entonces para cualquier variable
aleatoria D-medible tal que EZ? < oo se tiene que

E(Y -2)*>E(Y —E(Y|D)), (4.52)

v la igualdad se alcanza si y sélo si Z =E (Y| F).

Demostracion
Se sabe que

E(Y - 2)’ =E(Y —~E(Y|D))’ +E(Z -~ E(Y| D))’
—2E((Y -E(Y[D))(Z-E(Y|D))),

y como E|Z —E(Y|D)| < oo, E(Y —E(Y|D))(Z-E(Y|D))| < o0y
(Z_E(Y|D)) es D-medible entonces

E(Y -E(Y|D))(Z-E(Y|D))|D) =0,
y por lo tanto
E(Y - Z)?=E(Y —-E(Y|D)>+E(Z-E(Y|D))?,

de donde se sigue el resultado.
La igualdad en (4.52) se da si y sdlo si E (Z — E (Y| D))* = 0.

O
Este teorema tiene mucha fuerza, ya que con éste se asegura la existencia del
minimo y se muestra, es decir E[(Y —E[Y'|D])?] es el minimo para toda variable
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aleatoria aunque no sea D—medible, ya que si es D—medible, E[(Y —E[Y'|D])?] =
0. Tambén es muy importante para lo que se hard en esta seccién, porque esta-
mos aproximando la esperanza condicional por minimos cuadrados, el minimo
es este teorema es un esperanza condicional, usando esto, obtenemos la aproxi-
maciéon minima a la esperanza condicional.

Supongase que se quiere valuar una opcién americana simple, lo que se quiere
también es encontrar el tiempo 6ptimo de ejercio. En pocas palabras, lo que se
quiere es lo siguiente; supongase que en la fecha de expiracién del contrato, la
estrategia dptima para la opcién americana es ejercer si la opcién esta in the
money (esto significa que la opcién puede ser ejercida, en el mercado de dinero
este es el término utilizado, en espefiol se traduce como en el dinero), antes del
momento de expiracion, la estrategia 6ptima de ejercicio es comparar el valor
de ejercicio inmediato con el valor aproximado de la esperanza condicional, y
ejercer si el valor de ejercicio inmediato es mayor al valor de la aproximacion de
la esperanza condicional.

Teniendo las bases tedricas para el método de aproximaciéon por minimos cuadra-
dos, se dara un breve ejemplo para entender esta aproximacién.

Como se mencion6 anteriormente, el objetivo es valuar una opcién americana
simple, serd una opcion tipo put, el precio de ejercico para el put es de K =1.10,
y que nuestro periodo de tiempo lo dividimos en 1,2 y 3, donde 3 es la fecha de
expiracién , tambien se tiene que la tasa de interes libre de riesgo es 0.06, como
este ejemplo sélo es para mostar como funciona el algoritmo, sélo usaremos 8
trayectorias aleatorias para simular los valores de las acciones, a estas se les
llamara matriz de precios de las acciones

Trayectoria to t1 to ts

1 1.00 1.09 1.08 1.34
1.00 1.16 1.26 1.54
1.00 1.22 1.07 1.03
1.00 093 097 0.92
1.00 1.11 1.56 1.52
1.00 0.76 0.77 0.90
1.00 0.92 0.84 1.01
1.00 0.88 1.22 1.34.

00 J O U W N

El objetivo sera establecer la regla de paro que maximiza el valor de la opcion el
algin punto a lo largo de la trayectoria, como el algoritmo es recursivo, lo que se
debe hacer es empezar con definir la estrategia 6ptima para el tiempo 3 y seguir
calculando hasta llegar al tiempo cero, la estrategia 6ptima para el tiempo 3
estd dada por max(K — S,0) > 0 y se ve reflejada en la siguiente matriz llamada
mariz de flujo de efectivo
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Trayectoria t1  is t3
1 — 0.00
— 0.00
— 0.07
— 0.18
— 0.00
— 0.20
—  0.09
— 0.00.

0 J O Ui Wi

Hasta ahora el valor no diferencia si es americana o europea, ya que en este
momento los valores son iguales.

Al tiempo 2 se debe hace una validacién y preguntar, si la opcion esta in the
money *, el posedor de la opcién debe decidir si ejercer o mantener la opcién
hasta el tiempo 3, para tomar esta decisién debemos hacer una regresiéon para
calcular la esperanza condicional , para esto se necesita X que serd el el valor de
la accion en el tiempo 2, est es obtenido de la matriz de precios de las acciones, y
para las 5 trayectorias que la opcién esta in the money tenemos la Y que seré el
valor presente de la opcion si ésta no es ejercida al tiempo 2, los valores de X y
Y para el tiempo 2 estan dados por

Trayectoria X Y
1 0.00 x 0.94176 1.08
2 - -
3 0.07 x 0.94176  1.07
4 0.18 x 0.94176  0.97
5 I J—
6 0.20 x 0.94176  0.77
7 0.09 x 0.94176 0.84
8 I I

para calcular la esperanza condicional del valor presente de la opcién al tiempo
2, se debe correr una regresién para Y sobre las constantes X y X?2. El resultado
para esta regresién estd dado por E[Y|X] = —1.070 + 2.983X — 1.813X2. Con
el valor de esta esperanza condicional, se puede encontrar el valor éptimo de
ejercicio al tiempo 2 comparando el valor del ejercicio inmediato al tiempo 2 con
el valor dado por la esperanza condicional, el la siguiente tabla se encuentran,
en la primera columna el valor de ejercicio inmediato y el valor de la estimacion
en la segunda,

4Se usa esta expersién para decir que es conveniete ejercer la opcién, es decir si méx(K —
S,0) > 0 entonces se decide que la opcién is in the money.
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Trayectoria Ejercicio Inmediato  Estimacion

1 0.02 0.0369
2 - N
3 0.03 0.0461
4 0.13 0.1176
5 I I
6 0.33 0.1520
7 0.26 0.1565
8 I N

si el valor de ejercicio inmediato es mayor al valor estimado, entonces se ejerce,
y la matriz de flujo de efectivo de actualiza de la siguiente formas:

Trayectoria  t; to t3
1 — 0.00 0.00
2 — 0.00 0.00
3 — 0.00 0.07
4 — 0.13 0.00
5 — 0.00 0.00
6 — 0.33 0.00
7 — 0.26 0.00
8 — 0.00 0.00

se observa que en las trayectorias 4,6 y 7 el ejercicio es éptimo, por lo que se
decide ejercer al tiempo 2, si se observa el tiempo 6ptimo de ejercicio al tiempo
3 ha cambiado, esto es porque si la opcién es ejercida en algun momento, no
existen flujos de efectivo posibles para tiempo futuro, ya que la opcién sélo
puede ser ejercida una vez.

Para el tiempo 1, con la matriz de precios de las acciones, se observa que hay 5
trayectorias que se encuentran in the money, para estas, igual que en el tiempo
2, Y es el valor presente de los flujos de efectivo futuros, cabe destacar, que al
tiempo 2 el valor de Y es calculado con distintos valores, esto es proque la opcién
s6lo puede ser ejercida en una ocacién, entonces si la opcion es ejercida en el
tiempo 3, se debe traer a valor presente dos periodos, igual que en el tiempo
anterior, X representa el valor de la opcién al tiempo 1 de las acciones que se
encuentran in the money, los vectores que representan a X y a Y para el tiempo
1 estan dados por

Trayectoria X Y
1 0.00 x 0.94176 1.09

0.13 x 0.94176  0.93
0.33 x 0.94176  0.76
0.26 x 0.94176  0.92
0.00 x 0.94176  0.88

0O U Wi
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como en el tiempo anterior, la esperanza condicional estimada estda dada por
E[Y|X] = 2.038 — 3.335X + 1.356 X2, y si se sustituye el valor de X se obtiene

Trayectoria Ejercicio Inmediato  Estimacion

1 0.01 0.0139
2 N N
3 - N
4 0.17 0.1092
5 — —
6 0.34 0.2866
7 0.18 0.1175
8 0.22 0.1553

si se hace la comparacién para encontrar el ejercicio éptimo y se encuentra que
en las trayectorias 4,6,7 y 8 el ejercico es éptimo por loq que la matriz de ejercico
optimo se actualiza de la siguiente manera

Trayectoria t1 to t3
1 0.00 0.00 0.00
2 0.00 0.00 0.00
3 0.00 0.00 0.07
4 0.17 0.00 0.00
5 0.00 0.00 0.00
6 0.34 0.00 0.00
7 0.18 0.00 0.00
8 0.22 0.00 0.00.

Con la matriz anterior, se puede definir una matriz de paro éptima, esta matriz
esta dada por 1 si se ejerce la matriz y 0 si no, y es la siguiente

Trayectoria t; to 3
1 0 0 O
2 0 0 O
3 0 0 1
4 1 0 0
5 0 0 O
6 1 0 0
7 1 0 0
8 1 0 O

Con lo anterior se tiene una matriz que identifica el tiempo de paro éptimo y
los flujos de efectivo de la opcién Americana tipo put, con estos flujos, se puede
valuar la opcién trayendo a valor presente los flujos de efectivo de cada una de las
trayectorias en donde el flujo de efectivo sea mayos a cero, y después promediar
estos valores. Para una opcién americana, el promedio del valor presente de los
flujo de efectivo es 0.1144, en cambio el valor presente de los flujos de efectivo al
tiempo 3 es de 0.0564, este valor es equivalente al valor de una opcién europea
del mismo tipo, y se observa que el valor es casi la mitad del de una americana.
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Lo que muestra éste algoritmo es una manera de encontrar el valor de la op-
cién junto con su matriz de paro 6ptimo utilizando aproximacién por minimos
cuadrados, se puede observar que no es un método dificil. En resumen lo que
se hace es simular n trayectorias de cada una de estas, se tiene el valor de las
acciones hasta la fecha de expiracién de la opcién, como el algoritmo es recur-
sivo se empieza en el tiempo T y se hace la evaluacién de ejercicio 6ptimo, al
tiempo T la opcién americana vale lo mismo que la Europea y al tiempo T — 1,
se evalua si es éptimo ejercer en ese momento. Para saber si es éptimo,se revisa
si la accién se encuentra in the money, si estd, entonces se calcula el valor de
ejercicio inmediato y se compara contra el valor estimado, si el valor de ejercicio
inmediato es mayor que el valor estimado, entonces es conveniente ejercer. A
partir de esta decisién, se forma la matriz de tiempo de para 6ptimo. Si el posee-
dor ejerce en el tiemo T — 1 entonces al tiempo T el poseedor no podré ejercer,
ya que la opcién puede ser ejercida s6lo una vez. Para encontrar el valor de la
opcién se traen a valor presente los valores en donde la opcién es ejercida, por
ejemplo, si la opcidn se ejerce en el tiempo 3, se trae a valor presente 3 periodos
y asi para cada una de las trayectorias.

Este algoritmo es muy ttil, ya que aparte de calcular el valor de la opcién, da
la matriz de tiempo de paro 6ptimo, es un algoritmo 1til y sencillo.
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Conclusiones

Todos los modelos son perfectibles y por lo tanto no es sencillo tomar partidor
algin modelo en especial. Los modelos expuestos en este trabajo son de gran
utilidad, pero cada uno tiene sus fortalezad y debilidades.

Modelo Ventajas Desventajas Utilidad
Binomial de - Sencillo de plantear. - Sélo es de un Es un modelo que
un periodo - No tiene muchos periodo. se utiliza cuando

supuestos.
-Es muy rapido.

-Se crea un portafolio

-No es muy preciso.

se desea tener una
idea del valor
de la opcién.

cobertura.
Binomial - Es fécil de plantear. - No es muy exacto.  Es un modelo que
multiperiodo - No tiene muchos - Si se requieren es util cuando se
supuestos. muchos periodos se requiere una
-Es rédpido cuando son convierte en un valuacién rapida y
pocos periodos. modelo inutilizable.  no muy exacta.
-Se crea un portafolio
cobertura.
Métodos - Son algoritmos - Existe el riesgo del ~ Son modelos titiles
numéricos sencillos donde sdlo error por redondeo. es 1til cuando se
depende de 3 puntos - La implementaciéon requiere una
puntos antes o después. 1o es muy sencilla. valuacion rapida y
-Existen métodos -No crea portafolio no muy exacta.
para medir estabilidad  cobertura.
y convergencia.
Simulacién - Es muy exacto. -Tiene muchos Es un modelo
Montecarlo -Es facil de supuestos. muy bueno para
implementar. - No crea portafilio dar una valuacién
-Es muy eficiente. cobertura. a mercado.

-Puede tener
muchas iteraciones.
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Modelo Ventajas Desventajas Utilidad

Método de -Es muy exacto. -Tiene muchos Es un modelo que

minimos -Crea un portafolio supuestos. aparte de dar

cuadrados  cobertura. -No es tan sencillo una valuacién
-Dice cual es. de implementar. a mercado dice

el mejor momento
para ejercer.

-Se puede poner
el nimero de
periodos que se
quiera

cuando es el

mejor momento para
ejercer y genera un
portafolio cobertura.

Tomando en cuenta lo que aparece en el cuadro resumen, el modelo debe ser

elegido de acuerdo a las necesidades del usuario.

En conclusién, no existe el mejor modelo, el usuario puede encontrar el mejor

modelo que se adapte a sus necesidades.




Apéndice A

.1. Definiciones

En esta secciéon, se muestran las definiciones de probabilidad que son ttiles para
entender algunos de los teoremas dados en este trabajo. Se desea definir una
medida de probabilidad, para poder definir ésta, es necesario dar los siguientes
elementos. Sea © un espacio abstracto, y sea 2 el conjunto potencia de Q y A un
subconjunto de 2¢2. Utilizando estos elementos se dan las siguientes definiciones.

DEFINICION. 15
Se dice que A es un dlgebra si cumple que

1.0eAyQe A
2. Si A € A entonces A° € A.

3. A es cerrada baja uniones e intersecciones finitas.

DEFINICION. 16
Se dice que A es una o-dlgebra si cumple que

1.0cAyQe A
2. Si A € A entonces A° € A.
3. A es cerrada baja uniones e intersecciones numerables.

La tnica diferencia entre un algebra y una oc—élgebra es que la oc—éalgebra no
solo es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas, si no que es cerrada bajo
uniones es intersecciones numerables

DEFINICION. 17

Se dice que si C' C 2%, entonces o(C) es la c—algebra mds pequenia que contiene
aC.

DEFINICION. 18

La o—algebra de los reales es la o—algebra de Borel, la cual es generada por
intervalos de la forma (—o0,a], a € Q.

115
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Con esto se puede dar la definicién de medida de probabilidad.

DEFINICION. 19
Una medida de probabilidad definida sobre una o—algebra A C 2 es una
funcién P : A — [0, 1] que satisface

1. P(Q)=1yP@®) =0.

2. Para toda sucesion numerable {Ay}, <., A, € A disjuntos por pares se

tiene
o0

n=1 n

=1

Otro resultado importante es la continuidad de la medida de probabilidad que
se ve en el siguiente teorema.

TEOREMA. 15
Sea P una medida de probabilidad y sea {A, }n>1 una sucesién de eventos en A
que converge a un evento A, entonces A € Ay

lim P(A,) = P(A).

n—oo

DEFINICION. 20
= Dos eventos A y B son independientes si

P(A()B) = P(A)P(B)

= Una coleccién de eventos (A;)i;er es una coleccién independiente si para
todo subconjunto finito J de I tenemos

P(()A4))jes = [[P(A))jes-

DEFINICION. 21
La probabilidad condicional de un evento A dado un evento B es

P(AN B)

PIAIB) = —5 5

,P(B) > 0.
TEOREMA. 16
Supéngase que P(B) > 0, entonces
= A y B son independientes si y solo si P(A|B) = P(A).
s La operacion A — P(A|B) de A — [0,1] define una nueva medida de
probabilidad en A llamada medida de probabilidad condicional dado B.

Uno de los teoremas més importantes de la probabilidad condicional es el teo-
rema de Bayes que dice lo siguiente:
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TEOREMA. 17
Sea (E,)n>1 una particién finita o numerable de Q y supongase que P(A) y la
P(En) > 0, entonces

_ P(AIE,)P(E,)
P(E,|A) = > P(AIE,)P(EN)’

donde P(A) = 3 P(A|E,)P(E,).

DEFINICION. 22

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una funcién
real-valuada X definida en ) con la propiedad de que para todo subconjunto
de borel B € R, el subconjunto de 2 dado por

(X € B)={we ;X (w) € B}
en la o—algebra F.

Una forma en la que se puede ver a una variable aleatoria es como una cantidad
numérica que tiene que ver con el resultado de un experimento aleatorio.

DEFINICION. 23
Sea X una variable aleatoria en un espacio de probabilidad (2, F,P). La espe-
ranza de X es definida como

E(X) = /Q X (w)dP(w).

TEOREMA. 18
Sea X una variable aleatoria tal que tanto X como X? tienen esperanza finita.
La varianza de X es definida de la siguiente manera

Var(X) = o? =E(X — E(X))%.

A partir de estas dos definiciones se tienen tres desigualdades muy importantes
que se muestran en los siguientes teoremas.

TEOREMA. 19
Desigualdad de Markov. Si X es una variable aleatoria cualquiera y a > 0,

entonces
E(|X

a

TEOREMA. 20
Desigualdad de Jensen. Si ¢ es una funcién convexa real-valuada definida en R,
y si E(|X]) < oo, entonces

(E(X)) < Ep(X).
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TEOREMA. 21

Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria no negativa y una
funcién f : Ry — Ry creciente tal que E[f(x)] < co. Entonces parat toda a € R
se tiene:

f@)P(X > a) <E[f(z)].

.2. Esperanza condicional

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Sea LP(f2) el espacio para todas las
variables aleatorias X tales que E(|X|’) < oo para 1 < p < oo fijo. Sea
LP(Q, F,P) un espacio Banch con norma || X[, = (E(|X])P)M?.

En particular || X||; = E[1X1]. Suponga que G C F, donde G es una o—dlgebra.
Sea X una variable aleatoria con E[|X|] < co. Se define la funcién real-valuada
de p sobre G como

w(A) = /AX(w)dIP’(w), Aeg. (54)

Observese que |[pu(A)| < [, [X|dP < [,|X|dP = E[X]V A € G. Mas atin, la
funcion p satisaface las siguientes condiciones:

L. u(g) =0.

2. u(Up>145) =, - #(Ay) para cualquier sucesion de eventos A, € G, n =
1,2,3,... tal que A; [ A4;70 para toda i # j.

3. SiP(A) =0y A €@, entonces u(A) =0.

Una funcién p : G — R que satisface las condiciones 1. y 2. es conocida como
una medida con signo sobre (£2,G). Se dice que una medida con signo p es
absolutamente continua con respecto a PP si satisface la condicién 3. Por lo tanto
la funcién definida en (54) es una medida con signo sobre (2, G) y absolutamente
continua sobre P.

Se aplica el teorema de Radon-Nikodym (24) a la medida con signo u definida en
la ecuacién (54) para obtener una variable aleatoria Y G-medible con E[Y] < co
tal que

J(A) = /A Y (w)dP(w), VA € G. (55)

Supdéngase ahora que existe otra variable aleatoria Y que es G-medible con

E[Y] < oo que satisface

w(A) = /A Y (w)dP(w), VA € G. (56)

Entonces si se toman las definiciones de las ecuaciones (55) y (56), se tiene
fA Y — ?)d]P’ = 0 para toda A € G. Esto implica que Y = Y casi seguramente.
Con lo anterior se demostro la unicidad de la espernza condicional en la siguiente
definicién.
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DEFINICION. 24

Sea X € L'(Q,F). Supéngase que G es un o-campo y que G C F. La esperanza
condicional de X dado G es definida como la tunica variable aleatoria Y que
satisface las siguientes condiciones:

1. Y es G-medible;
2. [, XdP= [,YdP para toda A €g.

La esperanza condicional E[X|G] puede ser interpretada como el valor esperado
de X basado en la informacién dada por G.

.3. Martingalas

Sea f € L?[a,b] y el proceso estocastico definido por
t
M, = / f(s)dW(s), a<t<b. (57)

El proceso estocdstico M; definido por la ecuacién (57) es una martingala.

DEFINICION. 25

Una filtracién sobre T' es una familia decreciente {F;|t € T}de o-campos. Se
dice que un proceso estocdstico X; es adaptado a {F¢|t € T} si, para cada t la
variable aleatoria X; es JF;-medible.

PROPOSICION. 7
Sea X; un proceso estocastico adaptado a una filtracion {F;} y E[|X;|] < oo
para toda t € T. Entonces X; es llamada martingala con respecto a {F;} si para
todas<teT

E[X:|Fs] = X5, c.s. (casi segura) (58)

Una submartingala y una supermartingala son definidas reemplazando la igual-
dad por desigualdades en la ecuacién (58), es decir

E[X:|Fs] > X, c.s. (submartingala)

. (59)
E[X:|Fs] < X, c.s. (supermartingala)

Con las definiciones anteriores, es posible dar los siguientes ejemplos para poder
identificar bien las definiciones. Sea {X,} una sucecién de variableas aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con esperanza finita y sea S, =
X1 + ...+ X,. Entonces {S,,} es una submartingala si E[X;] > 0 y una super-
martingala si E[X;] < 0.

Un movimiento Browniano W (¢) es una martingala. Para ver que esto es cierto,
sea

Fi=0{W(s);s <t}.

5T puede ser un intervalo en los nimeros reales o el conjunto de los enteros positivos.
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Entonces para toda s < t,
EW(@)|F.] = E[W(t) — W(s)|Fs] + E[W (s)|F].

Como W (t) — W (s) es independiente de Fs, se tiene que E[W (t) — W (s)|Fs] =
E[W (t)—W ((s)], pero E[W (t)] = 0 para toda t. Por lo tanto E[W (t)—W (s)|Fs] =
0. Por otro lado, E[W (s)|Fs] = W(s), esto sucede porque W (s) es Fs-medible.
Por lo tanto E[W (s)|Fs] = W(s) para toda s < t. Con lo anterior, queda
demostrado que el movimiento Browniano W (t) es una martingala.

El siguiente teorema dice que el proceso M; definido en la ecuacién (57) es una
martingala.

TEOREMA. 22
Sea f € L?[a,b]. Entonces el proceso estocéstico

M, = /t f(s)dW(s), a <t <hb,

es una martingala con respecto a Fy = o {W(s);s < t}.

Para ver la demostracién del teorema consultar [12].

4. Cambio de medida

Un cambio de medida es tomar una variable aleatoria Z para cambiarle la
medida de probabilidad al espacio ). Para esto es necesario cambiar la medida
actual P’ por una nueva medida P. Cuando €2 es no numerable e infinita y se

tiene P(w) = P(w) = 0 para toda w € © y no tiene sentido escribir la siguiente
ecuacion,

(60)

ya que la divisién entre cero es indeterminada, entonces se reescribe la ecuacion
(60) como sigue

Z(w) =Pw) = P(w). (61)
En la ecuacién (61) se tiene una ecuacién igualada a cero de los dos lados, pero
no dice nada acerca de la relacién que tienen P,P y Z, ya que P(w) = P(w) = 0,
pero Z(w) puede tomar cualquier valor. Para cambiar de P a P se tienen que
asiganar probabilidades en ) usando a Z para que diga en qué valores de () se
tiene revisar la probabilidad de que Z > 1 y en cuales la probabilidad de que
Z < 1. Sin embargo, esto se hace conjunto a conjunto en lugar de hacerlo w por
w. Este proceso esta descrito en el siguiente teorema.

TEOREMA. 23
Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad, y sea Z una variable aleatoria no
negativa casi segura con esperanza EZ = 1. Para toda A € F se define

IP’(A):/AZ(w)d]P’(w). (62)
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Entonces P es una medida de probabilidad. Mas atin si X es una variable aleato-
ria no negativa, entonces

E =E[XZ] (63)
Si Z es una variable aleatoria estricta positiva casi segura, también se tiene:
- [Y
EY =E |—= 64
H (69)

para toda variable aleatoria Y no negativa.

Para demostrar este teorema, lo tinico que se debe hacer es demostrar que P
es una medida de probabilidad, esto se hace usando la definicién de medida de
probabilidad dada en [12].

Ahora, es necesario dar una definicién en la que se pueda decir que tan parecidas
son nuestras dos probabilidades.

DEFINICION. 26

Sea ) un conjunto no vacio, y sea F una o-algebra de subconjuntos de Q2. Se dice
que dos medidas de probabilidad P y P son equivalentes en (€, F) si coinciden
en todos los conjuntos en F que tienen probabilidad cero.

Lo que dice esta definiciéon es que si se tienen dos medidas de probabilidad
distintas en el mismo espacio con la misma o-algebra, éstas deben coincidir en
los conjuntos que tengan probabilidad cero para que sean equivalentes. Teniendo
la definicién de equivalencia, se da la definicién de derivada de Raddén-Nikodym.

DEFINICION. 27
Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea P otra medida de probabilidad en
(2, F) que es equivalente a P, y sea Z una variable aleatoria casi segura positiva
que relaciona a P con P via la ecuacién (62). Entonces Z es conocida como la
derivada de Radén-Nikodym que es la derivada de P con respecto a P, se escribe
de la siguiente forma.

dP
- dP

Con la definiciéon anterior, se ha relacionado las dos medidas de probabilidad,
pero existe un teorema que dice que con la existencia de dos medidas de proba-
bilidad equivalentes se garantiza la existencia de una variable aleatoria positiva
casi segura. Esto esta representado en el siguiente teorema.

A (65)

TEOREMA. 24
Sean P y P dos medidas de probabilidad equivalentes definidas en (2, F). En-
tonces existe una variable aleatoria Z positiva casi segura tal que EZ =1y

P= / Z(w)dP(w) para toda A € F
A

Este teorema es conocido como el teorema de Radon-Nikodym.
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Existencia de la medida neutral al riesgo

DEFINICION. 28 .
Una medida de probabilidad P es neutral al riesgo si

» P y P son equivalentes, y

= bajo P, el valor descontado D(t)S;(t) es una martingala para toda i =
1...n.

.5. Instrumentos de mercado bajo la medida neu-
tral al riesgo

.5.1. Acciones bajo la medida neutral al riesgo

Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad y sea W (¢),0 < ¢ < T un movimiento
Browniano en ese espacio, F(t),0 <t < T, es la filtracién de este movimiento.
Considérese el valor de una accién con derivada

dS(t) = a(t)S(t)dt + o(t)S(H)dW,0 < t < T, (66)

donde «(t) y o(t) son la tasa media de retorno y la volatilidad, respectivamente.
Estos son procesos adaptados. Se asumird que para toda t € [0,7], o(t) es
diferente de cero casi seguramente.

Se dice que el valor de una accién es una generalizacion del movimiento Brow-
niano, y una forma equivalente de escribir la ecuacién (60) es

S(t) = S(0) exp {/Oto(s)dW(s) + /Ot <a(s) - %&( )> ds} . (67)

Ahora supdéngase también que R(t) es un proceso adaptado de la tasa de interés,
con éste se define

D(t) = e Jo B()ds (68)
Si I(t fo s)ds tal que dI(t) = R(t)dt y que dI(t)dI(t ) = 0, entonces,
1ntr0duc1endo una nueva funcién f(z) = e * tal que f'(z) = —f(x) y f'(z) =

f(z), y utilizando la férmula de Itd se obtiene
dD(t) = df (I1(t))
= f'I()dI(t) + %f”(l(t))df(t)df(t)
—f(L(t))R(t)dt
—R(t)D(t)dt.

(69)

Acerca de la ecuacién (63), se mencionan los siguientes puntos.

» Aunque D(¢) es aleatoria, tiene variacién cuadratica cero.
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= El valor del activo S(t) es aleatorio y tiene variacién cuadrética diferente
de cero.

= Para encontrar dD(t) no es necesario saber cdlculo estocéstico.

El gran inconveniente que se tiene es que si se invierte en este activo, no se sabe
cual es el precio que tendra en el futuro ya que un movimiento Browniano es
el que maneja el valor del activo. Por otro lado, si se invierte en el mercado de
dinero se tiene una tasa de interés variable R(¢). Si el precio de un activo al
tiempo cero en el mercado de dinero es 1, entonces al tiempo ¢ el activo valdria
elo Rs)ds — ﬁ. Si se invierte en este activo y la tasa de intrés es conocida
en el momento de la inversién, es posible tener mayor certeza del valor de la
tasa de interés dentro de un periodo corto de tiempo. A diferencia del valor de
un activo en el mercado de dinero, que es susceptible a cambios instantaneos
y es mds aleatorio que D(t). El modelo captura este efecto, ya que S(t) tiene
variacién cuadratica diferente de cero, al mismo tiempo que D(t) tiene variacién
cuadrética cero. El proceso descontado para el valor de un activo es,

D(t)S(t) = S(0) exp {/Ot o(s)dW (s) + /Ot <a(5) — R(s) — 302(5)) ds} ,

(70)
con derivada
d(D(t)S(t)) = (a(t) — R(t)) D(t)S(t)dt + o(t)D(t)S(t)dW (t) (71)
=o(t)D(t)S(t) [O(t)dt + dW (t)],
donde O es el precio de riesgo del mercado, y estd dada por,
o= M_ (72)

a(t)

Es posible obteber la ecuacién (71), de dos formas, la primera es aplicando la
férmula de It6 a la parte derecha de la ecuacién (70) y la segunda es usando la
regla del producto de Itd y las ecuaciones (60) y (63).

En la primera igualdad de la ecuacién (71) se observa que la tasa media de
retorno del valor descontado del activo es «(t) — R(t), y la volatilidad de este,
es la misma que las del precio no descontado.

Introduciendo la medida de probabilidad P mencionada en el teorema 12, junto
con el precio de riesgo del mercado © (72), es posible reescribir la ecuacién (71)
en términos del movimiento browniano descrito en el teorema mencionado (W)
como sigue:

A(D(1)S(t)) = o(t)D(£)S(E)dW (2). (73)

P serd conocida como la medida neutral a riesgo, ya que es equivalente a la
medida original P y hace que el precio descontado de la accién sea martingala,
de acuerdo con la ecuacién (73)

D(£)S(t) = S(0) + /O o (w) D (u) S (u)dW (u), (74)
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y bajo PP el proceso f(f o(u)D(u)S(u)dW (u) es una integral de Itd y por lo tanto
una martingala.

Por otro lado, el precio no descontado S(t) tiene tasa media de retorno igual
a la tasa de interés bajo P, (esto puede ser verificado sustituyendo dW (t) =
—O(t) + dW (t) en (60)), entonces la ecuacién (60) se convierte en

dS(t) = R(t)S(t)dto (t)S(t)dW (t). (75)

Esta ecuacién puede ser resuelta para S(t) o simplemente reemplazar la integral
de It6 por su equivalente fg o(s)dW(s)+ fot(a(s) — R(s))ds en la ecuacién (67),
para obtener

S(t) = S(0) exp { /0 o(s)d(s) + /0 t <R(s(t) - ;gz(s)) ds} . (76)

En tiempo discreto, el cambio de medida no cambia el arbol binomial, lo inico
que cambia es la probabilidad en los nodos del drbol. En tiempo continuo, el
cambio de medida de P a la medida neutral a riesgo P, cambia la tasa media de
retorno, pero no cambia la volatilidad, ésta indica las trayectorias posibles que
puede tomar la accion, es decir, aquellas en las cuales el logaritmo del precio de la
opcién acumula una variacién cuadrética con tasa o?(t) por unidad de tiempo.
Después del cambio de medida, se sigue considerando el mismo conjunto de
trayectorias para el activo, pero la probabilidad con la que toma cada una de
las trayectorias ha cambiado. Si a(t) > R(t), entonces el cambio de medida
asigna mayor probabilidad a las trayectorias que tengan menor retorno, por lo
tanto la tasa media de retorno se reduce de «(t) a R(t).

.5.2.  Valuacién bajo la medida neutral al riesgo

Sea V(T') una variable aleatoria F(T')-medible, que representa el pago de un
derivado al tiempo T, se dice que este pago es un pago dependiente de la trayec-
toria, ya que es F(T)-medible. Se desea saber cual es capital inicial X (0) y el
proceso del portafolio A(t) que se necesita para cubrir una posicién corta para
este derivado, es decir que

X(T)=V(T), (77)

casi seguramente.
Supdéngase que la tasa media de retorno, volatilidad y la tasa de interés no
son constantes, entonces es necesario elegir un capital inicial y una estrategia
de portafolio tal que la ecuacién (77) se cumpla. Una vez realizada la eleccién
correcta, se tiene

D(1)X(t) = E[D(T)X (T)|F(t)] = E[D(T)V(T)|F(1))- (78)

La ecuacién (78) se cumple ya que D(t) X (t) es una martingala bajo la medida de
probabilidad P. El valor X (¢) en (78), es el capital necesario en el tiempo ¢ para
poder hacer una cobertura corta para el derivado con valor V(T'), entonces V()
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es el valor del derivado al tiempo ¢, por lo que la ecuacién ( 78) se transforma
en
D)V (t) = E[D(T)V(T)|F(t)], 0<t <T. (79)

La ecuacién (2.41) el la férmula de precio bajo la medida neutral a riesgo.
Dividiendo entre D(t) la ecuacién (2.41), y recordando la definicién de D(t)
(68) se obtiene

V() = E [en IRy D) F(1)] 0 <t < T (80)

Las ecuaciones (2.41) y (2.42) serén conocids como la férmula de precio neutral
al riesgo para el tiempo continuo.

.5.3. Resolver integrales con nimeros aleatorios

Una de las aplicaciones mas nuevas de los nimeros aleatorios es calcular inte-
grales. Sea g(z) una funcién y supongase que se quiere encontrar el valor de 6

tal que
1
9:/ g(z)dz.
0

Si U ~ Unif (0,1), es posible expresar a § como:

0 = E[g(U)].
Si las variables aleatorias Uy, Us, ..., Uy se distribuyen uniforme y son indepen-
dientes, entonces las funciones g(Uy),g(Us)...,g(Uy) son variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas con esperanza 6. Entonces, por la
ley de los grandes niimeros se tiene

g(Ui)
k

— Elg(U)] =0, cuando k — oc. (81)

i=1

Por lo que es posible aproximar a 6 generando un nimero grande de variables
aleatorias u; y después tomar la aproximacioén para el valor promedio de g(u;).
Esta aproximacién es conocida como aproximacién Monte Carlo.
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