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4.1.3. Controlador sub-óptimo adaptable (CSA) . . . . . . . . . . . . 31

4.2. Control por modos deslizantes adaptable de cuarto orden . . . . . . . 34

4.3. Comparación de un controlador por modos deslizantes de orden au-

mentado (CMDOA) con un controlador por modos deslizantes adaptable 39

4.4. Controlador por modos deslizantes de orden aumentado (CMDOA)

con ganancia adaptable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5. Resultados experimentales 44

5.1. Controlador twisting adaptable (CTWA) . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.2. Controlador terminal adaptable (CTEA) . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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a(t): Perturbación a1(t): Perturbación en un sistema de primer orden.

a2(t): Perturbación para un sistema de segundo orden.

as(t): Perturbación acotada con cota desconocida.

A: Cota de la perturbación a(t).

L: Cota de la derivada de la perturbación a(t).

As: Cota desconocida de la perturbación as.

A1: Cota de la perturbación a1.

A2: Cota de la perturbación a2.

k1: Ganancia fija de un controlador de primer orden.

k2: Ganancia variable de un controlador de segundo orden.

kmax: Valor máximo de la ganancia adaptable.

kmin: Valor mı́nimo de la ganancia adaptable.

ks(t): Ganancia variable.

u1(x): Control discontinuo con ganancia fija para un sistema de primer orden.

u2(x, y): Control discontinuo con ganancia fija para un sistema de segundo orden.

us(x, y, k(t)): Control discontinuo de segundo orden con ganancia adaptable.

u(t, xi, xn) Control discontinuo con ganancia adaptable.

w2(x, y): Algoritmo de segundo orden que obliga al sistema a entrar y permanecer

en modo deslizante.

w(x, y) Algoritmo de de control por modo deslizante.

x(t): Variable de estado.

xi(t): Variable de estado i.

xn(t): Variable de estado n.

xp: Variable de estado.

xq: Variable de estado.

xs: Variable de estado.

yp: Variable de estado.

yq: Variable de estado.

ys: Variable de estado.

y(t): Variable de estado.

z(t): Vector de estados.

α: Proporción deseada entre la ganancia del controlador y magnitud de la perturba-
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ción.

β: Parámetro del algoritmo twisting.

γ: Ganancia del algoritmo adaptable.

δ(t): Diferencia entre la proporción deseada entre ganancia y perturbación y propor-

ción real.

η(t): Función a tramos que define una cierta ganancia del controlador sub-óptimo.

η∗: Parámetro del controlador sub-óptimo mayor o igual a uno.

ρ: Constante mayor a uno.

σ(xi, xn): superficie deslizante.

τ : Constante de filtro de primer orden.

ψ: Algoritmo de control por modo deslizante de orden arbitrario.



Caṕıtulo 1

Introducción

En el problema de control robusto se busca diseñar controladores que soporten

factores que impiden realizar los objetivos de control. Un controlador robusto es

aquel control que es insensible a perturbaciones e incertidumbres mostrando ciertas

caracteŕısticas deseadas. En la implementación real de controladores, los controlado-

res robustos son indispensables para garantizar un determinado desempeño deseado.

Los controladores por modos deslizantes (CMD) surgen de la necesidad de crear

controladores robustos. Los CMD son una clase de controladores robustos que pro-

porcionan tanto convergencia de las variables de estado en tiempo finito a una vecin-

dad del origen como insensibilidad con respecto a incertidumbres y perturbaciones

acopladas. La idea de los CMDs es obligar al sistema a entrar y permanecer en una

variedad llamada superficie deslizante por medio de un controlador discontinuo. Una

vez alcanzada la superficie deslizante el controlador conmuta con una frecuencia infi-

nita provocando que los estados del sistema permanezcan en ella todo tiempo futuro

después de haber sido alcanzada. Al modo en el que el sistema se encuentra al al-

canzar la superficie deslizante se le denomina modo deslizante.

El problema de adaptación consiste en modificar la ley de control, en base a la

información disponible, para enfrentar el hecho de que los parámetros del sistema

con inciertos. El control adaptable implica mejorar las caracteŕısticas dinámicas del

sistema mientras los parámetros de la planta vaŕıan. La necesidad de adaptación

5



6 Caṕıtulo 1. Introducción

surge de la necesidad de la mejora del desempeño de los controladores. En los CMD

se han implementado diversos tipos de ganancias variables con el objetivo de mejorar

el desempeño del controlador al producir una disminución en la amplitud de la señal

de control que lleva a la disminución de la amplitud del chattering. Una manera de

variar la ganancia de los CMDs es adaptarla a una cierta señal.

En los CMD, el control equivalente es conocido como la señal de control nece-

saria para garantizar la permanencia del sistema en el modo deslizantes. Esta señal

es cierta forma es una copia de la señal de la perturbación. La adaptación de la

ganancia de los CMDs se puede lograr basándose en la señal de control equivalente,

de tal manera que varié con respecto a la perturbación.

En el primer caṕıtulo de esta tesis se presenta el planteamiento del problema,

aśı como el estado del arte, la motivación y el objetivo general. En el segundo caṕıtulo

se presentan los antecedentes en donde se introducen los CMDs de orden arbitrario,

aśı como el concepto de control equivalente y un mecanismo de adaptación de ga-

nancias de CMD basado en funciones de Lyapunov. En el tercer caṕıtulo se presenta

la descripción del algoritmo adaptable basado en control equivalente que es el resul-

tado principal de esta tesis. En el cuarto caṕıtulo se presentan las implementaciones

de CMD cuyas ganancias se adaptan por medio del algoritmo adaptable basado en

control equivalente, aśı como una comparación de los CMDs con ganancia adaptable

con un método para atenuar la amplitud del chattering. En el quinto caṕıtulo se

presentan los resultados experimentales de implementar CMDs con ganancia adap-

table a un sistema de masa-resorte-amortiguador. En el caṕıtulo 6 se presentan las

conclusiones de esta tesis.

1.1. Motivación

La principal desventaja de los CMDs es el denominado fenómeno de chattering.

El chattering es un fenómeno oscilatorio de alta frecuencia que sufren los estados del

sistema cuando se encuentran en la superficie deslizante, causado por la naturaleza

de conmutación infinita del controlador, restringiendo las posibilidades de aplicación
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de CMD de primer orden en hardware. En esta tesis el argumento (t) de todas

las variables de estado es omitido por simplicidad.

Se considera el siguiente sistema de primer orden

ẋp = a1(t) + u1(xp)

u(xp) = −k1sign(xp)
|a1(t)| ≤ A1, k1 > 0 (1.1)

donde a1(t) es una pertubación desconocida acotada por la constante A1. Si la

ganancia k1 es mayor a la cota de la pertubación A1, el controlador puede compensar

la pertubación y la variable de estado xp converge a una vecindad del origen.
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Figura 1.1: Estado x (a) y señal de control (b)

En la figura (1.1(a)) se observa que la trayectoria del estado xp converge al modo

deslizante y permanece él para todo tiempo futuro al mismo tiempo que permanece

en una vecindad del origen. En la figura (1.1(b)) se observa la señal de control dis-

continua que conmuta alrededor del origen produciendo el fenómeno de chattering

que se observa en la figura (1.1(a)).

La amplitud del chattering es proporcional a la ganancia del controlador. En los
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CMDs convencionales el valor de ganancia del controlador es un valor constante ma-

yor que la cota de la perturbación de modo que la perturbación se puede compensar,

por lo tanto la amplitud del chattering es constante. De esta manera el controlador

demanda una cantidad constante de enerǵıa que puede no ser necesaria para mante-

ner al sistema en el modo deslizante. También se debe considerar que una amplitud

constante del chattering puede causar serios daños al actuador y la planta ya que

el control inyecta una señal discont́ınua de alta frecuencia cuya amplitud es constante.

1.2. Planteamiento del problema

Para plantear el problema se considera el siguiente sistema

ẋq = yq

ẏq = a2(t) + u2(k2(t), xq, yq) (1.2)

el control es definido por

u2(k2(t), xq, yq) = k2(t)w2(xq, yq) (1.3)

y |a2(t)| ≤ A2 es una función acotada por la constante A2.

La función w2(xq, yq) se considera como un algoritmo de segundo orden que obli-

ga al sistema a entrar y permanecer en modo deslizante siempre y cuando se cumpla

que la ganancia k2(t) sea mayor a la cota de pertubación A2.

El problema es diseñar un mecanismo adaptable para la ganancia k2(t) de tal

manera que su dinámica dependa de la dinámica de la pertubacuión a2(t) logrando

una variación en la ganancia directamente proporcional a la variación de la pertuba-

ción.

Adaptando la ganancia del controlador con respecto a la perturbación se logra

una reducción en la cantidad de enerǵıa demandada por el actuador, previniendo que
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el exceso de enerǵıa demandado por el controlador dañe la planta y/o al actuador.

Además se genera un ahorro considerable en la cantidad de enerǵıa demandada por

el controlador.

1.3. Estado del arte

1.3.1. Controladores por modos deslizantes adaptable (CM-

DA) con cota conocida de la pertubación

Los controladores por modos deslizantes adaptables (CMDA) son técnicas que

son útiles para estimar perturbaciones e incertidumbres con el fin de compensarlas

mientras se reduce la amplitud del chattering. CMDAs con la cota de la pertubación

conocida se han aplicado satisfactoriamente a control de robots con dinámicas no

modeladas (18), identificación y compensación de fricción (16) y para identificación

y compensación en giroscopios MEM (17). Los CMDAs con cota desconocida para

la pertubación mencionado en (14) incluye:

Un algoritmo de adaptación en un controlador por modos deslizantes de segun-

do orden que permite lograr una mejora en la presición de la variable deslizante

t́ıpica de un controlador por modos deslizantes de tercer orden (1),

CMDAs que han sido aplicados para estimación y compensación de pertur-

baciones en el sensor y perturbaciones externas actuando en la planta con

aplicaciones aeroespaciales (2; 10),

Técnicas de CMDAs con lógica difusa, pero usualmente solo se puede garanti-

zar una zona de convergencia (3),

Un método de CMDA propuesto en(4; 5; 12) permite adaptar la ganancia de

CMD. La idea se basa en estimar el control equivalente: una vez que el siste-

ma alcanza el modo deslizante la señal de control equivalente se asemeja a la
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pertubación, por lo tanto la pertubación puede ser evaluada y compensada de

manera exacta por el controlador. Este enfoque requiere del conocimiento de

la cota de la pertubación y de su derivada y el uso de un filtro paso bajas para

obtener el control equivalente.

El controlador con modelo de referencia y retroalimentación de salida para

sistemas lineales multivariables basado en control adaptable y en un enfoque

de vector unitario es presentado en (6). La matriz de alta frecuencia de la

planta se asume no conocida.

1.3.2. Controladores por modos deslizantes adaptable con

cota desconocida de la pertubación

En (14) se mencionan técnicas de CMDA con cotas desconocidas de las pertur-

baciones. Este caso es muy importante para desarrollar nuevas técnicas de CMDA

desde un punto de vista teórico y practico. Estos CMDAs incluyen

Un CMDA se presenta en (8), donde la dinámica de la ganancia depende di-

rectamente de la variable deslizante: la ganancia del controlador se incrementa

hasta que el modo deslizante sea establecido. Ya que se ha establecido el modo

deslizante la dinámica de la ganancia es igual a cero. La principal desventaja

de este enfoque es la sobre estimación de la ganancia con respecto a la cota de

la perturbación.

Un control adaptable continuo con modo deslizante asintótico que es robusto

ante fallas en el actuador, perturbaciones no lineales y perturbaciones externas

acotadas con cotas desconocidas se presenta en (7).

Una técnica de adaptación para ganancias para CMD tradicionales que no so-

bre estima la ganancia del controlador se ha propuesto y aplicado a un actuador

electro-neumático en (9).
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Una técnica para adaptar ganancias de CMD de segundo orden que no sobre

estima la ganancia del controlador se ha propuesto en (11).

Un algoritmo adaptable/suave convergente en tiempo finito para CMD de se-

gundo orden se ha propuesto en (10).

1.4. Objetivo general

El objetivo general de esta tesis es diseñar un algoritmo para adaptar la ganancia

de controladores por modos deslizantes de orden superior (CMDOs) con el fin de

reducir la amplitud del chattering generado por la naturaleza conmutativa de los

CMDOs, aśı como lograr una reducción en la enerǵıa demandada por el controlador.



Caṕıtulo 2

Antecedentes

Los CMD han sido actualizados y mejorados con el pasar del tiempo. Inicialmente

se planteó la idea de conmutar la señal de control con el fin de obligar a un estado a

permanecer en una vecindad del origen. Posteriormente se introdujeron los CMD de

segundo orden con los que se garantiza la convergencia de los estados a una vecindad

del origen en tiempo finito mostrando insensibilidad del controlador con respecto

a perturbaciones e incertidumbres. Se observó que el hecho de aumentar el orden

del controlador se reduce el efecto del chattering en los estados. El primer CMD de

segundo orden fue el llamado twisting ((19)).

En ((26)) se introduce el concepto de control equivalente, que es un concepto

fundamental en el control por modos deslizantes. Se puede pensar en el control equi-

valente como el ”promedio”de la entrada de control cuando el sistema se encuentra

en el modo deslizante, de tal manera que la señal de control equivalente es una apro-

ximación a la señal de la perturbación.

En este caṕıtulo se presentan ciertos antecedentes fundamentales de los CMD,

aśı como un control por modos deslizantes con ganancia adaptable diseñado recien-

temente y descrito en ((13)).

12
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2.1. Controladores por modos deslizantes (CMD)

Los CMD convencionales presentan las siguientes ventajas

compensación exacta con respecto a perturbaciones e incertidumbres acotadas

y acopladas,

Tiempo de convergencia finito a la superficie deslizante.

Sin embargo los CMD también presentan las siguientes desventajas

chattering

solo las perturbaciones e incertidumbres acopladas pueden ser compensadas

la variable deslizante converge en tiempo finito, sin embargo, las variables de

estado solamente convergen de manera asintótica

el diseño de la superficie deslizante está restringido a tener grado relativo uno

con respecto al control.

Con el fin de superar el problema del chattering en los CMD, el concepto de modo

deslizante de segundo orden se introdujo en la tesis de doctorado de Arie Levant en

donde se presenta la siguiente definición

El punto (xL, ẋL) = (0, 0) es llamado un punto del modo deslizante de segundo

orden si es una solución del sistema

ẍL = f(t, xL, ẋL) + g(t, xL, ẋL)u xL(t), f(t), g(t) ∈ R (2.1)

en el sentido de Filippov ((28)).

El primer y más sencillo CMD de segundo orden es el llamado .algoritmo twisting”((19)),

con el que se asegura la convergencia exacta de las variables de estado en tiempo

finito. Por lo tanto el algoritmo twisting se dice ser un CMD de segundo orden ya

que proporciona la existencia de un modo deslizante de segundo orden en el origen.

Una gran ventaja de este algoritmo es que no se requiere del diseño de una superficie

deslizante.
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Bajo ciertas suposiciones relacionadas con la suavidad del sistema, el algoritmo

twisting se ha usado para atenuar la amplitud del chattering en sistemas de grado

relativo uno incluyendo un integrador en la entrada de control. De esta manera la

entrada de control real es absolutamente continua.

Otros CMD de segundo orden se han introducido como el algoritmo terminal

((20)) y el algoritmo sub-óptimo ((21)).

También se ha presentado un CMD de orden arbitrio en ((24)).

2.2. Control equivalente

En los CMDs la señal de control generada cuando el sistema se encuentra en el

modo deslizante es aquella señal necesaria para compensar la perturbación y garanti-

zar la permanencia del sistema en modo deslizante. La señal de control generada por

un CMD en el modo deslizante es una señal equivalente a la señal de la pertubación,

esta señal es conocida como control equivalente (22).El control equivalente se obtie-

ne de filtrar la componente de alta frecuencia de la señal de control por medio de

un filtro paso-bajas mientras el sistema se encuentra en modo deslizante obteniendo

aśı una señal cont́ınua equivalente a la señal de la perturbación.

2.3. Controlador por modos deslizantes adaptable

basado en funciones de Lyapunov

Recientemente en (13) se ha propuesto un algoritmo de adaptación basado en

funciones de Lyapunov. La idea es diseñar una función de Laypunov y definir una

curva de nivel dentro de ella de tal manera que la ganancia del controlador se reduz-

ca cuando la norma euclidiana de los estados sea menor a la norma euclidiana de la

curva de nivel y se incremente cuando la norma euclidiana de los estados sea mayor

a la de la curva de nivel. Por lo tanto los estados del sistema permanecerán en una

vecindad de la curva de nivel.
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Se considera el siguiente sistema

ẋ = y

ẏ = as(t) + us(ks(t), x, y) (2.2)

donde x, y ∈ R y as(t) es una pertubación acotada,

|as(t)| ≤ As (2.3)

con la cota As desconocida.

Se considera una versión del llamado algoritmo twisting (19)

us(ks(t), x, y) = ks(t) (sign(x) + 0,5sign(y)) (2.4)

si ks(t) > 2As se cumple, el sistema entra en modo deslizante y las trayectorias del

sistema convergen a una vecindad del origen.

La idea de adaptación para la ganancia ks(t) del controlador (2.4) es incrementar-

la hasta que las trayectorias del sistema converjan a un dominioM : {x, y : V0(x, y) ≤ µ}
donde µ > 0 y

V0(x, y) = k2sx
2 + γ|x| 32sign(x)y + ks|x|y2 +

1

4
y4. (2.5)

La ganancia se incrementa si V0(x, y) > µ y decrece cuando V0(x, y) < µ, por lo

tanto las trayectorias del sistema permanecen en una vecindad de la curva de nivel

definida por V0(x, y) = µ.

El algoritmo de adaptación para k(t) está descrito por

k̇s(t) =







ω1

√

γ1
2
sign (V0(x, y)− µ) , si ks(t) ≥ kmin

ν, si ks(t) < kmin

(2.6)
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con ν, ω1, γ1 > 0.

Se ha probado en (13) que con el algoritmo (2.6) se garantiza que el sistema

entra en modo deslizante y sus trayectorias convergen a una vecindad del origen que

abandonan y retoman según sea la dinámica de la pertubación.
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Figura 2.1: Estado x (a) y estado y (b)
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En la figura (2.1) se muestran los estados del sistema. Se observa que en el segundo
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7.8 el sistema sale del modo deslizante debido a la reducción de la ganancia que se

incrementa posterior a la perdida del modo deslizante logrando una recuperación del

mismo.

En la figura (2.1) se observa la señal de control y la ganancia del controlador que

se reduce en una cierta ventana de tiempo hasta que se pierde el modo deslizante

y se incrementa hasta recuperar el modo deslizante y nuevamente se comienza a

disminuir.

La desventaja principal de este algoritmo es la necesidad de la destrucción del modo

deslizante para lograr la adaptación de la ganancia.



Caṕıtulo 3

Algoritmo de adaptación basado

en control equivalente

En (12) se ha propuesto una técinca de adaptación para ganancias de CMDs

basada en la señal de control equivalente. La idea es variar la ganancia del controlador

de manera similar a la variación de la señal del control equivalente. De cierta forma

se busca hacer depender la dinámica de la ganancia del controlador de la dinámica

de la pertubación por medio del control equivalente, logrando aśı que el actuador

solo demande la cantidad necesaria de enerǵıa para lograr compensar la pertubación

y garantizar la permanencia del sistema en el modo deslizante. Se desea lograr que

la ganancia del controlador siga de manera proporcional a la pertubación usando al

control equivalente como intermediario.

3.1. Descripción del sistema

Se considera el siguiente sistema

ż(t) = f(z(t)) + g(z(t))ut(z(t)), (3.1)

donde

z ∈ R
n

f : Rn → R
n,

18
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ut : R
n → R,

g : Rn → R
n

Para el sistema (3.1) se asume que

Existe un difeomorfismo T (z(t)) = x(t) que transforma el sistema (3.1) en la

forma

ẋi = xi+1

ẋn = f(t, x) + a(x) + u(k(t), x)

i = 1, 2..., n− 1 (3.2)

donde

a : R
n → R,

f : R
+ × R

n → R,

u : R
n → R,

x(t) ∈ R
n (3.3)

El control

u(k(t), x) = −k(t)w(x) (3.4)

con ganancia adaptable

0 < kmin ≤ k(t) ≤ kmax (3.5)

obliga al sistema a entrar y permanecer en modo deslizante en la superficie

σ(xi, xn) = 0 (σ(xi, xn) ∈ C1).

La función desconocida, suave y acotada f(t, x) satisface las siguientes condi-

ciones:

|f(t, x)| < A < kmax (3.6)

|∇f(t, x)ẋ(t)| < L (3.7)
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El control equivalente ueq(t, x) está disponible y se puede obtener mediante el

filtrado de la componente de alta frecuencia de la función discontinua u(k(t), x)

por medio del filtro paso-bajas

τ u̇eq(t, x) + ueq(t, x) = u(k(t), x), ueq(0) = 0 (3.8)

con una constante τ > 0 los suficientemente pequeña y como salida la función

ueq(t, x).

Se observa que el sistema (3.2) es una cadena de n integradores donde la condición

de acoplamiento se cumple, es decir, la señal de control y las perturbaciones e incer-

tidumbres se encuentran en el mismo canal.

3.2. Descripción del algoritmo de adaptación

Considerando el sistema(3.2), la ley de adaptación para la ganancia del contro-

lador (3.4) se describe como

k̇(t) =







γkmax +M(k(t)), si σ(xi, xn) 6= 0

γk(t)sign(δ) +M(k(t)), si σ(σ(xi, xn)) = 0

M(k(t)) =



















−γρk(t), si k(t) > kmax

γρk(t), si k(t) < kmin

0, si kmin ≤ k(t) ≤ kmax

δ(t) =
|ueq(t, xi, xn)|

k(t)
− α (3.9)

donde ρ > 1, γ son constantes y α ∈ (0, 1) es la proporción deseada entre la

magnitud de pertubación f(t, x) y la magnitud de la ganancia k(t). Los valores kmin

y kmax son valores mı́nimo y máximo respectivamente de la ganancia k(t) previa-

mente seleccionados. El valor mı́nimo kmin es definido para garantizar una respuesta

rápida por parte del controlador de tal manera que se encuentre siempre activo para
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entregar una respuesta rápida. El valor máximo kmax es definido por las limitantes de

potencia del actuador, es obvio que el actuador tenga un ĺımite de potencia máxima

que puede entregar.

La idea del algoritmo adaptable es incrementar la ganancia k(t) mientras el sis-

tema entra en modo deslizante. Ya que el sistema se encuentra en modo deslizante

la dinámica de la ganancia depende del signo de la función δ(t) donde la magnitud

de la ganancia k(t) se adapta para lograr que el cociente entre la magnitud de la

pertubación y la magnitud de la ganancia sea α y permanezca con ese valor para

todo tiempo futuro. La ganancia decrece si |ueq/k(t)| < α y crece si |ueq/k(t)| > α

hasta que δ(t) = 0, logrando adaptar la ganancia del controlador a la magnitud de

la pertubación en una proporción α.

3.3. Análisis de convergencia de la variable δ(t)

El proceso de adaptación termina cuando se alcanza la proporción deseada entre

la magnitud de la pertubación y la magnitud de la ganancia, es decir, δ(t) = 0.

Para demostrar que la variable δ(t) converge a cero en tiempo finito se considera la

siguiente función de Lyapunov

V (δ(t)) =
δ2(t)

2
(3.10)

su derivada temporal se calcula de la siguiente manera

V̇ (δ(t)) = δ(t)δ̇(t) = δ(t)

(

d|f(t, x)|
dt

1

k
− k̇

k2
|f(t, x)|

)

= −1

k

(

γ|δ(t)||f(t, x)| − d|f(t, x)|
dt

δ(t)

)

≤ −|δ(t)|
k

(

γ|f(t, x)| − d|f(t, x)|
dt

)

<
−|δ(t)|
k

(γ|f(t, x)| − L)

(3.11)
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dado que la ganancia del controlador requiere de adaptación solo cuando la magnitud

de la perturbación es mayor a αkmin, existirá adaptación cuando |f(t, x)| > αkmin,

por lo que

V̇ (δ(t)) < −|δ(t)|
k

(γαkmin − L) (3.12)

si

γ >
L

αkmin

(3.13)

entonces δ(t) converge a cero y la proporción entre la magnitud de la perturbación

y la ganancia es α, i.e. |f(t,x)|
k

= α. Además si (3.13) se cumple, entonces

V̇ (δ(t)) ≤ −
√
2
γαkmin − L

αkmin

√

V (δ(t)) (3.14)

0 ≤
√

V (δ(t)) ≤
√

V (δ(0)− γαkmin − L√
2αkmin

t (3.15)

Es evidente de la solución de la desigualdad diferencial (3.14) que
√

V (δ(t)) = 0

por lo menos después de que

tf =
kmax

γαkmin − L

√

2V (δ(0)) =
αkmin

γαkmin − L
|δ(0)| (3.16)

y, como resultado, δ(t) es cero en un tiempo finito menor o igual a tf . 4



Caṕıtulo 4

Controladores por modos

deslizantes adaptables de segundo

y cuarto orden

4.1. Controlador por modos deslizantes adaptable

de segundo orden

Se considera el siguiente sistema de segundo orden (los argumentos de x(t) y y(t)

se omiten por simplicidad)

ẋ = y

ẏ = u2(k(t), x, y) + a(t) (4.1)

u2(k(t), x, y) = −k(t)w(x, y), 0 < kmin ≤ k ≤ kmax

donde a(t) es una perturbación acotada por la constante A

|a(t)| ≤ A < kmax (4.2)

23
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y
∣

∣

∣

∣

d|a|
dt

∣

∣

∣

∣

< L (4.3)

Se asume que el control u2(k(t), x, y) obliga al sistema a entrar en modo deslizan-

te en tiempo finito mostrando propiedades de insensibilidad ante perturbaciones e

incertidumbres. El problema es adaptar la ganancia k(t) del controlador u2(k(t), x, y)

mediante el algoritmo (3.9) con el fin de disminuir la enerǵıa demandada por el con-

trolador aśı como el chattering.

El algoritmo (3.9) se ha implementado en el sistema (4.1) con los siguiente CMDs

de segundo orden

Algoritmo twisting (19)

Algoritmo terminal (20)

Algoritmo sub-optimo (21)

El sistema (4.1) se ha simulado con los CMDs mencionados con ganancia adapta-

ble regida por el algoritmo (3.9). Los resultados de dichas simulaciones se presentan

en este capitulo al igual que los resultados de las simulaciones del sistema (4.1) con

los CMDs mencionados con ganancia fija para realizar una comparación observar el

beneficio de usar una ganancia adaptable.

4.1.1. Controlador twisting adaptable (CTWA)

El algoritmo twisting (19),(23) es históricamente el primer CMD de segundo

orden presentado. Considerando el sistema (4.1), el algoritmo twisting esta definido

por la siguiente formula

w(x, y) = sign(x) + βsign(y), β ∈ (0, 1). (4.4)

Se ha probado en (19),(23) que bajo la suposición de que k(t) es mayor a la cota

de la pertubación A en una proporción β, es decir k(t) > βA, el algoritmo proporcio-

na la existencia de un modo deslizante de segundo orden en el origen en tiempo finito

mostrando insensibilidad ante perturbaciones e incertidumbres. Una de las grandes

ventajas del algoritmo twisting es que no es necesario el diseño de una superficie
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deslizante para garantizar la convergencia del sistema a modo deslizante la superficie

se define como σ = x, σ̇ = y.

Los parámetros usados para la simulación del CTWA son :β = 0,5, kmin =

1, kmax = 15, α = 0,45, τ = 0,01, γ = 2π. La ganancia fija usada en la simula-

ción del controlador twisting de ganancia fija es k = 5. Las condiciones iniciales se

definieron como x(0) = 3, y(0) = 1, k(0) = 7.
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4.1.2. Controlador terminal adaptable (CTEA)

Se considera el sistema (4.1) donde la función w(x, y)

w(x, y) = sign
(

y + |x|1/2sign(x)
)

(4.5)

es una versión del llamado algoritmo terminal, que a su vez es un caso de segundo

orden del algoritmo anidado de orden arbitrario propuesto por Levant ((24)). Los

parámetros usados para la simulación son :γ = 1, kmin = 1, kmax = 15, α = 0,9, τ =

0,01, γ = 2π. La ganancia fija usada en la simulación del controlador twisting de

ganancia fija es k = 4. Las condiciones iniciales son x(0) = 3, y(0) = 1, k(0) = 7
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Caṕıtulo 4. Controladores por modos deslizantes adaptables de segundo y cuarto

orden

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

segundos

 

 
Ganancia
|Perturbación|

Figura 4.8: Ganancia con adaptación y perturbación



4.1. Controlador por modos deslizantes adaptable de segundo orden 31

4.1.3. Controlador sub-óptimo adaptable (CSA)

Se considera el sistema (4.1) donde

w(x, y) = η(t)sign(x− βxm(t)) (4.6)

y

η(t) =







1, si xm(t)(x(t)− η(t)xm(t) ≥ 0

η∗, si xm(t)(x(t)− ηxm(t)) < 0
(4.7)

donde η∗ ≥ 1 y xm(t) es una función a tramos que representa el valor del último

punto singular de x(t), es decir el valor mas reciente de x cuando y = 0.

El algoritmo (4.6,4.7) es el llamado algoritmo sub-óptimo (ASO). El ASO permite

garantizar la convergencia exacta en tiempo finito, una vez que el parámetro η∗

se ha elegido lo suficientemente grande. Los parámetros usados para la simulación

son:η∗ = 3, kmin = 1, kmax = 15, α = 0,95, τ = 0,01, γ = 2π. La ganancia fija usada

en la simulación del controlador twisting de ganancia fija es k = 4. Las condiciones

iniciales son x(0) = 3, y(0) = 1, k(0) = 7.
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4.2. Control por modos deslizantes adaptable de

cuarto orden

En (24) un CMD de orden arbitrario es presentado. Se considera el sistema (3.2)

y la ley de control (3.4), sea la función w(xi, xn) un algoritmo para CMD de orden

n definido como el siguiente procedimiento recursivo nested n-sliding controller(24)

w(xi, xn) = ψn−1,n(xi, xn)

ψ0,n = sign(x1)

ψi,n = sign (xi + βiNi,nψi−1,n)

Ni,n =
(

|x1|p/n + |x2|p/(n−1) + ...+ |xi−1|p/(n−i+1)
)

n−i

p

i = 1, 2, ..., n− 1 (4.8)

donde p es el mı́nimo común múltiplo de 1,2,...,n. La dinámica de la ganancia k(t)

se define por el algoritmo (3.9).

Se ha probado en (25) que eligiendo apropiadamente los valores de las ganancias

βi el algoritmo (4.8) garantiza la convergencia del sistema (3.2) al modo deslizante

en tiempo finito siempre y cuando se cumpla la condición

k(t) > f(t, x). (4.9)

donde f(t, x) es una perturbación acotada.

Con el algoritmo adaptable propuesto (3.9) se garantiza que k(t) > αf(t, x), por

lo tanto la condición (4.9) se cumple.

Se considera el sistema (3.2) y el control (3.4), donde w(xi, xn) es definido por(4.8)



4.2. Control por modos deslizantes adaptable de cuarto orden 35

con n = 4

w(xi, xn) = sign(x4 + β1
(

x63 + x42 + |x1|3
)1/12

sign[x3 + β2
(

x42 + |x1|3
)1/6

sign
(

x2 + β3|x1|3/4sign(x1)
)

) (4.10)

en (24) los valores para las ganancias se proponen como β1 = 3, β2 = 1, β3 = 0,5.

Los parámetros usados para la simulación son :kmin = 1, kmax = 25, α = 0,95, τ =

0,01, γ = 2π. La ganancia fija usada en la simulación del controlador twisting de

ganancia fija es k = 7. La condiciones iniciales son x1(0) = 0,3, x2(0) = 2, x3(0) =

0,1, x4(0) = 1, k(0) = 7.
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Figura 4.13: Estado x1 con adaptación(a) y estado x1 sin adaptación (b)

Análisis de resultados Se han comparado los resultados de implementar en

un CMD una ganancia adaptable y una ganancia fija. La mejora es significativa con

respecto a la amplitud del chattering que se puede observar comparando las figuras

(4.1a, 4.2a, 4.5a, 4.6a, 4.9a, 4.10a, 4.13a, 4.14a, 4.15a, 4.16a) con las figuras(4.1b,

4.2b, 4.5b, 4.6b, 4.9b, 4.10b, 4.13b, 4.14b, 4.15b, 4.16b). En las figuras (4.1a, 4.2a,

4.5a, 4.6a, 4.9a, 4.10a, 4.13a, 4.14a, 4.15a, 4.16a) se puede observar que la ganancia

aumenta hasta su máximo valor antes de lograr el modo deslizante. Una vez que se

ha alcanzado el modo deslizante el proceso de adaptación comienza sin perder en
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Figura 4.14: Estado x2 con adaptación(a) y estado x2 sin adaptación (b)
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Figura 4.15: Estado x3 con adaptación(a) y estado x3 sin adaptación (b)

ningún momento las propiedades de los CMDs.

Al comparar las figuras (4.3a, 4.7a, 4.11a, 4.17a) con las figuras (4.3b, 4.7b, 4.11b,

4.17b) se observa que el control se suaviza de tal manera que el actuador no realiza

cambios tan bruscos como si lo fuera un control discontinuo evitando aśı daños en el

actuador y en la misma planta. Se observa la disminución de la amplitud de la señal

de control que conduce a una disminución en la enerǵıa demandada por el controla-
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Figura 4.16: Estado x4 con adaptación(a) y estado x4 sin adaptación (b)
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Figura 4.17: Señal de control con adaptación (a) y señal de control sin adaptación
(b)

dor.

En las figuras (4.1.1, 4.8, 4.12, 4.18) se observa la trayectoria de la ganancia

comparada con la trayectoria de la perturbación, es evidente que la dinámica de la

ganancia es muy similar a la de la perturbación pero la ganancia es siempre mayor

en una cierta proporción α a la perturbación, de tal manera que se garantiza que el
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Caṕıtulo 4. Controladores por modos deslizantes adaptables de segundo y cuarto

orden

0 5 10 15 20
0

2

4

6

8

10

12

14

16

segundos

 

 

Ganancia
|Perturbación|

Figura 4.18: Ganancia con adaptación y perturbación

controlador siempre podrá compensar los efectos de la perturbación sobre el sistema.
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4.3. Comparación de un controlador por modos

deslizantes de orden aumentado (CMDOA)

con un controlador por modos deslizantes adap-

table

Se considera el sistema 4.1. Se agrega un estado virtual para obtener el sistema

ẋa = ya

ẏa = za

ża =
dpa(t)

dt
+ ua(t, xa, ya, za) (4.11)

donde ua(t, xa, ya, za) es un controlador de tercer orden anidado((24))

ua(t, xa, ya, za) = −na

(

za + 2
(

|ya|3 + |xa|2
)1/6

sign
(

ya + |xa|2/3sign(xa)
)

)

(4.12)

y |pa(t)| < At,
dpa(t)
dt

< Dt es una perturbación acotada por la constante At con su

derivada también es acotada por la constante Dt y na es la ganancia fija del contro-

lador. La ganancia na es mayor a la cota de la derivada de la perturbación Dt.

Se desean controlador los estados xa y ya mediante la integral de la señal de con-

trol ua(t, xa, ya, za), por medio del estado virtual za obteniendo una señal de control

suave que lleva a los estados xa y ya al modo deslizante. Se usa un controlador de

tercer orden con el fin de forzar al modo deslizante no solo los estados xa y ya sino

que también el estado za. De esta manera la perturbación es compensada por la in-

tegral del control ua(t, xa, ya, za) obligando al sistema a entrar en modo deslizantes,

aplicando una señal de control suave al sistema real y como consecuencia reducir el

chattering, aśı como la enerǵıa demandada por el controlador.

Este proceso se realiza con el objetivo de comparar los resultados de implementar

un CMDA de segundo orden donde se suaviza la señal de control por medio de la

adaptación de la ganancia y la implementación de un CMDOA donde la señal de



40
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control se suaviza por medio de aumentar el orden del sistema agregando una varia-

ble virtual.

El sistema (4.11) con el control (4.12) se ha simulado con el valor de ganancia

na = 15 y comparado con el sistema (4.1) con el CTEA mencionado anteriormente

(4.5). Las condiciones iniciales xa(0) = 3, ya(0) = 1, za(0) = 1. A continuación se

realiza una comparación del desempeño del controlador de orden aumentado (4.12)

y el controlador (4.5-4.1) presentado anteriormente en un sistema equivalente al

presentado en este caṕıtulo.
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Figura 4.19: Estado xa con un CMD de orden aumentado (a) y estado x con un
CMD de ganancia adaptable(b)

Se observa en las figuras (4.19,4.20) que el CMDOA atenúa mejor la amplitud

del chattering que el CTEA. En la figura (4.21) se observa que la señal de control

del CTEA orden demanda mayor enerǵıa que la del CMDOA, por lo que se deduce

que el CMDOA es una mejor técnica de reducción de amplitud de chattering y de

disminución en la demandada de la enerǵıa por parte del controlador.
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Figura 4.20: Estado xa con un CMD de orden aumentado (a) y estado x con un
CMD de ganancia adaptable(b)
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Figura 4.21: Estado xa con un CMD de orden aumentado (a) y estado x con un
CMD de ganancia adaptable(b)

4.4. Controlador por modos deslizantes de orden

aumentado (CMDOA) con ganancia adapta-

ble

Se considera el sistema (4.11) y el controlador (4.12) en el que la ganancia fija

na es intercambiada por la ganancia adaptable k(t) cuya dinámica se describe por
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el algoritmo (3.9). El sistema se ha simulado con las condiciones iniciales xa(0) =

3, ya(0) = 1, za(0) = 1, k(0) = 7.
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Figura 4.22: Estado xa con un CMD de orden aumentado (a) y estado x con un
CMD de ganancia adaptable(b)
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Figura 4.23: Ganancia adaptable y perturbación

Realizando una comparación de las figuras (4.19,4.20, 4.22), se observa que el

CMDOA con ganancia adaptable reduce aún más la amplitud del chattering que un
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CMDOA con ganancia fija y aún más que un CTEA. Se observa en las figuras (4.21,

4.23) que la reducción en la enerǵıa demandada por el controlador se conserva al

implementar una ganancia adaptable en un CMDOA.



Caṕıtulo 5

Resultados experimentales

Los CMDAs presentados anteriormente se han implementado en un sistema masa-

resorte-amortiguador (MRA). En la figura (5.1) se muestra el sistema. Se pueden

consultar los videos de dichos experimentos en la página negrete.webs.net.

Figura 5.1: Sistema masa-resorte-amortiguador

El siguiente sistema de segundo orden se considera como un modelo para la planta

en la que se implementó un CMDA. Se considera una masa con posición xim medida

44
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en cent́ımetros y velocidad yim medida en cent́ımetros/segundos

ẋimp = yimp

ẏimp = ai(t) + uimp(k(t), ximp, yimp) (5.1)

donde las incertidumbres del sistema y las perturbaciones a la que se somete se con-

sideran en la función ai(t) < Ai acotada por la constante Ai.

El control uimp(k(t), ximp, yimp) es un CMD de segundo orden con ganancia adap-

table descrita por descrita por el algoritmo (3.9). Los resultados de cada CMDA se

presentan a continuación.

5.1. Controlador twisting adaptable (CTWA)

Se considera el sistema (5.1), donde

uimp(k(t), ximp, yimp) = −k(t) (sign(ximp) + 0,5sign(yimp)) (5.2)

donde la dinámica de la ganancia k(t) está descrita por el algoritmo (3.9).

Los parámetros usados para la implementación son :β = 0,5, kmin = ,01, kmax =

15, α = 0,49, τ = 0,01, γ = 3π.
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Figura 5.3: Ganancia adaptable y pertrbación

5.2. Controlador terminal adaptable (CTEA)

Se considera el sistema (5.1), donde

uimp(k(t), ximp, yimp) = −k(t)
(

w(ximp, yimp) = sign
(

yimp + |ximp|1/2sign(ximp)
))

(5.3)

y la dinámica de la ganancia k(t) está descrita por el algoritmo (3.9).
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Los parámetros usados para la implementación son :kmin = ,01, kmax = 15, α =

0,95, τ = 0,01, γ = 3π.
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Figura 5.5: Ganancia adaptable y pertrbación
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5.3. Controlador sub-óptimo adaptable (CSA)

Se considera el sistema (5.1) donde

uimp(k(t), ximp, yimp) = −k(t) (η(t)sign(ximp − βxim(t))) (5.4)

y

η(t) =







1, sixim(t)(ximp(t)− η(t)xim(t) ≥ 0

η∗, sixim(t)(ximp(t)− ηxim(t)) < 0
(5.5)

donde xim(t) es una función a tramos que representa el valor del último punto sin-

gular de ximp, es decir, el valor mas reciente de ximp cuando yimp = 0 y la dinámica

de la ganancia k(t) está descrita por el algoritmo (3.9).

Los parámetros usados para la implementación son :kmin = ,01, kmax = 15, α =

0,95, τ = 0,01, γ = 2,5π.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

 

 

4 5 6
−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

 

 

(a) (b)

Figura 5.6: Estado x (a) y estado y (b)
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Figura 5.7: Ganancia adaptable y pertrbación

5.4. Controlador por modos deslizantes adapta-

bles (CMDA) de cuarto orden

Se considera el siguiente modelo cuarto orden para modelar la planta de dos

masas en la que para la masa 1 x1i es su posición medida en cent́ımetros y x2i

su velocidad medida en cent́ımetros/segundo. De manera similar para la masa 2 su

posición es representada por x3i medida en cent́ımetros y su velocidad x4i medida

en cent́ımetros/segundo

ẋ1i = x2i

ẋ2i = x3i

ẋ3i = x4i

ẋ4i = bi(t) + u2i(t, x1i, x2i, x3i, x4i) (5.6)

donde las incertidumbres del sistema y perturbaciones a la que está sometido se con-

sideran en la función bi(t).

El control u2i (por simplicidad los argumentos de u2i(t, x1i, x2i, x3i, x4i) se han omi-
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tido) es el algoritmo 4.8 con n = 4

u2i = k(t)(sign(x4i + β1
(

x63i + x42i + |x1i|3
)1/12

sign[x3i + β2
(

x42i + |x1i|3
)1/6

sign
(

x2i + β3|x1i|3/4sign(x1i)
)

)) (5.7)

con una ganancia k(t) adaptable cuya dinámica está descrita por (3.9). En (24) los

valores para las ganancias se proponen como β1 = 3, β2 = 1, β3 = 0,5. Los parámetros

usados para la implementación son :kmin = 1, kmax = 25, α = 0,95, τ = 0,01, γ = 2π

con la condiciones iniciales x1i(0) = 0,3, x2i(0) = 2, x3i(0) = 0,1, x4i(0) = 1, k(0) = 7
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Figura 5.8: Estado x1 (a) y estado x2 (b)

Análisis de resultados Al implementar los algoritmos en un sistema f́ısico se

puede observar que las dinámica y el comportamiento es muy similar a los resultados

observados en las simulaciones. Se observa en las figuras (5.3, 5.3, 5.7, 5.10) que la

ganancia presenta una dinámica similar a la perturbación solo que con un retraso que

provoca que por ciertas ventanas de tiempo la perturbación sea mayor a la ganancia.

El retraso es causado por el tiempo que toma filtrar la señal. En las figuras (5.2, 5.4,

5.6, 5.8, 5.9) se observa que el retraso en la ganancia causa una perdida del modo

deslizante, que posteriormente se retoma. En las mismas figuras se puede observar que

la perdida del modo deslizante es muy pequeña, por ejemplo en la implementación

del algoritmo twisting el estado x se desv́ıa solo una fracción de miĺımetro.
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Figura 5.9: Estado x3 (a) y estado x4 (b)
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Figura 5.10: Ganancia adaptable y pertrbación
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Conclusiones

Un mecanismo de adaptación para ganancias de CMDOS se ha propuesto. Me-

diante dicho algoritmo se ha logrado reducir la ganancia del controlador aśı como la

amplitud del chattering y la enerǵıa demandada por el controlador.

Las caracteŕısticas de los CMDs se conservan al simular la implementación del

CMDA. Debido a que el algoritmo adaptable requiere de filtrar una señal discon-

tinua, en la implementación real se presenta un retraso que en ocasiones provoca

la perdida de modos deslizantes por un pequeño lapso de tiempo. Este retardo es

proporcional a la constante del filtro usado para obtener el control equivalente, por

lo tanto la presición del algoritmo depende de la elección de la constante del filtro.

La conclusión principal de esta tesis es que para todo CMD, aumentar el orden

del controlador, es decir, integrar la señal de control o filtrar un componente de ella,

produce una señal más suave. A medida que el orden se aumenta el control es mas

suave de tal manera que se produce una disminución en la amplitud del chattering.

En esta tesis se ha presentado la comparación entre un CMD con ganancia adaptable

y un CMDOA, en los resultados se observó que la dinámica es muy similar solo que

al implementar los algoritmos en un sistema f́ısico real la adaptación presenta un

retardo que termina resultando en la perdida momentánea del modo deslizante. Más

aún, el CMDOA atenúa mejor la amplitud del chattering que el CMD con ganancia

adaptable. Por otro lado la demanda de enerǵıa por parte del CMD con ganancia

52
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adaptable es superior a la demanda de enerǵıa por parte del CMDOA.

Se ha presentado un CMDOA con ganancia adaptable de tal manera que al

adaptar la ganancia del controlador se reduce aún más la amplitud del chattering.

Se concluye que el mejor desempeño se obtiene aumentando el orden del controlador

por medio de un estado virtual y la ganancia del mismo. El número de veces que se

integre la señal de control por medio de estados virtuales, es decir, que se aumentado

el orden un determinado número de veces, debe ser igual al número de ganancias

que se deben adaptar de manera paralela al orden del controlador.

Para mejorar mejorar la idea de adaptación presentada en esta tesis, se debe

construir un observador que pueda reemplazar a la señal de control equivalente de

tal manera que el retardo provocado por el filtro se omita. Esta idea se desarrollará en

un trabajo futuro con un enfoque de funciones de Lyapunov.
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